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VYorwort

In der heutigen Zeit, wo in GroBrechemantagen riesige Algorithmen mit Millionen
von fechenoperaticnen laufen, wird immer hdufiger die Frage gestellt

"¥ann ich den berechneten Ergehnissen lberhaupt noch traven?” Talsichlich kinnen

= wie die Vergangenheit gezeigt hat - durch Akkwmelierung won Rundungsfehlern
grofe Fehler entstehen, die bis zur villiges Verfilschung des Ergebnisses fiih-

ren, Viele Algorithmen arbeiten ohne beweishare Fehlerschreanken. Doch awch in den
Fallen, in demen eine Fehlerabschatzveog des Ergebnisses angegeben wird, das mittels
aines Gleitkomma-Algorithmus erzielt warde, ist Vorsicht geboten. Bei der Lisung
eines linearen Gleichungssystems Ax = b etwa kKann man aus (A +ﬁn}i =hb fiir das Gleit-
kommagrgebnis ; und einer Abschitzung fiir |[2A) noch nicht auf den Fehler won X
gegeniber der wahren Ldsung schliefen, Um digsen Fehler abzuschitzen, wird die Kon-
dition der Matrix beniitigh, die i.a. nicht bekannt ist. Weiter ist nichl zu vergessen,
dal die Richtigkeit der fbschitzung fiir {aAll | sagen wir ||2A] Zn, voraussetzt,

dalt alle Matrizen B mit [|B- 2]l <« nicht singuldr sind,

Diese kurzen Dberlegungen zeigen bereits, dal die Verwsndung won Gledtkommaalgorithmen
sehr wohl miglich ist, jedoch Geschick und feine Bechachtung der Vorginge vom Anwender
verlangt, Gleichwohl sei betont, daf auf diesem Wege heine mathematisch beweisbaren
Fakten erzielt werden, In der Praxis kommt es leider oft vor, dall dic Programme einer-
seits unsachgemill angewandt werden und andererseits die Probleme derart komples sein
kinnen, daf jegliche Obersicht verloren geht. Dariiberhinaus ist von Anwender in jeder——

Phase viel Energie zu investieren, um folgenschwere Fehler zu vermeiden.,

In der vorliegenden Arbeilt werdsn zu einigen Problemen Algorithmen angegeben, die

garantierte, mathematisch beweishare Fehlerahschitzungen filr das Ergebnis errechinen,
und zwar mit hoher Genawigkeit., Es gelingt fir die Liswng linearer Gleichungssysteme
bei G-stelliger Fechnung mindestens 15 Derimalstellen ru garanticren. Ohwohl diese

Blgorithmen nur mit solchen direkt wvergleichbar sind, die ehenfalls garantierte




Schranken liefern sei vermerkt, daB die Rechenzeit hichstens die £-fache pines ent-
sprechenden Gleitkommaalgorithmns ist, Muferdem werden sdmtliche VYorteile dor Gleit-
kommaalgorithmen verwendet. Mit dirsen Algorithmen gelingt es, auf dem Bechner

numerische Baweise zu filhren,

L ersten Kapitel wird zundchst eine raheliegende und bekannte Form solcher Algo-
rithmen rur Losung linearer Gleichungssystems untorsucht: Das [ntervall-Gaul-

und das [ntervall-Gaul-Jordan-Yerfahren. [st eines der beiden Verfahren [intervall-
mEkig) durchfilhrbar, so kann gezeigt werden, dal die Eingabe{punkt- oder intervall)-
matrisz nicht Singulir ist bzw, keine singulire Matrix enthilt und die L8sung
garantiert im Ergebnisintervall liegt (siehe Alefeld/Herzberger). Hervorzuhehen ist
die Boobachtung, dalh durch die [ntervallrechoung offenbar nicht so wiel “verloren
geht™, wie oft angenommen. [Hes wird an verschiedenen Beispielen gezeigt, Ja es
wird sugar bewiesen, dal hei einer Erhihung der Rechengenawigkeit vm 1 Stellen

sich auch die Genauigkeit der brgebnisintervalle um mindestens 1 Stellen erhiken
mylh, Diese Talsache wicd fir eine allgemeine Elasse von Algorithmen tewlesen

{3atz 1.3}, Es wurde ein Programmpaket filr eine Intervallarithretik mit variabler

Genauigkeit geschrieben und implementiert, Das Paket heinhaltet oin [nteger=

und Floatingpaket und st fiir die UNIVAC 1108 der Universitit Karlsruhe ver-
fiighar, Mittels dieses Programmpakets wurde nachgewiesen, dab beide Intervall-
algorithmen bei elwas hiherer Pechengenauigkeit bereits sehr gute Ergebnisse
lefern. Diese kinnen mit geringem Mehraufwand sogar noch um ein Vielfaches
verbessert werden. Es werden Beispiele hierfir angegebon. Daneben wird der Aufwand
filr diese und andere Intervallalgurithmen zor Einschlielfung der Lisung eines
lVinearen Gleichungssystens untersucht. £s wird gqezéigl, dab die Variante von

Crout wnd Doolitlle trotz besserer Fehleranalyse i.a. etwa gleich gute Lisungs-
intervalle wie dor intervallmalige Gaul- und Gaul-Jordan-Algorithmus 1iefert.

Es ergab sich weiter, dall im Sinne des Absolutbetrages stark differierends

Lisungskomponenten of fenbar keinen Binflul auf die Genauigkeit der Frgebnis-
intervalle haben. Sodann wurde die Empfindlichkeit der Algorithmen untersucht
und gezeigt, wo die Durchfithrung der Rechrung mit hiherer Genawigkeit angebracht
ist. Bei Betrachtung der Defektiteration stellte sich heraus, dap hier wie fir
andere Algorithmen die Genauwigkeit der Ldsung erheblich verbessert werden kann,
und 2war mit geringem Aufwand (siehe auch Kapitel 2}. SchlieBlich wird zum Ende
des ersten Kapitels noch kurz auf die exakte Ldsung von linearen Gleichungs-

systemen eingegangen.

In Kapitel 2 wird ein neues Verfahren zur Linschliefiung der Lisung eines linearen
Gleichungssystems angegehen. Im Gegensatz zu bekannten Yerfahren wird ausgshend
yon einer Gleftkommaniherung der Ldsung eine garantierte Cinschliefung berochnet.
Die Richtigkeit des Verfahrens wird mittels des allgemeinen Einschliefungssatzes
7.7 hewiesen, Basierend auf diesem Satz und den 53tzen 2.3 bis 2.5 werden im dritten
Kapitel noch weiltere Einschliefungsverfahren behandeit., Die 5itze gestatten es,
fiir einen gegebenen Intervallvektor zu beweisen, dafb er die Lifung des gegeberen
Gleichungssystems enthdlt. Dariiberhinaus wird algorithmisch bewiesen, dali die
Eingabematrix nicht singuldr ist. Weiter werden zahlreiche Verbesserungen gezeigt,
die den AMgorithmus beschleunigen und die Genauigkeit der Lidsungsintervalle
erheblich verbessern, Dies sind z.B. die Einschliefung des Defekts, ein Prinzip,
dal auch in vielen anderen Algorithmen angewendet werden kann., Weiter etwa

die =-Erweiterung, die eine Konvergenzbeschleunigung des Intervallverfahrens
hedeutet, Durch die Ver=endung eines lanmgen Akkumulators zur Berechnung der auf-
tretenden Skalarprodukte konnte der Algorithmus noch wesentlich verbessert

werden. Fs werden Ahschalzungen angegeben, fiir welche Xonditionszahlen der
Cingabematrix der Algorithmus durchfiihrbar ist. Fiir den Spezialfall diagonal-
demimanter Matrizen wird eine erheblich beschleunigte Yersion des Algorithous
heschrieben. [s wird gezeigt, dal der Aufwand des Intervallalgoritheus hochstens
der sechsfache des des gleitkommamifiigen GauGalgorithmus ist. Sodann wird kurz

darauf efngegangen, wie hei einem eventuellen Yersagen dles Algorithmus die
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Die Einschliefungssdtze aus Kapitel 2 haben Uber die aufgefihrten nlgnriihmen

Genauigkeit in optimaler Weise erhiht werden kann. Im letzten fhschnitt des .
hinaus noch ein weites Anwendungsfeld. Inshesondere kéinnen 2.8, die hier auf-

zweiten Kapitels werden zahlreiche numerische Beispiele gegeben, Es zeigt sich
grzeiglen Algorithmen leicht auf den komplexen Fall umgeschrieben werdsn.

inshesondere, dafh die im Algorithmus auftretenden Intervalle kaum die Tendenz )
Welter gibt es Anwendunnen bei Randwertproblemen, Differentialgleichungen

haben, sich aufzublihen sondern im Gegentell auf die Lbsung mit anndhernd
Hullstellen ven Polymomen ete, die in Zukunft noch wntersucht werden.

gleichbleibendem Durcheesser "hinkonvergieren", Insbesondere werden Beispiele

mit oxtrem hohen Konditinnszahlén betrachtet, Dabei wurden Gleichungssysteme

bis som Grad 200 untersucht, wobei die Zahl 200 durch den beschrankten Speicher- Aeim Entwurf eines Algorithmus geht man punichst von einem reellen Yerfahron aus,

platz der UNIVAC 1108 der Universitdt arlsruhe bedingt ist. Der Grad 00 stellt Es wird eine direkte Formel {wie das Gaul-Verfahren) oder eine fekursions formel

kpine Schranke fiir den Algorithmus dar. Welter werden verschiadene Varianten fwie das Hewlon-Verfahren) angegeben. [m ersten Fall michte man vielleicht ein

des Algorithmes verglichen, wobei die mit Ahstand beste als Faket in die Rechen- Niherungsergebnis verbessern, 5o dall wir uns in unserer Betrachtung auf eine

zeatrumsbibl inthek der UNIVAC 1108 der Umiversitdt Karlsruhe aufgenommen wurde. Fekursionsformel beschrdnken. Hierfiir wird unter gewissen Yoraussebzungen die

Im dritten Kapitel schliePlich werden weitere Anwendungsbeispiele der Ein- KoiHgrgRne: LI Kiivpen e raelion. EENTen | warhimibischi befii ety n-alis Wty ARk Ui
schliefungssitze angegeben, 50 wird ein einfacher Algorithmus zum numerischen sionsformel zu einem Algorithmus 2u gelangen, st letztendlich ein Compiiter-
Bewois der Nicht-Singularitil einer Matrix aufoezeigt. Dieser wie die anderen Programm 2u erstellen. Hier wird bei bloler Ersetzung der resllen Operationen
Mgorithmen sind sowohl fiir {dichte) Punktmatrizen als auch fiir Intervallmatrizen ek pgeniherte) Wlarkmmaoparatignan-ein:Paliler:buyangons tusetne: heve)sbi
bravchbar. MNittels des allgemeineren Satzes 3.1 Tassen sich Aussagen iiber die Mmsageciherodes. ariatbene Rl iThonmaergabnte: sy -bekoamens: dind wint) iche: mags
Eigatwerte einer Hatrin braffen: So.wird sin Algor) theus: 2ui: swarischan Ticherweise aufgetretenen fundungsfehler des Algorithmus zu erfassen. Kann ein
Bewsis, dab die Figenwerte einer Matrix positiven Realteil hahen sowie einer, Konvergenzkriterium fiir das Gleitkommaverfabren angegsben werdsn, nult dessen
daf eine symmetrische Matrix pesitiv definit 1st angegeben. Anhand von Beispielen Giltigkeit auf dem Rechner wieder unter Beriicksichtigung aller Rundungsfehler
wird dig Wirkungsweise der Algorithmen demonstriert. Dariiberhinaus werden nachgepriift werden. In allen hier entwickelten Algorithmen ist das Erfillltsein
Mgerithmen zur EinschliePung der Inversen einer Matrix mit dem dazugehdrigen einer Kontraktionsbedingung notwendig und hinreichend fir die Konvergenz des reellen
feweis der Nicht-Singularitit gegeben. Im letzten Sbschnitt von Kapitel 3 Yerfaheens, Die Kontraktionsbedinoung wird in den vorliegendsn Algorithmen nicht
sehliellich werden - wieder aus Bleitkermaniherungen - Verfahren zur Einschlielung explizit sondern implizit wihrend der Durchfilhrung geprifft. Die erfolgreiche
der Eigeowarte und Eigenvektoren einer beliebigen reellen Matrix angegeben. peendioung ek bisr -Ahotgdinaen Mlganitheen istimit dem inglizlhten Reeis den
Ein herausragendes Ergebnis ist, dal die Eindeutigkeit von Eigenwert und Eigen- RIETRRELDnEhdtagung aletclizusetenn, (Hlfchastbig arden In dieven: Ea3l Schirankan
vekLor im Ldsungsintervall getrennt nachgewiesen werden kann, was den Algo- ausqegehen, die hewiesenermallen die gosuchte Lisung enthalten. Bei bhekannten Yer-
rithous auch sur Oestimmeng von Ausschliefunosinterval len flir Cigenwerte und Tahiven ist ein. Starkeil des Rlgaritidus Hherhaupt nur: pakich,: wenn.die; Tonvergens
stil chen Fil Eiqenvektoren: touglioh macht. durch Normabschitzungen o prieri gesichert ist und damit bereits eine Einschliefung
der Lisung hekannt ist. Das Werfahren heschednkt sich dann darauf, die Lisungs-
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cchrarken ru verbescern. Nie hier beschriebenen Algorithsen heweisen fiir eine

Gleitkommaniherung Fehlerahschitzungen. Der Rewsis kann je nach Yondition des

Froblems im Bahmen der jewsiligen Genauigkeit geflihrt werden oder nicht. In diesem

Sinm cind die hier behandelton Algorithmen als ein hinreichendes kriterium zu

hetrachtern. Die schmale El1oft swischen nobwendig und hinrelchend wird hierbei

allein durch die Bundungsfehler Bestiomt, Hat das Eriterivm einmal gegriffen werdon

Uberdics Nethoden angageben, die es kel gleichbleibender Grundgenauigkeit der

Rechnung (1) allein unter Verwendung eines langen Akkgmulators gestatten, die

Lésungsschranken belichig ru vorfeinern.

[ pinem Appendic wird noch kLr; auf die Darstellung der reellen Zahlen auf dem
Rechner einfagangen. Es wird qazeigt, 4ab ein Homomarphis=us der resllen fahlen
auf die "Rechnerzahlen™ nicht wiglich ist. Dariiberhinaus wird dautlich gemacht,
dal das hsseziativgesetz auf dem Rechner praktisch keine Gliltigeeit haben kann.
Hieraus folgt inshesonders, dafi man von der algebraischen Struktur der "Rechner-

zahlen® iher die in Eulisch | entwickeiten Eigenschaften nicht viel mehr

erwarten zu konmnen scheint,

Im Anhang wird der Quelltext der TORTRAN- und Assemblerunterprogramme des in
der Prograsuhibliothek des Pechenzentrums der Universitit Xarlsruhe installiers

ten Programmpakets angegeben.

. Einleitung

Seit den ersten grundlegenden Arbeiten der Intervallrechnung besteht die weit
verbreftete Ansicht, bei Anwendung der Intervallvechnung blihten sich die Inter-
valle sofort auf und bereits nach wenigen Schritten sel das Ergebnis unbravchbar.
Dieses Geriicht bekomnt inshesondere Mahrung durch Ratschlige "Ein rveelles Ver-
fahren kann sofort in ein Intervallverfahren umgeschrieben werden, wenm statt
realler Zahlen jeweils Intervalle und statt der reellen Operationen Intervall-
operationen eingesetzt werden™. Man erkannte schnell, dab dieses Versprechea nicht

eingehal ten werden kann. Betrachten wir als Beispiel das Hewton-Yerfahren
(1) Ao ™ ey
Hach bekannten Abschitzungen folgt sofort
dix™1) = ap"y ¢ dira™) 7 e ")) s age™y
das Verfahren kann also in der vorgeschlagenen Weise gar nicht gagen die Lisung

konvergieren, Offenbar miissen beim Entwur? von Intervallalgorithsen feinere Hetho-

den angewandt werden.

U das Froblem besser in den Griff 2u bekommen, sell zunichst die Aufgabenstellung
prazisiert werden und anschliebend Miglichkeiten der Lisung diskutiert werden. Le-
geben sei also ein mathematisches Problem, gesucht dessen Liisung, und zwar mit Hil-
fe eines Computers. Was in der mmerischen Mathematik zur Lisung eines Problems——
angeboten wird, sind Algorithmen. ¥nuth verwendet gleich 9 Spiten in seinem ovcton
Band, wm diesen Begriff niher zu fassen. ffan kiinnte eine Definition etwa co for-
mylieren:

"Ein Algorithmus ist ein endliches Verfahren, in dem der erste

Schritt und zu jedem Schritt auch der folgende Schritt eindeutiq

gestgeleglt sind”.




Dhne auf eine gemauere Interpretation eingetien zu wollen sei nur betont, daB
der Algorithmus determinstisch sein mufi und nach endlich vielen Schritten enden
mulh. Ein solcher Algorithmus ist etwa das Mewton-Yerfahren mit Abbruchkriterium,
das unter gewissen Voraussetzungen konvergliert. Die Konvergenz setzt voraws,

dati die auftretenden Zahlen reelle Zahlen sind, d.h. insbesondere unendliche
und mwar auch nicht pericdische Dezimalbrilche sein kinpen, Um aws dem theore-
Lischen Yerfahren ein praktisches zu machen, werden z.B. in (1} fir die Varizb-
len Fahlen eingesetzt, Doch bereits bei einfachsten Funkticnen wie etwa

f{x)] = % -9 steht die Praxis zunichst ver schier uniberwindlichen Schwierig-
keiten, Setzt man nimlich «® = 1 wnd will {1} anwenden, heiBt das

al w s 1em) N

Der Misdruck in der Klapmer 1 - o miifite bei einer “wirklichen™ Anwendung ven (1)
exakl berechnet warden, d.h. es miBten unendlich viele Stellen angegeben werden,
Genau genomeen miifte das bereits bei der Angabe von f geschehen, Denn die Defi-
mition * g ist Jas doppelte der kleinsten pasitiven Nullstelle won cos x = o
gibt noch keime Ziffern und 2+ arccos(o) setzt wieder einen Algorithmus voraus,
Kurzim sind die wenigsten Zanhlen endlich darstellbar, will man nicht in irgend-
welchen algehraischen oder transzendenten Erweiterungskirpern der rationalen Zah-
len rechnen, U also iiberhaupt erst anfangen zu kinnen, missen die reellen Zahlen
durch geeiguete rationale Zahlen "approximiert™ werden. Dabei wird jedesmal ein

Fehler begandgen. Schreibt man etwa 3.14159 oder 385/11% fir w, so ergibt sich ein

abseluter Fehler |7 -3.14159} < 2.7 -6 und |7 - 355/113] = 2.7 -7 und ein
Le
ralativer Fehler !iw| “ H..‘:”-? und |“-—j5—5'tll-i| - 8.5 -8.
mn m
Hie man sient, ist die Approximation von 7 mit 6 Ziffern unterschiedlich gut aus-
gefallen, Iurichk zur Praxis. Das Endziel des Dbergangs vom theoretischen Yerfahren

um praktischen Algoritheus ist die [mplementierung auf efiner Rechenanlage. Hum

wird auf grofen Rechenanlagen mit verschiedenen Zahlensystemen gerechnet. Nehmen
wir an, unsere Rechenanlage besitzt ein Gleitkommasystem fur Basis 10, was ohne-
hin am sinnvollsten ist. [er Exponentenbereich sei im Moment so grof ange-
nomren, dall kein Cberlauf eintritt {ein etwaiger Abbruch wegen Exponenteniiber-

lauf i1st maschinenabhingig und daher fir unsere Betrachtungen weniger interessant).
Kehmen wir weiter an, der Mantissenbersich ist dreistellig, d.h. alle Fahlen der
Form fﬂ.abtlie sind rugelaszen, wo a,b,c Iiffern und der Exponent e eine ganze
Zfahl ist, Die beste Hiherung in diesem System fir die Zahl » wire also D.]tﬂ1ul

mit einem relativen Fehler von < 5.11u-ﬂ. Wendet man das Mewton-Verfahren (1)

an mit einem Startwert x° := 2 und der Niherung
1

auf fle) wx=-n
0.314 1 fir =, bekommt man bereits in einem Schritt x° = 3.14, also die beste
régliche Naherung in unserem Gleitkommasystem. Es kiénnen jedoch awch bei einemsoein-
fachen Algorithmus wnd einfachsten Funktionen erhehliche ﬂngenauigkeiten auftre-
ten. Nimmt man etwa

2

2] fx) = 1.24x° - 121x + 2950, also f'(x) = 2.48x - 121

{man beachte, dak alle Koeffizienten exakt in dem gemannten Gleitkommasystem mit
3=stelliger Mantisse darstellbar sind), so st die gesuchte HNullstelle zwischen

49 und 51 auf 3 Stelle gerundet 50.0 (dies ist sogar die exakte Nullstelle); be-
rechnet man mit unserem Rechner nach dem Hewton-Yerfahren (1) fiir X2 = 19 die

nichste Niherung x] mittels des Horner-Schemas, so erhdlt man {zur Obersicht-

lichkeit ohne [xponent geschrieben; ein Pfeil bedeutet Fundung auf dem Rechner  —=—

zur nichstgelegenen 5leitkosmazahl)

T (49) = (1,24 # 49 - 121) # 49 + 2950 = {60.76 - 121} » 49 + 7950 —>
—> (60,8 - 121) » 49 + 2050 = -60.2 » 49 + 2950 = -2949.8+ 2950 —>

(3) s =050 + 7950 = o
f'(43) = 2.40 & 49 - 121 = §21.52 - 121 =122 - 121 = 1 ,
also
xb e x® - fO)F(0%) = 40 - 071 = 49 = 0




s 1 s : )
per Rechrer wire in diesem Fall wWegen & = (1) natlirlicherdeise davon aus

gegangen, dad x = 49 die exakte Lidsung von (2} flr 49 <« < 51 ist. Der Fehler

ist offenkundig: Statt des waliren Wertes £(439) = =1.76 hat der Pechner f{49} = o

berechnot, nur verursacht durch den internen Rundungsfehler. fas "wirkliche

Hewton-Verfahren, nimlich das reelle nicht gerundete, hitte die Folge

x“ 419, :l

5 = 50.000..., x° = 50.000..

geliefert. Ahnliche {auch noch viel schlimrere) Beiszpiele 13ssen sich ebenso fir

andere Gleitkommasysteme konstruieren. Hebenstehend ist ein Bild der Funktion T

aus (2) zwischen 4% und 51 gezeichnet. Bedenklb man weiter, welchen Fehler hier

ein paar Operationen angerichtet haben, kann man

! e

/
: & cich ausmalen, welche verheerende flusmale der
1" [ e Fehler in einem Programm annehmen kann, in cem
o rr'_.,.,-o-""

gleich Hillionen won Operationen durchgefihrt werden, so wie es heute gang und
galbe ist.

Offerbar wird deutlich, welchen Hert man Zahlen beizumessen hat, die Endwerte
eings Algorithmus sind, der aur mit Gleitkommazahlen vechnet ohne irgendwelche

Vorkehrungen den Fehler betreffend [die Endwerte kinnen nicht als Ergebnisse

hezeichnet werden). Selhstverstindlich heipt das nicht, dak G1eitkommarechnungen

won vornherein sinnlos sind; nur miif(t)en sie immer in Yerbindung mit einer Feh-

; F —
lerabschdtzung durchgefithrt werden. 1m obigen Beispiel hiefe das zum Boispie

fiir die Berechnung der Ableitung {siehe (3)), da@ man bei der Hultiplikation

2 A8 s 49 nur aussagen kann, dail das Ergebnis zwischen 121 und 122 liegt, dem-

antsprechend der Wert der Ableitung zwischen o und 1, Wirde man die Berechnung

i i i “148) <« 0.6
der Mhleitung mit & rechnenden Stellen <aldieren, kinnte hergits 0.5 = F (49] =

verbindlich ausgesagt werden und bei § vechnenden Tiffern bereits der exakte Wert

i : i s
F'(19) = 0.52 garantiert werden. Entsprechendes gilt filr die Berechnung v

F{19).

4
s E.38..., kL =50.79..., x° = 50.186..., X" = 50.0089...

Ein reelles Verfahren chne Vorkehrungen auf Gleitkosmazahlen zu Ubertragen jst

nicht zuldssigy die erhaltenen HWerte als LBsung des reellen Problems zu bezedch-

nen chne eine entsprechende Mehlerabschdtzung ist nicht statthart, Jeder Algorith-

mus auf dem Rechner ausgefiilhrt sull eine Fehlerabschitzung in irgendeiner Form ent-

halten, Es sind so z.B. bereits viele Intervallverfahren bekannt, die wahre Ld-
sungen liefern, d.h. die Garantie geben, daB die Losung zwischen zwei anoegshenen
Gleftkormazahlen liegt, [n der Zukunft gilt es daran zu gehen, diese Algorithmen

Weiter zu verbessern, um noch schirfere Schranken angeben zu kinnen.

Hun zum Yorwurf, die Intervallalgorithmen wirden die [ntervalle sofort aufblihen.
fun einen ist dies eine recht glohale
Zutrifft (siche Kapitel 2 dieser Arbeit). Andererseits ist es falsch, dies der In-
tervallrechnung anzulasten. Betrachten wir die Lisung eines linearsn Gleichungs-
systems nach der Gaul'schen Eliminationsmethode. Wilkinsom hat zahlreiche Ab-
schitzungen fiir die Genawigkeit des Gleitkommasrgebnisses in Bezug auf die wahre
lizung angegeben. Diese Abschdtzungen sind naturgendl Oberschdtzungen, denn fiir
eine genaue fbschitzung mifite man den ganzen Algorithmes wiederholen und als For-
mel mit einbringen. Der Sinn von Fehlerabschatzungen ist ja gerade, einfache For-
maln anzugeben, welche den gemachten Fehler demnoch miglichst genau abschitzen,
Bechnet man den GauBalgorithmus mit Intervallen statt mit reellen Zahlen {d.h.
Uoerall werden reelle Jahlen durch Intervalle und reelle Operationen durch Inter-
valloperationen ersetzt), bekommt man ein Ergebnisintervall. Sicher ist, dal die

wahre Lisung in diesem Intervall liegt, Eine Intervalloperation (& ist aher de-

finfert als

C=AMB={ashb|ach be B} fir &€ {+,-,</},

d.h, zu jedem ¢ & C gibt es ein Paar {a,b) & (AB) mit a @b =c , Da C in dem
Jewailigen Gleitkomasystem dargestel 1k warden mull, wird fiir die wuntere brw.
cbere Grenze von © jeweils die grilte brw, kleinste Gleitkormazahl eingesetzt, die

gerade noch kleiner bhiw. grifer ist, resp.

Ferechnet man a2 ® b, wo a,b reell sind,

Behauptung , @ie im speziellen sicher nicht

——




weill man a priori nicht, ob a & b auf dem Bechner nach cben oder unten gerundet
wird. Dzher mufi man bei einem allgemeinen Gledichungssystes Ax = b davon aus-
qehen, dab bei der Evsetzung ven a # b durch die Intervalloperation a » b sowoh
die untere als auch die cbere Grenze angenpmmen werden kann. Das wiederum heift
genau, dal die intervallmilige Lésung eines Tinmearen Gleichungssystems die beste

bekannte Fehlerabschitzung fUr den Mert der Gleitkommarechnung darstellt (die

Fehlerabschitzungen wvon Wilkinson sind auPerdem in der Praxis dann micht anwendbar,

solani~ keine garantierte Abschitzung der Konditionszahl der Ausgangsmatrix vor-
Tiegt, was in den seltensten Fullen =zubrifft ). Ist also .das Ergebnisinterval
rechl grof oder versagt gar die Rechnung, weil in einer Fivotspalte nur Hullinter-
valle auftreten, so heilft dies gerade, daP man auf den Ausgabewert der Gleitkomma-
rechnung gervade soviel wvertrauven kann, wie das Intervall grof ist oder iberhaupt
nichts mehr aussagen kann, Dal es trobtzdem Wege und Mittel gibt, die wahre Lidsung
dennoch besser einzuschliefen, hat einen anderen Grund. Man geht von der Erfahrung
aus, dal die Grenzen der Fehlervabschitzung nicht voll ausgeschipft werden [das
andert nichts an der Tatsache, dali es miglich ist!}. Sodann gibt mam mit geeigne-
ten Methoden (siehe Kapitel Z dieser Arbeit) eine Abschitzung fiir den Fehler der
Gleitkommawerte an, die dann wesentlich besser ausfallen kann, Das heift nichts
anderes als: ein anderes Verfahren liefert andere Abschitzungen. Tritt allerdings
der Fall ein, dal die Gleitkommawerte zu schlecht sind, wird wahrheitsgemil deren

Fehler angegeben, der dann entsprechend grol ausfallt,

In den folgenden Kapiteln werden zahlreiche Wege und Algorithmen angegeben, die
gin vorzeitiges Aufbliahen der Intervalle wirksam unterdriicken und im Regelfall

eine sehr gerave Einschliefung der LiSung angsben.

1. IntervallmiBige Liéswng von inearen Gleichungssystemen

Eine naheliegende Yerallgemeinerung des Gauli'schen Algorithmus fiir reelle Zahlen
besteht in der blofen Ersetzung der reellen Zahlen durch Intervalle und der reel-
len Dperationen durch Intervalloperationen. Die erbaltenen Lisungsintervalle ent-
halten die exakte Ldsung des reellen Gleichungssystems {fir einen Beweis siehe
z.B. Alefeld/Herzberger). Entsprechende Aussagen gelten fiir das Gaub-Jordan-Ver-
fahren, I'n Alefeld/Herzherger wurde gezeigt, dal das Intervall-Gaul-Yerfahren
mindestes . dann eine Einschliefung liefert, wean die Ausgangsmatrix streng dia-
gonaldominant ist, Die Yoraussetzung ist recht scharf { 13Bt sich allerdings
mancheal durch die lethode voen Hansen nachtrdglich herstellen). Doch selbst wenn
diese Voraussetzung nicht erfillt §st, kann das Yerfahren gerechnet wevden in
der Hoffnung, daB in keiner Pivotspalte nue Kullintervalle auftreten. Dies ist
nft auch noch der Fall, wenn die Ausgangsmatrix micht strerg diagonaldominant

oder keine M-Matrix war.

Mancheiner wird das Yerfahren bereits pregrammiert und festgestellt haben, dal
sich die Lisungsintervalle rasch aufblahen und oft numerische Singularitdt awf-
tritt [ d.h., eine Pivotspalte besteht nue aus RKullintervallen}. Der Hauptgrund
hierfir liegt in der geringen Stellenzahl, mit der gerechnet wurde, Nichi zuletzt

auch folgendes Beispiel gab AnlaR, das Intervall-Gauf-Verfahren mit hiherer Ge-

navigkeit durchzurechnen.

Botrachten wir die Funktion
- i 2 3

= L {--]_::|1 . ;E. ]l = % ¢ ;_r_ ;T o
i=o . '

=X

(1.1} e

Aekannterweise st die Funktion flir grifere x von sehr kleinem absoluten Botrag
glefchwohl in der Berechnung nach (1.1) sehr grofe Auslischungen auftreten, Im
folgenden wurde e * fir x = 10{10750 mit einer Intervallarithmetik mit maximaler
Mantissenllings 50 berechnet. In der nachstehenden Tabelle bezeichnet Sk den

magiralen Summand dem Betrag nmach in (1.1) fiir das jeweilige x, also




1.8, 15t in

=

Smax m?x

Wie man sieht ist stwa fiir x = 20 der Nert von e * bei 1077, wihrend 0y DI 100x + 93y = 159
10*7 1ieqt. Bei der Aufsummierung gehen also durch Ausléschung mindestens h = 99x + 9By = 197

17 =9+ 1+ 7 Stellen verloren, d.h. hichstens 33 Stellen kénnen garantiert der Defekt flr % = (0.132) verschwindend klein, nimlichax = b - Ax ;[U;D,UIJ.
Ubrig bleiben; in der Tat bleiben 32 Stellen garantiert. Man ist gymigt,I filr eine gute Hiherung der Ldsung zu halten, obwohl in Wirk-
lichkeit zur exakten Lésung (1;1) kaum Ahnlickkeit besteht. Die direkte inter-
-X garantierte h i
% R Smax Stellen ) s vallmifige Durchfilhrung des GauB-Algorithmus vergribert die Ergebnisintervalle
S T scheinbar dadureh, dal abhingige Intervalie wie nicht abhdngi verwendet wer-
10 h oAy s 2.%,3 41 41 Ho den, Sind z.B. A,B,C positive Intervalleund D= A+ Bund E = -A + C, so wird
24 L T -3he7 % 43 150 zur Berechnung der cheren Grenzen von D und E einmal die cbere und einmal die
0 9.4,4-14 7.8y, 11 a3 24 190 untere Grenze von A verwendet. Im Nachhinein sind solche Beobachtungen Teicht
40 AT Bl 1.5:416 14 15 230 zu machen, und zwar flr spezielle Probleme. Im allgemeinen Fall ist a priori
50 1.9,,-22 2.9,,70 5 7 220 nicht bekannt, wann nach oben und wann nach unten gevundet wird. Tatsichlich
gibt es Beispiele, wo immer “ungiinstig" gerundet wird. Nehmen wir die nach un-
Die entsprechendan Werte sind in der letzten Spalte aufgetragen. Wie man sieht, ten gerichtete Rundurg in einem 13-Bit Computer und das Gleichungssystem

gehen selbst bel x = 50 und 270 Additionen nur 2 Stellen wverloren durch den Auf-
6876 + P93¢y - 3113z = -1351

fang von Rundungsfehlern in den Intervalloperationen. Diese Beobachtung gibt An-
013x + 1941y - G039z = -47R3

1afi zu der Vermutung, dal genaue Intervalle erhalten werden kinnen, wenn nur ge-
162x + BBy - 4937z = TEZ

niigend genau gerechnet wird. In den folgenden Abschnitten wird sich diese Yermutung

ot thEsasn. sn lautet die Gleitkommaniherung x und die [ntervall-Gaufeinschlielung X

-0 192291 [-0.193024,-0.1914567]
l.a) Cemerkungen zum Intervall-Gaul- und Gaul-Jordan-Algorithaus =
X = 1.0a217 LI [ 1.09229, 1.09424] .
In der Einleitung wurde bereits wversucht zu verdeutlichen, dal ein “umganaues” 1.04785 [ 1.04705. 1.044907)

Intervall nur auf ein schlecht konditicniertes Problem deutet und nichts anderes )
wihrend die auf & Stellen gerundete exakte Lisung

heift, als dal die Gleitkormaniherung erhenfalls sehr schlecht sein kann. Hat man

nur die Gleitkommaniherung vor sich, weid man zunichst nichl viel, denn selbst ein ¥, 192238
. & 09103
kleiner Defekt sagt zundchst nichts dber den relativen Fehler der Gleitkomnanihe- ) 1.09
1.04824

rung aus, wenn nicht Abschitzungen iiber die Kondition der Matrix vorliegen.

lautet. Die Gleftkommaniherung fir z stimmt hier in der dritten Kemponente mit
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der Vinken Grenze der Intervall-GauPeinschliefung iterein, Gffenbar trat hier

der Fall ein, daf an der entsprechenden Stelle der Gleitkommarechnung fnmer so
gerundet wurde, dali die linke Intervallgrenze des entsprechenden [mtervallschritts
angenomren wurde, Oie Weite des Intervalls flir z ist in diesem Fall 10 Bit (von

hinten), die Gleitkommaniherung weicht 3 Bit vom gerundeten exaklen Werl ab.

Die naive Intervallrechnung erweitert nur die vier Grundrechencperationen

4, =, =,/ , sowic die ven der Ordnungsrelation £ herrihrends Ordnungsstruktur

auf Intervalle und durchlauft damit Algorithuen, Auf dieser Stufe steht man af-
fenbar, wenn man einen gegebenen Algorithmus flr gerundetes Rechnen mit Inter-

vyallen durchrechnet,

In der nicht-paiven Intervallrechnung macht man sich die Erkenntnisse zu Hutze,
dap Intervalle Mengen sind und mil der Inklusion eine weite Ordnungsstruktur
tragen. Die Relation “flement aus™, die Inklusion, sowie das zugehirige In-
fimum und Supremum, das sind Durchschnitt und kenvexe Hillle von Intervallen
nimmt man als nuserisch leicht ausfilhrbare Dperationen zu den Grundrechenope-

rationen hinzu, Dadurch erhdlt man insgesamt die folgeaden Operationen:

L T T f-’ErcunlL'r!

Praktisch gehiiren alle bisher veroffentlichten gut funktionierenden MNgo-
rithmen der Intervallrechnurg iler nicht-naiven Intervallrechnung an und
machen in Herleitung und fowendung von der erweiterten Menge der Grundrechen-

cperationen fGebravch.

Mit diesen Bogriffshildungen kiinnte man die bisherigen Erfahrungen wie folgt
ausammenfassen:  Micht-naive Intervallrechrong ist ein gub brawchhares und niitz-

Tiches Hilfemittel der Humerik. Naive [ntervallrechnung aber fithrt i.a.

.11 =

10 unbrauchbaren Fehlerschranken, Dieses Ergebnis ist aber nur beschrdnit rich-
tig., Richtig ist es, cowelt es die nicht-naive Intervallrechnung beteiffh. Die
beziiglich der nafven Intervallrechnuny gemachte Aussage o1l hingegen noch ge-

nayer analysiert werdan,

Uber die naive Intervallrechnung gibt es einen ganz zentralen und wohl bekarnten
Satz, der mit einfachen Worten und ohne grolen Formalismus etwa folgendcs aus-
sagt (beziiglich einer Prazisierung dieser Ergebnisse siehe etwa das Buch von Ale-
feld uid Herzherger, 5. 28 fF): Betrachten wir einen numerischen Algorithemus
baw. einen arfthmetischen Ausdruck for reelle oder kompleze Argumente. Yon dem
2u Grunde liegenden Funktionsawsdruck ncheen wir an, dal er Lipschitz-stelig ist.
Wertet men diesen Fumktionsausdrock intervallmdlig aus, d.h. sstzt man an Stelle
der Argumente Intervalle ein, so Tiefert die  intervallmiBige Auswertung eine

Uberschitzung des Wertebereiches der Funktion im Bereich der Argumentintervalle,

Lift man die Durchmesser aller Argumentintervalle gegen Null gehen, so konver-
giart die Cberschitzung des Wertebereiches gegen Hull oder die intervallmilige
Muswertung der Funktion gegen den Wertebereich bzw. in der Grenze gegen den Wert
der Tunktion. Bei geeigneter Darstellung der Funktion geht die Oberschitzung des
Wertebereiches sogar quadratisch mit dem Durchmesser der Argumentintervalle gegen

Hull.

Bei jedem Algorithmus tritt nun aufgrund der unvermeidlichen Rundungsfehler ein
Genaufgheitsverlust cin, Dieser Genauigkeilsverlust ninmt im allgemeinen bhei Ver-
griferung der mitgefihrten Ziffernlings nicht zu. D.h. fihrt man einen Algo-

rithmiz mit 10-stelligen Ausgangsdaten 10-stellig durch und yerliert man wihrend

der Fechnung & Stellen durch Bundungsfehler, so verliert man bei 15-stelliger
Fochoung durch Repdungsfehler nicht mehr als & Stellen, Fithrt man nun dieselbe

Pechrung mit Intervallen durch und beginnt mit denselben 10-s5telligen Ausgangs-

daten, also mit Punktintervallen, so bewirken die Rundungsfehler eine gewisse
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Pufblihung der Intervalle, Diese wird dann noch werstdrkt durch die Oberschitzung
des Wertebereiches der Funktien durch die Intervalirechnung. Im Fall von Tinearen
Gleichungssystemen tritt jedoch durch die Intervallrechnung praktisch kein Genauig:
keitswerlust mehe ein, Man kanm erwarten, dafi wenn bel l0-stelliger Rechnung noch
7 Stellen fibrig bleiken, dab dann bei 15-stelliger Rechnung wenigstens 12 = 7+k
Stellen erhalten biniben. Hier kznn sogar durch eine sehr preiswerte Hachkorrektur
das Eroclmis wa Grifenordnungen verbessert werden, wie die Beispiele spater zeigen

werden,

Nan fragt sich, wie ein solchoy Effekt zustande kommi. Raim [ntervall-Gauh-
algorithaus kann es {bei zu geringor pantissenlinge) passieren, dafy in einer
Pivatspalte nur Nullintervalle auftraten, In diesem Fall kann der Algorithmus
nicht fortgefulirt werden. Andererseils britt erfahrungsgemdl bei einer erfolg-
reich durchgeliibirten Gaullelimination [ohne Riicksubstitution) wihrend der gan-
zen Bechnung  praktisch kein Nullintervall auf. Gerade beim Rechnen mit Hull-
intervallen isl das Ergebnis (hed Fultiplikation und Division) ja gar micht
mehr von allen Intervallgrenzen der Operanden abhdngig, d.h. in diesea Fall
trite eine Oberschitzung des Wertebereichs pin. Sobald die Yorsdrtselimina-
tion erfolgreich durchgefihrt wurde, kann bei der Rlickwirtselimination keine
Divigion durch Hullintervalle mehr auftreten, d.h. der gesamte Algorithmus
kann erfolgreich beendel werden, Gleichwonl kinnen die Ergebnisintervalle
grobe Durchmesser hoben und sogar Hullintervalle spin. Trotzdem steckt in der

intervallmaliaen LU-Zerlegung cpyiol Information, dall mit wenig ehraufiwand

sehr gute Ergebnisse erzielt worden kinnen (siehe untenj.

L

Unter der Annahme, daff wihrend der Durchfithrung des Intervall-Gaul-Algorithmus
keine Nullintervalle auftreten soll jetzb gezeigt werden, dall sich bei Erhohung
der Genauigkeit der Rechmung um 1 Stellen die Genauigkeit der Ergsbnisintervalle
um wenigstens 1 Stellen erhiht, Wir zeigen dies unabhingig vem Intervall-Gaul-
Mgorithous fiir jeden Intervall<Algorithmus, der dusgehend ven Punktintervallen

die wier Grundrechnungsarten verwendet,
Definition 1.1 Fiir X& IR sel

¥l 2= min [} .
ek

Definition 1.2 Fir Xe€ iR wund o4 ¥ bezeicanen wir

di ¥

afX) 1= i

als relativen Fehler der Intervalls X,

neht man daven aus, daff eim Intervall ¥ eine exakte Lidsung P einschliiefen

soll, ist offenbar

A{X) = max Lyl
) XY E X ]ﬂ :

also inshesonders
max ]1:-;-]- < M%) .
xeX x| 7
Nemnach ist A(X) der "maximale relative Fehler® wvon X in Bezug auf .
[m Folgenden sei worausgesebzt, dal fiir alle auftretenden Intervalle gilt:
al  o#EX
B) af¥) €l { <= d(x} =< [ix||)
Daraus folgt, dal %] = || & || +d{*d=]| 2]} .

Im Folgenden werde irgendein Algorithmus intervallmalio ausgefilhet, Alle

Eingabedaten seien Punktintervalle. Die Basis des benutzten Gleitkommasystems




]
—
F=1
]
(=]
i

y i X W
coi b, Es soll untersucht werden, wie sich die Genauigkeit verbessert, wenn .*.M'+ Ii'] ) d[ﬁ', +H-_’;|_ . h_i -dhfﬁl‘ N b_]iﬁ[m-ﬂ.} |
1A+ 87~ '

die Rechnung mit | Stellen mehr in der Mantisse ausgefihrt wird. Das entspricht

einer Erhihung der Genauigkeit um 1 Stellen, Die bei der ersten Rechnung auf= v Wit Bt ivan honid B Staibon sertassarts verbes st ieh aiich

., die bei der um 1 Stellen genauveren

tretenden Intervalle werden mit AB,.. das Ergebnisintervall der Summe von A und B um 1 Stellen in d und &,

x
it Int e mit A ,B ,... bezeichnet, resp.
Remhining. AV RREIQINEN A VERERRS " 3) Subtraktion von Intervallen.

1) Rundung von reellen Zahlen. ber Fall wird durch Ersetzen von B durch -B auf 2) zurickgefihrt,

ine reelle Zahl a werde bei der ersten Rechnung Ium Intervall A, bei der o .

ik x A1 Muttiplikation won Intarvallen,
.n Bechnung zum Intervall A gerundet. Dann gilt ;

e : Hit den Voraussebzungen won &) ist fiir AB >0

-1
diA%) < b7 edin
{ ] 3 '[ } dl:ﬂ"ﬁw] - |ﬁjl:! . |”-|'| R Ill'l‘”'llﬁ‘r” -

und wegen [IACI1211AI SOIAMT a6 e dtg®)) - (1A%~ 118 -
B(A%) = L) < b7y o [A%] - as®) + 1B agnT) + d(AT)d(B") <
| xen = i
. b Lo(Ua"| - d(B) + IB*]] + d(A} + d(A]-d(B}]= nach &)

-~ Bei der fundung vom reellen Zahlen wird bei Erhishung der Genawigkeit _
R b7 LAl +d(8) ¢ JIBII- d(A) + d{A)-d(B)} =

us 1 5tellen der Durcheesser und der relative Fehler der Ergebnis-

=1 R
b~ ClAl 8] - AR -
intervalle um 1 Stellen verbesserLl.

b~V d(A - B)

2} hdditi Intervallen, ‘
: o Wegen d{A) = d{-A) und ||A]] = ||-A|| gilt die SchluBkette auch ahine die

It -
Es gelte AR < b_]+d|:A} T <b 1.11“3} : Voraussetzung A,B>0; es genligt o€ A.B, alse a) . Wegen AY-p¥sA-8
.:-.{AVJ y h_t‘ﬂ”l]' . ﬂ{ﬂﬁ'} < b-l-e".{ﬂ]l : und a) folgt |[A% -« BY| = [[A- B und mit ) folgt weiter
w A
x x _d(A%BY) -1 d{A-B) <1 d{Aes) -]
y e R peaa gy < QA B oyl RS fh--_—n-l-l-):hr.-:-.i.l.*ﬂ}.
Dane 15t wegen der Menotonie ||.ﬂ."- E-t” e ”A.ﬂ-.[;k” = ||ﬁ
L] L 3
Ach . RceB. :
o =x Mird f und 4 von A und B um 1 3tellen verbezsert, erhiht cich auch dip ——=—
Alsp ist AN+ B") = (A + () < b« (dA) + d(BY) = Genauigkeit des Ergebnisintarvalls des Produkts von A und B um 1 Stellen
=h']-d[n+ﬁj indund a,
und 5] Division von Intervallen.

W,
i I TR 1 Hit den Voraussetzungen wan 2) ist fiir A0 >0

o " - "
LB
B [ T 00 N Lk R

Demnach st 8™ IR

(A" 1 8%

da §) fiir alle aufgetretenen Intervalle, also inshesondere flir A+ B gilt.
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| |_|_A"|[ 'd_{EI'} : E|Bll| +d{ﬂ.f] g "“:L!]'.‘.diﬂ'] . Beweis. Mit den Bezeichnungen von vorhin folgt aws (®) sofort
i i . : [ ] =
8%« 1l + 48"y

din) < S d{A]  und AT gb'1 < A{A} .

bt AT d8) ¢ IIB7I| d(A) ¢+ A(A) - d(B) = ey )
ile™i -187

<

Alle wihrend des Algorithmus auftretenden Intervalle sind entweder durch Rundung

der Anfangsdaten entstanden oder sind Ergebnis der Yerkniipfung zweier wihrand
o1 HALL- 4(8) + 8] d(A) ¢ 8(A) - 4E) .
lisff« 8]

der Rechnung bereits aufgetretenen Intervalle durch +,- .= oder /. In allen
Féallen wurde nachgewiesen, daf sich jeweils der Durchmesser d wnd der relative

h'] < [|A] AUBl - 1Al B}V = fehler & mindestens wm den Faktor b'i verbessern, Das gilt fir alle wihrend der

=1 (A 78] der Rechnung aufgetretenen Intervalle, also insbesondere auch fiir die Ergebnis-
b =d

intervalle.
Wie unter 4) kann die Voraussetzung AB> o0 wegfallen, Weiter ist wie unter 43

A" 8") - I'J_{_J}:j H: < L di-"-.-"_E:'l_ ; gl A/ B) -1, A(A /D) korollar. Wird bei einer zweiten Durchfihrung des Intervall-Gaud- oder Intervall-
[|& /Bl fla” /870l 14 Bl Bauf=Jordan-Algorithmus die Rechengenauigkeit gegeniber vorher wm 1 Stellen
wieder wegen B} und ,!."l,n' B'E AJB . erhiiht {1 Stellen mehr in der Mantisse zur Basis b) und sind o) und g} erfillt,

5o verhessert sich der Durchmesser und der relative Fehler der Ergebnisintervalle

mindestens um den Faktor h'I,

=> Mird d und & von A und B um 1 Stellen verbessert, erhitht =ich auch die

Genauigkeit des Ergebnisintervalls des Quotienten von A und & um 1

Stellen in d und &. ; Wesentlich bei der Beweisfihrung ist, dal die Fingsbedaten reelle Zahlen und

ki ir folgenden Satz formulieren: exakt bekannt sind, Sind die Eingabedaten ihrerseits Intervalle, kann eine
Hunmehr konnen wWwir {oigen '

entsprechande Aussage allgemein nicht mehr gemacht werden,

{ ein Algoritimus zur Berechnung der Funktion f:V R = IV R, .
Satz 1.3 Gegeben se ¢ o rIIR Die Erfahrung hat gezeigt, daf die Voraussetzungen o) und g) bei der intervall-

i i i 1loperationen +,=,=./ 1 [T = 1T Tur ein Raster T vor-
SRR SRR R ' : mafigen Durchfihrung des Gawd- cder Gaul-Jordan-Algorithmus fast immer erfillt
omren i i fiir alle winhrend des Algorithmus auftretenden Intervalle die
sikehciaka ’ sind. Im Wesentlichen tritt also einer der folgenden heiden Fille ein:

i Erru.atl i i ¥ & a
Bedingungen a) und &) a) Die Durchfithrung versagt, da in eirer Pivotspalte nur

i i thm fiir die gleichen Eingabedaten in I3, also mit
R e ’ Hullintervalle auftraten

_ . " . in Raster 5 durchgefilhrt, wobei flr alle Efngabedaten
e - b)  Der Algorithmus ist durchfiihrbar und es treten wihrend der

(d.s. reelle Zahlen)

R Rechnung keine Nullintervalle auf.,
(w) laglx) = Velx)| € b7+ [ag(x) = Fylx)]

Hatiirlich kdnnte man leicht ein Gegenbeispiel konstruieren; in der Praxis kam
erfiillt sei, so verbessert sich Fiir alle Ergebnisintervalle der Durchmesser d

foy ¥

e
und der relative Fehler A wenigstens um den Faktor b © (707 Aoy Boo By o

siehe Kulisch 1).

r
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unter wielen hundert gerechneten Beispielen keines vor, Mit den obigen Ober-

Tequngen erklart sich die beobachtete Linearitit der Genauigkeitsiibertragung,

fls stellvertrelendes Beispiel botrachten wir das Gleichungssystem mit der
7 % 7-Hilbert-Matriz und rechter Seite (1,...,1}. Es wurde nach dem [ntervall-
Gaul- wnd Intervall=Gaul-dordan-Algori thngs mit Genauigkeiten 15%,20,28,30
und 15 Dezimalstellen yerechnet. Das Ergebnis ist in der folgendan Tabelle

wiedergegehen, und zvar wurden filr alle 7 Xeoponenten die relativen Fehler

angegeben
1V-Gaul 16-stellig N-stallig 26-stellig I0-stellig 5-stellig
1 » 1 11|n'3 ‘llnn_B ]1]U~]3 ,Elt =18
2 340 .29, -5 .29, -0 .29, =15 2%, -20
K] 18, -1 AT, 76 A7,,-1 A7, =16 17,,-21
4 Jdé -2 B -7 16, =12 16, -17 A6 -2
] 26, -3 25, -8 25, =13 .25 =18 .25, 773
b 64, -4 64, -9 .6410-11 .64 -12 G4, -24
7 .58 -4 .58 -9 .58, . -14 .58, ,-19 .58, ~24
1V-Gauf-
Jordan
1 A3,,-3 13 -8 A3,,-13 A3, ,-18 13,23
2 1,,-3 11 -8 J1,-13 1,-18 1 =23
3 .92, -4 92 -9 .02, -14 92, -12 92, -1
4 BDIJ—4 EU.'—Q EDLD—Iﬂ EUL°~I9 SUI*-EH
5 7l,,-0 7, ,-9 71,,-14 7,,-19 71,,-24
6 b4 =4 & - 64 -14 64 -19 64 -7d
f 58 -4 5RO -9 58 <14 53 -19 g1 -4
K] 1a 14 13 (L

Tabelle 1.1 Intervall-Gauf- und Gaub-Jordan-Algorithmus fiir

verschivdsne Genauigkeiten
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Lor relative Fehler > | beim 18-stelligen 1V-GauB-Algorithmus heift, dal dort ein
fullintervall 2ls Losung ausgegsben wurde, Fechnet man das Gleichungssystem mit

10 Dezimalstellen Gemawigkeit, so produzieren beide Algorithemen als Lisungsinter=
valle nur Nullintervalle. Bel 5 Dezimalstellen Genauigkeit versagen beide Algorith-
men. Wie erwdhnl steht das angegebene Peispiel fir viele gerechnete Hoispiale, wo-
bei immer die gleich Beobachtung gomacht wurde: Bei Crhchung der Fechengenawig-
keit wm k Stellen erhitht sich auch die Genauigkeit der Lisung um k Stellen. fAn
abiger Tahelle benbachtet mam awch den typischen Effekt, daf die Genanigheit der
Lisung von der letzien Xomponente zur ersten beim GauB-Algorithmus stork abnisemt:
beim Gauf-Jordan-Algorithmes hingogen bleibt die Genavigkeit annihernd konstant,
Filhrt man die in Abschnitt e) beschriebene Defektiteration durch, fiihren jedoch

beide Algorithmen auf weit bessere {untereinander gleich gute) Lisungsintervalle




-0 - -2 =

)  TADD(a,b) =ath
1.b} Zur Implementierung einer Intervallarithmetik mit flexibler
INEG[a ) im =3
Genauigkeit
15UBfa,b) =a-b

Ein Hauptanliegen der genaueren Arithemetik war die LEnge der verwendeten Zahlen IMULT(a,b) ol B

) i halten. Dah ie P i e he PASCA ment
dynamisch zu halten. Daher wurde die Programmiersprache L und das Eleman 101V (a,b) ie a7h

pointer verwandt. Die Basis & sollte eime l0er-Potenz sein um Rundungsfehler IPOWER{2,n)

2

zu vermeiden (siehe Kulisch), andererseits sollte 2 « g° - 1 noch ein darstell-

1GC0{a,b) tm gedia,b)
barer integer sein. Daher wurde & =IGE gesetzt flrv die UNIVAC 1108 der Univer-

und andere. Die Operationen werden jeweils in I ausgefihrt.
sitat Karlsruhe,

#n dieser Stelle noch eine Bemerkung zur Schnelligkeit der Algorithmen. Grund-

Als erstes wurde ein Paket fir lange Integer geschrieben. Der Typ eines Leng- citzlich wurde versucht, die Algorithmen mach dem nevesten Stand der Forschung

integers LINT ist definiert als zu schreiben (z.B. bei IDIV Multiplikation mit der Inversen, 1GCD nach Lehmer
usw. ; fiir eine genauere Beschreibung siehe Enuth). Leider ist die Impleman-
TYPE LIST = RECORD ELEMENT : INTEGER;
tierung trotzdem racht langsam, jedoch offenbar chne Verschulden der Algorithmen,
SUCC @ tLIST
Zur Begrindung sei der Raratsuba-Algoritheus (siehe Knuth) zur Hultiplikatien

END;
langer Zahlen angafiihrt. Durch die Methode gelingt es, die Rechemzeit fiir die

LINT = +LI&T; . . N ? 1.58
n . I Multiplikation zweier longinteger der Ldnge n von O(n™) auf O{n } zu redu-
Vereinbarungsgemdl sieht die interne Darstellung der Zzhl z = 1Eﬂ aj g, ay zieran. Der Mlgorithmus wurde implementiert. Obwohl bereits gute Erfahrungen
sind alle nichtnegativ oder nichtpositiv und 8 # o, wie folgt aus (symbolisch) damit in anderen Systemen gemacht wurden (Verbesserung bis zum Faktor 10), kennte
5 hier nur fiir sehr groBe Zahlen (1000-stellig und mehr) iiberhaupt nur anndhernd
\-h. a_n \/‘ 5 2 1% a0 die gleiche Rechenzeit erzielt werden! Der Grund hierflr liegt an dem encrmen
[A 4 | - I -_;f — , 4 Overhead, den die Listenverarbeitung mittels Pointer erzeugt. An dieser Stelle —
. s “-“’————-“h-'-::) sei noch vermerkt, dalf jede Operation (die wier Grundrechnungsarten, Exporentiation,
Me Darstellung ist in der Reihenfoeloe a_,aq.... vorteilhaft bei Addition, Sub- ect.] als Ergebnis eine Liste erzeugt, d.h. dal wihrend der Abarbeitung des Algo-
traktion und Multiplikation; bei der Division allerdings ven Hachteil. Das Vor- rithmus fnmer mehr dynamische Speicherplitze gefordert werden. Es mul also Vor-
zeichen kann jedoch, da r auf a, zeigh, im Gegensatz zum SACL-System sofort bestimmt sorge getroffen werden, daB von Zeit zu Zeit nicht mehr benbtigter Speicherplatz
werden, d.h.  die maximale Rechenzeit 2ur Vorzeichenbestimmumg geht vom O{n) auf wieder verfigbar gemacht wird, Dies geschieht in dem vorgestellten System mit Hil-
0{1) zuriick. Neben zahlveichen Algerithmen fiir Input/Output, Konvertierung ete, fe eines Garbage Collectors (siehe Rump 2).

wurden geschriehen und implementiert :
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Weiter wurde ein Floating-Paket geschrieben. Der Typ ist der gleiche wie LINT,
jedoch die Interpretation eine andere. Die Zahl' z = D.{1§n ay ﬁi}- 1% (hier
wird die Zahl mit den Ziffern vom 3 .28, ja..0dp.8, hintereinander geschrieben
nach o. dargestellt; auberdem wird 8/2 2 |ak|<E vorausgesetat) wird im Paket

dargestellt als (symbolisch)

z_k' & 120 M o T I el B - -1
(F— '_Jf +/ [‘ﬂf s =

Dic Prozeduren sind die gleichen wie fiir longinteger (auer GCD), wobei der

Buchotabe 1 durch FLOAT zu ersetzen ist, Hinzu kommen wie iiblich Imput/Output-

Algorithmen und diverse Typenumwandlungsalgorithmen.

Als dritte Gruppe sind Algorithmen fiir Intervalle geschrieben worden, und Iwar
mit angebbarer Genauigkeit. Der Typ eines Intervalls (linke und rechte Grenzen

sind Toating-Tahlen) ist definiert als

TYPE  TYPES = (FLOATING,INTERVAL);
REC = RECORD LEFT : FLOAT:
CASE TYP : TYPES of FLOATING : { ) :
INTERVAL : (PIGHT : FLOAT)
END:
FLINTV = 4REC;

Liegt ein Punktintervall P vor, hat TYP den Wert FLOATING und PH.LEFT ist der
Wert der fahl; liegt ein Intervall vor, hat TYP den Hert IMTERVAL und die Kompo-
nenten LEFT und RIGHT sind die Grenzen des Intervalls. Es wurden u.a. folgende

Algorithmen geschrieben:
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FADD{a,b,k} :=a(®b auf Linge k
FsiBla,b,k} := a(®b auf Linge k
FMULT(a.b,k} = a(db auf Linge k
FOIV(a,b,k) = aib auf Linge k

Fiir » € (#,~,%,/} bezeichnet (¥) die entsprechende [ntervalloperation. Die Alge-
rithmen berechnen jeweils a € b mittels der FLOAT-Algorithmen. Waren a und b
Punktintervalle und ist a # b in & Stellen darstellbar, ist das Ergebnis das
Purktintervall mit dem Wert a & b, andernfalls wird & b auf k Ztellen in-

terval Imifiig nach oben und unten gerundet und dem Prozedurnamen zugewiesen.

Das Paket ist an der UNIVAC 1108 der Unversitdt Earlsruhe implementiert und ver-

fligbar,

l.c] Humerische Ergebnisse und Vergleich des Intervall-Gaul- und Gaufi-

Jordan-flgorithmus mit Pivotsuche

Funichst sei etwas zur Angabe der Stellenzah] bemerkt, Gegeben sei ein Problem

und’
P die genave Lisung
x die durch Gleitkommarechnung bestimmte Niherung
HpaX, die wntere und obere Grenze eines Niherungsintervalls,

Der relative Fehler von % berechnet sich nach

- -

X - K
ﬂ're'ltx:l = Jﬁ!

der maximale relative Fehler von [1].:rj mit o4 [xl.nr] mach

fx. = x|
PO [N L W
AL B min{lx|]-|“r|}

wobei das Glelchheitszeichen nur filr X = L3 bzw.; = 3. gilt, je nachdem das In-

tervall positiv oder negativ ist,
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Mit beiden Algorithmen {GauB-Verfahren und Gaub=Jordan-Yerfahren) werdan mif
verschiodenen Genauigkeiten folgende Beispiele gerechnet {aifn+]] ist die

rechte Seite b):

al E=xpt & Die kKoeffizienten a i= 11 j = H1lntl, sind definfert

1§t
als m+ 10%, wobei o =m< 1 eine Gleitkommazufallszahl mit
G-stelliger Mantisse und -6 < e < +5 eine zufdllige ganze

Zahl ist.
B} Exp 2 15 wie a), Jedoch -15 2 e £ 15
c) Exp 2 30 wie a}, jedsch <30 £ e 2 30

d} Int 10 Die Koaffizienten a5 i = 1{1n, J=1{1)n+l sind ganze Zufalls-

zahlan mit |aﬁ| = 10

e} -1 5= [5ij} und B = {rij} mit Sij = Twund e 2 rij 1 eine

zufillige Gieitkommazahl mit S-stelliger Nantisse und Exponent O

fiir i.j = 1{1)n. Dann ist 25 =% = q«R fiir g=10"" und b so ge-

wihl1t, dal’ {l,...,1) die exakte Lisung des Glaichungssystems ist.

) Q-2 wie e) mit q = 10°¢
. i -3
g] Q=3 wie e} mit g » 10
h) HIV 345 = [1/(i+§=1)1 fr 1,§ = 1{1)n das engste Intervall, das

If(i+j-1) enthilt: Und zwar mit k-stelliger Mantisse, wenn k-

stellig gerechnet wird; b = {1,...,1}.

i) 1 wie h), jedoch ay; = 11/{i+§)] fir { = 2(1)n, § = 1{1)n und
i = 1.
J) HR a4 ° [1/(i+i-1}| auf G-stellige Mantisse abgeschnitten;

b= (Loo..il} .

k] HE = ff{i+j=1), wobei f = kg¥{1,2,... . 2n-1)5 b = {1,....1} .

HiJ
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Fiir die Intervallalgorithmen wurde 2ls Pivotelement jeweils dasjenige gewdhlt,
das vom Hullpunkt den grisiten Abstand hat. Existieren mehrere solche, wird das
mit dem geringsten Durchmesser genommen, Im Folgenden wurden fiie die Testmatri-
zen a) bis g) jeweils mindestens 3 Beispiele gerechnet, Die Anzahl der mindestens
garantierten Stellen haift dabei fmmer Uber alle Beispiele und alle Komponenten
genommen, im Ourchschnitt entsprechend iiber alle Beispiele und alle Komponenten.
I5-5tel1ige Pechnung z.B. heift mit 16-stelliger Mantisse und dem System aus

L.b} gerechnet. G bzw. G bedeuten GauP- bzw, Gaul-Jordan-Verfahren, irtervall-

mialig mit Pivotsuche durchgefihrt.

Die Spalte WS gibt an, wieviele der gerechneten Eeispiele numerisch singuldr

waren, d.h, in einer Fivotspalte pur Hullintervalle aufgetreten sind. Aus Ab-
bildung 1.1 ersieht mam, dafh nur flr Exp £ 30 ynd G-stellige Rechrung fir Grad

10 ein numerisch singulires Beispiel auftrat, Dal (wie z.B. flr Exp # 5, Grad 7)

filr htheren Grad teilweise mehr Stellen im Minimum garantiert sind als fiir klei-
neren Grad, st auf die statistische Strewung zuriickzufihren. Eime 0 bei den min-
destens garantierten Stellen heilt, dafi in wenigsten einem Beispiel in einer Kom-
ponente einmal keine Stelle garantiert war, Z.B. flir  Exp # 30, Grad 7 war das
flir 6 und GJ jeweils tatsichlich nur in eirem Beispiel in einer Komponente der Fallj

anzonsten waren hier immer wenigstens 10 Stellen garantiert!

Unter samtlichen {vielen hundert) gercchneten Beispielen kam es nur dreimal vor,

dal das Gaul-Jordan-Yerfahren numerisch singulir war und der GauP-Algorith=us nicht.

Der umgekehrte Fall trat nie ein. Gleichwohl Tiefert Gl insbesondere fiir schlecht
konditionierte Probleme bessere Ergebnisintervalle. Ein typisches Beispiel hierfir
ist die Hilbertmatrixz vom Grad 10, wobei die Menpner durch einen geeigneten Faktar
wegmultipliziert werden (siehe Definition ven HE unter k)y: die Darstellung ist
also exakt, [n Tabelle 1.5 ist links der relative Fehler der G- und rechts der der

Gl-Lisungsintervalle angegeben,




Tabelle 1.3

Anzahl der garantierten Stellen

5 - stellig 16 - stelli
mindestens im Durchschnitt | mindestens im Durchschnitt
Testmatriz Grad G GJ G GJ M5 G 4] G &J M5
Exp # § 15 g 10 12 12 -
20 g 1 11 12 -
25 B 10 9 10 - |
: |
i Int 10 15 7 10 10 11 =
i
-1 3 2 2 3 3 " 12 12 13 13 -
5 1 1 z 2 - 11 11 1z 12 -
7 i o 1 1 - a 10 11 11
0 -..m 3 1 1 1 1 - 11 11 11 11 =
g o o 1 1 - 10 10 11 11 -
7 o [ 1 1 1 9 9 10 10 -
g-3 3 o o 1 1 - 10 10 10 11 -
] o o ] [+] 1 ] 9 10 10 -
7 a o 4] o 2 B ] L] 9 -
i
ey e ey
Tabelle 1.2 __ Anzahl der garantierten Stellen
S-stellig 15-stelld
mindestens im Durchschnitt mindestens im Ourchschnitt
Testmatrix  Grad G &J G GJ NS G [4] G G
Exp = § 3 2 2 4 4 - 12 12 14 14
: 5 2 2 ¢ 4 . 12 13 14 1t
b
r 7 3 3 4 [ - 13 13 14 14
10 o o 3 3 - 11 11 13 13
12 10 10 11 i
- Exp = 15 3 o o 4 4 - £ & 14 14
5 3 3 & &4 = 13 13 14 14
7 3 3 4 4 - 13 1 1 14
10 1 1 3 3 - 11 11 13 13
Exp * 30 3 1 1 4 ¢ ’ 1 11 14 14 .
5 1 1 1 £ - 11 11 14 14
7 a o 4 4 - 4] [+] 13 13
14 o o 3 3 1 o o 13 13
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Tabelle 1.5 relativer Fehler der LGsungsintervalle

bei G und &I

Das drastische Absinken der Gemauigkeit bei G ist typisch, wihrend die Gemauig-
keit won GJ annihernd konstant bleibt {sishe dazu auch Absehnitt e) dieses Ka-
pitels).

Kommen wir zum Aufwand der beiden Yerfahvem, Zundchst sei die Anzahl der Opera-

tionen flr ein paar gdngige Algorithmen aufgeschrieben,
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B Additionen EMyltiplikationen H Divisionen [ # Additdonen # Hu]tip!{kationen s fonen
n3 n? fi n3 2 nE L n2 _n | o 2 _h

Lu-Zerlegung FEhE e e S 3 3 Enden? -5

i 23 2 . 5 2

% aus LU-7erlegung nE =n n2 =n fi AR N n® -n

z z e A3, a2 10
o n Z
H'aiherungﬂfl]r.ﬁlaus %ng—ﬂi--% %n‘]~—2—-g n-n =3 3

LU-ferlegung
Tabelle 1.7 Awfwand fir Intervall-GauR-Algorithmus

¥ aus R [x=R+h]) n? - n? -
Defektiterationsschritt . ’ 4 Geht man.veon einfacher zu k-facher Genauigkeit ©ber, erhiht sich der Aufwand
mit LU o B - filr

1 lange Addition auf k Additionen
Defektiterationsschritt 7 2 2 7 :
wit T 2n 2n % 1 Tange Hultiplikatien auf k® Multiplikaticnen + k- Addtionen
1 g ]

1 lange Division auf ch‘;_u Divisionen + Eﬂ?—l-}- Multiplikationen +

Tabelle 1.6 Aufwand ciniger Verfahren El%;lj Additionen
Damit verhilt sich der Gesamtaufwand des Intervall-GauB-Algorithmus fiir verschie-
Ein Defektiterationsschritt heiBt x' = x - #x, wobel ax als Losung von dene Genauigkeiten wie folgt
A« Ax =M - h eirmal mittels LU-Zerlequng und eirmal mittels R berechnet wird.
k Z 3 4 L]

Die Anzah) der Additionen bei Obergang zur Intervallvechnung verdoppelt sich ge- —-
gentlber dem reellen Yerfahren; die Anzahl der Multiplikationen schwankt mwischen Aufwand = 2.?n3 = En3 " llill.i’n:t 5 16.?n3

7 und 4 {siehe Kulisch). Je nach der Art des Problems und des Algorithmus breten

praktisch keire Hullintorvalle auf oder sehr wiele, wnd demnach wird man die mitt- Tabelle 1.8 FRechenaufwand des Intervall-Gaul-Algorithmus

lere Anzahl der Multiplikationen bestimmen. Bei der intervallmifigen Durchfiin-
Dies gilt nur, wenn die Intervalleperationen [wie heute leider noch erforderlich)
rung des G bew. GJ-Algorithmus gilt die Faustregel, dal praktisch keine Hullin-
umstdndlich mit eigens geschriebenen Prozeduren simuliert werden missen. Wieder
tervalle auftreten, wenn der Algorithmus erfolgreich beendet wird. In Tabelle 1.7 :
elnmal erhebt sich die Forderung, selche Algorithmen ein fir allemal maschinensei-
wurde jeweils < Ffiir die maximale und - fiir die mittlere Anzahl der Operationen
: tig zur Verfigung zu stellen, damit nicht wieder und wieder dieselben Algorithmen
geschrieben.
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programiert werden missen, und Twar maist in umstdndiicher Weise, da der Iu-
griff zu maschineninternen Grifen von hitheren Programmiersprachen meist recht
schwierig oder gar nicht midglich ist. Der Aufwand filr den Intervall-Gaul-Algo-
rithous mit einfacher Linge betrdgt im Mittel - % n3 . Der Aufwand fiir den

reallen Gaub-Jordan-Algorithmus st bekannterweize bereits é nl, so dalt bei

Dbergang zu Intervallen sich der Aufwand auf nd erhiht.

Der Speicherbedarf erhiiht sich bei beiden Verfahren bei Ohergang zu k-facher Ge-

napigkeit auf {n? +n)- 2k,

1.d) Die Variante von Crout und Doolittle

In der Variante wvon Crout/Doolittle (kurz C/0) wird der Gaulsche Algorithmus derart um-
geschrieben, dald die Verwendung von genauen Skalarprodukten ermiglicht wird.

Wie in [Griner] gezeigt wird, verbessert sich die Fehlerabschitzung gegenlber dem
urspriinglichen GauB-Algorithmus wesentlich, Um die beiden Varianten zu vergleichen,

wurden folgende Matrizen verwendet:

a)y Exp & vom Grad 25

b) Int 10 vom Grad 25

¢)] Hilbert 12 Hilbertmatrix vom Grad 12, wie HE unter k) beschrieben.

In den Geispielen a), b} und ¢) wurde jeweils 10-stellig, 15-stellig und 35-stellig
gerechnet. In der nachfolgenden Tabelle 1.9 ist jeweils der minimale relative Fehler
& . und der mazimale relative Fehler tn jeweils fiir das [ntervall-GauBl-Yerfahren
min ax

und die Yariante von Crout und Doolittle angegeben und der durchschnittliche Faktor
f zwischen den relativen Fehlern dor Komponenten der Lisungsvektoren der beiden Ver-

fahren {ein Faktor = 1 heiBt, die relativen Fehler der Gaub-Lisungsintevalle sind

im Durchschnitt um diesen Faktor schlechter)

= 33 -
Gaul Crout/Doolittle i
ﬂmin ﬁFﬂK Lmin I""r!u.':.x
a) 7.9 -8 2.0 =5 1.1 -8B 2.8 -6 =y
| [§:] 1% 1a 1@
b 1.1 -7 2.1 -2 4.4 -8 1.6 -2 ~2.2
18 -] [} 14
c) 2.8 -9 » 1 5.0 -9 » 1 ~0.6
(K] i

Tabelle 1.9 refativer Fehler der Ergebnisintervalie
bei G und C/D

Wie man sieht, ergibl die Yarfante eine Yerbesserung des relativen Fehlers, bei

Hilbert-Matrizen jedoch eine Verschilechterung,

Bef dieser Gelegenheit wurde nochmals gepriift, wie sich die Erhthung der Genauigkeit
dar fechnung auf den relativen Fehler des Ergebnisses auswirkt. Es ergab sich, dab
diese Bezfechung wieder anndhernd Tinear ist, d.h. eine Erh@hung der Genawigkeit um 10
Stellen bewirkt eime Verbesserung des relativen Fehlers der entsprechenden Er-
gebnisintervalle um 10 Zehnerpotenzen. Zum Beispie]l wurde die Testmatrix a) mit

10 und 20 Stellen Genaufgkeit mit C/D durchgerechnat. Fur die relativen Fehler

einiger Ergebnisintervalle ergab sich :

10-stellig 20-stellig

2.711 =17 2.7 -17
13 1%

2.95 -7 3.00 =17
14 1%

6.39 =7 6.4 -17
14 (X4

j.1z -7 3.18 =17
1% L]

2,59 -7 2.64 =17
e K]

Tabelle 1.10 relativer Fehler der Ergebnisintervalle bed
verschiedenen Genauigkeiten
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Wie hier erhdrtete sich auch bei zahlreichen anderen Beispielen die lineare

Abhingigkeit (siehe auch Tabelle 1.1}).

1.} MWeitere Ergebnisse und Verbesserungen

Man kiinnte vermuten, daP im Sinne des Absolutbetrages stark differierende Li=
sungen auch Intervalle groflen Durchmessers irplizieren. In dieser Allgemeinheit
ist die Vermutung sicher zu vernginen. Wie die Erfahirung vieler Testheispiele
zeigte, hingt der Durchmesser der erhaltenen Lisungsintervalle im wesent]ichen
von der Eandition der Eingabematrix ab. Im folgenden Beispiel etwa wurde ein
Gleichungssystem vom Grad 10 mit 5 Stellen {!) Genawigheil gerechnel. In der
untensbelenden Tabelle sind alle 10 Lésungsintervalle angsgeben nebst einer

Einschliefung fiir die Determinante. Das Gleichungssystem isk wom Typ Exp % 30.

-0.93632 -19 < x; % -0.03553 -19
Lo
091294 -11 € x, & 0.91330, -11
2
-0.45503 -41 ¢ xy % -0.45454 41
e
0.33509 -23 < x, ¢ 0.33524 -23
0.67809'-23 € xg ¢ 0.68398 23
L4 - ]
0.40303' =23 € xg ¢ 0.40323 -23
13 = T 11
0.33592 -7 ¢ xy < 0.33620 -7
1o z L&
S0.13318 -7 € xg £ -D.13814 -7
in = B = 18
025342 -17 ¢ xg £ 0.25367,-17
g -
-0.19591 14 ¢ o § -0.19566, ,-14
<

-D.BﬂﬁZElu2ﬂD Determinante = —U,ED365lb24D

Tabelle 1.11 Lisungsintervalle eines 10+10 Gleichungs-

systems auf 5 Stellen gerechnet
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Wie man sisht, sind die Lidsungsintervalle durchweq sehr genau (bei B-stelliger
Rechnung), ohwohl zwischen der dem Betrag mach kleinsten und griiften Lasung
pine Differenz von 34 im Expomenten liegt. Es bestitigt sich die an mehreren
Stellen in [Forsythe/Mohler] unterstrichene Tatsache, dal die Determinante al-

lein noch nichts iber die Kondition einer Matrix aussagt.

Eine Miglichkeit, die Durchmesser der Losungsintervalle zu verkleinern ist, die
Iwischenrechnung

oy§1) - “ijkl (o) £ afth g
mit hiherer Genauigkeit zu rochnen. Im folgenden wurden z.B. Matrizen des Typs
0 - 3mit 15 Stellen Genauigkeit gerechnet, die Iwischenrechnungen Jedoch auf
70 Stellen Genauigkeit durchgeflhrt und dann auf Intervalle der Mantissenlinge
15 interval lmifig gerundet. Es wurden jeweils wenigstens 3 Beispiele gerechnet,
wobed & mdﬁmxdm jewsils kleinsten und griiBten relativen Fehler der Er-
gebnisintervalle aller Beispiele angibt, f ist der durchschnittliche Verbesserumgs=
faktor, wobei £ * 1 heiBt, daf der Algoritheus mit genaueren Zwischenrechnungen
im Durchschnitt einen um den Faktor f kleineren relativen Fehler besitzt. Weiter
wurden exakte Hilberimatrizen [siehe Definition unter k)) verschiedener Grade 25-
stellig gerechnet mit 30-stelliger Zwischenrechnung, Schlieflich seien noch eini-
ge Ergebnisse fiir G - 3 Matrizen angegeben bei S-stelliger Rechnung mit 10-stelli-
ger Iwischenrechnung. Man beachte jeweils, daB der Speicherpiatz praktisch gleich
bleibt und die "Gesamtgenauigkeit™ der Rechmungy es werden nur Iwischenrechnungen
mit erhihter Genauigkeit berechnet um bessere, genauere Iwitchenergebnisse ab-

speichern zu kimnen.

Die Verbesserung fir g - 3 fir 5/10-5tellige Rechnung ist erwartungsgemdB groB.
Sie kann jedoch kaum als Mafh dienen, da hier in den {wischenrechnungen bereits mit

doppelter Genawigkeit gerechnet wurde. Wie man an den hriden anderen Beispielen
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sieht, ist der Gewinn unterschiedlich, Auf jeden Fall scheint sich eine etwas

genauere Berechnung der Zwischenergebnisse zu lohmen. Eine noch genauere Ge-

rechnung der Zwischenresultate bringt dagegen keinen sichtharen Gewinm, Es

wurde etwa versucht, bel 15-stelliger Rechnung durch das Rechnen der Iwischen-

ergebnisse auf 30 Stellen eine weitere Genauigkeitssteigerung zu erzielen.

Dies trat jedoch micht ein,

fler wesentliche Teil des Gesamtaufwands bei der Durchfithrung des Gaul-Algorith=-

mus geht in die Berechnung der LU-Zerlegung (siche Tabelle 1.6 . Daneben wird

die Riickwirtssubstitution {x = U~

1

s L"1

» b) durchgafiihrt, Weiter kann man das

Ergebnis nach der Defektiteration weiter verbessern, Ist * ein Haherungswert

fir die Ldsung eines linearen Gleichungssystems Ax = b und bezeichnet 4 = Ax-b

den rugehiirigen Defekt, so wire

X" =% =y, wobei y die Lésung von Ay = o ist,

die exakte Lisung des Gleichungssystems [Ax* = Ax = AF = Ax - & = b), Hit einer

Einschliefung ¥ von y ist danm X = % - ¥ affenbar auch eine {hoffentlich bessere)

Einschliefung der exakten Ldsung, Im Folgenden wurde genauer untersucht, welchen

Einflud die verschieden genave Rechnung der Einzelschritte auf die Genawighkeit

der Ergebnisintervalle hat. Es wurde die Genawigkeit der LU-ferlegung, der Riick-

kel

wirtssybstitution, der Berechnung won x

k

= n(xkj - yk und der Berechnung des

Defekts & =4 -m[xk} = b variiert, wobei ﬁk intprval Imifig ausgerechnet wird

und fk die mittels der bereits vorliegenden LU-Zerlegung berechnete intervall-

mEfige Lasung von A *yk = Gk ist, Als Testmatriz diente efne ¥ = J=-Hatrix A =(aij},

wobe i 3 rufillige Integer und |aij| < 10 waren. Die rechte Seite b wurde so be-

rechnet, dal die exakte Ldsung (1,...,1) tautete. [s sind wieder der minimale und

der maximale relative Fehler o und 4 dop 7 Ergebnisintervalle fir die ver-

min
schiedenen Genauigkeitskombinationen angegeben. Ein relativer Fehler won 1.1 -9

bedeutet Ubrigens ein Lésungsintervall

[0.99999999%9 | 1,oo000000001] .
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Es Fillt zundchst auf, daf beim Ubergang von (10,10,20,20) zu {10,15,20,20) dig
Genauigkeit des Ergebnisses abnimmt, obwohl die Rechnung genaver durchgefihrt
wWurde! [n diesem Fall ist zufdlligerweise der Mittelpunkt des ungenaveren Er-
gobnisintervalls pdher bei der wahren Losung als der des engeren Intervalls bei
der zweiten Rechnung. Weiter sieht mam, daf bereits eine etwas genavere Defekt-

berechnung zu sehr genaven Ergebnisintervallen flrt (Bpax = 141,20y und das
beim ersten lterationsschritt. Gleichzeitig kann die relativ wungenau berechne-
te LlU-ferlegung zu viel genaueren Ergebmisintervallen fihren, wenn nur die De-
fektiteration mit hiherer Genawigkeit durchgefihrt wird, Dabei sollte der Defekt
selbst etwas genauer als die Addition zur vorigen lterierten ausgefiihrt werden.

kel by gk

Man kann sggar dazu iibergehen, die Rilckwirtssubstitution und x
ctwas ungenauer auszufihren, den Defekt dafiic aber etwas gemauer, Hierzu ein ox-
tremes Beispiel, Testmatrix ist die Hilbert 15 = 15-Matrix mit exakten Koeffizienten
(siehe HE unter k}) mit rechter Seite (1,...,1). Bel der Rechnung wurde die Kombi-
nation (40,20,20,3%) verwandt, d.h. LU-Zerlegung 40-stellig, Rlickwirtssubstitulion

k+1

umd ¥ = m[:k} = yk je 20-stellig wnd Defekt 35-stellig. Dabei ergab sich:

0} direkte Gaubzerlegung. & der 15 Ergebnisintervalle haben pinen relativen
Fehler » 1, der kleinste relative Fehler ist 2.9 -8 (das erste Ergebnis-
1%

intervall z.6. lautet 1—3.151‘10, ra,lﬁlulnl wobei der gemaue Wert 15 ist].

1] erster lterationsschritt. & =2.1, -1 &

i tn ¥ l.#iunlﬁ

2] tweiter [terationsschritt, a
ma

6.0, -2; s 5.2, ,-19
3) dritter [terationsschreitt, Alle Ergsbnisintervalle sind Punktintervalle,
die Lisung ist exakl angegeben!
Der Grund fir die exakte Gewinnung der Losung liegt einfach darin, daB die bei 2)

gowannenen Intervalle die Lidsung (das sind nur ganze Zahlen) gerade als Hittel-

punkt haben, der Defekt exakt o wird in allen Komponenten.
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Wie die Beispiele aus Tabelle 1.13 deutlich zeigen, steckt in der durchgefihrten
Li-ferlegung vielmehr Information, als man bei der bloben Rickwlirtssubstitubion
herauszichen kann, Wir michten dies noch an zwei Beispielen verdeutlichen. Oie
Testmatrizen sind 7 =7 und B=8-Hilbert-Matrizen {wie oben exakt) mit rechler

Seite {1,...,1). Die Rechnung erfolgt mit:

LU-Zerlequng 16-5tellig
Riickwirtssubstitution 15-stellig
W S T W-stellig
Defekt 15-stellig .

Fiir den kleinsten und griiiten relativen Fehler ergibt sich filr die beiden Bei-

spiele bei 4 Tterationen:

Hilhart 7 =7 Hilbert 8«8
hmin I'll'mazn: hmin ﬁma:c
Interval l-Gaul-Algorithmus 1.0”-4 > 1 I..'i”-z =1
1. Iteration 1.3 -12 £2.6 =7 5.4 -7 > 1
18 T 10
2. lteration 2.0 -19 4.0 ~-15& 2.2 -11 B.7 -§
18 10 ha 10
3. lteration 3.2 =28 6.0 -23 9.2 ~-la 3.6 -8
o 1e 19 i
4. Iteration 6.0 -30 3.1 -29 3.8 -Z0 1.5 =-13
e T 18 1o

Tabelle 1.14 Genaulgkeitsgewinn durch Defektiteration

Im &, [terationsschritt wive das Ergebnis bei der 7= 7-Hilbert-Matrix lbrigens
sogar exakt angegeben worden [Punktintervalle]. Wie man sieht, fst die Lisung
trotzdem die LU-Zerlegung mitsant Riickwirtssubstitution nur 15-stellig durchge-
fiihrt wurdse im ersten Fall auf wenigstens 29, im 2weiten Fall auf wenigstens 13
Stellen oder genauer berochnet worden, Hinzu kommt das wichtige Argument, dali die

3 : e s . : ; 2
Kosten der Bechenzeit der Defektiteration und RickwirtssubsBitution bei -2n”

SHAEE

wahrenddessen fiir die LU=?erlegung bei % n3 liegen. Nas heift, durch insgesamt
geringen Mehraufwand kann die Genaulgkeit der Lisung um Grifemordnungen ver-
hessert werden. Es mag vielleicht verwundern, wie so etwas liberhaupt miglich

{st. Grob gesprochen 1st hier der Wunschtraum verwirklicht, nach und nach die
Stellen zuw berechnen, d.h, zum Beispiel zumachst 15 Stellen, von denen vielleicht
nur ein paar genau sind, dann wieder 15, die aber auf die ersten 15 quasi iber-

lappt werden,

erste Haherung weite Neéherung

—

so daP im Endeffekt eine viel griéfere Genauigkeit entsteht. Leider ist der In-
tervall-Gaul-Algorithmus so geartet, dap bei Curchfihrung mit zu geringer Stel-
lenzahl das Verfahren versagt: in einer Pivotspalte sind nur Hullintervalle auf-
getreten. HMat die LU-Zerlegung allerdings einmal funktioniert, ist gleich wiel
mehr Information berechnet worden, als vielleicht bendtigt wurde. Es bleibt die
Frage nach einem Mittelweg, einem Verfahren, daf mit weniger Aufwand vielleicht
weniger Information liefert, in jedem Fall jedoch sagen wir mindestens k garan-
das diesem Ziel recht

tierte Stellen bei k-stelliger Rechnung. Ein Verfahren,

nahe kommt , 5011 im nichsten Kapitel vorgestellt werden.

1.f) Exakte Lésung von linearen Gleichungssystemen

Es soll noch kurz auf die exakte Lbsung von linearen Gleichungssystem einge-
gangen werden. Exakt ist hier in dem Sinne zu verstehen, dab simtliche auftre-
tenden 7ahlen wihrend der Gaul-Elimination exakt, das heilit auf wvolle Linge ge-
speichert werden. Beim nermalen GauB-Verfahren tritt zunichst die Schwierigkeit

der Mvision auf:

(k1)
By =y

Lk faiak} / akikh} . akj*’
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Wier kann man sich jedoch derart beheifen, dal [beim k-ten Eliminiationsschritt)
; o S S|+ e
die k-te Jeile mit aiﬁk} multipliziert von der i-ten Teile (i = k) mit Tk mul

tipliziert abgezogen wird:

M3y af - ) - aft) - af e a0
puf diese Art und Weise kommen nur fultiplikaticnen vor, die Teicht exakt ausge=
fllnrt werden kinnen; der Rechenaufwand steigh jedoch auf das doppelte. Eine weoitere
Beobachtung ist die, dafi akik] in der (k+2)-ten,....,n-ten Teile ohne Rest auf-

geht {k = 1{l}n-2). Auf diese Art und Weise kinnen die Lingen der fahlen redu-
ziert werden. Wir geben ein kleines Beispiel an, in dem mit £ ein Eliminaticns-

schritt und mit ¥ die Eirzung durch einen Faktor bezeichnst wird:

a 3 4 B 8 3 4 4 & 3 L 8
9 4 3 2 E__ o +5 -12 -GG E, o # -12 =56 K,
7 7 2 4 o +51 =12 -id o o 5% 2736
] 5 1 2 o -i6 =24 -48 o o 72 BSE
& 3 4 & A 3 4 b 8 3 ] a
K0 5 -12-5% E o 5 -12 -56 K, o 5 -12 =GB
8 [ 0 B9 342 o o 6% 342 H 0 o B9 342
o i} o B2 o u o0 2680 o i o 5lh

Man kann Ubrigens darliberhinaus leicht zeigen, dafi das verbleibende Element
a&i"j , in diesem Fall 516, gleich der Determinante der urspriinglfchen Matrix
iet. Bei owakter Bechnung, d.h. Speicherung aller stellen jedes Ergebnisses,
bekonmt man allerdings mit der Summe {1.3) sehr rasch Schwierigkeiten, wenn die
Exponenten der Summanden Weit auseinander]iegen. Betrachlet man etsa das Bei-

spiel
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50 wWare 32£2] = —1—lﬂ_qg. also bereits 100 Dezimalen lang. Diese Schwierig-

keit kinnte man durch einen modularen Algorithmus wagehen, wie ihn McClellan
beschrieben hat, Grob gesprochen wird das Gleichungssystem flir eine Beihe won
Primzahlen py durchgerechnet (nachdem vorher das Gleichungssystem durch einen
geeigneten Faktor, etwa zehn hoch minus den kleinsten vorkosmenden Exponenten, so
maltipliziert wurde, daft alle aij ganze Zahlen sind}. Ist dann das Produkt ﬂp1
grifer als jede wihrend der genauen Rechnung vorkommende fahl [die verher abge-
schitzt wird, z.E, durch die Formel von Cauchy-Hadamard), so kann die Dreiecks-
zerlequng nach dem Chinesischen Restiatz {oder mach der Variante von Garner,
siehe Knuth) exakt rekonstruiert werden. McClellan gibt Rechenzeiten fiir die
Ldsung won Tiniearen Gleichungssystemen fir verschiedene Grade an, wobei die

_232

] 32 SRR
L ganze Iufallszahlen mit +1 ¢ 35 & 29 _ 1 sind:

n 5 10 15

Rechenzeiten [sec] 1.1 6.0 18.5

Die Rechenzeiten wurden auf einer UNIVAC 1108 ermittelt. Wie man sieht, sind die
Zahlen recht hoch; fir weit auseinanderliegende Eingabekoeffizienten, d.h. Ma-

trizen mit grolem
d := m31|ﬂij| - min [aij[ :

wird der Algorithmus unbrauchbar.
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7. Ein neues Verfahren zur Losung linearer Gleichunggixfpgﬂg

Hie wir bereits geschem haben, ist das Intervall-Gaul-Verfahren brauchhar, wenn
mit griifferer Mantissenldnge gerechnet wird., Hun wird man jedoch diese hihere
Gerauigkeit i.a. nicht zur Verfiigung haben oder mul entsprechende Algorithmen
entwerfen wie in Kapitel 1 {siehe auch Pump 1}. Geht man von der Gegenwart und
heute existierendsn Rachnern aus, wire ain Algorithmes winschenswert, der nur
mit einfachlangen Zahlen auskommt wnd ein migiichst genaues Ergebnis liefert.
Pabedi sind leider immer noch fUe die mach oben und mach unten gerichteten Bun-
dungen kleine fssesdlerprogramne zu schreiben, da in den meisten Rechnern dig

Miglichkeit gerichtet zu runden nicht besteht,

In Kapitel 1 haben wir bereits gesehen, dal auch zundchst schlecht aussehende Er-
gehnisse {oder weite Intervalle) mit wenig Mehraufwand zu sehr guten Resultaten
fithran kinnen, In Alefeld/Apostolatos und Kulisch 7 ist ein dhnlicher Weg be-
schritten, fus zunachst sehr groben Abschitzungen {die die Lésung garantiert ein-
schliefen) ist durch sukzesive Verbesserung die Liésung frmer schirfer eingegrenzt,
bis zuletzt recht enge Lisungsintervalle erzielt werden. In Wongwises ist ein
ihnlicher Weg beschritten, Den bekannten Verfahren ist gemeinsam, daf ausgehend
won einer Ersteinschligfung der Lisung die Ergebnisintervalle verfeinert werden.
Im folgenden Kapitel ist ein wo611ig neuer Weg beschritten. Es wird umgekehrt aus-
gehend von einer Gleitkormandherung ein Lisungsintervall durch Vergriberung er-
rielt, Diese Yergriberuig findet iterativ solange statt, his der Algorithmus in
dor Lage fst, fir das gegebene I[ntervall 2u beweisen, daf es die Ldswng enthalt,
Tatsichlich wird durch den Algorithmus ein hinreichendes Kriterium an die Hand ge-
geben, wa von einem gegebenen [ntervall festzustellen, ob es die Liésung enthalt

oder nicht.
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2.a) Einschliefungssitze und Folgerungen

Iundchst wiederholen wir den Browwer®schen Fixpunktsatz (sieche Collatz):

Satz 2.1: Edine stetige Abbildung einer abgeschlossenen, becchrinkten, konvexen

Teilmenge M des Euklidschen Raumes B" in sich hat mindestens sinen Fixpunkt,

Im folgenden wird cin Spezialfall eines allgemeinen EinschlfePungssatzes ange-
geben, Die vollstindige Theorie findet sich in  Kaucher/Rump . Die verbliiffende
Einfachhelt TiBE den Satz beinahe trivial erscheinen; die michtige Trageeite
scheint jedoch bis dato noch gar nicht diberhlickbar,

satz 2.2:

Gegeben seien stelige Funktionan f ?nR ——>¥nﬁ und F : IVAH ->[vnﬂ

mit der Eigenschaft

(2.1) /\ x el = f(x)eF(I).
le IV

Gilt danm fiir ein §i € ]'anFl
(2.2) Flayecn ,
so besitzt £ in &t mindestens eginen Fixpunkt ; und es ist

(2.3) xe MYV E'm
iro
E‘ﬂ'&i fus (2.2) und (2.1} folgt aus = & @ sofort flx) € F{I) €4, also
fof —=il, Mach%atz 2.1 besitzt F also wenigstens einen Flzpunkt % in @ = Fo(f).
Fiir joedes k = o folgh dann

k4l

% FNa) =% = 1(X) € FIFa)) = P e

mittels vollstindiger Induktion also die Behauptung {Z.3).




Es sei betont, daf an die Intervallfunktion F keinerlei Voraussetzungon

faufer (7.1)) gekniipft sind. Insbesondere wird Fonicht als isoton vorausgesetzt.

Dhertragan wir den Satz aof den Fall linearer Gleichungssysteme Ax = b, Ist f

eine heliehige Funkbion mit Fixpunkl % = fix), wobei x die Lisung ven Rx = b ist,

5o beniitigen wiv nur noch eine Einschliefungsfunktion F, so dall {2.1}y gilt. Gleich-

zeitig missen wir dafiic Sorge tragen, da@ (2.2} bberhaupt eintreten kann,

Gehen wir von den Defektiterationen

2.0y ek R - Ak

R n i
fiir eine beliehige Matrin B ound Anfangswert x" aus. Definiert man f : B —= R

als
(2.6) Fly) =y + Rib - Ay},
sa gilt
fix) = % + Bb - RAX = x ,
% ist alse Fixpunkt von f. Weiter ist bagl. der euklidschen Norm |[+]|

l#0x) = )l =[x + Bb - RAx -y - RBb o+ RAy]l =

2.6 HCE - Babx - ¥l € fE-mnyl - llx - vl o

st der Spektralradius won E - RA kleiner als I, so ist die Abbildung T im
ganzen m" kontrahierend, Wirds man F - ]'\‘n!'-! — ]'n'nF! so definieren, dafi in {Z.%)
fiir den Punktvektor v Intervallvektoren eingesetzt werden, so wilrde die Hedingung
12.2) nie erfll 1t werden {aufler fiir den trivialen Fall @t = o,¥ = o). Schreiben

wir die Defektiteration etwas um zu

fly) = x + Bh - BAx 4 y - x - Rhy + By =
(2.7) _ 5 _
«x # R{b - Ax) 4+ [E - BAJy - ®],
wobed F odie Cinheitsmatrix ist. Mun kann die €inschliefungs funktion T dirokt

angegehen werden 2w
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(2.8) F(Y) t= (x + R(b - A)IE (E - RA)E (Y@ x), fir ¥ e VR,

wobei hier und im Folgenden XEY := {way| xc X, va ¥! fiir ¥, IR und
we (k=20 ) den Komplex und  X@Y evtl, eine Dbermenge des Komplexes
bezeichnet, Fiir Intervallvektoren, Intervallmatrizen ete, gilt die Definition

entsprachend. Flir das Tntervallmatrixprodukt ectwa of It i.a. AEBC AEA.

Trivialerweise gilt dann

/\ /\F[ﬂ =x + R(b - Ax) ¢ (E - RA)y - x) €

YeEIVR ye¥
1]
€ {x+ Rib - AV B (L - RAE (YE %) = FIY),

da ja gerade so definiert war. GI1L also fir irgendein t € [Fnl-'. Jjetzt

Fir} et , so fst bereits % F(R) bewiesen., In der Formel (2,7 wurde der Vektor
% minfach zur urspriinglichen Definition (2.5) hinzeugenommen; er scheint zunichst
ohne Einflul. Um eine gute Konvergenz des Yerfahvens zu sichern, wird man fiir %
ping Gleitkommandherung flr % minsetzen., Der Vektor ¥y - % wird dann ven kleiner
Norm, die Korrektur (E - RA)- [y - x} also sbenfalls klein. Gemauso wird man fiir
R eime Gleitkommaniherung fiir ﬁ._l einsetzen. Komvergenz tritt fiir plE - RA) < 1

ein.

Hun-zum p:‘a.ktischen Yerfahren. In der Definition (2.8) kommen noch der
reelle Vektor {x + Re(b - ﬁ.;;] und die reelle Matrix (E - BA) vor. In der Praxis
kinnen diese 1.a, micht exakt ausgerechnet werden; daher mub eine Einschliedung
gefunden werden, Im allgemeinen Fall wird dies durch Ersetzen der reallen Opera-
tionen durch die entsprechenden I[ntervall-Operaticren gesichert. Wir definieren

also erneut flr die Yerwendung im Rechner

(2.9) F(¥) := x@RQ BOAD @ (EOQRO MG (YO =) 2 FIY)




gty

{Fiir die Intervallnultiplikation (53 IN@ « IME — [H R und ©: M= IV R —
IV R wird hier die gleichen Symbole eingesetzt). Es gilt offenbar

/\ //\r[;c:l=§+R[b—n§:]m(Eva]{x—;c]EF{x},

nelv R xed

?nrahsqet1Ung {2.1) ist also erfillt und der Satz anwendbar. Es bleibt die Frags,
mit welchem g e [V R man den Test F{n) c @t versuchen soll, Einmal michte man mit
wenigen, mdglichst mit einem Test auskommen, andererseits sollte i die wahre Li-
sung midglichst genau efr.chliefen, Oa man die Gleitkommaniherung ¥ bereits hat,

liegt £5 nahe, mit dem Punklintervall ; zu baginnen: 9= 1. st nicht X ga-
rade die pxakte Lisung, ist matirlich Fiy"y (2 1. Nun iteriert man Fk{TGJ ==Tk
einfach solange, bis sinmal Tlrl 2 T1 fiir ein 1€ M erfiillt ist. Camit ist bereits
i e V1% hewiesen. Das auffallends an dem Verfahren ist, daB nicht wie iiblich mit
giner Einschliefung fir 2 begonnen wird, 1m Gagenteil wird eine Einschlielung kon-
ctruktiv berechnet. Man geht aus von eiper Gledtkoamandherung % fiir x und legt
qrisfer werdende Intervalle o um % his schlieflich xe n bewiesen werden kannm,

Jo gonaver die Anfangsndherung % ist, desto weniger [teraticnen wWerden beniitigt

und deste enger werden die Lgsungsintervalle. In der Praxis berachnet man

2 x@RO(BOADR) € IWE und B = EQROAE IR

natiirlich nur einmal, so daff (2.9) sich reduziert 2u

(2.10) F{¥) = 2@BO{¥Ox) -
Wie man sieht, ist der Aufwand gering; wir gehen darauf spiter noch ein.

Wegen d{Tk} = diz) ist es sinnvoll, als Anfangswert t7:= 2 ru wihlen. Je niher
dar Hiherungsvekbor % bei der wahren Lbsung P tiegt, desto kleineren Durchmesser
hat 77 je beaser die Hiherungsmatris B die wahre [nverse A"l yon A approximiert,
desto kleiner wird der Spektralradius von B und desto schneller kenvergiert das

Yerfahren (2.10)]

- A0 -

Durch Satz 2.7 wird rumichst nur 5.1'ChEP‘9F!5tEHL. dalt f einen Flxpunkt ;'E \! ba-

sitzt. Aus der Definition (2.5) folgt nur

F{¥) = x + R{b - Ax) => R~ (b - A%} = o .
Das bedeutet, daB b - Ax im Kern von R 1iegt. Damit ist jedoch noch nicht bewie-
sen, daf x tatsdchlich {eine) Lisung des Gleichungssystess fx = b ist. Diese Fra-
ge wird im nichsten Satz gekldrt.
Satz 2.3: Gilt in Satz 2.7 mit F aus (2.B) statt F die verschirfte Voraussetzung
(2.11) Finjg n,

was bedeuten soll, daB ein reelles e > o existiert mit U {F(2)) c & {also pine
— E =
ganze Umgebung von F{R} in @ Tiegt), so folgt bereits, dal eine Lisung X von

fe=b in @ und sogar in Fi {n) flir 120 liegt.

Beweis: Aus (2.11) folgl die Existenz eines Vektors e IV R mit
{2.12) Fd+4=n  und

(2.13) a(s() ko bels;) fir i=1(1)n.

(A und p bezeichnen wie iblich die 1inke und rechte Tntervallgrenze).

Es sei Ee[r1nl‘-! beliebig. Dann gilt mit F'['r'] = ir I:FE-E'E}-II'I:h—IEI;&:I]{B
(B (EE (Rde @A) Gr{YE1x)  fiir ¥ € v m

o FU e (V) @ e@(b-Ax) @ em(Am{YEx)), also .
AF* (YY) < d{FY)) & el diAm(YEx)) + dfs }o ([b-Ax | +[A@(¥@x)|}e:

= dlF (1)) + el o kg dle) ok,

(Fiir die entsprechenden Definitionen siehe Mefeld/Herzberger, Seite 1527F).
Wegen [7.13) kann ¢ so gewdhlb werden, dab

(2.15) Meggh bofoolegy) Fir 4, = 1) und

(2.16) |« - kt e} -I-,? LS




LR

gilt, Dann ist nach (2,12} und [2.16) aber

(2.17) F'in] cn.

Wegon (2,15) existiert bekannterweise ein nicht-singuldres R e B + c. Mit

Frvyie (x + R(b-Ax)) @ LE - RAIEFEx) folgt dann aus (2.17):

(2.18) Fln)g @

Fiir die Funktion f : VB —> VR mit

(2.19)  f(x)i= x ¢ R{b - Ax)

gelten dann mit E und [2.18) die Yoraussetzungen ven Satz 2.2, es existiert demnach
ein Fizpunkt ¥ von f : F(x) = x . Somit folgt aus (2.19)

(2.20) R+ {b- Ax) =0,

hus der Hicht=-Singularitét von R und 12.3) ergibt sich die Behauptung.

Die entscheidende Voraussetzung wom Satz 2.3 ist, dad nicht nur Fin}, sondern
auch eine offene  Umgebung noch ganz in @ enthalten ist. 5o kann man "in der
Nihe® von R eine nicht-singuldve Matrix R finden, eine neue Funktion f definie-
ren, und so die Behauptung heweisen. Die Eindeutigkeit der Lézung, d.h, die

Nicht-Singularitit von A, ist damit allerdings moch nicht bewiesen. Im npach-

folgenden Satz wird segar die Hicht-Singularitdt von A und von R bewiesen,

Satz 2.4 Gilt in Satz 2.2 mit F aus (2.8) statt F die verschdrfte Yoraussetzung
(2.21) Flu)gn .

so folgt bereits die Nicht-Singularitidt von Found von A

Bowais, Wie wir hereits ohen gesehen haben, folgt aus Fin)gi, dad

fly) =y + Rib-Ay) einen Fixpunkt ;EF“T:I hesitzt mit

{2.22) b - AxeKer (R)

L

o

Fiir y€ Ker(f) gilt fir 1R

(2.23) flx + ay) + 0y + Rib-Ax = Aoy =

X
X + Ay + R(b-Ax) = x + iy,

d.h. x+ay ist ebenfalls Fixpunkt von f. Hegen is:r und € IV M gibt os ein yel
n

mit x+iyean fir y fo. Da x+uy jedoch Fixpunkt won § ist, folgb mit (2.1} fir T
{2.24) Aoty = l’[x+u_','}ei'[;&-.._-,-]-_:_F{njgnxaﬁ

wegen [2.21). Alse kann nicht y {0 sein und es folgt Eer{A) =0 : A ist nicht
singular, Mngenommen v € Ker(®) und ¥ $ 0. 03 A nicht singulér ist, folgt ﬂ._lﬁyin.

Hie ohen folgk, daf ein pel exfstiert mit x4 ud A ly}E;u;} . hnderersaits ist aber

fix + wtA ly))

x ot )
(2.25) K WRTy) + R{b = Ax-uy) =
X

+ala by} ¢ REb-AR] - wehy = 1+ p{d e

- e o ; - _
a4 plA Ty) dst also Fixpunkt von £ und es folgt wie oben x4 pih ly:le Q% 3 im

Widerspruch zur Voraussetzung, Also ist Eor{R) =0 und B nicht singuldr.

Wird die Funktion F nach (2.9} zu F vergrihert, so gelten die Sitze 2.3

und 7.4 mit F statt F entsprechend wegen F(Y) € F{V).

Neben Punktgleichungssystemen kinnen auch Intervallgleichungssysteme behandelt

werden, wie der nachfolgende Satz zeigh,



Satz ?.5: Gegrhen sei eine Intervallmatrix A c]!hﬁ? uynd ein Intervallvektor

b & l'-.'nn . Fiir die Funktion F : W”R — Hl'nl't mit

FIY) = x@RE B OAQ ) ERE (S x)
mit beliebigen x & VR und R & M P, wobei B := ECRE A gelte fir ein
o e ]UJR

Fla) g @ -

Dann folgt bereits, dap R und jedes A e A nicht singulir sind, jedes Gleichungs-
systen Ax = bomit he A und b e b eindeutig Tdsbar ist und

A\ /\A-x:h:xs_ﬁ Fiin) .

hE A be i izo
Bewgic: [Die Sitze 2.2, 2.3 und 2.4 sind fiir jedes Ac A und be b anwerdbar.

Hieraus folgt unmittelbar die Dehauptung,

Es sei besonders davauf hingewiesen, daf die Sitze 2.4 und 2.5 ein Yerfahron an
die Hand geben, flie eine Matriz & 2o beweisen, daB sie nicht singulir ist bhew.

filr ging Intervallmatriz A 2zu beweisen, daf sie keine singuldre Matrix enthilt,

Wir gehen hiorauf in kapitel 3, Abschnitt a) ndher ein.

in ginem ainfachen Beispiel sei gezeigt, da® selbst die Konveroenz der Cofekt-
iteration heim Gleitkomma-Gaud-Algorithmes nicht den Schiuf zuldPt, dal die Aus-
gangsmalrix nicht singuldr ist. [1,1,1] 1658 das Gleichungssystem

-B302048 - & o L O -3799334 « ¢ = -157553003

1059109 « » +3073519 ¥ +2370515 2 Fraapal
=GE037IT + » bo113298 - ¥ -1429419 .z = -EOORBGD .

Die erste [terierte der (doppeltlang berechneten) Defektiteration stimmt auf

der UNIVAC 1108 didentisch mit der zweiten [terierten fherein, Die Werte sind

¥»= 1,22, y =154y 2= J 45 -9
1

0
Gleichwohl ist die Ausgangsmatrixz singuidr, da [wie man sich leicht ilberzeugt)

die Suwme der ersten und der zweiten Zeile gleich der dritten Zeile ist.

Ex sei helont, da@ an keiner Stelle xc¢ ¥ oder x« 3 vorausgesetzt wurde; die
Niherungs ldsung = muld also keineswegs im Ergebnisintervall @ liegen. Wierfir

wird auf Seite JEmit der Hilbert § = 7=Matrix ein interessantes Heispiel angegshen.

2.b) Einschliefung des Defekts

Eine I%glichkeit, die Lisungsintervalle eines Gleichungssystems 7o verkleinern ist,
statt eine EinschlieBung der Ldsung eine Einschlielung des Defekts zu hestimmen,

Ist im Fall des linearen Gleichungssystems Ax = b
Ay = b~ A, —
s0 folgt
Ax +y) » A+ Ay = Ax # b - Ax = b,

also st = 4 y die Lisung des wrspriinglichen Gleichungssystems. Bestimmt man eine
Gleitkormaniherung « filr die exakte Ldsung won x von fx = b ound eine Einschliefung

¥ flir ¥, so folgt trivialerweise




(g.260) yel =» 1=}+y£§+Y_

Pa b - Ax §.a. nicht exakt auf dem Rechner darstellbar ist, setzt man

b e h@ald ; und schlieBt die Lisung von Ay = b ein, Man kiinnte auch rundchst

x einschliclen, ebwa ; € ¥ und die Defektiteration mit ¥ wnd Durchschnittsbil-
dung betrethen. Bei der Berechnung von A= % - b wiirden die Intervalle jedoch
sofort relativ groft, so dal weilb weniger Gewinn zu erwarten ist. Die rechte Seite
b o= A{:};{:}h wird hingegen sehr klein, schbald der Defekt genau genug (2.0, dop-
peltgenau) berschnet wird, Der entscheidends Vorteil st daB % ein Punktinter-
vall ist. Bei der Berechnung ven AX treten zwangsldufig Auslischungen auf. Die-
58 konnen fir das Punktintervall ; tatsdchlich auftreten, fir das Intervall X

hingegen nicht ({319 & o sondern d{X(=3K) = 2 « d{X}].

Oie Beobachtung, den Defekl statt der Lisung einzuschlicfen, kann in wielen Algo-
rithmen angewendet werden, Zum Jeispiel kann das Schulz-Verfahren in naheliegen-
der Heise sbgewandell werden {sfehe Alefeld/Herzberger, Seite 257). Gesucht ist

die Lisung von A% = E. [s5t ¥® die Lisung von &Y = [ - AX fur ein X, so ist
ALK 4 1) = AX + A1 = AX + € - AX » E

Also ist ¥ + f* die exakte Inverse von A, Man borechnet also zupdchst eine Gleit-

kommaniherung X fiir A_i. schlieft ¥* durch ¥ & IR ein und erhalt eine Einschlies-
sung X (DY fiir ﬂ.".

Wasentlich hei der Prozedur ist fmmer, dap der Defekt selbst (hier z.B, E - Ax)

mit doppelter Genauigkeit herechnet wird. Evheblich besser wire natielich der Ein-
satz des Dohlender-Algorithmus zue gonaven Sarechnung von Skalavprodukten. Bed

Verwendung sines solchen Algorithmus kiinnte sogar der Defekt des Dafekts ete,

eingeschlossen werden. fegeben seien ¥ und ;1 wobei niherungsweise
(2,27 Ax=b wund fy~ b - fix
aelte {; umd ; sind Gleitkomeandhervngen). [st dann 2 die Lisung von

(2.28) Az =b - Ax - Ay,

5o gilt

Aty 4 2) » A; 4+ Ay b AT = x4 ﬁ} +ho- ni - n} = b,

x4+ ¥+ 7 st also die exakte Lisung von Ax = b . lsb weiter 7 ¢ ivnR eine

FinschlieBung von 2, 20 folgt

e x+yEzEx+Yy+1.,

Wichtig ist immar, daB der Defekt {z.8, die rechte Seite von [2.28) genau aus-
gerachnet wird, d.b  etwa auf Gleitkommagenavigkeit, Cann §st mamlich wirklich

b - Ax - A} =0 und ¢ liefert pine wesentlicheVerhesserung, fuf diese Weise
ist es Uhrigens miglich, die Lisung ; beliebig gemau 2w approximieren {solange
kein Unterlauf eintritt), und zwar bei Rechnung ausschlieBlich mit einfacher Ge=
nauigkeit! Fiir die genaue Berechnung des Cefokts kann Ubrigens auch der lange
Akbumulator eingesetzt werden {siche XKaucher/Klatte uynd Bump [3] und Diskussion
und Beispiele in fhschnitt ) dieses Kapitels). Fine doppeltlange Auswertung von
[2.28) lohnt kaum, da die Grilenordnung des Felilers bereits ungefibr die Griifen-

crdnung des Defekts selbst erreicht,

Die Benutzung von (2.76) schafft Ubrigens (selbstverstindlich bei doppeltlanner
Defektberechrnung) mit insgesamt minimalem Aufwand eine Gonauigheitsverbescorung
um Fast 1 Stellem, wenn 1-stellige Manbisse einfache Genauigkeit bedeulst. Ge-

nauere Yergleiche folgen im Abschnitt F) dieses Kapitels.

2.c) heitere Yerbesserungen

Bisher wurde davon ausgraangen, dall man sich die Gleitkommandherungen % fiir &
SR . : G :
und R fiir A irgendwie" beschaffi, Betrachlenm wir zundchst die Berechnung von
. Es giht verschiedene Woge, B mittels Gleitkommarechnung anzunahern, Yon einer
LU-ferlegung von A ausgehend, kiinnte man n lincare Gleichungssysteme mit den rech-

ten Seiten o, (also dem i-tep Einheitsvektor) losen und sich so die Spalten von R



sukzessiy berechnen. Andererseits kann, wieder ausgehend von der LU-ferlegung,
auch nacheinander L und U invertiert werden. Han kann auch den Algorithmus von
Gaup-Jordan direkt auf A anwenden und so auf dem Speicharplatz von A die In-
version durchfiiren. Alle drei Verfahren benitigen bei geeigneber Programmicrung
eine Rechenzeit wvon -n? Dperationen. Dem letzten Verfzhren wurde der Vorzug ge-
geben, Einmal T3Bt es sich recht einfach programmieren, zum andern scheint die
erhaltene Inverse "ptwas besser™ zu sein als bei den ersten beiden Verfahren,
Tum Beispiel bei der Hilbert 7«7 - Matrix war nur beim letzten Verfahren die
Inverse gut genug, die Defekbiteration konvergent 2u machen (das heidt Obrigens
nicht, daf die entstandene Nikerung P absolul gesehen ndher an Al liegt, also
etwa |]A_1 - Bl am kleinsten ist fiir irgendeine Horm}. Der Algorithmus kann dem

Anhang entnommen werden,

Um eine hihere Genauigheit zu erzielen, kinnte man B iterativ verbessern, z.8.
nach dem Schulz-Verfahren. Die Kosten hierflr liegsn jedoch bed 2n3 fir jeden
[teraticnsschritt, so daP es sinnvoller arscheint, R von venherein mit hihersr

3 mueltipli=

Genauigkeit neu zu berechnen. Die Kosten rierfiir 1iegen etwa bei n
ziert mit den Enpsten fir eine lingere Hultiplikaticn. Da eime doppeltlangs Mul-
tiplikation 2.6, auf der UNIVAC 1108 picht einmal rweimal sowiel Zeit beniditigt
wie eine pinfachlange, ist die neue Berechnung won R mit doppelter Genauigeeit
hier sogar schreller als eine lteraticn. Tin Problem stellt die Yerdoppelung des
Speicherplatzes dar. Hier worde sich jedoch so teholfen, dall R von vornhorein
auf gine Datei ausgelagert wurdn. Dabei entstehen vergleichsweise geringe Hehr-

koston an Pechenzeit beim Lesen und Beschreiben der Dated,

Eamnen wir 2ur Gleitkommansherung o fiie %, funichst Tiegt es nahe, als erste
g 0 : . .
Wimprung &0 = B+ b zu verwenden, da B sewieso bereits perechnet worde. Weiter
ist es sinnwnll, die Niherung iterativ zu yerbessern.  Als Iterationsverfahren

liegt dia Dofektiteration [Wie in (7.4}) nahe, Eine Lteratinn mach

o, I

VAL L Rib -Ax") 4 [t - R.l'l.:l[:i=t S

liefert dbrigens numerisch elwas bessere Ergebnisse, oder sumindest mit weniger
[terationen. Der Unterschied ist jedoch minimal und aus technischen Grilnden wur-
de (2.4} vorgezogen. Es bleibt die Frags nach dem Abbruchiriterium, [Die Frage

ist bisher in der Literatur nicht in befriedigender Weise beantwortet worden,
Daher wurde das Abbruchkeiterium nach der [sehr schlecht konditionierten) Hilbert
7 = 7-Matrix ausgesucht. Fs wurde festgesetzt, daB solange iteriert wird, his zum
erstenmal

b+l k k+l K

|1l: - X . ]D':‘r EIEF | X X j > m-l:k—Z].-"E

(2.73) P
X X

gilt, Man sisht sofort, dal maximal 17 Tterationen miglich sind, da sich {2.29)

dann schreibt

-7 “{16= i
{16-2)/2 _ yo-7

& < 10

Spal nder L 10

Das KEriterium besagt im wesentlichen, daf in je zwei [terationen mindestens

pire neue Stelle gesichert werden muB. Das ist hei der Wilbert 7 = 7-Malrix gora-
de dor Fall, Dis hohe 7ahl 17 sollte jedoch micht erschrecken; 1m allgemeinen
{bis auf ganz wenige, duBerst schlecht konditionierte] Ausnahmen koomt man mit
zwei 1terationen aus. Wenn {2.29) zum erstenmal erfillt wurde, wird _— xk'l
gesetzt. Im vorigen Abschnitt haten wir geschen wie vorteilhaft es ist, statt ;
den Defekt einzuschliefen. Dafir braucht man aber auch eine Naherung ; fiir die

Lésung y won Ay = b - fx, Man kann y auf dieselbe Act ond Heize wia ; erhalten.

Darn wire stwa v" = R(b - A} und

k k b
¥ o ¥ = Rib - Ax - ﬂyk] .

Man kinnte versuchen, heide Verfahren zu kombinieren und zu iterieven mit

2 c=pny yD o= Rb - A7),

Ik+1 - :& . fki yk+1 . fk ¢ R(b - Ax

(730 i !
- Ay)




- R -

Wire der Zuschlag R(b - pktl Ark] =2 A in der zweiten Zeile die tatsichliche

w+] k

Lisung van Az = b - Ax - My, oso folgte

b+l k+l k+1

RS, LS - IR L2 N L S L L

also wire x *° die exakte Lisung ¥ . Als x brw. y wire in diesem Fall ML

baw, yk+1 7u verwenden. Der Aufwand fiir eine [teration betrdgt 3n2, der Auf-
wand fir eine lteration von x und ? mit dem vorher beschriebenen Verfahren ?n2

und lnz. resp. Wirde man in {2.30) 5/3-mal so viele [teraticnen berdtigenwie varher
fr % und v zusammen, hitte man erst die gleiche Rechenzeit verbraucht. Verschie-

denp Beispiole kahen jedoch gezeigt, daf (2.30) der Einzeliteration von x und ;

o der Praxis klar unterlegen ist.

Fine kenvergenzbeschleunigung kann erzielt werden, wenn in (2,10} die Intervalle

- grob gesprochen - etwas” erweitert werden.

Definition 2.6: Ein [ntervall J ¢ IR heift gegeniber [ = [ak] € IR me er-

weltert [geschrieben J = 1 e e}, wann gilt

[a-(b=a)+F, b+ [b-a)-el fiira + b

[%{a = n}, Alb +n}] fiir a=b

wohei n die absolut-kleinste darstellbare Maschinenzahl ist. 15t J kein tullintervall,
so gilt

did}y = (1 + 2e) - d() &
Es ist wichtig, zu bemerken, dad nur dev Durchmesser won 1 um pinen Faktor 1 + 2 ¢
arweitert wird, Die ldee ist nun, statt {2.10) die Funktion G{¥Y} = F(¥) e ¢ zu
yerwenden, Da durch die jterative Anwendung ven F die Test-Efnschlicfungs-Tnter-
valle ghnohin iomer mehr aufgebliht werden, nimmt man durch pinen "frefwilligen

Tuschlag” der Iterationetwas Arbeit abl Wir definieren demnach als Teilstiick

{

des Algorithmus

s 2y k==l

repeat ko= kv 15 ULEPTR LTS I@B@["’kg;]
unti Yk+l E Tk]

{Das Programmstiick ist filr die Einschliefung ven ;, nicht fir den Defekt ; ge-

schrieben),

v ; L ; z
k+l hewiesen, Wie man sieht, wird

ks?

Hach Verlassen der repeat-Schleife ist ey

fﬁ+1 errachnet, etc,

; ?k getestet, ¥k+1 {freiwillig) um ¢ erwcitert und ¥
Wie sich in der Praxis jedoch zeigt, wird mur bei duferst schlecht konditionierten
Problomen die Schleife iberhaupt mehrmals durchlaufen, Die e-Erweiterung (hereits

giir ¥7) hat die Yorteile, dab

a) in fast allen gerechneten Belspielen bareits ?l < y° istk,

b) das Evgebnisintervall prakbisch nichl weiter wird,

c) im Fall, daB keine Einschliefung miglich ist, dig Schleife

schneller abbricht.

fum Abbruchkriterium dieser Tteration wird im nichsten Abschnitt dieses Kapi-
tels noch etwas gesagt. In praxi hat sich der Werl c =0.1 als optimal erwiesen.
far Wert 10% war in den Beispielen der Griltmigliche, um a) und h) zu erhalten.
Ex spi norhmals betont, daf hier eine Konvergenzbeschieunigung eines [ntervall-

varfahrens vorliegt.

Fine weitere Verbesserung des Verfahrens ist der Obergang vom Gesamb- 2um Lin-
relschrittverfahren in (2.10). Bezeichnet ¥, baw. z, die {-te ¥omponente vom ¥

bew. 2 und 51 die i-te Ieile von B, so schreiben wir statt (2.10)

(2.31) for 1 :=1ltondo ¥, := NHCINOIIORE
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wie wir nach sehen werden, ist es wichtig, wie die e =Frweiterung eingebaut wird,

Wir schreiben

YU r= pt ko= =13
k
repeat koi= k4l; LR T R

kZ.52) for i = 1 ton do L AL B, (= i?k+1{] 2}
L B AR i i

until 'f“lng Tk H

In dieser Form wird jede berechnete Komponente gleich weiterverwendet, es hamn=
delt sich alsn um ein Einzelechrittverfahran, Man kiinnte auf die [der kommen,
die e-Erweiterung hei jedem Einzelschritt anzuwenden, U U, ware man gar ver-

. - . 4l - rk
sucht, die ¢-Fraeiterung nicht zu vollziehen, wenn fur eine Komponente Ti 8

gilt. In beiden FEllen kinnte das Werfahren dann abgebrochen werden, wenn fiir n
k

“ gilt {aufeinanderfoligend heilt im Sin-
]

b+l
“aufeinanderfolgende” komponenten Yo © & ¥
ne der Fihlueise 1,2....,m-lun, 12,0000, Es hat sich jedoch gezeigt, dal fir het-
de Formen Beispiele evistieven, wo [2.32] eine Einschiiefung der exakten Liisung

ligfert, die heiden anderen Verfahren jedoch nicht zum Ziel fithren.

Wir wollen noch auf einen anderen Girund eingehen, Harum die g-Erweiterung in

gowissem Sinne sogar notwendiy sein kanm, Um fiir F oaus (2,100 ein & [UJH Iu
. o, 4 N T, opkyin

finden mit Fiu)g @ wird man ausgehend von einem £ & 14JR solange ¥ i=F (X7}

bilden, bis zum ersten M3l TI+]§.K1 gilt. Da im vorliegenden Fall F sogar

B4 i k=1 falgen, die

isoton ist, wirde aus hIE prtk thi} sofort Ikg X
[teration wiirde nie zum Ende kommen. Das gilt inshesendere fiir das "best-
migliche” (Punkt-jAnfangsintervall £%: o) . Priift man jedoch zumdchst F{:U]E:xn,
und sefIt x1;=r(x”]e; . wird durch diese Vergriberung .U, erst die konvergen:
ermigticht, Es ist zu empfehlen, den Wert Fiir ¢ nach finf Iterationen zu
erhithen (2.8, bei jedec lteration 7u verdoppeling, um divergente Falle schnetler

auszuschliekan,
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Man kbnnte versuchen, die jeweiligen Ergebnisintervalle ?k*l

mit dem wvorhergehen-
den Yk zu vereinigen, uwn gine schnellere Konvergenz zu erzielen. Es reigt sich

jedoch, dafi damit wdglicherweise wiel an Genauigkeit verschenkt wird,

andererseils die Keonvergenz jedoch nicht beschleunigl wird. Beim Abbruch-

kriterium {2.29) fiir die Gleitkommiteration von x kann es passieren, daf

das Kriterium yorzeitig anspricht, d.h., daf die [teration sehr langsam konver-
giert, In diesem Fall konvergiert das Yerfahren (2.32) weiter auf die Ldsung zu.
Wihrend der lteration bldhen sich die Intervalle wenig auf und nihern sich fnmer

k+1

mehr der Ldsung, bis ¥ g Yk erzielt wird., [ntsprechende Beipspiele

folgen in Abschnitt f) dieses Kapitels. llidtte man npach chigem Vorschlag

el aufeinanderfolgende Iterationsintervalle jewoils verciningt, wihren die Li-
sungsintervalle vm Grifenordnungen schlechter ausgefallen. Ist einmal ?]+] < Ti
erreicht, kinnten die Ergebnizintervalle durch Fortfahvon der [teration mit
Burchschnitisbildung noch verbessert werden, Der Algorithmus schreibt sich dann

¥ ow gl g ey

repeat k = k4l Tk+] = ?k1
(2.33) for i 1= 1 ton do ¥ 1o (2, @B, @ (Y QxS
o JERL Lk
until ¥ = ¥

Die Praxis hat jedoch gezeigh, daf selbst bei doppeltgensuer Rechnung von (7.33)
der maximale relative Fehlerder Ergebnisintervalle nur um Promille verbessert
werden kann, Daraus folgh, daft der Algorithous in dicser Hinsicht nahezu optimale

Ergebnisintervalle liefert.

[t o eine Schranke liber dem Spektralradius won £ - 0« A , so kann die Formel

{2.34) I = xll ¢ gt v a0 - o fiie o -1

= 1




zur Mhschitzung won Schranken fiir die Lisung ® verwendet werden, wie otwa in
Mefeld/ipostolatos und Kilisch 2 vorgeschlagen {11 wird aus x° nach {2.4]
intervallm3@ig herechnet). Eine dhnliche Abschatzung wurde von Wongwises ver-

wendet, wobei das erhaltene Intervall nach
K+l | k k
{2.35) L ROB@IEQROMET A Y

verbessert wurde, Die Formeln (2,10} wed {2.35) sind theoretisch dquivalent,

in der Praxis ist (2.10) der Formel [2.35]) jedoch deytlich Uberiegen. Oas Riegt daran,.

dafh statt mit dem Intervall ¥, das die Ldsung % einschlieft, mit dem Intervall ¥ -x
i.a. ain Nullintervall, multipliziert wird, Oben wurde bereits bemerkt, dal die
yon (2.10) gelieferten Intervalle selbst durch doppeltgenaue Busflihrung von {2.33)

kaum noch verhessert werdsn. Cine Abschdtzung fir o kann man mittels
(2.35) acz|lE-R- Al

arhalten, wohei irgendeine Hurm verwendet worden kann, Da [ntervalloperationen
vorwendet werden missen, stellt (2.36} w.ll. eine Oberschitzung ven o dar. Wie
die Satze 1 bis 5 zeigen, arbeitet der im ndchsten Ahschnith angegebene Algorith-
mus ohre dal eine Ahschitzung filr u bekannt zu sein hraucht. Es sollte noch be-
merkt werden, dal {#.34) eine Kugel um " angibt, die die LGsung x garantiert

enthilt. Der Badius der Kugel ist unabhingig ven der Grife der Eomponenten von .

Sird also die Komponenten won 1 sehr unterschiedlich im Betrag, werden empo=
nenten von relativ kleinem Betrag proportional zur maximalen Differenz der Ex-.
ponenten der Komponenten von % iborschitzt, In unserem Algorithmos, der mit
[2.10) arbeitet, wird dieser Nachteil dadurch vermieden, daP statt der einen
Zahl o "alle verfiigbare Information vervendet wird, Die Ausfihrung von {2.10}

verursacht yeringe Eosten im VYergleich ru den Gesamtkosten des Algorithnus
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und der dafiir gewonnonen Qualitit. Ahgesehen davos, dafi {2.34) nur areendear
ist, wenn die rechte Seite von (2.38) < 1 ist, lieferte der im ndchsten th=
schnitt angegebene Algord thmus mittels [2.10]) in allen gerechneten Beispiclen
tossere Ergebnisse, Entsprechends Beispiele werden im fbschnitt f) dieses Fapi-

tels angegeben.

Wie ehen erwihnt, werden fiir Gleichungssysteme, hei denen die Komponenten der
Lisung % stark differieren, bei Vorwendung won [2.33)  auch grofe Unterschiede
in der Genauigkeit auftreten. Man kann versuchen, dies mittels einer geelgneten
Equilibrierung der Hatrix su umgehon, Man kiinnte etwa zunichst Miherungsldsungen
herechnen, und die Matrix derart equilibrieren, daB alle Komponenten der Lbsung
des entstehenden Glefchungssystems in der Mike von 1 liegen. Wir wollen hierzu
ein Beispiel angeben. Gegehen sei das Gleichungssystem

x + 2y = 201
{2.37)

=

2o ¢+ Iy = 302

die Lisung des Gleichungssystems ist offenbar x s {1,100y, In [2.38) isL die
pxakte Tnverse h_l ynd gire Hiherungsinverse B angegeben

-1 2 2.9 2.1
{2.38) A" = i R=

2 =1 1.4 -0.9

Paraus errechnet sich

(2.39) E-R- A= .
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nach der 7oilensusmennorm also die Abschit2ung o 2 0.8 flir den wahren Spektral-

radius n{E - R=A) = 0.44, Skaliert man das Gleichungssystem yon rechts mit

1 w
k= .
o 100
d.h, A geht iker in A+ D, wird die Lisung des neuen Gleichungssystems All=x = h

Iu ; = (1,1}'. Der Spektralradius von E- R+ A hleibt durch die Skalierung unver-

indert, Als neus Absschdtzung erhalten wir jedoch

(2.40)  ¢(E - DR+ AD) ¢ 513

Dabei hat sich die Kondition wen cond(A) = 18 auf cond{AD) = 508 verandert,
Hie man sieht, kann (2.34) durch die Skalierung wegen (2.40) gar nicat mehr an-

gewendet werden und die Kondition hat sich wesentlich verschlechtert.

7.d)]  Der Algorithmus

Im folgenden wird ein Algorithmus zur Einschliefung der Liisung eines linearen
Gleichungssystems, basierend auf den Sdtzen 2 bis 5, angegeben. Dabei wurden die
Beobachtungen des letzten Abschnitts miteingebaut. Der Algorithmus wird teilveise
in PASCAL, teilwsise in Klartext formuliert, so da@ er leicht in jede Programmier-
sprache ibertraghar ist. Der in FORTRAN formulierte Algorithms ist als Paket LGL
auf der UNIVAC L100 des Rechenzentrums der Universitat Karlsruhe verfigbar, Der
Ouelltest unter Yerwendung des lTangen Akkumulators [siehe Seite £0) izt im

Enhang angegeben.

BG4

Algorithmus 2.1  Garantierte Einschliefung der Lbsung des Punkt-Gls Mg el

1) Berechre R~ A7) .

2) Berechne B :e ES)RC)A intervallmdBig.

3) = Rob; ko= -l

repeat koo k4 1 xk+l =t s R e - Axlj

until |xk+1 - xk| J |1k| 2 ID_kEE ader
|xk+l iz *kl / |x'k] & I_Ijl_t;

Selze X 1= xh+1 und o=k 4+ 1

y° 1= R(b - Ax)i k ieely

repeat ko= k o+ 15 y\+] = yk + Rib - n; - hyk]

untit K R 2 02 e

k S
P R <10

k+1

Setre § =y und pFi=r 4kt 1y

4] Berochne ¥ =7 i ;@R@{b@ﬁ@;@h@;ﬁ intorval lmafiigy k i+ -1;
ktl tw 'I"'Q 1= TEDE v

3 kt+l k =
for i := Ltondoty = ,08,0(V O

ktl e K oder k> 2.25 - r- 1 =: booll:

§) repeat ko =k + 17 ¥

unkil ¥

if bool then stop;

&) Setze ¥ = vk+1= A st micht singulir und es gilt x € ;[jT .

In der praktischen Implementierung des Algerithmis (siehe Anhang) ist der

Spaicherplatz durch Auslagerung ven Roauf r‘.'a reduziert,

Es ist ratsam, die Dafekte doppeltlang zu berechnen, Das sind die Ausdriicke in
don Klammors in den Schritten 3 und 4, in Schritt 3 mit Gleitkomma=, in Schritt 4
mit Intervallrecknung. Auch die Berechnung @ in Schritt 2 kann zur Erzielung hii-

herer Genauigkeit doppeltlang berechnet werden, Unter "daoppeltiang berechnen” st
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jeweils zu werstehen, das Evgebnis doppeltlang zu berechnen, jedoch einfachlang

zu speichern, Noch besser wire natiirlich, des Dohlender-Algorithmus zur genaven He-
rechnung von Skalarpredukten oder einen langen Akkumulator einzusetzen. Dnt-
sprechends Beispiele sind in Abschpitt £) dieses Kapitels angegeben. In Schritt

£ sollte das Crgebnisintervall doppeltlang berechnet werden, da i.a. mehr als
einfache Genauigkeit erziclt wird, [m Schritl 3 werden jeweils kichstens 17 biw.

15 Iterationsschreitte dorchgefiihrt. Die Genauigkeit des Defekts ist mit ID_E ek-
was geringer veranschlagt, da der Nefekt gegeniiber der tatsichlichen L8sung chne-
hin kleds dst, In Schritt 5, der Aufblihung der [ntervalle, ist eine Schranke von
hiichstans 72,75 » r = 1 |terationen cingebaut, Eine entsprechends Erklirung fin-
det sich im nichzten fbschnitt dieses Kapitels. Aller Erfahrung nach ist pine
Einschliefung in der iibergrofen Yehrzanl der FaElle bereits in einem Schritt ge-
funden. Selbst in Awlerst schlecht konditionierten Beispielen ist die Anzahl der

"fAufblihungen” nie liber 7 gestiegen. Mit der Beschrinkung werden divergente Fal-

ie worzeitig gestoppt, wn Rechenzeit zu sparen.

Wie man leicht nachprift, sind die Yoraussetzumgen von 5atz 2, inshesondere {2.1)
fiir F mach (2,100, erfiillt, Aus den Sdtzen 3 und 4 folgt die Richtigkeit der De-
hauptung avs Schritt & won Algorithmus 2.1, ODer Algerithmus kann in leicht abge-
dnderter Weise avch aul Intervallgleichungssysteme angewendet werden,

Sei d o« 3 s b oein Intervallgleichungssystenm, also

{2.41) Ay =0 mit A® JHJE und b € IVnﬂ

Ma, b+ plag o)
A= omiA) = __ill___iL_lﬂ_]

und sei

he A, 2.8,

Cer flgorithous 2ur Losung von (.41} schreibt sich dann:

O = I

Aygorithmus 2.2 Garanticrte Einschiiefung der Lisung des Intervall-Gls Ax =b
1) Berechne R = nl
2} Berechne B := ECHREA intervallmifig
3) 29 1= R+ by ko= -1
repeat ko= k + 15 M K (k- Axk)
wntit [ ] 0 oder
LR ke el
Splie ¥ o= xi+] und T = k + 13
y® = R(b - Ax): k 1= -l
repeat k =k b 13 y¥*1 = y® u R - e - )
until irk'l = ykl f ]ykl 3 W2 nder
!yk+l ¥ fki ; |yk| . lﬂE—t;
Setze é te ykkl und 2=k K+ 1;
N hmmmToﬁl:=§@H@[M§Mj;ﬁamy;mWwﬂmmm;k;r“
5] repeat ko= k¥ s ?k+1 = TH = Wk oo,
for 4 := 1 ton do r?’l:¢ 1m0 (O
until ?k+] < Tk oder [k » 2.2% « r - 1 =: hool};
if bool then stop; ]
6) setze ¥ 1= ¥**L. Fiir jedes Ae A wnd be b gilt:

- M ist nicht singulir

. firxmitAx=bist xey+¥ .
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Die wichtigsten [rgebnisse seien noch pinmal rusammengefaft:

- Mgovithous 2.2 ist fiir beliebige Intervallmatrizen & e IMR und Intervall-
vektoven be IV R anwsndbar, insbhesonders auch fir Punktmatrizen, Punkt-
vektoren oder pine Kombination davon,

- wird Mgarithmes 2.7 Fiir eine Eingabe A b erfolgreich durchgefiihrt, so
igt damit biw_l_[—:_'i._L:'l'l_ i
al dad atle Ae A nicht singular sind,

b} daR jedes Ax = b fur alle Ae A, b« b pine eindeutig bestirmte Ldsung
; bezitzt wnd
¢ dan jede solche Lisung % im Ergebnisintervall x@¥ liegt,

- Die Rechengeit betrdgt '3ﬁ1.

Wir geben ncch eine Abschitzung an, welcher Fehler etwa hei der Gerechnung von

Rbzw, E - £ « A zu erwarten ist, Berechnet man fiir A zundchst eine LU-Zerlegung

und 185t dasn die Gleichungssysteme Ax = ey fiir die i-ten Einheitsvektoren &,
co erhalt man nacheinander die Spaiten von R, einer Gleitkommanaherung fiir h'h
fit dieser dinerung R fiir die Inverse evhdlt man fiir die Fenlemmatrix F = A« R - [

nach Wilkinson 5, [29

=L b

Ll [ || R B b, (2.0050% 4 n° f%nﬂ 27ty
-t

Higrin ist 2

[2.42)
k = 1.06 E_t {bai t-stelliger bindrer Gleitkommaaritheetik) und

g das tetragsmalig grofte Pivotelement, das bei der LU-Zerlegung auftritt. Es

gilt g = =l Al o dtoch Wilkinson bemerkt, daB bereits g * B Al als ’
duPerst ungewdhnlich zu bezeichnen ist. Legt man den Wert B zugrunde und pedenkt

weitew, dad die Elprmer in (7,42} im wesentlichen gleich n3 ist, so folgt ange- |
niahert

3

(2.43) IFli_s Bend e 2™t cond(A) .

- 6% =

F ist gleich A * R - E, also (Z2.43) eine Abschdtzung beziiglich der Rechts-
[nversen von A, Benutzt man B als Linksinverse, milite man zunachst

IR = & - Ell £ cond{A}* [F|| ahschitzen. Es gibt wohl Beispiele, in denen die
fechts- und Linksinversen recht verschiedene Fehler fiir [[E - RAJ| und |E - AR|
aufweisen, doch haben Tests gezeigt, daP keine Formel allgemzin bevorzugh wird
wnd [|E - RA|| wnd ||E - AR|| fast immer anndhernd gleich sind. Auch WiTkinson
bemerkt, dalb |[|[E - RAJ| und [E - AR|| i.a. gleiche Griifenordnungen haben. Geht
man weiter [bei doppeltlanger Rechnung) von 54-Bit Genauigkeit bei der Gleit-
komrarechnung aus und sagen wir einem 100 = 100 Gleichungssystem, so erhilt man

En3 . B -10

« cond[A) = .44 « 10 « cond(A) als rechte Seite von (2.43). Da
die Funktion F aus {2.10) fiir p(E = BA) <1 kontrahierend ist und, wie in Wil-
kinson hemerkt, die Ahschdtrung (2.43) angendhert auch Filr die Summennorm || - H]

gilt, kiinnen Matrizen bis zu einer Kondition
cond({A) = 2.25 9
ia

bearbei tet werden. In dev Praxis wird dieser Kert noch bei weitem iiherschritten,

2.e) [Crweiterung des Algorithmus, Anschatrungsn

Wie in [Mefeld/llerzberger] gezeigt wurde, kann der Gaul-Algorithwus intervall-
maldig fiir streng diagonaldominante Matrizen mit Sicherheit erfolgreich beendst
worden., Wir wollen zeigen, dal diese Art won Matrizen pine sehr einfache Durch-
fihrumg des ohigen Algorithmws gestattet. Wir belrachten das Problem zundchst Tiir
Munktmatrizen A = (aijj. Dahei gilt fir die Diagonale von A

fir i=1{1}n .

n
(2.44) E gl |2l

J .
ti
Weiter sei in D die Diagonale von A und [ e 1M R eine Intervallmatrix, die o

enthalt, Hir doflinieren




= -

l[z}aij fiir i = J

o sonst .

[£.45) D= ['ri_j] mit di_j im {

e Elemente der Niagonalmatris sind alsp einfach die ginschiiefenden Inter-

valle fiir ai;‘ Es gilt jetat

n filr 1 =2 ]
-1 = - mi Lo B
E-D "'"""—"[':1}] mit o ey Vi .
ii ij
Die Diagonale von C© ist also identicch Mull. Schreiben wir weiter
0 fiir i=]

Ll # H 4
(2.46} € o= fegi) mit g, = [
H 2 ORI sonst

so gilt offenbar

{2.47) ccC
Bei der Derachnung won c* wurde also ausgenutzt, daid die Diagonalelemenie von
E - D_] « b pxakt gleich Mull sind, Mit den fezeichnungen wie chen kiinnen wir

also statt (@.10) die Funktion

(2.48) Fli) = OO YD)

dalk der Durchmesser der Komponenteninter-
1-t

yerwenden. Wir konnen vorausseizen,

valle von C° nach Cefinition [2.46) & ist, wobel  |e| < 2

pei t-steiligor hinarer Gleitkommaarithmatik is

also
" n n -1 .-!'T. _— )
g |‘i3' N P O LR IE SN LY |« L+ 2t e dagl
i=1 j=1 I=1
JFi
1 1<t i
2 Ii“i; [+ (l+2 ] 1= |a1-j|
Ji

t. Fir die i-te Telle von C* ist

o Y

Nach (2.44) ist die letzte Sunme klefner als a. | . GilL die schirfere Voraus-

n i
setzung T |a. ] ¢ |a.y {1+ 2' t} l fiir alle i ,

jai il ii

it
so gilt

L L]
(2.48) D olelel.
j=1

Filr jedz Zeile c* {st also die Betragssumme und damil auch der Spektratradius
kleiner als 1. Demmac ist F aus (2.48) also kontrahierend. Wenn die Rundungs-
fehler der Gleitkommaintervallaritheetik die 1teriercten Tk nickt zu sehr ver=-
aribern, ist mit einer erfolgreichen Beendigung des Algorithmus zu rechnen.

Hie man sieht, ist der Aufwand des gesamten Algoritheous in diesem Spezialfall ﬂﬂnzﬁ

Wie bereits erwihnt, kann der Algorithmus durch genausre Berechnung dor Skalar-
produkte verbessert werden. Tur Pealisierung wurde auf der UNIVAT 1108 ein lan-
ger fkkumulator simuliert. Zu diesem fweck wurde ein Feld AR vom Typ Integer
E[ngef-_jhr'l:. dessen Komporenten man sich hintereinander geschrieben als eine
grofie Zahl denkt, ein langer Akkumulator. Die Dimension des Feldes st so ausge-
legt, daf jede doppeitlange Zahl "hineinpalt", d.h. ohne Fehler abgespeichert
werden kann. Eine Progedur AKADD(AKEU,D) gestattet es, die doppeltlange Zahl O
zum AKEU zu addieren. Die Prozedur AKINT{AKEU, AL AR)Y hat zum Ergebnis ein Inmter-
vall [AL,AS] mit Gleitkosmagrenzen AL und AR, so dalt die Zahl, die im AREL steht
im Imtervall [AL,AR] lieqt. Bei der Herechnung eines Skalarprodukts p = 2 ;" b1

i=1
mik sinfachlangen Gleitkommazahlen iy und hi kiinnen die einzelren Produkte in

—_——

einer doppelllangen Variablen exakt abgespeichert werden, Bei Verwendung won
AEADD gnd anschliedend AKINT ist das Ergebnis also das engstmidgliche Gleitkomma-
intervall, das p enthdlt, Die Methode wurde in Algorithmus 2.1 angewandt, und
mwar in den Schritten 2 und 4. E5 ergab sich dabei eine erhehliche Verbesserung
der Lisungsintervalle, insbesondere wenn die Komponenten des Lasungsvektors ven

stark unterschiedlichem Betrag waren. Emtsprechende Beispiele finden sich in Ab-
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schnitt f) diesé; kapitels, Efne weitere Anwendumg des langen Akkusulators ist

die Folgende. Schritt 3 aus Algorithmus 2.1 wird erweitert, indem die Liisung von
{2.50) R oez=b-Ax- Ay

berechnet und iteriert wird, die Lisung von A * t = b - Ax - A} - A7 berechnet
und iteriert wird wsw. {2 ist eine Hiherung fir z aws {2.50)). Die Schwierigkeit,
die Defekte (rechte Seite won (2.50)) genau genug zu berechnen, ist durch Einsatz
des langen Akkumulators geliist, Hat man eine Mascrung z fiir {2.50) gefunden,

ersetzt man die rechile Seite der ersten Zeile von Schritt 4 durch

:@RO(POADOROYOACE) .
in Gchritt 5 § durch z und hat nach erfolgreicher Durchfithrung des Algorithmus

bewiesen, daB fiir die Ldsung x gilt
X € i{:};(:} ¥
Durch diese Methode kann das Ergebnisintervall ohne nepnenswerten ehraufwand

in den Grenzen der Rechengenauigkeit beliehig verfeinert werden!

Eing andere Yariante von Algorithmes 2.1 gestattet es, dea "Defekt des Defekts®
ohne Berechnung von z einzuschliefen, Hierzu wird die erste Jeile von 4 geschrie-
ben zu

o

¥ tez =R (b-Rox-8.y);

die [teration in der zweiten Zeile wvon Schritt & schreibt sich zu
L1 R k
Vo= LT
und nach erfeigreicher Abarbel tung des Algorithmus ist bewiesen, dal
€ 2Dy DY .
Diese Variante vom Algorithmus 2.1 bringt zunichst kaum einen Gewinn,
¥pabiniert mon sie jedoch mit der vorhin beschriebenen Verwendung des langen

Akkumulatinrs zur genauven Berechnung der Skalarprodukte, kann der relative Feh-

-

ler der quebn1ﬁintorvalte oft um einige Zehaerpoalenzen virhessert werden
Hiufig sind die Ergebnisintervalle {(deren Grenzen ja doppeltlangs Zahlen sind)

nur im letzben Bit vorschieden, d.h, die auf der Maschine engstmglichen!

Wir wollen noch die Rechenzeit des Algorithmus ahschidbzen. Sedien " die Koston

tur Berechnung einer Gleitkommaapprogimation fiir ; und-12 die kosben, um be-
weishare Schranken fir ; mit Algorithmus 2.1 zu berechnen, beides mit verglefch-
barer Genauigkeit, Ohme Beschrinkung der Al lgemeinheit verwenden wir don Gaufschen
Mgorithrus mit r Defel iterationen, um eine Gleitkomnandherung zu berechnen.

Ale ein Mal fir den Bufwand von Algorithmus 2.1 nehmen wir das Yerhdltnis

Ho=ay !/ ay - Ohne lineare Terme gilt ay 2 n3j1 b ErnEI . Wird, Schritt & von

Algorithmes 2.1 s mal ausgefihrt gilt

oy £ Ena + n2[3r +4s + 4} < B - ay 4 n?ﬂ-ﬂr + 45 + 4}
Demnach kann p mit

 29r 4 45 + 4
nf/d + 2r

wie folgt abgeschitzt werden:

& fiir 5 £ [9r - 4)/4

12.51) wg
25 4 A5r

n

I sonst

In Algorithmus 2.1 ist p < 6 durch die Abbruchbedingung in Schritt b garantiert.

Es hleibt die Frage, was zu tun fst, wesn der Algorithmes versagh [hei sehr
schlecht konditionierten Probleren), Die folgenden Oberlegungen gelten allgenein,
unabhingig won dem hier betrachteten Algoritheus. Es sell untersucht werden, was
bei einer [rbghung der Genauigeeit geschiehl bzw, in waleher Art und Weise die
Genaulgkelt gestrigerl werden soll, Wiv neheen an, 430 boi einer Verdoppelung

der Genauigkeit der Fechenaufwand sich vervierfacht. Dabei st davon ausgegangen,
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daf die Rechenzeit wesentlich von der Anzahl der Multiplikationen und Divisionen
hestimmt wird., Allgemein sagen wir, der Aufwand erhiiht sich im den Faktor 12
bei oiner ver-1-fachung der Genauigkeit. Die Genauigkeit wird beginmend mit 1
immer wer-1-facht, solange bis der Algorithmus das gewinschte Ergebnis liefert,
Dar cchlirmste Fall, der eintreten kann ist der, daf wenn L die kieinste Ge-
nawigksit ist, fir die der Algorithmus arbeitet, man bei der Ver-T-fachung auf
L - 1 stift. Dann ist der Gesamtaufwand A gemessen an dem flir die Genauigkeit L
benitigten Aufwand a

e 10 ed 0 1% Phewas T o) wa ot

bei (k+2} Rechnungen insgesamt. Fir den Faktor f ergibt sich

w i _ao=l 2
PSR T GO [N 1 BN LN J?
j=n 12 -1
Hit
[2.52) Fln) = % + il EEY ke ey
R |
folgt

f'{x}) =0 =x =0 oder x =2 .

Ber Faktor f wird also minimal fur

1B Focalan Vs T

Mach digser Oberleoung ist es am optimalsten, die Genauigkeit immer zy ver- /-

fachen,

im allgemeinen wicd es so sein, dal nur eine ganzzahlige Vervielfachung der Gs-
nauigkeit zuldssio ist, Fiir die hypothetische Yervielfachung mit dem Fakbor VT
argibe sich ain Faktor f kleiner als 4, fiir eine jeweilige Verdoppelung der Ge-
nauigkeit rin Faktor kleiner als 15643, Da im Normalfall die Wahvscheinlichkeit,

dal der Algoritheus mit kleiner Genauwigkeit bersits erfolgreich beendet werden

Lo s

kann, recht hoch ist, scheint B3 am besten zu sein, zundchst mit 1,2,3,....k-
fachar Genauigkeit zu rechnen wnd darn erst die Gerauigkeit zu wver-/ 2 -fachen
{gerundet zur mdchsten ganzen Zzhl} oder zu verdoppeln. Ein ginstiger Wert fiir
kb diirfte bel 6 liegen. Selbst bei Verdoppelung der Gerauigkeit von Anfang an,
ist der Gesamtauf«and in schlinmsten Fall hichstens F% -mal so grof wie fir

die eine Berachnung mit kleinstmiglicher Genanigkeit!

2.f) MHumerische Ergebnisse

Gleich an den letzten Abschnitt anschlielend soll demonstriert werden, was ge-
schieht, wenn in Schritt 3 von Algorithmus 2.1 "nicht oft genug" iteriert wird,
Fiir eine diagonzldominante 5 5-Matrix, fiir die (2.44] "nicht gut™ erfillt war,

ergab sich [gerundet)

Tterationen flir die 1.500 Iterationen fiir die 5.359”-3
EFELEkHCII'"F'U”E“te 0. 750 Erstekkﬂu'gﬂlml’liﬂ 2 090 -3
von X von y i
1.125 '1.395'”-3
0.938 3-55?“-3
1.031 4.028 -3
o
0. 984 3.845 -3
La
1. 008 3.937 -3
in
0,936 1,891 =3
149

Tabelle 2,1 Gleitkommaiterationen

In der letzten Zeile stehen jeweils die Werte fir die erste Komponente von x und
y. Die Suwme der letzten beiden Itericrten mifite die exakte Lisung approximieren.
Die genaus Lisung ist | + 1,-1“‘—:'3 . die Surme jedoch 9.999845"-1 mit einem

relativen Fehler von 154, -5, Jetzt setzt die Iteration, die Aufhldhung der rut-

mafilichen Finschliefungsintervalle in Schritt 5 ein, In der folgenden Tabelle sind
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die errvechneten Intervalle fir die erste Komponente angegeben. Deim letzten Im vorliegenden Fall ist die Matrix so kenstruiert worden, dap
Intervall trat (wie bei den anderen [ntervallkompenenten auch) zum ersten mal 5 i

i Rk L a., = . a..|
Erthaltensein im vorangehenden Intervall ein und der Algorithmus konnte erfolg- {853 §=1 l III B l il 2

, J#i
reich beendet werden,

die Matrix ist also diagonaldeminant und vom Grad &, Die schlechte Konvergenz

[EL?L!$6356’“_3 ' 31913E6]ﬁ2‘“-31 E'“-ll der Gleitkommaiteration ist auf die schlechte Niherung 0! von A7 zuriickzu-
[3-99?¢]9ﬂ?tu'3 ' 3~9D3419?3lu-3| EE‘"_ll filvren. fuch bei griferen Matrizen wurden dhnliche Becbachtungen gemacht. Wei-
[3-g355150ﬁln'3 I SIDQGE]BHE'D-JJ d?'°-11 torhin ist natiivlich die Konditicnszahl der Matrix entscheidend. Bel einer
'3'9[‘53:"5"1“”,'3 1 lgmmﬁﬁzln_]l 52”_11 hesser konditionierten 25« 25-Mateix, mit (7.53), wurde nach 9 Gleitkomma-
[3.9u623ﬂlﬁln—3 . S.GGBESUEBIP—J] ¢4IC—II S Jlb—lﬁ S
[3.906232B3 -3, 3.90623321 -31 | -11
" o 1 Komponenten erreicht.
[ 390622405 -3 , 3.90623443  -3] 33 ﬂ—ll o ) )
13I§052?¢1h1n.3 ; 3_q55234431°_3i 231 -11 Wie man sieht, ist es yon grofier Wichtigkeit, die recllen [terationen in Schritt
S g e 3 midglichst solange auszuflihren, bis keine Verbossering der Mikerung mehr miglich
Tabelle 2.2 I[ntervalTiteration cehoint, Andererseits sollte natlrlich auch nicht linger als notwendig iteriert
werden, um Pechenzeit zu sparen, Es ist kaum miglich, ein greifendes Kriterium
[n der deitten Spalte ist jeweils die Differenz der Intervaligrenzen angegeben. 20 finden {das ist ja gevade die Crux bei der Gleithommarechnung). Daher wurde
Wie man sieht wichst diese zundchst, bleibt dann jedoch tretz e-Aufblahung von in Anlehnung an die sehr schlecht konditionierten Hilbert-Matrizen das Eriterium
gleicher Griferordnung, Das Ergebrisintervall Ffilr die erste Kompomente des Li- des Algorithmus 2.1 gewidhlt,
sungsvektors: lautet Um dige gemachten Aussagen zu unterstreichen, sei das Reispiel der Hilbert 7= 7=
[ 100000001391, 1,00000001429]) Matrix angefiihrt. Die Koeffizienten sind durch Multiplizieren mit einem geeigneten

i 5 : . N i Eaktor ganzzahlig gemacht. Die folgende Tabelle zeigh wieder in der linken Spalte o
mit einem relativen Ferler von 3,78 ﬂ—lﬂ. Hie man sieht, sind die Intervalle F‘{ﬂ] g Ly
1

i i J dio lterierten der ersten Komponents won x, in der rechten Spalte entsprechend fir
praktisch chne Genauigkeitsverlust auf die exakte Lisung hin-kenvergiert, uwnd der

erzielte relative Fehler ist 4
11.658 0.2884
a} fast der beste erzielbare Fehler ausgehend von der schlechten
' 5,33 0.18563
; Gleitkommandherung 0.9995 und
= o | 7.5094 0,e22l
| b)) um Gralencrdnungen besser als die Gleitkomrandherung {trotz ]

| | h.7RA 0.7090
' [efektiteration], |

Tabelle 2.3 Gleitkomnaiterierte fiir Hilhert 7x7
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Hieder sind nur die lterierten der ersten Kon 1| i . « . "
; I 1 omponente angegeben, die anderen bestitigt sich die Aussage, dab wgenigend” viele Gleitkommaiterationen durch-
Komponenten warhalten sich dhnlich, Die exak i ist 7, die Gleitkoma- ; i i i
£ exakie Lisung die Gleitkoma gefihrt werden missen, um ein gutes Ergebnis zu erzielen, Fihrt man etwa fir
niherung aus je 3 Iterationen fiir Lis nd Daf i : . Manc - i o f : i
q T n fiir Lisung u efekt st 6.9965. YManches Mo die Wihorung x fiir die Lbsung und y fur den Defekt Je 10 [terationsschritte
bruchkriterium hitte bei Yorlage der obi Werte bersits mi i i i
E voriag igan Werte bersits mit der Heldung durch, gewinnt man nocheinmal drei Stellen hinzu. Die Konditicnszahl im vor-
"das Werfahren konvergiert nicht" abgebrochen. Der relative Fehler der Gleit- liegenden Beispiel ist ibrigens 4.75 8 {17; trotzdem st eine EinschlieBung
G JT5,,B (L)
kommarechnung liegt bei 4,95 -4 trotz [teration. 1 ) :
ung tieg - z Iteration. Es sollte betont werden, der Lisung auf 10 giiltige Dezimalen in einfachlanger Rechaung gelungen. Die
dafh die erste "Niherung” 11.658 ist; fir die exakte Losung 7 ein katastrophaler fhschitzung ||E - R- A|| e den Spektralradius lag bei 1.745 daher konnte eine

Fehler, Machfolgend sind wieder die "Rufblihungs”-Interys us Schri 5oy e - :
3 ufblghungs" - Intervalle aus Schritt 5 von teration oder die Nicht-Singularitit von sorichst nicht

konvergenz der Gleithomm:
Algarithmus 2.1 angegeben, und in der dritten Spalte j ils ren Durche x : - :

: ) rdrLER SR b JeNa TS dera L rchme s e garantiert werden. Es gibt krassere Beispiele, die belegen, dab die Abschitzung
|| E- R« Al nur sehr grob ist. So kam es bei einen 200 = 200 Gleichungssystem

yor, daf bereits fiir JJE - R« A]| = 3 die Aufbldhung in Schritt 5 von Algorith-

[0 213675300 , N0.213675311] E1yq-9

10,211995313 , 0.211935425] 12,,-9 mus 2.1 nicht zum Stillstand kam. Ein Beispiel fiir das andere Extrem sind die

0712595564 . 0.21259577; Byo- ini i

I 2hanhhd 0212595772 ] 218,4-9 “pASCAL-Matrizen", Wir definieren eine n= n-Pascalmatriz P = ﬂpi ] durch

|0, 212380990, 0,2123813761] 336,,-9 !

|0.212457566 , 0.212458059] 503,,-9 RS i +4)!

|0.717420058 ,  0.712420779) 121),-9 (2.54] iy j T TR

[0.212439708 , 0.212440703] 995, =19

10212436024 , 0.212437333) 13659 4-9 Die Egndition einer solchen Matrix st sehr schlecht und steigt exponentiell mit

n.212437034 : - : " s g

0.2 4 0.212438883] 1849,,-9 \ dem Quadrat von n. Sie kinnen exakt bis n« 16 auf der URIVAC 1108 der Universitdt

[0 212437200, 0.212437524) 623, 0-9
Karlsruhe in einfacher Genauigkeit gespeichert werden. Fiir grifere n wurden einfach
die Gleitkommaniherungen fir die Koeffizienten eingesetzt. So ergab sich fiir
n=26 bei doppeltlanger Pechnung (siehe auch Tabelle 2.7)

Im vorlicgenden Beispiel bldhten sich die Intervalle stirke fy d = 1.
e stirker auf, da ¢ 1.0 a} eine Mbschitzung der Konditionszahl von 3-23”22
gqesetzt wurde, [ie erzielte Einschliefung fiir die Ldsung lautet
g fiir die ung laute b} eine Abschitzung des Spektralradius vom E - RA zu 280 000
|6.599999471 , 7.000000294) ¢) nach einer Iteration in Schritt 5 von Algorithmus 2.1 eine

mit aingm ralativen Fehler von 1,:|ln_;." Der relative Fehler kann bed (hergang EinschlieBung der Lisung auf mindestens & Dezimalen fn

von 1.0 20 0.1 flir ¢ noch wm etwa eine I0er-Potenz verbessert werden; 188t man allen Komponenten.
die c-Erweiterung ganz weg, ergibt sich prakttsch keine Anderung 2w e = 0.1, [ An einem Beispie] soll gezeigt werden, dal bei den Operationen, die Intervalle

Wiedar ist die Verbesserung gegentber der Gleitkormangherung eklatant wnd es verknlipfen, mit der nitigen Sorgfalt gearbeitet worden mufl, Es wurde ein Unter-
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programm DADD geschrieben zur Addition von Intervallen, wobei del Grenzen

Jeweils doppeltlange Zahlem sind. In der ersten Version wurde hei der Addi-

tion von [a,b] und lc,d| das Intervall fat+c, E_:-E| gebildet, wobei der

Querstrich unter bzw. Uber der Zahl heiPt, dal im letzten signifikanten Bit

der Zahl 1 abgezogen bzw.hinzugezihlt wurde. In diesem Fall wurde das Inter-

vall grundsdtzlich um +1 in jeder Richtung erweitert. Damm wurde der Algori thmus
dahingehend verbessert, daf 2 + & onur dann gebildet wurde, wenn a + ¢ nicht exakt
darstallbar war (entsprechend fiir b+d); d.h., es wurds tatsichlich das engste

inter all [ mit doppeltiangen Grenzen gewdhlt, so daB [a+c, hed] cl gilt. Es
kommen ein paar Abfragen zum Algorithmus hinzu, die Gesamtrechenzeit dndert sich je-
doch nicht merklich. Im Folgenden wurden als Beispiele die hekannten Matrizen

S-q - R gewihlt (5 = [SIJ} mit S5 = 1 fiir 1,4 = 1{1)n und B = [r1j} mit

i

i zufdllig aws 10,110, 1,5 = 1{1}n), wobsi fiir q die Herte 107

eingesetzt wurden, Fiir den Grad n worde 25 gewdhlt. In der felganden Tabelle ist

fir § = 1{1)5

von tinks mach rechts die Anzahl der Iterationen fiir x, fir y und die Anzahl der
"Aurblahungen® (Schritt 5 in Algorithmus 2.1), die Abschitzungen flr den Spek-
tralradius von E - R « A und die Konditionszahl von A angegeben, Diese Angaben
sind in allen Beispielen fir die einfache und verbesserte Version von DADD fden-
tisch. Schlieflich sind der minimale und maximale relative Fehler der Lisungs=

intervalle fur das einfache und verbesserte DADD angegeben.

Iterat.in Schritt MO0 einf. DADD verb.

q 3 w. 5 [|[E-R-+ 4| cond{A) Bin L. Bin Bk
w0l 2 2 1 44 -5 85 3 8.8 <15 2.4 -14 55 -16 1.6 -15
-2 [N ] Ia 1a e (%] 16
10 2 K 1 .0 -4 7.9 4 8.1 =14 2.0 -13 3.3 -1% 4.0 -14
-3 e K] ] 18 ] 14
10 7 3 1 1.2 =1 1.3 5 6.6 -13 1.6 =11 J.B -14 9.1 =13
_q [N | 10 io i# e e
10 331 1 46 -2 6.1 6 2.5 =17 1.7 -0 1.5 -13 1.0 =11
'5 La 1% ] 132 18 ia
140 5 4 2 7.4 -1 3.1 7 1.5 -0 3.3 -8 1.4 =12 3.4 -10

e e 18 ] 18 ha

Tabelle 2.4 25 =25 Testmatrizen

. [-10.101 . Das Gleichungssystem hat den Grad 60, Die Angaben in den beiden linken

-

Wi man sient ist ein deutlicher Gewinn zu verzeicheen, insbesondere bed

schiechter kepditicnierten Matrizen.

Als ndchstes werden wir dig vorgeschlagenen Varianten von Algorithmus 2.1 anhand

von Testheispielen vergleichen, In der folgenden Tahelle werden den Varianten

des Algorithmus 2.1 Namen zugsordnet.

LGL Magorithmus 2.1
LGLA1 Verbosserung von LGL nach Seite 72, unten
LGLG LGL mit Verwendung des langen Akkumulator

nach Seite 71

LGLGST LGLG mit Verbesserung von Seite 72, unten
LLL Algorithmus mit (2.34)

LLLG LLL mit langem Akkunulator

LGLU Algorithmus 2.2

Tabelle 2.5 Varianten des Algorithmus 7.1

In der folgenden Tahelle 2.6 sind die relativen Fehler der Ergebnisintervalle
yon Warianten des Algorithmus 2.1 angegeben. Die korffizienten der Matrix A

und der rechten Seite b sind Zufallszahlen mit Exponenten aus dem Intervall

Spalten gelten fiir das Punktgledichungssystem fiz=b, in den beiden rochten Spalten

a

] - i
fiir das [ntervall-Gleichungssystem A = x » b, wobei b = b « [1-10 7,1¢10 7,

Wie man sieht, 1st im Fall des Punktgleichungssystems LGLGSL den anderen Algo-
rithmen klar Uberlegen, Die Ergebnisintervalle sind in diesem Fall tatsichlich
die kleinstmiglichen Maschinenintervalle. Im Fall des [ntervallgleichungssystems

schnefden die Varianten in etwa gleich ab, bis auf LLL und LLG, Obwohl zwischen
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PGLE [¥GLS
Algarithmus imax. durchschn, max., durchschn.
LiL 3.0, ,-14 Fra-18 B.%e-T7 A0 -8
LGL/1 3.0,,-18  1.8,-15 8.9,,-7 4,,-8
LELG 1.0,,-16 1,,-16 8.9,,-7 4,,-8
LGLG/ ! 4.8,,-18 1,,-18 8.9,,-7 4,,-8
LLL 1.2,,-11 5,,-14 4.8,,-4 1,,-6
LLLG 1.8,,-11 3, -18 4.8,,-4 by =6

Pelativer Fehler der

Ergebnisintervalle fiir

Relativer Fehler der Ergebnisintervallie;

A, b ozufdallig, Exponenten & [-10,¢10], Grad S0

LGL LGLG LQ}GII LLLG

maximal

durchschn.

Relativer Fehler der
Ergebnisintervalle fiir

1.3,-9 1.68,,-14 1.6,.-16 1.0,,-3

1.0,,-12  B.0,,-16 B.D,-18 1.0,,-7

Pelativer Fehler der Ergebmisintervalle;

b, X tufillig, Exponenten e [=10,410], Grad &0

Hilbert 55
Hilbert 6-6

fascal b-B

Tabelle 2.8

LGL LGLG/]
max. durchschn. max. durchschn.
2.4,.-13 1.3,,-13
nur Haschinen-
4.0, ,-12 2.7,,-12
intervalle
1.1,,-13 3.2,,-14

felativer Fehler der Ergebnisintervalle;

rechte Seite (F,....1)

SO

der dem Betrag nach griibten RKomponente des Losungsvektors BIUD und der klein-
sten Elu-d nur eine Exponentendifferenz von & llegt, schneiden LLL wnd LLG so-
wohl bei Punkt- als auch bei Intervallgleichungssystemen deutlich schlechter ah.
e Rechemzeit fiir simtliche Varianten betrug ca. 14 Sekunden auf der UNIVAC 1108

dec Rechenzentrims der Universitdt Karlsrube.

Al pichstes wurden dle Koeffizienten von A und x 2ufdllig mit Expenenten aus

[-10,+410] erzeugt und die rechte Seite b mittels Gleitkommaarithmetik berechnet.

Nas Gleichungssystem hat wieder den Grad 50. Die Losung % omul allerdings mit dem
vorher zufillig erzeugten x durch die bei dev Berechoung von b maglicherweise auf-
setretonen Rundumgsfehler nicht mehr Ubereinstimmen. Aus Tabelle 2.7 geht wieder die
Llare Oberlegenheit won LGLG/L hervor. In diesemFall dst die Differenz reischen qriff-
tem und kleinstem Expomenten der Lisungsvektorkomponenten gleich 13, was sich in den
vergleichsweisen cchlechten Fesultaten von LLLG wisderspiegelt. In Tabelle Z2.H
sehlieRlich wurden ale Testmatrizen die Hilbert H=5 und E=h ound Pascal B« 6 -
Matrix betrachtet mit rechter Seite (1,...,1], resp. In diesem Fall produziert

der Algorithmus LGLG/L in allen drei Fallen nur “maschinenintervalle", d.h, die

engsten auf der UNIWAC 1108 iiberhaupt miglichen Intervalle in doppeltiangen Gren-

zen. Die Varfanten LGL wnd LGL/1 Viefern fiir disse [schlecht konditionierten)

Beispiele die gleichen Lidsungsinterval e,

Aus Tabelle 2.6 ersieht man, daf obwohl die Matrix # Punktmatrix geblieken und

die rechte Seite b snge Intervalkompenenten besitzt, die Genauigkeit der produ-

zierten Lisungsintervalle rapide absinkt. Dieser Effekt ist jednch nicht den Al-

gorithmen, sondern dem Gleichungssystem selbst suruschreiben. Wir geben hierfir

ein einfaches Beispiel an, Gegeben sei das Gleichungssystem




o 4=

100 000 99 939
(2.55) cx=b
99 9¢9 99 998

In der nachfolgenden Tabelle 2.9 ist die Lisung dieses Gleichungssystems filr
verschiedene rechte Seiten anoegeben. Wie man sieht, verhiilt sich das Glei-

chungssystem "recht guteiitig”, ween die rechte Zeite in beiden Komponenten nach

unter oder nach chen gerundet wird, Man kiinnte daher die in der letzten Zeile mittels

LGL berechneten Lisungsintervalle fiir die rechte Seite & als dulerst pessimistisch
bpzeichnen, Aus der vorletzten Zeile geht jedoch hervor, daf bei Rundungen der
Kesponenten won °b"{und der hier verwendeten S-sielligen dezimalen Arithmat!®)

die Intervallgrenzen iatsdchlich erreicht werden, d.h. die Lisungsintervalle

sind mil dem Losungskomplex identisch. Die duPerst starke Abhangigkeit der

Lisung gegeniber kleinsten Hnderuncen der rechten Seite st durch die hohe

Eondition von etwa 150 000 der Matrixz aus (2.55) 2u erkl3rer

200 000 a 200 00O
Mitte b = o ¥ =
200 000 -200 000
199 990 % 199 990
b = = R
199 360 -199 990
?n;n 010 ” a-'cu:s 010
b = = =
zcm 010 -200 010
f’ 199 990 ” 2 199 970
h = = o=
m D10 2 199 990
200 010 . {-I 799 970
b 53 '3
199 990 \ 1 799 950
1199 930 , 200 010] [-1 800 000 , +2 200 000
z = =
1199 920 , 200 010] |-2 200 00D , +1 BOD 00N

Tabelle 2.9  Lisung von {2.55) filr verschiedene rechte Seiten

)

In der nichsten Tabelle Z2.10 wird das Yerhalten von Algorithmus 2.2 fiir Inter-

vallgledichungssysteme wiedergeqeben. Mie Korffizienten der Mateix A sind Zu-

fallszahlen aus dem Intervall (9,100 . Die rechie Seite b ist so berechnet

(mittels oleltkommarechnung), dap die Lésung ungefahr gleich (1,...,1) ¥st.
fie Matriz A und der Vektor b oentstehen aus A ound b durch HMultiplikation aller

-8 -8

Komponenten mit dem Intervall [(1-10", 0+ 1| . Das Gleichungssystem Ax =h

wirde in heiden Fallen mittels LGL, die restlichen Gleichungssystemns mittels 1GLU

geliost.
maxinal durchschnittliich
Grad 50  Ax = b 7.8,,-16 Zyn-16
L
hx = b B.7 -0 210-6
rJl.x E t' '1.‘1-“1'5 ]|1."5
Ay = I 5.1y4-5 Zyp-5
Grad 1040 By = b ].2”.'15 H-“:'].E
Ax = {" 3.9:;-5 514'5
Ax = b I.]1u"‘l 3|:~—5
J-: = LI 1.2”."'-': 3.5”\'5

Tabelle 2.10 FRelativer Fehler der Lisungzintervalie bei
Interval 1-Gleichungssystenen

Jebzt gaben wir in Tabelle 2.11 einige Beispiele fiir schlecht konditionierte Matrizen

an. Tumichst die bekannten Hilbert-Matrizen, wohei wieder duech einen greigneten

Faktor die Koeffizienten ganzzahlig gemacht wurden. Dann die vorhin in (2.54)

angegebenen Pascalmatrizen; weiterhin Pascal®™Matrizen I mit
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i+j-1 .
Ll - - - .
P:{nu} und Hj=( i ) fir i,J « 1{1)n .
J
Wie man sich leicht bberzeugt, entstehen die Pascal®-Matrizen aus den Pascal-

Matrizen durch Rinderung mit 1 links und oben. Sodann werden noch die Hatrizen

{"+i"| yon _{n - I}

5= (55} mit 5q fhl LI L T N R TN
i+ji=-1

qetestet, die Zielke entnosmen wurden. Alle rechten Seiten wurden so besbirmt,

dal die exakte Lésung (1,...,1) war.

Iterat. in LGLGS L
Schritt L6L mind. garantierts
= : Dezimalst. jeder
oy Gﬁad 3 & IIE - Re ]l cond{A) _amln Ba Lisungs kompanen te
1
Hilbert 5 2 2 1 1.5 =3 0.4 5 1.1 -13 2.4 -13 14
Lo 14 in ia
6 4 1 1 gz -7 2.9 17 1.9 -1z 4.0 -12 18
o 1% ] e
T T 2 1.7 0 1.2.-9 1.1 -1a 2.4 -10 17
e 12 ha na
Pascal & 3 1 1 3a -3 1.8 6 6.0 -15 1.1 -13 18
e 1% ka i
T3 311 1.4 -1 2.5 4.1 -14 1.4 -12 18
Lo It i i
g 7 6 2 1.2 D 1.7 8 16 -13 2.8 -1l 17
in 18 1 1%
- F R E 3.B]u1 ].3|.!ﬂ stop in Schritt &
Pascal®*6 2z ¢ 1 3.0 -4 2.1 - 4.5 -16 4.4 -15 ie
na (N ] [ ] e
R R | 3o i - &
1 Z 3.u 3 2 QI‘E 1.8, -15 J.E]. 11 18
g 4 1 1 1.1 -1 4.0 7 1.2 -15 2.6 =13 18
ia 5] ia e
9 7 1 3 .5 0 6.0 8 5.1 -14 4.3 -12 e
L] 1] L] L]
5 . L o @ L &.2 6 3.5 -18 2.2 -16 18
ia ¥ i 1
6 4 4 1 2.9 -2 1.1 & B.7 -14 l.eg -1 18
ia e L] e
7. 8 1 2 1.6 0 6.0 9 1.5 -18 1.5 -8 15
L] (1] e ie

Tabelle 2.11 LGL und LGLG/L fiir schiecht konditionierte Matrizen

= B =

Wie man sieht, kann die Anzahl der Gledtkomma-Iterationen differieren; es sind
natlirlich umso mehr, je schlechter die Kondition der Matrix ist. Oie Anzahl der
Aufblshungen in Schritt § ist meist gleich 1, nur in dulerst schlecht konditio-
nierten Fillen kann sie 2 oder 1 werden. Ale Beispiele wurden einfachlang mit
Version LBL und LGLG/L (siehe Tabelle 2.5} gerechnet. Die Angaben in den ersten 7
spalten sind fir beide Versiomen identisch. Die letzten drei Spalten geben den mini-
malen und maximalen relativen Fehler der Lbsungsintervalle Fuir LGL an und in der
1etzten Spalte ist die Anzahl der in allen Lisungsintervallen mintmal garantierten

Dezimalstellen gezeigt. OFfenkundig ist die klare Dherlegenheit won LGLG/L. Wie man

aus den Beispielen ersieht und sich auch in allen anderen Tests hestitigte, kinnen
Matrizen bis zur Konditionszahl lﬂa bei 8<stelliner Pechnung bearbeitet werden.

Weiter sind im allgemeinen hilchstens 5 Gleitkommaiterationen notwendig und erfah-

rungsgemdl bleibt die Aufbidhung in Sempitt & meist nach einem Schritt stehen.
Anhand der folgenden Beispiele soll demonstriert werden, was bei noch schlechter

Londitionierten Glefchungssystemen und Obergang zu hsherer Genauigkeit geschieht.

Recht naheliegend sind die Hilbert-Matrizen, die jedoch nur bigs Grad 11 {mach
wegmultiplizieren der Henner) exakt auf der UNIVAC 1108 darstellbar sind. Also
wurde von vorherein H = (ng ) mit hogow (144 - 17 g i« 1(1)n gleit-
kommamiBig berechnet. Die rechte Seite wurde gleich {1,...,1] gesetzt. Weiter
wurden die Pascal-Matrizen betrachtet nach (2,84}, Diesmal wurde die rechte

Saite 5o berechmet, daf die exakte Losung "hitte ungefihr {ly..., 1} sein missen®, ___
mimlich by = JEI By i = I{l)n g\ﬁitknnmamﬁﬂig . Durch die starken Rundungsfeh=-
ler, und fuslischungen waren die tatsdchlichen Lisurgen jedoch teilweise sehr stark
von 1 verschieden, und zwar bis zur Grifenordnung IGE bei Pascal 26 =26 . Wie man
sfeht, wird Schritt § in allen Beispielen trobtz schlechtester Konditionszahlen
nur einmal ausgefiihrt, Dbwohl die Abschitzungen fiir die Konditionszahl bis

B.E"ZE und fiir den Spektralradius E - B - A bis 280 000 reichen, sind in allen
durch-

Beispielen bei allen Lasungsintervallen mindestens 5 4pellen garantiert,

schnittlich jednch noch weit mehe, Die teilweise auftretenden Unregelmifigkeiten
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Iteraticonen in Schriti
[terationen in Schritt !.;i..t_r.ix Gj.!_d_ _i_ 5 _|| E - F!-_.ﬁ._l_l_ o tmid_[n'q] ""'rn"m Lo _
Matrix Grad 1 5 lE - R=Al  condiA} &, 4 - .
I R e e e e e o i T e RN e
Pascal 5 1 1 1 B.610-14 1.11,5  2.9,,-15 2.6,,-14
Hilbert % 1 b 1 A0 ,-13 3.4 .5 1.1,.,-13 2.3 -
Lo 17 Lo 1a-13 fi 1 1 1 1.318-17 1.B1ak LBpa=14 3. 3y0-13
b | 2 1 1.B;,-11 2.9,,7 2.8 ,-12 6.0 -12
13 11 i Lo 7 1 1 1 7.510=17 2.%1a7 Z.Bip-14  9.2,,-13
7 | Z 1 5.8,4=10 9.9 .8 7.7, .=11 1.7, .=
18 o 10 12710 o 1 i 1 6.7 .10 4.0, .8 4.8,,-13 13,11
4 1 2 1 1.2,,-8 2.2, ,10 B 5.5 -9
in Lo 18 i g 1 1 i 1.8,,-9 £.8,,9 4.0,,-12  5.5,,~10
9 1 Z 1 1.1, -8 1:7,,10 9.6 -10 &7 -9
Le 1e 1o el 10 1 i 1 2.3,,-8 9.0,,10 3.1”-12 G.1,,-11
1o 1 2 1 1.6,,-8 1.6, .10 5.3 ,-10 7.4 -8
1 13 1o in 11 7 1 1 3.0y ,=7 1.3, ,12 1.1,,-11 LB PPRE
11 1 3 i 8.1,,-8 g.1,,10 g -1 2.7, -8
L 14 18 1 12 2 14 1 b.1,,-6 2.0,,13 1.6,4-10  1.4,,-7
12 1 Z 1 1.5,,-8 2.0,,10 7.9, ,-10  1l.6,.,-8
Lo e Lidyg i | 13 2 12 1 1.4, ,-4 3.0, ,14 1.2,,-10 1.2,-6
13 3 & 1 1.5,,-7 Le, 11 7.0,,-9 2.6 ,-8 '
b P Lt L2 | 14 k] 11 1 6.7,,-3 4.7, .15 3.3,,-8 1.1;,-5
Id 1 Z 1 Z.4,,-8 2.4..10 1.7,,-10 3.7, .-8
14 i e 19 15 2 5 1 2.0,,72 2.0, .16 1.8, ,-6 1.2,,-5
14 1 2 1 4.0,,-8 3.8, ,10 5.5 -10 4.8 -8 \
10 14 19 11 16 15 2 1 1.8,,-2 Ii.tllplﬁ 1:...2”"]’ 1.5”‘5
16 1 2 1 5.5, -7 6.9,,11  1.7,,-8  3.1,,-8
e 17 13 13 1 1.2,,-1 7.6,,16 L.7,,-8  2.9,,-6
17 1 2 1 1.3,.-7 4.4 .10 g.¢ .-10 5.0 -3
1t 12 Lo I8 18 7 14 1 2.0,,-1 2.8,,17 8.0,,-B  A.7,-7
18 8 2 1 8.0,,-8 1.0.,11 1.5 .-9 5.4 -8
14 18 5] 18 i 19 13 Fi| 1 5_5”—] 1.2“,13 ?.2”.'& !--?1u"5
19 1 F 4 1 Z.2yy=7 6.7,,10 7.6 .-10 7.5 -8
ra Lo 13 i 20 11 9 1 1.1,,41 6.6,,18 1.5 7 2.2,,-6
20 8 g1 5.8, ,-7 5.9,11  7.7,,-3  B.7,,-8
; io In i ] 21 12 1 1 5.1,,0 5.0,,18 2:d0T f.6y,=5
21 1121 TGT PES M | RV VG 6
1 22 14 3 1 2.1, 542 1.4,,20 9.7,5-1 [ A
22 a 1 1 9.8,,-7 2.6y, 11 3.1,,-9 4.5, ,=7
) : 21 14 11 3.0, ,42 1.4,,20  5.0,,-B  1.3,,76
3 16 I 1 R4, -7 Faftes o B | 3.9,,-9 3:500=1
io o 1 in 24 13 13 1 .7, 442 B.1,,20 B.1,479 L1476
git 3 1q 1 D= 2.4, G.5,,-9 1.6, ,-7
T} e i L 25 14 1 1 2.1;,+3 2.3,.71 1.1,,-7 1.7, -6
25 1 2z 1 6.0 ,-7 1.9,,11 2.4,,-9 7.7, ,-8
15 18 e ia 26 14 14 1 2.8,,458 B.2,,22 1.8,,-6 1.8,,-5

Tabelle 2,12 Hilhert-fatrizen doppeltlang gerechnet
Tabelle 2.13 Pascal-Matrizen doppeltiang gerechnet
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sind durch die bei der Berecinung der Koeffizienten auftretenden Rundungsfehler zuy

X ound ¥ ka biswei n t 3 Ile H_’hl‘ Vieferr YET che ane . Lie Rechenie t fii fi aqn-
v " { e e g]E h_‘]e 2. :l :
' 1 ] v e 1E Was k ine Le ‘

9 ¢ Das | Qt nat lic L der Eondition der !Mat . e a
] ab. Es a K mus L ir 111 B g:i}'str_‘ vom G ad vﬂ bet agt Ca. 17 Sekunden a der
i ; X kann auch itheu GLY = G ke

passieren, daf nur eine Komponente des Lisungsvektors empfindlich gegen kleinste | UMTYAL LLCE.

Storungen reagiert und daher nur fiir diese eine Komponante weiter iteriert wer- ; " Ema

g | D r Zuletzt wollen wir noch zeigen, dafb der Algorithmus auch fiir Gleichungssystem
ule AR

den mud,

i o Beispi trizen
n hitnerem Grad gute Lisungsintervalle liefert, Fo wyrden die Beispislmatr
Wi ne i e

Die Esispiele aus den Tabellen 2,17 und 7,13 wyrden mit einer doppeltlangen Ver- " @ betrachtet filr verschiedenes a und yerschiedenen Grad des Gleichungs-
- q- c

o £ e fe I e e ctems. Oie rechte Seite b wirde 5o berechnet, daf die Lhsung {1y....1) st

systems. i | -

als LGLZ in der Programmbiblicthek verfiighar). Die wvergleichsweise geringere T — Expsd  sind wisder Gleichungssysteme, bei denen die Habrix
AL Be1s ¥

Genauigkeit der LGsungsintervalle ist nicht auf den hitheren Gread und weniger auf s ynd die rachte Seite b ufillig erzeugt wurden mit Exponenten im Intervall

die schlechte Kondition der Matrizen zuriickzufGhren als auf die Tatsache, dal dor

= 1 = L.
1 ] 4] bie Ergi’hr” se ind 1in der fUIHJEI'IdErl helle 2.14 1 a—r'f_"‘-gPI' [
3 . d e 5 5 L= a k] a

Tange Akkumulator nicht mehre eingesetzt worde. In der Tatbt wurden mit Hilfe das Ay st durch  cond{A] :I'ﬁ”'||ﬁﬁ| und der Zeilen-

Die Abschatzumg Fiir cond | i
tangen fAkkumulators inshesonders Skalarprodukte auf Maschidengenauigeeit berochneot. omanmor gegsbal: £5 TN—— IE - ReAl R Teiten
Das Produkt von zwei doppeltlangen Zahlen ist jedoch {chne gesonderte Programme) I e resireriiones A0k S ——
auf der UNINAC 1104 nicht mehr exakt {auf alle Stellen) ausfithrbar. Daher blieh Anzahl der “Aufblahungen” aus cehritt 51 von Algorithmus 7.1. In der letzten

keine andere Wahl, als das Frgebnis nach ohen und unten zu runden um ein [ntervall " st

spalte schljeBlich ist die Mnzahl der mindestens g
zu erhalten. Das geschieht bei jedem Twischensehritt flir jodes einzelne Produkt

i i ben. Aus
jeder Lisungskomponente fijr die verschigdenan Gledchuyngssysteme angegs

(fiir die Aufsummicrung wurds ein spezielles DADD geschrieben, siehe Seite ), i I vechlechtes” o (teilweise sogar > 1]

Tabelle 2.14 erhel T
TNESH dheaen Trothax rseben SToh Bl e namevigkenist, die Jen dn oty hr enge Lijzungsintervalle geliefert werden. Die Anzahl der [ntervalliteratione
sehr ange 3
des langen Akkumplators nicht auflreten, So ist es gar erkldrbar, dal {(bei nicht Gletchungs-

| ist gering, hichstens jedoch vier. Die Regrenfung der Ordnung des
, hiichste

e e weeodissfodied tems auf 200 ist durch den beschrankten Speicherplatz der VHIVAC 1108 ver-

syster —

langem Akkumulator sogar genavere Ergebnisintervalle liefert als die doppelt- L sy e M ——— x

lange Version LGLZ.

i angi d und kon-
pbschliefend kinien wir fFeststellen, dal weitgehend unabhiangig von Gra

i . jx im ] i i Lens 15 garantierten
Wie das Deispiel aus {7.%5) bereits deutlich machte, sind die relativ schlechten dition der Matrix in jeder Liisungskomponente mit mindes

Losungsintervalle nicht auf den Algorithmus, sondern auf die Kendition der Ma- nerimalsteilen zu rechnen ist.

trix zuriickzufiinren. Hat die Matrix noch schlechtere ¥ondition, kann es vorkommen,

dafi die Lisungsintervalle flir einige Komponenten Hull=Intervalle sind und damit
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(1]

P41

1.3;5-3

28,02
0.15
1.2

3.1y-5
3.3.0'“
3.410-3

2.4ya~d

T -
S5.114-5
lnnla‘q

5

mindestens garantierte Dezimal-
stellen in jeder Ldsungskomponente

18
18
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18
18
18
i7
1B
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18
18

18
18
17

18
18
18

LGLGAT fiir lineare Bleichungssysteme hilheren Grades

- 03 -

Fine schnelle Methode 2ur Losung beliehiger linearer fileichungssysteme ist der

GauBsche Algorithmus. Die Ergebnisse, die dieser bei Gleitkoamarechnung ohne

jede Vorkehrung liefert, kinnen mit grofen Fehlern behaftet sein (siehe

Hilhert 7-7-Matrix). Selbst wenn die Defektiteration zu konvergieren “seheint”,

jst damit noch micht bewiesen, dal das erzielte Ergebnis "in der Nihe" der

wahren Lisung liegh. Um garantierte Schranken 2u prhalten wird ein spezieller

Algorithmis bendtigl (mit einer genau gpazifizierten Arithmetik und Rundung}.

Wir haben sinen solchen Algorithmus angegeben, der die falgender lorteile

aufweist:

Jeder Gleitkommaalgorithmus zur Gewimnung einer Approximation der Losung
ist brauchbar

Die Matrix und die rechte Seite unterliegen keiner Eimschrankung

- Der Algorithmus arbeitet auch flir Intervall-Gleichungssysteme

£s wird keine Evsteinschliedung der Lisung oder der inversen Matrix

bendtigh
[ntervallarithmetik setzk sehr spit ein

- Der Algorithmus ist sehr schnell

Hach der erfolgreichen Abarbeitung des Mlgorithmus ist bewiesen:

- A ist micht singuldr
-  Axs=b st eindeutig lidsbar

- Es werden gurantiertg Lissungen von hoher Gemawigkeit angagehen

Die Rechenzeit auf der UNIVAC LIDB der Bniversitit Karlsrvhe betrigt durch-

schnittlich 13 Sckunden fir Grad 50 wnd ca. BO Sekunden fir Grad 1040, die fiir

den Gaulschen Algoritheus bemitigle Rachenzeit war jeweils L/6 unabhangig
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vom Grad, Oberdies lassen sich die Algorithmen 2.1 und 2.2 lTeicht auf dem Fall

komplexer linearer Gleichungssysteme dbertragen.

Die Algorithmen sind in ALGOL und FORTRAN programmiert. Der FORTRAN-Qualltext
von Algorithmus 2.1, und zwar der besten Yersion LGLGS1 mit Verwendung des

langen Akkumulators, und der notwendigen Assembler-Routinen finden sich im

Anhang.

1. Meitere Eirschlirfungssitze und -Algoritheen und numerische Boweise

In diesem Eapitel sollen w.a, als Folgerung der Sitze aus Kapital 2 werschiedene
Einschliefungssitie und numarische Deweistechniken gebrachl werden, Hier ist nur
pine fuswah! efner Fiille weiterer Folgerungen angegeben. Die Tatsache an sich st
interessant, dafi mittels numerischer Methoden {und siner genau definierten
Rechnerarithmetik und ~Fundung)] mathematische Deweise gefithri werden kiinnan,

und zwar mit relatiy geringem Mehraufwand gegeniber den bisherigen Gleit-
koemaverfahren. Daraus ergibt sich wieder die dringende Sotwendigkelt, endlich
entsprechende {siehe Kulisch 1 Arithmeltiken fost in GrofGrochnern zu wverdrahtesn.
%o kinnen die angegebenen Algorilhmen divekt ipplementiert wWwerden ohne den
bisherigen Mehraufwand an Assemblerprogranmen, Auberden hat man es endlich

mit klar definierten und weitgehend geklarten (siche Kulisch 1} Strukturen

2 tun: Es wird miglich, auf der Pechenanlage Mathematik 2u treiben,

Hier wie im letzten Kapitel sind die anganebenen Peweistechniken (z.B. zum Hach-
weis der Micht-Singularitit einer Matrix) als hinrveichendes kriterfum zu betrachten,
dessen Giiltigkeit algorithmisch auf dem Rechner pachgepriift wird, In dirsem Sinn
haben wir es nicht mit einem Algorithmos im herkinmlichen Sinn 2u tun und dement-

sprechend erscheint die Angabe eines Ahtruchkriterivms als wenig sinnvall.

3.2}  Numerischer feweis der NHicht-Singularitst einer Hatrix

Aus den Satzen 2.7 his 2.5 geht hervor, dal mach erfolgreicher Nurchfihrung

van Algovithmus 2.1 bew., 2.2 fir Punki- bew. Intervallmatrizen mit beliebiger
rechter Seite b die Nicht-Singularitit der Eingabematrix bzw. jedes Elemants
der Intervalleingabematrix bewiesen ist. Will man nur die Reqularitit (zumdchst

piner Punkleatriz &) beweisen, liegt es mahe, ais rechte Seite b=o zu willen,
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Eine erste Hiherung x der Lisung Tautet selbstverstdndlich =0, Muf eine
1teration mit mehrfachen Defekt wie in Algorithmus 2.1 kann verzichtet werden,
da nicht die "Genauigkeit der Losung™ von Ax =0 sondern nur die Regularitit
von A dinteressiert. Desmach kann in Anlehnung an Algorithmus 2.1 sofert der

folgende Algorithrus formuliert werden:

Agorithmus 3.1 HKumerischer Beweis der Nicht-Singularitdt der Punktmatrix AEHJR

1) Berechne Ft*-.l'l_1 gleitkomramiiig

£) Berechne B = E@ R®A intervallmibig

3) for i:=1 to n o w?;= [-1 ,+#1}: ki=-1:
4} repeat k:=k+l; Tk*1:=?k:= Ykn £
for f:=1to n do ¥ithi- B et ’
until .‘k+l$ " oder -!lfk*f_luglnn1+3}'=i boolh ;

if bool then stop ;

5} Es ist numerisch bewiesen, dafi A nicht singuldr ist

Die Richtigkeit des Algorithmus folgt sofort aus dem Sitzen 2.2 bis 2.4, Flr
£ gelten hier wie flr die folgenden Algorithmen die in Kapitel 2 gemachten
fussagen und Bemerkungen entsprechend. Das Abbruchkriterium in Schritt 4 ist
sinerseits so hoch angesetrt, dafi erfahrungsgom3d wahrscheinlich keine Ein-
schliefung mehr fir gréfeves k eintritt, andererseits aber im divergenten Fall
auch nicht zu wiel Rechenzeit verbraucht wird, Fiir die Rechenzeit o gilt
nffenbar

(3.1) wn dntadsent ,

wenn Schritt 4 s-mal durchgefihrt wird. Ist a{n) die maximale Rechenzeit fiir

Grad n, so gilt

R(100) < 2.4n° und a(200) ¢ 2.2n° .

=97 -

peyrptotisch ist die maximale und mittlere Rechenzeit von Algorithmus 3.1 - 2n’.

" . - i . 1.,0
Stoppt Algorithmos 3.1 im ersten Aufblihungsiterationsschritt, also ist ¥ g L

co heifit das nichts anderes als
(3.2} It @ REAlL < 1,

wobed |I-||l die Foilensymmennorm fir [ntervalimatrizen bedsutet ©
n i

A= {:a].j] GIMRE = ;'-"'L||1 r= max i j'l='||ﬁ1';i I,

Hieraus falgt selbstverstandlich, dafb sowohl & als auch B nicht singuldr sind,

In gawisssr Weise stellt also der vargestellte Algorithmus eine Yerallgemeinerung

des Kriteriums (3.2) dar. Flr Matrizen, die bisher rechnerisch mittels (3.2)

nicht als regular enlschaidbar waren, die gleichsan “fast-singuldr" sind, liefert

dar Algorithmus :th eing Intscheidung. Dies sind bei einfacher Genauigkeit etwa

Wilhert 7, Pascal 8 und 9, Pascal® 2 oder § 7 aus Tabelle 2.11. Aus Tabelle 2.14

entnipme man auch Matrizen hiheren Grades, fur die gine Entscheidung der

Fegularitit nunmehr miglich wird, Bei doppeltlanger Rechrung bilden die

Pascal 20 bis 76 - Matrizen aus Tabelle 2.13ein krasses Beispiel.

Der Mgerithmus 186t sich leicht auf [ntervallmateizen ibertragen. Fir m{A)

wie fn (2,41 st

Algorithmus 3.2 Numerischer Beweis der Hicht-Singuiaritit der Intervallmatrix

AE IFHH

1} Barechne Qr'nl-‘n:l_l gleitkommamilig
2] Berechne 8 = E@ R®A dintervallmiBig

1) for i.‘.:l_t._gl‘l'-'*ﬂ 'f?::l.]._}]];k:z_l,.
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41 repeakt kor=k+l; '!'k”:: 'fk:= ‘I’k'E;
for i:=1 ton do 'I'?-l:: Ei@?k

until ‘rh]g v* oder f{k> ﬁogm-ih 8) =: booll;

5 [s ist numerisch bewiesen, dall jedes Ae A nicht singuldr ist

Die Richtigkeit des Algorithmus folgt wieder sofort aus 5atz 2.5. Fir das
Asbruchkeiterium in Schritt 4 gelten die gleichen Aussagen und PMemerkungen
wie fiir flgovithmus 3.1. Fiir die Rechenzeit o gilt

{3.3) a = 3n3+-'-15-n2 '

wenn Scheitt 4 s-mal auwsgefiihet wird, Ist afn) die maximale Rechenzeit fiir
Grad m, s0 gilt

A(100) € 3.4n° und u(200) € 3.20n°,

Aoymplotisch ist die mazimale wnd mittlere Rechenzeit von Algortthmus 3.2 *-3n3.
Entsprechend ist Algarithmus 3.2 eine VYerallgemeinerung des Kriteriums

||E€‘R|$?-ﬂ.|[1 g

Die Wirkungsweise der Algorithmen soll kurz an einem Beispiel verdeutlicht werden.

1 2 ey -1 2 -2.8 2.2
A= = Ao und sei R o=
g 3 g -1 1.8 -0.8
eine Niherung Ffiir P._I. Es ernibht sich
-0.6 -1
E-R*A-= .
-0.2  =0.2

also ||E - R-J‘l.ll1 = 1.6 ¢ Der Nachweis der Hicht-Singularitdt kann auf diesem Wege

[z sei

nicht erbracht werden. Nach Algorithmus 2.1 ergibt sich

- a0 -

f1-1.3 3 -1.216,1.218]
o [URIY) l-Le. 61y g L 1,36,1.361 . i 1-1.216, )
U T T A PR Y | 01,04 ) [-D.152,0.352]

chne c-fufhlihung in Schritt 4. Aus 1"3; 'f'? folgt, dalt & und R nicht singuldr
cind (man beachte, dab 2§ ¥ nicht gilt).

Mar iiherlogt sich schnell, dafl die Intervalle ¥ symetrisch zum Ursprung

"i thmus i g i L werden
liegen missen, Daher kann der Algorithmus noch insofern vereinfachb we .

def statt E’].E}'lf.'E in Schritt 4 nur

n g
3.4 5; 17 _E:Illhf_ll””ji

gebildet wird und s - r_r:.{ ahgefragt wird, Die Rechenzeiten filr die Algorithmen

1.1 und .2 verringern sich somit jeweils geringfugig auf
T

o

o= .:n3 + 25N urd = 3T o+ 254

i.h)  Zur Lage der Eigenwerte einer Matrix

i r i e
Ini Folgerden soll gundchsl 5atz 2.4 dahingehend werallgenainert werdan, dalt hasierend

auf den vorangegangenen Algorithmen allgemeine Aussagen iiher den Spektralradius

und die Lage der Eigenwerle einer Batrix gemacht werden kidnnen. Wig in ¥apitel &
bezeichne @ eine Dperation, die den Korples von awb und @ eine Operation, die

2 . *
pine Einzcnliefung des Komplexes berechnet fiir ge -~ b 5ind ah

[ntervatimatrizen, Intervallvekboren ete. gill die pefinition entsprechrnd.
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satz 3.1 Gilt Fiir die Punktmatrix I::u:—Hﬁ1 den Punktvektor ze'n'rJR und den

Interval lvektor s WHF
{3.4) :-IEJEE'!!;:?.

so folgk p(C)<1,

Beweis, Offenbar erfiilllt f{x) =7+ Cox :0 = 0 die Voraussetzungen von Satz 7.1,

Es existiert also ein Fixpunke ;: von Fomit 2+t;-;. Hach (3.4} ist dann
C@(RBx) & CRUE (C- 1) = CONED 10 x g AT * .

Fliir ¥ :en@x ist also

[3.6) LAY g ¥

und aufer oef gilt sogar U {o}eY fiir ein >0, Fir C=o ist o{C}=0<1, Fir

Cfo sei v ein belichiger Eigenvektor und A€ € der dazugehirioe Eigenwert.

Wir definferen [':={yel | y+-ve¥l und |~f'| iz ;gxr [v] E U, Damit ist
Coe [\f.'.'] = #.\rg- voe ¥ aY

nach {3.6). Da v v anf dem Rand von ¥ liegt folgt alse
|\‘! " |-1‘r*i und daher |4 < 1 .

Dipse Schlufikettn gilt fir jeden Ligenwert & won € und daraus ergibt sich die

Behauptung,

Michte man wom einer Matrix HEMHIH heweisen, dad o{B)< 1 ist, kann man direkt
einen Algorithmus entsprechend den Schritten 4, 5 und 6 von Algorithrus 3.1
verwenden, Soll 2.B. nachgewiesen werden, daft eire Matrixz 8 nur Digenwerte mit
positivem Pealtedil hat, ist wie folgt worzugshen, Fiir eire beliehige Matriznorm
gile o{B)<||Bl] , also ist ofC) <1 filr C:=B/[B||. Ist fiir ain ne v § einmal
(E@ Cjmagu erfiillt, folgt nach Satz 3.1 p(E@C) <1 flr z+=0. Fiir einen
Eigemwert 4 von © mof dewnach | &) 20 und |- 4] <1 gelten, also inshesonders

Fe & = o. Genawer muld v Am schrafflertan Gebiet wvon Abhildung 3.1 Viegen,
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Abb. 3.1 Lage der Eigenwerte

wie man sich leicht Uberlegt. Wir kinnen daher folgenden AMlgorithmes formulieren:

Algorithmus 3.3 Humarischer Beweis, dall die Ligenwerte einer Hatrix B8

positiven Realteil haben

il
1) for t:=1tondo Y] i= [-1,41) sk i=-1; D:=E @B @8 &
2) repeat k:ek+l; 'I"k+11= Tk:= Tkag;

for 1:+1 to n do YW iop @

until 'ri“lg % oder [k :-ﬁngwn-f +B)=:bool] ;

3) Fiir jeden Eigenwert X von B ist pumerisch bewiesen, daf el =0

Der Algorithmus 138t sich analeg fir Intervallmatrizen formulieren, Fiir das
fbbruchkriterium in Schritt 2 gelten die Aussagen aus dem letzlen fAbschnitt
entsprechend. In der Praxis wird man statt ||Bf] eine Zahl p=||B]| wihlen, und _
rwar etwa pina Potenz der Basis der verwendeten Arithmetik, um die Division

in Schritt | chne Intervallbildung vollziehen zu kinmen. Als Beispiel betrachten
wir 0.9 -0.05
B :=
1 0.7

Hit [|B]l <7 bilden wir
1 | n.55 0,025
D= - Lyeg
E 0.5 0.65
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Die Eigenwerte won O sind LI 3 =0.6 + i+0.15. Mach Algorithmus 3.3 (ohne
c=Aufh1ihung) eragibt sich
[-1,+1] [-0.575,0.575] F [=0, 345 ,0.345]
o 1. b ¢
¥- = ° ¥° oa R e
[=1,+1] [ -1.15,1.15 } [-1.035,1.035]

und mit 1'25. '|r1 alae, daf die Fealteile der Eigenwerte von B positiv sein miissen.

Liegen Eigenwerte im mit & gekernzeichneten Bereich von Abbildung 3.1, kann der
Mgorithmus nicht erfolgreich beendst werden. Dar Bereich kann durch Vergrilierung
dor oben erwihnten Konstante B verkleinert werdsn; die Eigenwerte wvon Ed]'“
werden dadurch betragsmidig kleiner. Andererseits rutschen die Elgenwsrte von

0 naher an den Rand des Einheitskreises und die Einschliefung wird schwieriger.

Ist die Ausgangsmatrix symmetrisch, sind alle Eigenwerte reell. In diesem Fall kann

gezeigt werden, dafl die Matrix positiv definit ist mit folgeadem Algorithmus:

Algorithmus 3.8 Numerischer Beweis, daB eine symmetrische Malrix B positiv
definit ist
1) for i:=1tondo ¥ i=[-1.11; ki=-ly p:=tols'en;
kel k. k

2) repeat koek#ly ¥ e ¥ =Y e £

k+l

for =1 tondo ¥ET vk

untit Y ev® oger fix >Mogy gl «8) = boot}

if bool then Stop ;

i) Fiir die symetrische Matrix B ist bewiesen, dalb sie positiv definit ist

Wir geben zur Veranschaulichung der Wirkungsweise ein kleines Beispiel. Es sei

a9 1 0.5 -0.45
A= und Ni=k - TI"IE'- .
T 8 ) c -11.45% 0.&
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Wir erhalten nach Algorithees 3.4 {ohne e-AurfhlEhung) fir die rechte Intervall=

grenie der
srsten Komoonente 1 Q.95 N.947% 0. 94925
weiten Eomponents 1 1.05 1.0675 1.0B0BS

0.9523...

1.0639...

Von ?k. k> o, Die [ntervalle sind wie vorhin symmetrisch zim Ursprung (daher

ist oben auch nur eine Korponente angegeben), dementsprechend kann gendl der

gegebenen Anleitung {3.4) dar Algorithmus (in diesem Fall sagar erhehlich) wer-

hessert worden. Algorithmus 3.4 worde zerks hesserer Lesbarkeil in dieser Farm

belassen, [Me Einschlisfiung kann in unserem Geispial nicht erfolgen, da die

Eigenwerte von A gleich 1, ,=9+v82 sind, also einer negativ ist. Anderer-

1,2
seits ergibt sich fiir

1% B.5 1 0.5
no= und D =k - S b o=
B.5 A -0.425

nach Algevithmus 2.4 {okne e-fuftlshung) fiir die rechte Intervaligrenze der

ersten Eompononte 1 0.925% 0./98125

zweiten Komponente 1 1.025 1.008125

vl ‘fk, ko, Demnach ist ‘rzg vl und & als positiv definit nachgewicsen.

Tat=schlch sind dic Cigenwerte von A glefch V) . -9 ¢ VT3.25 positiv,

Mach dor Summennoim konnte Usrigens n{D) < 1 nicht nachgewiesen werden, Nie

Pachenzell a fiir die Algorithmen 3.2 und 3.4 betrigt

e

wenn Bt uzr angagobengn Yercinfachung [1.4) die Schleife in schritt 2 je

s-ma] durchlaufen wird.
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3.c) FEinschlieBung der Inversen eirer Matrix

Ganz analog zur Herleitung auf Seite 37 zur Gewinnung einer geeigneten Ein-
schliefungs funktion F fir die Lésung eines linearen Bleichungssystems Ax=b
kann eine Einschliefungs funktion G fir die Inverse einer Matrix, also der
Lisung von A% = E kenstruiert werden. Mit der Defektiteration (das st das
Schulz-Verfahren)

Kk+1 e Kk

v REE - 1%y
und R= 471 Folgt fiir a{x) 1= X+ R(E-AK) ¢ MR 5 HR sofort

I T T
d.h, E - AXEFKer R Filr EE Hnﬂ. Geben wir gine EinschiliePungs Funktion 5° an zu
G'n:ﬁ",n i= [RR(E=-AR)) (R (E-RA) & (YER) : IHn'Fl < MM, so folgt analeg zu
{2.7) sofort XeY =2 g{E;E-G'(T}. Hie hereits im letzten Kapitel angesprochen,
kann die Funktinn zu

(3.7} BIY) 1= R(E-AR) (@ (E - RA)EY

verbessert werden. Mit 7:=R{E- AR} und C:=E - RA folgt fiir G(O)E0 aus den
Sitzen 2.1 und 3.1 die Existenz eines Fixpunktes XM R mit 2 s Co¥ = X und

plCy=p(E-RA) < 1. Daraus ergibt sich

Satz 3.2 Gilt fur A,REHR und G wie in [3.7) und
B{2) g @

flir ein 5 elMAH, so ist A nicht singuldr und es gilt
ale M [F!EHE1{12:|'I
i=0
Beweis, fus den worigen Detrachtungen folght mit p(E - BA)} < 1 sofort die

Nicht-Sinqularitit von A und R. Nach Satz 2.2 existiert ein Fispunkt Xe MR

o x
vom gi¥) = RIE-AR) + (E-RA) <% in M) G1{ﬂ]. Fs folgt
i=l
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g{ij « ¥ = R - RAR - PAX + o, also BAR + RAY = . Durch tultiplivation auf
heiden Seiten mit ﬁ_l-ﬂ_l wor 1inks ergibt sich B + X = ﬁ_]. und damit die

fehauptung.

Damit kann Folgender Algarithmus angegzben wWerden:

1) Berechne R=A " gleitkormamifig

21 1" ie Q := RO [ESAGR); B = E@RGA; k=1

k
3) ropeat k =kl ¥FTs sy

for 4= 1 te wdo .
. ksl &
for §:=1tonda ¥i5° 0= 0;;® ]@lanmu

wtil et oder ((x ~[2-10g,nl+ 2) =2 booll
if bool then stop s

4) Es st numerisch bewiesen, dab A micht-singular und

1 k+l

ACe RSN

Wit der bai der Ersetzung von (@ durch @ aus G entstehenden Funktion G bleibt

catz 3.2 selbstyerstandlich erhalten. Miir das Abbruchvriterivm in Schritt 1

gelten im Wesentlichen die im vorletzten Ahschnitt gemachien Aussagen. Die maximale

Rechenzeit n yon Algorithmus 3.5 betrdgt

3

3
a=4n" + 5+ 4n

lat nur eine Aufhizhung notwendig, was in den allormeisten Beispielen der Fall

. 3
war, betrigt die Rechenzeit &,

Im obigen Algorfthmus wurde hewult aus eine weitere gleilkommardliige Iteration

-1 =1 z
von B {etwa nach dem Schubz-Yerfahren oder & = {RA) "+R, da WA= E evt].

leichter 7u invertieren ist) verzichtet. Selbst mit doppebtlangen Skalarprodukten

oder Verwendung des langen Akkumulators nach Seite 60 ergibl sich im Durch-

schnitt eine geringe Verbesserung der Finschlielung von H'!, In fsbetracht
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der hohen Eoslen von 2n3 pro Schrity wurde auf eine gleitkomamilige lteration
verzichtet, Fin weiteres frgumant gegen Algorithmus 3.% ist der enorme Speficher-
bedarf von mindestens dnz. was den maximalen Grad der Matrix stark einschranken

kanm,

Eine andere Miglichkeit, die [nverse einer Matrix einzuschlielen, ist die
direkte Verwendung von Algorithmus 2.1, Es werden einfach die Gleichungssystems
Hxl=ﬂi v Hobed By die i-ten Fisheitsvektoren sind, geldst und die Matrix
mit den Spalten LF stellt hereits #ine Einschliefung der [nversen dar, [nt-
scheidend bei dem Verfahren ist, daid die Mihorungsinverse B und 8 < ESRGA nup
einmal berechnet zu werden braucht. Sipd Scheitt 1ound 2 in Algoritheus 2.1
also eirmal auwsgefihrt, brauchen joweils pur noch die Schreitte 3 bis & durch-
gefihrt zu werden mit einem Aufwand o §n2[3r sl +d) gemEl Seite 62, In dem
in FORTRAN ioplementierten Algoeithmns 2.1 (siehe Anhang) ist dies durch Setzen
einer booleschen Variahlen RS wiglich. Der entstandene Algorithous hat meben des
geringen Speicherbedarf von 0’ auch den Vorteil, dad (mit wenig Mehraufwand) die
Spalten £ evhehlich gerauer herechnet werds=n. Bei der hesten Yariante LGLGS]
[die auch im Anhang wiedergegeben ist) kann in jeder Eomponente mit 15 garan-
Lierten Stzllen gorechnet werden, Das Verhdltnis des Aufwands 2o dem der Gleit-
komminyersion (chne [teration ! ] ist
dreds +d

n

woe 2+

asymptotisch ist also mit dem doppelten Aufwand zu rechnen unabhingiq von n.

Algorithmes 3.6 FinschliePfung der Inversen einer Matrix

L

1) Berechne R- A" gleitkormamifig

2} Berechne D o:= F RIR&A intervallmdbig

- 7 =

3) for f:=1tonda
begin b i= e, [1-ter Einheitsyektor]);
Fithre Scheitt 3 bis 5 won Slgorithmus 2.1 aus;
Setze X, (die i-te Spalte won X IMR) := x @Y
end 3
4] Fs ist bewiesen, dal A nicht singular ist und es gilt

plex .

Kie Algorithmus 2.1 kinnen beide Algorithmen zur [everseneinschlielung leicht
auf [mtervallmatrizen ausgedehnt werden, Fiie eine Intervallmatris A8 IHI_P? und

pine die Inverse ginschliefende Irtervallmatric R& 1M F yilt dann
V

Fiir alle A€ A st A nicht singuldr und es gilt h‘lé B .

1.4) Finschlielung der Eigenwerte und Eigenveitoren pirer Matrix
Im Hinhlick auf Satz 2.2 ist es naheliegend, zunichst die Fotenzrethode
{v. Mises - Yerfahren) als BEinschliefungsalgorithmes zu formulierven. £ ist

k
(3.8) AT L e (he
i A ]]

mit einem Startvektor « ein Iterationsverfahven zur Approximation £igenvektos
mit dem betragsgrifien Eigenwert. Hierbei hedeutet ¥ die I-to Ecmponente won
VE 'fnh. Man kann aus (3.8} direkt eine Intervallfunktion F gewinnen, fu
beachten ist hierbei nur, daf die |-te Eesponente “nicht wirklich® berechnet

sondern gleich | gesetzt wird:
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]:(;.;].i 1= [AG x}@(hgx}] flir i=1{1)n, if1 poch selbst bei diesem Yorgehen gewinnt dac VYerfahren wenig und aulerdenm 15t

3.9 .
[ ) FH}'I P es nur fir den betragsgriaften Eigemwert brauchbar. Daher wurde ain«allgomein

verwandbares Yerfah an e Ten.
Offenbar gilt xeX = fx)eF(X) fir xeVR und Xel¥ R. Ist F(R)g@, so besitzt i e

f nach Satz 2.1 einen Fisgpunkt = in te IV R und es gilt ok 2 . 1 .
n Gesucht sui eine Lidsung des {nicht-linearen) Gleichungssystems

fo:|=a=:>M={-"-X}|'1~ [ A-AE Jrx

o

310
Depnach ist F{¥) eine Einschliefung eines Cigenvektors und (ﬁ-ﬂ}l‘ eing Ein- { ] el g =1

a

cchliefung des runehiirigen Eigenwerts von A. Man beachte, daB etwa die Hormiarun " . ) ] .
: L 9 s 9 9 in den Unhekannten xeM, e[ fiir e, der transponierte k-te Einheitsvektor.

mittels der Euklidschen Nerm, alsa y , . .
: ' Wir definieren die Funktion £ : ¥ R = ¥V R zu
5 1/2 n+l ntl
X}

E x (A~ 2E}x N-aE Gy "
{3.11) FJ:- - R- & b B SR foa
: e[cr:n:-l By o J

nicht zu einer EinschlicBung mit der daraus gebildeten [ntervallfunktion filhren

-1

A
T R LU s PR PYRESR|

kann, Das liegt daran (salopp gesagt}, dap die Division durch [fx| i.a. nicht . filr ein Re Hn”[Rf Dann gilt der folgende Satz o
prakt ausgefihrt werden kann und daher "in der Elgenrichtung” eine {unzu-
lissige] Aufbldhung stattfindet, Fiir (3.9) ist dies nicht der Fall, da hier Satz 3.3 Die Funktion F E'.l'mlll —-'-*I‘l'mlﬁ sei filr rin festes r".EHHMq H:—MI1+1 '
., i Teil - n § - -
nur in der Teilnenge (x| x; =1} des Rigearbeitet wird. xe¥ R imd 16 R wie folgt definiert :
Das Verfahren ist jedoch sehr empfindlich, Bereits bei einem Grad 5 und ¥ h@ b exax %
nicht gut kenditioniertor Matriz wird keine EinschlieBung mehr erreicht, A e THIEGRE ! " ke A
. k
s sei hemerkt, daf die Berechnung ven Fonach [31.9) im Raum der [ntervall- {3.12) = -
{h@ 2 Ejax
vektoren l'a'r!l! praktisch die bestedigliche Einschliefung darstellt, wenn die mit 7 =8 @ £ ['I'IH JI'F'-
0

skalarprodukte A, @ X (A, ist die i-te 7eile von A) “genau” berechnel werden,

Darunter verstehen wir, daB das engstmigliche Intervall L& I¥ ® herechnet wird, Die k-te Komponente des reellen Vektors x sei gleich 1.

da 4, @ ¥ einschliedt: Gilt dann fir ein €1y R mit a=(x, A}

[3.13}) Firygn auler fiir die k-te Komponente |
A.® e e VR => lcd. i
' " - o besitzt A einen Figenvektor xeV P mit zugehirigem Eigepmert 1e M, so dal
Denn jede Komponente von A@Y st ein Skalarprodukt, in dem jede Variable nur (3.14) e l{})’n Gl x@.‘; :

pin=al workomit, Na die Eomponenten unabhingig berechnet werden, ist die einzige : —_— I . )
Dicser Eigonwert hat die Vielfachheit 1. Fiir (%'.4 ) :=F (@) gilt Uherdies

Rufhlihung bei Division durch (ADX], miglich. ; _ :
' ve @A wd xex@®Y fiiv ociem.
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Fiir f gilt offenbar

W Y
¥E 'M['u'r;f‘i: umd peHelp = F()QF( J,
I M

inshesondere wegen Flltix = 1. Wegen Satz 2.1 folot aus (3.13) die Existen: Bings

Finpunktes [x,4]" won . Fiir diesen gilt dann mach {3.11)

Brweis.

(3.15)

s TERTITY N LY S gy
= W= R} * “| -1 und somit
) o ui [ '
|:._"|.1['|} 2 . < T oA i =, &
(- aE)e{n+u) = dofmdx) {h- {8+ 3)E} = {u+u)
- = Rs A =0
e}:-k Ei-x
. AEAE SESH
fus Satz 1.1 folgt, dap fir jedes CEE & BB gilt pfC) = 1. Daraus
e a
k

folgt inshesondere die Hicht-Singularitdt von RB. Aus (3.15) ergibt sich daher

i J'.I.'{'l;i';'f = (;_+::|a{:.1+;]

E' " =
k x o

S0 felgb, dal x+x ein Eigenvekior der Matrix A ist rum Eigenwert 5 i . Die
k-te kKomponente ven x+x i5C gleich 1. Wegen x & X wnd Le s folgt (3,14,
Fiir = r'fnﬂ! und bR ist

]

x (A-2E)x A-aE-aF  -x) fx x
G :=-H~( + iFE - B« ] - f
L o ey 0 i 1

Fir den Komples
A x
4 po e JixeX, Yeh s g oeGf )] mit Xe IV R, fe IR
] 1 r

gilt nach (3.13) sicher fi{n}lg 2 weqen {3,165 und G} F(a3). Nach Satz 3.1 mult
instesondere die Malrix

A= (VeR)E x

(3. 18]
FL 0

nicht-singular sein, Hatfe & = ’-'-" pine ViplFachheit grifer als 1, so hitte

der Dinke ohiere nenslbiptoonne aus (3.18) hidchstens den fang n-2. Durch 2-fache
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pandarung kann sich =omit der FPang auf hiichelens n erhithen, D

Man beachte, datt fir die Mewendung von Satz 2.1 nur F{R)c @ benitigt wurde.
[Crst beim Bewais, daii 4 v dov Yielfachheit 1 ist, wurde yon F(i) g 0

Gebrauch gemacht, und zwar nmur von der gingeschrinkten Version {3.13).

In der praktischen Durchfihrung wird man im schrelle Eonvergenz zu erzielen

- -;-E -4 =1
{3.19) Rz
!.'Ek' n

wihlen, Dahei kann davon Gebrauch gemacht werden, dad R die Gestalt

[3.20) L R - k-te feile

{
hat. Macht man sich diese Repbachtung zu Hutze erkennt man sofort, dafi bei

Amwendung won F oaws (3.11} die k-te Komponeato von [x,4)" gleich o ist. Bei
der interval lmaligen Auswertung rach [3.17) broucht Inklusion alsa flir die
k-te Komponente nichb Gberpriift su werden, Die Beobachtung ist auch insufern
wesentlich, da bei der Derechnung der k-ten Konponente nach {3.12) auch nur
Flit)e kaum erfillt werden kinnte. Oblicherwsise wivd man, wenn die 1-te
romponente einer Gleitkommanaberung eines Eigenvektors den grifiten absoluten

Beltrag hat, k=1 setien.

Hit diesen ¥orbereitungen kinnten wir bereits einen effizienten Mgorithmus
zur Ebgenvektor- und Digenwert- Dinschliefung erstellen, In der Mraxis hat

sich jedoch yezeigt. dafh hier und da teilweise entscheidende Nerhesserungen
angebiracht werdsn kdnnen. So kann man bereits ctwas Mufwand sparen durch die

Gecbachtung, dalh in der letzten feile der Hatrix

A - A -x

i

Py
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nicht e, ' 2u stehen brawvcht sondern auch ein beliehiges Vielfaches r - Ek'.

3
r 40 stehen kann. In diéspm Fall dndert sich die k-te Zeile in (3.20) zu
[o.....c.;_lj. Bei der Anwendung von Fopach (3,11) wird die k-te Komponenta

von {x,A)" jedoch wieder o, Filr die Praxis heift dies, daB fiir den Algorithmus

nur #in k festgeleqt werden muls und fortan die k-te Komponente iiberhaupt nicht mehr

mehr beriicksichtigt wird. Im Ergebnisintervallvektor ¥ steht dann in der k-ten

Komponente o und die k-te Komponente *, des Figenvektors x ist gleich LI

Weiterhin stellte sich keravs, dad die Gleitkosmandherungen x und I fiir Eigen-
veklor und fugehirigen Digemwert bisweilen sehr schlecht sein kiénnen, und zwar
inshesondere fiir nicht-symmetreische Hatrizen., Z.B. wurden in Bezug auf das
Efgenproblem schliecht kenditionierts Matrizen wie folgt kenstruiert. Es wurden
Gleitkommazahlen Ii‘ i=0i1yn zufdilig im Intervall [-1,+1] gewdhlt und damit
cing axn-liagonalmatein 0 aufgebaot, Diese hat dann trivialerweise die Eigen-

werte li; Fiir micht-singulires A hat R_IDR die gleichen Eigemserte lil ist A

schlecht konditiontert, ist auch das Efgenproblem won h-th schischt konditio-
niert, Bei der gleithommamifiigen Berechnung von A-IDA kiinnen sich die Efgen-
warte gegeniiber li durch Fundungsfehler leicht verdndern; das ist jedoch in
unseren frispielen ohne Belang. Fir A wurden die Matrizen Q-2 (siehe Ahschnitt
l.c auf Seite 15, Definition F) gewahlt. Zur Berechnung dor Gleitkemmandherungen
der Eigenvektoren und Eigermmerte wurden Algorithmen aus der Pechenzentrums-
biklinthek der UMIVAC 1108 der Universitit Karlsruhe verwendet. Sie arheiten
mittels Reduktion auf eine Hessenbergmatrix, €5 waren In unserm Beispiel fir
Grad 5 i.8. nur & bis £ yon Hé Dezimalstellen der Eigenworte und der Enmponenten
der Eigenvektoren richtig, fur Grad 10 jedoch durchschnittlich nur noch 3.

ks traten nmicht selten erheblich krassere Falle auf, so fur Grad 5 ein relativer
Fehler won 1'51u_5 wund fur Grad 10 von 4.3, -2. Tﬁ letsten Fall war also nur
noch eing von B; Megimalen richtig fir oin derart “kleines” Problem. Daher

wurde pine Gleithonmaiteration flir x wnd } angestrebt. Hird 27 = x und PR

gesetrt, wird mittels

(3.21) it =l ) me

iteriert wit R oaws (3.19), Hierbei kann wieder sinnvall der Tange fkkumulator

eingesetzt werden. Dariberhinaus kann wieder eine Art Defektitsration durch-

gefilhrt werden. Setzt man ¥ :=x"' ' ynd 3 28 fiin tatzten Gleitkomma-
jterierten aus (3.201)) und

W 0 TR

bix {A-AE)x

= o "

4° [

so kanm mittels
3 Lk o

kL (A=30+MEE)s (x-nx")
{3.22) b= e R

ahk+1 [

noch eine wesentliche Yerbesserung der Wiherung crreicht werden. Schliedlich

wird

(3.23) e =lwl * [y :

wWohei Ax und  A)  die letzten Makerunmgen aus (3.22) sind, als Gleitkomma-
pakerungen im Algorithmes verwendet. «F und 4" worden jedoch nicht wirklich
berechnet sondern bei ihrem fuftreten werden =, oumd  Axo. A mit dem
Distribulivgesetz verwendel. Dadurch wird (wit Wilfe des fangen Akhumulators)
quasi eine doppelte Genawigkeit simuliert, ohne gedneh doppeitlang rechnen zu
mlsson und inshesondere mit dem Vorteil, den langen Akkumulator einsetzen zu
bonmen (das Produkt gweier ninfachlanger Gleitkopmazahlen ist exakt in einer
dappa1tlangen Variablen berecherbar, das gilt jedech nicht mebr fiir doppel t-
lange Zanlen und daher ist der lange Akkumulator dort nicht einsetzhar). Die

Tterationsn (3.21) und (3.22) werdon yorteithaft im Finzelschrittverfahreen

ausqgefihet,
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Statt der Funktion Foaus (3,12} kann ibrigens auch

o fX ADIEQ M -x X

(3.24) F( = HDIEERE fo)
A e’ o A

verwendet werden [ wie in (3.12)). Bei der algorithmischen Durchfifhrung beider
Varianten erqeben sich gleich gute Ldsungsintervalle. Gleichwohl kiinnte es bei
beiden Verfahren passieren, dall der nach Satz 3.3 im Lasungsintervall X haw. 8
existierende Cigenvektor bzw. Eigenwert nicht eindeutig ist, resp. Line leichte
Modifizierung der Definition sichert hereits die Eindeotigkeit, wie der fol-

qende Satz zeigt.

Satz 3.4 Die Funktion F : wnllﬂ = WMIR sei fiir ein festes .!'tf,Hnl'-!. REHHHH'

® E'n'nﬁ urd A, ¢ € B wie folgt definiert :

A M AE E}x{})i) 5 (x)

A

(3.25) r(i) = z@u@n@(

A o

- ~ -~
mit § wie in (3,12). Gilt dann fiir ein |‘}E,I1|l'n+]|'R mit o= (X,A4)", :{ﬁl'n'n;"R,, helR

[3.26) Fiaygn auber fir die k-te Eomponente |

und 15t entweder o& A oder o€ X, s0 gelten alle Aussagen von Satz 3.3,
Daruberhinays ist der Eigenvektor xe XG}:{ und der Eigenwert Le l@.‘. aindentig,
d.h, gilt fur einen Eigenwert p bzw, einen Eigenvektor y von A LE lﬁ}ﬁ bzw.

ye x@‘.ﬂ.’, 50 folgh e i bW, ¥y = x, resp.

Bewais: Unter Beriicksichtiqung der Bemerkung lber r von vorhin kann der Beweis
von Satz 1.3 direkt bGberronmen werden, wenn entweder oe h oder og X gilt. Damit
it dor erste Teil des %atres bereits bewiesen. Jum Beweis des zweeiten Teils

definiersn wir

+1ﬂ '

NOIEOQM OO

Lee o
&

[3.27) ois €
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Mit (3.26) folgt aus Sats 3.1 flr jedes Heli die Nicht-Singularitdt von H.
Angennmten, auller ul:xg;:@;. Le i(E).'. mit Ax=dx gibe Bs ein ue ."-G}.:n. so daB
ein nfye '-.l'nﬂ existiert mit Ay =py (hierbei ist nicht ye a@i yorausgesetzt],
Wir unterscheiden zuei Fille.

a} Die k-te Kenponente LS ist gqleich o. Daraus folgt

(0 ()

WEQET Ek' +y=0. Alsofolgtwegen der Hicht=Singularitit jedes Hell sofort

y=0 und damit die Eindeutigkeit von 3.

b) Die k-te Kopponente y, von y ist ungleich o. [anm existiert ein fe R mit

[xtEx]y = o also
g + Ev A= uE - x + Ey
)l )
L=n E'E.k Q =0
(A - wEYx + 5y) - (l-u:-x) i
(e

([?'-.-u}x +0 - -:"-—'u]:e)
B =g
a

paraus folgt wie oben aus der Wieht-Singularitdt jedes HeH

A= ound daher

insgesamt dim Eindeutigkeit des Eigenwerts ve M (E,
Bleibt die Eindeutigkeit des Eigenvektors a nachsiweisen. Angenormen, o5 gabe  —-—
ein u{:g,-.;i@f. oo dabh ein we® existiert mit Ay =py [es ist nicht ne LA

vorausgesetzt). Mann folgt wegen x | o die Existonz eines £ e® mit (y 4 £x} = 0

¥ Iy A - ME -y ¥ + ILx
i 3 - .
w-A roe F_"kI i n=A

[hn'-ﬁ-]}' to- o "1}.'9’)
3 =

M=o ist

Qo
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Kegan der Nicht-Singularitit jedes Hell folgt also w=2. Da X aber die Viel- Angenoaen, f besife zwel Fixpunkts xound y in @, also
fachheit 1 hat, ist spgar x -y und damit die Eindeutigkeit des Efgenvekiors I g = f{x) =z +C-x und
¥ In x@:-: noreigt, Damit ist der Satz vollstiandig bewicsen. you fly) =z +Coy.

Zieht man beide Gleichungsn vongirandsr ab ergibt sich
Die Definiticn von T each (3.25) ist eine Aufblihung gegeniiber F onach (3.12}.
{3.25) g geg i3.12) k-y=Con=-Cry=0Crfn=y)

In der praktischen Arwendung macht sich dies sehr wohl hemerkhar, da etwa hei

i Wonn 1y ware, hitte € also einen Eigemwert gleich 1, im Widerspruch zu Satz 3.1.
der Berechnung ven A{Z) '-.EE}I‘.[ nicht mehe der lange Akkumulator eingesetzt wer-
den kann, Cementsprechend ergeben sich rum Teil evheblich schlechtere Losungs-
intervalle. Daher wurds nach Aussagen gesucht, die eine Eindeutighkeit wvon

Eigenvektor und Eigenwert bereits mit schwicheren Voraussetzungen garanticren,

Satz 3.6 Die Funkticn FiiA i'|'n+1Fi: e L sei fir ein festes AcilF, HEHnHm'

[m obigen Beweis wurde ausschliellich von der Hicht-Singularitit der Matrix If |
v e X i efiniert:

nach (1,27} Gebrauch gemacht. Da in diesem Fall der Kern nur sus der o besteht ;{{-I.HR und X, ze R wie folgt definier

O  OOx JO X

A

Il
EORO

wurden im Fall der Mehedeutigheil entsprochande Vektoran aus dem Kern anoegebsn ! X
' (3.28) £l 1) e 3@[ .
\ neE, 0

und daraus cin Hidersproch sbgeleitet. Bei niherem Betrachten evhellt, dafl zum
Beweis starkerer Aussagen mehr [nformation iiber die Funktion F nach (3.18) ein-

mit T wie in (3,12}, Gilt dann flir ein eIV B mit q=(%,a)", Xe VR, A i
gesebszl werden muli. DFe bheiden nachstehenden Satze gelangen auf diesem Weg za

der starken Aussage, 4al bereits die Fuektion F nach {3.12) ausreicht, die Fin- {1.29) Fin) ¢ m aufer fur die k-te Komponente ,

deutighedt von Eigenwert und Eigenvektor bei Eintreten von F() g 0 zu heweisen, . sa gelten alle Aussagen wnn Satz 3.3. Dariiberhinaus ist der Figenwert & im

. . ] . . tarvall TR etndsuts Ur einen beliokigen Eigenwert e L (T) A dor
fuvor sei ein Lemma angegshen, das die Dindeutigkeit des Fixpunktes [x, 2} . Intervall MDA eindautig, d.h. Filr einen belickigen Eiganw i ®

feststallt, Man beachte den Unterschied, daf jetzt nur nachgewiesen wirvd, dal Matrix A folgh v = &

micht rWei Paare wom Eigenveklor und zugehdrigem Digenwert im Ldsungsinlervall

egen. Beweis. Fiir sinen loment gehen wir von der Defektschreibwelse sb und schreiben
fiir F
¥ X ACHAE (DX {OR
Lemma 1.5 Unter den Vorauwssetzungen von Satz 3.1 hesitzt die Funktion (3.30) F =l [OI@IEQRO ' © AQ
A Eongy u A

flx) i=2+Crx @ R genau einen Flxpunkt in 2(5 00,

| i : " - ek aus ; I 1eichter Umformun siehp Heweis von
| Beweis. Offenbar bildet £ das [ntervall s auf sich ab und besitzt daher nach Nach Umichreiben o £ aus (3.11] und jeichtertado 91

Satz 2.1 mindeslens einen Fiepunkt in G, Dieser Fixpunkt liegt auch in 2(7) C(D . Satz 3.3) ergibt sich
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t t (A - wE)-t
(3.11) r( ) :p()-n-
[ ] Q'Ek't*]

urid ke [ € ]\fnl{ = flx)]e F{I}., Nit ¥ := RG}Y und & = l.@.:. ergiht sich aus

{3.29) mit dem temporaren Foaws {3.30) F(X,A)' ¢ (X, A Es existiert also

pin ¥ = x 4 x und ain 1 = J- + } mit Ax = ke, Angenommen, es gibe ein pe A, So
dall ein yc P axistiort mit fy =uy {es ist nicht y« X vorausgesetzt), Danm defi-
nigren wir die Funktion g“[r_} (8" = m" als die Funktion die aus f entsteht,

wann in {3.31} ven gesetzt wird und nur die ersten n Komponenten betrachtet wer-

(o))

Of fenbar ist g“ v % = ownd besitzt daber nach Satz 2.1 einen Fixpunkt 2 in X,

Sed > 5
1d.32) f ]-
M 'I-"

Fiir ein beliebiges aber festes we[R st
t t L t (A - pE)t t
T I i L'Ek't‘l n
o ih - uE)t il Ao pElit
EER ( ): F'_-( J ) R_-I -( ): t )
- -',-ek't-l T ::*Ek't-l-

wegen der Nicht-Singularitit von R, die aus Satz 3.1 folgt. E5 sef

b t
(1.34) Miv) 1= {teR™ | r()( )5
it ke

1

dan, alsn

[3.13)

1

Ist = die letzto Spalte von B phnp das lebrte Element (F{' 50

:'nil.n+1=: a3

folgl rach {3, 31)

- b9 -

{3.35) te Ml e=~ (A - pE¥t = (u-w)s und  geeb-1 = (p-via.
i ;
Wire die k-te Komponente y, von y gleich o, so folgte wie unter Funkt a) des
Beweises wvon Satz 3.4 ein Widerspruch, Also ast y, £ 0. Wegen ;:r.l'l[a:'} nach
]
(3,32} und {3,34) ist fiir beligbiges aber festes v+ R omit £ = fp-w)f(n-1p)

end noi= (1= I_},rq,r,_-,-k] unter der Voraussetzung o § |.‘ WEgeEN L 30
(B = wEMEZ + ny) = E(A = uE)z = F,{;.—;:t]'s = (p-wvjs und
[ * - = i
ce (kT 4 g} = 1= gla-pja= 1 +E4 Ly, = u-wla,

pnd daher £z + nye M{u) nach {3.35). Also st M'{v) nicht leer Ffiir alle ve M.

e g
Wir drfinieren die Funklion h{v) := £z 4+ ny : M - R" . h ist stetig in ganz M,
dann
- e
hiv + e} - hi{v) = z+ ¥ = £r¥
E u-y fi=u ]',}-k

wohei « konstant, Sind y und z linear unabhingia, wichst der Belrag ven hiv) fiir

u =w@ ijher alle Grenzen. Sind y und 2 limear abhingig, alsn etwa ¥ = p2, 50 ist

i

Nur Filr p = T¥y wire h{u) = z = const, fiir alle anderen w wichst hiw} fir v —~=

’ ¥
liber alle Grenzen. Fir o = Ly, ist aber nach {3.37) wnd {3.368) und zeMin )

{u- |-"js =pund Ty fp-1=0-= {m- u']a. Mso ist entwoder o = W ooder s =0
und a = o, Tm letzlen Fall wire _I]':'_‘{"I:Ich dip lelzte Spalte von F-‘_] gleich o im
Widerepruch zur Micht-Singularitit ven R, Sehmen wir immer noch o3 ' an, kann
wegen hlfl-":l = z& ¥, der Stetigkedt von h, der Beschrinkbheit von % und der Tat-
sache, dall hiv} -» = fiir ¢ > wein ¥ gefunden werden mit Wiy }e 3%, Hach der
Dafinition {3.34) von M Est fedoch h(w) fiir fedes 0 €M Fixpunkt von g, insheson-
deve 15t hiy) Fiepunkt wom 9, Wegen F{X , &))" g (% . 0] kann jedoch kein Fix-

: . .
punkt won g, auf dem Rand von X Tiegen. Aus diesem Widerspruch ergibt sich o= .
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datrt fnlgt aber aus (3.37) die Fxistenz eines Fispunktes [y ,p) von f oin X,
wordus nach Lemma 3.% sofort v = x ynd w = & folgt, Damit ist der Satz woll-

standig hewiesen,

Satz 1.7 Unter den Vorawssetzungse von Satz 1.6 ist der Eigenvektor x im
[ntervall x(3) % eindeutig, d.h. fiir einen beliebigen Eigenvektor ye ;@1 der

Matri- A Tolat y = X,

Beweis, HWie im Beweis von 58tz 3.6 machen gwecks Ubersichtlicherer Darstellung
kurzfristig von F nach (3.30) und F nach {3.31) Gebrauch. Mit ¥ = u@)‘{ wnd
A o= AFA mit dem tempordren Foaus {3.30) ergibt sich wieder F(X SR E T

und die Existenz eines x = % ¢ 2 und & = % + & mit A =A%, Angenoomen, es gibe

cin ye X, 50 dali ein we B existiert mit Ay =uy (B2 ist nicht ve A vorausgesetot]

Wir definieren analog zum Beweis won Sat: 1.6 die Funktion g}(u} fR - oals
die Funktion die aus f entsteht, wenn in (3,31} t =y geselst wird und nur die

Tetzte Komponente betrachtel wivd, also gy{v; = fly . v} Offenbar ist

n+l’

.t A A uml besitzt daher nach Satz £.1 eiren Fixpunkl o in A, Weiter gilt

H y . n
fiir beliebiges aher festes te @

=l R g
f h e f o - R £ <z
u W v u fety-l (v)
(336}
L (Irl-l)= - {III-IU:I:.I C=t Hdl. _'I'"!) & ({.']'U]Y)
] 0 a 0

[st T die linke, cbere nen-Matrix in RL {alse Rl ahne die (m+l)-te feile und

chne die (nil)=te Spalte) und ist © die Tetzte Zeile von ‘;i!_l ohne iﬁ‘_]] | 1
n+l e

o fulgh mit
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. ; .
(3.37) Mty := fvem | f ( J 1 ( ) ]
EJ..'!ﬁ} we MLy e T{_‘p"-t.:l = lf!."‘\.l]j' e C-{y -t} =o.

s sei

Fiir v 1=z ¢ niy-2)mitn 1= {v=0)/{u-0) folgt uiter der Voraussetzung u i o

Hy=v)« (1-n)+Tly=2) = (1-n}lu-nly = Gi-vly  vnd

0

Ely-w) = {1-n)* Cly-2z)
Meo kann fiir jedes ve® ein Vektor v gafunden werden, se dalb nach [3,38) gilt
we M{v). Jedes v, fir dag ein Vektor v gefunden werden kann mit we Miv} ist
nach der Definition [3.37) von 11 und der Definition von qy tugieich Fixpunkt
von g, inshesondore alzo auch ein Eandpunkt wen A, Wegen F{3 80" ¢ (X, 4}
kann jedoch kein Fixpunkt von 93 auf dem Pand von & liegen. Hiervaus folgt u = ceh
und die Existenz eines Fixpunktes (y ,u) von T in {% ,A). Mit Lemma 3.5 folgt

demmach v = % und der Satz st bewiesen,

Natiirlich tat o5 heim Oeneis der beiden vorstebenden Sitze gleichglltig, ob mit den
Funktiomen f und F nach (3.11) und [3.28) nder mit denen nach {3.31) und (3.30) goee
arbeitet wird. Iur besseren Dhersichl wurde der Brweis mit den lTetzteren gefiihrt,
Sa1l der Boweis 2uf die in Defektform gegebenen Funkticnen foaumd [ oeach (3,11}

und [3.78) umgeschriehen werden, miissen nur jeweils Eigenvektoren x und Eigen-
vektorintervalle ¥ in % = % und ; 4+ X und Eigemgerte 4 und Eigenwerbinteryalle

A im A+ 2 und .l + & gedndert werden, resp. fhenso gelten beide Siatze fiir F

aus {1.71%, da sewonl T oals auch Fonach (3.75) zum aleichen £ mach {3.31) fihren.

Pt diesen Vorbereitungen kanm ein Algorithmus zur eindeutigen Etmzchlieiiung

gines Cigenver tors und Eigepuerts einer recllen Yalrix argogeben werden.
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Algorithmus 3.7 Einschliebung eines Eigenvektors mit zugehdrigems
Eigemwert einer he]iebi-gnn reellen Matrix

1] % und A seinen gleithosmamidig berechnote Niherungen eines resllen
Eigenvektors und zugehiirigem Eigenwert einer Matrix .fl.EHnH-,

sei die k-te Komponente n, von x die mit dem groften Absoluthetrag;

2} Berechne - - v
ho- LE -5
R = Ek“”'ﬂ'” o qleitkommamifiig;

3} for i:+1 tan do _',l? :--;1i H }':‘_]I”::.J.; 3= =13
repeat 1= 1+15 A =0
for 1:=1 to n+l do y}“:- _-,': ;
for §:21 to n+l do
begin ¥1*1 =y o m e (e My L M,
s sl

end

until Az 1077 oger A< 10t
for i :=1 to n+l do .\‘.1’= &
. e s 2

for i:=1 to n+l do by 0= - l::i -un-;.rn”r; syl V==l
repeat 1 i=1+1; A=y

f_t:-lr ji=] to n+l do fy

for i:=1 to n+l do

P - 1 s
begin ry;" = -Fli'[lfﬁ-_'r'mlf—t".yn:%[].{y oyl
. . 1+l | 1
A oi=max {a, |.f._-,.-i _,-'-,3.-1_=l,f|,v.__.r.i| }
end
Z-t

_L- s
S (1L PTGl

LR

Mg
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selen %, 4 die {aufgespaltene) Nakerung ; wnd Ax, &) die (aufgespaltene)
Kaherung .e.y]'l, WENN .ﬁ_-,-“]' die letzte Tterierte aus der letzten

repeat-Gehleife ist;
4) Ez sed l:'!"GIEG‘.'LEJG':.;EJﬂx:l
7:=- R :

4]

Tizaly 910

I 1
5) repeat 1:=1tl; ! vl
— gt
A AL(=) ot ¥ % (=) A
B e EQRE) CRNO) OVRx@ex| . i, 3
R o
k ]
for §:=1 to n+l do
1
ififkthen Y1 = 2,080
until {.l.!+15 'r] his auf die k-te Komponentel oder

{ (12" [1@91D1 +d4) =: booll;

1
if bool then stop *rl"' teox

6} Mit . = i o
(ﬁ) = (I)G} (m] ©

gibt es genau einen Eigenvetor x und genau elnen Eigerwart L owon A

it ne¥ und deh und s gilt Aw=lx; 3 hat die Vielfachheit 13

bric wie immer die {-te feile der Matrix, bei
7

Der Index i badeutet bei einer Ma
einem Vektor die i-te Korponente des Vektors. In Schritl 3 des Algorithmus 3.

wird dag Abbruchkriterium wie in Scheitt 3 des Mgorithmus 2.1 verwendet,

“B1s auf die k-te Komponente" in Schritt 4 Faipt wie vorhin, daB fiir die k-te

Vomponente die echte Inklusion nicht ahgeprift wird, Filr das Abbruchkriteriom
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in Schritt 4 und & gelten die Bemerkungen des letzten Abschnitts entsprechend, |
In Schritt 4 braucht die Intervallmatrix B natirlich nicht jedesmal ney berech- el loeeRrE der it hRot. JIWTRE Tk STy e ST
net ru werden, Es dndert sich jeweils nur die Tetzte Spalte. Bei der Bildung brauchbar, da fir zu grofe ﬂ. ketie RIRSCWT\RRUNG WRYI BRaTRTE Welden Koniv: D83
won C}f]{:}x[:)ax in der Berechnung von B ist zu beachten, daP nur die ersten n fst spitestens der Fall, venn 1" zvei Efgenwerte enthdlt. Fiir symmetrische
Korganenten von T] mit einbezngen werden., Aus Griinden der besseren Leserlichkeit GRS A e SRR Bt e Bt G il S en shasscirl e
wurde auf eine Unbenennung won ?1 verzichtet. Bei der Berechnung der letzten RS ESHIBN W S DR mberties. Tranmmsontls
Spalte 5 won B isL es naheliegend, zundchst v:=CJT1{j I{}A: interval Imdfiig O Rl i T T e

2w bervechnen und dann die K " F i 4 ] ? P
i B Eomponenten ven 5 durch & "En+1 Gn,g@., Zu gewin- 20t 4 & e dn

nen. Interessanterveise ist es auf der Rechenanlage ginstiger, zunichst .
bei s-maliger Ausfihrung von Schritt 5 betragt.

T:= R(} = x{ﬂ Ax) mittels des langen Akkumulators zu berechmen, dann die
letzte 3p - ' 1 i
etzte Spalte von B nach & e {:)!(j R{:}Y zu ermitteln, Dhwohl mach der | Bei der Berechnung von R mach [3.19) stellte sich heraus, dal sehr grofie Feliler
Subdistri vt g : IR
ubdistributivitat auftreten kiinnen, wenn die Komporenten won A schr groff sind. Dann sind namlich gar
F : L= =
(.39) e ORAOT OXOM) g ey, O MO @ O

. . e i i : 4 L
st und i.a. das Gleichheitszrichen nicht gilt, wird die rechte Seite von

fiir eine gut konditionierte (1) Matrix A die Komponenten von A'1 relativ klein,
inshesondere also gegen 1 aus Ek'. Wie vorhin festgestellt, kanm Ekl durch « ce,

| fiir beliebiges o3 e R ersetzt werden, Daher evscheint es sinnvoll, g :vgl.h.il1

{1.33} durch die Verwendung des langen Akkumulators auf dem Rechner genauer,
zu setzen. Tests haben gezeigt, dal nach dieser Anderung die beobachtelen

da der zweite Summand dor rechten Seite gleich dem auf dem Rechner engst-
R . Ungenauvigkeiten nicht mehr auftraten.

| Die Funktion £ in (3.11) ist bereits als "Defekt-Funktion” defimiert. So wird

Bei der Formulierung des Algorithmus mit den hier beschrieheren Yerhesserungzn mit 0 nicht der Eigerwert A und der Eigenvektor x eingeschlossen, sondern deren

in FORTRAN ist es nicht gleichgiltig, an welchen Stellen man nur cinfachlang t Defekt, so dab sich (3.28) ergibt. Wie bereits in LGLG/1 wurde vorteiihatE ian
bn [ . . ] o ' e = LE

rechnet, wo es sinnvoll wivd, doppeltlang zu rechnen oder wo dap Einsatz des dieser Variante Gebrauch gemacht. Dies schldgt sich in den Ergebnisintervallen

lengen Akkumulators gerechtfertigt oder notwendig wird, Die in dieser Hinsicht nieder, deren relativer Fehler sich um sinige Zehnerpotenzen verbessert gegen-

mit fbstand optimalste Version des Algorithmus ist im frbang als Quelliext an- iiher der einfachen Form des Alqorithmus.

geneben, .

i b R R s 2
Bs =el erwibint, daft Algorithmus 3.7 in begrenztem tfale auch zur Bestimmung von Der Rechenaufwand a fir Algorithimus 3.7 ergibt sich zu

Ausschliefungsintervallen fiir Eigenwarte oder Eigenvektnren verwendet werden | 3 2 Z ?
[ [3.40) o= gnt e IS b ore S o+ 5t En°,

kam. Hat cimmal eine Einschliefung fir z.B. einen Eigemwert stattgefunden, fst
also Ve & nachgewivsen, kann Schritt & des Algorithous mit einpm A"2 A wieder- wenn in Schritt 3 remal {insgesamt) gleitkommamifiig und in Schritt § s-mal
hult werdan. Tritt wieder Einschlieung ein,ist bereits bewiesen, daf in 4% < A ntmryelImabie T TN




- 126 - T

3.e) Mumarische Ergebnisse
Wie bereits oben bemerkt, ergaben sich teilweise sehr schlechte Gledtkorma-

niherungen, Dies kann in extromen FEllen dazu fithren, daB der Algerithmes nicht Um eine ungefihre Anschauung der Wirkungsweise des Algorithmus 3.7 7u bekommen,

erfolgreich beendet werden kann. In diesem Fall Tiegt es pahe, den Magorithmys | petrachten wir zunichat folgendes einfache Oeispiel:

erneul mit den in [3,23) berechneten, verbesserten Niherungsn anzuwenden. In

Schritt 3 des Algorithmus 1.7 wurds das vereinfachie Hewton=VerTahren angewandt. o G465 L

Ein Wiederholen des Algorithmus in der gerade beschriebensn Weise lduft auf A= a a apg

gin nicht-vereinfachles Hewlon-Verfahren "mit Unterbrechungen” hinaus. Furdchst _2786 1970 1393

werden von winer Niherung aws oin paar versinfachte Mewton-Schrittp durchgefihit ., |
Es handelt sich um die Frobenjus-Matrix des Folynoms

Kann mit der erzielten Gletikommaniherung Finschlielung erzielt werden, ist

i F
man fertig {evt], kinnen die Lisungen mittels Durchschnittsbildung verfeinert (%% -2)- (985%-1393) .

werden ), fndernfalls wird eine neus Steigqung berechnet, wieder vereinfachto . ‘ . |
] i wobsi dip Koeffizienten durch einen geeigneten Fakior ganzzahlig gemacht whrden.

Hewton-Schritte ausgefilhrt und so fort. Die Praxis lehrt, dad eine mehr als _ ?
1393/985 st ein Hiherungsbruch fiir ¢ ¢ mit einem relativen Fehler wvon nur 2.57 -7,

swetmalige Wicderholung des Prozesses nicht sinnvoll ist. Der Aufwand ist in .
3 i Die Figenwerte und Eigenvekloren der Matrix sind

diesem Fall -4n™. Schaut man sich die Defektiteration in (3.71) genauer an,

-085/7 = -1393,00036; Yy ® 1303, .‘13 = 0862 = 130300036,

T40L sich deder Scheitt awf die Lisung eines linearen Gleichungssystems mit ! :"1 2
variierenden rechten Seiten ruriickfithren, So11 nur die Defektiteration durch- vy = (0.5, =0.70710676 ,1);
gefiilrt werden, kot man 3lso bereits mit efnem Aufwand von - 3n’ aus. Daher | v, = (0.50000026 , 0.70710696 , 1}

liegt es nahe, zundchst eine reelle Defektiteration flir [igenwert und Eigen-
vy = (0.5 L0 70710678 , 135

veklor und deren Defekte durchzufiihren und mit den neuen Niherungen Algorithmus

3.7 zu starten. Der Gesamtaufwand betrigt in diesem Fall - %ng . Man hat den Es dst Ay=dy, 36,,-8 und vy - vy = {26, ,-8,16 -8, 0} Algorithous 3.7 wurde mit
vorteil einer genaueren Gleitkomaniherung und damit letztlich auch schirferer verschiedenzn Gleitkommaniherungen ;. TJ..I_:l-‘.'rsn:hm:t,. Miese wurden nicht gemdp
Lisungsintervalle und der Hehraufwand gegeniber der einfachen Version bekragt Schritt 3 des Algorilhmus gleitkommamalig iteriert. Es wurde also dirnkt EL 3-.‘.1 im
hiichetens 16 1. In praxi ist diese Zahl noch kKleiner, so daid man insgesamt ca. -~ & -

1 i {#, A) gesetzt mit [Ax, 44} := (o, o) und in Schreitt & fortgefahren, fuf diese

mit einem Ieitfaktar von 107 vechnen kann, Dieser Wert ist inshesondere im [ . .
| Weice wurde also direkt die Konvorgenz nder Divergenz der [ntervallaufbldhung yon

Vergleich mit dev Verdoppluno des Aufwands nach ohigem Verfahren interessant
’ ' ! 1 Schritt & mit den in Tabelle 3.1 angegebenen Startwerten getestet., Aus den er-

bei glaichem Gewinn. . . . -
zeilten Ergabnissen ersicht man, dafi dor Algorithmus empfindlich auf Stérungen
von f"'z ' :'*2] und ['-'3 ) 5-1] reagiert was auch nicht weiter verwundert, da hier
aiiferst eng benachbarte Fixpunkte vorliegen, Selbst willige Verfalschung von

(v, o 4,0 macht jedoch nichts aus.
1'"
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; = ¥y I = lz konvergent
; = ¥3 i = 13 konvergent
x = ¥a I = .3.3 divergent
; = vy I & 12 divergent
. vy %o (s + Jxa:l,-"E divergent
E = ¥4 I " 13 - {13 —JE}IS kEonvergent
X = vy A= JlL3 + {13—12} konvergent
% = vy ; 33 ¥ 3(13— 12] divergant
iow Y _ A= lj konvergent
; = vl ; a B AI konvergent
% = (1,-0.67,0.33) ) = 1393 konvergent
; - (1.-1.1) ) = - 1000 konvergent

Tabelle 3.1 Abhdngigkeit vom Startwert
i

Das Verfahren {3.9) ist hiichstens his zum Grad 5 brauchhar, Es reagiert empfindlich
auf nur wenig schlechte Kondition. Das legt daran, daB es sich hier um oin "direk-
tes” Verfahren handelt. Es zeigt sich die klare Oberlegenheit der Defekblverfahren,
Mittels Algorithmus 3.7 kdnnen dbrigens auch die Eigenwerte und Eigenvektoren einer
Matrix vom Rang n-1 eingeschinssen werden. In diesem Fall erhdlt man fiir don E{gen-
wert I typisch eine Finschiiefung 1-2, -26 . +2 -26], Heiter wurden in Bezug auf
das Eigenproblem schiccht konditionierte Hatrizen A_lﬂﬁ hetrachtet wie auf Seite
HZ veschriehen, [s zeigt sich deutlich, dad die reelle Nikerung sehr schlecht wer-
den kann. Niemt man fir den Grad 6 etwa flir A eine PASCAL™-Matrix [Definition sighe
Seite &6 oben), sind die Gleitkomuniherungen durchschnittlich nur auf 2 Dezimalen
genau. Die Ergebnisse, die fur den Grad 10 mittels Matrizen 0-2 (Qofinition siche
Seite 24, F) flir A erzielt werden, sind in Tabelle 3.2 wiedergegehen. Die Cigen-
merte wurden fiir die zwei Deispicle zufdllig aus dem Intervall [=1,1] und [1,10]
gewahlt, Wie man sieht, waren dip Gleitkommanihe rungen teilweise nur auf eine Stelle

genau und trotzdem wurde die Lisung in befden Fallen auf mindestens 15 Dezimalen,
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max. relativer Fehler fir rel. Fehler der LEsunosintervalle

¥ 1 maximal durchschn,
figenwerte e [-1,1] 6.4 -2 5.7,,-3 1.0, -15 1,-18
2'1|b_4 l.]1n-15 lla_la

Eigenwerte €[ 1,100 T Ty

Tabielle 3.2 Schlecht konditioniertes Eigenproblem
durchschnittlich sogar 18 Stellen eingeschlossen. Fs sei vermerkt, dafi fur das
erate Beisplel 5 und im zweiten & yon 10 [igenwert/Eigenvektor-Paaren nicht ein-
geschlossen werden konnten, wenn die Steigoag nicht mach dem Vorschlag von Seite
126 korrigiert wurde, In der folgendsn Tabelle 3.3 sind Beispiele gezeigt, in denen

die Figenwerte teilweise recht eng beieimander Tiegen. In der linken Spalte st

maximaler relativer Fehler der
Lisungsintervalle

Eigerwerte (u.a.) Grad
= 7. =16
Lo L4300 1 B,.°7 in i
-5, =048 -8, -5+ ,,-5, i 6,.-16
R T A ST
7l 210—1?

A= L4 (i-1)00.00

Tabelle 1.3 Eng benachbarte Eigenwerte

jeweils {ein Teil} der [igenwsrte angegeben, es folgt der Grad der Matrix und der

maximale relative Fehler der Ldsungsintervalle. Die zugrundeliegenden Matrizen sind

vor Typ h'IDA mit einer fufallsmatrix A, |aij| :]. Hie man sisht, werden alle Eigen-

werte und Figenvektoren ohne Schwierigkeilen getrennt.

fei der Berechnung der [igerwerte der Hilbert- und Pascal-Matrizen reigt sich wie-
der (siehe Tabelle 3,4}, wie ungonau die Gleitkommandherung sein kann, Die Abkir-

zung n.a. fir den oelativen Fehler eines Finenwerts dor Hilhert-7 = 7=Fatrix
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max. relativer Fehler fiir rel. Fehler aller Lisungsintervalle

Matrix  Grad ; ' A maximal durchschn.
Hilbert & 1.8,,-4 4.5,,-3 1.2,,-18 4,,-18

] 2.6,,-3 1.7,,-2 1.2,,-18 4,,-18

7 2.0,,-2 n.a. 1.1,,-18 4,,-18

& 1.3 43 4.1,,-10 1,,-17
Pascal & 1.0,,-5 1.5,,-5 1.2, ,-18 4,,-18

7 1.5,,-5 7.7,,-4 1.2,,-18 4,,-18

8 1.5,,-3 8.2,,-4 1.1,,-18 a,,-18

5 3.0,,-3 6.1,,-3 1.1,,-18 1,,-18

Tabelle 3.4 Relativer Fehler der Gleitkormandherumgen

bedsutet nicht angebbar, Der gerundote Wert fiir den Eigenwert war in diesem Fall
1.258, -1, die G]Eitkennﬂnﬁhnrund aber <2.17, -3, so dal nicht pinmal das Yor-
zefchen richtig bestimnt wurde! Obwohl die Hilhert-Matrizen symmetrisch und po-

sitiv definit sind ergibt sich ein derart katastrophaler Fehler.

Die Anzahl der Gleitkormaiterationen betrug in allen Beispielen durchschnittlich

4, maximal jedoch 10 lterationen. In fast allen Fillen wurden ? Interval literationen

durchgefiihert und sur dulerst selten bis zu 5. Fs zeigt sich wieder, daB je mehr
gleitkommamilig voriteriert wird desto weniger muld in Schritt 5 von Algorithmus 3,7
intervallmiliig iteriert werdei, Inshesondere flir die Hilbert-0= 8-Matrix wirp der
maximale relative Fehler der Lésungsintervalle um Grifenordnungen besser ausge-
fallen (siche Tabelle 3.4), wenn mehr Gledtkommaiterationen durchgefihrt worden
waren, llier zeigt sich {in dicsem speziellen Fall} eine Schwache des Abbruch-
kriteriwms in Scheitt 3 won Algorithous 3.7, Dies 1st auf die al1gemein hekannte
Tatsache puriickeufitheen, dall keine allgemein giiltigen Gleitkommastrategien gefun-

den werden (sishe etwa Pivatisierung).
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i ; ; N el e
mpschliofend noch ein Seipiel vom Grad 50 einer Zufallsmatrix A mit |aiJ| 5 1 i
Matrix It nicht symmetrisch und g5 crgab sich Tahelle 3.5. Die Angahen beziiglich

dos Fohlers bezichen sich {wie immer) auf alle Lésungsintervalle fir samtliche
figenwerte und Eigenvelterzn.

ralativer Fehler der Lidsungsintervalle
fiir die Efgenvektoren

fiir die Eigerwerte
durchschn.

durchschn, maximal

maximal

7,,-17 2,,-18 3,716 2,718
19

Tabelle 3.5 Beispiel einer 50 G0-Matrix

Dar FORTRAM-Quelltext des auf der UNIYAC 1108 implementierten Algorithmus st im
ar A= G F

Anhang wiecergegeben. £s sei noch daraul hingewiesen,
woh | AHF.[ntErva11-Hatr11En als auch auf komplese Matrizes und die £in-

leicht so
[ie Berwsise

schliefung kempleser Eigenwerte und Figenvektoren prweitern 150,

dor Sitze 3.6 und 3.7 tbertragen sich entsprechend.

daf sich Algorithmus 3.7 leicht




Appendix

ple prste [des fiir eine Realisierung eiper Rechmerarithmetik kiinnte man

den Versuch einer trouen Abbdldung der reellen Zahlen auf die Gleilkomma-
zallen unternshmen, Sofort wird man an einen Homomorphismus denken, [as
ldeale wire natiirlich ein ordnungstreser algebraischer Homomorphismus.

Weiter kiinnte jedoch noch ven der Fordsrung der OrdnungsLreue abgesehen

und nur verlangt werden, daf das Bild "in der Hihe® des Urbildes Tiegen soll,
ghne dies niter spezifizieren zu wollen. Wir werden jedoch sehen, daf nicht

ginmal dies realisierbar ist.

Satz, CGogeben sei eine endliche Menge T mit einer fperation (7 . Weiter sei
@ R =T ein algehraischer Nomomorphismus, d.h.
A aper: olatb) = ofa) @ aip) .

wohei + die Additicn in B bezeicknet, Danm gilk

/flk.l.hf.l'l! Vx&[a.bl r afx) = afo) .

Beweis. Gegsben seien n+l verschiedene reglle fahlen Cqanes Vet aus

n+l
dem Intervall la,b]l mit n o= |[T| <= . it eventueller Unnumerierung gilt dann

afe,) = B{c,) .
Demnach ist ﬂ{t2-£]] " D{L‘z}ﬂi‘ E‘{-r..l] = Crl:cl]-l"ﬂ E‘{—clj = a{cl—tl} =

pile) . Hitec=c-1 folgt
o{2c) = ofcre) = alc) @ HAc) - afe} B oo} = alete) =alo) ,
und durch vellstdndige Induktion

Gikec) = alo) fiir alle kel .

=1l

Wegen ¢ = ¢q-cy 2 b- gibt es daher ein 1eM mit 1+ celabl und

gil+c) » 20} , g.e.d,




Der HBeweis kann fiir wesentlich allgemeinere Strukturen gefiibrt werden. Hier

goht wesentlich die Archimedizitat von R ein.

fus dem Satz folgt, dad fir einen Homomorphismus o : @ + T in jedem [noch
so kleinen) Intervall aus R ein Element existiert, dad zur Hquivalenzklasse
der o gehibrt, D.h., die Menge aller xe®, die das gleiche Bild wic o haben,

ist dicht in B, Damit scheint jede sinnvolle Ordnung ausgeschlossen,

Han kdnnte versuchen, durch eine geeignete Definition von O wenigstens die
Resoziativitdit von [B zu erhalten. Wir werden sehen, dal selbst dies

praktisch ausges. Tossen ist.

Gegeben sei eine Menge von "Rechnoerzaklen™ Te, d.h.
Toi= {t| te® ist darstellbar auf dem Rechuer |

[n T sgien Operationen @& und & definiert :
&, &G T=T =T,

Heitor sei 4o =T eine Abbildung [oder Rundung), die mit (B und (57

vertraglich ist, also
flaeh) = a@b firalle a,beTund ®e{+,-] .

to- sind dabel die gewshnliche Addition wnd Subtraktion in M. Sind a,be T

it a<h zwei aufeinanderfolaende Zahlen in T, also
i1} rglR: a=zr<bh = r47T,
so folgt mit w={a+b)/2 und y={a-b}/2 , &={b-a)/?

Hu)=a o (bES)DE = 4lb-8) T = sln) @4 -
a@s =plavd) = pin) =atb
und  pfu} s b= (a@y) @y o0 dla-y) @y = i@y -
LBy = dib+v) = #{u) =h }a |'

Hird also nur ginmal der Mittelpunkt zweier aufeivanderfnlgendar Zahlen a,bel

auf eine der Grenzen a oder b durch 4 abgehildet {was recht raheliegend st}
und ist +(a-b)/Z €T, gilt bereits

() Aael, ceR: (288 @5=a

nicht mehe. 1n iiblichen Gleitkommasystemen isl y.Ae T praktisch immer
erfullt.

calhst wenn der Mittelpunkt w nicht auf eine der Grenzen a oder b durch

abgebildet wird, soll gezeigh werden, dafi die GUltigkeit von (2] auf in

der Praxis kaum trauchbare Strukturen zu fihren scheint,

Angenommen, et sei (2] erfillt und

{3] Hp) = c mit c<a o.N.d.A,

Ec ict zunichet fiir alle feT und ZeTmit §(f4E) = F
t{f-E) = af #(frE) - £) = f

nach {2). Wit f=coe=a-cund £ = £+4 folgl dann

(4] ¢ = d{p} = #lc+F) = dlc-€) = ¢le-r=4) .
Fir heliebiges deT und & eT mit $f{d-4) = ¢ folgt
(5) ple+h) = 0 4{d-a) + &1 = d
wieder nach {7). Unter der {naheliegenden} Annahrme feT gilt dann fiir d=4
und &= -c-¢ zunichst #(d-4) = #{d+c+c} = dfec+E) = c nach (4], also
folgt nach (&)

4w dlced) wdle-c-e) = df-c )
Wegen ¢ - a wird also die negative Zahl = ¢ durch ¢ auf die positive Rechner-

zahl i ahgehildet.

Die shigen Ausfihrungsn 2elgen, dal bereits mit geringsten Veraussetzungen 2u
erkennen Ist, dad weder ein Homomorphismus der reellen Zahlen auf ein System

von Pechnerzatlen noch eine assoriative Yerkmipfung zwischen Rechmerzahlen




miglich ist, Dabei st noch zu betonen, dafs {2} nur eire Vorstufe zim
Mssoziativgesetz darstellt. Somit ist davon auszugehen, dalh man von der

algebraischen Struktur der "Rechnerzahlan® (siehe Kulisch 1) nicht viel

meh e srwarten zu kiinnen scheint,
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Di= Subroufine LGL berschrnakt ScAranken fuer die Leossung erned [inearen
Gleichungssystems A ® 5 = b mit M Unbekannten. Cis techte Seite b

kann mik WUngernauigkeiten bahafiat e, d b im epimem Interwall

pl <= b <= br liegen. Won der Hatris A wird angenommen. dass sie

exakt gegeben lak. Man beachte, dass die Matriz A des Gleichungssystems
diejenige Matris isk. die tatsaechlich im Array A skteht Durch Rundungs=
fghler beim Einlesen kaennen Fehler avfireken Han wergewissere sich
dats dies nicht der Fall ist Anderenfalls ist die Variante LGLU biw
LGLUZ der Froredur LGL 1w werwenden (siehe datw die entsprechende
Beschrefbungl

Das Programm LGL ist als FORTRAN=Unterprugramm aufrufbar
Anwandung des Program=s LGL

1) Aufruf
CALL LGL (M, & WS GL. GR: NRST

2) Farameker

Hame | wereinbart als 1 Tup 1 E/t
e i e i e R o e e B o e e — —— ——— -
M I INTEGER M T ganreahline Mariable T E
& T REAL &N, N I Hep-FMatriv 1 E

Wi, 1 REAL WHIM. &) I Feld der Laenge = &oN |
QL, 3R I DOUVBLE FRECISION I doppelklange Felder 1 E/A
[ GLAMb, GRIMY 1 der Larmge N 1
MRS [ LOGICAL MRS I lopgisthe WVariable 1 E

31 Beschreibung

Ist die rechte Seike b erakt gegeben, wa setie GL = GR b
{QL und A duerfen jedach nicht dieselbe Yariable sein? Sind Ffuer

die rechte Seikte nur Schranksan bl wnd br mik bt t= b <= br Eohannt.
5o setre 4L = bl wnd GR = b+ Die Loesung des Gleichungssystems
A ® 1 = b pder die Lozsungsmenge 5 = 7« A% ar b ound bl <w B <3 Bl

liegt nach erfalgreicher Abarbeitung des Algorithrus twischen GL und GA,
€% gilt alsa CL <= v <= GR fuer alle r aus 5. Kornte der Algorithmus nicht
erfolgreich beendet werden, gilk GL = (1, el wnd QR = (-1, =110,
erkennbar an 2L > @8 In diesem Fall tufe =man die Rowtine LELI au#

{die Matrir A ist dann ein Feld doppelter Genavigbeit. siche Oeschreibung
vah LGL2) Wit st der Arbeitaspeicher des Algqorithmus: ein Feld mindestens
dar Lasnge 4+*N. It nur eine Techte Selte b su berarbelten, 1st

MAS = FALSE. 10 satpan Fyar dgn Fall, dass =mehrers rechie Seibten pu
bearbeiton sind, Tufe man LGL das erste Mal mit WFS = FALSE  auf, danach
lab der fwotten rechten Seltel mit MRS =  TrRUE Dadurch wird erheblich
Rechenteit eingespark Oei der ersten Abarbeitung werden Daten in dig
temporaeren Dateien =it den Mummern 25 und 04 cespelchert, die beim ersten
Aufruf won LEL nicht sssigniert sein duerfen  Waenrend dar Lassung wen

A a x = b Fyer walkere Techts Seiten mittels LELIM. A Wik, GL. GR. TRUE. §

darf kein Aufruf won LGL mit einer andaron Makris & erfolgen Die Matris

A4 st nach Abarbeitung des Algorithmus in Jedem Fall weiter verfurgbar.

EriahFunggghraelq hricht dar Algaritheus ers% Bay Menditiponstahlen
groesser als 10 #+ B mit 6L - GR ab.




Purch die erfolgreich
e Abarbeifung fwas aus W2
i JrUtehT Suarbean i ud QLo I= GR folgb! won LGL wird
- . PR
die Matriv A nicht sirgulasr szt Vaor ek
T =

= daz Bleichunaszustem A » !
EEE N E

* fuesr jades b mit GL Cam b = gR

:injeutlg lawshar pat, ’ ’
= Fuer alle s mit & « 4§ &= B y
GL = 2 == 28 gilt e ALAERE M
S e FORTEAM-Frukime o tilh gilt genau dis Heschvejbung wen LOL mok

Der Algorikhmus aroritet im westsntlichen L folgendem Unterschiad

deprelte Lasnge von 3L und GR wird bernortigt acher Genauvigkeib. ‘Die
.

Fenauigkeit der Ergebrisse ;ugaenglj um dem Benutcer dig hohe - der Aufruf erfolgt durch CALL LGLLY (N. AL, AR, WK, GL, ZR. MRS}
CAU-Teit ist ca |3 Sekunden gu9r95$tﬂ ;U machen Ein ABichtwert Fuer — Fuer die Matrix A sind nur wntere und phere Schranken bewannt: & h
Fuer Gleichumgseysteme mit 100 UﬂbEEan:t:;ﬂnntt wnd ca. 58 Sekunden :L Qudﬁ {E AR l\on:nnvhtw?:El;E? ) i : B
- Fuer Le oesUnNgsmenge g1 = oL F ¥ = umtd AL = .= Ak
und GL <= b <= (R =
= der n]gurithmu; arheitet erfahrungsgEmaess fuer
pormiAR-AL] / mar { morm(ARY . normiAL) ) 0= 1fcondiad, L=}
d b ist die Honditionszahl 1. b, 10#85, darf der mavimale Telative
Fehler der Eingabelintervall!matri: nicht greesser als [O#¥-5 spin
ist (m) werlekzk, sg wird 1. a4 der Algorithmus nicht erfolgreich
beendet, da wahrascheinlich ein singulaeres A mit AL <= & = AR
griskiert
- Ein Fichtwert fuer die CPFU-Ieik 18t cCa 15 EBekunden Ffuer 20 Unbekannte
wnd ca 110 Sekunden fuer 103 Unbeiannke

die

Durch die erfplgreiche Abarbeitung (was aus GL <= GR folghk! wird
bewiesen, dass

= fyuer alle & mit AL <= A J= AR gilt: & ist ncht simgulaer
1 = das Gleichungssystes & % 1 = b Fuer jedes A =ik AL <= A (= AR und
GL <= b €= GR eindeutig loesbar ist
- Fuer alle 7 mit A % @ = & wnd AL <= & < AR uomd &L <= b <= GR
nach der Aharbeitumg GL €= x <= GRF gilt




L L E T e
L Y =

FxnvdEadey

Fuar 1e DRTRAN-Ravkine L3L2 a t an lim B fire 4] L E L]
il q au
d F 1] Fese Loung an LR ik

= der Aufrud erfolgt dureh CalL L~
) ‘ L LGLE (NG A WK, GL, GR, MRS
- :1: HeM-Matris & hat Joppelts Genauigkeit ?
= der Algovrithmus arbeitet sord " it
oyl rfahrungsgemanss fupr Kenditionsrahlen
= Ein Richtuert fuer dip CPU-T i
“Ieit ist ca. 17 Sekunden ¢ 5
und ca 120 Sekunden Fuer 100 Unbehannbe SR
Hieder witrd durch die erf
: olgretche Abarheit s F
bewiesen, dass PHRIRETAUE AL Ry PRI

- die Matrix A nuicht singulaer jst
— das Gleichungssyskem & * 5 = b F
| uer ede ol <
eindeutig loesbar ist. ! TP mESL <= b oo Gn
- fuer alle 1 mit & ® 1 = b und L o= 9
PR i M <= B <= QR nach der Abarbeitung

BaedEe A EEn
P LELUZ L)
BAEREREE

Fuer die FORTEAM-Rpgting LELUZ gilt genav die Beschreibung won LGL m1k
falgendem Unterschied

Durch die erfolgreiche Abarbeitung

]

der Aufruf erfolgt durch CALL LSLUZ (M. AL, AR, WH. GL, GR, 8RB}
Beide He®M-Hatrigen AL wnd AR haben doppelte Gemavigkedk
fuer die Matrir A sind nur unktere und obere Schranken behannk, d. h
AL <= & <= AR (Yompanenkternueise!l
Fuer die Loesungsmenge gilt 5 = < 2z © A # ¢ = b und AL <= A = AR
und L <= h <= GR 2
der Algorithmus arbeitet erfahrungsgqemaess fuer

normiAR-AL) # mar { norcdAR) o noemiALY b oJ= LipandiAd, Tw}
f.h. ist die Honditionssahi t. b, 10%#10, darf der maximale relative
Fehler der Eingabheilintervallimatris nicht groesser als 10#+-10 sein.
fak (#) verletrt, so wird . & der Algorithmus nicht erfolgreich
beendet, da wahrscheinlich ein simgulaerss & mikt AL <= A& = AR
mriskiert
Ein Richtwert Ffuer die CPU-Zeib iskt ca
und ca 130 Sekunden Ffuer [O00 Unberannke

19 Sewvunden fuer S0 Unbekannte

fwas aus GL <= GR Folgt) wird

ML B s @ N dass
7

Fuer alle A mit AL <= A <= AR gilt: A isk ncht singulaer
das Gleichungssystem A * 3 = b Ffuer jedes A mit AL <= & <= AR und
pimdeutig loeshar ist

GL @<= b <= GA
Fuer alle ©# mit A #® 1 = b wund AL <= & <= AR umnd GL <= bk <= CR
nach der Abarbeitung ©GL <= 1 <= GR gile,




EUBROUTINE LGL (M. A, WK, B, OR. HRS)
DIMENSION ATH NI, WHON &3, BLIMY, BN
DOVELE PRECISION BL. BA

LOZICAL MRS

C
LoG1CcAL O
IF ( HOT  HMRS) 30 TO 1CO
CALL STEPLA (BL BR. WKL S WKL, 11, WW41, 2. M)
G0 TO 135
100 CALL EXYECT@A53. T 25 2l 110}
112 CALL EXECE "2453, T 2& b2s 181201
120 REWIND 25
REWIMND 2&
WRITE (23 A
CALL HMATINY (A, N, WK}
CALL STEFI (A, BL. BR. WKL, 51, WK1, 11,43
0O 130 I=1.M
WRITE (241 (aAll. ). J=1, M)
130 COMTINUE
REWIMD 25
READ (25 A
13% CALL STERPZ (h.HHJI.Sr,uHil.LJ.HHil-EJJHHtI,ﬂr.N.HIr
E:Lt ETEPS DBl L S0 W EL 10 WH L, @b, WIE L, 31, WKL, 51, M3
L TEPA 18 WO, 40, WHI1, 10, WKL, ’ ' ' . .
e pe o the Le 2o WKIL, 50, WKL, 31, N, K2
CALL STEPS CABLL BR MR OL 1) WH L 20, WRO L, 3, WE L, a0, MR, ),
" BL. OR: N
IF 1+ MOT. WRS CalLL STEP&A (A, WKTI, 53, GL. M}
CALL STEPY :HK[1-BJ-HH{[.ﬂr.Hﬂtlu5].HHil.ﬁ].HHil.lJ.thl.EL
" BL N DR, Faili+K2ra)
IF © NOT OWl GO TO 200
CALL STEFS THL BR WAL 10 MR L, 20, W1, B0, WKL, &1, N
CALL OVERFLG |
IF {I EG 1) GD TO 200
RETURM
c

200 0O 240 I=1.N
BLi{EY = 1 O
BR{LI = -1 O
210 CONTINUE

RETURN
C
C+**fl"*'*'flflil'***t!til'44*-*1Ii!llifiill-u4sa4* -
C STEP1A BERECHMET OM ‘= {([l+02)/2 UND X ;=l;.:‘; ".'."****':
c DIE MATRIX R WIRD ZEILENWEISE VON DATED 26 EINZELESEM L 4

o L L L T I T g

LS L R T E ey
SUBROUTINE STEP 1A (B1. B2, OM. K. R, M)
DIMENSTON BN, BROM), BMIMY, X{MNE, RIN)
DOUSBLE PRECISION OL. B2, BH

C
DOVELE PRECISION H
CO 1910 I=1,4
BHEL) = 0 8 @ [BIID3+Baiclls
110 CONTIMUE
C
REWIND o4
03 1030 [=(., N
READ 1253 R
H = J
DO 1220 J=1. N
H = H +«R{J) » R
1020 CONT TNUE nea

£071) = M
1030 CONT [NUE
M

FaEER
C i'IIllIilil!ilfll&iqf1Iflqu';[.*.l"l‘l‘*l.'.'.-&"I.l‘¥""*."'

c.-I'!"‘

BTEP1 JERECHMET OM = {A1+82142 UND ¥ =R » B :

DIE MATRIX R IST [N A RESFEICHERT
-u;;-.qa&.lt&i%#liiifliﬂ“ll"l"!-i'l-ﬂill"!t-l'l-l‘#‘lI'l'!"l-'l-‘id-l'l"l
SUBROUTINE STEPI (A B1, B2 0M, X M)
DIHENS10H ACM NI BLemMy. DI BHIN) . KiME
DOUELE PRECISION EL. B2 BH

FhHESSIFT R GRS

pouUdLE FRECISTOM H
DO 1010 I=1. N
BHMLI) = O 5 = (B101+B201)

010 CONT IHUE

Do 1030 I=k.N
H=20
Do 1020 J=1M
He=H+ ail,Jr & BRlJ}
oRo COMNTINUE
LIy = H
1030 CONTINUE

sEREERABT A RRESFRBERRHERIEIRIRER

C

B L Rt bl e kbt
g' ETEFZ ITERIERT X -= X + R & [(AH = A % %} . :
[+ F WIRD BEI JEDER ITEAATION WEU VO DATE] 24 GELESEMN.

i HEM =
C W1 := AMIAHL DER ITERATIO R

*‘u[i-lll-lq-‘-d‘ltl.*#&'liltii&ll‘i‘-i!*‘#l EREFEIGEREAEFEAERE
SUBROUTINE STEPZ (ACBH, X R Y N KLY
DIMENSION AlM, MY, OEgMy, XENY, RIHD YN
DOUOLE PRECISION BM

(o

DOYELE PRECISIDN H
LOGICAL READY, CONV
pOouUND = 31 £22777
BE = O
2010 CONTINUE
Wl o= Wil
REWIMND 24
READY = . TRUE
comy =  TRUE
pOUND = BOUND & 31832777
oo 2030 I=1. N
H = BH{L}
0o 2020 J=l.H .
% H=H-=-a(I,J) & xiJb
2020 COMT INUE
¥{1y = H
2030 COMT INUE
oo 2040 I=1.M
READ 12&) R
E§=0
OO F040 J=10HN
g =5 + R{J} = Wil
040 CONT[NUE

IMEU = %01} + B
IF (xtI» €4 © ,0R. XHEU LEG. ot 60 TOD 2030

DELTA = MIN { ABS(S/XNEL . ADSCANEU NI ]
(DELTA GT. | OQE=7) READY = FaLEE

IF
IF (DELTA GT. ROUND! CONY =  FALSE

2050 Nifl = ANEU

20460 COMT IRUE .

IF ¢ NOT.  READY  AND CONMD) GO TO 2014
g|;u*..*4..,...,;.."..,u...4a|.-u;---||-f--94n-uan;q--l;uuu-r-nunuflall|-r:
c CTEFS DERECHMET ¥ = BM - A = X UND DX := R ¥ .
c R WIAD VOH DATEl 2& GELESEM

snamE
C**iﬁininoiolinfi‘l|-olrlniiliil!!iil&lli&li-nq'uitbh-iblli!irili!i

SUBROUT IME STEFD (A BHL X ¥, DX R MY




C

C&ad*+ﬂf-ilil448*!ob**t[-uus&&&*bnqul||4il*ql-41*1|ili*o*pliniq#&:*ﬂiﬁ-i
STEP4 ITERIERT DX := DX + R ® (¥ = A & DX)

c
c
<

cbi‘f'fillll‘*‘ii*i*i.'fll!I'I*d*f*f*'IIIII*"*‘*'[I!IIH***'

DIMENSION AtM. Mi BHEMY KON YOND DECNT RING
DOUBLE PRECISION BH

DOUELE PRECISIOMN H
FEWIND 2&
0O 3020 I=1. M
H = BMI{l}
0O 3018 J=1l. M
He H = AT, J} # X{J}
J0L0 COMNTINUE
¥E1Y = H
J0T0 COMTINUE
DO 3040 [=1.,M
READ (2&4F R
Dx(I) =0
0D 3030 J=1.H
DELTY = DX(T) + ROJI » ¥iJd)
F030 CONTINUE
J040 CONTINUE

R WIRD VOM DATET 246 GELESEM
K2 = ANIAHL DER ITERATIDNEMN

SUBROUTINE STEP4 (A, Y. X. DX, R, Z, M. K2
DIMENSION ACM. Ml YAiNE, SIN, DR NI REME, TN

LOGICAL READY. COMV
[OVOLE FRECISION H
BOUND = 31 &22777

K2 = O
4010 COMTINUE
K2 = KZ+1
REWIND 24

READY =  TRUE
CONW =  TRUE.
BOUMD = BOUND = | 31822777
0O 4030 I=1.M
H= {1}
DO 4020 J=1, M
H= H - a{l.J) = DXt

4020 * CONMTINUE
IVl = H
AQ30 COMNT INUE

4043 CONT THUE
DINEYW = DX{]1} + 5§
IF tDXiIl . EG. O  OR. DXNEU EG. Q1 20 TO 2050
DELTA = MIN { ADS{S/DEMEUY , | OETEMAS(DXMNEU XTI 0
IF (DELTA @T. 1. OE-&) READY = FALSE
IF (DELTA  QT. DOUND) CONY = FALSE

4030 DE{LE = DENEW

4040 CONTINUE

c

00 40860 I=1,H
READ (J&) R
5 =0
LO 4040 J=1.M
S =5 + RiJ) » T 00

IF 4 WOT. READY AMD cCOMY) GO TO 4310

)

-
RSB EEEH R

E**!ilI*-i!iIIllII'411iiIbiqti|Iilb&b*i-tii!ill*itiqililsl;¥+¥qqf|illiii

c
C
c

STEPS BERECHMET IMTEAVALLMAESSIS
I =R ®* (B - A% % -4 % DI}
F WIRD WOM DATET 2& GFLESEN

-
&
I

Cll'l'liitilil4i¥l'*iiil-¥*nilliiiIlli***tIiliitldlau4ioloﬂ¥*ilfnin-lili

SUHROUTINE STEPS (A, B1, B2 X, DX, I1, 22, R, W1, L2, NI

| .

DIMEMSION AN, M)

DIMENSIDN BUOHY, BDOMNY, X (N, DEOMY, TN T2OH RN WLIND W2

DOVELE PRECISION B1.DB2

poOUBLE PRECISIOM H
IMTEGER AKKUTLT]
DD 5030 1=1. M
Lo 5305 Je1. 863
AKEULYY = O
50035 CONT TNUE
Do S0L0 Jele N
H = -all.Jd) & DX
CalLL ARADRD (aKAU H)
5010 CONTINUE
Do 2020 Jel.M
H= =al{l.J) = X0J)
CalLL AKADD {AKRKUL HE
5020 CONT INUE
CALL AKADD (AMKU, BRII)]
CALL AWINT (AMKLU, 1,50}
CALL AKADD CAMKU, =DL4LH)
CALL AKADD {aMMU.B20I)}
CALL AKINT {akeU. GO, 22}
WiiIy = Gl
W2{I) = G2
2030 COMTINUE

C

REWIND 2&
oo 5050 I=i.MN
READ (26} R
Fi = 0
F2 = 0
co 5040 J=1.H
CalLL MULL (REJI MWILJb WETJE. G1G2]
caLL ADD 1Gl.Q2.FL.F2.F1.Fa}
3040 CONT INUE
2111} = Fl
21y = F2
5050 CONTINUE

c
C!iliiI!*i**l'lii**f*‘ﬂ'l'ii****"ﬁ*llliifﬂ"**i‘ii

[ STEFA DERECHNET [NTERWALLMAESSIG B =1-R*h #*
4 R WIRD ZEILENWEISE WON DATE! 24 GELESEN UND B WIRD

C TEILEMWEISE AUF DATEI 253 GESCHRIEDEM
L L T e L L e et il
SUBADUTINE STEP& {4 R, B M
DIMEMSIONM AIM, M) RINI, BN 2}

FrAEEFEGABESANER AR

FRIGFEFHIBEHERRARIFEIEE

c
DOUPLE PRECISION H
IMTEGER AMBULIL3)
REWIND 23
REWIMD 24
pO &030 I=Ll.M
READ (2&) R
oo &020 J=l.M
Lo 4005 Ke=1.43
AKKU {K) = O
003 CONT [MUE z
1IF (I _EQ  J) CALL AKADD caARMU. L apa
DO &010 K=l N
H = —RIK) & AlK, J}
CaLL ARADD {AKKLU, HI
L] COMTINUE
CALL AKINT (AMMU, BiJ, 10 BOL 21D
40320 COMT INUE

WRITE (25) B




&030 CONTINUE

c : .
L L T T A T R T R TR AR g g?ﬁsﬁirézEﬁfTﬁTEBi?i;Bi;;;D;;TL;ws;TLI o ENA
¢ STEP7 BERECHMET Y := I + [-EPS,EPS] » DIAM (2) . e b R AL

c UND ITERIERT IMTERVALLMAESSIG Y = 7 + B # ¥ L] . et

c WENN WEINE ETNSCHLIESSUNG ERREICHMT WERDEM KANM, WIRD . R, :

c OK = FALSE. GESETZT. . o R i

[ ES WIRD MaidiMal. K Hal ITERIERT " H = DI;[J

e e e e e I T T TN NN R e Hl = ¥i(t)

EUBROUTINE STEP7 (T1, Z2 YL, ¥2, X, DX, B, N, K. i 1 i
DIMENSION Z1CN), ZZINY, Y1CNT YN, XN L DECNDL BEN, &) B BB s S L
LOGICAL O# kg

c \ -
REAL LOW CALL DARD (H.H:.H1, H2, BL{T). B2(T1}

LOGICAL READY B0 EggTINUL
DOUDLE FRECISION Fi1.F2.Gl. G2 z
OR = _ TRUE
EFS = 0 1
FACTOR = 1. /FLDAT{J##35)
DO 7005 [=E. N
D= EPS & ( ZI2{TF = ZI1(I) 1}
¥iill = ZiEI) = D

¥YI(I) = ¥E{I) = FACTOR # ABS(¥I(I1}) — 1. 44¥3&BE-3%
¥2LI) = Z2LIY + D
Y2II) = ¥2{[) » FACTOR & ABS(Y2{1)l) + 1. 4A73&BE=-37
FOA3 COMNTINUE
C
KK = 0
FO1d CONTINVE
KR o= WKL
REWIND Z5 i

READY =  TRUE
GO Fo40 I=1.M
READ [25) B
1 =0
G2 = 3
DO 7030 J=1.N
CaLL DHULR (B(J 1. B0 20 YLD, Y2LJ).FL.F2)
CaLL DADD (F1, F2.G1, 2. 31, G2)
F030 CONT INUE
CALL DaADD (DBLE(2141¥), DELE{ZIZ(I), L. G2, G1, G2}
IF iG1 _LE. DHLE{YLCI)} .OR. @2 .GE. DBLE(Y2:¢113}

b READY = . FALSE
IF {ADBS(G1) .GT. 1.D+38 ,0R. ABSICIZ) . 0T 1. D+38)
L G0 TD ¥aoo

YI(TI) = LOWISNGLIGL)])
Y211 = —LOWI-SHNGLIG2)]
F040 COMT IHNUE
[F {READY) GO TO 7900
[F (KK _EG. K1 GO TO T7ROO
IF (WK EG 5) EPS = |. 0O
[F (KK  GT, 51 EPS5 = ERS+EFS
Do TOSd I=1, N
D = EPS » { ¥201F — ¥1t(1} )
YIdDy = ¥1(1Y - D
YLITh = Y1011 - FACTOR »® AGSIYL(IH)
Y2l = ¥Ya(I1 + D
Y2UiI1l = Y2011 + FACTOR # ablSivacl)i
7090 CONTIRMUE
G0 TD 7010
00 O =  FALSE
F00 COMNTINUE

=
c'""*"""“'*l'li‘*iltlillilt*#if!t*'ﬂ'hi!ilib-q.p-u;n&;.-l]&&lfllil
[ STEPS HBERECHNET IMNTEAVALLMAESSIZ D = % + DY + ¥ #

C'lilil*“iii*iftilIi*oiiniqlioiil-Itftltitftlolola*qdq*fniqn'ﬂcioltiowi




SURRCUT[NE LGLY (M- AL AR. Wk-TIL. BR, NRE}
PIMENSION ALIa, MY ARG NI WM. &0, BLINY, BRIM)
POUELE FRECISION BL.BR

LOGICAL HRS

LOGICAL
[F ¢ ~0OT. SRS GO TO 100
CALL STEPIA (BL/DR.WEAE: Sho Wl g, Ly WAL, 20, MY
GO TO 135
130 CALL EXEC{'8AEGR. T 23 E=E  F Rl
110 CALL E4EC(*2ABGQ. T 24 s loela0d
120 REWIND 22
REWIND 2%
WRITE [25) AL
oo 123 1=1.N
Lo 122 J=1.H
ALIL: ) = 0 8B = (ALY JI+ARIT, J) )
122 COMNTINUE
123 COMTINVE
CALL MATINY (AL, N, Wi
CALL STEPL AL DL DR, W IL, 30 WKOL, 1), N
oo 130 I=1. M
WRITE 124&) [(ALCL, J).Jd=1,HN) b
130 CONTIMNUE
REWIND 25
FEAD (25 AL
135 Call STERPY (AL, AR, WKL, S0 WAL, 1. WKOL. 30, WKOL, 43, M KE
CALL STERPD (AL, AR, WHIL, S0 WA 0L, 13 Wl IL, 40, WHIL, ), HILI L, 51, M)
CALL STEPS (AL, AR WHOL, Sd WAL I T W], 20, WROL, 51 WKBe L, 3. M, KD
CaALL DOWERFLIT) 7
CalLl STEFS (AL, AR, BL BR MWL, L) WRAL, 2, Wl 3. HKEL, 40, Wiki L, 51,
4 oL AR, M1
IF { WOT MRS CALL STEPs (AL AR WWI1, 50, QL. M1
cALL STEFT (WKOL, 3r WAl 4, Wil D0 WKLo & WAL, B MWW, 20,
L] RR-BL, N, O#, F={K1+K21 /4
IF ¢ NOT 0OW) GO0 TD 200
CALL STEFE (DL BRL WO L, 10, WALL, 35, WER(L: &) M)
CALL OYERFLITI}
IF (I EQ Ly @0 19O 220
RETLURN

200 DO 210 [=L.N
BLily = 1. O
BAlly = -1.0
210 COMNTINUVE
RETLRH
C
[ e s st T I
c STEPLA GERECHMET HM = (D1+02) UND X = R & AH/2
c DIE MATRIY R WIRD IEILEMWEISE WDON DATE] 24 EINGELESEM *
I A e L L Ll LR R L LT T Ty o ——
ODUTIME STEPIA 181, 02-0M, .8, N}
IST0N OLeMe, D2dMy . AMENY XM, BTN
DOUBLE PRECIGION DL, B2, DM

c
DUUELE PRECISION H
Lo e =M
By = BRal 43200
LOLD CONTINUE
€

REWIND &
OO 1030 1=1. 1
READ 4251 R
H &0
[0 1020 J=1.H
H =H+ RLJ) = DM{.

1023 CONT INUE
¥¢11 = 0.5 & SHGLIH}

1030 CONTIRUE

EoIli!nbﬂid‘&aIf&iiillet!f!q48liwi!iiiu!ln|w*'d%w#l#uenrrq-#-aoauu;ut"b
C STEFI DERCCHMET BHM = (BI+ER2) UMD X = R = OM/2
I+ NIE MATRIY R IST IM A GESFEITHERT #

cIutqiI&‘&ou;ugnqr'ig|oucu4ioq;uf114+u--|1qw#oho4|'=',a|+w&oab&|lru-io§¥

SUBROQUTINE STYEP! 1A, B1. 02 BM. K. N1
DIMEMSTON &M, M. BLiNY, BRINY . BMINY. XiN)
COUBLE PRECISION B1., 02, B

COUBLE PRECISION H
po 1010 I=1.M
gMil) = BLiLI+BE4 T}
1010 COMNTINVE
c
Lo 1930 I=1,H
H = O
oo 1020 Jehi M
H=H + atl.J1 = BH{J]
1020 CONMT INUE
: xiIly = 4.
1030 COMTINUVE

5 # SHQLIH)

gI‘IS&IIitqil!I!Iliﬁii&¥lEII*444&1]iltdi#‘&iHIHi1*44b*i¥66l1l"fl¥¥¥¥l!lh
c STEFZ ITERIEAT X := X + R & (Of - 2=4 @ 1122_ "
C F WIRD BEl JEDER ITERATION MNEU wON DATEID 25 GELESEN. *
[ Ki .= AMIAHL DER ITERATIONEN =

c‘*i'.****‘illIlii*ii]Hilt**‘*J]'lif!*‘*il‘lil‘?*‘&‘ﬂ‘iﬂlI*i*b*&‘lil‘l[‘

SUBAOUTINE STEPZ (AL, AR, BM. X. Re Yo N K1Y
DIMERNTION AL (R M) ARCH, NI BROHY, X IHY RN YN
DOURLE PRECISICN BH

DOUBLE PRECISION H
LOGICAL READRY. CONY
BOUND = 31 &22777
KWl =0
2010 COMTINUVE
Kl = Wi+l
REWIND 24
READY = TRUE
coMyY = TRUE
FOUND = DOUND = . 314622777
pd 2030 I=1.H
H = BM(I)
oo 2020 J=L: N
H=H = (AL{I.Jreaftl, Jr) = X000
2020 COMT INUE
¥iI) = O SeSNGLIH)
20320 CONT INVE
0o 2040 I=1.HM
READ 1241 R
5=0
0O 30d0 Jd=1.H
5 =5 + ALJ) & ¥iJ]
=04q COMTINUE
INEU = XK(I} + S
IF 4%41} E@, ©  0OA xeEY EG o B0 TO 2000
DELTA = MIM { ABSIS/ENEU) . ADS{EHEUW/XATIMN]
IF IDELTA . GT 1 OE=7) READY = . FALEE
IF (DELTA  GT. BOUNDE CONY =  FALSE
2050 if) = HMHELU
=20 L0 COMNTIMUE
IF | MOT. READRY AND. COMVE 20 TO 2010




CHIECA NN ERE PSS sl R R EE R F R R R P A AN T AR BN F RPN P R A E R P A B S A OB EFEER o
C STEP3 GBERECHMET ¥ := OH - Z#A = X UND. DX := (R ® ¥)/2 @
c R WIRD WON DATED 24 GELESEM. *
e e L R L R R R R L LR L N N g gy

SUEBROUTIMNE STEPJ {aL. AR, 3M, X ¥ DX, R: N

DIMENSIDN AL MMy AROCM NP, OHOMT XOHY L YIRE, DEINI.RIND

DOUPLE FRECISIDM BM

DOUBLE PRECISIOM H
REWIND Z&
0O 3020 I=1. M
H = OMiI}
DO 3010 J=1.H
H=H - (aLiI, J1+ARIT, J1 = 20
10 CONT IHUE
¥ily = H
2020 CONTIHUE
0O 3040 I=1. M
READ (24} R
H=20
Do 3030 J=1. M
H=H + Ri{J) » ¥i{J}
2030 CONTINUE
DXl = 0.8 % SMGLIH)
2040 CONT INUE

c

I L T T L T F R TR R R R R e g gy pnprpsgnn
C STEP4 ITERIERT DX := DX + R & (¥ — 2#A # Dx}/2 -
c R WIRD YOM DATEI 24 GELESEMN. L]
c K2 = AMIAHL DER ITERATIONENM. *

'I:H'ﬁ LA LRSS R AR R R EE R ETE R R E R E R E RN EFEAF AR A RN E NI BT
SUBROUTIME STEP4 (AL, AR Y. X, DX R, T, M KD
DIMENSION ALLM MY ARCR. MY, YOMD, S40MF, DEIMI RIN) . TIND

LOGICAL READY, CONY
DOUBLE PRECISION H
DOuUMD = 31, 622777
K2 = @
4010 COMTINUE
K2 = K2+1
REWIND 2&
READY =  TRUE.
CONV =  TRUE
gOuUND = BOUND # 31522777
OO 4030 I=L. M
H o= ¥[I)
00 4020 Je1. N
H = H = {aALI], Jry+aR0(1, J) » DELD)
4020 COMNTINUE
ZAL) = % = EMSLIH)
407230 COMTINUE
D0 404D I=1;H
READ {241 R
5 =
DO 4040 J=1. 4
B =5 + Ri) # 200}
4040 COMT INUE
DENEL = DXITY + 35
IF (RX{l}y _EG. 0 0DR. -DINEY Eq. 0) 20 TO 4050
DELTA = MIN { ABS(S/DAMELY . 1| OERARSIDAMEU/XCI1) b
IF (CELTA &T. 1 CE-4) READY = FALSE
IF LDELTA ST, BOUNDY COMY =  FALSE
450 DEIT) = DENEWL
20&0 CONT IMUE
IF ¢ 0T READY . AND  CONVI Q0O TOD 4010

HEEER BN BEEEEFRERBEE FEEABARGEIBR TS e ELBEBABERFHE GRS EET XX T TR LR R S

X

E - STEFS BERECHMET I[MTERVALLMAESSIG N
c 7 .=DX + R ® (B =A% % =a« 0%} M
c R WIRD WON DATEI 26 GELESEM s

C'.."*;;;44',1,;.444;u,..144¢;|'4au;q;-.qohoqoilusiailouivownoq¢uia&tu4
sURACOUTIMNE STEPS (AL, AR, O1. B2 X, DX, Z1. 12 F. W1 W M
DIMEMSTION ALIM, M), AR IH: M) . . .
DIMEMSION B1rtM), :ﬂHJ.fo].-D’:(N'l-I'I.[”"-IE(N"-H[”:I-Hl‘."]].l].ﬁl.‘lﬁ
COVELE PRECISION B1, B2

C
REAL LOW
DOUBLE PRECISION Ml.HZ &L, G2
Do oS030 I=1.H
Hl = 0O
H2 = O
oo S0L0 J=1.M
IF (DxiJd)y 5002 3010, 2004
002 Gl = DXtJ) ® ARIILLWJ)
G2 = DE(J) o# ALGLL S
G0 TO 5008
s004 Gl = DX4J # ALTL D)
G2 = DXiJr # ARCIVJ)
5008 CALL DADDIGE: G20 HILH2 HELHZD
5010 COMTINUE

oo 9020 J=1. N
IF ¢xiJry 5012, 5020 5004
5012 a1 o= Xid) o= ARCL. S
g o= XiJ) o# ALLL,J)
@O0 TO %018

5014 L o= ®K4Jr # aALLI,Jb

G2 = X{J} & ARCI,JD
3014 CaLL DADDEGL. G2, HL HZ HL H2)
5020 CONT INUE

CaLL DapD IR10I0. B2¢10, =HZ, —HI. H1, HEZ}
WLELY = LWL SMELIHLY?
Wi} = —-LOWI=SHEL{HZ1)
5030 COMTINUE
[
REWIND 2&
Do s0s50 I=1. M
READ (24} R
FL = {
F2 = 0
00 040 J=Ll.M
Call mMuLl (REdd, WlE . W20, 0, 02D
CaLlL ADDR (D1, D2, F1.FI.F1, F2]
5040 CONT INUE ;
CaLL alD (XTIt DRCId.FY F2, 2000, 22010
50850 CONTINUE
C

Clll'l-l'Q'-F*'l'-iiIll.vl'l.qui*&&:mfl***l&lliidili&‘lolrl1-4+ulll|ltl‘fﬂ-*n¥lal1111bi
G STEF& BERECHNET [MTERVALLMAESELG B =T =R % 0§ -
c B OWIED TEILEMWEISE VON DATED 24 GELESEM UND O WIRD .
C IEILENWEISE AUF DATE] 25 GESCHRIEGEM L

Craspsdineiaiasses g P T TR R R T LR R R R EE T TSR LLE S L

SUBHOUTINE STEPS (AL, AR R, B, M
DIMEMSION AL, M, ARIN MY ROMY BN 2

DOUBLE PRECIS1OM HL.H2/FL.F&
REAL LOW
REWIND 23
REWIMD 2&
Do L030 I=1.H

READ 124%) R

DO 4020 J=10H

H1 = 0




[F (I Ea. J} HI = 1 QDO
HZ = HL
Do S01G A=1, N
IF (R(K}1 4002, 4010, 6004
EODD FI = -Fi{K} & AL{K..J}
Fo o= =RIKY & AR{M, Jb
0 TD 4008

£004 Fi = -RiK1 & AR{K, .0}
E3 = —AiK) = ALK, JF
&008 CALL DADDIFL. F2, HI, H2. H1. HD)
010 COMNT INUE
Bidv iy = LOW SMHSLIHT b
Bl 2V = —-LOWI-SNaLiH2) }
=Tl COMNT INUE

WRITE (23) O
5030 CONTINUVE

C

{:*4* LR R R S Rl e R e e L L L R Y R R R R
C STEP? PERECHMET ¥ := I + [-EFS.EFS] * DIAM (7]

€ UMD ITERIFEAT IMTERVALLMAESSIG ¥ = 2 + O ® (¥ = D¥I

c WEMH #EINE EIMSCHL [ESSUNE ERREICHT WERDEM KANM, WIRD

C D = FALSE GESEV/T

C ES WIRD MAXIMAL K hial ITERIERT

I e R R R R R PR Ry T

SUEROUTIME STERPT (I1. I2.¥1. Y2, X, DX¥. W, O, W OWG K
DIMEMSTION T10M), Z20MI ¥ 1ONN, Y2 ON), XN, DXINI, WIN, 20, BN, 21
LOGICAL OK

C
FEAL LOW
LOGTICAL REALY
DOUGLE FRECISION F1.F2,3l.032
0w = . TRUE. ¥
EFS = 0 1
FACTOR = | /FLOAT(Z2==28)
DO 7005 I=1.M
b= EPS = ( f20I} = 101}
¥liely = T111) - D
¥lely = ¥i1(I) - FACTOR # ABSIYITI!) - 1 44AF3&E-37F
Y2l = 1201y + D
Y2iIlh = ¥Y2i1y + FACTDOR = ABS(Y2i11) + 1 4453&£BE-3F
700% CONTINUE
c
KK = 0
JOLIO CONTIMNUE
Kk = Kii+]
REWIND 23
REaby = . TRUE
oo #3020 1=1.HM
CaLL ADD (YL iD}, w2i0h, =DxXi0) -DXiI WUl Db eI 201
FOI0 COMTENUE

0O 7040 1=1, N
READ (2% 0
Gl =D
G2 = 0
0O FO30 Jd=1.M

Call DMULE 2ol 11, Bl 20 WIL T WEL 2, FL-F2)

CALL DADD {FL. F2,G1. 02 Gl G2]
7030 CONT 1HUE
CALL DPADD IPRLECZI01)), DOLEZ2¢L). 31, G2, 31, 831
[F {21 LE. DOLEMYLED»)  OR G2 GE DBELE(YIILIN)

' READY = FALSE
[F tABSIGLT GT. 1 D+3A 0A AODSIGIY 6T 1 D+zE)
¥ 20 1o 7800

FILUT) = LOWISHGLIE1))
Y21 I) = LD -SHGLIGRY
CALL ADD 4440, w2400, —DECI) —DECT Wb b We ], 200

7040

7080

1800

COMT IHUE
IF {2EaDYy 20 7O 7900
1F (kW  E@ W®) GO TO 7800
IF (KM EG. 3) EFE = 1.0
[F (W GT 5 EPFS = EPS+EF3
0O 7o50 1l M
D = EPS & [ wW2iI) = ¥1(l) )
YiiLy) = ¥141) - D
Y1¢T) = ¥Wi(l} — FACTOR # ABS{(Y1(I1}
¥2(I1 = %241 + D
w2il1 = ¥2401 + FACTOR + ABSIYLITIH)

CONTINUE

GO TO TOLD
D =  FALSE

700 CONTLIRUE

c
c;.*#*&n;|'***¥4;];|f|fa!;l|l{*‘*tliltiililbisiliilib*i

C

Camsssbasansts
SUBROUTINE STEFE (B1. B2, X, ¥1, Y2 M)
DIMEMELOMN BITNI;BE!N!.IIN}.Vlfﬂ?.??lﬂﬁ

DOUDLE PFRECISION Bl.DBZ

HEPEEARFERFREIRERE

STEFS DERECHNET IMTERVALLMAESSIG B (= X + ¥ *

*o*‘&a|j*§*4'|'ifl*illl||'.*4*ll5llIiIi****‘*il'*f*‘**‘lfi

pOUBLE PAECISION H.H1.HZ
po 8010 I=1.H

H = Xi{L}

HI = ¥Y1(1)

HZ2 = ya(l}

CALL DADD tH.H.HI H2, O84L1), 024010

8010 CONTINUE

EMD




SUBROUTIME LEIGU [ M, AL. AR . EW « X . E1 . E2 » X1 - X2 . WK }
DISENTION ALCH, MY . ARCRLHD o (MY o XLIHY o E2EMY o WAING 1
C WK MUSS MINDESTENS M#(H+3) FLEMENTE HAHEH
LAUBLE PRECISTIOM EL.E2. ¥1. 23
cALL LEIGUL ¢ M . AL . &F , EU . X . E1 « EZ & X1 . X2 + W
+ ¥1 . X2 . WHO1 H®1)  WKEL,MeZ) o WRTE,NE3) )
RETWRH

1

SUBRCUTIMNE LEIGUL (M, AL, AR-EW, X, ESE2 X1, X2, R 0,7, 1. E2:, DX
DIMEMSTAM AL{M Mi. aROP M, S0H, KLOM) 200 RO HY BL2 NI YiZ N,
® TLOMY. T208) . DX (M)

COVBLE PRECISION El, EZ. X1, 42

LOGICAL READY. COMNY
pOUELE PRECISION HI1, HZ. ¢1. 02, ERR
REAL LOW

REAL EPSsO. 1/
HEAL FACTORSD147300000000/
FACTOR [5T DIE KLEIMSTE POSITIVE 7aHL, SO DASS L *FACTOR . ME. 1.
HEAL MINPDS/A0000403000000070
HINFOS IST DIE KLEINSTE PDSITIVE REAL-TAHL
DOURALE PRECISIONM MXREALSY 7038/
MiREAL 1ST DIE GROESSTE DARSTELLBARE REAL=IAHL (IM D —-P. —DARSTELLUNGZI

1

(u}

[

Fl = B, * FACTOR

F2 =&4 # FACTOR

F3d = A. / FACZTOR

EAR = 1030

L~ =k

LL = 0

CALL EYEC { "@AS0, T 249 SE-TR e -3
3 COMTIHUE

REWIND 24

HWRITE 1241 AL

0O 8 I=1l.M

DO 7 J=l. N
ALLT,J) = 0.5 # (ALVL.JI+ARTI. I

¥ COMT INLUE
B CONTIMNUE

C SUCHE DI1E BETAAGSMAESSIE CROESSTE
c KOMPOMENTE VON X
K o= 1 ;
po 10 I1=2.M
IF tABStE{T)) ,GT. ABSIXIKKIN] WK = |
18 COMTIHUE
AKW = KIHRD
C BERECHME DJE ADLEITUNGSHMATRIX UND
c FUEHRE LU-IERLEGUNG DURCH
0O 20 J=1.H
IF {J  EG. KW} &0 TO 20
oo 18 1=1.HM
Ril.Jb = ALGL. J)
15 COMT IMUE
Rid. Jy = R J) - EW
20 CONTIHUE
0O 25 I=1.H
ROl MWD = —xil)
=3 CONTINUE
CALL LUDEC ¢ N ., R . B }
c ITERIERE % GLEITPUNKTHMAESSIG
BOUND = 31 &22777 ;
30 CONTINUE
LL = LL#1
AEADY = TRAWE.

35

an

a4
a9

a5

20

55

-1+]

a2

54

=11
[=12)

COMY = | TRUE
poUHD = BOUND = 31E2ETTT
Lol &40 I=1.K
Ml = DOLE(-EW) = COLE{X4L1)
pa 3% J=1.H
Hi = H1l + DBLE1ALCT..0vD) = GOLECERCJIE

CONTINUE
1F {CABS(H1Y 6T MEREALY GO T3 F02
I1tL1 = Hi

CONT IHUE

Call LUELHM MR Tl 12,00

EIHK1 = EW

ol a4s I=1.H
¥HEY = X4ly = I201}
IF t(%¢r1 EQ @ .0OR XMEYW EO0 0 1 GO Td a4
DELTA = amMiml [ABSTZDL1 )/ XNEU) . ABS{RNEU/ XTI ]
IF {DELTA . BT F1} READY =  FALSE
IF {DELTA .GT BOJNDI COMV =  FaLGE
¥0I) = XMEU
COMTINUE
El = XIKKI
TR Y = HHK
IF [ HOT. READY AND CONVY GD TO a0
IF ( MOT. COwmy) ERR = 2 00
JERECHME DOPPELTLANG A — EW * X
oo 25 I=L M
¥201) = DOLE(-EW) * DILE{XiL1)
0o 50 J=L N
¥2(T) = ED(I) + DOLETALIL JMY ® DELECC(JT)
COMT IMUE
pxily = 0.
CONT INUVE
DEW = 0
ITEAIERE SLEITPUNKTHAZSIIC DX
BOUND = 31, &22777

CONTINLUE

LL = LL+1

READY = . TRUE

cony = , TRUE

pouMD = DOUND # FL&E2EFVT

DO &4 I=l.H
Hi = — (DALEVEMW) # DELE(DEWT ) = DHLEIDXETH)
oo &2 J=1.H

Hi = Ml + DELE{ALIT.JIF ® DOLEIDY ()

CONT IMUE
Hi = (H] — DBLE(DEW) = DOLECX(TIh) + X201}
IF {DARSEHL GT. MYXREAL) @0 10 702
fi1itr = HI

CONTINUE

CALL LUVELM IN.R, Z1,72. 8%

%MK = EW

DEiKKk) = DEW

PO &8 I=L.N
DEMEL = DRITY = el B
IF (x¢l} EG O pa. DEMEY E3 © ) &0 TO &&
CELTA = AMIML -Aﬂstzzl1>:ufHEUI-F3*ABSLDIHEUHx|11|:
IF (CELTA GT F2) READY = FaLSE
1F (DELTA GT. BOUNDE CONV = FaLSE
Dxcly = DXMEU

COMNT IMUE

EW = XLHK]
DEW = DXLiA}
EIRKY = XKRKE
priMEY = O
1E |, HOT READY AND cOsy L OR, DOUND 24| 3 3 30 TO &0




[Nl

70

Eis

¥5

T4

7B
7T

84

81

8a

B3

a4

g%

ga&
B3

pa a2
IF
(i

J=
(uJ
]
B

1M
EQ. KR} GO TO 72
f=l.M

Tedd = ALUL. JY

CONT IHUE

R{ude - J1

CONTINUE

oo 74

AEL. KK =

1=

CONT INUE
OaLL MATIMNY (R0 M, B

= FiJd.Jl = EW

1M
=xil]

CaLlL OVMERFLOID
REWIHND 24

READ
oo a3
H1
HZ
e
ChL

Gl

[=

niruu

caLL

zl

calLl

Do

L
B2
1F
Gi
Ga
=0
Gl
Ch
1F
Gl
G2
=0
21
G2
Ch

(gdh AL

L, KW
DOLE(-DEW) # DBLE{DX(I}
Ml
DELE{-DEW) + DBLE{X{L})
oaADD (HE, HZ G1, GL. H1, H2)
DELE({-EW) # DRLE(DX{T}]
oapD (Hi,HZ, &1, @1, HL: H2)
DOLE{-EW! # DBLE{X(T?
pADD (HI.HZ, 1, @1, HL H2?
=L M

(XiJd)y 75,78, 7&
= DELECARLI,JI1}
= DRELEC(ALCI,J1}
™m 77

= DBLE(ALIL, J))
= DOLE(ARLT, J)}
LL DADD
(DXfJry 79,82, 80
= DRLE{ARCL: J1) =
= DBLE{ALII. J1) =
T 81

= DOLELALC(I, Jb) #

BERECHWE QLE]TPUNKTMAESSIG DIE
INVERSE DER ABLEITUMGEMATRIX

BEHECHNE THTEAVALLMAESIR
O = {A={EW+DEW)#1]} # {X+DX}

#+ DALE(X{JH)
# DOLECX{J1?

# DALEMX(J1)
# DOLECX{J1)
(HLHZ. &1, G2 H1, H2)

DELE(DA(J)]
DOLE(DXA(JI )

DRLE(DX(J1}

= DALEIARYI. Ji) # DBLE(DX(J) )

LL DADD

COMT INUE

Bil. I =
pra, 1y =

COMTIHUE

oo 7o
HI
HZ

Do

I=

LOW . SHGLIHTINY
=LOW (=SHELIHZ)}

i H

= 0. DO
= 0 D3O

8
1F
G

[EFS
Ga
G1

G2

Lot

JE=LL
(R(I1..J1} 294,88, BS
= DALE{-R(TI..JI1}y =
= DRLE{-R{T,.J}) =
TO 54

(H1, HZ, &1, G2 HL H2)

BERECHME IMTERWALLMAESSIG I=-A=B

ROLECBYL.J1 )
POLECEZ.J1)

= DELE{-R({T.J}) = DELE(DIJ. J})

= DOLE{-RETL..Jb) »
LL DaADD

COMTINUE

Ll
izt

1
1)

FO CONTINUE

= LOW ¢
= —LOW

EMELIHLY
{=SRGLIHZY

DOLECDd L. J¥]
(HI HZ, 1 ey M1 He)

BERECHNE [MNTERVALLMAESSIG
D=1 —#H % (A-EWsl}
UMD SCHREIDE DAS ERGERNIE

sXz Rz

112

ilB
120

130

134

140

IEILENWEISE AUF DATEL 24
REWMIMND 24
co o140 I=1.H
Do 130 J=1. N
1IF iJ €3, ¥#) 30 TO 130

HY = 0 0]

IF if Eg Jy HL = 1 DD

HZ = Hi

@1 = DELECEW) « DOLECALT. J3)

CaLL DaADD (H1 H2, Gl Gl HL. HEDY

1 = OCLE(DEW) # QELE(RE I, Jk)

CALL PBADD (HL.H2, Gl 51 Bl HID

Do 120 w=1.H
IF (R{L- K}
g1 = DOLE¢-R(I. K}
g = DBLE{-R{I. K]}
G0 TO 11B
Bl = DOHLFi-R{I,HI) = DELETARIK. J1)
2 = DELE(=-RILI, Ki) = DALETALIH, )
caLL Dalb IHL. B2 G5 63 HYL HE Y

CONT THUE

Bil,J) = oW { SNGLIHL]

112. 120, 111
« DALECALILIH, J)}
+ DOLE(ARLL, JI )

B, J1 = -LOW (—SHELIHZ})
CONT INUE
HI = Q. DO
IF ¢I EAQ HHI HL = 1 OO
HZ = HI

oo L34 KeleN
@1 = DELE{RULLI.KE) ® DBELE4XLAM]

CALL DADD (HY, H2. G1. GL HL B2

2] = DBELECRILI, K1} ® DALECDKLIKY]
CALL, DADD (M1, H2 Cl. Gl HI, H21
COMT TMUE
i1, WK1 = LDOW © SMNELEHIDE
02, KK = -LDW (—SMGLEH2)D
WRITE (241 B
COMT INUE
O 150 I=1.H
¥il, 1) = LI
¥i2. 11 = zail)
cOnNTIRLE ITERIERE [NTERVALLHAESETG
¥ = I &« O # X
p1s EIMSCHLIESSUMG ERREICHT WIAD
CONTINUE
Lom L4k
1F (L .G8T 71 GO TO 7a0

READY = . TRUE

Do 140 I=1.H
Wi = EPS ® (¥I2
¥il,I1 = ¥il, 0y = Wi
Y2, 11 = ¥i2. 1) = Hl +

CONTITHUE

y 1= I
- FACTUOR #

ApSevil, 10t = MINPDS
FACTOR = ABS(¥i2: [

y o« MINPODS

REWIHD 24

0o 213 [=L.H
REaAD 1741 B
EW1 = ¥i1,KED
EWwe = Y12, ER]
yil, KKy = 0
¥i2. KRt = 0
M1 = 0 D3
H2 = 0 DO
R 200 J=leM

IF 4R4f.Jb) 170,200, 180




170

150

L70
200

210

213

31 = DBLEIR(I,J)V = DOLECY(J. J1)
G2 = DALEACT.J1) = DOLECY{L.Jd1)
0 T4 1%w0
2] = DELECAROL.J1) # DELECY L. J1)
g2 = DPILEGROL,J¥Y = DILECYLZ, Jh)
CALL BARD IHL. ~2, G1, G H1, Ha?
CONTIMUE
Call DADD (HY M2, DELE(RY L, WE)}. DOLEIDCD. WK1 b H1, H2)
IF (DABS(H1) BT MifFsAL 0OR. DADSO(HZY, T MEREAL) GO T0 700
Drl.KeY = LIOw @ SMNGLIHTR
Gra, Ky = —LU0W [-SHELIHER
Yil, KAY = EWI
Wig. K = EW2
HI = © DO
HZ = O Do
DO 210 J=1.N
CALL DRULAE (Bif.JF Bl J)a YOl J) Wig, J¥, G, G2
CALL DADD 1HL.H2, G, G2 H1 HE

CONTINUE

CALL DADD (HY. HZ. DILE(ZEID0), DOLEIZZIIIN.HI T

TF (DABS(HIY BT MEREAL . OR  DARS(HZ) QT MYAREF 1 &0 TO 700
TFiM1, LE DOALE(¥ (1, 1)1 OR HIZ CE DBLEIYIZ, 111} LWEADY= FALSE

i1, Iy = LOH ¢ SMHGLIHLIE
Y2, [1 = —LOW (-SMELIHZII)
COMTINUE
1F (. MOT. REaADYl &3 TO L35
DAS ERGEBHIS 15T X + DX + %
AIHK] = EW
DriWiy = DEW
oo 240 I[=1.H
Gl = DX
CALL DADD {DSLECY(L, D), DBLEIYIZ2 TGl G HL HZY
@l = ¥i01)

¢

CalLL DADD {HL, H2, GLl, 51, Xi(1y, X20T0}

o WORSICHT 92 DELE®T DEM GLEICHEW SPEICHERPLATI WIE ¥

240

£3 Cr
L= (]

10

230

CONTINVE
El = £11KEK}
EZ = (KM}
il (KK1 = XHH
X2 KK = XHA
CaLL OVERFLUIDY
IF (I ,£Q, 2) &0 TO 770
ERR = 3. 00
F0 1O F00
FEHLERAUSGANG

ERR = 2. D0
E1 = ERR
E2 = -ERR
po w10 I=1.H

E1(]) = ERA

i2iry = —EAR

COMT [HUE
MOAMALER AUSGANG
AR{1:.,E1 = L
RiZi1l = LL
RETURHN
EMD

SUBROUTINE LUDES (M. &, INTH
DIMENSION ACM. N1, INTIM)

Do 10 I=1.N
INTILY = [
10 CONTIHUE

Ml = H-1

D0 &7 J=1: N1
JJom
J1 o= Je]
po 20 I=J 1. N

IF (aBscadl.J1y QT ABBIACLML FIYE g0

=0 CONT INUE
IF [JJ  Ed. Jy @0 TO 35
DO 30 K=l N
TE o= oacL R
Alddi®wY = AlJ, WY
AL, KY = X
jelu] CONT INUE
o= INTOL
IMTEAS) = INTOJ
INTIJY = K

a5 pg 50 I=Jl. M
Al Jd) = ALY 5 AL D
00 40 W=J1. N
AL Ky = AL KY = ALL.J)
a0 COMTIHNUE
=14 CONTTHUE
60 COMTIHNUE
RETURHN
END

#* AL R




1]
=0

20

40

SURAOUT IHE LUVELM (M. A B X INTI
DIMEMSION ACH M1 BON) ROMY TNTIND

oa 5 I=l.N
[T = IMTIT)
ey = PeIL)
CONTINUE

PO 20 I=2.N
11 = I-1
La 10 wela 11
cfI) = X0l — ALT.KH) = X(K)
CONTINUE
CONTIMUE
LOM) =AMy /4 oalb D
Do 40 Il=a2/ M
1 = H-TI+1
11 = [+1
oa 30 K=Th. M
A0y = XAT) = ALILAL = X(F
COMT INUE
Xilh o= E4TY 4 ADILTD
COMTINUE
RETURH
EHD

SURROUTIME MaT IRV 1A, MWW
DIMENS 10N MO MY WM
[MTEGER Wit
oO 10 i=L. M
Wl li=1
0 CONTIMUE

Do B Je=l. M
IF tJ Ea M) GO TO 40
[=d
Jl=J+1
pO 20 K=Ji. N

IF (asSiale, J1r 3T AEStALT. . JY1E I=H

20 COMTINUE
IF {1 .EQ. 1 GO TO 40
oo 30 w=1.H
LELTRV N
AlJ KRI=ALT. KD
all, Ki=x
30 CONT INUE
E=wH .01
Wi L =W T T
WE LT i=H

40 ¥ =10/ At J]
DO 50 Ke=l. M
Al KD = ATJ KD = X
50 CONTINUE
AldoJy = &
po 70 I=1.M
{F (I E@ Jr G0 TO 7O
oo &0 K=1.N
{F (K EQ  Jr G0 T3 40
AL, K1 = ACl WY = Aatl. 2}
&0 CONT THUE
AL, Jd) = =ALLJY Al W]
Ta CONT IRUE
g0 COMTINUE

oD 110 H=l N
70 COMNT INUE
JEHR R
1F (J . EQ. K} &0 TO L1
po oD I=4H

o= ALl Jl
AlT, 1 = ACI KD
ALK = X
LGO COMTINUE
Wi LK) = WKIJD
WHEJ) = J
@O0 TR 0
110 CONTINUE

EMWD

# ald. Kl



SUSROUTINGE DHATIN (A, M WIK)
DIMENSION ATH MY, WHIND
DUULLE FRECISION A

IMTEGER Wi

DoUGLE PRECISIOM X
D10 I=1.M
Wi [1=1
1D CONTINRUE

Lg a0 J=1.HN
[F o0 G ®y 20 TO a0
I=u
=+
DO 20 K=Ji.N
1F (ARS(ALK, ) | GT. ABSLACL, Ji1) I=H
=20 CONTINUE
IF (I EG. J) &0 TO 40

DO 30 K=1. N
T=pld. Kb
Al Br=al], Wi
ALTKl=X

3o COMTINUE

L LN RV

WEiJIeWR T

WHAL =K

40 L= 1.0/ Avdhd
0O 50 w=1,H

AL HY = AL K) = ¥ 1

o0 COMTINUE
ald, Jr = ¥
DD 70 I=i.N
IF (1 .EG J4) GO 1O 70
0o &0 K=1.H
IF ¥ EG. J) GO TO &0
ALK = ALK = ACL J) » ALY R

40 CONT INUE
Al Jd) = =Al1.J1 & ALd,
70 COMNTINUE

20 CONTINUE

B0 110 K=Il.M
F0 COMT [ NUE
SRR RS
IF (J EG #®) GO0 TO 110
oo 0D I=1. M

o= AL
AT, JY = ATT KD
AT HY = X%
100 COMT IHUE
HWHEAKL = W
WHiJY = O

GO Td ¥
113 CONTIMUE
END

TaTEST ALY LOW/REY

1 . ROAL FULCTION LOW(X]

2 £i1)  AXAS

¥ Lite® LA AZervIrdll

Ll JI0 A IULL

5 JPADeF e X1

& F¥%  ade(02018002333211
T o Zexld

8 MULL LMA A2(08072003237901)
9 o Fexll

10 Ena

PRT TEST.OLDWAASM




NESTESTIL11.OL2W/ASY
. DOWELE PRECISION FJNCTLON DLOWLX]
anayile PRECISION &

i

F

3

o ¥031)

E FACTGR
]

k) HINFOS
2

& LER
10 dLOWe
11
12

13
14

15 MULL
14

17

PRT TEST.ADDSALH

AERY

+ g220182000300
* ANR2332230237E
* anongweanonang
* 2

oL Adawded 11

JI A NULL

JP ANe2aX 1

oF M\ ADWFACTOR

J grill

DLN AQsHINPOS

J 2a%11

END

T eTESTOL . ADDAASY

? 0T}

3 a1LPOS
a FAZIRI
H FACTARZ
-] $01

T ACD=

[:]

15 nz

20 Mo

L] Hl2

37 LI
18 R20
19
LR

23T TEST.MUL 17458

AERS

LA
LA
L&
FA
JZ
7
FM

LNA

JN
JP
FM
LA
LA
54
LA
Fi
JI
JP
J2
JP
JE
JH
FH
54

LA
L

A
L

CHO

IDITUAIITCONT
J20147333023311
CROBTIITTIT TN

A2a*de X1l
Aaawdypell
BOs A2

K704 AG
Ads 2
A4 ]
AOWFACTRIY
Hid
ADsMINFOS
ML
ATa%42

A 81O

A0 FACTR2
AZsrlaXl11
ARinZskll
ADewdpxll
Al AZ

AT+ AN
ADs™E2
AQaml2Y
W2y P20
AZosel

A ¥2D
AaaM20
AOsFACTR?
Adea5,X01
Texld
AD«MINFOS
ADpe5e X110
Texll
AO«FACTRI
Adsefaxl]
Texll




JT+TEST (1) MUL TAA5Y

1

2 PO Y
3 s{1)
L] ML §e
&

T

]

L

(K]

Il
12

13
14

15 L
14

17

148 L]
19
20
21 M1
22
23 HZ
24
2%

PRT TEST.OAODFAGH

5 R
LERY
L&
LA
Ju
F
Fi
J
Fa
(]
ST
JP
F=
ST
Jy
F
s
54
d
LHA
J
LA
J
END

4

- SUSROUTIME MULL thscleBdeCleC21

= [Hlsi21]

Adredaall

A2eAD

s tely

ADs*]lsall
A2ewdanll

LS ]

Aamdypn|l
EZy*inxll]

L B

Adete2

A2 (02214270002211
A2eMZ

A2uhe2

A  (OZ01eC2020001 )
Aded2p511

A2 o mdpxll

Gral

Al (320050000000 0%
M3

A2: (3232000000200)
LE]

HTTESTAI .DADD AS"

B R e (A D i 3 A S g R e

-
Rl

L
B T e - TR

Y]
=

e B |
b = 3O

bk 1y
Ll

ol L b
18 —a OF wm

L
R = ]

e B o E g T
N RV

e
3 .a@

LU T
a i Rl

o
o um

am O n A e
CRRL . N

L

-
- E

£020
WIKFOS

FACIR]
FACTRY

s01h
oanDe

K2

n3

L B

LR

- s F @

*

oL
oL
oL
OFa
JI
JP
16

TF&AN
QLN

UFak
GLN
TE

THE

OF e

o
JP
LN

M
JP
TG

OF &N
OLN

OF an
OLK
TE

TNE

nEw

pll
ol
0%
aJL
OF &
47
JF
JI
JFP
<+
J7T
Th

2950442002000
i

1233145003992
D133 332927901
Q2CCDTTTITITINT
WFTTITTITNTIT NS

AZpadadll
AdpwZerll
A A2
AdeAE
Adpm32

AT M3
AZrAS

L RL ]

A2 AD
W2cA2

il
hagh

L1 dg
LEIT ]

5+ 3

h2ahn

10
AN+FACTRI
4140

A2cAn
A3HWEO
AT NPODS
®ia

A2wte2
AG ® D
LR ¥
AL ]
AZ0AD
AP el
L]

EL N ]
AdaAy
LheAY
53

A2 &N
L=
LMaFACTR2

EFewluill
Aaelidll
LR L
A A2
Afled
4412
AdeM1 S
42,423
AdLT+

LE R ]
LN |

L2 AN

100

o SUERDuTINE (ALO s AP rEL DL ALFCLOV e LUF B

[ELO<CUP} =

BELETNSFE PNSQOT
KLEINSTE saHL >
GROESETE JwHl <
a2 i
Al
AD I A2 & da
IF 40 =

IF 40 > 0 GO TO

IF A& > &

Lt

THEW A2 = AD -

ELSE wn ¢

i

=

=
'

IF a3 =/= A5 GF

THEN a0 12 4D =
GO T3 %10

[F Afsag ¢ 0

CALOw e &P ] &

wE leHL

L

e

m3

L7

A7

"
-
i
a
-

FALC1&]

THEM &Y 13 -W]4%0%

GQ TD M10
IF A2 2= 0 AWy

IF A2 > ko
THEN W2 ;= W0 -

ELZE &8 = AQ -
[F aY =2/2 A% 0R

AF + Aha

T 0 RR T2
IF a3 » o O 10

s 3 KNG

ag o1s

da >z O3 GO TQ

Az

hs
ag =757 k9

FacTm2

ol

it

AB £z 0 uo 10

TALOWaBUR]

1o




bb
a7

b
10
La
1
e
Tn
15
TE
7
T8
TR
an
81
az
a3
BS
BS
Eh
ar
E3
8%
0
71
9z
73
ak
95
74
77
kX
79

TRT TEST.OMULLAASN

w12

13

DF&a%
JLA

FEaN
oM
TE
THZ
QF A
05
oA
T6.U

a5

TG

OF AN
oLw

DF &%
oLy
TE

THE

OF &
a%

END

A2edd
A2raAd

Fe3

Ausdld
LOahE
ATrAl

1]

AZwda

47
A1.FACTRD
A0veSsrll
Texll

A2+ A4
azel

A M INPOS
A.25:X11
Trxll

Aqpdl

540

A2 mD
AdaM2

t41

LY ]

At Al
ATaAS

£+ 1

L2 hs

120

AN FALTR]
AdawSenll
Tedtl

THEN 42 Iz A0 - A2

FLSE &8 1= AN - AR
IF &Y =/= AS D3 A2 =/=2 a4

THEN 47 1= 43 = FACTR?
CUP T2 AD
RETuURY

IF A2 = k8B > O
THEN 49 Iz HWINFQS

CUP = AD
AETURN
IF 42 » As

THEM A2 3= AD - A2

ELSE &% iz 47 = a8
IF A3 =/ AS 0T A2 =/ AN

THEN A0 Iz & = FACTR]
CUpP 1z AD
FETURN

WTeTESTH1}.0MULASASY

I = SUBROUTIAE OYULL C(AsBLscBaCLsCRY
2 o DOUELE PRECISION AsoLeB79CLCR
3 [CLACRY 2= & o [PL1OR]
n 112} AXAS
5 FACTOR * Q205143202000
1 + 0993040003991
T MILFOS - Q200040000009
B * Qa0 H0o020239
5 LA

1a oOWmuL 1= 0L Adr#dyxl1

11 ul s A2eAD)

12 JN ADefey

13 OF A Adewfexll

1n DFM A2em2axll

15 o 541

14 oFEn AlDswZax11

17 OF H A2eeleXll

18 I Adanml

e JP ADp sy

20 OFm ADeFACTOR

21 M3 4 A2v™M2

22 JH A2egr?

23 ODF M AZ2:sFACTOR

T4 K] ] ADaewd, 311

25 s AZe5alll

26 Jd Grill

27 M

2B LB ODLM A eMINPOS

aq J LB

o LF oL A2emINPODS

k3 | J ]

i2 Ena

BRAT TEST.OMULR/ASH



NTeTESTLN] O ULRSAGY

« SUBROUTINE DFULR [AL+ARCBLBR+CLALCR)
« DIUELL PRECISION CLeeR

» [CLaL3) = [ALaAR] » (GlL#EART

110l
REL
LR

g=LlLk=

K11
Mmiz

LA
Mlh

n27

n23
KZn

411

H11n

AXRY

RE% g

a5 AbsRLG
FEL Al s i1l
JN AOp k235
FEL AZpelsall
FEL Ahgedyall
JH LLEL IS
OFHM Alg ATl

o LAV

OFH AdsdZ

FEL dbe®s3sX 11
Jh AbheM13

oF K Ahe A2

Jd Mia

OF M LY

(#39 AB a3l
0% AbhraSyrll
oL MG ALG

o TeXll

oL A2e A

FEL Adewlwull
JE AJem102
FEL ABy#Zyxll
JY Ang¥zl

OF ™ Ak

J nz22

aF M Mg

FEL Aben X xll
N AbeMZ]
OFH Ahop k2

J H24

OFM Aba AD

133 AbswieXl]
ns Adse5ail
oL A&y REG

J TeXll

TR LTRSS ]

J MIODL

FEL AfaedeXll
oFH A0shd

JFM hFeaay

£33 Ads#Sexll
a5 Adewapgll
oL K& s RLG

J Takl1l

TH *1.011

o H1L®

FE1 A emliill
OF® Aihy A

orFn A2 Al

s Abgenan11
0% A2ea 50011
at AbaRED

J Texll

FEL Ahendexil

FLL Asewle2ll

72 111

an MIl2

FRT TESTLLGLG/1

OF ¥
JF 4
0%
akh
Jh
FEL
FIL
GF R
OF
0s
DL
P
os
oL

EkU

Ads A2
A&eAD
LLYE NS
Al 35
Aaa™1l1l
AbasRuex]}
ABsed,ill
Kbl
AS+AQ
Ahrh2
AigeSail]
ELER Y
AdgMliz
AbeeSpnil
L RLG
T+E11




Af#TESTA1) . AKADD ,
« SUBFAUTIRE AWATD (AKKU«D]

I

2 « TNTCGER ARKULI&LT)

3 « GOUSLE PRECIZION O

4 1111 ER S

5 ac RES 1

& o1 TES 1

1 oz RES 1

] 61

9 Awadi= LFU L1relanll
17 LAl £3 ]

[ HEERT] Al 31

| TGl L1+%

i? J Ml

(] LIasL A2v2vAl
15 S kzredl
14 354 A2el5

17 0% 42525kl
18 L55C ATidea)
1= 54 LI |

20 Lbel Lia2

21 N Lot

22 g aL AYanl

2% S5A [

EL ] LAasC Ads2aal
25 55C AEy2
28 S& A5d0

2T TE v i AL+ 31

28 J LR

29 LOsC 1z41

39 Jd 51

11 LHA Aladl

52 J54 4252541
™1 54 AZeg?d

AL ] 554 a2.15

s HET AZsd
T4 S A atelil

37 LAsW Al+ ]
LT 2 Akl [P NIES S|
i9 LEIxU [ S|
40 LA AZ2+00A0
L] L] 200

L3 L4 (B ¥

53 554 ke in

na J7 AGpie5
L] JM Ao, 543
LY Al A2 0223230323730
&7 dJ ¢

L} L] 424 (222303270771 370791]
&9 & K2 pDpwdd
579 L& A2s0aAd
51 LA AZrAa

52 AR L2+D1

£ LA TS

sq 554 L5y

5% JZ AHa%+5
34 J0 ki g5+3
57 AMlA A2 (0200030000000 %
548 o L

59 LT A2 v 10RO UDDDDO0D}
&0 34 B2s0rri
&1 JMHis KleM2C
43 La v Ja i
43 LYY APe bl

49 A 12,02

3] LA Ehral

1.3
5%
&R

1
T
e
T3
Ta
T4
Tt
17
18
9
a0
at
az
a1
L
%

20

554
Ji
JH
AYA

LTS
1)
JI
L#
ha
LA
554
JI
JH
LT

AR
SA

[, 1]

Kls 35

(IR T

LUNE L

L2 1203232371309
L X Sy

4F¥ 1203711317172
LR R Y |

Bug3rnll

Elade kD

LPadAd

dap AT

Al

(LR RN

15,5+

A (020000707000
t#2

A2 (022323000200
A2+ 0r=80

HZa




HTeTESTIL)AKINT
SUaAcuTINE
INTESLR AXEUILD

—r e
LTl = R R R e

[T
Y

L Bl
Q dm

Ay P mg
- my

et P Rg B ma P
= O - g W

e
L= R

R R T T R I
[ = B - R ST s

a = o
e

-
-

AT
=R

TR
R —

WA A A WA e
e e

& oo
-1

- e
.

3191
L
AT NT=

®ion

M10s

Hioa

Miin

AAL1D

HEdE
EQu
LR+U
LA+U
LEleXU
LE+u
Nz

4

LA
THE

o

LA

JM

JE
Adr sl
Ak

|

JN

JI

L R
ANA
JM2
LA
LRt
LA

AL KL
A

J

550
JHE
JP
LA
OLSE
05A
LA+U
M5l
AMNA
ANAsU
JH
Thall

LCF
2
JH
A
F1
A

Sk
[,

54
TGeld
LA

JT
JN

Ahaxl

AL INT LaKd Ui AL r AR

[

Al
ADewdenl]
Ae-1

KEaell
Afall=1rma02
NuLL
Adalowdid

H1

L O
Adal-1wan
A2 mM1a5
AfsMll0
L2i-1

Ao (OZOGCOODOOT0O00D0)
M108
AdaML1D
AdaMllo
A2l

A3, [0200007000000)
AZ2e®LI10

A2 eAD

Ae -1
A5,
A5:-1
AT

K100

AJsdu
A3s5+1
A2ade2
A5
AZeAZ
A2ed
Aledn
Al«R1
Alvén
Aled21

Al Me0d
Alr25b
owrFL
Al e A2

A3 HEOD
A2.M102
AFawlpnll
A2e [322100707202021)
AZs®daanll
Gadll

AZev2aal]
AZsAG200002020021 ¢
A2awladll

LEE S5

ARaT

Hu812

AFsl ~laan
Alemalod
A3 M3a0
nz2ol
hSeR1
ASa-1

1]
&7
LY
L
Ta
T
T2

T
15
Th
T
74
%
an
at
Bz
a1
L]

b
BT

B9
F0
91
vz
®1
EL
a5
T4
7
98
¥
120
1o
122
103
108
105
108
107
138
10%
113
111
12

LB

me30

LLE R

HULL

*
AT

-
R&DD

-
n&10

.
ODYFL

S5A
Laylt
SN

La
JH

JM
Fn
A

P
54

54
4P
F
58

Fu
SA

57
57

A
3A

L&
JH
51
54

SMA
57

L
Fa
£ND

45,41

A0
Adel-Zew Al
CXAKT
AFdel-1ea
A Xa MBI
AZen]aidll
AdeMELE
A2e (02010 0273290071)
APFa*Zaill
Ardll

A [O2317TTTTITTTRS
AFwwdpnll
bagll

Aeela Al

LR N
A2,1020180301300711
A2awvlaXl]

H4r4ll

A2 D200 17T ITTA]
Adedivall
BrX1i

#ilsxl1
*2a811
a1l

A2ex]logll
AZe*2rL110
LA B

AF«1020092073270%101)
AZsRL10

#ls¥1lL

AJse2sill

LR AR

Adewledl]
7 X11
Bedll

A dDATTIITTNITIONI
ANehd




Lebhenslauf

Siegfried H. B ump

geboren am 3. Mirz in Weppertal als Sohn des Huhert Ruymp und seiner

Ehefray Elisabeth Rump geb. Ghiselld

Schulbildung 1961 - 1965 Volksschule Kirn
1965 - 1972 Keusprachliches und Natursissenschaftliches

Gymnasium in Kirn

ReiFeprifung im Juni 1972 am Meusprachlichen und Haturwissenschaftlichen

Gymasium in Kirn

Studium der Mathematik an der Universitdt Kaiserslautern vom
Somersemester 1972 bis zum Wintersemasier 1976777

Diplomprifung im Fach Mathematik im Februar 1977

Berufstitiogkeit seil Dezesber 1977 am Institut fir Angewandte Mathematik
der Universitat Karlsruhe

Eheschliefung am B, Juli 1979 mit Angelika, geb. ¥ierl




