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Bericht {ber Berechnungen zum Wellenwiderstand ven Schiffen
auf der elektronischen Rechenanlage G 2 des Max-Planck-

Instituts in GoOttingen

Die im Folgenden beschriebenen Rechnungen wurden im Rahmen
der Arbeiten von Herrn Prof. Dr. ing. G. Weinblum, Hamburg,
im Auftrag und mit der Unterstitzung der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft in der Zeit von Marz 1955 bis Januar 1956 vor-
bereitet und ausgefiihrt. DaB die Arbeiten Uberhaupt erfolg-
reich bewidltigt werden konnten, ist vor allem auch Herrn
Prof. Dr. Biermann, Gottingen, und seinen Mitarbeitern auf
Grund der Grolzlgigkeit bel der Ueberlassung der Rechenan-
lage und der Unterstliitzung bei der Vorbereitung und Durchfiih-
rung der Rechnungen zu verdanken.

Es handelte sich bei diesen Arbeiten in erster Linie um die
Auswertung des sog. ,Michell-Integrals" fir den Wellenwider-
stand schmaler Schiffe. Der Auftrag der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft hatte zum Inhalt die Berechnung gewisser Hilfs-
funktionen, die es gestatten, das Michell-Integral fir eine
bestimmte Klasse von Schiffen zu berechnen.

Wahrend der Vorbereitung dieser Rechnungen ergab sich der
Wunsch nach der Behandlung einer welteren, hiermit im Zusam-
menhang stenenden Aufgabe, namlich der Bestimmung der genauen
Formen der untersuchten Schiffskorper. Da dieses zweite Pro-
blem hinsichtlich der Programmierung weniger Schwierigikeiten
bot, wurde es zeitlich vor dem Hauptproblem in Angriff ge-
nommen. S0 war den Bearbeitern dieses Forschungsauftrages die
Moglichkeit gegeben, sich mit der Technik des Arbeitens an
der G2 vertraut zu machen. Dieses zweite Problem soll im
folgenden I. Abschnitt behandelt werden, sodann im II. Abschnitt
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das Hauptproblem, die Berechnung der Hilfsfunktionen zum Michell-
Integral. In beilden Falien 8711 naher behandelt werden: '

1. Die Herleitung des zugrunde liegenden mathematischen Sachverhalts.
. Die Programmierung und praktische Durchfithrung der Rechnung.

W

. Die Ergebnisse und ihre Verwertung.

£

. Vorschluge zur Verbesserung und Erweiterung des Verfahrens fir
den Pall,; dal ahnliche Rechnungen noccl einmal ausgefithrt werden
sollen. ‘

o > Ot G o —

X A G T e e ST S St A s S T Y Y T YD Ve S st Tt A S A SV W

1. Man geht bei der Behandlung eines Schiffes von der Lunge L = 2-1,

Breite B = 2.b und vrom Tiefgang t, das in einen X-y—z~Koordinaténsy—
Az ’

stem liegend gedacht wird,

zunachst Uber zu neuen Koordinaten E,’q, §, in welchen das Schiff
die halbe Lunge 1, den Tiefgang k¥ = t/1 = 2t/L und die Breite b/1
hat. Alsdann ersetzt man das Schiff durch einen Umstromungskirper,
der beil der Ueberlagerung einer honmngenen Strimung in {nRichtung
und einer von einer Quell-Senken-Verteilung der Intensitat m(%,()
Uber das in der Mittschiffsebene liegende Rechteck

(1)

ausgehenden Potentialstromung entsteht. Wenn dann die Gesamtergie-
bigkeit des Quellsystems gleich O ist

k 1
(2) {{m(%,ﬂdédho,

- ferner Symmetrie beziglich deré ~Aehse besteht
(3} n(%,-§) = m(§,$)



und auBerdem etwa flr < £ nur Quell fiir % < O nur Senken
U - Ei'),

Bl

angenommen werden

m(f,f) 29 fir £> 0
m(£,{) £ 0 fir £<¢0
erhdlt man einen vorderen Staupunkt bei
=1+ 8 (e 7 0),m = 0, =0

Die von diesem Staupunkt senkrecht zur %5Achse ausgehenden
Stromlinien treffen sich wegen (2) wieder in einem hinteren

Staupunkt
o= -1 = ey (47 0), =0, =0

und bilden einen geschlossenen Korper, der wegen (3) symmetrisch
zur . -i-Ebene (Ebene der Schwimmwasserlinie) ist. Der Schiffs-

korper wird dann dargestellt durch eine der beiden spiegelbildli-
£
chen Halften des Umstromungskirpers.
"
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Ferner ist ein sclcher Umstromungskorper stets symmetrisch

zur f -/ -Ebene(llittschiffsebene. SchlieBlich ist der Korper
symmetrisch zur « - -Ebene (Hauptspantebene), falls

m(5,7) = = m(=-,.)
ist (symmetrische Schiffe). In diesem Pall ist e, = €_.

Die Aufgabe, zu gegebenef Quellverteilung den zugehOrigen Um-
stromungskdrper zu berechnen, ist filr den einfachen Fall

m(f, ) = a.: a = const.
bei Inui (A new Theory of Wéve Making Resistance Based on the
exact conditions of the surface of ships) behandelt worden.
Das dort angewandte Verfahren ist in den hier zu beschreibenden
Arbeiten zunachst auf den Fall einer Intensitatsverteilung, die
in E-Richtung konstant, in'f—Richtung beliebig ist, erweitert wor-
den: ‘

m(®, ) =n(:) ,
wobel wegen der Ersetzung gewis.er Integrale Uber % durch Summer!
nach den GauB'schen Quadraturformeln Vorauszusetzeh ist, dall



die Ableitungen von n(§) bis zu genligend hoher Ordnung existie-
ren und so klein sind, dal diese Ersetzung sinnvoll bleibt. Das
ist bel den praktisch interessierenden und bisher behandelten

Fallen, in denen n(f) ein Polynom ist

1
n(§) = ai§i ,

H =

)

selbstverstandlich der Fall.

Das Potential, das der oben beschriebenen Strimung entspricht,

ist im Aufpunkt (x,y%z) (nicht zu verwechseln mit den Koordina-

ten der Fig. auf S. 2)

YESPIPHN A iy S U LT
| T V(=94 (2-6)°

(V = Schiffsgeschwindigkeit, kann hier ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit zu 1 angenommen werden).
Die Stromlinien haben in Jjedem Punkt die Richtung des Vektors

- grad ¢ =—{%%,%%,%%% = {u,v,w}

Wenn also x(s), y(s), z(s) die Parameterdarstellung einer sol-
chen Stromlinie ist, erhalt man diese, indem man folgendes Systen
von Differentialgleichungen 1. Ordnung als Anfangswertaufgabe,

ausgehend von einem beliebigen Punkt der Stromlinie, integriert:

dx(s) _ dy(s) _ dz(s) _
(4) s~ Tz =% g =9

Insbesondere erhalt man den Umstromungskorper, wenn man dieje-
nigen Stromlinien untersucht, die vom vorderen Staupunkt
(1+EO,O,O) ausgehen, welchen man aus der Gleichung

u(1+£O,O,O) = 0
berechnet.

Pir m(£,0) = n(f) wird mit Vv = 1 und mit

R =7 (x-8)°+y°+ (2-k)° R' =3 (=) %4y s (24k)
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Die Integration uber wurde nun unter der Verwendung der GauB'schen
Quadraturformel

ausgeTihrt. IEs wurde die Formel mit 16 Integrationspunkten benutzt
(Absziscen :i und Gewilchve g5 bei Lowan, Bavids u. Levenson, Bull.
Am. Math. Soc. 48, S. 739). Damit wird

_80 Lo s gl ) Xy fz=k _ ztk,
0x i 4ﬂ (X— .)2+y2 Ri Ri )
1 R, = R( .)
. 1 1
30 _ o s g0l 4) 2=k _ ziky
= v =-73 s
ay i 4—75 (X_ni)2+y2 Ri Ri ij- = R'(;j_)
_o0 L L2l
0z - v 4w R, R}

Diese Gguss'schen Quadraturformeln wurden weniger wegen ihrer au-
Berordentlichen Genauigkeit gewdhlt, als deswegen, weil eine solche
Quadraturformel erwinscht war, bei der die Abszissen ;i an den Inter-
vallenden dichter liegen als in der Intervallmitte. Man kann sich
nidmlich die Ersetzung der Integrale in (5) durch endliche Summen
veranschaulichen als eine Lrsetzung der k- ntinuierlichen Quellvertei-
lung m(“, ) = n(°) durch eine An~rdnung von ,Quellstiben" lber das
kechteck (1). Es zeigt sich, daB man nach dieser Ersectzung einen

verniinftigen Schiffskdrper chne Unebenheiten nur dann erhalt, wenn



dort, wo die Stromlinien noch in groBer Nidhe der Quellverteilung
verlaufen, namlich gerade an den Intervallenden, diese (Quellstabe
moglichst dicht angeordnet sind.s

Mit den so berechneten Groflen u, v, w wurde das System von Diffe-
rentialgleichungen (4) nach der Methode von Runge-Kutta ausgewer-
tet. In Vektorschrelbwelse mit 4 = {X,y,zg und w» = {u,v,w} lautet
das Differentialgleichungssysten

d' A
= = (e)

und die Runge-Kutta-Formeln (mit,%i =/%(fi) )
,\f,l ="€O + h/2/%0

/\€2 =/fo +h/2/t:'1,1
%Bm»ﬁo + h w5
@4=QO+1V6W6Q@ﬁ2%W%)

Den so berechneten Puﬂ¢/g4 nimmt man als Anfangspunkt flUr den
nachsten Runge-Kutta-Schritt.

Als Anfangspunkt der Integration konnte nicht der vordere Stau-
punkt selbst gewahlt werden, da dort ja u =v = w = 0 ist. Viel-
mehr wurden als Anfangspunkte gewisse Punkte in der Ebene € = 1
gewahlt. Die Lage dieser Punkte konnte aus der Grole €4 und eini-
gen welteren aus der Gestalt der Quellvertellung m(é,i) folgen-
den GroBen dadurch, dafl man die dreidimensionale Stromung ange-
nahert durch eine zweidimensionale ersetzte, mit hinreichender
Genauligkelt so bestimmt werden, dafl sie tatsidchlich Punkte des
UmstromungskOrpers waren. Geringe Abwelchungen machten sich im
Verlauf der Rechnung schon deshalb nicht weilter bemerkbar, weil

der Abstand der Stromlinien, wie such aus der Fig. auf 8. % er-

kennbar ist, von x = 0 bis x = 1 immer geringer wird. Als Schritt-
welte flUr das Runge-Xutta-Verfahren wurde gewdhlt
h
k . . ! 2
h =—— mit [ | =Yu -i--V2+W‘2 ’
[441 0 o' o "o

wopel die h,,
. . N . . . .
wobel die hk eine gespeicherte Folge von Zahlen bildeten, bei-

splelsweise:

0,005 0,05 0,05 0,05 0,1 0,1 0,1 e
Jewells eine Zahl h, fiur einen vollen Runge-Kutta—Schrittufo——avg4.
Das hat den Vorteil, dall dann die Variable s etwa der Bogenlange

entspricht.
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€y =ty ¥ By T |
/‘N‘-’.
haben die Vektoren Ttll etwa die Lange 1, die Zuwachsvektrren
;WO

i - %, etwa die Linge hy bzw. hk/Z.

2. Das Rechenprogramu wurde in folgender Weise gegliedert:

a) Eine Hauptroutihe (Ldnge ca. 170 llaschinenbefehle), in der
das Runge-Kutta-Verfahren flir das vorliegende Differentialglei-
chungssystem programniert war. Am Anfang dieser Routine wurden
die Anfangswerte Xos Vo0 24 benotigt, die entweder als Anfangs-
werte beim Beginn der ganzen Rechnung oder als Ergebniswerte

X4, Yyr 2, VOm vorherigen Runge-Kutta-Schritt vorhanden waren.
Nach Ausfihrung eines Runge-Kutta-Schrittes begann die Rechnung
(iiber einen Sprungbefehl) wieder am Anfang der Hauptroutine, und
der nachste Runge-Kutta-Schritt konnte ausgefiihrt werden. Die
Rechnung wurde von Hand angehalten, wenn das Verfahren (bei
symmetrischen Schiffen, die bisher nur behandelt wurden) bis

x = 0 gelaufen war.

b) In der Hauptroutine wurden an 4 Stellen die Funktionswerte
u(x,y,z), vix,y,z), w(x,y,z) bendtigt. Diese wurden in einer
Subroutine (Lange: 64 Befehle) Hergestellt. Ueber Sprungbbfehle
ging die Rechnung wahrend eines Runge-Xutta-Schrittes alsc vier-
mal auf diese Subroutine iliber, um dann an deren Ende wieder in
die Hauptroutine zuruckzuspringen.

c) SchliefBlich muBte bei der Bildung von u, v, w in der Subrou-
tine (jeweils 3%2-mal) und bei der Bildung ven [H] = Vu2+V2+w2

in der Hauptroutine die Quadratwurzel gebildet werden. Da das
Wurzelziehen nicht als selbstandiger Befehl in die G 2 eingebaut

ist, muBte es als weitere Subroutine (Lange: 27 Befehle) pro-



grammiert werden, und zwar wurde das bekannte Iterationsverfah-

ren
a . -
nt E—) fir x =YVa

n+1 n

™

It
rof—

M

verwendet.
Der Rechnungsgang ist noch einmal in folgendem Schema darge-

__A\ LM’ P “t"' ‘“M
Ti gixvggq YA

An Rechenzelt wurde fur einen Runge-Kutta-Schritt ca. 9 min.
benovtigt.
Das Verfahren wurde an drei Beisplelen erprobt, namlich fur

folgende Quellverteilungen:

a) n1(§)=o,8§ k = 0,2
b) n,(£) = 0,381(3¢ - 2£2) )

o 23 [k = 0,1
c) ng(%) = 0,89 (4%~ 457)

Der Fall a) wurde bereiss bei Inui in der angegebernen Arbeit
behandelt. Bei a) und b) wurden je 5 Stromlinien, beil c) 4
Stromlinien berechnet; man hat sc einen hinreichenden Ueberblick
Uber die Gestalt des UmstromungskoOrpers. Fur eine Stromlinie
wurden 8 bis 10 Runge-Kutta-Schritte genommen.

Die Genauigkelt der berechneten Werte konnte nicht im einzelnen
untersucht werden. Immerhin ware es moglich, bel einer Wieder-
holung der Rechnung filr andere Quellverteilungen fur die beim
Runge-Kutta-Verfahren erzielte Genaulgkeit einen Anhaltspun:t

zu gewinnen, indem man die Rechnung mit den doppelten Schritt-

weiten wiederholt.

%, Die Ergebnisse werden zur Zeit bearbeitet mit dem Ziel, nach
den berechneten Werten Modelle zu bauen, um die diesen Schiffs-
formen entsprecheriden theoretischen Wellenwiderstandswerte mit
den HMelwerten vergleichen zu kunnen.

Bemerkenswert ist noch eine Tatsache, die bel der Auswertung
der Ergebnisse aufgefallen ist: Bisher sah man als dguivalent
an eine Schiffsform

(6) m o= S(g,’%> = Sq(cj>52(%>

und eine Quellverteilung '




(7) m(%,{) =C—f—(};—s2(i>

Die durchgefiihrten Rechnungen haben gezeigt, daB einer s~lchen
Quellverteilung im allgemeinen ein Schiffskorper von geometrisch
vollig anderer Gestalt ale der durch (6) gerebenen entspricht,
d=f3 aber die fir den Wellenwiderstand in erster Linie bestim-
mende "Spantflichenkurve" fir s(§,§) und fir die tatsachliche Form
des Umstromungskdrpers nahezu ibereinstimmt, so dafl also auch

bei Verwendung von Schiffsmodellen nach (6) eine weitgehende
Gewahr dafur geboten 1st, dal man sinnvelle lessungen des Wel-
lenwiderstandes und Vergleiche mit den theoretischen Werten
vornehmen kann.,

4) Falls das hier beschriebene Verfahren weiter ausgebaut wer-
den sollte, wird man versuchen, allgemeine Quellverteilungeh
m(i,{) stett der speziellen n(f) zugrunde zu legen. In diesemn
Falle miiite man, da andernfalls etwaschon bei m(§,§) = m1(§)m2(§)
mit einfachem mg(é), etwa m2<§) = 15[ die Ausdriicke fir u, v, w
sehr kompliziert und fir die Behandlung suf der elektrenischen
Rechenmaschine ungeeignet wlirden, auch dle Integrale iber §

nach einer Quadraturformel durch Summen ersetzen. In diesem Falle
waral dann allerdings im Verlauf der Reclnung ncoch wesentlich

mehr Wurzeln zu ziehen als bisher. Da das Wurzelziehen auch

scheon bei dem bisherigen Verfahren den groften Teil der Rechen-
zelt beanspruchte, ware zu lUberlegen, wie man das Wurzelziliehen
zeltlich so kurz wie moglich gestalten kann, wobel vor allem die
Moglichkelt gegeben ist, durch geschicktere Wahl des Anfangswertes

fir die Iteration einige Iterationsschritte einzusparen.



II. Berechnung der Hilfsfunktionen fiur das Michell-Integral

1. Plir ein Schiff von der Lange L, der Breite B und dem Tief-

gang T sel mit

x=3% ¥y =37 z = 1¢
durch
(8) m=1(§,0) = x(E)z({)

die (dimersionslose) Gleichung der Schiffsoberflache gegeben.
Der Zusammenhang zur gzgugehorigen Quellverteilung soll wie in

(6) und (7) angenommen werden. Dabei scll also durch
X(§) = % (%) + X _(§)

die Schwimmwasserlinie gegeben sein, worin XS(E) den zum Haupt-
spant symmetrischen und Xa(é) den zum Hauptspant antisymmetri-
schen Bestandteil bedeuten. Z(§) gibt die Form des Hauptspants an.
Die Schiffsgeschwindigkeit V geht in die folgenden Pormeln filr
den Wellenwiderstand durch den Parameter

ein, dabel ist g die Erdbeschleunigung. Bezelchnet man schlieB-
lich mit ¢ die Dichte des Wassers, so wird der Wellenwiderstaa

des durch (8) dargestellten Schiffes

2,2
B(Y,) = §%g E_%_ R+(Xo)
mit BT (y,) = [ oL 20 + 7201 ay
4
(X/xo)2

wobei p(y) =

Yér/y )7 - 1

bedeutet, ferner



1 1 ax_(t)
THY) = J exp(-k{y*/y ) 2()al S ——§?§—81n(x§)d§
@] 0 %
1 1 ax_(§) .
I+(X) = é exp(—kgxz/xo)z(g)d{ é‘——%j?—cos(xg)dg

Bei den Berechnungen wurden folgende Funktionen als
XS(§), Xa(z) und 7z ({) zugrunde gelegt:

Xs(§) =1 - Zanléln n=2, 3, 4, 6.
¢ £

X (%) = Zb,g m=1, %, 5.

z ({) =1 - af

Dann wirdaﬁ )
R (y ) =/ <EO—aE1>2{[2nanMn_1<5)]2+[2mbmmm_1<g>]2}eo(a’)dg,f
O

1
mit By = jifsexp(—kZXZ/Ko)di
0
1 .
M, = { §rein(yf)at
1 .
N, = é'glcos(gg)d%

Um nun zu gegebener Schiffsform in einfacher Weise R+(¥o> zZu

erhalten, ist es erwlnscht, folgende Funktionen zu tabellie-

ren: .
W ?S(k,xo) = gg@(x)EsEtMidex j’s, t =0, 1
_t Lot '\' i’ j = 1, 2’ 3,
!
Minlyy) = {gw(X)ESEtNlNMdX 1, m=0, 2, 4

Diese Funktionen wurden bei dem Arbeiten in GOttingen berech-
net, fir k = 0,1; 0,2 und fir ¥o = 0,5; 1,03 1,53... 15,0.
Das sind fur Jeden der %0 Werte des Geschwindigkeitsparameters

Yo 96 uneigentliche Integrale, insgesamt 2880.

2. Bel der Berechnung der Integrale wurde zunuchst das Inte-

grationsintervall (go,“ﬁ durch ein endliches Intervall er-
setzt,



setzt, indem nur das Integral von Yo bis zu einer endlichen
oberen Grenze . Dberechnet wurde und das Restintegral von . bis -
vernachlissigt wurde. Filir diesen Rest liel sich eine Abschatzung
angeben. Die obere Grenze (" wurde so gewahlt, daB die Vernach-
lassigung des Restintegrals keinen Einflull mehr auf die Genauig-
keit der Ergebnisse hatte.
Um dann die Lange des Integrationsintervalles (XO,T) den Gege-
benheiten der G 2 anzupassen, multe man mit einem geeigneten
festen p

Y= */p
setzen (die G 2 ist eine Maschine mit festem Komma und zul&ssigem

Zahlenvereich /|xf <« %). Dann wird

punE: — y
Tet=—7—J )2 B Byl de ’
Pyg Pyo¥ —\DY,

entsprechendﬁlig. Flir p konnte durchweg die Zahl 0,04 verwendet
werden.
Um den Pol des Integranden bel «{= b)Y, zu beseitigen, geht man

iber zu
2
Z = X — pgo .

Dann wird

2 2
L ~  (z2%+py )
st 2 -2 sTtTiT ]
Py, © 1z +2p¥,

entsprechend ﬂ{i;.

Fir Mi und Ni wurden folgende Rekursionsformeln benutzt:

c i 1 eosY
[ (y) z_—%?’i+%Ni_1 M (y) =-—’—Y——-
(9) ’
c (vy . 8in i, _ sin¥
Ni(x) = va ;Mi‘1 NO(X) ==

Fir EO und E, erhalt man mit W= 7
0



g
(10) g = l=-¢& g o 1= (1+®e™

sowle die Beziehung

NE; =E - ¢ ,

die zur Kontrolle verwendet wurde.

Fiir kleine ~» erhalt man durch (10) Ausdriicke, welche nahezu %z

sind, so daB bei der Berechnung einige Stellen verloren gehen
wiirden. Daher muB man fir kleine ~ bei EO und E1 auf die aus (107
sich ergebenden Reihenentwicklungen zurickgreifen:

, P

oo n —&

F‘ = —
[ B =2 0 T

(11)

0" e

=
it
o ™3

Als Quadraturformel zur Berechnung der Integrale wurde eine
Kombination der Simpsonschen Formel und der "3/8-Regel" gewihlt,
die bei einem langen Intervall fir die Intervallmitte eine Folge

von gleichen Gewichten ergibt:

X
h
£ f(x)dx = 5r [8fo+31f1+20f2+25f3+24(f4+f5+...+fN_4)+
O
+25fN_3+2OfN_2+31fN_1+8fN]

Bel der Wahl der Schrittweite bel der Anwendung dieser Quadratur-
formel war zu beriicksichtigen, daB bereits berechnete Werte fiir
die Funktionen Mi und fiir
2 2
1 (z“+p¥q) g2
o)

von seinerzeit in Amerika auf IBM-Maschinen (Typ 604) in &hnlicher
Weise durchgefiihrten Rechnungen fiir die Parameterwerte s, t = 0; 4
vorlagen. Damals war die Integrationsvariable z = z/ff, und die
Schrittweite in z war h = 0,05. Um diese Werte zu Vergleichen her-
anziehen zu konnen, war es zweckméBig, Jetzt als Schrittweite in
z h =+ph=0,2:0,05 = 0,01 zu wihlen. Im Laufe der Rechnung



zeigte es sich, daB es fur griBere Werte von Xc méglich war, mit

dem doppelten oder 1 1/2-fachen dieser Schrittweite zu rechnen.

Die Genauigkeit der Rechnung sollte so weit gehen, daBl 6 Stellen

der Ergebnisse richtig waren. Daraufhin wurde die Wahl der Schritt-
welte bei den Quadraturformeln und die Wahl der oberen Integrations-
gregze P abgestellt (in jedem Fall wurde eine Genauigkeit von

10

9 bis 10 Stellen genau berechnet wurden, so daf3 der auf diese Weise

% gefordert), wahrend die Hilfsfunktionen jeweils auf

entstehende Fehler vernachlassigt werden konnte.

Die Funktionen Mi und Ni wurden folgendermallen hergestellt: Zu-
nachst wurden siny und cosyY durch das Anfangsstick ilhrer Rei-
henentwicklung berechnet, nachdem unter Ausnutzung der Periodizi-
tat und der Funktionalgleichungen der trigonometrischen Funktio-
nen Y auf den Bereich (0,n/4) reduziert war. Eine Kontrolle
dieser Werte flr siny und cos y war moglich, indem man

40 pildete. Palls diese Zahl gréBer als

(sin25 + cos2X - 1)-2
8 wurde und daher eine Bereichslberschreitung eintrat, wuBte man,
daB siny und cosy nicht auf ca. 37 Dualstellen, wie es durch die
Reihenentwicklung gewahrleistet sein sollte, richtig waren.
Aus siny und cosy wurden dann nach den obigen Rekursionsformeln
(9) die Funktionen Mi und Ni gebildet. Da die Mi bereits gedruckt
vorlagen, war durch Auscdrucken und Vergleichen der Funktionen M2
und M5 eine Kontrolle aller dieser Funktionen mdglich.
Bel der Berechnung von EO und E1 wurden, wie gesagt, flUr kleine
~r die Formeln (10) verwendet, fur groBere N wurde e_ﬁﬁ mittels
Reihenentwicklung gebildet, nachdem zuver unter Ausnutzung der
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion AN auf das Intervall
(0; 0,4) reduziert war. SchlieBlich wurden in einfacher Weise die
Punktionen

(z%+py,)°

f

V22+2pgo
gebildet.
Auf diese Weise erhielt man samtliche Hilfsfunktionen, die zur
Bereitstellung der Integranden von qm?? und ﬂlit notwendig wa-
ren. Da beil den zu elnem GebCuW1n01wk01+spardmeter Yo gehorigen

96 Integralen %MlJ und 1{1 jeweils die gleichen Hilfsfunktionen



auftraten, wurden diese Integrale simultan in folgender Weise
gebildet: u
Es waren 96 Integrale f f (z)dz ~ I gkfn(zk) zu berechnen
(n=1,2, ... 96). ° k=0

(m) _ %

Wenn dann etwa schen die 96 Teilsummen s =X g f (z,)
n k=0 k k

gebildet und in einem Block von Speichern (in diesem Falle
Nr. 1520 bis 1657, oktal numeriert) gespeichert waren, wurden

die zur Stelle z 1 gehorigen Hilfsfunktionen, wie oben beschrie-

+
ben, berechnet, aus diesen durch Multiplikaticn die 96 verschie-

denen Integrandenfunktionen fn(z alsdann wurden diese mit

m+1)’
multipliziert, und es wurde nacheinander

m+13 * Sém> = Sém+1)

~den Gewilchten 8ot

€m+17n (2

gebildet und wieder an der gleichen Stelle gespeichert. Dieser
ProzeB wurde Schritt filr Schritt ausgefihrt fir m = 0, 1, 2,...1-1.
So erhielt man schlieBlich als Ndherung fir die Integrale die Sum-

(M)

nen

An dieser Stelle sei noch einiges Uber die durchgefihrten Kontrol-
len gesagt. Da ja grofles Interesse an der Zuverlassigkeit der be-
rechneten Werte besteht, muBten in Anbetracht der recht hiaufigen
lMaschinenfehler Rechenkontrollen im Programm vorgesehen werdern,
die einen Fehler mOglichst schnell erkennen lieBen. Neben den

schon beschriebenen Kontrollen war die folgende sehr wirksam:

Bevor S£m+1)auS’sém) gebildet wurde, speicherte man in einem
weiteren Block von Speichern (2020 bis 2157) die sém) ein zweil-
tes llal, damit sie auch noch weiterhin verfigbar waren. Dann wurden
die Differenzen sém+1) - sém) gebildet und aufsummiert:
6 96
(m+1) E (m+1) (m)
S s - s =2 g  L.T (= ) .
n=1 B n n=1 m+1 nt"m+

Diese Grofen wurden ausgedruckt, auBerdem wurden ihre zweiten
Differenzen S(m+1) - 2S(m) + S(m"1) gebildet und ausgedruckt.
Der Verlauf dieser zweiten Differenzen lieB sich((auBer am An-
fang des Integrationsintervalles, wo unterschiedliche Gewichte
gm+T
irgendein Fehler unterlief, machte er sich in einem Abweichen

auftraten) durchweg gut iibersehen, und falls iiberhaupt



dieser zweiten Differenzen von ihrem gut Uberschaubaren Verlauf be-

rerkbar. Wenn also beil der Berechnung der s£m+1)

(m)
n

den T (z

aus Sm+1 n( m+1>

ein Fehler gufgetreten war, die s aber noch richtig waren, konn-
b

te man die Rechnung noch einmal an der Stelle beginnen lassen, an

)

’

der, ausgehend allein von dem Wert 2 die Funktionswerte fn(zm+1

geblldet wurden. Pir das in einem solchen Falle notwendige Zurlck-
schireiben der Werte sﬁm) in die Speicher 1520 his 1657 wurde eigens

m = Zpy1 T D
gebildet wurde, so dall dann ohne groBen Zeitverlust die Rechnung =n

ein kleines Unterprogramm aufgestellt, in dem auch z

der zurlckliegenden Stelle wieder beginnen konnte.

Im Ubrigen bestand das fiir diese Rechnung aufgestellte Programm
nur aus einer Hauptroutine von ca. 650 Befehlen, die die Durchfiih-
rung eines Schrittes Sém)——§ gém+1) bewerkstelligte und hach de-
ren Ablauf die Rechnung iiber einen Sprungbefehl wieder an den An-

fang der gleichen Routine zurlickgefithrt wurde, um den Schritt
Sém+1) Sr(lm+2)
Anzahl ven Schritten wurde durch einen mit einem Maschinenschalter

auszuflhren usf. Nach Ausfihrung der notwendigen

von Hand wirksam gemachten Entscheidungsbefehl statt des Sprunges
an den Anfang des Programmes ein gesnnderter Programmtell durchlau-
fen, in dem die Inhalte der Speicher 1520 bis 1657 ausgedruckt wur-
den, alsc die endgiiltigen Summen, die als Naherungen fir die Inte-
grale angesehen wurden. Flr die Richtigkeit hatte man hier einen
weitere Kontrolle: Von den je 96 berechneten Integralen waren 20
schon bei den Berechnungen in Amerika hergestellt worden, sc dal
man auch hier die neuen Werte mit den alten vergleichen konnte.

Die flUr einen Schritt sém)——e sém+1) benotigte Rechenzeit betrug
ca. 70 sec. (von den 650 Befehlen des Programms wurde ein groBe-
rer Teil liber Sprungbefehle mehrere lale durchlaufen). Fir die
Bildung eines Blocks von 96 Integralen wurden 125 bis 200 Sumnma-
tionsschritte bendtigt, je nach dem Wert des Geschwindigkeitspa-

rameters Xo'

3. Die Ergebnisse sind in Tabellen am SchluB des Berichts igefiigt.
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4. Falls eine Wiederholung der hRechnung fir andere Parameter-
werte erforderlich werden sollte, ware zu erwdgen, statt des doch
recht plumpen Verfahrens der Ersetzung der uneigentlichen Integral

durch Summen, das dadurch nahelag, daB die bisherigen Berechnun-

gen in USA ebenfalls nach dieser Methode durchgefihrt wurden, und
bei dem nur durch die Moglichkeit der simultanen Summation, wie
sie oben beschrieben ist, die Rechenzeit auf ein ertragliches

MaB herabgesetzt werden konnte, ein anderes Verfahren zu wahlen.
Man kann namlich die Punktionen ’mfg und L 5t auf Linearkombi-

nationen der Funkticnen

T e s(py x) exp(—=vk 2 )
K, = J SOSipyoX) CXDL-VEX ¥/ ax p=0, 1,2
t % 1x -1 y=0, 1, 2
n=2, 4, 6,
: 2
M, = sin(eyox) exp(-vkx"y ) 4 e, 16
n+1
1 n+1 _f
X X =1
zurtickflihren. Kn und Mn+1 als Funktiornen ¥on Yo geniligen gewohnli-

chen Differentialgleichungen 2. bzw. 3. Ordnung, z.B. fir V% O

dem System

2 2 2 4
_ (n-2 : (n-1)vk M (n+1) "
Kp o= (375 = VE + fop)K + - Loy b
n R gVE n 2y . 4XOVI{ 7 1v2L2
m(n+1) R’& w 3pn
+ -] = )I‘JI' + M,
4K0Vk 4V2k2 n+1 430 T+ 1
" = (n"'1 —Vk - 2 )M, + ( /W(I’l—,1) /.A-Vk /U«B)K
n+1 ?XO ‘%vk n+1 - ZXO /i v SUR /By
3% ] Pk
+ Kn +/M250 Ml’l+1 .

Im Fall M= O entartet dieses System zu einer Differentialglei-

chung 2. Ordnung fir Kn'
Furvs 0, m#¥ O geniligt Mn+1 der Differentialgleichung 3. Ordnung

2
2 2 ] =1
M Mp +/-'—g L

fan}

pel
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und schlieflich ist fir p=v o= 0 Mn+1 = 0, K, = const. und eir’uch
zZzu berechnen.
Diese Differentialgleichungen lassen sich als Anfaengswertaufgatven
ausgehend von Yo = O numerisch auswerten. Zwar liegt bel Yo = O
eine Singularitat der Differentialgleichungen. Da man aber aucl
7 0 3 4] 1"nit 1
die hoheren Ableitungen Kn ’ Mn+1’ Mn+1
man die Integration trotzdem ausfiihren, etwa nach dem Runge-Kutltla-

bei Yo = 0 kennt, kann

Verfahren, indem man an der Stelle Xo = 0 diese Ableitungen
nicht aus der Differentialgleichung berechnet, sondern die be-

kannten Werte nimmt. Die Kn und M fiir verschiedene Werte von

n+1
n héngen aullerdem durch Rekursionsformeln zusammen, so dall man

nur wenige Anfangswertaufgaben numerisch losen mul3.

Hat man erst die Kn und I so erhdlt man Uber gewisse Zwischen-—

n+1?
funktionen die@ﬂig und @li; als Linearkombinationen dieser
1o

k¥ ¥’
(g , § gange Zahlen) sind. Die Anzahl der Summanden in diesen

Funktionen, wobei die Koeffizienten fnoch ®on der Form

Linearkombinationen betrdgt zwischen 3% und 66.

Bei einem Versuch, die Differentialgleichungen nach Runge-Kutta
auszuwerten, war das Verfahren bei den einzelnen Differential-
gleichungen ohne weiteres durchfiihrbar, wahrend das System beil
Yo = O einige Schwierigkeiten machte. Aber auch diese lassen
sich anscheinend durch die Wahl einer genligend kleinen Schritt-

weite Uberwinden.

e o e e e s e o i e . e
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Bel der Durchfihrung dieser Arbeiten hat sich die G 2 dank ihren
sehr flexiblen Befehlscode (Sprungbefehle, Entscheidungsbefehle,
Adressendnderunge) als sehr geeignet fiir die Schnelle Bewalti-
gung solcher umfangreicher Probleme erwiesen. Die durch die Ent-
stehungsgeschichte der Maschine bedingten recht hdufigen Rechen-
fehler machten zwar Schwierigkeiten, die aber nicht uniliberwind-
lich waren und vor denen man sich nach genligender Einarbeiltung
in die Programmierungs- und Arbeitstechnik an der G 2 weitgehend
schiitzen konnte.

Dieser Bericht bedeutet keinen endgiiltigen Abschlull der Arbei-
teri. Binmal sollen die gewonnenen Ergebnisse welter verwertet
werden, zum andern ware es flir den Fall, dafB welitere Rechnungen
notwendig werden, interessant, zu untersuchen, ob sich die bel
beiden beschriebenen Problemkreisen gegebenen Winke flur die
welterfihrende bzw. rationellere Gestaltung der Rechnung verwiri-

lichen lassen.
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Bemerkungen zu den Tabellen

B e e L e T A

Die Anordnung der Werte AW §i(k,y,) und Wii(k,¢,) ist aus

folgzendem Schema zu ersehen:

<0
kK = 0.1 K = 0,2
P \\,. > s S ,\ (‘,»
S!t =
o 0 o1l 11 oo o1 11
11
1 2
13 v
;%55 .
i, =_22
) b 2 3 s g vt R \,}&g%

25
-3 3

35

55 :

"0 o i

i,m =- 0 4 *3204

22

2 4
4 4

Zine Reihe von Werten fehlt noch in diesen Tabellen, Diese Ver-
te sind zwar berechnel worden, es wurden aber nachtriglich Re-~
chenfehler festgestellt, so dass eine nochmalige Rechnung er-

o)

orderlich ist, ehe die Tabellen vervollsténdigt werden konnen,
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