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1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit handelt es sich um eine Analyse des Beluftungsverlaufs auf dem
Tragfliigel, wie z.B. des Beliiftungsbeginns und der Beliiftungserscheinungen hinsicht-

lich der Dicke und Lénge.

Es ist ein Unterdruckfeld im Spitzenwirbel nétig zur Luftansaugung. In dieser Arbeit wird
eine Bedingung fiir den Beliiftungsbeginn unter Beriicksichtigung der Wasseroberflichen-
bedingung eingefiihrt, dabei wird ein Ansatz des Kernradius des Spitzenwirbels bei tur-
bulenter Stromung angewendet.

Die Beliftungsschicht wird in 2-dimensionaler Betrachtungsweise mit der auf dem Singu-
laritatenverfahren basierenden linearisierten Profiltheorie analysiert unter Berticksichti-
gung der linearisierten Wasseroberflachenbedingung. Die Singularititen lassen sich durch
[terationsverfahren bestimmen. Fiir die Beltiftung ist eine offene Modellschicht ohne Zu-
sammenfallstrecke geeignet. Die Dicke der Beliiftung unterliegt keiner SchlieBungsbedin-

gung.
Bei der nicht an der Profilvorderkante beginnenden Beliftung wird eine Lésungsme-
thode angegeben, bei der die zusitzliche Quellenbelegung in zwei Bereiche aufgeteilt
wird und unter Bertcksichtigung der gegenseitigen Wechselwirkung die Quellenbelegun-
gen bestimmt werden.

Die Beliftungsausdehnung wird durch die freie Wasseroberfliche trotz hoher Froudezah-
len in hohem Mafle beeinfluflit : Mit abnehmender Tauchtiefe wird die Beliftungsdicke
vergrofert und die Beliiftungslange kleiner.

Unter Einflufl der freien Wasseroberfliche verliert die Nishiyama-Bedingung ithre Bedeu-
tung. In dieser Arbeit werden die Resultate fiir eine nichtlinearisierte Theorie von A.E.
Green benutzt. Dabei kommt es zu der grofieren Beliiftungsdicke als bei der Nishiyama-
Bedingung. Diese Tendenz wird auch durch Ergebnisse am Joukowski-Profil gezeigt.

Der Auftrieb in Abhéngigkeit von Tauchtiefe bei ebener Platte ergibt gute Ubereinstim-
mung mit der nichtlinearisierten Theorie von A.E. Green.

Aus den Ergebnissen der Bedingung fiir den Beliiftungsbeginn erkennt man, dafl die
Beliiftung bei kleiner Tauchtiefe besteht. Wegen des bei der linearisierten Wellentheorie
vorliegenden, zuséitzlichen Bedingung, daf die Beliftungsschicht unter der ungestérten
Wasseroberflache liegen bleibt, werden die Rechnungen fiir die kleinerere Tauchtiefe nicht
mehr durchgefithrt. Um diesen Nachteil zu umgehen, mufl man auf eine nichtlinearisierte
Wellentheorie hinweisen.



2 Einleitung

Im Bereich des Unterwassertragfliigels hat man in den letzten Jahren vielféltige Unter-
suchungen als raumliches Stromungsproblem oder in 2-dimensionaler Betrachtungsweise
durchgefiihrt. Fiir die letzteren sind sowohl die Kavitation als auch der Einflufl der freien
Wasseroberfliche auf dem Profil [1,2,3] behandelt worden. Wenn sich ein Tragfliigel in
der Nahe der freien Wasseroberfliche befindet, kommt unter besonderen Bedingungen
noch die Luftansaugung dazu. Allerdings sind spezifische Untersuchungen tber diese
Luftansaugung bzw. die sich somit ausbildende Beliiftung auf dem Tragfliigel nicht vor-
handen, die man mit den Ergebnissen dieser Arbeit vergleichen kénnte. Hingegen hat
man eine Beliftung auf dem aus der Wasseroberfliche heraustretenden Ruder bzw. auf
dem Wasserski eines Wasserflugzeugs weitgehend behandelt [4,5,6].

Die Beliftung fiithrt zur geringeren Gerduschentwicklung und zum Ausbleiben von Mate-
rialschaden gegeniiber Kavitation, da es nicht zum Zusammenbruch der Luftblase kommt.
AuBerdem kommt es wegen des hohen Luftdrucks gegeniiber dem Dampfdruck in der Re-
gel zur langen Superbeliiftungsschicht, und man erhalt stabile Auftriebskraft auf dem
Tragfligel. Aber die Luftansaugung fithrt zu einer weitgehenden Stérung der Stromung
am Tragfligel und zu unerwiinschten Vibrationen. Dies wirkt negativ auf die Ausnut-
zung der Beliiftung am Tragfliigel. Man unterscheidet dabei die durch Unterdruckfelder
entstehende Beliftung von der kiinstlichen Beltftung, die durch hinreichende duflere
Luftversorgung erzeugt wird. Die letztere, durch die bei einsetzendem Beliiftungsvor-
gang die obige Stérung vermieden wird, fithrt zu praktischen Konsequenzen (vgl. [7]).

Diese Arbeit behandelt die erstere Form der Beliiftung und hat eine Analyse des
Beliftungsverlaufs auf dem Tragfliigel insbesondere des Beliiftungsbeginns und der
Beliiftungserscheinungen in Abhéngigkeit von Tauchtiefe zum Ziel; dabei wird die li-
nearisierte Randbedingung an der Wasseroberflache beriicksichtigt.

Wir haben es also mit zwei voneinander abhangigen Problemen zu tun : Erstens soll auf
die Frage nach dem kritischen Punkt der Luftansaugung eingegangen werden, also von
welcher Bintauchtiefe Luft eingesaugt wird. Fiir die Luftansaugung ist diese Bedingung
erforderlich, da der Druckgradient im Spitzenwirbelbereich unter Beriicksichtung des
Schwerkraftfelds negativ sein soll. Hierfir reicht das Modell der reibungsfreien Stréomung
nicht aus, vielmehr mufl der Z&higkeitseinflufl berticksichtigt werden.

Zweitens werden die Beliiftungserscheinungen untersucht. Die im Spitzenwirbelbereich
bestehende Beliiftung, die eigentlich zur 3-dimensionalen Strémung gehort, fithrt durch
die Verbindung mit der Wasseroberfliche zu einem komplizierten Problem. Daher haben
wir hier vereinfachend ein stationiren, 2-dimensionalen Problem zugrunde gelegt.

In dieser Arbeit wird die Beliuftungserscheinung unter Verwendung der linearisierten
Profiltheorie [8] behandelt, die im Bereich der Kavitation gut entwickelt worden ist. Sie
setzt voraus, daf} es sich um eine reibungsfreie und inkompressible Stromung handelt. Die
Randbedingungen geméf der linearisierten Profiltheorie fithren auf Integralgleichungs-
system zur Bestimmung der Singularitdtenbelegungen, das sich unter Verwendung einer
Variablentransformation sowie der Inversionsformel [9] exakt 6sen 148t. Das Losungsver-
fahren der Integralgleichung fiir ein kavitierendes Profil wurde zuerst von Hanaoka [10]
angegeben.



In dieser Arbeit behandeln wir die an der Profilvorderkante beginnende Beliftung sowie
die nicht an der Vorderkante beginnende Beliftung. Um den Einflul der freien Was-
seroberfliche auf die beliiftete Profile zu behandeln, fithren wir eine Iterationsmethode
ein. Also als (n + 1)-te Naherung sind die von Singularititen des Fliigels induzierten
Geschwindigkeiten zu berechnen, indem dort die (n)-te Naherung, d.h. die von seinem
Wellensystem induzierten Geschwindigkeiten, eingesetzt wird.

Um die Aussage tiber Beliiftungsausdehnung zu liefern, bendtigen wir eine weitere Bedin-
gung. Unter Einfluf} der freien Wasseroberfliche verliert die Nishiyama-Bedingung [11]
thre Bedeutung. In dieser Arbeit werden die Resultate fiir eine nichtlinearisierte Theorie
von A.E. Green benutzt. Hierauf wird im Kapitel 10.3 noch eingegangen. Dabei kommt es
zu der groferen Beliiftungsdicke als bei der Nishiyama-Bedingung. Es scheint folgerichtig,
dafl diese Bedingung sowie die somit ergebenen Resultate mit Hilfe von experimentellen
Ergebnisse ermittelt werden sollen.

3 Das durch Einflufl der freien Wasseroberflache
bedingte Potential der Quelle und des Wirbelfa-
dens

In ebener Stréomung betrachten wir ein méaBig dickes und schwach gewdlbtes Profil der
Lange 2A/ cos §o mit kleinem Anstellwinkel 8. Den Mittelpunkt der Profilsehne wahlen
wir zum Koordinatenursprung und legen die z-Achse parallel zur Anstrémung. Dann
wird das Profil auf die z-Achse von ¢ = —A bis ¢ = A projiziert. Bei y = h liege
die ungestérte Wasseroberfliche (Abb.1(a)). Auf der Saugseite des Profils habe sich eine
Beltftungsschicht auf der ganzen Spannweite ausgebildet, deren Dicke 2n(z) ist. Das
vordere Ende der Beltiftungsschicht sei C'4 und das hintere Schichtsende Cg.

Wir gehen davon aus, dafl das Verhéltnis von Beliftungsdicke zu Beltftungslénge klein
ist. In diesem Fall kann man die Wirkung des beliifteten Profils im Rahmen der Linea-
risierung in einen Dickeneinflufl und einen Skelettlinieneinflufl aufspalten. Die Strémung
um das beliiftete Profil 148t sich daher durch die Singularitdtenbelegungen darstel-
len, wie z.B. eine Wirbelbelegung ~(z) fiir den Druckunterschied zwischen Saug- und
Druckseite am Profil, eine Quellensenkenbelegung ¢(z) fir die Verdrdngungswirkung
der Profildicke und eine zusdtzliche Quellenbelegung g¢,(z) fiir die Verdrdngungswir-
kung der Beliftungsschicht. Bei dem offenen Modell entfillt die Senkenbelegung fiir
die Beliiftungsschicht. Fiir kleinen Anstellwinkel und klein Verhéaltnis von Beliiftungs-
dicke zu Beliftungsldnge lassen sich die zur Erfilllung der Randbedingungen eingefiihrten
Singularitdten anndhernd in der Ebene y = 0 anordnen.

In diesem Kapitel behandeln wir das Potential einer Quelle und eines Wirbelfadens unter
Einflul der freien Wasseroberflache.

Nun bedenken wir die Randbedingungen der freien Wasseroberfliche. An der Grenzflache
im Wasser herrscht praktisch der Atmospharendruck P4; bei Vernachlassigung der Luft-
dichte und der Oberflachenspannung des Wassers. Die letztere ist fiir schnelle Unterwas-
sertragfliigel von geringer Bedeutung. Unter der Voraussetzung der Linearisierung, daf
die durch das Wellensystern der freien Wasseroberfliche sowie durch das beliiftete Pro-



fil induzierten Geschwindigkeiten klein sind gegentiber der Anstrémgeschwindigkeit Uy
und das Verhiltnis von Wellenhéhe zu Wellenldnge klein ist, fiithrt die obige dynamische
Bedingung auf folgende Relation :

0o
Upor +g(Y(z)—h) =0 (y=h) (1
z
Dabei bedeutet ® Stérgeschwindigkeitspotential und Y(z) Hohe der Wasseroberflache

liber dem Profil.

Dazu ist noch eine kinematische Randbedingung nétig, welche besagt, dal die Was-
serfliche Stromflache sein soll. Die Kombination dieser Bedingung und der Gleichung
(1) gestattet im Rahmen der oben vorausgesetzten Linearisierung:

9%P o0
2 [— o—— T =
U, + g 55 0 (y = h) (2)

0 92

Zuerst betrachten wir das durch Einflul der freien Wasseroberfliche bedingte Potential
einer Punkt-Quelle.

Im unbegrenzten Medium ist das Potential der Quelle, deren Starke @) ist, wie folgt :

@8) = % In \/z? + y? (3)

Das obige Potential geniigt nicht der Randbedingung (2), sondern mufl durch zusétzliche
Potentialanteile ergdnzt werden. Dazu geht man zweckméfigerweise zu der Fourierdar-
stellung tber.

e

5 . e cos(Az) X (y > 0) (4)

q)(l) —
@ A

Durch Differentiation nach z und y 148t sich die Ubereinstimmung der beiden Gl. (3)
und (4) {iberzeugen mit den Integralformeln

T B o0 s
ol /0 e "Vsin(Az) dA (y > 0)

y B oo hy
peary Sl ‘/(; e” "V cos(Az) dA (y > 0) (5)

Im Fall der Vernachléssigung des Einflusses der Schwerkraft ¢ = 0 kann die Randbedin-
gung (2) sofort erfiillt werden, indem zu @8) das Potential @g) einer an der ungestdrten
Wasseroberflache gespiegelten, gleichen Senke hinzugefiigt wird :

3® — Q o~ M2h=y) COS()\;E)C_Z)\& (y < 2h) (6)

_5;0

Das Potential ¢¢ = @8) + @g) erzeugt kein Wellensystem, sondern fiihrt zum Spiegel-
ungssystem.



Fiir den von der Schwerkraft abhangigen Anteil (Dg) macht man den bereits der Laplace-

schen Gleichung geniigenden Ansatz:
o dA
CI)S’) = 9—/ F(X) e 29 cog(ha) —= (y < 2h) (7)
27 Jo A

Die noch unbekannte Funktion F'(A) wird aus G1.(2) bestimmt.

29 1

"W = o =

(8)

Eine Lésung der Form ®¢ = @8) +<I>(Q2) +<I’g3) wiirde ein Geschwindigkeitsfeld mit einem
Wellensystem sowohl weit vor als auch weit hinter dem Fliigel ergeben. Es ist noch ein
vierter Potentialanteil notwendig

(I)(C;) = —Q- e—9/Ug (2h~y) oo gU_f (9)
0

zu iiberlagern, der das von ®¢g weit vor dem Fliigel induzierte Feld ausloscht. Dabei
bendtigt man die folgenden, durch die asymptotische Entwicklung der E:-Funktion zu
beweisenden Integralformeln (vgl. [15]):

oo - dA ; : - '
/ e—/\(h:tm)/\ T _ _e_g/Ug(hﬂ:w)_[Ez(gh/Ug:}:zgx/(]g)—{—MT] (10)
o - 0
. * —_ iz dA y - i
Q}Lnolo O o—Mht )mg = Tiwe g/U2(htiz) (11)
oo , dA ;
xﬁinw 0 e-—/\(h:tzz)/\ — — 4 we9/US(htiz) (12)
0

Unter Benutzung der asymptotischen Entwicklung der Ei-Funktion gilt die folgende
Formel :

> !
e”* - Ei(z) = Z nz:z,. (_72_r < arc(z) < 5; ; 2z : komplex). (13)
n=l1

Die gesuchte vollstdndige Losung ist also
0o = 08 + 03 +2f) + oY) (14)

mit den einzelnen Potentialanteilen gemaf Formel (4),(6),(7) und (9).

Auf gleiche Weise ist das durch den Einflufl der freien Wasseroberfliche bedingte Po-
tential eines Wirbelfadens mit der Zirkulation I' zu bestimmen. Fiir die entsprechende
vollstandige Losung wird auf [12] vergewiesen.

or = o) 4+ 0@ 4 0 4 ol (15)

7



Dabei gelten folgende Potentialanteile:

ol = L tan~! L = r e sin(Az) — (y > 0)
. z 21 Jo
o _%— 000 —A(2h-y) sm()\m)% (y < 2h)
ol = gfjg.g. /0 = (2h=y) s1n(/\:c)/1\ /\—dg/\/Ug (y < 2h)
@%4) = T . e 9/Us0h=v) co5 %—a-;— (16)

0

Aus dem Potential ® = &g + ®r ersieht man, dafl sowohl Tauchtiefenverhéltnis h/A als
auch die Froudezahl (Froudesche Tiefenzahl)
Uo
Fp = =2 (17)
Vah

als die die Wasseroberfliche beeinflussenden Parameter von Bedeutung sind.

Wir betrachten einen Grenzfall, ¢ = 0 fir das Potential ®r. Das Potential (I)%z) 1aBt
sich als —I'/2x tan™'{(y — 2h)/z} schreiben, das einem an der ungestérten Wassero-
berfliche gespiegelten Wirbel einer im Umlaufsinn gleichen Zirkulation entspricht. Wie
schon bekannt ist, besteht das Spiegelsystem bei unendlicher Froudezahl aus den gleichen
Wirbeln und gleichen Senken statt Quellen.

Wir betrachten noch einen anderen Grenzfall, g/U? — co. Wenn g¢/UZ — oo ist, gilt
F(A) = —2 in GL(8), und daher geht das Potential in ® = &) — @ iiber. Das
entspricht dem Spiegelsystem bei der Froudezahl 0, das im Gegensatz zu g¢/U3 — 0
aus den entgegengesetzt gleichen Wirbeln aber gleichen Quellen besteht. Dabei wirkt die
Wasseroberflache wie eine feste Wand.

Aus den bereits entwickelten Geschwindigkeitspotentialen ergeben sich die durch den

Einflu} der freien Wasseroberflache bedingten Geschwindigkeitskomponenten.

_ 0%(z,y) _ 09(z,y)
u(‘(va) - T ) ’U($,y) - ay (18)

Dabei sind u(z,y) und v(z,y) die von der Quelle sowie von der Zirkulation des Fligels
und ihres Wellensystems induzierten Geschwindigkeiten.

Durch Einsetzen der G1.(14) mit Integralformel (10) tritt die von der Quelle induzierte
Geschwindigkeit auf

b= o1 2t +y? 21 2% + (2h — y)? “or

0 =z 0 T o Q e~ Rh=y=2) { Bi( o (2h — y — i)



+ir} + iV—SQ— e~ Ry D) L i (bo(2h — y +iz)) + i} — 1 Q - e PP cog g
s

mit der Wellenzahl

g
Vg = ﬁoi (19)

Die obigen von Schwerkraft abhdngigen Anteile lassen sich jeweils mit der komplexen
Schreibung wie folgt darstellen, dabei gibt & den Imaginéarteil an.

Q =z Q z
2m 2?2+ y? 27 2?4 (2h —y)?

Ug =

_{_V_(;T_C_Q_ 3[@‘”0(2h_y_ix){Ei(l/o(2h —y—1iz)) — i }]. (20)

Auf gleiche Weise erhalten wir die anderen Geschwindigkeitskomponenten, dabei gibt ¥
den Reellteil an.
Q y Q 2h - y VO Q —y0(2h Y iz

- Y v _ —y—1ixz) . . o
R i v A R T S R {EBi(vo(2h —y —iz))

%Q— e~ Ch=v D) L i (o (2h — y +12)) 07} — 1o Q -+ e PA Y sin pr
w

L9 v e %oy
2m 2?2 +y? 2w 2? + (2R —y)?

VOQ

+ir} —

L spfemaChov-i) (24 — y — i) — i) 21
+ir} + % e 0 Ch=vHiD) [ Ri(o(2h — y + i) + ix) 4+ o T - eV sin o
L v T 2y

2 2?2 +y? 27 2% 4 (2h — y)?
+——— R[e=h—v=)  Ri(yo(2h — y — iz)) — i7}] (22)

v = ‘% e i v 2‘F7Fx2 n (‘;h —y)2 iz;rr e TN Ei(vo(2h —y — iv))
+im} + iVQLWF— e 0 CAYHR L B2k — y +1z)) + i} — v T e R cos oz
- L L =
2m 2 +y? 2w 2?4 (2h —y)?

+_E S[e=@v=12) { Bi(yo(2h — iz)) — ir}] (23)



4 Einflufl der Wasseroberflichenbedingung auf die
Druckverteilung am Profil

Bevor die Beliiftung behandelt wird, betrachten wir in diesem Kapitel die durch den
Einflu} der freien Wasseroberflache bedingte Abminderung der Zirkulation und Druck-
verteilung am Profil. Fiir das Profil in der Nahe der freien Wasseroberfliche wenden wir
das in Kapitel 3 berechnete Wellensystem an.

Anstelle der bereits behandelten Punkt-Singularitdten beriicksichtigen wir, dafl die Wir-
beldichte v(z) und Quellensenkenverteilung fiir die Profildicke ¢(z) in der Ebene y = 0
auf dem projizierten Profilbereich (—A < z < A;y = 0) angeordnet werden. Dann
erhilt man folgende induzierte Geschwindigkeiten :

ey = L[ A1 M@ - de
q(7/_0)_2W[Aq(£)$—£ QW[A($—£)2+4h2
140] A ;
+2 [ ge) Qe Pohme- O Biauoh — ivofa - ) — im g (24)
—A

_ _oale) 1 q(6)2hmde
vq(x,y——:f:O) = :t—2—+é7r‘/_A (.’13-——5)2+4h2
v A .
— =2 q(&) Rle=Pohmiole= B2 — ivg(x — €)) — in}]dE (25)

P o B W R (S LY.

A
+— v(€) R[e~ o=t @=L Bi(Quoh — dug(z — €)) — im }]dE (26)

T J-A

) I dé 1[4 () (2 —€)de
vp(2,y = 0) = —5— _A7(€)$—§ - 2—7,/_A (z — £)2 + 4h2
A
+l;_0 ) ’)’(6) %[6-—(2uoh—iuo(l‘—f)){Ei(2l/0h — iyo(;v — é)) — ZW}]df (27)

In GL1.(25), (26) bezieht sich das (+)Zeichen auf die Sauseite, das (—)Zeichen auf die
Druckseite des Profils. Im Rahmen der Linearisierung kann der Einflul der freien Wasse-
roberfliche durch Erfiillung von Randbedingungen in der projizierten Profilsehne y = 0
ohne groflen Aufwand behandelt werden.

10



[Miir den Dickenverdrangungseffekt gilt nach der linearisierten Profiltheorie [12]

q(d)  dyg
2 1]0 N dx
NB
= Bo(cot /2 — 2sind) — By (tanﬁ/?—?sinﬁ)—z By sin AY (28)
A=2

mit der trigonometrischen Variable
r=-Acosy (0< 9 <7). (29)

Dabei bedeutet dyq/dz die Ableitung der Dickenlinie nach der Sehnenkoordinate z.
In den Geschwindigkeiten (26) und (27) ist die Belegung ~(£) noch unbekannt. Bei der

Berechnung der Umstrémung eines beliftungsfreien Profils sind folgende Bedingungen
zu berticksichtigen

1) Eine kinematische Stromungsrandbedingung an der Mittellinie des Profils
ii) Die Kuttasche AbfluBbedingung an der Profilhinterkante.

Die kinematische Randbedingung i) besagt, dafl die Mittellinie des Profils Stromlinie sein
muf. Dies fithrt im Rahmen der iiblichen linearisierten Profiltheorie auf die Aussage :

dys v(z,y = 0) )
bo + iz Z U (30)

In G1.(30) setzen wir die voll induzierten Geschwindigkeiten (25), (27) ein. Dabei entféllt
der von der Profildicke induzierte Anteil (+¢/2) der Geschwindigkeit v,, da dessen arith-
metischer Mittelwert verschwindet. Dann gilt :

0s, ol _ 1 /A 2E) _de

dr 1), Us z—¢

A Uo (x—62yah?  2n

1[4 (—&de L [ q(&)  2hde
* /— /—A Uy (x—§)2+4h2

T

¢ A
_2n [T D) e~ Broh=ivele=N{ Bi(2p0h — fvg(x — €)) — in })dE

T J_A -U(.)—
9 A .

+_V_O w §R[e—(2uoh——wo(f—f)){Ei(QVOh — il/o(Il' — é)) — 37{'}](15 (31)
™ —A UO

Die obige Integralgleichung wird wie folgt umgeformt :

dys
= 260 — 2
4 U v —¢ 0 dx

T

1 /A 7(&) d¢
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1 (Y () (z—§)dE 1 [ q6) 2hdé
__/_ +_/_A Uo (z — €)2 1 4h?

mJ_q4 Uo (z— )%+ 4R2
o [* 36 Se~roh=iole=ON Bi(2uoh — ivg(a — &)) — im}]dE
s —~A UO
_?_’_/3 A q_(é)_ R[e~ @oh—ivol@=ON By (Quoh — ivg(x — €)) — 17 }]dE (32)
™ —A UO

Die Integralgleichung 1488t sich iterativ l6sen. Als (n+1)-te Naherung sind die von Singu-
larititen des Fliigels induzierten Geschwindigkeiten zu berechnen, indem dort die (n)-te
N&herung, d.h. die von seinem Wellensystem induzierten Geschwindigkeiten, eingesetzt
wird.

Unter Verwendung der Inversionsformel [9] mit der Kuttaschen Bedingung v(A) = 0
erhdlt man die folgende, iterativ losbare Gleichung.

(71+1 _ A d
Y E) T [A+E + ys
‘/ 25 -
A+x/ o

21/0

A _(n)
v ( ) c\[ ~(2voh~ive (§-Z2 {E'L(ZVoh — ZI/o(f )) — zﬂ}]dz

™ _A U()

A
J2n [T R[e~roh=v0 == By (dpoh — ivg(a — €)) — im }]dE
T A Uo

L [1aE) (€-F)d= Aq(e)  2hde dé
_;/—A Uy (é"‘ ) +4h2+_/—A UO ($_£)2+4h2 ‘J,‘—-é (33)

Wenn sich der Integrand auf der rechten Seite in G1.(33) als Fourierreihe darstellen lafit,

kommt man mit der trigonometrischen Transformation { = —Acosf (0 <8 < ) auf:
N
g4(0) = Zaz cos b (34)
IJ:O

Die folgende Losung fiir ~(+9) ergibt damit:

N
= a&-cotﬁ/?—ZaZsin,m? (35)

u=1

,},(n+1) (19)
Uo

Wenn (1) durch Iteration konvergiert, erhilt man den Cesamtauftrieb durch
den Kutta-Joukowskischen Ansatz. Der Gesamtauftriebsheiwert (Cp) ist darge-
stellt (vgl. [13]) als

_ Lt
-k [ =

12



Aus GL.(36) mit gleicher trigonometrischer Transformation folgt

. N
CL = / (ag - cot §/2 — Z a) sin A\@) sin 6 df
0 A=1
1
= 7 (ag — 541) (37)

Im einfachsten Fall des Profils ohne Skelettlinie im unbegrenzten Medium ergibt sich
Cr = 2méy mit aj = 28 und a] = 0.

Am Fligel wird der Druckbeiwert vorgegeben als

Py — P(x)
= -~ 7 38
CP 159('02 b ( )

der ohne Kavitation oder ohne Beliiftung charakterisiert ist. Wenn die Bernoullische
Gleichung in G1.(38) eingesetzt wird, dann erhalten wir die Druckverteilung am Profil
mit Riegelsfaktor in folgender Form [12]

U
Co = () =1

(1 + ug(z,y = 0)/Us + us(z,y = £0)/Us)?
1+ (dyq/dz)?
Verwendet man +0 in (39), so bezeichnet C, den Druckbeiwert auf der Saugseite; Bei
—0 in (39) erhélt man den Druckbeiwert auf der Druckseite. Man erhélt u, in G1.(39)
gemdf GI1.(24) mit (29) und u, gemaf Gl.(26). Durch deren Einsetzen in (39) ergibt

sich Cp unter Einflufl der freien Wasseroberfliache.

Die durch den Profil erzeugte Wellenform ergibt sich aus GlL.(1)

Y / 14 : . : .
E&m) - Zz S rA ), %i_)g[e_(mh—%(pm{EZ(”oh —tvo(x — €)) — im}]dE

- ﬁ /: 1%) Rle(oh= =N Bi(voh — ivo(w — €)) — in}]dg (40)

5 Kritische Tauchtiefe des Beliiftungsbeginns

Die Luftansaugung kann in folgender Weise verstanden werden [6,14]: Wenn sich ein
Tragflligel nahe an der Wasseroberfliche befindet, kann ein Unterdruckgebiet gegeniiber
dem Atmosphérendruck auf seiner Saugseite bestehen. In einer kleineren, kritischen
Tauchtiefe vermag die Wasserdecke zwischen der Wasseroberfliche und dem Fligel den
herrschenden Druckgradienten nicht mehr aufzufangen; es bildet sich unter dem Einflufl
der Wasseroberflache eine wirbelférmige Strémung in Richtung auf das Unterdruckgebiet
aus, mit der Oberflachenluft in das Unterdruckgebiet im Spitzenwirbelkernbereich ein-
gesaugt wird. Der einsetzende Luftstrom gelangt bis zum vorhandenen Unterdruck- oder
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Kavitationsgebiet auf dem Fliigel. Durch diesen Vorgang bildet sich die Beliiftungsschicht
iber die ganze Spannweite aus.

Dieser Auftrittsvorgang der Beliiftungsschicht ist abhingig von der vorliegenden
Stréomung, auf die Faktoren, wie z.B. Anstromgeschwindigkeit, Profilform, Anstellwinkel
und Tauchtiefe wirken.

Trotz einer zwischen der ersten Luftansaugung und Beliiftung auf der ganzen Spannweite
bestehenden Ubergangsphase wird in dieser Arbeit davon ausgegangen, dafl nach der
Luftansaugung der Fliigel bereits beliiftet ist.

Fiir die kritische Tauchtiefe des Beliiftungsbeginns ist es notwendig, das Unterdruckteld
im Innenbereich eines Spitzenwirbels genauer zu analysieren. Das Strémungsfeld im Be-
reich des Spitzenwirbels vom Tragfliigel ist voll 3-dimensional und in hohem Mafe durch
Viskositat beeinflufit.

Bei groflem Seitenverhéltnis ist es in ausreichender Naherung aber mdéglich, den Einfluf
des gegeniiberliegenden freien Wirbels, des gebundenen Tragfliigelwirbels und der tiber
der freien Wasseroberfliche liegenden Wirbel zu vernachléssigen. Die dabei zugrunde
liegende Vereinfachung ist, daB der komplizierte Aufrollvorgang als vollendet betrachtet
wird.

Wir haben es mit einem einzigen Wirbel in Zylinderkoordinaten zu tun. Mit Verwendung
dieser Naherung zusétzlich ist die durch die freie Wasseroberflache bedingte Veranderung
der Zirkulation zu beriicksichtigen. Die z-Achse des Koordinatensystems falle mit der
Wirbelachse zusammen (Abb.1(b)). Die Richtung der r-Achse verlauft vom Wirbelzen-
trum nach auflen.

Unter der Annahme analog zur Grenzschichttheorie, dafl die Geschwindigkeitsgradienten
in radialer Richtung wesentlich bedeutsamer sind als diejenigen in Axialrichtung, wurde
von Newmann, B.L.[15] das laminare Stromungsfeld im Spitzenwirbelbereich behandelt.
Die fiir das Druckfeld wesentliche Umfangsgeschwindigkeit wird wie folgt angegeben bei
Vernachlassigung des Schwerkraftfelds (vgl. [13])

v = L (1 _ e-TQ/"E’) (41)

T oy

Dabei gibt 7, den stark durch Viskositdt beeinflulten Innenbereich an. Die radiale Im-
pulsgleichung gilt fiir das Strémungsfeld des Spitzenwirbels :

oPr ‘/2 0 r —r2/p2 2 )
3 = o = g (1) (42)

Durch Integration der Gl.(42) ergibt sich naherungsweise das Druckfeld :

Po - P(I T‘) T A _ 3/2
) =921n?2- 2 2 0,6(r/rk(x))
o203 22 g G (43)

Dabei bedeutet I' den Maximalwert in der Fliigelzirkulation {iber die Spannweite.
Gl.(42) und (43) zeigen den Druckgradienten bzw. das Druckfeld am beliebigen Radius
im Wirbelbereich, der sich auf den Kernradius ry bezieht. Der Innenbereich des Spitzen-
wirbels (r < 74) wird {iberwiegend von Zihigkeit beeinflufit. Diese Beeinflussung ist

14



noch wirksam im Bereich (r < 2-r;) und auflerhalb dieses Wertes verschwindet sie fast
vollig.

Fiir Kernradius in turbulenter Strémung ry ist der Ansatz anzunehmen [16].
T‘k(l‘) C

z (Uoz /v)™ 44

Dabei ist v die kinematische Z&higkeit.

C ist eine Konstante in turbulenter Strémung. Es kann aber mit experimentellen Resul-
taten ermittellt werden. Mc Cormick [17] hat fiir einen Reynoldszahlbereich unterhalb
von etwa 10° eine empirische Formel fiir ry angegeben, namlich

re = 2A(0,024 + 0,042C) (45)

Da Untersuchungen zeigen, da die ry-Werte etwas unter den Formel (45) liegen, wurde
die Mc Cormick-Formel unter Beriicksichtigung des Einflusses der Reynoldszahl R, mo-
difiziert [16].

Tk 8 . 105
— = (0,024 4+ 0,042
oA = (0,024 +0,042C) R,

)" (46)

Dabei bezieht sich ry nun auf die Stelle ¢ = 1, wo der Aufrollvorgang des Spitzenwirbels
vollendet ist und der Spitzenwirbel seine volle Form erreicht hat. Diese Stelle soll als
mafgebend fiir den Minimaldruck angesehen werden. Mit Gl.(44) und (46) erhalten wir

ri(z) T \im 8- 10°
= (— 0,048 + 0,084 " 47
A (331) ( ’ +9, CL) ( R, ) ( )
Dabei wird R, = 2AUy/v genommen, n ist bei turbulenter Strémung aus dem Werte-

bereich 0,18 < n < 0,20 zu nehmen.

Fir die Luftansaugung fithren wir die Bedingung ein, dafl der Druckgradient im Spit-
zenwirbelbereich in G1.(42) unter Beriicksichtigung des Schwerkraftfelds an der freien
Wasseroberflache positiv sein soll, da der Druckgradient im Spitzenwirbelbereich von
der Wasseroberfliche nach unten gréfier wird. Also

0P
(—a—— - Qg) > 0 (48)
r r=Y(z)
Siehe hierzu Abb.1(b). Fir die Bestimmung der kritischen Tauchtiefe H nehmen wir die
Bedingung an :
0P )
== — 09 =0 (49)
( or r=Y (z)

Also, die radiale Druckabnahme im Wirbelbereich an der freien Wasseroberflache werde
durch den hydrostatischen Druckanstieg nach unten gerade kompensiert.
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Die Bedingungsgleichung in G1.(49) wird mit G1.(42) und dem Ansatz fiir den Kernradius
(47) umgeformt.

A

v = 06

( r % (1 _ e—-Y(ac)Q/A2.(z/a:l)2"_2(Rn/8~105)2"(0,048+0,084CL)_2)2_U_§(
2rUpA A

Aus G1.(50) und G1.(40) wird der Wert von H/A fiir den Beginn der Beliftung bestimmt.

Alle tibrigen Groflen in diesen Gleichungen sind bekannt.

Es hier sei vermerkt, dal an der der Gl.(50) geniigenden Stelle von x der Druck im
Wirbelkern niedriger als der Atmosphéarendruck sein soll : In G1.(43) setzen wir G1.(47)
ein und bedenken, dafl in der Zustrémung zum Profil auf der y-Achse der Druck F

Py = Py + ogh (51)
herrscht. Dann folgt

Py — P(z,r=y=0) - 2gh
0/2U§ Us

(Cp)r=y=0 =

r o,z

- —1,6(

y R, o 21n2
T NorUgAT Vxy 8- 105

52
(0,048 + 0, 084C )2 (52)

Die Gleichungen werden nachgerechnet fiir eine ebene Platte mit einem elliptischen
Grundrifl : Sein Seitenverhaltnis A = 10 ; § = 0,1047 ; 2A = 0,4m und Uy =
12,86 m/s. Dabei gilt R, = 4,51 - 10°, und wir nehmen hier 0,2 als n. Dann ist

R 04
(8 - 105) = 2,00
Nach einer erweiterten Traglinientheorie [18] gilt fiir einen Fliigel mit dem elliptischen
Grundrif} unter Beriicksichtigung der durch die Wasseroberfliche bedingten Veranderung
der Zirkulation :

T 460 A T 2’/TA60 Tr

RV e T S e PR v

i (= 53
mUpA 7 JAZF4+2 o (53)

Dabei bedeutet (I'/I'g) die Abminderung der Zirkulation gegeniiber derjenige im unbe-
grenzten Medium (in 2-dimensionaler Betrachtungsweise). G1.(53) liefert gute Uberein-
stimmung mit der Resultaten der Tragflichentheorie, auch wenn Seitenverhéaltnisse klein
sind (vgl. [8]); dabel wird die Zirkulationsverteilung lings der Spannweite als elliptisch
angenommen.

Wir rechnen zuerst die Abminderung der Zirkulation mit GI1.(37) fiir verschiedene Tauch-
tiefen bei obigem Fall entsprechender Froude-Zahl :

hJA 1.2 1,1 1,0 0,0 0,8
F, 8,4 8,8 9,2 9,7 10,3
7T, 0,825 | 0,812 |0,798 | 0,781 | 0,761
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Mit diesen Ergebnissen fithren wir Rechnungen der Druckstelle im Wirbelkern z,, wo
der Druck Pa; erreicht, in G1.(52) durch. Die Ergebnisse der Auswertung zeigen sich in
der folgenden Tabelle.

hJA 1,2 1.1 1,0 0,9 0,8
T/(2rU,A) | 0002 0888 0872 0854 0832
o 445 438 430 491 410
048+, 084 Cy, | ,0854 0848 0841 0834 0824
22/ 8,7 19.6 20,5 21,6 398

Mit diesen Ergebnissen fithren wir Rechnungen der Wellenhéhe und des dortigen Druck-
gradienten durch. Die Ergebnisse der Auswertung zeigen sich in der folgenden Tabelle.
Dabei wird der Aufrollanfangspunkt im Spitzenwirbel z;/A = 1,6 (21/A > 1,5) ange-
nommen.

T/, 5,0 7,0 9,0 11,0 [13,0 [150 [17,0 [19,0
h/A Y/A 1,41 | 1,32 1,25 |1,18 |1,12 |1,07 11,03 |-—

=12 3%{2 —¢ |-71,39 |-6,89 |-6,34 |-5,75 |-5,09 | -4,45 |-3,97 | —

e 5,0 7,0 9,0 110 13,0 [150 [17,0 1190
h/A Y/A 1,30 1,22 |1,15 | 1,08 |1,02 10,97 [0,92 | 0,87
=11 2ol g |-6,87 |-6,21 |-545 |-4.49 |-3,83 |-3,09 |-2,66 |-2,62
z )z 5,0 7,0 9,0 110 [13,0 150 [17,0 [19,0
h/A Y/A 120 |1,12 |1,05 |0,98 0,92 087 |08 |0,77
=10 Lol g | 6,18 [-531 |-433 |-3,23 | -2,14 |-140 | -117 |-1,47
z/zy 5,0 7,0 9,0 110 [13,0 [150 [17,0 19,0
h/A Y/A 1,0 |1,00 095 |08 0,83 10,77 10,72 |0,67

=09 LoP _ 4 1-5,25 | -4,05 |-2,70 |-1,22 | 0,04 |0,63 |0,42 |-042

o Or |

Aus der obigen Tabelle ersieht man, dafl der Druckgradient an der freien Wassero-
berfliche mit zunehmendem Abstand vom Profil in der Regel grofler wird, da mit zuneh-
mendem Abstand vom Profil die Hohe des Wasserspiegels kleiner wird. Aber bei kleiner
Tauchtiefe, z.B. bet h/A=1,0 und 0,9 wird der Druckgradient in der Nihe von z/z,=19,0
wieder kleiner. Dies ist versténdlich, weil dort der Wirbel durch den Zahigkeitseinflufy
schwécher wird.

Fiir ein groferes Tauchtiefenverhdltnis als 1,0 tritt die Luftansaugung noch nicht auf.
Durch eine Interpolation erhélt man H/A = 0,93 als kritisches Tauchtiefenverhéltnis.

i z/zy 12,0 13,0 |14,0 15,0 |16,0 |17,0 18,0 [19,0
| h/A Y/A 0,88 086 (083 |0,80 (0,78 0,75 0,73 0,70
I = 0,93 %% —-g{-1,24 | -0,68 |-0,26 |-0,01 | 0,06 |-0,06 |-0,33 |-0,72

Daraus kann man ersehen, daf} eine Stelle in der Néhe von x/z; = 16,0 fir die Luftan-
saugung zur Beliiftung besonders gefdhrdet ist. Es erscheint logisch, davon auszugehen,

daB bei H/A ~ 0,93 bei z = 25,64 die Beliftung erfolgt.

In der Regel, besonders bei hdheren Froudezahlen, die von praktischer Bedeutung fir
den Unterwassertragfliigel sind, ist die kritische Tauchtiefenverhaltnis H/A so klein, da8
sich die Beltiftungsschicht iiber das Profil hinaus erstreckt. Daher gehen wir im folgenden
von Super-Beliiftung aus.
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6 Das Integralgleichungssystem zur Berechnung
der Singularitdtenbelegungen

Wir fihren auf das Koordinatensystem in Abb.1(a) zurlick. Nun betrachten wir ein
beliiftetes Profil. Bei der linearisierten Profiltheorie a3t sich die Beliftungsschicht
als zusitzlicher, in ihrem Innern durch homogenen Atmosphérendruck beherrschter
Stromungskorper erfassen. Diese Verdrangungswirkung der Beliftungsschicht kann man
mathematisch durch eine zusétzliche Quellenbelegung ¢,(z) beschreiben ; dabei gilt fir
die Beliiftungsschicht

dn
gn(z) = 2Us - Ty (54)

Auflerdem ist der Effekt der durch die Beliiftungsschicht verdnderten Druckverteilung
durch eine Modifikation der Wirbeldichte vy(z) darzustellen. Es sei hier bemerkt, daB
eine Aufspaltung von y(z) Term wegen des Auftretens der Wasseroberflichenbedingung
hier keine Vorteile bringen wiirde.

Aufler den von v und ¢ induzierten Geschwindigkeiten (vgl. G1.(24) bis (27)) tritt die
von ¢, induzierten Geschwindigkeit auf. Die zusdtzliche Quellenbelegung g¢,, ist im
Beliiftungsgebiet (Cy <z < Cg; y = 0) als von Null verschieden anzusetzen. C4 braucht
nicht mit der Profilvorderkante zusammenzufallen.

, P Y A d¢ L [9% g, (&) (x — €) dE
uqn(x,y—o) - %LA qﬂ(é)m_g—‘é—;/c/‘ ($—§)2+4h2
Y Up :
+= [ 0a(&) Slem @D Ei(2u0h — vo(w ~ €)) — i }Jd¢ (55)
Ca
_ _ gn() 1 Ce qn(&) 2h d€
vq,,(:c,y—:i:O) = 5 +2_7T/C:A (z — £)? + 4h?
Vo CE ;
=2 [ (& Rl Bi(high — vl — €) i llde (56)
Ca

In den Geschwindigkeiten (26), (27) und (55),(56) sind die Belegungen v(¢) und g,(¢)
noch unbekannt. Zu ihrer Bestimmung dienen zwei Randbedingungen : die eine ist kine-
matisch und die andere dynamisch.

Zunachst mufl die um die Beliiftungszone erweiterte Mittellinie des Profils Stromlinie
sein. Dies fiihrt im Rahmen der tiblichen linearisierten Profiltheorie auf die Aussage :

dys  dn _ <~ v(z,y=0)
—hot =) (57)
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Im obigen Term v(z,y = 0) setzen wir die Geschwindigkeit v gemafl GL.(25), (27), (56)
und Gl.(54) ein, dann:

dys n{(z)

dz Uo

260 — 2

_1/A v(€) d¢ 1/" v() (z—¢€)de
+

7 foa Usz—¢& 7 J_4 Up (x—&)% +4h?
L[l b1t o
T Jo, Us (x—=8)?%+4h? 2m J_, U (z—§)? + 4h?
_n M) Fe=Cror=iolE=N{ Bi(2uoh — ivg(x — €)) — i }]dé
™ —A 0
Cg
L2 @ (¢) R[e~@or=ive@=D{ Bi(poh — ivg(z — €)) — in}]de
™ Ca Uo
A
L2 a(§) Re~Eoh=t0 = Bi(Quoh — ivg(z — £)) — im})dE (58)
s —A UO

Um die Beliftungsform zu beschreiben, miissen wir eine theoretische Modellschicht ver-
wenden. Fiir diese Beliftungsschicht ist das lineare offene Modell [19] ohne Zusammenfall-
strecke geeignet. Die Dicke der Beliftung unterliegt keiner SchlieBungsbedingung. Nach
diesem Modell besteht am Profil eine nahe Belifftungsschicht, in der konstanter Druck
herrscht, und dann eine andere entfernte wie ein offener Kérper wirkende Beliiftungs-
schicht, langs der sich der Druck bis zum Zustrémdruck weit hinter dem Profil erhoht.
Das offene Modell fithrt im Rahmen der Linearisierung auf die Aussage :

(Ce) =0 (59)

Die dynamische Bedingung lautet, daf der Druck im Bereich der Beliiftungszone P =
P4 sein mufB. Wir verwenden die voll linearisierte Bernoulli-Gleichung mit dem Zu-
stromdruck. Dann folgt

2gh u(z, +0) X
(=) = T2 90

In G1.(60) setzen wir die Geschwindigkeit u(z,+0) gemaBl G1.(24),(26) und (55) ein,

dann:

oy = 1&) _1_/ &) 2hdg

Uo ) 4 Us (z—E)2+4h2

+

L [P qu€) d6 1 [OPg(e) (z—¢)de
/ /

T Uo 2—¢ 7)o, Us (z—E)+4h?

A
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1 [4q(&) d6 1 [fq(6) (z—-¢)de
*%LE&% - 7?/_A Uo (z—¢)? +4h?

L [ j{(Jio) R[e~2roh=i0 =) { £i(2u0h — ivg(z — €)) — im}]dé
T J_A

+== 22 Sl b=t (@=O( B (Quoh — dug(x — €)) — im}]dE

+g_lf9_ ,qg_). C\\f[e_(QVOh_WD(z—g)){Ei(QVoh - iVO(l' - 6)) - ”T}]dé
™ —A U()

Fiir die bekannten Ausdriicke werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt ;

_ dys 1 [*q(¢)  2hdt
Jalw) = 260 =27 +;/_A Us (z— 6 +4R7

A
1200 [ 88 -kl Bi(200h — ivo(a — £)) — i) JdE

™ —A UO
o L[4 q() (20" &
(@) = on - ;/_A To (1 (s -¢p +4h2> z—¢
2n [ q(6) Sle~(Poh=0 @=L Ei(2uoh — ivg(z — £)) — im}]|dé
T —A UO

Dann nehmen Integralgleichungen (58) und (61) die folgende Form an ;

1 [ Ay(E) dE qp(a)
__/—A Up z—-¢ - Uo “f6(m)

s

+1/“ 7€) (z—¢)d¢ 3/%%(5) 2 hdg

7). Us (x—§)2—|—4h2_7r c. Uo ($_§)2+4h2;

2 A ;
_2n [T Qe Groh=ivole=O) [ B4 (2uoh — ivo(a — €)) — im}]dE
s —A UO
Cg
_}_Qﬂ ¢n(€) Re@roh=ivole= I Bi(2p0h — ivg(z — €)) — in}]dE
™ Ca UO

L [9Fq,(&) dE A(x)
L = )

s
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A Up (=62 +4R2 =

1 //‘ y(6)  2hdg 1 /CE g(&) (z-&d

T Ca Uo (CC - 5)2 + 4h?
A
+27rﬂ NS (e Cmmh=ivol==0){ Bi(2oh — ivo(w — €)) — i} deé
—A 0
C
+?_7_1:_0_ E q77(€) %[6—(2Uoh—iuo($—5)){E‘i(QVOh — iyo(:]; — f)) - tﬂ}]drs (65)
JC 4 0

Die Gleichungen (64) und (65) stellen ein gekoppeltes Integralgleichungssystem zur Be-
stimmung der beiden Profilbelegungen «(¢) und ¢,(¢) dar.

Die durch ein beliiftetes Profil erzeugte Wellenform ergibt sich aus G1.(1) :

A
A 4 qz(J_i)%‘[e“m-”‘)‘f‘é”{Ez‘(th — ol — ) —em}Jd¢
A
_ W_IZ " jl(j_i) Rle~ ok~ Bi(uoh — ivo(x — €)) — im }]dE
Cg
=L 7l g mtoh-inele-0) g Biyoh — ive(x — €)) — in}]de (66)
A Ca UO

7 Losung fiir das Integralgleichungssystem bei der
an der Vorderkante beginnenden Beliiftung

In diesem Kapitel wird die Super-Beliiftung behandelt, deren Schicht bereits an der
Vorderkante des Tragfliigels beginnt, also C4 = —A ist. Wenn die Schicht an der scharfen
Vorderkante beginnt und sich iiber die ganze Saugseite des Profils erstreckt, kann man ein
Verdrangungseffekt der Profildicke in denen fiir Beliiftungsschicht einbeziehen. Also geht
q(€) in ¢,(€) auf, indem man y, in der Abkiirzung fs fiir eine Profillinie der Druckseite
yss hilt. Dann entfillt der Dickeverdrangungseffekt des Fliigels und fs, definiert anstelle
von fs:

dyés

foo = 280 — 222 (67)
und f, in (63) geht entsprechend iiber in;
fo = om (68)

Um die Integralgleichungen (64) und (65) zu 16sen, verwenden wir aus Literatur [9] die
Inversionsformel. Wenn wir den Term in rechter Seite in G1.(65) gleich g(z) setzen, dann
gilt die Inversionsformel wie folgt

‘In(x) _ 1 [ O _ ﬁ_
- e c+/_A 9(6) VCr —EVATE =

21



Cg
mit c=i[AqAOdé (69)

Die Konstante C, die nach [9] beliebig vorgegeben werden darf, legen wir durch die Be-
dingung fiir das offene Modell ¢,(Cg) = 0 fest. Wir erhalten

z Cg—z (% [ A d
! - V AE+:E /—A V C'Etgf g({)% 70

Die Inversionsformel (70) ist giiltig fiir Integralgleichungen der Art G1.(65).

E~:1:/ A+¢ v

Uo V A+z Cg—¢ UO x~—¢

1 CE—x/CE A+ ¢ +1/A7(5) 2hd=
NV Arz S, e "7 7 ), U (-2 +4R2

2w [1A(5)
™ —A Uo

R~ @roh=i =2 Bi(2uoh — ivo(€ — E)) — in})d=

C
—= D2 e Boh=i0E=ENL Bi(Quoh — ivg(€ — Z)) — in}]d=

1[92 ¢ () (£-2)d= d¢
= Lh(5—5V+4M]r~£ (1)

Die Integralgleichung (71) wird iterativ gelést. Als (n + 1)-te Niherung und als (n)-
te Naherung sind die vom Singularitdtensystem des Fliigels bzw. seines Wellensystems
induzierten Geschwindigkeiten wie folgt zu berechnen

(7(]n+1 CE—.T/ A+§ ,Yn+1
™V A+z Ce—¢ Uy z—-¢
Cp—z [°7 | A+¢ 7(" (=) 2hd=
\/ Ate Co—¢ A € — 52+ 4Rz

9 A _(n) =
__Vg/ gAd )?R{e (2uoh=iv0(€=2) { f23(2p0h — iwg(€ — T)) — i }]d=
™ —A UO

S[e~Broh=0C=EN{ B (Qwoh — ivg(€ — ) — in})dE
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1[92 ¢0(2) (6~2)d= | de \/@-—x
+;/_A Uo G—Zyp+an| z—¢ 7V a5s (72)

Diese Gl. (72) wird in die Integralgleichung (64) eingesetzt. Ist die Naherung q,(,n“)(é)
bestimmt, folgt entsprechend das zugehérige v("*V(£) der gleichen Néherung aus der
folgenden, iterativ zu interpretierenden Gleichung.

1+\/CE—x A+¢

dg
z—¢

1 /” F(€)

/e A UO A+'T CE__£

_ 1[4 4mE) (z—6)de 1 (O 2hde
._—fb‘s(l')+7—r/_A Uo (:c—/f)2+4h2_‘7;/_,; Uo (z — €)%+ 4h?

A _(n) .
_ 0 [T O - Cuoh-in =€) { gi(200h — ivo(z — €)) — in}]de
7w J_a Us

L2 (%240 o
T —A Uo

1 [Cg—z [CF | A+¢ 1 [Ay0(Z)  2hdE
7V A+z /,A Cg—¢ [fp(£)+7?/_A Uo (§£—E)%+4h?

A _(n)y(=
jﬂ/ 1) o= k=il Bi(auoh — ivo(€ — ) — in}]d=

[e—(2uoh—il/0(1'—5)){Ei(zyoh — iI/()(-’E — f)) - Zﬂ-}]dé

™ A UO
2n (97 ¢"(E)

Sle~ (o= C=EN{ Bi(duph — ivo(€ — E)) — i7}]d=

(73)

1 / (E) (E-2)dE | de
—A Uo (6— ) +4h2 .’E—é

In jeder Niherung besteht fiir v("+1)(£) exakt die aus der Kavitationsprofiltheorie [20,21]

bekannte und geschlossen lsbare Integralgleichung; dabei werden die Terme mit (™ ()
und q,(,")(f) als zusétzliche Inhomogenititen aufgefaft und in diese die Ergebnisse der
fritheren Naherung fiir 4 und ¢, namlich 4 und q,(,") eingesetzet. In erster Naherung
fiir v ist hier mit der Lésung bei fehlender Beliiftung und fehlender Wasseroberfliche zu

beginnen.

Zunichst ist Gl.(73) zu losen, um v zu bestimmen. ¢, ergibt sich dann aus Formel
(72). Die in (n)-ter Naherung auftretenden Terme in GL.(72) und G1.(73) bezeichnen wir
abgekirzt als RHS(z) und LHS(z) wie folgt

Cp—z [ [A4¢ 5) 2hd=
RHS(z ,/ 1/
Atz Cp—¢ _A (€ —Z)2 + 4h?




21/0 4 ’)’(n)(E)

™ —A Uo

§R[e—(2uoh—ilfo(€—3)){Ei(zl/oh — (€ — Z)) —in}ld=

Cg = . -
_20 [7F @1 (2) g uohin &) { pi(2gh — ivgl€ ~ ) — in}JdE

d§

+ .

(74)

1 /‘“ #E) (¢-3)d=
T J-4 Uo (£-Z )+4h2

LHS(z) = RHS(z)

L[4 40 (z—-€)de 1 [C5gM(¢)  2hde
L, /

__fgs(:c) + = Uo (z— &)+ 4h? T r A Us (”c —,5)2 4+ 4h2

_2ro A 4(e) e Broh=ivo == Bi(2uoh — tvo(z — £)) — im}]dE

%[e-@uoh—il/o(r"f)){Ez'(21/0h, — 'iVO(.CI? — f)) - lﬂ}]dé (75)

Durch Einsetzen von G1.(76) in G1.(74) erhalten wir

qa(q"“)(ﬂc) CE ~ m/ A4 € A
UO A+$ CE—— x_.

+RHS(z) + oa

; (76)
und G1.(73) erhalt die Form mit G1.(75)

1[4 4H(g) Cg—z A+¢& | dE Cg—z
7/_,4 0o |V TV ATz et | zog = HHS@ Fouy 0 (7D

Der Term LHS(x) kommt aus der kinematischen Bedingung, deren Bereich sich auf
den Profilbereich beschriankt. Dagegen erstreckt sich die Variable ¢ im Integranden von
RHS(z) in der ganzen die dynamische Bedingung erfiillenden Beliftungszone.

Nun besteht darin die erste Aufgabe, diese Glieder fiir den (n)-ten Iterationsschritt zu
I6sen. Die gesuchte Singularitidtenverteilungen v(€) und g,(¢) sind als Sinusreihe und
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Cotangens-Term darzustellen. Dabei lehnen wir uns an dhnliche Formeln der Superkavi-
tationstheorie [21] an.

N
W) o, JeotBf2 + O3tz + 3 CFsin A6 (78)
A=1

, N
(05 0) C St B2 + CI"/cot 072 + > CYsin M’ (79)

A=1

Dabei sind die trigonometrischen Variablen und ihre Bereiche:

E(—A<ELSA) = —Acos? mit 0<8<mn (80)
E(—A<ELSCE) = _A;CE—A-;CECOSQ, mit 0<¥ <nr (81)

Dazu ist hinzuzufiigen, dafl das Marken (') die Transformation im Beliftungbereich be-
deutet. Hier ist es anschaulich, sich das Singularitdtenverhalten auf den Profilbereich zu
beschrénken.

In (n)-ter Naherung mufl man die folgenden Integrale berechnen:

Id) = 1/7T cos A§ db
o 7w Jo (cosf — cosi)?+ 4h?/A?

Jea(9) = 71?/ \/cot9/2( sin 6 df
0

cos § — cos 9)% + 4h? /A2

1 [ sin @ cos 8 df
a2(d) = — \/cot /2 2
Jen(?) 7r/0 cot 6/ (cos@ — cos9)? + 4h?/A? (82)

I sin 8 df
Jas(¥) = — v/
(?) 7r/0 cot §/2 (cos @ — cos )2 + 4h2 [ A2

I [ sin § cos 8 df
Jea(V) = — v/
ta(?) T /(; cot 9/2 (cos @ — cosV)2 + 4h? /A2’

die in Anhang A.l1 mit der Residuenmethode exakt ausgewertet worden sind.

Fir den von Schwerkraft abhangigen Anteil sind die folgenden Integrale zu berechnen,
die numerisch ausgewertet werden kénnen (in Anhang A.2):

]{){2 - 2vpA /7r cos A §R[e—u0(2h-—iA(cos 0—cos¥))
T 0
A{Ei(vo(2h —1A(cos 0 — cosV))) — iw)}]db
](/{ = 2v5A ‘/7r cos A0 S[e—u0(2h—iA(cos 6—cos 9)) |
n 0
A{Et(vo(2h —1A(cos — cosd))) —im)}]|db (33)
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Die Terme, RHS(z) und LH S(z) konnen mit den trigonometrischen Variablen (80);(81)
und Integralformen (82), (83) auf der urspriinglichen Koordinate (z, {) genau ausgewertet
werden. Die ausfithrlichen Berechnungen werden in Anhang B.1 zusammengestellt.

Ist die (n)-te Niherung bereits auswertet worden, behandeln wir als die (n +1)-te Nahe-
rung die Lésung der Integralgleichungen (77) und (76).

Das Lésungsverfahren fiir eine Integralgleichung der Form (77) wurde von Hanaoka [10]
angegeben und spater von Alwardt und Isay [20] bei Teilkavitation und weiterhin von
Gasau [22] bei der an der Profilvorderkante beginnenden Superkavitation aufgebaut.

Wir fithren die Variablentransformation ein, bei der es auf die Stelle des Beliftungsan-
satzes ankommt. Durch die Transformation wird der physikalische Bereich auf einen eine
Inversionsformel verwendenden Bereich abgebildet.

A4tz 1 2A
=5 1 it b= =,/ 84
Cg—x (z+1) i 2VCg—A (84)

Dadurch wird der Profilbereich auf —1 < z < 1 abgebildet. Dem Intervall A <z < Cg
entspricht 1< 2z < 00 .

Dann zeigen einige elementare Rechnungen mit Hilfe der Residuenmethode, dafl die
Integralgleichung (77) in die folgende Form ibergeht

1 b(z+1) O At 1 Yz b(2+ 1) dz'
21+ 0%z +1)? [LHS(Z) + b(z + 1)] Tor /_1 Up 14+b0%(z/ +1)2z— 2z (85)

Die der Kuttaschen Bedingung v = 0 fiir 2 = 1 geniigende Losung lautet bekanntlich
wie (70):

¥(z) 1 1—2/1 142 O At L2+
= LHS .
0o =~ Vi L V=7 g TH9E) 4

14+ 0%z +1)* 4

TRz )iz 2 (86)
Mit den trigonometrischen Variablen z = — cosw, 2z’ = — cos 7 geht (86) in die numerisch
besser auswertbare Form tiber
Y (W) cotw/2 1+ 4b?sintw/2 /’r 2sin®71/2
Uo ~  « 2sin*w/2  Jo 14 4b2sin?7/2
T At .9 dr
: [——FLHS(T)-sm 7/2} _— (87)
2b COST — COSW

Fiir die weitere Auswertung setzen wir den Anteil im Integranden zur Fourieranalyse.

1 T At .9 _ N'\
WTEER [é—b——FLHS(T)-sm 7'/2] = ;:B A, cos ut (88)
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Durch den Grenzwert 7 — 0 in G1.(88) erhalt man die Beziehung:

N

Oar + C(?HS

D A= T (89)
pn=0

Dabei bedeutet C/*FS den Durchschnittswert des Integanden im Glied RH S (in Anhang

B.1).

Damit ergibt sich aus (87) die gesuchte Gesamtwirbelbelegung v(w) in ihrer endgiltigen
Gestalt

: N
Y(w) 14 4b%sin*w/2 _
= A ~ Agcotw/2 90

Us Tein?w/2 Z,ml wsin pw = Ag cotw/ (90)

Fiir die Bestimmung von ¢,(w) verwenden wir G1.(77). Setzen wir dort v geméafl G1.(90)
ein, erhalten wir nach einiger Zwischenrechnung:

i) auf dem Profilbereich

. N ~O

qu(w) 14 4b%sinw/2 -0 cosw — e

St A (—eH® 4, 8w
U 2sin?w/2 Z u(—e cos juw) + Ao 2sin’w/2

p=1

T At
—————+ RHS
+2bsin2w/2 + ()
mit z = —Cosw, 2 — cosw = cosh © (91)

i1) hinter dem Profilbereich

2 4 N =0 -
g,(®) _ 1 + 4b° cosh® @/2 (Z A(—e @ (Z1)hemn®) 4 A e e )

Uy 2 cosh® @/2 ® 2 cosh? /2

pn=1

O At
———+ RHS(®
+Qbsi112(1)/2 * (@)
mit 2z =cosh®, 2+ cosh® = cosh{} (92)

Zur Ausfithrung von y(w), g,(w) bendtigt man die folgenden, nach der Residuenmethode
zu beweisenden Integralformeln :

1 [T cospurdr  sinpw

r Jo cosT—cosw  sinw

1 /7r cos T dt eH® (93)
7 Jo cosT—cosh® =~ sinh®
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l/" cos ut dt _ (—1) e~
7 Jo cosT + cosh) sinh Q

Um die Koeffizienten gemaf (78),(79) zu erhalten, verwenden wir einen Grenzwert fiir
w— 0, 2 — —1in (90). Durch den Grenzwert in der Transformation (84)

4 w? 1 /A Ce+ A
wz(”ﬁ“)( ) = \/A+a: s — A

ergeben sich unmittelbar :

(94)

1 1\/A~x Ce+A
2 T A+z Cg—A

Cg+ A
9!
\/A—i-x\/C’E* (95)

wahrend die in der obigen Gl. auftretende Singularitdt sich mit cot #/2 darstellen 148t
(s. GL.(80) fir 6). Bei Berlicksichtigung der hoheren Ordnung von w erhilt man

1 1,(A-2\°.,//Ce+ A \/ \/CE+A (96)
w8 A+z Cg— A A+z \VCg—A
Wird G1.(96) in den zweiten Anteil von y(w)/Uy gemaB (90) eingesetzt, dann erhilt man
den Koeffzienten von (z + A)~3/4

J(Ces+ A\® Ao
v [ g— B _—
Cﬁl B (CE——A> 2 (97)

(,U‘

sowie den Koeffzienten von (z 4+ A)~Y%. Damit ergibt sich aus dem ersten Anteil von

GL.(90) :

N
cy = gij{A" > A} (98)

Etwas anders gestaltet sich die Belegung g,(w). Fir den Grenzwert w — 0 in der Bezie-
hung 2 — cosw = cosh ©® verwenden wir die Reihenentwicklung der trigonometrischen
Funktionen :

3

Wird G1.(99) in den zweiten Anteil von g,(w)/Us gemaB (91) eingesetzt, dann erhilt man
—(1l-w+ —) (100)
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Auf gleiche Weise erhilt man aus dem ersten Anteil von GL.(91)

5 N
JZAM —2 + pw) (101)
=1

Mit der G1.(96) ergeben sich die Singularitat von (z 4 A)~3/*

J(Ce+ A 3 Ao
an — = — Y 102
o (CE - A) 2 o (102)

und folgt die Singularitit von (z + A)~1/4

con = SFJ“A { Zp A } (103)

Hier sei bemerkt, daB die Singularitat von (z + A)~!/? véllig verschwindet, da ihr Koef-
fizient gemaf der GI1.(100) und (101)

Cg+ A N
V-4 ;A"

und der aus der Wasseroberflichenbedingung auftretenden Singularitdt gemafl (76)

Cg Cg+ A
S v oy =\ [EEAS

pn=0

miteinander ausgleichen. Die letztere Berechnung wird durch Einsetzen von G1.(89) un-
mittelbar bestatigt.

Die Singularitdtenbelegungen ¢, und v sind damit als Losungen des Integralgleichungs-
systems (76) und (77) durch das Iterationsverfahren eindeutig bestimmt. Aber das
Beliftungsende C'g ist noch unbekannt.

Zur Bestimmung der Beliftungsausdehnung, d.h. zur Festlegung von Cpg fiir einen
Beliiftungsbeiwert wird eine weitere Bedingung benéttigt. Hierzu verwendet man die
Nishiyama-Bedingung [11]

n(A) = 26, A (104)

bei offenem Modell. Thr liegt die Vorstellung zugrunde, daB sich ein Schichtmodell zur
symmetrischen Stréomung hinter dem Profil ausbildet.

Die sogenannte Nishiyama-Bedingung wird iiblich im unbegrenzten Medium benutzt.
Soweit die Beliftung auftritt, ist die freie Wasseroberflaiche von Bedeutung, deren Sogef-
fekt bei hoherer Froude-Zahl zu einer vergroflerten Beliftungsdicke fithrt (vgl. [22]), also
ein Schichtmodell bildet sich nicht mehr symmetrische Strémung hinter dem Profil aus.

29



Zur Bestimmung der Beliiftungsausdehnung wird an Stelle von Nishiyama-Bedingung
die folgende Bedingung eingefiihrt.

n(A) = K- (26 A) (105)

Dabei wird hier die Konstante, & aus den Resultaten fiir eine nichtlinearisierte Theorie
von A.E. Green genommen.

Aus der Gl.(54) folgt unmittelbar fiir die Dicke der Beliftungsschicht an der Profilhin-
terkante

4 Uo

Um das Singularitdtenverhalten an der Vorderkante zu umgehen, wenden wir die Trans-
formation(84) an. Damit gilt im Profilbereich :

2 sin® 7/2 sin T dr

4 =4Ce+ AV Tt 2

(107)

Mit 2(Cr + A)b* = A(Cg+ A)/(Cg — A) erhalten wir fiir die Dicke an der Hinterkante:

2n(A) CE+A/" sin T O AL . 9
— =44 = — + RHS(7)-2 2
A ° = Co-AJ), (tavsmirae Lo * (7) - 2sin"7/

al cosT — e ®
+(1 + 4b%sin" 7/2) Z Ay (=™ — cos ur) + Ag—mg—m— | | dr  (108)
e 2sin” 7/2

Der Integral 148t sich numerisch mit Cubic-Spline ohne Schwierigkeit berechnen. Fiir
7 — 0 wird der Integrand des Ay zugehodrigen Terms unbestimmt. Fir die Berechnungen
verwenden wir den Grenzwert 7 — 0.

g cosT — e ®
I =1 A t7/2 dr = 2A
T‘i%/o T et T/ °

8 Losung fiir das Integralgleichungssystem bei der
nicht an der Vorderkante beginnenden Beliiftung

Bei der nicht an der Profilvorderkante beginnenden Beliiftung C4 > —A konnen wir das
Integralgleichungssystem (64) und (65) zur Berechnung der Belegungen heranziehen. Wie
bei der an der Profilvorderkante beginnenden Beliiftung sind die Integralgleichungen (64)
und (65) iterativ zu lésen. Als frithere Naherung sind die vom Wellensystem des Fliigels
induzierten Geschwindigkeiten zu nehmen.

Bei den Profile mit einer runden Vorderkante erscheint die Beliiftung offenbar hinter der
Profilvorderkante zu erfolgen. Wendet man dort die Beliiftungsprofiltheorie fiir Cy = — A
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dennoch an, ergeben sich fiir diesen Fall unrealistische, negative Schichtdicken, wie in
der Literatur [21] gezeigt wurde. Es zeigt sich also, dafl diese Theorie nur auf Beltuftungs-
schichten anzuwenden ist, die an der Profilvorderkante erfolgen.

Hingegen wird die Theorie fir C4 > —A mit der Bedingung eines Verschwindens der
Quellenbelegung bei C4 und C'y entwickelt. Dies kann nur fiir Schichten gefordert werden,
die hinter der Profilvorderkante erfolgen.

Wenn die Beliiftung nicht an der Vorderkante beginnt, tritt jedoch eine mathematische
Schwierigkeit auf, da keiner der beiden Definitionsbereiche von ¢, und + den andern
ganz einschliefit. Deswegen werden die Quellenbelegungen in zwei Bereiche autgeteilt wie
bei der Modellierung fiir Totwasserstrdmung von Marzi [23]. Dabei wurde der Dicken-
einflufl der Blase mit einer im Profilbereich angeordneten Quellverteilung und einer sich
hinter dem Fliigel befindenden einfachen Senkenmodell dargestellt, da der Totwasser-
druck nur auf dem Profilbereich hinter der Abldsestelle vorgegeben wird.

In dieser Arbeit werden dagegen auf dem Profilbereich sowie hinter dem Profilbereich
zwei Quellenbelegungen ¢,(z) und §,(z) angeordnet. Also,

Quellen : g(z) € [Ca, Al
Quellen : In(z) € [A, Cg] (109)
Wirbel : v(z) € [—A, 4]

Diesem Losungsweg liegt zugrunde, dafl durch Erfillung der exakten Randbegingung
auf beiden Bereichen die Quellenbelegungen bestimmt werden kénnen unter Beriicksich-
tigung der von gegenseitiger Belegung induzierten Geschwindigkeit in beiden Bereichen.

Bei der Aufspaltung der Quellenbelegungen gehen wir von der Voraussetzung aus, daf}
als eine Ubergangsbedingung

g(A) =0 ; ¢(A) =0 (110)

gelten miissen.
Nun erfolgt die Bedingung fiir ein fiir Beliiftung geeignetes offenes Modell :

g, (Cg) =0 (111)
I’tir das vordere Ende der Beliftung ist auch die Neigung dys/dz + dn/dz der Mittellinie
im ganzen inneren Bereich —A < z < A als stetig vorauszusetzen, da jede Sprungstelle
auf eine physikalisch nicht interpretierbare Singularitat fithren wiirde. Daraus folgt, daf

bei der nicht an der Profilvorderkante beginnenden Beliiftung die zusatzliche Quellenbe-
legung ¢,(z) als Bedingung gelten mu8 :

%(CA) =0 (112)

Iiir den aus den n-ten NZherung bekannten Einflu kommt man zur Gesamtquellen-
belegung auf der ganzen Beliiftungszone ¢/(z) (vgl. gy(z) in Kapitel 6), und unter
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Anlehnung an die nicht an der Vorderkante beginnende Kavitationstheorie gehen wir
von folgender Darstellung mit Fourierreihe aus.

0[
qn ZC""smI/O (113)

Die Inversionslésung der Gl.(64) lautet analog zur G1.(70) unter Erfillung der Kutta-
schen AbfluSbedingung v(A) = 0, da die von 0 verschiedene Wirbelbelegung an der
Hinterkante auf eine physikalische nicht interpretierbare Drucksprung fithren wiirde.

,.),(n+l) P A+ (n+1
A—i—:r/CAV
1 [A—a [ [A+¢€ 1 [A40(E) (¢-2)d=
T A+m/_AVA—§{f5(£)_;/_A Uo (€ —Z)2 +4h?

120 [T AT E) go-mteinn=20  Bi(2uph — ive(¢ — Z)) — in}]dE
s —A UO

Cp t(n)=
_% qn ("“) §R[ —(2voh—ip(§-E {E2(2V0h — ’LI/()(f )) - ’L’TF}]dE

T Ca Uo
Cg t{n) ) =
c, Uo (E—Zp+aht|z-¢

Diese Gl. (114) wird in die Integralgleichung (65) eingesetzt unter Beriicksichtigung der
Aufspaltung der von Gesamtquellenbelegung induzierten Geschwingdigkeit in GL.(65).

1 (9% q(&) dé 1 [ q(8) de L [95 g,(¢) de
;/c,, on—g"‘”/c,, on—€+77/A Uo z—¢ o)

Ist die Naherung v("+1)(€) bestmmt, folgt so das zugehérige qﬁ,nﬂ)(ﬁ) der gleichen Néhe-
rung aus der folgenden, iterativ zu interpretierenden Gleichung.

1[4 gm(e) A-zA+e] de 1 (O grt(e) de
_77/0,, U0 ' T\ Asz4d=¢ x—g‘;/A Uy 7-¢

L[240 2hde 1 [ ™) (v —¢)de
—fp(x)““/_A Uo (z — &) +4h2 __»/CA Up (a2 —&)?+4h?

T

vo (A A4M .
+2—[ 7 U(g) Rle” (2voh—ivg(2=¢)) {Et(2voh —ivp(z — €)) —in }]dé

T A 0
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PAZS a () %[8—(21/oh—i1/0($*€)){Ei(QVOh —ivg(z — &) — im}|dé
™ Ca UO

A—z (4 JA+E T, L (49WE) (-5)ds
A-}—m/_A A—-¢ [fs(ﬁ)—;/_/; Up (£—E5)+4h?

n Vo vy ( ) C\}[e"(2”°h_“’°(5_:)){Ei(QVOh —_ iV0(€ _ E)) — Z"/T}]dE

CE t(n) oy
) - (5) Rle~ (2voh—ivo(¢ {E'z(ZI/Oh —ivp(€ — E)) —in}]d=
™ Ca UO
L /‘CE ¢"(E)  2hd= d¢ (116)
s ). T GoEpean|a-¢

Fir die in der (n)-ten Niherung auftretenden Terme in Gl.(114) und G1.(116) werden
abgekiirzt RHSa(z) und LHSa(z) eingefithrt:

— A + A 4ME) ((-3F)d=
RHSa(z) = \/ Ve
a( A+x/ _A Uo (E—EZ)+4h?

2wy (A ’Y(n)(E)
+ =0 5 e

—_A 0

—{(2voh—ivg (E-E {E’l(?l/oh — “/0(5 E)) —_ ZW}]dE

Ve Hn) (2
mg_/ 9 (5) 1~ roh-in EEN L Bi(Quoh — ive(é — E)) — in})]d=
Ca

s Uo
1 /%8 (= = d

+_/ g (5) 2hd £ (117)
T Jo, Ug (E—Z)2+4h2| 2 ¢

LHSa(z) = RHSa(z)

1/“%%0 2hd¢ _1/%¢W@ (z—¢&)de
_A UO (.’U — 6)2 + 4h2 Ca U() (l' - 5)2 -+ 4]12

A L (n)
+21/0 v (é) §R[6 (2voh—ive (z~€)) {EZ(QVoh — ZI/O(CE — f)) - ZW}]dé

e~ (Groh=io (=) B (Quh — fvg(z — €)) — im}ldE  (118)

<
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Auf die ausfiihrliche Berechnung dieser beiden Terme wird in Anhang B.2 eingegangen.

Durch Einsetzen von G1.(117) in Gl.(114) erhalt man

(n+1) — (n+1)
r \/ :L/ A+£ & ; + RHSa(z), (119)
A+$ CE

und G1.(109) erhélt die Form mit (118):

L[ ™) A-zA+E| &
_F/c,, Us L+ Atz A—¢| z—¢
B 1 (%5 gt () de
—LHS'a(:z:)—{-;/; A (120)

Um diese Integralgleichung mit der bekannten Inversionsformel 16sen zu kénnen, miissen
wir die folgende Variablentransformation vorzunehmen,

A-—z . 1 A—CA

Dadurch werden der Bereich von ¢,(2) und der Profilbereich vor der Beliftung fiir -y
auf folgende Bereiche abgebildet :
Chp<z< A = -1<2<1
—A<az<Cy = -0 <z <1 (122)

Nach elementaren Rechnungen mit Transformation (121) geht die Integralgleichung (120)
in folgende Form [23] iiber

1 2 ugp(2) 1Y g (2) 14631 —2)2 d2
~~ |LHS ) = - 7 12
2 a(Z) + Uo ] T _/;1 U() 1 -+ 1)2(1 - 21)2 z—2z ( 3)

wenn die von der hinteren Quellenbelegung induzierte Geschwindigkeit abgekiirzt wie
folgt beschrieben wird :

e =(n+1)
tole) _ L[ G o

Us  2r Us z-¢

Die der Forderungen ¢,(—1) =0, ¢,(1) =0 in G1.(110) und GIl.(112) geniigende Lésung
lautet :

qn(2) 1 /1 2ug,(2') T 52(1 — 2)2 1 — 22 d2
= = ——~ 4+ LH
U 2r 4 Uy + Sa(7) 1+ 62(1 — 2/)2 V12— (125)
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Dabei muf} die Nebenbedingung

1t [l 4 LHSa dz'
~/[ O 42 _ (126)
T J_4 l-f—lﬂ(l—z)2 V1= 27
erfillt werden [21].
Zur weiteren Behandlung wird wieder die trigonometrische Transformation z = — cosw,
z = —cos7 eingefithrt. Damit ergibt sich die Quellverteilung zu
gn(w) sinw [ 1+ 4b%cos*w/2 [MTZ(Q‘FLHSQ(T)] dr
= (127)
U 2r  Jo 14 4b%costT/2 COS T — COS W
Fir die weitere Auswertung verwenden wir die Fourieranalyse
[24) 4 LH Sa(r N
v 128
(1+4b2cos47'/2 Za cosvT (128)

v=

Mit (128) nimmt die zu erfiillende Nebenbedingung (126) die einfache Form an:

x N
/ Z a,cos(vr)dT = ag = 0 (129)
0

v=0

Damit ergibt sich aus (127) die Quellenbelegung auf dem Profilbereich ¢,(w) in ihrer
endgiltigen Gestalt

N
= (1 + 4b% cos® w/2) Z a, sinvw. (130)

[Z=31

¢n(w)
Us

Fir die Bestimmung der Wirbelbelegung v(w) verwenden wir G1.(119). Setzen wir dort
¢, gemaB G1.(130) ein, erhalt man nach einigen Zwischenrechnung unter Verwendung
der Integralformeln (93):

i) im Beluftungsgebiet (Cx < z < A)

N
1) = (1 + 4b% cos* w/2) Z a, ((=1)"e™® — cosvw) + RHSa(w) (131)
0
v=1
Z = —Ccosw mit 2 4 cosw = cosh ©®

it) vor dem Beliiftungsgebiet (—A < z < Cy)

N
1((]%) = (1 + 4b* cosh* @/Z)Z a, ((=1)e™ —¢™®) + RHSa(®) (132)

v=1
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z = —cosh® mit 24 cosh® = cosh ()

Der Grenzwert von « in GIl.(132) an der Vorderkante durch elementare Reihenentwick-
lung zeigt, daf sich v(z) fir & — oo verhélt wie

und dadurch ist «(¢) fir die (n)-te Naherung als folgende Reihe darzustellen mit { =
—Acos:

N
7[(]9) = C7 - cotf/2+ Y CJsinv, (133)
0

v=1

und aus (130) enthilt ¢, eine Sinusreihe auf der urspriinglichen Koordinate:

N
Qn(a) 1) ¢ :
=Y CWsinvg, 134
7 2, sin v (134)

Dabei bedeutet der Koeffizient Cy
Cq = CRHS _ g1b. (135)

Eine elementare Reihenentwicklung in Gl.(131) zeigt, dafl der Wert von ~({) an der
Hinterkante fiir w = 7 (z = A) gleich 0 ist. An der Stelle w = ® = 0(z = Cy4) gehen
die beiden Wirbelverteilungen stetig {iber wie gefordert.

In der Fourieranalyse auf der linken Seite in G1.(128) ist die von der hintereren Quellbe-
legung ¢, induzierte Geschwindigkeit zunachst unbekannt. Die Koeffizienten a, konnen
noch nicht bestimmt sein. Aus der Integralgleichung (65) mit Aufspaltung der Gesamt-
quellenbelegung (115) gilt auf dem Beliftungsbereich hinter dem Profilbereich unter
Beriicksichtigung, dafl da keine Wirbelbelegungen sind :

_1/%qﬁm@)d5 _2up(a) __1/A¢”Wo dg
T Ja U -6\ Us T rte, U x—¢

T

L[4 2hde L9 ™€) (x—€)de
<M”““[A Uo u—ouwm‘¥LA Uo (z— &) +4h?

A ) |
220 [T ) - Guheivo-6) { 200k — ivo(a — £)) — i }]de
T —A U()

9 Cg ,t(n) .
200 [75 9 (&) g -tohmivoe6D{ (oo — ivo(w — €)) — in}de  (136)
T Jca Uo

36



Wird die rechte Seite der obigen Gleichung als g(z) gesetzt, 148t sich ¢, mit der Inver-
sionsformel unter Beriicksichtigung der Forderungen ¢,(A) =0, ¢,(Cg) =0 in GL.(110)
und (111) losen.

& (a % (Cg - 2)(z — A) dé
g 137
- 2 e 10 = (137)
Wird g(€) als Cosinusreihe approximiert, dann
N
§(0) = Z a, cos vl
v=0
mit 0<9,0 <7 A< z,6<Cg (138)

Dabei bedeuten die trigonometrischen Transformationen auf der urspriinglichen Koordi-
nate (z,¢) wie folgt :

Ceg+ A Cg— A - Cg+ A Cg— A
= — cosd ; € = -
2 2 2 2

cos 0 (139)

Daraus ergibt sich unmittelbar die Quellverteilung hinter dem Profilbereich q( +1)( )

N

_(n+1) 3 B
V) U( ) = E a, sin v (140)
0

v=1
Die Nebenbedingung fiir ¢,(9) wird dann zu der Relation
do =0 (141)

Auf der rechten Seite der G1.(136) bleibt die von der vorderen Quellenbelegung induzierte
Geschwindigkeite noch unbekannt :

. 1At e de
(@) Vo = o= 5 e ; (142)

(2

AnschlieBend werden dafiir die trigonometrischen Transformationen verwendet :

A A - - A—
x = +20A + QCA coshg ; ¢ = A_;CA — QCA cos (143)

Damit ergibt sich die von Quellverteilung auf dem Profilbereich induzierte Geschwindig-
keit ug, (¢)

un($)/To = —5 3 CO(-1es (144



Dabei bedeutet C2"Y den Koeffizienten der vorderen Quellverteilung wie in (134) zeigt.

In der zu approximierende Funktion auf der linken Seite der GL.(128) ist die von der
hinteren Quellenbelegung, §,(z), induzierte Geschwindigkeit auf dem Profilbereich auch
unbekannt. Die Koeffizienten a, noch nicht berechnet werden.

mit ¢ = - cosh . (145)

Diein ¢, und @, enthaltenen noch unbekannten Grenzen C, und Cg des Beltiftungsin-
tervalls sind durch Erfiillung der beiden Nebenbedingungen entsprechend zu bestimmen.
Dabei miissen die beide von quellinduzierten Geschwindigkeiten (144), (145) konvergiert
werden.

Aber dabel ist eine Problematik drin. Es 1st jedoch schwer, die von ¢, induzierten Ge-
schwindigkeit hinter dem Profilbereich in Gl.(144) mit einer Cosinusreihe darzustellen,
da es auf eine exponential reduzierende, nicht glatte, sondern steile Kurve weist. Diese
Schwierigkeit fiihrt zu einer ungentigenden hinteren Quellverteilung und zu einer klei-
neren davon induzierten Geschwindigkeit auf dem Profilbereich. Aber mit unendlicher
Zahl von Aufpunkten wire diese Problematik verschwinden.

Hier wird eine Nédherungsmethode eingefithrt. Dabei wird die hintere Quellverteilung
(a,) bestimmt nicht auf der hinter Beltuftungszone, sondern auf der vorderen Beliftungs-
zone. Also, aus der ersten Nebenbedingung (129), (ao = 0) erhilt man die Reihe mit
an, wihrend die Form der hinteren Quellverteilung noch unbekannt bleibt. Die letzere
ist aus einer inneren Iteration zu bestimmen. Dabei werden die beiden Quellverteilungen
konvergiert.

Die erste Nebenbedingung (129) wird durch den Durchschnittswert auf dem Integrati-
onsintervall gemaf G1.(128) zu der Relation :

v = g + 2Tanl¥) (146)
Uo
Dabei wird g, wie folgt abgekiirzt.
LHS
gr = a(T) (147)

2(1 4 4b% cost1/2)

Dabei wird ein Durchschnittswert mit einer Oberlinie gekennzeichnet.

Bei der néchsten inneren Iteration wird unter Erfiilllung der ersten Nebenbedingung,
ap = 0, von der mit &

L = _.gT_.(Qﬂ@—n(SD))q

B (148)
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multiplizierten, hinteren Quellenbelegung ausgehen :

(+1) — k. agk (149)

n

a2l

Durch die Iteration, dei der die Form der hinteren Quellverteilung bestimmt wird, muf
ein Parameter k als gleich 1 konvergiert, wie bereits erwdhnt wurde. Zur praktischen
Nutzung ist noch ein Konvergenztest notig, aus dem man feststellen kann, dafl die ge-
suchte hintere Quellverteilung zuléssige Resultate ergibt. Hierauf wird im Kapitel 10.3
noch eingegangen.

Wenn die beiden Quellbelegungen mit der Erfiillung der ersten Nebenbedingung konver-
giert wird, dann liefert die zweite Nebendingung (141) die Relation Cy — Cp.

Aus Untersuchung entspricht C4 in der Regel einer Lage des Druckminimums der von
Beltuftung oder Kavitation freien Strémung, die sich auf die vorhandene Abléseblase oder
die darauf beruhende Dampfblase bezieht. Fur die Rechnungen wird angenommen, dafl
der Beliiftungsansatz jeweils beim potentialtheoretischen Druckminimum erfolgt.

Mit dem festgelegten Wert C4 liefert dann die Nebenbedingung (141) den Cp-Wert.
Also Gl.(141) ist durch grofie Iteration mit variantem Beliiftungsende zu erfiillen.

Mit den festgelegten Beliftungsintervall werden dann die gesuchten Quellbelegungen,
qn, und ¢, sind als eindeutige Losung in (n + 1)-te Ndherung zu bestimmen. I'iir die

nichste Naherung wird die Gesamtquellenbelegung ¢! durch Summation von ¢, und
¢, bestimmt (vgl. G1.(149), G1.(140)).

9 Einflul der Beliiftung auf die Druckverteilung
am Profil

Wenn im Gegensatz zu Kapitel 3 Beliftung auftritt, wird vorausgesetzt, dall in der
Beliftungszone der Atmosphéarendruck, Ps; homogen herrscht. Als Beltuftungsbeiwert
definieren wir o4, wie folgt :

P()—PAt _ 2gh

_ 150
LoU? U2 (150)

Tat =

Nun behandeln wir den Druckbeiwert aulerhalb des Beliftungsgebiets bei der nicht an
der Vorderkante beginnenden Beliiftung. Im bisherigen Sinn ist man davon ausgegangen,
daB die Druckverteilung am Profil stetig sein soll. Wir bezeichnen den Druckbeiwert
auflerhalb des Beliftungsgebiets mit o,(z), der an der Grenze Cy4 identisch mit 4, sein
muf.

Im Rahmen der linearisierten Profiltheorie vernachlédssigen wir die hohere Ordnung in
GL.(39), und dann gilt auf der ganzen Saugseite GL.(60) bei der an der Vorderkante
beginnenden Beliftung. Der durch den EinfluBl der Beliiftungsschicht gegeniiber dem
von Beliiftungsschicht freien Zustand modifizierte o,(z) 148t sich aus (120) bestimmen.
Ersetzen wir o,(2) anstelle von 04, in LH Sa(z) in G1.(120) und setzen wir G1.(125), (128)
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in G1.(120) ein, dann ergibt sich nach elementaren Rechnungen mit Transformation (121)
und Nebenbedingung (129) :

Uo

a, (—e %) + LHSa(®) + + o4 (151)

E

o,(®) = (1 + 4b* cosh® @/2)

v=1
Formel (151) gilt fiir —4A < & < C4 oder —co < @ < 0. Fir @ = 0, z = Cy wird
0, = 0, wie man durch Vergleich mit G1.(128) fir w = 0, z = C4 unmittelbar bestatigt.

Mit der voll linearisierten Bernoullischen Gleichung 148t sich der durch Beliiftung be-
dingte Druckbeiwert o4 an der Druckseite beschreiben

(1) o‘d(w) = 0"41—27((;;))
(ii) ou(®) = ap(é)_zll(_]@_) (152)

Fir den Fall Cy = —A gilt GL.(152(1)).
Die rechte Seite in G1.(151) zeigt 2u(z,+0)/U; auBerhalb des Beliiftungsgebiets. Fiir

die praktische Rechnung sollen die nach (141) berechneten Geschwindigkeiten noch mit
dem Riegelsfaktor der Potentialstrémung ohne Beliftung berticksichtigt werden.

Fiir die numerische Berechnung zur Cr, gemafl G1.(36) bei der an der Vorderkante begin-
nenden Beliiftung verwenden wir die dhnliche Integralform wie G1.(106), nachdem ~y(z)
an Stelle von ¢,(2) gesetzt worden ist. Aus G1.(84) erhalten wir mit 4b* = 2A/(Cp— A)
fir den Auftriebsbeiwert

c Cg+ A /’T Zi\;l A, sinpr sinT — Ap(l + cos )
. =
0

= d 153
Cg— A 1+ 4b2sin*7/2 ! (153)

Nun berechnen wir Cp, fiir die nicht an der Voderkante beginnende Beliftung. Um das
Singularitdtenverhalten an der Vorderkante zu umgehen, wenden wir die Transforma-
tion(121) an. Damit gilt im Profilbereich .

(1 + cos7) sinTdr
(1 4 4b2sin® 7/2)2

d¢ = 4A b (154)

Damit erhalten wir fiir den Auftriebsbeiwert unter Beriicksichtigung der Formel 4 5% =

(A—Ca)/(A+Cy)
R (3 1 4
Cr = z/_A i d“z/c,, Ty ©

A—CA/ Zau _p)reR el@)(l-{-cosh@)smh@dq)

- A+Cy 1+462cosh4®/2
A—Cy 0 (1 + cos7) sinTdr
A+CA/ Z av ( ~cosvr) 1+ 4b2sin* 7/2
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+7T(C§HS“— %CIRHSa) (155)
Dabei bezeichnen CftH52 und CFF5e die Reihenkoeffizienten von RH Sa in Anhang B.2.
Man erhilt den letzten Term in GIl.(155) mit € = —Acosf ohne Schwierigkeit. Die
Integrale lassen sich numerisch mit Cubic-Spline berechnen. Da der Integrand fur @
in GL(132) ® — oo sehr gut konvergiert, erweist es sich als ausreichend, die obere
Integralgrenze auf 8,0 zu begrenzen.

10 Rechnungen und Diskussion

Fir die Rechnungen nach in Kapitel 4,7,8 aufgestellten Gleichungen gelten 3 unabhéngige
Programme, denen ein Berechnungsverfahren mit Singularitdtenmethode fir beliiftete
Profile zugrunde liegt, mit folgendem Inhalt:

a) Druckverteilung im von Beliftnug freien Zustand fiir verschiedene Froudezahlen( £} )

und Tauchtiefenverhiltnis (h/A)

b) Verlauf der Beliftungserscheinung bei der an der Profilvorderkante beginnenden
Beliiftung

c¢) Verlauf der Beliftungserscheinung bei der nicht an der Profilvorderkante beginnenden
Beliiftung

Fir jeden Fall kann die linearisierte Randbedingung an der freien Wasseroberflache
berticksichtigt werden, und ihre Ergebnisse werden unter Umstédnden mit denen bei un-
endlicher Froudezahl verglichen.

10.1 Einflufl der Wasseroberflichenbedingung auf die Druck-
verteilung am Profil

In diesem Kapitel wird der Einflufl der freien Wasseroberfiache im von Beltftung freien
Zustand (s. Kapitel 4) berechnet.

Zunéchst wird ein Konvergenztest durchgefihrt. Die Zahl der Distanz zwischen Auf-
punkten auf dem Profil variiert von 4 bis zu 16 verdoppelnd, und auf jeden Punkte wird
der Einflufl der freien Wasseroberfliche berechnet.

Hierfir wird die Druckverteilung am Joukowski-Profil mit 12 % Dicke fir den Fall
F,=1,41;h/A = 0,91 gerechnet. Aus deren Resultaten in Abb. 2 ersieht man, daf die
Rechnung mit 4 Aufpunkten auch ein zuverlassiges Ergebnis liefert. Dies ist verstindlich,
daf der Einflu8 der freien Wasseroberfliche langs Profil nicht so stark schwankt und 148t
sich mit Cosinusreihe (vgl. G1.(34)) genau darstellen.

Die Druckverteilung am Profil 4412 fiir den Fall §; = 5,0° wird gerechnet. Fir prakti-
sche Berechnung der Fi-Funktion wird hierbei auf [24] hingewiesen, dieselbe wird in den
Resultaten von Giesing und Smith [3] verwendet.

Abb.3 zeigt die Druckverteilung an der Saugseite am Profil 4412 mit experimentellen
Ergebnissen von Ausman [25]. Experimentergebnisse bezeichnen mit Kreis, Dreieck [iir
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h/A = 1,88 und h/A = 1,20. Dabei entsprechen die beiden Froudezahlen [, 1,06 bzw.
1,33. Aus den Resultaten der Rechnungen in Kapitel 4 dieser Arbeit ergibt sich die
ungebrochene Linie.

Die gestrichelte Linie werden Resultate mit der Panel-Methode von Giesing und Smith
[3] bezeichnet, bei der Quellsenkenbelegungen sowie Dipolenbelegungen benutzt werden
und auf der Oberfliche des Profils die Strémungsrandbedingungen zu erfiillen sind. Als
Kuttasche Abflubedingung sollen die tangenten Geschwindigkeiten zu beiden Seiten am
Ende des Profils gleich sein. Wie der Vergleich mit experimenellen Ergebnissen zeigt, gibt
die Panel-Methode von Giesing und Smith [3] im qualitativen Sinn eine sehr dhnliche
Druckverteilungsform aber im quantitativen Sinn eine deutliche Abweichung von den
experimentellen Werten an. Den Grund fiir diesen Unterschied haben die Autoren nicht
erklart.

In Abb.3 stimmen die Resultate dieser Arbeit mit den Experimenten in der Regel iiberein.
Die Gesamtauftriebsbeiwert ist fast gleich mit den vorgegebenen experimentellen Daten.
Nach Abb.3 scheint es plausibel, dafl wegen Erfiilllung der linearisierten Randbedingung
auf der projizierten Profilsehne bei dieser Methode der Einflul der Wasseroberflachen-
bedingung nicht genau in der Nidhe der Vorderkante berechnet wird.

In Abb.4 zeigt sich die Druckverteilung an der Saugseite am Joukowski-Profil mit 12
Prozent Dicke. Dabei ist §o = 5,0°. Die Resultate von Giesing und Smith [3] sowie die
Experimente von Parkin [26] sind zum Vergleich eingetragen. Die Experimentergebnisse
werden mit Kreis, Dreieck und Diamant fir h/A =3,51; 1,91 und 0,91 bezeichnet. Da-
bei entsprechen die Froudezahlen 0.71; 0,97 und 1,41. Die ungebrochene Linie zeigt die
Resultate dieser Arbeit. Die gestrichelte Linie werden Resultate von Giesing und Smith
bezeichnet.

Die Resultate dieser Arbeit stimmen auch hier mit den Experimenten gut tiberein und
zeigen trotz des kleinen Unterschieds in der Nahe der Vorderkante eine konsistente Ten-
denz : In der Nahe der Vorderkante ist der berechnete Druck niedriger als in den Ex-
perimenten und hinter der Stelle etwa z/A = —0,8 ist der Druck héher als in den
Experimenten. Das entspricht der Tendenz in Abb.3. Dagegen gab es nicht konsistente
Resultat von Giesing und Smith insbesondere in der Nahe der Profilvorderkante.

Fir Joukowski-Profil mit 6 Prozent Dicke werden die Druckverteilungen bei h/A =
1,05;0,525 gerechnet bei dem bereits in Kapitel 5 behandelten Zustand, also Uy =
12,86 m/s; A = 0,2m; die auf Profilhalblange bezogene Froudezahl, I,y = 9.18; 6y =
6° Dabei entsprechen die Froudezahlen, F} 8,96 und 12,7 und ihre Ergebnisse werden
in Abb.5 zusammen dargestellt.

Aus Abb.5 erkennt man, dafl das Wellensystem die groflere Abminderung der Zirku-
lation als beim Spiegelsystem beeinfluflt. Dieser Unterschied mit den beiden Systemen
wird kleiner mit der hdheren Fj. Aus diesen Rechnungen entnimmt man, daff der Schwer-
kraftseffekt in der Wasseroberflichenbedingung mit der héheren Fj, gegen 0 konvergiert
wie gefordert. Bei hoher Froudezahl spielt das Spiegelsystem bei unendlicher Froudezahl
grofie Rolle. Dies Effekt wirkt sich umgekehrt wie beim sogenannten Tunneleffekt aus,
daB die Druckverteilung immer vergrofiert wird.

Im Bereich der Untersuchung der Wasseroberflichenbedingung ist die Wellenhohe noch
von grundsétzlichem Interesse. Beim gleichen Zustand mit der kritischen Tauchtiefe, also
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Fy, = 8,96;h/A = 1,05; 8§ = 6° wird der Verlauf der Wellenhdhe nach GI1.(40) gerechnet.
Die Ergebnisse fiir den Fall F), = 6,3; 6y = 6° werden zum Vergleich eingezeichnet.

Es zeigt sich, dafl weit vor dem Fliigel die Welle ausgeléscht wird und dafl hinter dem
Fliigel eine sinunsférmige Welle erfolgt. Die Wellenhdhe im Fall der kleinern F} hat
eine steilere Neigung gegeniiber der ungestorten Wasseroberflache, wie aus der Abb.6 zu
ersehen 1ist.

10.2 Rechnung fiir die an der Vorderkante beginnende
Beliiftung

Nach den in Kapitel 7 aufgestellten Gleichungen werden Beliftungserscheinungen fiir
ebene Platte berechnet.

Zunéachst wird ein Konvergenztest durchgefithrt. Die Aufpunkten liegen auf dem trans-
formierten Profilbereich. Die Zahl der Distanz zwischen Aufpunkten auf dem Profil ver-
doppelnd variiert von 8 bis zu 32 . Hierfir wird die Quellverteilung fiir Beliiftung an
ebener Platte fiir den Fall Fj, = 9,96;h/A = 0,85 gerechnet. Aus deren Resultaten in
Abb.7 ersicht man, daBl die Rechnung mit 8 Aufpunkten auch ein zuverléssiges Irgebnis
liefert.

Wir betrachten den Verlauf der Beluftung fiir die bei verschiedenen Tiefen getauchte
ebene Platte. Abb.8 (a),(b) enthalten den Verlauf der Beliftungserscheinungen fiir
h/A =1,05; 0,85. Dabei ist 6 = 6,0° und ze-Achse bedeutet die relative Distanz zur
Profillinge (2 + A)/2A. Zur Bestimmung der Beliiftungsausdehnung wird an Stelle von
Nishiyama-Bedingung die Bedingung (105) benutzt.

In diesen Abbildungen werden die Wellenhohe und die Oberfliche der Beltiftung beim
Wellensystem sowie beim Spiegelsystem aufgetragen. Im Spiegelsystem wird keine Welle
erzeugt. Beim offenen Modell endet die Beliiftungsschicht zugleich mit dem Ansteigen
des Druckes P iber den Atmosphéarendruck P4; bei der maximalen Beltftungsdicke.

Aus Abb.8 ergibt sich, da trotz hoher Froudezahl, hier F;=8,96; 9,96 sich die
Beliiftungslénge beim Wellensystem deutlich von der beim Spiegelsystem unterscheidet.

Nun betrachten wir diesen Einflul der Wasseroberflachenbedingung: Aus dem aus der
gleichen Wirbel- und gleichen Senkenbelegung bestehenden Spiegelsystem kann man er-
kennen, dafl von der Wirbelbelegung iiber der Wasseroberfliche negative Geschwindig-
keiten in z-Richtung auf dem Beliiftungsbereich induziert werden. Von der Senkenbe-
legung werden in der N&he der Profilvorderkante positive aber in einigem Abstand da-
von negative Geschwindigkeiten induziert. Also, diese Wasserspiegelanhebung bei hohen
Froudezahl wirkt reduzierend.

Vom Wellensystem wird auch negative Geschwindigkeit induziert. Der von der Schwer-
kraft abhingige Term im Wellensystem (vgl. ®©) + &4 in Kapitel 3) spielt eine grofie
Rolle besonders bei der offenen Modellschicht, da keine Senkenbelegung besteht. Wie
man an der Wellenhéhe in Abb.8 sieht, wird diese Wirkung des von der Schwerkraft
abhdngigen Terms mit zunehmender Schichtlange allmahlich gréfer.

Offenbar ist die Beltftungsschicht fiir F}, = 8,96 deshalb kiirzer und starker ausgepragt
als bei [, — oo (s. Abb.8(a)). Diese Feststellung gilt auch fiir Abb.8 (b).

43



Beim Spiegelsystem sowie beim Wellensystem ist es bemerkenswert, daf die Beliiftungs-
schicht in die ungestorte Wasseroberfiache nicht hineinragen darf. Dieser linearisierten
Wellentheorie liegt die Vorstellung zugrunde, dafi durch eine Kombination zwischen der
Singularititen des Fliigels und der ober der Wasseroberfliche liegenden, gespiegelten
Singularitaten die Wasseroberflichenbedingung erfillt wird. Hierbei wird vorausgesetzt,
daB die Singularititen des Fliigels, also physikalisch hier die Beliftungsschicht, jeweils
unter der ungestorten Wasseroberfliche liegen bleibt.

10.3 Rechnung fiir die nicht an der Vorderkante beginnende
Beliiftung

Fiir die Berechnung der in Kapitel 8 aufgestellten Beziechungen mufl man zunéchst die
zuléassigen Aufpunkten bestimmen.

Die Aufpunkten liegen auf dem transformierten Profilbereich sowie auf dem hinteren
Beliiftungsbereich. Die Zahl der Distanz zwischen Aufpunkten variiert verdoppelnd von
16 bis zu 64.

Aus der Quellverteilung fiir Beliiftung im unbegrentzen Medium in Abb.9 ersieht man,
daf} die Rechnung mit 64 Aufpunkten ein zulassiges Ergebnis liefert. Dabei betrégt der
Beliiftungsbeiwert 0,0593. Weiterhin werden 64 Aufpunkte fir die beiden Beliftungsbe-
reiche benutzt.

Die Beliiftung im unbegrentzen Medium bedeutet, daf kein Einflufl der freien Wassero-
berflache auf die Beliiftung berticksichtigt wird, also alle durch die freie Wasseroberfliche
bedingten Singularititen weggelassen werden. Dabei bedeutet die Abkiirzung (o.W.I)
kein Einflul der freilen Wasseroberfliche.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dafl der Beliiftungseinsatz jeweils beim po-
tentialtheoretischen Druckminimum erfolgt. Der €y —Wert —0,99A4 wird hierbei im un-
begrenzten Medium sowie beim Wellensystem gewdhlt. Aber beim Auftritt der freien
Wasseroberfliche mufl man C4 mit Hilfe der experimentellen Ergebnisse ermitteln.

Abb.10 (a),(b) enthalt die Beliiftungserscheinungen am Joukowski-Profil mit 6 % Dicke
fur h/A =1,05; 0,9. Beim Spiegelsystem hat die fiir den Fall Cp > —A geltende Form
keinen Sinn, wenn die Beltuftungsdicke in die Wasseroberflache (y = h ) hineinragt. Aus
diesem Grunde entfillt die Rechnung beim Spiegelsystem. Offenbar wird die Schichts-
dicke unter Einflul der Wasseroberfliche vergroflert. Diese Feststellung gilt auch fir die
an der Profilvorderkante beginnende Beliftung.

Bei gleichem Beliiftungsbeiwert wird diese Belifftungslange kiirzer als bei ebener Platte
(vgl. Abb.8). Im Fall mit Profildicken entspricht ihre Verdringungswirkung einer (n+1)-
ten Ndherung. Die dadurch induzierte Geschwindigkeitskomponente in der z-Koordinate
wird hinter dem Profilbereich negativ. Diese negative Geschwindigkeit verhindert em
Anwachsen der Beliftungsschicht.

Abb.11 zeigt die durch die Beliftung modifizierte y-Verteilung im Vergleich zu beim
unbegrenzten Medium. In Abb.11(a) zeigen sich ihre Ergebnisse fiir ebene Platte, und
Abb.11(b) entspricht den Ergebnisse am Joukowski-Profil.

Der v—Verlauf entspricht der Tachsache, dafl die starken Unterdriicke in der unmittel-
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baren Umgebung des vorderen Endes der Beliiftung durch die Ausbildung der Beliiftung
abgebaut werden.

In Abb.12 zeigt sich der Verlauf der Belifftungsdicke an der Profilhinterkante gegeniiber
derjenigen bei Nishiyama-Bedingung, also 7(A)/260A in Abhéangigkeit von Tauchtiefe
unter der Wasseroberfliche am 6 % Joukowski-Profil. Dabei werden die Resultate von
Green, A.E. [27] bei ebener Platte zum Vergleich eingetragen. Die Resultate dieser Theo-
rie am 6 % Joukowski-Profil ergeben eine gute Ubereinstimmung mit denen von Green,

AE. [27].
In Abb.13 wird der Verlauf des Auftriebsbeiwertes in Abhéngigkeit von der Tiefe des Pro-

fils unter der Wasseroberflache bei ebener Platte zum Vergleich mit denen am Joukowski-
Profil zusammengefaft.

Dabei werden auch bisherige Resultate mit Hilfe der konformen Abbildung eingetragen,
mit der A.E. Green 1936 als erster die gleitende Platte in der Nahe der freien Wasse-
roberflache unter Vernachlassigung der Schwerkraft und beim Beltftungsbeiwert gleich
0 behandelte [27]. Weiterhin wurde die linearisierte Methode unter gleicher Bedingung
von S.H. Schot 1962 vorgegeben [28]. Da die unendliche Froudezahl und eine unend-
lich grofle Beliftungsschicht dabei vorausgesetzt werden, tritt die Problematik auf, daf
die Beliftung immer vorhanden sein soll. Deswegen bei groBer Tauchtiefe verliert diese
vereinfachend entwickelte Theorie ihre Bedeutung.

Im Grenzfall 04, = 0, h/A — oo, also einer unendlichen Beliiftungsschicht im unbe-
grenzten Medium konvergiert der Auftriebsbeiwert, Cyr, bekanntlich gegen iw8y nach
der linearisierten Theorie mit der konformen Abbildung z.B. von Schot.

Also, die Wasserspiegelanhebung bei hohen Froudezahl wirkt steigend auf den Auftrieb,
wie in Abb.13 gezeigt wurde. Je kleiner die Tauchtiefe wird, um so gréfler wird der Auf-
trieb. Die Resultate dieser Theorie bei ebener Platte ergeben eine gute Ubereinstimmung
mit denen von Green, A.E..

Die zusitzliche Bedingung fiir Beliftungsschicht fithrt zum Auftriebssprung bei unend-
licher F),. Diese verkleinerte Belifftungsschicht (s. in Abb.8(b)) gestattet die Wasserspie-
gelanhebung nicht genau.

Der Auftrieb bei der nicht an der Vorderkante beginnenden Beliiftung liegt jeweils unter
dem Wert bei der an der Vorderkante beginnenden Beliftung. Dabei betrdgt der Wert
CL/2mé bei ebener Platte 0,332; 0,326 fiir h/A=0,85 bzw. 1,05, wihrend der am 6 %
Joukowski-Profil 0,240; 0,225 fiir A/A=0,90 bzw. 1,05 bleibt.

Es ist verstandlich, dafl man grofleren Auftrieb bei einer Superkavitationsfligelform mit
scharfer Vorderkante und beim seichter fahrenden Tragfliigel erhilt, wenn er in der Ndhe
der freilen Wasseroberflache fahrt und daher fir Beltftung gefahrdet ist.

Aber wegen der zusétzlichen Bedingung fir die Beliftungsschicht, dafl sie unter der un-
gestorten Wasseroberfliche liegen bleibt, werden die Rechnungen fir kleinerer Tauchtiefe
nicht mehr durchgefithrt. Um diesen Nachteil zu umgehen, mufi man auf eine nichtli-
nearisierte Wellentheorie hinweisen, besonders fiir die Beliiftung ist die Lage der freien
Wasseroberflache wichtig, auf der die Wasseroberflichenbedingung erfiillt werden mu8.
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11 Symbolliste

A projizierte Profilhalblinge

Ca vorderes Ende des Beliftungsgebiets

Ui hinteres Knde des Beliiftungsgebiets

C, Gesamtauftriebsbeiwert

Cp Druckbeiwert am Profil

bo Anstellwinkel

Fa die auf Profilhalbtiefe A bezogene Froudszahl

Fy die auf Tauchtiefe A bezogene Froudszahl

g Erdebeschleunigung

h Tauchtiefe des Profils

H kritische Tauchtiefe des Beliftungsbeginns

P Druck in der Umstrémung des Profils oder Druck in der Spitzenwirbel

Pa; Atmosphéarendruck

Py Zustrémdruck des Profils

q Quellensenkenverteilung fiir die Profildicke

qn Quellverteilung fiir die Profilbeliiftung

T radiale Achse vom Wirbelzentrum im Spitzenwirbelbereich

Tk Kernradius des Spitzenwirbels

R, Reynoldszahl

u z-Komponente der induzierten Geschwindigkeit

Uy Anstromgeschwindigkeit

Unyy Vsy von Wirbelbelegung induzierte Geschwindigkeit

Uyg, Vg von Profildicke induzierte Geschwindigkeit

Ugys Vg von zusatzlicher Quellenbelegung induzierte Geschwindigkeit

Ug, von hinterer Quellenbelegung induzierte Geschwindigkeit

Ur Gesamtgeschwindigkeit am Profil

vV Umfangsgeschwindigkeit im Spitzenwirbelbereich

v y-Komponente der induzierten Geschwindigkeit

x Aufrollaufvorgangspunkt des Spitzenwirbels

Xe dimensionalose relative Distanz zur Profillinge (=(x + A)/2A)

Y Wellenhohe der Wasseroberfliche iiber dem Profil

Ya Dickenlinie des Profils

Ys Skelettlinie des Profils

Yss Saugseitelinie des Profils

z transformierte Variable von z

n Halbdicke der Profilbeliiftung

r Maximalwert des tragenen Wirbels oder Starke des [reien Wirbels

Iy Wirbelstarke im unbegrenzten Medium

~y Wirbelverteilung

A Seitenverhéltnis

Vo Wellenzahl (= g/UZ)

o Storgeschwindigkeitspotentiel(Kapitel 3), trigonometrische Variable auf
dem transformierten Bereich(Kapitel 7,8,9)

0 Dichte der Fliissigkeit

O A Beliiftungsbeiwert
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Opy Od durch Beliiftung bedingte Druckbeiwert auflerhalb Beliftungsgebiets

w trigonometrische Variable auf dem transformierten Bereich
R imaginéres Teil der komplexen Zahl
R reelles Teil der komplexen Zahl
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A Berechnung verschiedener Integrale

A.1 Exakte Berechnung mit Hilfe der Residuenmethode

Hier behandeln wir die durch das Spiegelungsprinzip dargestellten Integrale mit Hilfe
der Residuenmethode.

1 [ cos Af df
Al = — i <9<
1) AhW) = s /0 (cos@ — cosd)? + 4h?/A? fir 0sdsw

Mit der Substitution z = e'® erfolgt die Integration iiber den Einheitskreis der komplexen
z—Ebene.

cosf —cosd —i12h/A = %l(z—ex)(z—e"x)
2
11 g -
cos@ —costV +i2h/A = é—;(z-ex)(z—e"x) (156)
mit  cosh x = cosd +12h/A
cosh ¥ = cosd —i2h/A, (157)

wobel mit ¥ die konjugierte komplexe Zahl von x bezeichnet wird.. Dann ergibt sich

1
cosh x — cosh ¥

[% ji“.l(. (z — 65)/\(622— ex) % jéh (z — e;;(‘jz_ =) (158)

Eine konventionelle Rechnung nach der Residuenmethode liefert die folgende Losung.

e AX
= ﬁg(.e ) fir R(x) >0

I(F) =

2h sinh y
(W) = 0 fir R(x) =0 (159)
- ﬁcs(i) fir R(x) < 0
2h sinh y

Fir die Bedingung (157) gilt die erste Losung fiir den Fall ®(x) > 0

sin 0 df
A1.2) Jun(9) Vot 8/2 3 <P <
) 1(9) / co ~cos 97 1 AR/ A7 fur 0<9<n

(cos @

1
cosh x — cosh ¥ .

{/\/LotG/Q sinf df /\/cot9/2 sin § df (160)

cosf — coshy cos § — cosh

Jctl("g) =
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Wir bezeichnen I.;; wie folgt

6 do
Leni(x) = /\/COta sin (161)

cos § — cosh x

Etwas anders gestaltet sich die Berechnung der Integrale I.;;. Wir machen die Transfor-
mation

Lhoosh o 1HCOSAX e () komplexe Zahl) ;
1 —coséb 1 — cosh y
—2sin 0 df 2(cos @ — cosh x)
___4 3d . = 4——t4 M 162
(1 — cos 6)? v (1 — cosh x)(1 — cos 8) ’ (162)
cotf/2 =z ; 1= 2
¢ Y " 1—cosf

und vollziehen anschliessend die Integration iber den ersten Quadranten der
Komplex(z = z + 1y)—Ebene.

T(x) =

1 /°° *dz
l—coshx Jo (24+1)(z*—1t%)

3
T
4
_ 81 1 ]{ dz (163)
T 1421 —coshx Jio (22+1)(2* ~t4)

imf4

Das Integral hat zwei einfache Polstellen bei z = e und z = t, deren Phasen in den

ersten Quadrand fallen.

Nach einer elementaren Zwischenrechnung ergeben sich die Losungen

La(x) = \/~+ th,
1/4
Jon(9) él‘zﬁ [—\/5 sin iw + ap)] (164)

Dabei bedeutet 0, wie folgt
th=RY4e%  mit  t'=Re'?  (0<0,< /2 (165)

sin @ cos 8 df
(cos§ — cos V)2 + 4h2 [ A2

A.1.3) Jctg(ﬂ)z—%/ V/cot /2
0

1
cosh x — cosh ¥ .

Jct2(19) -

' [;rl_/ \/m sin @ cos 8 dO ___/ \/cot0/2 sin 0 cos 0 df (166)
4]

cos f — cosh y cos 0 — cosh y
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Wir bezeichnen I, wie folgt

L / \/&—)—9— sin 8 cos 0 df (167)

cos @ — coshy’

Mit der obigen Transformation (162) wird G1.(167) umgeformt, und anschliessend die
Integration iiber den ersten Quadranten der Komplex(z = z + iy)—Ebene vollzogen.

La(x) = 8 1 /°° (z* — 1) a*dz
2\ X = T 1—coshyx Jo (2%+41)2(a*—1t4)

_ 8 1‘ 1 f ((24—1)z4dz (168)

T 1421l —coshyx [ (244 1)2 (24 —1t4)

Der Integrand hat eine Polstelle bei z = €'™/%  die zweiter Ordnung ist und eine bei
z = lj, deren Phase im den ersten Quadrand fallt. Fir die Berechnung des Residuums

der Polstelle bei z = ¢"/* werden folgende Formeln benétigt:

. 1 .
(2 = € +1) Lo = 3¢50,

((z — "’f’iw/l‘)/("v'4 + 1))2 |lomeinis = E? (169)
d » 3 .

= /4 4 2 s = — e ir/4

dZ ((Z € )/(Z + 1)) |z=e”"/ 16 €

Nach einer elementaren Zwischenrechnung ergeben sich die Lésungen

Io(x) = \/—+(\/_+——— t) cosh

Jer(9) = V2 — V2. 2h/:1 [cosﬁ -sin(@, — g) + QZh - cos(f, — Z—)

mit y =2z +1ih/24 ; t,= RY'% (170)
A14) Ju0) = 71?/0” W(cos@—— i:g)‘ji g i 0sd<n
Jes(¥) = cosh x —1- cosh ¥ .
|3 [ Ve e L [ e amn)
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Wir bezeichnen I3 wie folgt

1 [ —— 3 sinfdf
Lus(x) = — / Jeotfjg 277 (172)
JO

cos § — cosh x

Mit der obigen Transformation (162) wird Gl.(172) umgeformt, und anschliessend die
Integration iiber den ersten Quadranten der Komplex(z = z + ¢y)—Ebene vollzogen.

8 28 dx

las(x) = m/ (et + 1) (a* — t4)

8 1 1 6
_ 8 1 ]{ dz (173)
T 14171 —coshyx Jrg (22+1)(2* —t4)

Das Integral hat zwei einfache Polstellen bei z = ¢'™* und z = ¢, deren Phasen in den

ersten Quadrand fallen.

Nach einer elementaren Zwischenrechnung ergeben sich die Lésungen

]Ct3(X) - \/_+ th7
R3/4 ' 3
Jctg(’lg) m [-\/5811’1(—17(' -+ 30;,) (174)
Dabei bedeutet 0, wie folgt
th = RY4%%  mit  t'=Re'® (0<6,<71/2) (175)

1 [ —3 sin 8 cos 0 df
A1lb aald) = — t 6
) Jeu(?) 7r/0 Vol 072 (cos 6 — cos §)? + 4h2 [ A?

1
cosh y — cosh ¥ '

.H / Jeorgyz Snbeosbdd 1 / oot 82" Sm“%”"} (176)
0

cos § — cosh x cosf — cosh y

Jera(9) =

Wir bezeichnen /.4 wie folgt

1 ™ ,— 3 sinfcosfdf
Laua(x) = ;/ \/cot 0/2 -—_—_S‘ng cos . (177)
0 cos § — cosh x

Mit der obigen Transformation (162) wird Gl.(177) umgeformt, und anschliessend die
Integration itber den ersten Quadranten der Komplex(z = = + iy)—Ebene vollzogen.

8 1 *  (z*—-1)2%dzx
I, - °_ '
(X T 1——cosh></0 (x4 4+ 1)2 (2% — t4)

8§ 1 1 (2% —1)2%dz ,
= 2 (178)
T 1441 —coshyx Jig (2*+1)2(2% —t%)
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Der Integrand hat eine Polstelle bei z = €'"/4, die zweiter Ordnung ist und eine bei
z = ty, deren Phase im den ersten Quadrand fallt. Fiir die Berechnung des Residuums
der Polstelle bei z = ¢™/4 werden die Formeln (169) wie bei A.1.3) bendtigt.

Nach einer elementaren Zwischenrechnung ergeben sich die Lésungen

3 %
Lu(X) = —= .
ulx) = 5+ (V2 + 7 ) cosh x
R3/4 , 3r, 2h 3
Joa(9) = V2 -2 SHTA cos ¥ - sin(36, — —4—) + e cos(30, — z—)
mit x =z +th/24 ; t, = RYii% (179)

A.2  Numerische Berechnung der von Schwerkraft abhangi-
gen Anteile

Hl

2 4 .
I{/I\%('ﬁ) I/;)A / cos \0 ‘SR[e—uo(2h—zA(cos f—cos ¥))
0
{Ei(vo(2h — 1A(cos 8 — cos 8))) — iw}]db (180)
20 A ]7" cos A0 %[e—u0(2h—iA(cos 6—cos 9))
T Jo

{ Et(vo(2h — 1A(cos — cosd))) — 1w }]db mit A>0 (181)

=
>y
o~~~

S
R

il

K und Kji sind die gerade Funktionen, die als Cosinusreihe darzustellen sind :

KE = A0+ZA,,COS;“9 mit (0<d <7); (182)

n=1

Ao = 3/ KR(9)do:

T Jo

2 XL
A, = —/ KT (0) cos p6de . (183)
0

s

Durch Einsetzen von (A.19) in Gl.(A.18) ergibt sich:
N
K{(9) =) 6,87, cos ud (184)
pu=0

Dabei sind 8%, und §,:
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4 A s T '
- / / cos AT cos ) - Rfe~vo(2h—iAlcosT—cos 9)).
7 Jo Jo

B =
A Ei(10(2h —1A(cos T — cos8))) — ir}]drdb ; (185)

o = 1/2 (0 =0),
b= 1 (u21) (136)

Die zuséatzliche Bezeichnungen werden fiir eine Viertelwurzel-Singularitat sowie fiir eine
Dreiviertelwurzel-Singularitat eingefiihrt :

KR (9) = 21/7(:/4 /" \/c—o_t—O/—Q sinf - %[e—uo(Zh—iA(cose—cosﬁ)) )

'{Ei(z/oo(Qh —1A(cos @ — cosV))) — in}]do (187)
KR (9) = 21/7(;14 /” \/me sind - §R[e——u0(2h~iA(6059—cosz9)) )

-{Ei(z/OO(Qh —1A(cos 8 — cos¥))) — im}]do (188)

Die oben besprochene Darstellung gilt auch fiir K{.
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B Berechnung der abgekiirzten Terme

B.1 RHS(z), LHS(z) bei Cy = —A

In diesem Anhang B.l werden die in (n)—te Naherung auftretenden Terme bei an der
Vorderkante beginnender Beliiftung, also RHS(z) und LHS(z) in G1.(74), (75) berech-
net. Jedes Teil wird durch die trigonometrischen Variablen auf der urspriinglichen Koor-
dinate und die in Anhang A bereits berechneten Integralformeln (82), (83) dargestellt.
Bei der hierbei auftretenden Integrale ergeben sich zwei Integralintervalle, also ein Pro-
filbereich [—A, A] und ein Beliftungsbereich [—A, Cg]. Hierzu sei bemerkt, daf} sich die
Wirbelbelegung und die der Cotangentterme zugehorige, zuséitzliche Quellenbelegung
auf dem Profilbereich anordnen, hingegen sich die Sinusreihe in der Quellenbelegung auf
dem Beliiftungsbereich beschrankt.

Fir RHS werden die nachfolgenden trigonometrischen Variablen eingefiihrt :
E(—A<E<A)=—Acosb mit 0<H<n~r
E(A<LELCg)= Acosh¢ mit  0<¢<¢g

Ce—A C
E(-ALSELCE) = E2 - E;Acosé" mit 0<9 <nr (189)

Far LHS werden ebenfalls die trigonometrischen Variablen eingefiihrt :

t(—A<z<A)=—Acos? mit 0<d9 <~
CE—A_CE+A

t(—A<a2<Cg)= 5 5

cos?’ mit 0<¥ <7 (190)

Wenn das Integralintervall der ganzen Beliiftungszone entspricht, wird sie mit dem
Symbol(’) bezeichnet. Das gilt fiir die auf der ganzen Beliiftung auftretende Integral-
form, und die dhnliche Integralform wird auch bezeichnet :

]I (19) . L/ﬂ' COs Ag d@
o 71 Jo (cos@ —cos?)?+ (4h/(Cg + A))?

1 [ cos M0 df
i) = ;_/0 (cos 0 + cosh ¢)? + (2h/A)? (191)

Analog zu J{(¥) und Jy(¢) fihren wir K{(J) und K,(¢) ein.

B.1.1 RHS(z) bei Cy = —A

a) R1(¢)

3 l/A FM(Z)  2hd=
4 Us (E=2)2+4h2

s

2[4 A(Z)

T —A U()

%[e—(iZVoh—ivo({*E)){Ei(QVOh — (€ —2)) —in}]d= (192)
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N . oz
1 [7 - " - — o e\ 2h/A sinf df
@;/0 {C_”/cotH/Q +CO\/c0t0/2+/\2=;C/\ SN e A AR
21/0/1/ {CW \/cot /2 +CW\/cot0/2+ZCAsm/\0}sm0

R[evo(2hiAleos 0+E/ AN { [ (1 (2h — i A(cos B + £/A))) — in}]dd

i) &/A = —cosl fir —A<¢E<A

= O 5L Tesl0) — KE(O)) + G L Jen(9) — KT, (0))
5 30 U B (0) = Tan0) — (4(0) — KT (0))) (193)

>
Il

1

i) &/A=cosh¢ fir A<é<Cg

= (2 () = K00} + G - Tn( ) = KE(9)

+ CUH T (Ir-1(9) = Iasa(9)) — (KLi(8) — K3k (4))) (194)

2h
A

Mz

1
2

>
I

1

b) R2(¢)

1 [C2g"(Z) (6-Z)d=
‘/.A Uo (E—=2)%+ 4h2

T

2vg e (17(171)(5)
™ —~A (]()

L [" (cos f — cos @) sin 0 df

— 14/cot8/2 + C§my/cot 8/2
< 7r/0 { cot§/2 + cot 9/ } cos § — cos §)2 + 4h2 /A2
214 T
7o / {Cq" cot 6/2 —I—Cq”\/cotﬂ/Z}smH?R ~v0(2h—iA(cos 6-0)),

{Ei(vo(2h — 1A(cos 8 — cos 8))) — in}]df

Y~ (oh=C=ENL Bi(2ugh — ivg(€ — Z)) — in}]d= (195)

0 — cos 0') sin 0d0
Cy" sin /\9 (cos
/0 ; A (cosf — cos /)2 + (4h/(Cp + A))?
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21/0ACE + A

Z C"sin A sin O R[e (k- iS5 (con0-0")),

T

0 A=1
.Cg+ ~ , : -
A FEi(vo(2h — 1 (cosH —cos 0"))) —ir}]do
— o { Jeta(0) — cos 0 - Ju3(0) — K_2(8) 1)
Tt Jct4(9) + C03h¢ ' Jct3(¢) - I{—-Q(QS) 11)
+an { Jctg(e) — cos @ - Jctl(g) - K_1(9) l)
Juia(8) + cosh ¢ - Jur(¢) — K-1(9) i)

N
1 / ! "l / / /
+52. q”{ (J3-2(0") = J342(0') — cos 0'(J3_1(8) — J341(8))
A=1

CJ A ,/ ' - /
— LG - K (0)

(196)

Wird Jedes Teil im Integranden addiert, dann wird dies durch Fourieranalyse approxi-

miert.
R1(0) + R2(0 ZC’RHSsmH
Mit der Glauert-Integralformel ergibt sich fir RHS(J)

RHS(W) = CFHS . cot¥/2 — Z CEHS 5in XY
A=1

B.1.2 LHS(z) bei Cy = —

Auf den Profilbereich beschrankt sich die Variable z.

a) L1(z)
dy§s
= 28g — 2
0 dx
b) L2(z)

1 / YOE) (o -6 dt
7 Joa Us (z—86)2+4h2

v [ AW '
2w [T A(E) Se~Boh— =) Bi(2woh — ivg(z — €)) — in }]d¢
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o - (cos @ — cos ¥) sin 6 db
& — / { cot9/2 + Cqy \/cot 8/2 +;C sm)\H} (cos0 — cos )2 + AR/ A7

. N
_QW‘/ {021\/&{972“3 + 3 /ot 072 + ZC;*sinw} sin -
0

™
A=1

e vo(2h—id(cosb=cos D) { Py (1 (2h — 1A(cos @ — cos¥))) — i }]d
N
1
=5 ya J/\ 2(9) — Jag2(9)) — cos (Jr-1(9) — a4 (9))
A=1

([‘/\ 1(F) — A/\+1(19))] + C2 i {(Jera(9) — cos I - Jua(¥)) — [‘,£2("‘9)}
+Co {(Jet2(¥) — cosd - Jen (9)) — I(L(ﬁ)} (201)

c) L3(z)

1 O ge) 2hde
”/_A Uo (z— €2+ 4h?

s

_g_’/_ /_C an (é) §R[ ~(2uoh—1vg(z E)){Ez(zuoh — ZI/()(.’C — 6)) — Zﬂ'}]df (202)

™ A UO

V™ vew /=73 2h/A sin 0 do
_ n 2 qn ./
<7 /0 {C_l cot /2 + Co" /ot 9/2} (cos 8 — cos V)% + 4h? [ A?

2v0A [T
— Yo / {Cinl /COt 9/23+an cot 0/ }Slfl@%[ —vp(2h—tA(cos §—cos 9))

T 0

A Fi(vo(2h — iA(cos 8 — cos¥))) — in}|do

an sin 0d6
+CE+A7r/O ZCA SN ST s )7 T (4h/(Cs T A))?

ZI/OA CE + A

T

Cp+A

Z an sin \@ sin @ %[e 0(2h—i ZETZ (cos —cos 9')}

0 =1

Ceg+

AEi(vo(2h — 1 (cosH ~cosd'))) —in}]do
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N
]. n 47h / 1 1 ! CE+A i i -1 /
= é-;cz lgr g athal?) = Bn() = =500 - KL (09)

2h 2h ;
+C0 = Jea(9) - K50} + Co"{= - Jen(9) — KL (9)} (203)
Aus der Summe ergibt sich LHS(9)
LHS(Y) = —L1(9) + L2(Y) — L3(Y) + RHS(Y) (204)

B.2 RHSa(z), LHSa(z) beiCy > A

Auf die abgekiirzten Terme RHSa(xz) und LHSa(z) in G1.(110), (111) werden in die-
sen Anhang B.2 eingegangen. Jedes Teil wird durch den trigonometrischen Variablen
auf der urspriinglichen Koordinate und die in Anhang A bereits berechneten Integral-
formeln (82), (83) dargestellt. Bei der hierbei auftretenden Integrale ergeben sich zwei
Integralintervalle, also ein Profilbereich [~A, A] und ein Beliftungsbereich [Cy4, Crg].

Fir RHSa werden die nachfolgenden trigonometrischen Variablen eingefiihrt :

E(-ALSE<LA)=—Acost mit 0<6<nx
f(—AstcA)=CE;CA—CE;CAcoshsb' mit ¢l > ¢’ >0
E(CA<E<A)= CE;CA _CE;CA cos¢ mit 0<6 <0, (205)

Fiir LHSa werden ebenfalls die trigonometrischen Variablen eingefiihrt :

z(Ca <z < A)=—Acosd mit da<0<7
z(A<z<Cg)=Acoshyp mit 0<p<pE
x(cAggch)_—_CE;CA_CE;C“COSW mit  0<49¥, <0 (206)

Fir die in der ganzen Belliftungszone auftretende Integralform bezeichnen wir mit dem
Symbol(’), und die &dhnliche Integralform wird auch wie folgt bezeichnet :

Ji(0) = l/’r cos A0 df
A 7w Jo (cosf —cosB)?+ (4h/(Cp — Cy))?

1 [ cos A0 dO
@) = ;/0 (cos f — cosh )2 + 4h?/A? (207)

Analog zu Ji(¥) und Jy(¢) fuhren wir K{(J) und K)(¢) ein.

Fir vereinfachendes Verdrangungseffekt gehen wir von Joukowski-Profil ohne Skelettlinie

aus d.h. dy,/dz = 0 und ¢(0)/2Uy = Bo(cot 8/2 — 2sin §).
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B.2.1 RHSa(z) bei Cy > —A

Hier beschrankt sich auf den Profilbereich die Variable (¢) also —A4 < ¢ < A.
2) Ral(¢)

dys, 1 [*q(2) 2hd=
= =28 — 2 -
Js(8) = 280 =270 +7r/_A Us (6 —E) 1ah?
2v [# ¢(= e (S _
_2o [T elE) R[e™ 2okt C=EN{ Bi(2uoh — ivg(€ — Z)) — in})]d= (208)
™ —A Uo

2h/A sin 0 df
(cos @ — cos §)2 4 4h? ] A?

1 [7 - ~
& 260 + ;/ 2Bo(cot 8/2 — 2sin §)
0

21/0A

K

/ﬂ{2B0(cot 0/2 — 2sin 8)} sin 6 %[e‘”"(%“m(“’s §-cost)),
{Ei(vo(2h — 1A(cosd — cos §))) — in }]dO
= 26+ 2Bo{ C)(A0) + a(0) — (F(8) + KF(0))) (209)

b) Ra2(¢)

:l/A M=) (€-5)d=
)4 Us (E—2)+4h2

9 A ()= ‘ =
Yo [T HE) g roh-ivole=2N{ Bi(200h — i€ — ) — in}]d= (210)

s —A UO

N — . -
1 [ ~ . sl (cos@ —cosf)sinbdf
& — Cy - cot §/2 CY sin @ ~
s /0 { 0 rcotb/2+ ; » S } (cos @ — cos 0)? + 4h%/A?

20pA [™ _ al _ _ o
_ 4V / {Cg -cot 0/2 + Z CY sin /\9} sin § e vo(2h—iAlcos 6+¢)).
0

s
A=1

{Ei(vo(2h — iA(cosf + &))) — i }]df

= Co{J(0) + %(Jow) + J2(8)) — cos 6(Jo(6) + 1(6)) — (K;(0) + K{(9))}

+% Z C:\Y[%(.]A—Z(g) — Jx42(0))

A=1
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— cos 0(Jx-1(0) — Jrs1(0)) — (Ki_1(0) — K{,1(0))]

c) Ra3(¢)

_ ! /CE ¢"(E)  2hd=
cs  Uo (E- 2P +4h2

t(n) (=
2w [7F gn ( ) R[e~Foh=0C=EN{ Bi(2uoh — tuo(€ — Z)) — im})]d=
s Ca UO
i) ¢=9etfa _ Op=0a cog¢’ firChp<{< A

N infdo
1 s S _ 4h/(CE‘“CA) sin 8 d0
_ K A0 =
A T /0 /\; Cy' sin (cos @ — cos0")2 + (4h/(Cg — C4))?

21/0/1 CE - CA

s

ZC?\" sin MA@ sin Rfe” 0(2h=i ZE%A (cos §~cos 6"))
0 x=1

A{Ei(vo(2h — ici;———c—’i(cos  — cos®'))) — in}]dd

1

3

Cg—Ca

Mz

A=1

li) é- — CE;'CA - CE;CA COSh (b’ fflI‘ _A S 6 S CA

N inddo
1 /™ - 4h/(Cg — C4) sin6 db
- C(I'I /\9 —
< /0 Z e (cos @ — cosh ¢’)2 + (4h/(Cg — C4))?

" sin A0 sin # R[e™ vo(2h—i SE9A (cos f-cosh ¢'))

21/0ACE - C'A /
0

T

{Ei(vo(2h — ici;_cl(cosé — cosh ¢'))) — in}]df

1 & g4
52 A CE-CA(J’\ 1(¢) JA+1(¢))

—ZE AR (¢) - K (90))
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qn{CE _ CA ']/\—1(01) - J//\+1(0,)) - T(I(,R (9’) ‘/\+1

(211)

(212)

(0)}3(213)

(214)



Jedes Teil im Integranden wird addiert, und dies wird durch Fourier-Cosinusreihe ap-
proximiert.

N
Ral(0) — Ra2(0) + Ra3(9) = Z C{H5% cosnb (215)
A=0
Aus der Glauert-Integralformel ergibt sich fiir Term, RH Sa(J)

N
RHSa(¥) = C{"%* cot9/2 =Y Cf{H5sin o (216)

A=1

B.2.2 LHSa(z) bei Cy > —A

Auf den Beliiftungsbereich beschrankt sich die Variable (z), also C4 <z < Cg.
a) Lal(z)

= 0A — —

1 /*’ q(é) d¢ 1 /f‘ q(é) (= —¢&)d¢
+

mJoaUoxz=& 7/ 4 U (x—¢&)?+4h?
v [ :
_2n [T () Sle=@oh~il==O) Bi(2u5h — ivg(z — £)) — in})]dE (217)
T —A U() |
1 [ . sin 8 d6
& Tap — 7—.‘_-/0 QBo(COta/Q—QSIHB)m

(cosf + z/A) sin 0 db
(cos @+ z/A)? + 4h/A?

s

1 ™
+-/ 2Bg(cot /2 — 2sin 0)
0

2L6A [T :
1/7(: / {2By(cot /2 — 2sin 6)} sin § [e~vo(2h-ilcosb+2/4)).
0

A{Ei(vo(2h —iA(cosd + x/A))) — 1w }]|db
i) z/A= —cos? firCy <¢E<A

=oa — 2Bo(—e™? + e %)/ sinh
+ By {23: JA(9) — 2 cos 9(J1(9) + Jz(ﬂ))} — 2Bo{ K{(9) + K1(9)} (218)
A=0
i) z/A=coshy  fir A<¢<Cg
= 04 — 2Bo(1 — 2cosh o) + By {i () + 2 cosh o(J1 (i) + Jz(@))}

A=0
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—2Bo{ K{(¢) + K;(¢)} (219)

b) La2(z)

L[ 2k
4 U (z—=8)?+4h2

w

A n
2w [H A R~ (@roh=ivo e=O{ B30k — ivg(z — €)) — in}]dE (220)
T —A UO

N .
1 [ oy Y 2h/A sin 8 do
& 7r/(: {CO cot 0/2 + }zl Cy sm)\O} (cos0 § 2/A) 1 4R/ A2

N
2woA [T -
_ 20 / {cg-cot9/2+§ 'O} sin Ao}sin0%[e-“°(2h'm<°°“’+x/f‘”-
0

{Ei(vo(2h — iA(cosd + /A))) — ir}]d8

1) z/A = —cos? firCy <¢<A

~ 2R R R 1Y
= C{= (Jo(9) + 1i(9)) = (KG(¥) + KL (@)} + 5 > CT-
B (®) = D (9) = (KE(9) = K2 (9))) (221)

i) z/A=coshe firA<z<Cg
2h 1
= R Lhle) + () = (KE (@) + KT} + 5 3

{21 (0) = Jra(0)) = (KE1(0) - KRa(0)) (222)

¢) La3(z)

L /CE ¢"(6) (z-d
c. Uo (z—€)2+4h7

7.‘- .

2v9 (97 g1 (¢)

T Jo, U

S[e~@oh-itol==) [ B (Quoh — ivg(z — €)) — 1w} (223)
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/ 0 (cos§ — cos ') sin 6 do
G5 sin (cos @ — cos V') + (4h/(Cg — C4))?

2V0ACE - CA

T

ZC’ sin A0 sin § R[e™™° 0 (2h—i ZEZCA (cos f—cos ')

0 A=1
{Ei(vo(2h — igﬁ—?;—cA(cos 0 — cosd'))) — iw}]db

N

1 )

52 qﬂ[ (Ja—2(?) = J342(9")) = cos 9'(J5_1 (¢)
A=1

Cp—Cy

L) = K (9)] (224)

— S (9) =
Aus der Summe ergibt sich LHSa(?) :

LHSa(®) = —Lal(¥) — La2(d) — La3(d) + RHSa(9) (225)
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Abb.1 (a) Koordinatensystem fiir beliiftetes Profil

/ \Weﬂenhéhe

UO T __Tlf(_l? ————— _‘“
- G CB ’

r
Y

Ty

Abb.1 (b) Koordinatensystem fiir einen aufgerollten Spitzenwirbel hinter
dem Profil
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— @ N=16.CL-.174
A N-8.CL-., 173

. X N=4.CL=.173

Abb.2 Konvergenztest am Joukowski-Profil mit 12 % Dicke, &, = 5°
(h/A =0,91,F, =1,41)

— oG
-  __ GIESING & SMITH
hfA — oo ® a  Exp. (AUSMAN)

+ h/A=1,88; Fp=1,06

. jale] ! l0 80 k él 601 -‘O 40 ! 0. 'IXJ.OU ! U‘.Z[J ' DIAD i 0.60 I 0.80 \PQD
] x /A
g
?J
Abb.3 Druckverteilung an der Saugseite des Profils 4412, §, = 5°

(h/A =1,88,F, =1,06; h/A =1,20,F, = 1,33)
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Abb.4

Abb.5

1\ h/A = oo

2 /\

| <\ — sxG

ol ~ o\

NS QN7 "Z/A - o GIESING & SMITH
S Cae Exp. IPARKINI

Druckverteilung am 12 % Joukowski-Profil, &
(h/A =3,51,F, =0,71; h/A =1,91,F, = 0,97; h/A

h/A =1,05; Fp — 00

5] W\ [ A/A=105F =806

50
0,91, Fy = 1,41)

Druckverteiluhg am 6 % Joukowski-Profil, &, = 6°

(h/A =1,05F,=8,96: h/A =0,525, F, = 12,7)
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1.0 7
o.s T
-100. -sa! o-g. . 100! =] 200! 20! 300, Py a0a! Xe
o h/A=1,05 F, = 8,96
o5 & h/A=1,05; Fs = 6,33
Abb.6 Das durch Profil erzeugte Wellensystem fiir A/A = 1,05; 6o = 6°

(Fp=9,96;6,3)

N-32.CL-.324

:D’J — A N-16.CL-.324
~ 4 N-8.CL-.330
&>

Abb.7 Konvergenztest fiir Beliiftung an ebener Platte, 50 = 6°
(h/A=0,75; F, = 10,6)
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WellenhShe
<o /-‘l”/ﬁ’,—'*—‘—*_ﬁ
e
- ungestorte Wasseroberiliche ) Fy - oo

(a) bei h/A =1,05; F, =8,96; N =232
]
5‘“ Wellenhéhe
<3_/
e
?_ Fr =9,96 S~ ungestérte Wasseroberfiiche
/’“" -
-1 [)(JI -ID.SOr Z[J.UD ' D]‘SD 1. . : \L\ ! ! 2‘.50 ' SEOD ' 3‘.50 ' CTUD T ;‘.SD ' 5‘.00 ‘
(b) bei Ah/A=0,85 F,=9,96; N =32
Abb.8 Beliiftungsschicht und Wellenform fiir ebene Platten (Cy = —A)

zum Vergleich mit denen bel Fj, —
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Abb.9

(04 =0,0593(0.W.F))

Konvergenztest fiir Beliiftung am 6 % Joukowski-Profil 6, = 6°

8
g | Wellenhohe
m
e et
o V’/VM’M/'WQ
M
>
D‘ ungestérte Wasseroberfliche
o
<] e e as e ol

\ Oberfliche der Beiiiftungsschicht

o
o
j=]

s
g T T

5.00

Stoo ! -bso! loo m"’”"&»««i&.‘w;“ " 3o | 3so | so0 | dso | s
x e hlihsensense
(a)-bei h/A =1,05; F, =8,96; N =64
Abb.10 Beliftungsschicht und Wellenform fiir 6 % Joukowski-Profil (C4 =

—0,99A4)
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Abb.10 (b)  bei h/A=0,9; F, =9,68; N =64

¥ —— h/A=1,05 F, = 8,96
— = o4 =0,0735 (0.W.F.)

(a) bei ebenen Platten (C4 = —A)

Abb.11 Wirbelverteilung



X — h/A=1,05 F =8,96
— — a4 =0,0667, (0.W.F.)

Abb.11 (b)  am Joukowski-Profil (C4 = —0,99A4)

o
(]
(\i"\
GREEN
. o M 6% Joukowski-Profil
jan}
o
-
E
2
o
w
i
o
(en]
o T T T T T T T T T T T ]
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
h/A
Abb.12 Verlauf der Beltiftungshalbedicke an der Profilhinterkante,
1(A)/260A -
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Abb.13 Verlauf des Auftriebsbeiwertes zum Vergleich mit anderen
Ergebnissen
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