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Vorgelegt sei eine Fredholmsche Integralg;le~chung

zweiter Art..

.

b. .

g (K) + 'Afs(~1 KIJf,IJ
dJ + flKI .0

a
'

.

(1)

Sind sowohl der. Kern K(x,f) als auch die Funktion fex)

i.n dem Berelch a ~,x:s b.,a oSf:Sb stetig, differenzierbar

und beschränkt, so kann man das Integral i11(1) näherungs-

weise durch eine Quadraturformel-ersetzent

6 ~

!glVKfX,J)rlf ::; lh-a) l4~lIj{fl)Kl~flJ)
Q.

(2)

\:lnd damit die Integralgleichung, in ein System von

m linearen Gleichungen überführen.

m ,

g(XI*')+ Alb-tl) ~ 1111 j I[v) j({~, jll}<l-j {~J::: 0
)/:::-1

.
(~P42'''mJ (3)

, I i I

,

Gleiehgliltig, ob man d~eses System durch ,Elimination t;lder

iterativ 'auflöst, wird die Genau~gkeit der, TJösllngdavon

abhängen, wie gross der Ersatzf'~hler der Quadrat urforme 1 (2)

ist. Von Abrundungsfehlern sei dabei abgeseheno

Nun läss~ s:i,ch i~er err'e~chen, dass der Ersatzfehler

der Q,uadraturformel hinreichend klein ist, wenn man eine, ,

genügend hohe Stütz.stellenzahl' mVJählt. Da aber der, ,

,
-

Rechenaufwand für die Auflösung 'von (3) mit wachsender
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Stützstellen~ahl. sehr ,rasch an~teigt, wird man danach
.'

.
\,'

tracht,en; tiie be,stmögliCheQu~draturrormel zu verwenden,

um dii3 ß,tiit'zat~llenza'hlso gering wie möglich halten
I .' ,,'" -'_

zu können 0

.
"

, . ..

Bei nicht'perlod.lach~nFuriktionenist im, allg.emeinen die
GaiIßs<?he Quadratiirrormel ~~s 'die bes.tmög'1iche anzusprachell"
Im folgenden so11en~jedoch nurIntegr~lgleichun:gen behan=
deJt~werd~nt be:ldenen sowohl der ,Kern k(X'l) als auch die

Fti.nkt:i.on.f'(x) die.Pe~1od.e ptlaben, und daß lntegI'ations-
intervall,1Jl1t der 'Pe.v_~ode übereinstimmt,G'

'.
~(~;ti~"~~ii~f~~>'.

t(x). =1'(><+p)

..

p ~ b-a

Da dann~.z1lfangsläuf'ig auch ,die gesuchte Funktion g(x) die
'Periode phaben muss, wird man die wesentlich bequemere

Rechteckformel anwenden,denn es ist eine bekannte Tatsache,

dass die Rechteckformel bei periodischen Funktionen in den

meisten Fällen allen anderen Q,uadraturformeln an Genauigkeit

tibei'legenist.. (-Siehe :;[5] Davis, On theNwnerical

Integration of Periodic Analy.tic Funct10ns )

O.ttmalserweist sich. der Kern für die nlimerieche Behandlung
. ,.". - - -'

,.. ~ . .
-

.

alsausgesprochenungunst~g\) aucb, wenn er; w~e oben vorausge-

se tz t.wurde, stetig, differenzierbar und nicht singulär ist"
-.

- "Das 'Jst'-d!iJmder 'Fa~l,weri.n~r an 'ein~r', oder mehreren Stellen
star1t gekrümmt verlätlf't.. H;i.~r_w~rd man Ir,titHilfe der Recht-
eckform~leine ~ür die' Pr aX,:ts , ausr,e:i.che:nde Genauigkeit nur

mit,einer verhijltni:s~ässi.g ho.b.enStütz.st~~le:D;zahl 'I also
.,

~" -
. ., .

mit ~rossem Rec.b.enau.f'wand ,erue len.. kön.nen e

Liegt- ein solch-erungiinst~ger Kern vor,,' ist/dagegen die' ,

Funktionf(x) verhältnlemäs$ig gutartig, d.h. ist die

grösste Krümmungvonf(x) wesentlich kleiner als die

von'~(x,f),so kann'manannehmen, dass auch g(x)

verhältnismässig g~tartig sein wird, da eine Integration
immer'eine Glättung bewirkte
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IÜ.Hr 'entstehtnunclie'~~r~ge, obell3 nicht möglich ist ,;' ei11&

Q.nadra tuJ!:oforrriel zllve'rwE:}nden, d:L€ e:fnersei tsden gl 13. t, ten.
.,'. . 10

"!!'~ l '

.., ;)', .
F~, 1 ', rtf> ,)

,

b ' ·

r k'
0.' ,ht .; r:d"

- a""

""
",_.; j"", '1.; e'Va.I,: 8-1,l1.' U.~r , Lt!prt>:.I.on g\.

J"
\9X~W ,,,,,::tC.

''''0''.'
,na.er r..)t;.: ," U....

~f"atsac.heausnutz'b,<tas$ j~ de~ Kern. nicht nur in den
einzelnen St,ü.tzstellE,1n bekannt j~Bt~ sonde),"n sein Ve,rl8.Llf,

- ~ . ,'. -, !
'

' "

.
'.

libero das' ganze, Integrattonsintervall ,durch einen C::1'lal;y,tischen'

jil!t:jdrudkg~geben fst"
.,' . -

. .

Es w..t~'ci im:'verlkufdiese~ Arpei t' gezeigt~ dass fLir pertodiscl1e

Funkt.ione'n~".e-i.r)e .(i'e.r~rtigE:
.Quadraturfo,rm.el)

.' '~".'

. ,

p .
"

'.
.

.', .' .fVj

,:fSlfFI( ()(;f1df ~
:AI~"

fI~ {ir! (fv)

o
.,'.' '

. .

(4)

.'

be:t der die Stützs.tellen .wie bei der Rechtec~egel äqnidistant ~
.

und die Gewichte 1/" speziell ,auf' den Kern zugeschnitten. sj.nd"
unt~e:rdeD: obige~ VOfau~E!etzun~en ein wesen~lich genaueres

ErgebllialiefeI;n1i<:lD.n al$die'~echt'eckforIIlelo Zur Unter-_

scheid~ng m:it. deI'. ~iIlfach€n R~cht~ckformel soll diese :F'ormel
im folgenden di.s sJ>€zielle Quadrätu..rformel ge,nannt 'werd.en~

Die Gewich~e erhält man auf f?lgendeWeise: IJässt f.Üch de.l'

Kern gleichmJissig, in eine FOl1z-ierreihe entwic,lre lrJ.~
. .

.'

(5)

wobei die l{oef'fizi.ente,nd,4 und 1.A noch Funktionen von x sind~

so ist )~II(x) gleic-h der n-ten TeilsWIime die.ser Reihe fUr
die Punkte x und 'fll ::.lft-.

.. .
"

(6)
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Ist die Stützstellenzah.l.Ill,gerade 9 ,so ist dabei

setzen, .tür eine, ungel'ade Stützstellenzahl gilt

Praktiachbedeutetdas, dassma.n'unter b~stimmten Bedingun-

gen mit einer geringeren Stützstellenzahl auskommt~ wenn

man die ~unktio1).,g(f) nicht mit dem Kern, sondern mit der

n=ten Teilaqmme dEl1:"Fourierentwicklungdes Kernes :multi-

plizierttWidauf dieses Produkt die Rechteckformel
anwendet..

2., Ab1S.tung der s~~ziellen Formel"

Zur Ableitung dElrFor~el (4) denke man sich die Funktion g( f)

durch e1ntrigon()met:t1~chesPolynom vom Grade n ersetzt~

welches in mStützstellen mit .der Funktion übereJ..nstimmto

(7)

*
.

Der Index soll andeuten, dass

go:nometrischen Interpolation,
.. . ..-

Besselschen Formeln erh~lt~

die Koeffizienten der tri-

d1.e man mittels der'

(8)

p

r..= : fJlfl...!l~-Rt
"f

.

op
.

.I..: ; {f
I

fJ ~ !/-:t "1
o

(9)
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Die Abweichung

gesetzt wurde,

Funktion ist"

wird jedoch nicht erheblich sein~ da 'l[OraI18-

dass g«) eine verhältnismässlg gutartlge

Da ein trigonometrisches Polyn.om vom Grade n von 2n+']

Konstanten rOt 'tIli;" I f", J1IJ" I ... I Jn abhängt, benötlgt man
- -

zur Bestimmung dieser Konstanten 2n+1 Funktionswerteo

Die Gleichung(?) gilt also im Grunde genommen nur flireine

u~r!gerade Stützstellenzahlm, wobei n ~ ~ zu setzen isto

Bei einer geraden ßtützstellenzahl lässt slch die Funktion

g(J) nur durch ein trigonometrJ.sches Polynom der fi'orm

m -
annä.hern;; HierbeJ. gilt n ... ~ 0 Da aber

,~iTni/ .
AM? :: aN# üll :: 0

rn

tür n ~ 2ist~ eich ~lso aus Glo(8)

J",* :: 0
.

ergibt 9 macht man keinen Fehler" wenn man für eine gerade
Stützsteilenzahl das trigonometrische Polynom ebenfalls

tn Form dez' Glo(?) schreibto

Die FlOrmel (4) beruht nun da,rauf9 dass man das Integral

durch das
p

1- !r.. IfJ J<I~ fJ elf
o

ersetzto Da die trigonometrischen

system bilden, d~ho da

P .

1=/, '/J XIx, fl "I
. o. .

Integral

Funktionen ein Orthogonal=
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und. .

ist~ erhält man aus den Reihenentwicklungen (7) :fUrTn i) und
i'

(5) für_ K(x~ f):

Setzt man in diesen Ausdruck die Besselachen Formeln (8) ej,G~

so folgt nach einer einfachen Umordnung:

Der I-Iusd.rilck in. der geschweiften KlsmmeJ:- der letzten Gle:ichü.n2~

ist unabhängig yon der Funktion ger)'" Er stellt d.ien.te
Teilsumme der Fourierentwick~ung des Kernes für die

PI.:mkte I"
.~ ':n~ dar", Durch einen Vergleich mit;; der Formel

(~rkeD.ntman; dass dieserAusdruck gleichdem Gewicht A"IJ

(4)

isto

Die Bestimmung der n=ten Teilsummen des
auf zweierlei Weise durchführeno Einmal

Fourierkoeffizienten aus den Eulerachen

Kernes lässt sich
kann man die

Formeln
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7,
Kf~ f .,t4? r

." f
o

.
'

fJ

-
f~ 1~};:frfK{)(, f) 11~ ~i~~ 1"1

o '

( 12)

errechnen, und. mit-tel~ di.eser Koeffizienten die Teilsumme

-. -
bildeno Die Teilsumme ,lässt si~h\aber auch du~ch ein einzelnes

Integral darstellen.. Setzt man nämlich in die letzte Gleicp.ung
, ,

die Elilerschen Formeln (12) ein9 so erhält man:
,p p

,

n

Ny (x) = ; f K(~f) 'r +~ ;fK'K, f)[~ ~~Af~u, ~~-IlY+4~ ::::~-Il f /,J,m ~ ]"1
_ () .A--i

"c . "p
,

.
.

'"

='~fK{~ fiff + z ./;(jJ !l;t~{t -,~}]~i
.

0 A=4'

.Aus der geoqletrischen Summe '

.t
j 1i2U! ( - -!J(n+.(J,

n,l/i.J? ( - -.- ) ,

1- er,
'1 e " Fm;;:,

/I

2q~'I.l- J! )A;I;o 1- t
'

r 1ft

ergibt sich durch.Auf'spalten in Real- und Imaginärteil:

Daraus folgt mit Hilfe der Ad.ditionstheoreme
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'~~1"1'i'~-

'. . .. ..

.
die Identität"

..un 7f l~n+"J{ ~ - ~)
hM?i1 (l-t )

. I' m

sodass sic~ schliesslich ergibt:

. p

nt/IX] = ;fK It,fl
()

.'

Mn 1f (/111+1) (fr -~)

4Mt1T{~-~J
(13)

(Siehe auch [6]Natanson~ Konstruktive Funktionstheorie, 80134)

.~ Integralgleichungen mit ~iner Nebenbedingung...2.

Hat in der Integralgleichung

p

j ('J()+ 'A/g (fl (IX,!)' f "'IIKJ :: 0

o

(14)

der Kern die Eigenschaft, dass für alle x

'".: -
i\

(15)

ist,. so läset sich die Funktion g(x) nicht eindeutig,

'sondern nur bis auf eine beliebige Konstante C bestimmeno

In diesem Fall ist nämlich, da
p

~I(Klr,f)
"1

,,-d

ist, die obige Integralgleichune mit der Gleichung

---- --------- ---
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p

[!fxJ+Cl.,. 'ftf[j'fJ+tJ KfX,fJ«J + I/xi:: ()

o "
.

identißcho Man penötigt also ~ur eindeutigen Bestimmung

von g(x) noch eine Nebe~bedingungo Diese Nebenbed1nßung ist

häufig durch ein Integral

p. .

f SO<) dx := E ( '16)

b "

gegebeno Würde man hierbei zur Auflösung die Rechteckformel
"

.

heranziehen. so stünde man vor der Situation, zur Be~

stimmung der m unbekannten Fu..c.ktionswerteein System von

m+1 Gleichu:Q.genzur Verfügung zu habent nämlich die der

Integralgleichung (14) entsprechenden m Gleichungen,

.-

m

g {J:!.l+ A!; '?!
(~) K(p!-,ffJ + I- {J!!-} :: 0 ljt = ~2, '" ,in)

11=-1
"

und zusätzlich für die Nebenbedingung (16) die Gleichung:

m

;, 2.gl7!-J = e
":-1

Bei der Anwendung der speziellen Quaqraturformel kann man

diese Schwiertgke1t umgeheno ~sge~~en folgende Hilfsformeln,

wenn kund m ganze Zahlen sind

m
:1.-

2. U?
fliTAII;:::

{
1 für k/m = 0, 1 t 2, 00 H HO

m
1l3:-t.

m 0 .füralle anderen Werte von k/m

(17)

.
Die Richtigkeit dieser Formeln lässt sich leicht nachweisen,

indem man die "komplexe geometrische Reihe.

tl/' I :Ii
;J-e'

1
" f/ll" -%,
-e
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1St, ist der Zähler des rechten Ausdruckes immer gleich Null.

Der Nenner ist hingegen nur dann~Null, wenn das Verhältnis k/m
.

eine ganze Zahl istc Ist aber k/m eine ganze. Zahl, so ist

'auch ~. eine ganze Zahl, und.damit sind alle Glieder der

Surmne' gleich Eins.. Ee giltalso~

m flirk/~ ganzzahlig

o für alleanderell
Werte k/m (18)

Daraus folgen durch Aufspalten in Real- un,l Imaginärteil

dte li'ormeln (17)~ Aus den Gleichungen (17) wiederum folgt~

dass
.

m m. 11

i 2 R. {xl ::;;
,(

2 (
c(ol)()

+:2 [0{ IX) ~ ~iF,A1I
+0 Ix} Mn :lilA!..

~ ::: C<c (x)

m ~ 11 m _
~ ~ 4.._:.t m I At In Z1/::1 . If-.. ~<-1

ÜJt" Lässt man jedoch bei der Bestimmung der Gew1chte
das Glied ~D{X)

fort,
Z

( 19)

BO gilt für diese Grössen:

.-

(20)

Ferner gelten zwischen den Gewichten Av(x) und Bv(x) die

Beziehungen,

(21 )

IA= A 2 "" '
1'1), , .
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da nach (17) .

ist 0 Das bedeutet ~ das$ eine Q,uadraturformel mit den
Gewichten B~(x)das ko~stante Gli€dt der Fntwic:klung

von g(f) bei der Integration unberÜcksichtigt lässt,

während manriir denn~cbt 'konstanten Teil dasgleic.

Ergebnis erhält wie bel Verwendung d.erGewichte (:.>c),

Ersetzt man also die Inte.g.ralglei.chung (14.) durch (Ü;J.F

Gleichungssystem

m

!J (~J+ Jl"~ 2. "E1I (~l! I.tg.J+1'': J.::()
. 11::.1 . .

(22)

sö' erhält man automatisch diejenige I,öSUJ:1g ~ die der
Nebenbedingung

.

.
. p.

In . P
.

~(!I 00 ,,>! ~ .;..~
,4f~

11 ~!) ~..-fi /)0 ollJ{

() , ()

genügt" Dje Lösung für die Nebenbedingung (16) (:~':'g:Lbt;

sich schliessllch aus dieser Lösung~ in d€lil. man ;:;l7

den einzelnenFunktionswertena:nschtÜ?ssend noch das

konstante Glied

f
2-.

.)'
.~

~,, ./

hinzufügt" oder" was atlfdas Gleiche h~nat;.lslä.uft~ in

man die Integralg1B ichtlng( 1.tj) durch das System der

folgenden m linearen Gleichungen ersetzt...

dem

'. m . . m
olM) + Ä 1!. 2 "H.v (l!L!.

.
1f {)!!!.} '+ 1(/!L!.) ~ .!.. + 1. 2. 1' tE)m m, m m.

'1' m n m m
. ))::4 , .. v:.,

(24)
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48 Die Vberleg~nheit d~ speziel~en Forme~

werden, die überlegenheit der speziellen

einfachen Rechteckregel für das In:tegraJ,o
p

I=: /SIXJ h (X) dx

o~ .

Es soll nun versucht

Formel gegenüber der

nachzuweisen 0 Dabei sei g(x) diejenige Funktion, deren

Funktionswerte nur an einzelnen StützsteIlen bekannt sind,

während h(X) durch einen analytischen Ausdruck gegeben isto

Beide Funktionen haben die Periode p und sollen sich

gleichmässig in eine Fourierreihe entwickeln lasseno

Zunä.chst seien die beiden folgend.enextremen Fälle betre.chtet:

. a.) Als ausgesprochengünstig in bezug auf

die Anwendung der speziellen Quadraturformel

ist,die Funktion g(x) zu betrachtens wenn

sie eine ganze Funktion ist, da dann die

Beträge ihrer Fourierkoeffizienten mit

wachsendem Index rasch klein werden~ Ist

insbesondere g(x) ein trigonometrisches

Polynom vom Grade n, so liefert die

. spezielle Formel im Gegensatz zur Recht-

eckformel ein exaktes Ergebnis, gleich=

gülttg.wie sich der Kern verhält 0 Dies
folgt aus der Tatsache, dass in diesem Fall

die Fourierkoeffizienten durch die

Besselschen Formeln (8) exakt dargestellt

werden0 ,

bQ) Ein anderer extremer Fall ist der. dass

hex) eine singuläre Stelle aufWeist, während

g(x) besc~änktbleibt. Hier versagt die

Rechteckformel. Die n-te Teilsumme von hex)



bleibt jedoch im ganzen IntegratioDs-

intervall beschrä.n.kt.Man kanl1 8.180 :Lm"JLU.'
. .

mitt;elsder speziellen Formel ein alJ.s:~.tÜche.n.d

ganaues Ergebnis erzielen, wenn man die

StützsteIlenzahlen nur gross g19nug 'NähI.., ~

vorausgesetzt natürlich~ dass hex) in:(;e~

grierbar ist. Istau5serdem der Verlauf V01'l

g(x) noch verhältnismässig gutartig. 50

ergibt Sich trotz der Singularität von
h(x) schon bei einer geringen Stützstellen-.

zahl ein überraschendkle.iner Ers~;tzf€hl.er_

/ -

In Hinblick auf Integralgleichungen bedeu.tet letzterek~: .Man

.tr.a.nn .mitHilfe der speziellen FO~L'melauch I1.ltegralgle:i.chunge:..

mit sinßulärem Kern nach der QuadraturformelmethoJ.r:i lÖBer.,

ohne den Bereich um die singulä:r-e Stelle gesondert - beispiels~'

weise durch eine Reihenentw-icklung - behandeln zu :r,.ÜrjBe.ne

Beschränkt man sich auf die Klasse d.ies6r

Funktionen, so gibt es eine TeiLfolge von

stützi3tellenzahlen m
""J"f*, fiir die s1ch

zei~en lässt, dass der Fehler der speziellen

J?ormel mit wachsender Stützstelle.nzehlstärker

gegen Null strebt als der Fe.hler der Eecht.Gek~

formel, wenn die Funktton g(x) mindestens

doppelt so gutartig ist wie die Funktion h(x)o



oa

g{x)
QI)

+1. fl... ~~rr'l/)(= Z ~8;' _

~ftO

h.(x) 60 + 2. h~
flii

... fAh- ,hx
Z

IJ.:6.;(
jO

ob

Co I- l. Ch
~-

g(x).h(x) .. I#J -!!..
"h

;(

.z
.Ii

~.;(
r

-,14

Es folgt nun der Beweis dieser Behau.ptung~
~itig näher erläutert wird, was unter dem

so gutartig U zu verstehen ist. Es seien

wobei g.leicll-

Begriff iI do:ppe 1"Ci

analytische Funktionen einer komplexen Veränderlichen,/, die

auf der reellen Achse reelle Werte annehmen; oder anders

ausgedrJckt, die' beiden Funktionen g(x) und hex) sollen sich

in die komplexe Zahlenebenefortsetzen lassen, indem illfHl

x+iy . z statt x setzto
.

Der Einfachheit halber sei ferner angenommen, dass sowohl

g(x) als auch hex) gerade Funktionen 'sind, dass also gilt:

g{x) . ~-x) hex) = h(-x)

Diese Einscl:!.ränkungist für die folgende Beweisführung nicht

notwendig, sie wird nur deshalb gemacht, da dann in den

Fou~ierentwicklungen nur Kosinusglieder auftreten und damit

die Gleichungen übersichtlicher werdeno D~e Koeffizienten von
g(x) seien mit ak',di'e von hex) mit bk bezeichneto Die Koeffi-

zienten des Produktes beider Funktio~en seien cko

(25)

(26)

(27)

Handelt es sich bei

Funk~ionenJ $0 sind

anderenfalls weisen

den Funktionen g(z) und h(z) um ganze

sie in der ganzen Zahlenebene regulär,

sie mehrere singuläre St;ellen auf ~ die



- 15 -

die gleiche Periode haben wie die Funktionen und paarweise

symmetrisch 'zur x-Achse sind. Den Abstand dieser komplexen

Singularitäten .von der reellen Achse kann man als ein Mass

für die Gutartigkeit der Funktionen ansehen, denn eine nahe

der reellen Achse gelegene Singularität hat zur Folge, dass

die für y .. O'reelleFunktion dort einen starken Buckel hat"

Es sei r, der Abstand zwischen der reälen Achse und den-

jenigen Singularitäten der Funktion g(z), die der reellen

Achse am nächsten liegen, 'lh der entsprechende Abstand f~r
die Funktion h(z). Dann ist.die Funktion g(z) regulär inner-

halb eines Streifens~ welcher durch die beiden Geraden

y ... "!: r, begrenzt wird, h(z) innerhalb eines Streifensmit
+ .

den .Begrenzungeny ... - Th 0

Der Begriff' ttgutartig"sei nun f'olgendermassende.finiert:

Eine periodische Funktion ist gutartiger als eine zweite,

wenn ihre analytische Fortsetzung In einem breiteren Streifen

regulär ist als die analytische Fortsetzung der zweiten

Funktiono Insbesondere sei g(x) als "mindestens doppelt 60

gutart~gn bezeichnet wie h(x), wenn r,?:~2h ist.,

Zunächst sei lediglich angenommen,dass g(x) gutartiger

ist als hex) 0 Es wird also lediglich 7J > 1}, gefordert 0

Das bedeutet, dass auch das Produkt g(z)h(z) regulär inner-

halb des Streifens -'lj, < r""t-< 1j, isto
.

Macht man die Substitution,
i2C~ '

e" :: t'(

~ ::!; Mt I'f

so geht die Funktion g(z) über in die Reihe:

OIJ

g (f;; Anw) = i l. 4,1,wA

~.-oO
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Filr das Produkt g(z).h(z) gilt

00

gl fF"'" wJ j,t;;.. A",tfJ ;: i ~ C-" w
At

I (A ~ CA
),

.
I

_ A:r-GQ'

I}er Streifen - 2J <'Y< 1j. , innerhalb dessen die Funktion g(z)
regulär ist,geht in den Kreisring

f1l"
'lC

':lii
T-

e
- P " < /w I< e7' t.

. ~. ~

A ~ ~ ~ QA A
libero Der ltonvergenzkreis der Reihe - L..4",W .: L. T 'rf

.z il.~4 -6.::4
ist also : !f7~

't'::el' .

Zwischen den Koeffizienten-ak und dem Konvergenzradius besteht

nach Ca~chy die Beziehung:
.

"
~ .~ 1/1/IAI
.n+oD :l

Daraus folgt:

(28)

(8:tehe auch [?] : Behnke und Sommer, Theorie der. analytischen

Funktionen einer komplexen Ve~änderlichent Seite 252.) Auf

entsprechende Weise erhält.man für die Koeffizienten ck :

.
Ä;;;;:;:irr 1'.

~.~' v~1f1 :: e-P h
4/+oD

(29)

ist~
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*Ferner gibt es eine Teilfolg~Jf
'

für die eine entgegengesetzte

Abschätzung gi~to

(31)

(Die. letzte Ungleichung ist nicht notwendig fqr alle~erfüllto

3ie gilt nur dann für alle;M~N , wenn das Produkt g(z).h(z)
innerhalb eines Periodenstreifens ledi glich ein einzi ges,

'C ~
Singular1tätenpaar(Pole) besitzt, wen.nalso .die Reihe ~ ;w
nur einen einzigen Pol a.uf: dem Konvergenzkreis hatG l)a.rm
weiss man, dass der Grenzwert 1im t:4 existie~t" I.n diesern
Fall kann man in Gleichung (29) den "lim sup" durch 'Ilimtt

ersetzen. )

Als nächstes soll nun der Ersatzfehlerder Rechteckformel

betrachtet werden. Bei m Stützsteilen lautet er:

(32)

Setzt man die Reihe (2?) ein, so ergibt sich:
m CQi In

.P..,
(./!!..)

-L
(l!J!. ) '[ -CD ';' A <; .4>11](TI L. J In n m :: f T + ~ c~ -;;; L ~ Rli ;;;,.

,/3-1 A=4 v..,

Nun gilt nach Gleichung ~7):

;f ~ A"
[

1 f'ürk/m ... 1, 2, 0

"
m (..'*' 1/1/".,

:: .

Va.,
,

,. 0 für alle anderen Werte von k/m
"",,",,'

Es bleiben also von der Doppe1summe nur diejenigen Glieder

übrig, für die k/m eine ganze Zahl ist. Da ferner
"

p

f j/X) hOc} o()( :: tT()

ist, erhält man für den Ersatzfehler der Reehteckformel:

0-'

~1T1 = f .2 t1l11

J=-t



Ist nun die StützsteIlenzahl m eine Zahl aus der Teilfolge~~ ~

so gilt für' den Betrag des Fehlers:

(m ::jf'J (Siehe GI. (31))

ersetzen, also durch ei.c.enWert,

ist. Für die Summe 1(/11 + C.tm +
',,,

I

gleichungen (30) einen Wert, der

SUl1l1Jle ist.

der kleiner oder gleich J(mI

erhält man aus den Un-

grösßer oder gleich dieser

Dieser Ausdruck str~bt mit wachsendem m stärker gegen Null

als die rechte Seite von Glo(31). Die obige Voraussetzung ist

also erfüllt, wenn man m nur ,grossgenug wählt. Dann folgt:

Der Wert innerhalb der geschweiften Klammer nähert sich mit

wachsendem m der Eins, ist also f'iir'genügendgrosse m grösser

als eine Konstante CR)o 00 ,(F\ir sehr gross. m Dur wenig kleiner

alaEins.) .
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"

Damit lä8-' eich tUr den Fehler der Rechteckregel auf

tollende Weise ein. untere Schranke angeben &

Besit.t die aa.a1ytische Fort8etZtLYlS des Produ.ktes g,(x).hex)
eine SingularItät 1m AbstandTh von der reellen Achs$

und ist 's1e ftsuli.r Innerh~lb des Streifens 1:J.m~/.r::rh ~ so
gibt e. .ftlr 3edes E> () eine 1to.nstante CR> o und. eiue
Folge- VOll saase1'1 Zahlen)f* (in Abhänglgkeit von E ), so':,lass

g111a

(~6)

(Siet!s auch [5J ; ])avis ,On the lrumerical Integration of

Periodic Anal1t1c Functionse)

Jrür den Fehler der- speziellen Formel aoll.nutt auf' entmprechende

Wei.. a1u obere Schranke .bgeleitet werdeA..

D1eapttztelle Forael beruht d&ra:uf~ dasa die Funktlo:u ~(x) durch

:1 '.. m m.="tB' A trigonometrisches Polynom vom Grade n = ~ bZUf. n "OJ: -:r-
";je nachdeBt ob 111g$ra.de oder ungerade i8:t'j W1ßenähe~t \1r.dl'd.

(Sieh& GI..{?»

Dar Erea'tz.tehler der speziellen. Formel

p p

f$ m
: / T"

Ixi h IX/8{X ~f!,XJ hI~I"X
() 0

v,1"1:r4'also d.a:durch hervorgeruf'en, daeseinmal die ersten
1\ Koeffizienten alt durch die trigonometrische I~terpolation

nicht exakt 4arsestellt, , zum anderen alle Xoeft1zie~ten

mit; gröaae:rerOrdmt.ng als a vernachlässigt werden"

(37)
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Es ist nun die Frage~ um wievieldie Koeffizienten
-

*trigonometrischen Interpolation ak von den exakten

Fourierkoerfizienten ak abweicheu6 Setzt man in die

Bessel$che ForInel

der

die Reih~

ein und wendet das Additionstheorem

an, so ergibt sich

.,
<-

A= 0

.M-.Il :; 0
/

m. 2m "'J I

Für alle anderen Werte verschwinden die Supuneno Dabei ist

bereits berücksichtigt$ dass k nur die ganzen Zahlen von

o bis n~~ durchläuft,da ja nur die ersten n Koeffizientena:
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intereasieren.eDie erste Summevon Gleichung (39)
liefert also nur rür a~einen Beitrag, die beiden Doppel-

summen nur fürlf- m'j-k undjt. m.j+k (j = 1,2, ..0)'
Da.raus folgt;

oIJ

a: :; (10 + 1, 2 ClM,j
. j::4

( 40 )
*

cO
""

a~ ::: tth + ~ Q,
111-] ~ ~ +? 4 m.,j"'.Je

J=4 J=4

Mittel~ der Ungleichungen (30) erhält man die Abschätzung:

Nun ist
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}) ..h.., "es gibt für Jedes m> 0 eine Konstan't;e 01 t die fiir

gros se Innur wenig grösser als Eins ist, sodass gilt:

(42)

-

kann manswenn man in Gleichung (;8) alle Werte durch ihre

Beträge ersetzt,tür

(43)

auch schreiben:

(44)

:f1ach Voraußsetzung I~ioll die Fourierreihe '\Tonhex) gleich-

mäsa:tg konvergent seino Dann konvergieren die Koeffizle:o.tan bk
absolut.. (Siehe z.B. ~]: Duschek~ Vorlesungen ~ber höhe~~

'Mathemattk, Band 2, Seite 34-36.) Damit bleibt die ßllmme

innerha.lb der geschweiften Klammer beschränkt~ ist also

kleiner oder gleich einerKonstantenC20 Setzt man Cf °2"" 2CS,.
so erhält man als obere Schranke fi.ir den Fehler der speziellen

Formel:
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Dieser. Ausdruck 1st entsprechend aufgebaut wie dia unter,-c

Schranke rar den Fehler der Rechteckformel, gilt jedoch

tm G.egensatz zu. Gl0 <:~6) nicht nur für eine Teilfolga In "" f1
';

,50ndern fijr al~e m grösser oder gleich einer ganzen Zahl r;'(''!) 0

Durch einen Vergleich beider Schran.ken folgt schliesBJich:

I~: I
~

l)Jeser Ausdruck strebt mit wachsendem m für Tj >~rf! gagen NÜll.

womit die oben aufgestellte Behauptung ~ zum.indest; für gel'a.de

Funktionen - bewiesen isto

Aus der letzten Abschätzung erkennt man, dass die HbE:'rlügenhei'i"

der speziellen ,Quadraturf'ormel um. so grösser ~,l\7ird'):je gutarti?:;GI'
g(x) im Verhä.ltnÜ'i zu. h(x) isto Diese Tendenz hat rdch auch
be:i der Durchrechnung mehrer Beispiele gezeigt..



2~ie spezielle Formel bei ~ingulärem Kern Q

( Beispiel )

In der Bewetsführung des vorhergehenden Abschnittes war

'vorausgesetzt worden~ dass be~de Funktionen gle~chmässig

Itonvergieren sollen. So folgt die Gleichung (45) aus der
Gleichung (44) nur 'dann~wenn d1e Fourierkoeffizienten der

Funktion.h(x) absol~t konvergieren~ Diese Voraussetzung

trifft. nicht mehr zu, wennh(x) s~ngulär 'ist~ Die Überlegen-

heit der speziellen Formel ergibt sich in d1€Sem Fall einfach

allS der Tats.8che ~ dass die Rechteckregel versagt"

;.

Dass, wenn die Funktion g(x) recht glatt verläuft~ die

spezielle Formel trotz der Singularität des Kernes e~n

überraschend genaues Ergebnis liefert, soll nun an e~n€m

Beispiel gezeigt werdeno An Stelle des Kernes sei die Funktion
cD

htx) :_i ,M1[2{4-(,#)xJ] :::- 2 fAh:x (O<)«~i1)
~.

Jl.= .,

gewählte ~erner sei angenommen, dass man von der ~llnktion

A-~~
~

tl/X) - ::: 4+.2 L. 'f-hIlh.ilX
J

-
-1- 2'1' l4"J)(+ If~

-Il=-t

nur die Funktionswerte an den 12 Stützsteilen

ii
x: - - v., - /;

( p):: /) "2 "f /IJ
.

"
i I

kennto Bei dieser Funktion handelt es

Funktion, jedoch veriäuft sie relativ

zu gross wählte- (Vergleiche Abschnltt

sich um kelne ganze

glatt~ wenn man r nicl~

6 b)

Der exakte Wert des Integrals ~i;
.

I = f !{)(j hlx} tix

o
ergibt sich aus den Fourierreihen

Ausmultiplizieren und gliedweises

beider ~llnktion~n durch

Integrieren zu :
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Fürr ~ 0$2 e~hält man beispielsweise:
, I

""
2rr ln 0,8 = ~ 1 $402053

]:ine direkte AD;wendung der Hechteckregel 1.st infolge

der Singularität 'von hex) bei x = 0 nicht möglich0

Schreibt man jedoch'i
2iI ?;;

I = f[1{)(J~J'~)Jhl)()DI}( + 1101fhlXJoIX
o 0

so lässt sich das erste Integral nach

lösen, da der Integrand jetzt f[ir x
'"

der Rechteckregel

o gegen Null strebt.

~ [JlX) -~J{(;Jl 1 ,/,n [21;/-~)t)1 = 0
)(+0

Zum Beweis sei 2(1~cos x)

d~e Uifferenz .g(x) - g(o)

entwickelt ~

~ u gesetzt~ Denkt man slch dann

in eine Potenzreihe von u

lJtJ
- . )"SOt) - J10} :: 2. C~U

il=4

wobei ke~n konstantes Gl1.edc auftreten kann, da d.ie
"

0

Dlfferenz ,fLir x
'" 0 -+ 11 = 0 verschwinJ.et, so folgt das

Nullwerden des Integranden aus der Tatsache, dass jeea
Potenz von ~ für u

"'"

0 stärke!' gegen Unendlich f'trebt als
1Ln u."

D'1S zweite Integral verschwindet, da

'2il ?li

fhOcJ :: i f ~ [2 I;I--ühx)] olK~ 0
o ()

1.:3 t. D1.e l~orme l, d1.eder Pechteckfo:eme 1 entsprechen'v"iirde"

lautet also für dieses Beispiel
2.; ""../

IJodho(jcbt ~ ~ii 2 [J{x'j)- J(oJ] h 1}(,,~J

(} . 11=0

~Qr r - O~2 und m~ 12 erg1.bt slch danach: (Siehe Tabelle 1)

IR12 ..

Der ~ehler beträgt;

1~363993

. 2 t 8i:.") %
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Dagege:c. erhält man mittels der spez1.ellen Qadr&.tu.rZo.l'mel
li/ ~.~

'/,1
(X) h IX) oIx :::. ~' 2 flv J (2~~)

. v=oo ./

bei gleicher Stützs.tellenzabl mit
t., L ~/7V'

"
iAh/1'(--.-

flv :;:- L. E!._
JJ=4 .4l

ein wesentlich genaueres Ergebnis:

mn
"'" '2 ""

6

1812 1..402127

FS12' ""-0,0000?4. . 0..0053%

(Siehe Tabelle 2)

Da~m muss allerdings bemerkt werden.. dass s~eh d~e AilWend!lng
der speziellen Formel auf ein einfaches Integra), ~ wie im

obigen Beispiel - kaum lob..'1.t.. da die Bestimmu.ng de,~ Gewichte

in. den meisten Fä.lle'n recht zei ijraubend 1st" M8n w.LrC. hÜ)r=

bei.. vorausgesetzt... dass genügend viele Fll.nkticr.,swerte der

Funktion g(x) bekannt sind bzw., sich bestimmen J aBRen~ Vl.e 1~

scr...neller zum Ziele gelangen.we.nnman dl.e P.ecttec:;:rA:gel

mit genÜgend hoher Stützstellenzahl benlltzt 0 Den.1'1dl.G 1\r>-

wendung der speziellen FO.r:mel ist selbsl;verständlieh n~.r

dann sinnvoll., wenn der durch die ger~ngere Btii t;~;.stt-':iJ.f'nzahl
eingesparte Rechenaufwand nicht durch den RecbeD.8.~fwandfiber-

troffen wird~ den die Bestimmung der n-ten }]'ourierteÜlsummerJ.
macht"

Der Vortei.l der speziellenFormel kmnillt erpt; bei Int(~gral.~

gleichungen oder ä.hnlichen Problem€n~ bei denen o"'!r ~'.'E'cbGn,~~

aufwand. mit wachsender Stützstellenzahl sehr rasch ansteigt;

voll ZULI.'Geltung" Ein Beispiel hierfürg ei~ Intet:'~.;:'B },g',Gich'1.Ilgs~~

problem aus der Strömungslehre
') soll im nächsten ALF;chnit t

ausführlich behandelt werdeno
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6 0 Belspl~?- ...E}..iner Intef!ralgleichup,g ?-us der §trömu.D.ßfL~~~L~f~~~

a 0) DarsteJ.~~. eines. zylindrischen Kö.rp(frs m~ ell!J2~Jsch~~
Kontur in einer ebenen Potentialströmuns;.;>.

Man spricht von ei~er ebenen Strömung, wenn die Geschwindigkeit '(

zu jeder Zeit einer festen Ebene parallel und in allen auf' einer
Normalen zu'dieser Ebene liegenden Punkten die.gleiche isto

Ist die Strömung eine Potentialströmung, so kann man einen

(theoretisch unendlich langen) zylindrischen Körper~ dessen

Achse senkrecht auf der Ebene steht, darstellen durch eine

zweidimensionale Quell-8enken-BeleguDg auf der Kontur eines

beliebigen Querscbllittes" Von der Kontur wird. lediglich gef'ordex't;
dass sie ~tetig ist und überall eine eindeutige Tallgeüte beisitzt ~

Es sei:

A .J f J~,Ii~~lt..!{y.?)Z J~R (47)
2: 9'''' yJ t 2»-) 9(f I?J

J
dd -f~ -,;"-':: ()

. n ~n
S

Diese Gleichung folgt aus. der Bedingun~, dass durch d:La Körper-

oberf'läche keine Fli.issig,keit hindurchtreten .kann~ dass also

die resultierende Normalkomponente der Anstxömgeschwindigkeit
. .

und der von der Quellbelegung induzierten Geschwindigkeit an

der Kontu.r verschwinden IllUSSo

Bezeichnet man mit cos(n,x) und sin(n,x) den Kosinus bzw.

Sinus des Winkels zwischen der Normalen und der x=Achse~
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so gilt,
,

J./,n 1ft... fl~+(Y-?)~
:::

Jn

und entsprechend, wenn vax(x1Y) und Vay(x,y) die x- bzw$

y-Komponent~nder relativen Anströmung sind

~'
:: tAJ / t1,x) J f)A

+ 4"';'" In, xl ~tJ4.

~n ~r 'vY

:::t VQX (,#)1 n, xl +'141' 4~-' nJ x.l

Nun sei die Kontur

mit den Halbachsen

auf der Kontur die

des zylindrischen Körpers eine, Ellipse

a und bo Dann gilt für einen Aufpunkt

foigende Parameterdarstellung:

X t!I a. cos
'.f 'i Y b. sin1 (0 ~

'f
< !br)

Bezeichnet- man entsprechend einen laufenden Punkt auf der

Kontur mit,

so erhält man für das Linienelement

d6 ~ liJfl+JI/- = 4 (,�-fl/4l2t df

und für den Richtungs- Kosinus bzw. Sinus

lAhIn x) =/ '1 # ! _ fAh'l, I .J S 4. /q(
V"-f~'''#}!f

. . r1X'
IJhn (n XI = - ,.. .::

'" S

.
QMt !/

(J-f1"'}r
Dabei ist

die numerische Exzentrizität der Ellipseo



Mit diesen Bez:ie'hb.ngen lautet die Gle~chung (47):

(4-8)

Der Kern lässt sich nocb. vere~nfach€n~ Es ist

( tb1
'!

-
(Ä)

1) t#J
r

+ I/J-m fJ-4~ i J 4-ffl r :: Mj'}r
+' ';7~ ~~ -.

(~'! C4h
l'

-+ .,;.#0
y /M411-'l

;:: '4-/Ah I tl-i).,

" und

Daraus folgt

K
(~ if - fA)j) M ~.

.
<{

{/J~!!L ~'rJA~i
~::,-01....I~fi : ~Ct"

q:(

l
fIh lf

.. Uk
'1

j''' T'6~ (/:un

':!
- ~~ ~'If

J'J,

_ .~(d~.

(4~ [.1 - t'h.lr+'1J.7
+- ~2[4~-.~fJ)/~ r,;j)

Setzt man noch"

a b
a-:;-o

so erhält man durch eine einfache Umformung

A- 'T~
XlIf1):: ..

"I
.

",... :(,.. Wh I 'f+1J";' rrl

Multipliziert man Bchliesslich die'Gleichung (48) mit

';"''''f:t.II#.}i und setzt zur Abkiirzung~

( 50)



(52)

so lautet die Bestimmungsglel.chung

~T

11,/1 + /;; /1111
o

rür die Funktion g(y)

(53)

b. Die kom le.xen Si ularitäten des Kernes..

Die analytische Fortsetzung des Kernes (50) hat im

Komplexen offensichtlich dort el.ne sing~läre Stelle, wo

der Nenner
.

1 2r cos (!f+ l' + il") + r2

verschwindet, also für
2

cos <1+ t + i?') =
1

~rX

Daraus .folgt .t

.1' A+'f
If .,.

l' + I
: fi, e ~

"
-!;,.),.[ ,,::.

+,.

/4 ' (

,,~-~
)

".~-

] -t21f ;/1
. ~~ 2~
:- .:!: iM-, ~ + 2" ~

Die komplexen Singularitäten befinden sich also bei:

1 = :brJ? - r (54)

Der Abstand von der reellen Achse beträgt:

r . Iln r/: In
1.

= In (8 + b )
r 8 - b (55)



.
Das bedeutet: Je gröasß:e 'da.s AChsenverhä.l tnis alb 5.st9

desto näher liegehd1e komplexen S1.c.5l.dari täten an der

reellen .Achse, ,und desto ungünstiger verläl.li't de'r Kern
.

in HinbliCk auf die Integration mit Hilfe, der RechteckformelQ

Anderersei tß artet der Kern tür einen Kreis in eine KonstS-J.'1te

a.USo

alb- 1 r -0 --. K(y,1') ;; 1

In Bild 1 ist' der Verla.l.lf des Kernes für verschiedene Achsen-

verhä.ltnisse' übe'X' der Ordinate,! +1'aufgetrageno Man erkennt
deu'tlich, wie der ,Buckel bei. 'f +1 ..0 mit grösse,r, werdendem
Achsenverhältnis ans'peigt 0

J

Co Die Gutarti keit der Lösu 'sfunktion.

Die tr;igonometrischen FW1ktio.p.en cos k,! und sin kf sind

Eißen.funktionen de,s Ker.nesK(y ,I') mit den._dazußehörißen
~ . 'Eigenwer.ten:lA - - und + ~1r~~ 0 Man e:c:ke.nnt. qas, in<lem 'man

in die/zu (53) homogene Integralgleichung die Fourierent=

wicklung des Kernes (siehe Gl.(57» einsetzt.

2Ji

(~
.

~Cf I + "~f{ ~A'1
J.

J(1'I1)"1' ;: 0 ~ i\.L = {
-.

}
~~

/J~
'" lJ I . /JM1 A'j

.

I. "".,.. :(n /f"Jr
. 0

(56)

-

.
'

. ,

~a die trigonometrischen Funktionen ausserdem linear unabhänbig

sind, kann man die Fourierentwicklung der LösunBsfunktion auch

als e~ne Linearkombination von ( orthogonalen ) Eigenfunktionen

auffassenoDadurch ergib't sich die Möglichkeit'9aus der- Fourier=
ent;wicklung der Störfunktion,(die dann ebenfalls elne Linear~"

kombin~tion von Eigenfunktionen ist,) auf die Fourierent=

wicklung der Lösung sfunkt ion zu sChliesseß, und damit eine

Aussage über die Gutartigkeit von ß(~) in Abhängigkeit von.

f(f) zu macheno
Die Four1erkoeffizientenvpn ~(~) seien mit ak und bk bezeichneto
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Dte F;olJxie.rentwi.cklung de.s KeJ>nes lalltet:

t>O
~ ,k

:: 4 + ,:( L "f (#;u1 {1f -{-
'I')

Jt:c(

".c

= A +:< 2. 'T~' ~..;k'f ~'1~1 -/J~,hr ''JA'''1;1t1)
~=4 '

Macht ,man schlitl'sslich noch für die gesllchteI:i'nnkticD

g(~} ~~n Ansatz,

SO' erhält man durch Ausroultipliz,ieren und gl.iedweises
Integrieren:

2;;

I::
2~ fgt'f) K1'J1 'fJ 01'1

(J
GD

:: E + 2. 7
,Je , 'I~ fII A '!

~.~/)~.Jl '!).2 ,jp.{

( 59)

Die Integralgleichung,
. '1,7

. A (
glIJ) +

~11 J J(1)'~'(1J';t,.J"'J~ + l'1";: /J

lautet mit diese~ Ansätzen~ 0

Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich

::: 0



Lässt man nun k gegenUnendllch>streben, so ergibt .sichy

da für I,., I <:4

~ t/+4'Ä :$ ~. 4-4'.R # AAt..., . ;/t+-fID

ist, dass die Beträge der Koerfizienten von g(,) im salben

Masse-gegen Null streben wie die Beträge der Koeffizienten.

von 1'(')0

k, .1'(..1
:: .~'. 1 JAI :: A

A+-oO IAAl .A= oIJ IbAI
(62)

Das wiederum bedeutet, dass der Abstand der komplexen

Singularitäten von der reellen Achse bei beiden Funktionen

der gleiche ist9 dass also die. Lösungsfunktion die gleiche

Gutartigkeit aufweist, w~e die Störtunktion~ Aus Gleichung (61)

folgt insbesondere. Ist t(,) ein trigonometrisches Polynom

vom Grade At so ist auch g(f) ein trigonometrisches Polynom

vom Grade .0.0

'...t;

:Da6s die Lösungsfunktion die gleiche Gutartigkeit aufweist

wie die Störfunktion, ist keinesfalls eine spezielle Eigen~
. .

.

schaft dieses einen Kernes. Diese Eigenschaft haben alle

symmetrischen Kerne.

Für eymmetrischeKerne ( K(x", = K(!,x) ) gelten nämlich

die Sätze:

s.) Die zu zwei verschiedenen Eigenwerten

gehörigen Eigenfunktionen sind zueinander

orthogonaio

be) Die Eigenwerte können sich im Endlichen

nicht häufeno
.

(Diese Sätze gelten ganz allgemein für symmetrische Kerne,
also auch für'nicht periodische.) ~us a.) folgt, dass dann

die Lösung der Integralgleichung

"
stil =Afi;fl K{~f}lIf TI/X)

Q

(63)
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in der Form

(Schmi.d.tsche Reih~) angegeben werden kann, wobei g",(x) die

norm1~rtenEigentu~tiQ.nen des Kernes (
11

Sv(x)
11

:11 1 ) ,
~'" die dazugehörigen ~igenwerte und r",die Entwicklungs-
koeffizienten der Störfunktion sindo

(1/).
,(,

l'XI = L: 1"t",fX] ~ 1" =/11fJ l.,/flolf . (65)
.

V~'" A

Aus b.) folgt, da der PaJ;'ameterAnotwendlg endlich sein
muss, dass

.

'. ~ -1. = 0
"'.00 ilv

(66)

isto Es klingen also'f'üralle symmetrischen Kerne die

Fourierkoettizienten der Lösungstunktion 1m gleichen

Masse ab wie die Fourierkoef'tizienten der Störrunktiono

de Die Bestimmu der Gewichte r~r die s ezielle
. .

~raturform~

Es soll nun gezeigt werden, dass- in diesem Beispiel die

numerische Bestimmung der Gewichtsmatrix f'ürdie spezielle

Formel keinen grösseren Rechenauf~and erfordert als die

Bestimmung der entsprechenden Matrix für die Rechteckregelo

Aus der Fourierentwicklung des Kernes folgt:

. Cf)

K('I, '1J - A:I ~ 1. 4' -Il tIt.A 1'14''1)
.It =4

(67)



. J~ ''f+1')
Setztman l4? ~ (1f+1) .: 1le e
so kann man dafür auch sc~'eib~n;

2;;M " tJ

Für die Punkte ~:: -,;;:- und 1v:: .(~ gilt dann:

~e
;:"i;Hrll) (69)

K I
'f"M

,1'"}-A :: K (:liT ,M,:"J- ,;/ :: !l7lf ~,,'
1- ".e--;;f (jf+v)

Es sei nun die St~tzstellenzahl m eine gerade Zahl 0 De~n sind

die Gewichte der speziell~n Formel gleich der n-t~n TeilsuIDme

des Kernes für die Punkte lJ)l und r~ ~ wobei m &< 2 n ist 0

(Siehe Gl.(6»

mNun ist für n ~

2 :

Damit ergibt sich unter Zuhilfenahme von Glo(69):

('71)

In diesem Fall ist also~ wenn man die StützstelleD,zahl gerade

wählt, die Bestimmung eter .n-ten Teilsumme des Kernes .für die
Punkte r... und 1'11 nur unwesentlich aufwendiger als die Bestimmung

----
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des Kernes selbst für diese Punkte. Da man die 'leiche
. , .

Genauigkeit bei ~nwendung der speziellen Formel'unter

Umständen mit einer wesentlich geringeren Stütz teIlen-

zahl erreicht ( mS < ~ ), kann sogar die Best! ung

der Gesamtheit aller ~ Gewichte Av(r~) weniger Rechen-

aufwand erfordern als die Bes~immung der entspr chenden

m: Funktionswerte des Kernes.

I

I

I

I

Bet~det sich die ElliP

.

se i~ e~ner parall~18trö

t

;ungt sind

also die Komponenten der ~stro~eschw1nd1gkeltvax und vay
über den ganzen Ellipsenumfang konstant, so isttdie Stör~

funktion t(~) (siehe Glo(52»ein trigOnometristhes Polynom

ersten Gradeso
'

I,
I
I

i
I

e. Die Elli se in einer Parallelströmuno

Hier erhält 'man durch den Koeffizientenvergleicll (siehe GI.(61»

~1
# ( - Q-".{,

Jrf- -
Q.+AJ

R.J::--= (4+%)
-I 4- rf v

für die Lösungstunktion: '

(72)

Nach G1.(51) lautet dann d1~ Funktion der Quellbelegung:

IlfJJ ~
'.

'i't}
=

_ %IJr%J~t~H{-+ IJ+Y6J(,YIIM'f

11-E2f#)~1J (,,- Et",~,!
(73)



.
.

37

Man ist also auf eine Quadraturfm:,melmethode nicht an.gew:LeserL

Es ist jadoeh interes:;;ant ~ einmal aufzuzeige:iJ., wje SCh:L'3Cht
illd:tesem Fall die ,Rechteckforrnel bei einem ßrof.sen A,c.hlScn-

veI"hi:il tnia alb ist \I bzwo wie viel~ Stiitzstellen mall bei.
A.nwendu.ng dar H.echteckregel benötigt ~ um ei.o. eJ.D.i,gd'{'maf3:3~I.n

genaues Ergs'bnis zuerzieleno'Aus diesemGru.nde wv.rde :m:i'C

Hilfe der elektJ:,onischen RecbenarÜaße IBM 650 des Irwt;ttute:s
fa,!' angewandte ~athemat:ik der Univers5.tät Hamburg als BeLsp5.el

dar Fall

Vax - 1 , V~y .. 0 ['% 1

bei einem Achsenverhältnis alb * 8
(Parallelströmtlng 5.n Rich'tung der grösfieren AC;l.lSe.)

. .

für mehrere Stützstellenzahlen durchgerechneto

Die Lösung des Gleichungssystems erfolgte it€tr.at:iv'~ wob'.2:i

d.ie Iteration solange fortgesetzt wurde ~ bis die Jna}dmale
Ände:I'ung der F'unktionswerte r&lativ zum maximalen :&'unkt;]..:rn.s,=

wart von einem Iterat;ionssohritt zum nächsten absolut; . dCLlt

mehr als 5.10"'~ betru.go(6 gültige Ziffern des mE,.xjmalf-F'

Punktionswertesü) Iterationsstop bai:

mwx / !tt!:f('!JfJ - ~"~ _ {, 4{)~~ ,,~:0
PU'/)( /1t !':f~JI .

In Tabelle :; sind die Ergebnisse zu.m Teil wieda:t'ge:gel;Q;,n,

In den ersten beiden Spalten stehen die Stützst€:llenza.hlen m

und die benötigtenlterations~chritte to

In Spalte 3 sind die maximalenFU.nktionswerte( a.g(O) hzwo
g (li)) angegeben. Der besseren Übersicht halber vlurden 8.J1e

anderen errechneten Funktionswerte fortgelasseno Der exakte

Wert ergibt sich aus Gleichung (72) zu.:

-



~".

In Spalte 4 und 5 sind. der absolute und der relative FehJer

dieses Funktlonswertas angegeben.

Schliesslich wurde noch der roittlere qq.adratische~ Fehle:J:'

aller Funktio.nswerte bestimmt"

l~r;J~.t];~l.{& ",

F 1tt ,,=m e~ . m

In dem Diagramm unterhalb von Tabelle :; ist der relat:i'\i"~

]:4'ehler des maximalen Wertes F r 1 über der Stützntelleru\l1hl
.e .

a.ufgetrageno Man erkennt, dass eine RechelJ.schieborgenauigke~t;

( etwa 0,1% ) erst bei einer Stützstellenzahl m ~= 2.3 €:l;I'~ich1j

wird 0 ( Die Kurve giltgenau genommen nur für gerade Stütz-

stellenzahlen" Es ist anztlD.ehmen,dassdie Werte :fü.r ungerade
Stützstellenzahlenvon der durchgestraktenKurve etwas ab~.

. .

weicheno)

Mittels der speziellen Formel würde man, da hier der extreme

Fall vorliegt.. dass g(~) ein trigonometrischesP4Jlynom ersten

Gx'ades ist, schon bei 2 Stützsteilen (10:: 0,
"I

= ;rr ) di.e beiden

:&~unk'tion6werte g(o) und g(1r) bis auf Abrundungsf4ahler exakt

e :ehal ten 0 '

...

1m \rOl.'hergehe1.lden Beispiel konnte die Funktion der Qne:LJ-
belegung in geschlossener Form angegeben werdeno Das ist

im allgemeinen nicht mehr der Fal1i wenn sich die Ellipse

in einer beliebigen~krummlinigen Strömung befindato Man

kann zwar immer die relative Anströmung und die sich daraus

ergebende Störfunkt10n in eine Fourierre~he entwickeln und

~-------
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dann mittels des Koe:ffizientenvergleichsdie FOULrierreihe

der Lösungstunkt10n angeben; im allgemeinen wird, jedoch
die Fourierentw1cklungderStörfunkt i on Schwi-er1.bkei teD.

bereiten oder nur näherungsweise möglich sein. IJetzteres
ist: z..5. dann der Fäll, wenn. die' relative AnstrÖmung nur

an 611dlich vielen diskreten Punkten der Kontur bekannt
ist. Hier bietet sich eine iterative Lösung der Integral-
glei.chung nach <).erQuadraturformelmethöde an~

Um für' einen derartigen Fall noch einmal die tibE~rlegenheit
der speziellen Formel an IJand eines Beispiels aufzuzeigen~
wi.rd eine Ellipse im Feld einer einzelnen zweidimensionalen

Quelle betrachtet.

Die Kontur der Ellipse sei wieder mit x ... a. cos~( t y :: b. sin~

angegeben. Die Quelle mit der Ergiebigkeit E [m~J befinde

sich ( ausserha.lbder Ellipse) 1m Punkt ( xo' Yo )0 FÜr

das Potential und die von der Quelle induzierteIlGeschwindig-

keitskomponenten gilt dann:

tj = ~~_ An (I)(-Jf,)~ + ly-y,l"

~)( ;:
J, ::..!-. ](- )(0
J)( 21f ()(-~J~ + (y-Yo}:l,

Yi ;:J; =1 Y-Yoy Jy ~1T. ()(-XbJ%.,. ty-yo):l.

Dann lautet nach Glo(52) die Störfunktion:

J ICf) :: frl % v.)( Ir} li#Hf,+ v.y l'fl /IM, r1
_ ~ L. % /a «nf -XoJI4?'.I +{6Q~lJ"Y())/J~'.!t-

(74)
- J1r

. {(( IAhlf -Xo}~'" (o/J~ 'f - ,,/o)~
_ . 4- )('" 1.#)'1- Yn "Mr~ . E- g,. ..

{%Fl (1Ah'J- )(%)~T (".fit'.!- y~ y. 1176
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Die Funktion f(~) hat in der komplexen Ebene dort eine

Sin6ularität, wo der Nenner von Gl.(?4~ verschwindet, also

bei;

,
('15)

Die Auflösung dieser Gl~~chung nach ~ ist in geschlossener

Form möglich; jedoch etwas umständlich und soll deshalb hier

n5.cht durchgei'ührt werden. Stattdessen soll eine andere Frage

gestellt werden. Wenn die Einzelquelle auf der x-Achse liegt,

wie weit muss sie dann vom Ellipsenmittelpunkt entfernt sein,

damit die spezielle Formel mit Sicherheit der Rechteckformel

überlegen ist?

Es ist anschaulich klar,

Störfunktion bei,! = 0

diejenige der komplexen

am nächsten liegt, sich

gilt:

dass für
.

y
0

... 0 und Xo '> a. die

den grössten Buckel hat, und damit

Singularitäten, die de~ reellen Achse

ebenfalls bei ~ = 0 befindeto Dann

Uh (Ol' i 1'.(.) = Vh /rl = fAh~ rf.

I?~ (0 -I-i Ti) : /)M, i
"I.

;: / /}AI:V1t7f.

Damit vereinfacht sich Gl.(?5) zu:

( 4 1#)#1 71 - )(
/)
fl - h211~ Tf

:: 0

Nach Xo aufgelöst ergibt sich:

Die analytische Fortsetzung des Kernes ist.regulär i.nn.srhalb

des Streifens

-

(siehe Glo(55»o Soll die spezielle Formel der Rechteck~ormel

überlegen sein, so muss nach. der aus Glo(46) gezogenen

Folgerung Tl' >=~2;. seino
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Da, wie nachgewiesen ~urde, t, ='('" istr mu.ss also

'" + I.

)
,

r.J ( ~ "!--
),

.

I ~r > f(~ (~ --+ e -1' >- ,,_/.J
-I

'

a-.(,
"

,,,

seino Setzt man diesen Wert in Glo(?6) ein, so folgt für

den Punkt, beidem.die Oberlegenheit der speziellen Formel

zumindest Lraglich 1st:

ftt.;.",,)!' -I"(4-),)(

21 a~- 6'?)Z

Oder dimensions los geschrieben:

f% +,j)' + l% -4/(
~ % [{o/[,)2_,f]:t (77)

Bei einem Achsenve~hältni8 alb = 8 ergibt sich daraus:

)"~. ... 1,1945074 ( Yn
""

0 )

Für diesen Punkt wu.rde die Quellbelegung der Ellipse sowohl

nach der Rechteckformel als auch nach der speziellen Formel

mit 12, 24, 36 und 48 Stützsteilen iterativ bestimmt. ( In
bezug auf die Iteration siehe Abschnitt 6e.) Die Ergiebig-

keit der Einzelquelle wurde dabei, um die Rechnunß dimensions-

los durchfÜhren zu können, so gewählt, dass

,
.-E- = 4 ["'/sI
~1f6

1st.. Die errechneten Werte der Funktion ger) sind in Tabell~ 4

(Rechteckformel) und 5 (Spezielle Quadraturformel) wiederge-

gebeno Dabei sind r.ür m = 12 nur die ersten? (~~ 0, 1'000,6)

Werte,(auf die anderen konnte aus Symmetriegrdnden verzichtet

wer4en,) für m ~ 24, 36 und 48 nur die mit diesen vergleich-
12"«.

.
baren Werte ~ angegeben

°

Bei 48 Stützstellen stimmen die nach der Rechteck.formel errech-

neten Werte fast mit denen überei'n, die nach der speziellen

Quadraturformel bestimmt wurdeno ( Lediglich die heiden
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absolut.grössten Werte weisen eine Differenz von 1 bzw. 2

Einheiten in der letzten Stelle aufo) Man dürfte also diese

Werte als genau bezeichnen könnenu Vergleicht 2an nun die

Werte bei m . 12t.24 und 36 mit den Werten bei m = 48,

so sieht man~ dass zwar die spezi.elle Formel der Rechteck-

formel überleßen, die überlegenheit jedoch nur sehr gering

ist. Eine Genauigkeit von 0,1% wird in beiden F'ällen etwa

erst bei m . 28 ( wie auch im vorherigen Beis9iel der Ellip5e

in Parallelströmung } erreicht. Man kann also 5agen~ dass,

wenn sich die Einzelquelleln diesem Punkt befindet (~.:~:;~~)~

beide Formeln tatsächlich etwa gleich gut, oder besser gesagt,

gleich schlecht sj~dG

Ist dagegen die Einzelquelle sehr viel weiter. vom Ellipsen-

mittelpunkt entfernt, ( siehe 1:'abelle6 \,.1nd 7, ~% z 8 ) \) so
liefert die spezielle Formel schon bei 12 StützsteIlen ein

auf 6 Zi.ffern genaues Ergebnis. Schon bei der unwahrsc11.einlich

niedrigen StützsteIlenzahlm == 6 ( nur alle 60° eine Stützstielle)
ergibt die spezielle Formel relativ gute Werteo Dagegen ist

bei m ... 6 der Ersatzfehler der Rechteckformel schon so gross\)

dass die Iteration nicht mehr konvergiert"

Ebenso deutlich kommt die GberlegeILheit der speziellen Formel

tJ.lBild 2 zum Ausdruck" Hier ist die FunktioIlg(~f) aufgetragen

für den Fallt dass sich die Einzelquelle quer zur Ellipse im

Punkt ()(% = 0 ~ Yn... 3 ) be.findet; ~ Die ausgezogene KUPTe gibt

die rür m = 48 nach der speziellen Formel errechneten Werte

wiedero ( Die Werte fürm = 24 und 36 stimmen innerhalbder
Zeichengenauigkeit mit dieser Kurve überein" ) Für m

"'"

/12

weichen die Werte der Rechteckformel fast um 100% ab, während

die Werte der speziellen Formel schon recht nahe an die ge-

nauen Werte herankommen"
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[g()(.,J-!fO} 1h tX~J. 8 f~tI} gfx"l';' 9(0)
.

htxv}V
...

'. '.
.

-.

0 1,5.
.

... 0 "' - 00 0
1

. .
1..3841033 - 0,1158967 - 0,6584791 0,0763156

2 .1; 1428571 - 0,3571429 ° °3 0,9230769 - 0~5769231 0,3465736 - 0,1999463
4 0,774193.5

'"""'"
0,7258065 0., 5493062 - 0,3986900

5 0,6924358 . - 0,8075642 - 0,6084787 - 0,4913856
6 0,6666667 ~0,8333333 ..' . 0,6931472 ~0,5776226
? 0,6924358 - 0,8075642.. 0,6084787 - 0,4913856
8 0,7741935 - 0,7258065 0,5493062 .- 0,3986900
9 0,9230769 -'0,5769231 0.3465736 ~0,1999463

10 . 1 ,14285'11' - 0,3571429
)(~

0 0
11 1,3841033 - 0,1158.961 ~0,6584791 0,0763156

V g'>f,,) RII RII j IXI/)

0 1.5 - 2,45 - 3,675
1 . 1,3841033 - 0,6511537 - 0,9012639
2 1 ,1428571 ,- 0,0583333 - 0,0666667
3 0,9230769 0,4166667 0,3846154
4 0,7741935 0,475 0,3677419
5 0,6924358 0,7344870 0,5085851
6 0,6666667 0,6166667 0,4111111
7 0,692435e 0,7344870 0,5085851
8 0,7741935 0,475 0,3677419
9 0,9230769 0,1466667 0,3846154

10 1,1428571 - 0,0583333 - 0,0666667
11 1,3841033 - 0,6511537 - 0,901,2639

~"",..

Numerische Bestimmung des Integral~:
:tii

f= f-f~2::: +~: ; i..[:lf,/-w,)(J] oIx

0'", -y-, 1\
~

~

9(x) . h{)(J

Tabelle 1 Rechteckformel

"'-4
! [J{)("J-j{o)lhfX,,) ...

11=0
. '..

- 2,6050352

. In-" .

. l,u~ = !.!!. I. [jtx~J-jJOJl!,(>(tI) :: -1 ,363993
c, .' . m

"=0

Tabelle 2-~ Spezielle Quadraturf'.ormel

m-4

I. Rv jlx"J
v=o
In."

IS1.1J=
.!.!!.. Z H..,11)(.,J

0( m
11=0

= - 2,6778653

= - 1,402127



m t -g(o) F FreI0 Fmittel

~12 44 0,132688 0,007937 5.65. % 0,005612

16 28 0,137706 0,002919 2,08 % 0,002064

20 25 0,139555 0,001070 0,761 % 0,00CYl57
24 24 0,140233 0,000392 0,279 % 0,000277

36 24 0,140606 0,000019 0,0135% 0,000014

48 24 0,140624 0,000001 0,0007% 0,000001
-,

exakt 0,140625
--

.; Fre10
%

-,

5-

. ~llipse in Parallelströmung

Bestimmung der Funktion g(,) = q('!)'/ A-f~f.hfllJ

mit Hilre der Rechteckformel.

Tabelle 3

- 1

. 2

12 16 20 24 28 36 48 m

..<



m 12 24 36 48~"-.
1,09739 1 , 10485 1,105230,97680

I

0,00417 -0,01585 -0,01685 ~.o, 0"1690

=0,16077 ~~O,17066 -0,17116 -Os 17119

=O~ 11739 -0,12334 =0,12365 -0,12365

pO,08839 -0,09268 -0,09290 -O~O9291

caO,07449 -0,07805 -0,07823 ~.o 0'7824 I,
-0,07041 -0,CY7376 -0,07393 -0,07394
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~~O,17136
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=0~O?L1.15
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,'--- --"1
36 4!:(,

1,10523 ~~
=.0 ~ 01690 =0,0" 691

=0,17119 -0,1'7119 I
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-0,09291 -0,09291
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3616 12 24-

0,00223'-1-95 0,OQ236591 O~00237239
O~OO181919 0,00192408 0,,00192927

keine 0,00082680 0,00087154 O~OO087374

Konvergenz ~0,00025053 -0,00026770 -0,00026856

-0,00108132 -0,00114368 -Of 001'14675
;

-0,00156869 -0,00165642 -0,00166075
~0,001?2584 -0,00182156 -O"OO18262~

= 8,508
... 0

Rechteckf'ormel

"

T~~ lle 7 Spezielle Quadraturformel

24 und 36

0,00237272
0,00192953
0,00087385

=0,00026861
-0,00114692

'=,0,00166097
~0,00182652 j

-- ---_.--------
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