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1., Problemstellung .

Vorgelegﬁ gei eine Fredholmsche Integralgleichung
gwelter Art. ‘
Con b

3(X)f2/§1'§1/(11’,f1df +;fm =0 (M
: .a. ' , o ,
Sind sowohl der Kern K(x,f) als auch die Funktion £(x)

in dem Bereich asx=b, "‘f b stetlg, differenzierbar

und beschrankh, 80 kann man das Integral in (4) ndherungg-
weise durch eine Quadraturformel ersetzen,

/y:;mx ;;cz; = (4~ a_}E M!g.,mxyv (2)

and damit die Integralgleichung;in ein System von
m linearen Gleichungen iberfiihren.

;‘\:\

mo ‘
9%+ A ls=al Z F, qU§)K (X, fo) # 4lx,) = 0 (hzdZ o m) (3)
. y;_;,, . ' . .

Gleichgiilvig, ob man dieses Syatém durchb Elimination uder
iterativ auflést, wird die Genauigkeit der T.dsung davon
abhéngen, wie gross der Ersatzfehler der Quadraturformel (2)
igst. Von Abrundungsfehlern sei dabei abgeSeheno

Nun lésst sich immer errelchen, dass der Ersatzfehler
der Quadraturformel hinreichend klein ist, wenn man eine
genugend hohe Stutzstellenzahl m wihlt. Da aber der
Rechenaufwand fur die Auflosung von (5) mit wachsender
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Btutzstellenéahl aehr rasch anstelgt, w1rd man danach
trachten, dle bestmogllche Quadraturformel zu verwenden,
um die- Btutzstellenzahl 80, gerlng wie_ moglleh halten
Zu konneno- . ‘

P - - .

Bel nichtperiodlachen Funktlonen isu im allgemelnen die
GduBsche Quadraturfcrmel als dle bestmo@liche anzusprechen.
Im folgenden sollen -Jedoch nur Integralglelchungen behan=-
delt werden, bei denen sowohl der Kern K(x,§) als auch die
| anktlon I(x) die Perio&e § o) haben, und das Integratlcrsm

_ intervall mit der Pariode uberelnstlmmtev_‘

xm L j,i#’(x){is f'f(ot,ﬂi)f 1‘; = b-a

Da dann zwsngsliufig auch die gesuchte Punktion g(x) die
'Periode'pAhaben muss, wird man die wesentlich bequemere
Rechteckformel anwenden, denn es ist eine bekannte Tatsache,
dass dié Rechteckformel bei periodischeﬁ Fuanktionen in den
meisten Féllen allen anderen Quadraturformeln an Genaulgkelt
iiberlegen ist. (. Siehe [5] Davis, On the Numerical
Integration of. Perlodlc Analytic Functions )

Oftmals erweist sich der Kern fiir dle numerlsche Behandlung
als ausgesprochen ungunatlg, auch wenn er, wie oben vorausge-
sebzt wurde, atetig,‘differenZLerbar und nicht singuldr ist.

Das ist dann der Pall, wenn er an e€iner- oder mehreren Stellen -

stark gekrummt verliaft. Hier wird man mit Hilfe der Recht-
eckformel eineé fur die- Praxls ausrelchende Genaulgkeit nur
mit elner verhaltnismaSSLg hohen Stutzstellenzahl, also
mit grossem Rechenaufwand erzielen konn.ene

Liegt4ein solcher ungﬁnstiger Kern vor, ist-dagegen die
Funktion f(x) verhaltnism3531g gutartig, d.h. ist die
grosate Krimmung von f(x) wesentlich kleiner als die

von K(x,g), 80 kann men annehmen, dass auch g(x)

verhaltnismassig gutartlg gein wird, da eine Integratlon
jmmer eine Gléttung bewirkt.
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Hiaf.éhhsﬁéht naﬁ'&ie'ﬁrage, ob es nlchb moﬂilch ist, sing
ﬁuad”akdrfcfm el zu varwenden, dLe erncrselYQ den glatten
“Verlauf. dex Funﬁbaon & £y berackolchtlgL, anderverssits die
atsaohe aus nut?u, d;asq ga der Kern nicht nor in den
oimzelnen Stutzstellep bekannt lut;V”OHdﬁr n. sein Verlauf
iiber. das ganze Integrat:onsznterv 311 Qu&ﬁh einsn. analytischen
yuadruck geg@ben Lsto ' \ ‘

Fa w&rd im Ver]auf dleaer Arbeﬁt gezelgt dasq far ﬁerzodlacae
Wuaﬂulonen elne ﬁerartlge Quadraturfermel,

ﬁ _; - “.?('r '“"M. .- -
/jlfj}(()(f)alf zﬁg !Xf‘?{}‘-v {f":%’i) (14-)

. ~
RS ) i ] . P - SR o

“

e h ‘ -bei der die tﬁtzstellen wie bel der Rechbeckregel dguidistant,
L und die Gewichte By Spez1ell auf den Kern "ugeschu1 Cben sind,
unter den obigen Voraus etzungen ein wesentlich genzsueres
~ Ergebnis liefern kann als die: Rechte kformel. Zur ﬁhtCIa»,
scheidung mit der einfachen Rechteckformel 5011 diese Formel

im folgenden die 3p651elle Quadraturfcrmel genﬂnnt werden .

e - ! . -

Die Gewichte erhalt man auf fol@ende We: se: TAgst sich dex
Fern gleichmassig in eine Fomri@rrelhe entw ckelnﬁ

Ty -
%m wnZA g (5)

mx; = fia‘-’f-f' z[« W

- wobel die Kcef‘flzienten dA und /9/; noch Funktlonen von s:.nda

so ist A, (x) gleich der n~ten Tellsumme dleser Reihe Tiir
die Punkte x and §v~r££*

o ) ‘ 2FA . P (6)
/?lx)-»y; | 2[« X1 o e 4 fly o =2 ]



Ist die Stutzatellenzahl m gerade9 go ist dabei n = % zZu
setzen, fur eine ungerade Stutzstellenzahl gllt n = @51

o]

Prakﬁiséh-“'bédédtett:fv‘das, dass man unter bestimmten Bedingun-
gen mit einer geringeren Stiitzstellenzahl auskommt, wenn
man die Funktion g(g\) nicht mit dem Kern, sondern mit der
naten 'T‘ellsumme der Fourierentvucklung des Kernes multi-
pllziert:, und auf dieses Produkt die Rechteckformel
anwendet.

2. Abld.tung der gpeziéll,en Formel 0

gur Ableit:ung der Formel (4) denke man sich die Funktion g(j)
durch ein t:rie;onometrigches Polynom vom Grade n ersetzt,
welches in m Stiitzstellen mit der Punktion {ibereinstimmt.

*

¥ n o S . : '
i -¥o ¥ .277&5 ¥, 237/?{“
(§) 5T 1s) = == + 2 2] +d, am 2L (7
5'?1 "7 A‘zu[x* L P ] N
Der Index * soll andeuten, dass die Koeffizienten der tri-
gonometrischen Interpolation, dig man mittels der
Besselschen Formeln erhilt, ‘ ‘

e pv, v
== F og(hr) o 222

2

. (8)
¥_ 2 (L2} . Pt
J m % g S om
von den exakt.en Fourierkoefflzlenten der Funktion g(?)
abweichen. ' ' -
ll
= ——-[jlfl W alf
' ) (9)

—/ylf)nm—-{olf
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BDie Abweichuné wird- jedoch nicht exhdblieh seinﬁ da voraus-—-
gegetzt wurde, dass gQ? eine verhaltn15massmg gutartlva
Funktion ist.

Da ein trigonometrigches POlynom vom Grade n von 2n+1
Konstanten ¥, ¥, "', ¥n, dy, dz,+++, Jn abhingt, bendtigt man
zur Bestimmung dieser Konstanten 2n+1 Funktionswertee
Die Gleichung (7) gilt also im Grunde genommen nur fireine

ungerede Stutzstellenzahl m, wobei n = 251 zu getzen ist.

Bei einer geraden Stiitzstellenzshl lésst sich die Funktion
g(?) nur durch ein trigonometrisches Polynom der Form
s» R ¥
¥ kS ¥ T
ﬁ)(f) +Z YI{ y ""ZJ/? A7 f
P ke £

annghern. Hierbei gilt n = % . Da aber

v Pirnv

) T o TV = 0

fir n = % ist, sich also éus G10(35

"(jn*=0

ergibtq macht man keinen Fehler, wenn man fiir eine gerade
Stiitzstellenzahl das trigonometrische Polynom ebenfalls
in Form der Gl.(7) schreibt.

Die. Formel (&) beruht nun darauf, dass man das Integral

I-= /y(f! Kix, f}o(f
durch das Integral
_Iz/z,(pl(lx,;n/f_

ersetzt. Da die trigonometrischen Funktionen ein Orthogonal-
system bilden, d.h. da
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ist, erh8lt msn aus den Reihenentwicklungen (73 f@?Tnig} und
(5).fﬁr K(xv§>:

Is £ {ﬁ.‘tﬂ? +} [X;@ Sy Bl | (10

Setazt man in diesen Ausdruck die Besgelschen Formeln (&) ein,

o ﬁ,, m y
'l’ ?é' onvﬁ fﬁ‘ﬁig 2["% K.f‘(ﬁg.}wﬁmwm /?’a f?f

vz

Vg

go folgt n&sh‘@iner einfachen Umordnung:

o

£ o pY
I~5 5 gk

[}

4

1

Der Auadru E in der geschweiften Klemmer der letzten Gleichung
ist unasbhiugig von der Funktion g(%>o Er stellt die n-te
Tellsumme der Fourierentwicklung des Kernes fiir die

Punkte ﬁ,ﬁ-%? dar. Durch einen Vergleich mit der Formel (4)
erkennt man,; dass dieser Ausdruck gleich dem Gewicht A, ist.

Die Bestimmung der n-ten Teilsummen des Kernes lHsst sich
auf zweierlei Weise durchfiihren. Einmal kann man die
Fourierkoeffizienten aus den Fulerschen Formeln
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) (12

fatnt < % [/ax ) aen "’“"f ds

erreéhnen, ,und;mi-t‘te_ls dieser Koeffizienten die Teilsumme

~

A, txi = —--—-f,&l" + Z[« (x/m*"””” +/?klx) e iy

bilden. Dié@eilsumxhe lésst sich aber auch durch ein einzelnes
Integ,ral darstellen. Setzt man namlmh in die 1etzte Gielchung
die Lulerscnen Formeln (”52) e:m9 80 erhalt man:

/% ix) = ——-//(lx ;)df *+ 2 /I((xp[m””kf ?:év e ?ﬁ;“%f “3"’%de

-2 [ Kosg) [4 +AZ;.m ew,_:{f; ~;;,‘?2].of}

Aus der geometrischen Sumnme - ¢
. ‘ § ’ ,aw’(w - “"! IﬂM’}
_" ?if//&{"‘_"” . A-e
e 3
yrra - 4 - -e

eni {..,;-a
ergibt sich durch Aufspalten in Real- und TImagindrteil:

m?zfln#-fl(“"’io- o 25 m {“‘E

i+ 2 m:’m(iw) %‘f’
A=t R J‘m'?F{F‘;}
Daraus folgt mit Hilfe der Additidnéthe‘oréme
m?ﬁ'(nﬂl/(i“‘}~m ?i'n{f —"/ = "2 2w 7 /?n*'//(i. L)oo i {g““j

/./‘m?if'(,—-f ";;}: Zﬂm a (/" ""'}



die Identitét,

i Iemﬁl—--')

. " f. v}
S SRl ACLAF Sy ey

_sodass_sich schlieaslich ergibt:

/.w;n F(-?n-t{] (‘f‘ ~m

Ao = 5 kg5 df (13)
o

et (5-2)

(Siehe auch [6]Natanson, Konstruktive Funktionstheorie, $.134)

3. Integralgleichungen mit einer Nebenbedingung}°

Hat in der Integralgleichung

R | -
ytxn?l/gl{)l(lx,f}d; +4ix) =0 (14)
0

der Kern die Figenschaft, dass fiir alle x

/l((x ;)d; -4 o (15)

ist, so lésst sich die Funktion g(x) nicht eindeutig,

‘sondern nur bis auf eine beliebige,Konstante_C begtimmen.

In diesem Fall ist namlich, da
P

2b{c'mx,-;uf .y

ist, die obige Integralgleichung mit der Gleichung
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- LgmeCT+ n_[[fff)w]/{(x, flof + fixi=0

identisch. Man bendtigt also zur eindeutigen Bestimmung
~von g(x) noch eine Nebe,nbedingungo Diese Nebenbedlncung ist
hiufig durch e1n Integral

/f(x)dx E | (16)

gegeben. Wiirde man hierbei zur Auflésung die Rechteckformel
heranziehen. so stiinde man vor der Situation, zur Be-
stimmung der m unbekannten Funktionswerte ein System von
m+1 Gleichungen zur Verfiligung zu haben,; nédmlich die Ger
Integxalgleichung (14) entsprechenden m Gleichungen,
L)+ 4 (£2) =0 A=A 2 em)

Mrm

g(E4)+2L zy(ﬁ—//(
und zusatzlich fiir die Nebenbedingung (16) die Gleichung:
. m
. pV
£ -E
vad :

Bei der Anwendung der speziellen Quadraturformel kann man
diese Schwierigkeit umgehen. Es gelten folgende Hilfsformeln,
wenn k und m ganze Zahlen sind :

(2]
4 -

M 3

4 zﬁ-,év_g_{ﬂ fiir k/m = 0, 1, 2, coccuns
m

v m O fiir alle anderen Werte von k/m

(17)

m é
L5, '.?irv_
m '0

v=4

Die Richtigkeit dieseerorméln lﬁsst sich leicht nachweisen,
indem man die komplexe geometrische Reihe.

Z 2Flﬁv A~ e?’l‘l,é
14 = ~ ;
vtq . | J-e 207 %y

o, fln/w‘ -4
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~ 10 =~

betrachtet. Da fiir ganzzahliges k

ik
e =

ist, ist der Zéhler des rechten Ausdruckes immer gleich Null,
Der Nenner ist hingegen nur dénn,Null, wenn das Verhdltnies k/m
_eine ganze Zahl ist. Ist aber k/m eine ganze Zahl, so ist
auch %3 - eine ganze Zahl, und damit sind alle Glieder der

mumme‘glelch'EinSs Esvgilt‘alsoé
| M o4y {“ m fir k/m ganzzahlig

Ze"”

yzg 0O fur alle anderen (18)

Werte k/m

Daraus folgen durch Aufspalten in Real- und Iﬁaginéxteil
die Formeln (17). Aus den Gleichungen (17) wiederum folgt,
dass

Fig .
%ZH(K]“ /zi Z{dolj+z[°( (%) eor QITA *&(} . ji,&gj} dg(xj
Va4

ist. Lisst man jedoch bei der Bestimmung der Gewilchte
dag Glied o iX] fort,

- n
- « MI s
3, Ix ,.7, 1-2= = F [0 ?‘7“" +/?4/x) ?'MVJ (19)
A4 .
so gilt fiir diese Grdssen:

‘m .
2 BIx) =0 | . (20)

22

Ferner gelten zw1schen den Gew1chten Ay(x) und B,(x) die
Beziehungen, :

i

2,
Zﬁle)m’“‘" Zﬁmm ’M"
o m veg o (21)

Ilé" /‘2,,1411,”)_

m

2 ﬂylx) nin ?LAV = Zﬂ lx) ’ ?ifv

va=4 - Va4




da nach'(ﬁ7)v

Sam,, arsy Z L PRV
V4 . .

ist. Das bedeutet daas eine Quadraturformel mlf den
Gew1chten B,(x) das konstante Glied - &? der Fntwicklung
von g(f) bei der Integratlon urberuckblchtlgt lagst,
wihrend man fiir den nicht konstanten Teil das gleicus
Ergebnis erhilt wie bel VEﬂwendung der Gewichte Ay {my.
Ersetzt man also dle Integralble hung (14 Curch dar
Clelchungssystem : S

e -
y(%)_+z§y% RolBf1g (o2) + J1B2) 20 [ pad 2, m)  (22)

80" erhalt man automatlsch diegenlge Losungp die der
ﬂeuenbedlngung " ‘ ’

ygex) 0{26’ ﬁ 2_ {’M-’i x /;{;x!dar’

geniigt. Die Lisung fﬁr die Nebenbedingung7(46} ergibt
@ich schliesslich aus dieser Ldsung, in dew man v
den einzelnen Funktionswerten anschlisssend noch das
konstante Glied | | '

. .
X P _é i ”/‘“ {"2‘.
T - 7 T m ~%?)('%T"} 23)

hinzufiigt, oder, was auf das Gleiche hinapslBuft, in dem
man die Integralgle ichung (14) durch das System der
folgenden m linearen Gleichungen ersetzt.

"

glféf-nz ' 2 (le(f—/qw:) FraZ
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4, Die Uberlegenheit der speziellen Formel .

Bs sollvnun versucht werden, die Ubérlegenheit der cpeuziellen
Formel gegeniiber der einfachen Rechteckregel fiur das Iategra.

P
I= ﬁ(x)bm dx
N7 .

nachzuweisen. Dabei sei g(x),diejenige Funktion, deren

Funktionswerte nur an einzelnen Stiitzstellen bekannt sind,
wdhrend h(x) durch einen analytischen Ausdruck gegeben ist.
Beide Funktionen haben die Periode p und sollen sich
gleichméssig in eine Fourierreihe entwickeln lascan.

Zundchst seien die beiden folgenden extremen Fidlle betrachtat:

a;) Ais ausgesprochen ginstig in bezug auf

die Anwendung der speziellen Quadraturformel
ist die Funktion g(x) zu betrachten, wenn
sie eine ganze Funktion ist, da dann die
Betréige ihrer Fourierkoeffizienten mit
wachsendem Index rasch klein werden. Ist
insbesondere g(x) ein trigonometrischss
Polynom vom Grade n, so liefert die

_spezielle Formel im Gegensatz zur Kecht-
eckformel ein exaktes Ergebnis, gleich~
giltig,wie sich der Kern verhdlt. Dies
folgt aus der Tatsache, dass in diesem Fall
die Fourierkoeffizienten durch die

< Besselschen Formeln (8) exakt dargestelilt
. werden. '

b.) Ein anderer extremer Fall ist der, dass
" h(x) eine singulére Stelle aufweist, widhrend
#(x) beschrdnkt bleibt. Hier versagt die
" Rechteckformel. Die n-te Teilsumme von h(x)



bleibt Jjedoch im garnzen Integrations-
~intervall beschrankt. Man kann zlso imuar
mittels der speziellen Formel einvausr&ichenﬁ
genaues Ergebnis erzielen, wenn man die
Stiitzstellenzahlen nur gross genug wahle,
vorausgesetzt natiirlich, dass h(x) inte-
grierbar ist. Ist ausserdem der Verlaui von
g(x) noch verhiltnisméssig gutartic. =o
ergibt sich trotz der Singularitat von

h(x) schon bei einer geringen Stiitzstellen-
zahl ein uberraschend kleiner Frsatzfelh

end

er.

-

ITn Hinblick auf Intégralgleichungenlbedeutet letzteres: ilan
ftann mit Hilfe der speziellen Formel auch Inftegralgleichungen
mit singulérem Kern nach der Quadraturformelmethoie 1ésen»

ohne den Bereich um die singulare Stelle gesondert - heispiels-

weise durch eine Reihenentwicklung - behendelr zu milssen.

Pir nicht so extreme Iélle gelingt es nicht, die iiberlezenhsit
dieser Tormel fiir eine e¢ndliche Stitazstellenzahl nachzureiscii.
E~i Integralgleichungen treten Jjedoch vorwiepend Funlztionexn
a2uf, die sich analytisch in die komplexe Zahlenebere fortsetzan
lassen und dort mit Ausnahme einzelner singul@rer Punkte
repular sind. '

Beschrénkt man sich auf die Klasse digser
Funktionen, so gibt es eine Teilfoige von
Stﬁtzstellenzahlen m glu*,’fur die sich
zeigen lisst, dass der Fehler der speziellen
Formel mit wachsender Stiitzstellenzehl stérker
gegen Null strebt als der Fehler der lechteck-
formel, wenn die Funktion g(x) mindestens
doppelt so gubtartig ist wie die Fuunktion h{(x).

i e e g



Es folgt nun der Beweis dieser Behahptungy wobei gleich-
zeitig ndher erléutert wird, was unter dem Begriff " doppelt
so gutartig " zu verstehen ist. Es seien

y(x) = jlxﬂ")/)/;so und k)= /llxw}/l/;,:o

analytiséhe Funktionen einey komplexen Veranderlichen, die
auf der reellen Achse reelle Werte‘annehmen; oder anders
ausgedrdékt, die beiden Funkvionen-g(x) und h(x) sollen sich
in die komplexe Zahlenebene fortsetzen lassen, indem men
x+iy = z statt x setzt. '

Der Einfachheit halber sei ferner’angenbmmen, dass sowohnl
g(x) als auch h(x) gerade Funktionen sind, dass also gilt:

&(x® =gl-x)  a® = h(-x)

Diese Einschrankung ist fiir die folgende Beweisfuhrung nicht
notwendig, sie wird nur deshalb gemacht, da dann in den
Fourierentwicklungen nur Kosinusglieder auftreten und damit
die Gleichungen\ﬁbérsichtlicher werden. Die Koeffizienten von
g(x) seien mit a,_, die von h(x) mit b, bezeichnet. Die Koeffi-

. 94
zienten des Produktes beider Funktionen seien ¢

o
o - 2 +§4% n 2L (25)
§(x) - %\ * &qu,@ w0 —i'-,z/ex {26)
g(x) h(x) = 2" +l§4% m—:’/-;:‘,éx - - (27)

Handelt es sich bei den Funktionen,g(z) und h(z) um gangze
Funktionen, so sind sie in der ganzen Zahlenebene regulér,
‘anderenfalls weisen sie mehrere singulére Stellen auf, die



die gieiche Periode haben wie die Funktionen und paarweise
symmetrisch zuxr x-Achse sind. Den Abstand dieser komplexen
Singularitdten -von der reellen Achse kann man als ein Mass
fir die Gutartigkeit der Funktionen ansehen, denn eine nahe
der reellen Achse gelegene Singularitat hat zur Folge, dass
die fiir y = O'reelle Funktion dort einen starken Buckel hat.

Es sel {3 der Abstand zwischen der redlen Achse und den-
Jjenigen Singularitidten der Funktion g(z), die der reellen
Achse am nachsten liegen, 77, der entsprechende Abstand fir
die Punktion h(z). Dann ist die Funktion g(z) regulir inner-
halb eines Streifena; welcher durch die beiden Geraden

y = * 2'} begrenzt wird, h(z) innerhalb eines Streifens mit
den Begrenzungen y = = ?}, o

Der Begriff "’gutartig“ sei nun folgendermassen definiert:
Eine periodische Funktion ist gutartiger als eine zweite,
wenn ihre analytische Fortysetfzun‘g\' in einem breiteren Streifen
reguldr ist als die enalytische Portsetzung der zweiten
Funktion. Insbhesondere sei g(x) als "mindestens doppelt so
gutartig” bezeichnet wie h(x), wenn T}Z.??,; ist. —

Zundchst sei lediglich angenommen, dass g(x) gutartiger
ist als h(x). Bs wird also lediglich 7y >7, gefordert.

Das bedeutet, dass auch das Produkt g(z)h(z) regulir :mner-
halb des Streifens -7, < Jmr=<7, ist.

Macht man die Substitution,

;2
%
P
e =W
] . ~—-—>wo-—-/(’2‘ —z—-(w'k-rw“/’}
S ‘E‘Inﬂ

so geht die Funktion g(z) liber in die Reihe:

. p 1'
9 (L= tnw) = 2’1 2aw’ (e, za,)



. ,,'_l{,’

Fir das Produkt g(z) - h(z) gilt

. 00
9(3%%”)/,‘(;%1.,»«) =3 3wt g, 0y

A =00

Der Streifen -"?3 7‘7} , innerhalb dessen die Funktion g(z)
regulédr ist, geht 1n den Krelsring

- ___, 2— U
e ¥ <lwl<e?
. a0
Rp A
dber. Der Konvergenzkreis der Reihe -%- Z ak" Z'Z,“‘ ;
ist also : 2y AR=4 Az
, rzef &

“wischen den Koeffizienten -a, und dem Konvergenzradius besteht
nach Cauchy die Beziehung: = '

: 4
T =

- . A
| dom 2up ] ) 24
: A > /3 /
Daraus folgt: '

] P - ?n 7,
Avm ansp /%3/ ¥

A > o0

(282

(3ishe auch [‘7] : Behnke und Sommer, Theorie ‘der.analytischen

Funktionen einer komplexen Ve';bb'.nderlichen, Seite 252.) Auf
entsprechende Weise erhélt man fir die Koeffizienten Cp *

LA -2y, |
Avm nup /%‘ e £ h (29)
A o0 :

~

D.h., fir jedes noch so kleine £ >0 gibt es eine ganze Zuahl IHE),
sodass fir alle #2N |
_/a( ?:’ E)

aul= 2 (30)

ist,



Rt

Ferner gibt es eine Teilfolggﬂ fir die eine entgegergesetate
Abschétzung gilt. ' :

{

) . w s 20 ?’ +E)
leyr] 2 2e v (/w*?: N (31}

(Die letzte Ungleichung ist nicht notwendig fir alles erfillt.
Bie gilt nur dann fiir alle #2 /A , wenn das Produkt gfz)- h(z)
innerhalb eines Periodenstreifens lediglich ein einziges
Singularitétenpaar (Pole) besitzt, wenn alsc .die Reihe 2 ‘ﬁw
nur einsen einzigen Pol auf dem Xonvergenzkreis hat. Dann
weiss man, dass der Grenzwert lim %?31 existiert. In diesen
Pall kann man in Gleichung (29) den "lim sup" durch "lim"
ersetzen.)

s

Als ndchstes soll nun der Ersatzfehler der Rechteckformel
betrachtet werden., Bei m Stiitzstellen lautet er:

P

B o, | ,
Fom =L 5 ¢ (‘f,-'-'}h‘{-%'i}-/ylxlluxmlx 2
' o

vaq

Setzt man die Reihe (27) ein, so ergibt sich:

Lesd
vy .
2 gURInEz) = p L +2c& L F e vy
. Va4
Fun gilt nach Gleichung(’t?):

1 fij.l‘ k/m*‘" 2 66 e 000D
42“,2 { y &
vag 0 fur alle anderen Werte von k/nm

Es bleiben also von der Doppelsummé nur diejenigen Glieder
ibrig, fiir dle k/m elne ganze Zahl ist. Da ferner

/ §1x) hix) ox = Y arn z

ist, erhialt man fur den Ersatzfehler der Rechteckformel:

(33)
Fem = P .24%1. ‘
J=
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Ist nun die Stutzstellenzahl m eine Zahl aus der Tellfolgeﬁf '
50 gilt fiir den Betrag des Fehlers.

/le r I‘m * czm csm*f"l (%43

2/@ //(”’/‘/sz tlomt "'//
Unter der Yoraussetzung,das}_s ICm/>/C~,m+ Cgm+"{/ ist, kann man
{¢,,| durch die Abschatzung

(‘ma/a*/ (Siehe G1.(31))

ersetzen, also durch einen Wert, der kleiner oder gleich /é‘m/
ist. Pir die Summe /(bffqa"+}v'/ erh&alt man aus den Un-
gleichungen (30) einen Wert, der grdsser oder gleich dieser
Summe ist. |
lcm'f'csz-lnlf /co?ml+l€?ml+ TR
' 0 . g2d
L =iy /‘-‘7;',"5)
s22e P =
J""’e-.?m (‘;‘:‘?}, -¢)

2. 4_e—ml§’.z%-s)
Dieser Ausdruck strebt mit wachsendem m stérker gegen Wull
als die rechte Seite von Gl.(37). Die obige Voraussetzung ist
also erfiillt, wenn man m nur gross genug wihlt. Dann folgt:

h

‘ | -,ﬂ'v -?m(gi?“&'
Vol 2 2p { " FB TP

,/-e‘m/%??';“’i}
~ \ 29 9] (35,
, o Ewe) g ‘
"v /98 { 4- _m/?n.?;p-s) j '

e 'p

Der Wert innerhalb der geschweiften Klammer ndhert sich mit
wachsendem m der Eins, ist also fiir geniigend grosse m grosser
als eine Konstante CR>'O°‘(Fﬁr sehr grosse m nur wenig kleiner
als Bins.)



Damit lésat sich fir den Fehler der Rechteckregel auf
folgende Weise eine untere Schranke angeben.

Besitst die analytische Fortsetzung des Produktes g{x).h(x)
eine Singularitét im Abstand 7, wvon der reellen Achse

und ist sie regulér innerhalb des Streifens /fmz/<7, , so
gibt es flir jedes £>0 eine Konstante Cp> 0 und eiae '
Polge von gamaan 2ah1en/n (in Abhingigkeit von & ), sociass
g£iite

(50 +e)

lﬁqm‘/ 2 2p Co msﬁi (36)

(8tehe such[5] s Davis, On the Numerical Integration of
Periodic Analytiﬁ Punctions.)

Fir den Fehler der speziellen Formel soll nun aufl entsprechende
Weise eine obere Schranke abgeleitet werden.

Pie spezielle Formel beruht darsuf, dass die Funkition %(x) dvrch
@in trigonometrisches Polynom vonm Grade u = §' bzw. n = g?l
Jo nachdem ob n gsrade oder ungerade isﬁv engenghert wird.

{Bieh@ G1.(7)) -

9

*

- 51x‘l %.7,',{)(." = ; + 2 “A Y 2 4
‘ 34 Tig

Der Breatzfehler der gpeziellen Formel

P P
Fm = /T,,/xl/ux)a!x -/}m/mmx - 7
" I
wird also dadurch hervorgerufen, dess einmal die ersten
#t Boeffizienten 8, durch die trigonometrische Interpolation

nicht exakt dargestellt, zum andersn alle Koeffizienten
mit grosserer Ordnung als n vernachléssigt werden.



s

e

.
=L b v L Sars, -L g

=4 q + a,b, - Za,
. 2]{:4‘&‘6, 0 /2‘44‘

fanY

34
xR

S

o0

{a, ~4, )60 .
-*g-{ 7 Zl’%“a 14 Z niﬁé'%}

Es ist pun die Frage, un wieviel die Koeffizienten der
trigonometrischen Interpolation ak von den exakten
Fouvierkoeffizienten a, abweichen. Setzt man in die
Besaelsche Formel

m
§=%Zzl’3—-«1m~”~”

die Reihe
e Qo
9lm )= +} i L3

9/1 v

ain und wendet das Additionstheorem

fw/w 2':” /?,?_’LZ = m{/n-»k}-ﬂ-—- +ml/u-/ﬁ)2”"'

an, 8o ergibt sich : .

(%27

+ ,45 o AV 2 ..fm-'_(fub)v A s Laeddv
a, = 4 ~— W £ Tq— a/" ;;';2;:@;?/, 5 - m Zm‘,} .,__.,,,,“h,!

LEX) Va4 Vo

Wun gilt wiederum nach Gleichung €17):

-
AT wast ) =0
» vag . .
43 kY )
,,;;' Z mgl‘l- ™ }:{fur-{ /h""/?: m, g?_mi IYx;
vaqg
m .
4 -hlv .
;"Zmzyyk"_’_ﬁ_ J oA

Fiir alle anderen Werte verschwinden die Summen., Dabei ist
bereits beriicksichtigt, dass k nur die ganzen Zahlen von

O bis n's% durchisuft, da ja nur die ersten n Koeffizienten ag

rrg
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interessieren. Die erste Summe von Gleichung (39)
liefert alao nur fir a: einen Beitrag, die beiden Doppel-
summen nur firsg= m-j-k und#a = m-j+k (J = 1,2, ...). )

Daraus felgt:

a:= +ZZam,
. J:4 j -
* ‘ 00 o0 (40)
Q=8 + Z8pifp + 2 Anivk
11 : J:J

Mittels der Ungleichungen (30) erh&lt man die Abschiatzung:

/“/e‘“/z’ s /Ji {"MJ-/:*QMJ+A}'/ =

ﬁlj.% {/‘m-j—/e/*/“m-jhk/} 5
2 . am a5 —s) NIPIPYIELL Ay
22{ 14Np ln,v,/+)(,;,¢}3

-m(-”}"&l

- -M(I%”-'?}-s} (41)

_2{ 4( '{',—s) 4&(—~T} s}}

Nun ist fir O<k=<n< 2 '
o T—;l -A(’”T -5)
( L4 LA Y £ (25 7},-;)
‘240»4'"(?”7' f)

Danach gilt fiir alle in Frege kommenden Werte von k:
-m {5y =) Rk "'(”’T -£)

/94:’%;/ = 28

g M2y,
Der Quotient 2wk f((’;r? f))
. 4-e" G T-f
4 P4 (211 f}

strebt mit wachsendem m gegen e*



D.h., es gibt fir jedes m> 0O eine Konstante C,, die fir
grosse m nur wenig grosser als Eins ist, sodass gils:

% ¥ ?'TT ‘ 42)
/4‘*‘@*/5';?4? /{ } f) (

Da die gleiche Schranke auch fur die Betrage aller
Koeffizienten ak mit grosserer Ordnung als n+ﬁ>~§$1

]
Giltigkeit hat, denn es ist,
vaé(ém 7}‘5}

. m+/ 27

’ / T -5)
/aj‘,/.‘. ?e ?e 3’
,..m/‘? .u,?. f)
<‘2C;e ¥
kann man,wenn man in Gleichung (38) alle Werte durch ihre
Batridge ersetzt, fir

(43)
NFonl = £ { Rogrelte Lag~2cllbel +Z/a —aﬁ//z,@uzh,e/m,/]

Azntd

auch schreiben:

(%) (4
Ifsmi= p Gy e # (7 - ’iéi}

Fack Voramusasstzung soll die PFourierreihe von h(x) gleich-
massiyg konvergent sein. Dann konvergieren die Koeffizienten b

absolut. (Siehe z.B. [8]: Duschek, Vorlesungen iiber hiharz §
Matbematilk, Band'e, Seite 34-36.) Damit bleibt die Summe
innerbalb der geschweiften Klammer beschrankt. ist also
kleiner oder gleich einer Konstanten C,. Setzt man C, C,= 2Cg ¢

so erh&lt man ale obere Schranke fiir den Fehler dex speziellen
Formel: - i

2 4 (45)
I&mls'?l’tg‘e/z 7}” :



Dieser Ausdruck ist entsprechend aufgsbaut wie die untere
Schranke fiir den Fehler der Rechteckformel, gilt jedoch. |

im Gegensatz zu Gl.(36) nicht nur fiir eine Teilfulge m g/w’ ,
sondern fiir alle m groésser oder gleich einer ganzer Tahl E(2),

Durch einen Vergleich beider Schranken folgt schliesslich:

, RN LT | Py
| IFSM - CIS e /2{P ¢ G) ',{ - ng_‘%’”l‘;?}"a??')e?i]
A AL < . - - ok, €
/Fm Cr pomi{3 T, +e)

# .
hﬂiﬂ‘} {46)

Dieser Ausdruck strebt mit wachséndem m fir ?é:z?@? gegen NMulli,

womit die oben aufgestellte Behauptung - zumindest fiir zerads
Fuasktionen - bewiesen ist.

Aus der letzten Abschﬁtzung erkepnt man, dass die lberlcogenheit
der speziellen Quadraturformel um so grdsser wird, Js gutartizer
%(x; im Verh#dltnis zu h{x) ist. Diese Tendenz hat rich auch

bel der Durchrechnung mehrer Beispiele gezeigt.



5. Die sp821elle Formel bei 31ngularem Kern .

( Belqplel 3

In dér Beweisfiihrung des vorhergehenden Abschnittes war
voradsgesetzt worden, dass beide Funktionen gleichmissig
konvergieren sollen. So folgt die Gleichung (45) aus der '
Gleichung (44) nur dann, wenn die Fourierkoeffizienten der
Funktion h(x) absolut konvergiererie Diese Voraussetzung
triff% nicht mehr zu, wenn h(x) singuldr 'ist, Die Tlherlegen~
heit der speziellen F@rmel ergibt sich in dresem Fall einfach
aus der Tatsache, dass die Rechteckregel versagt.

Dass, wenn die Punktion g(x) recht glatt verlauft, die
spezielle Formel trotz der Singularitit des Kernes ein
iiberraschend genaues Ergebnis liefert, scll nun an einem
Beispiel gezelgt werden. An Stelle des Kernes sei die Funktion

s AX

hixi = 4 m [204-0x)] == 3 (0<x<21)

h=q
gewahlt. ¥erner sei angenommen, dass man von der Funktion

2

A-2

j”“: — = A+ 2 Z’T mAx (0<r<4)
4-2rwx+7 e

nur die Funktionswerte an den 12 Stiitzstellen

v

Xy =7V (v=042, ., )

kennt. Bei dieser Funktion handelt es sich um keine ganze
Funktion, jedoch verlduft sie relativ glatt, wenn man r nicht
zu gross wdhlt.- (Vergleiche Abschnitt 6 b)

Der exakte Wert des Integrals -?F

I= fj(lezlx) oax
0

ergibt sich aus den PFourierreihen beider Funktionen durch
Ausmultiplizieren'und gliedweises Integrieren zu:

00 .
= - 21 Z -} 27 A (42




R S T

Piir r = 092 erhilt man beispielsweise:

= 27 1n 0,8 = - 1,402053
¥ine dlrekte Anwendung der Rechteckregel 1st infolge
der blngularltat von h(x) bei x = O nicht mdglich.
Schreibt man jedoch, ‘

w P
I [[_g_m -qt0)] hoxyolx + 3/01//7/:{1 olx
S ; ,

g0 lasst sich das erste Integral nach der Rechteckrcgel
1%sen, da der Integrand jetzt fdr x = 0 gegen Null strebt.

A [j(x)«jtol] 4 }n[.?//f’“mx)] 0

>0

Zum Beweis gsei 2{1-cos x) = u gesetzt. Denkt man gich dann
die Differenz g{x) - g(0o) in eine Potenzreihe von u
entwickelt, o0

Mx) 3lol & Zé‘é
434

wobel kein konstantes Glied o auftreten kenn, da die

4

Differenz fiir x = O+ = O verschwindet; so folgt das
Nullwerden des Intégranden aus der Tatsache, dass jecla
Potenz wvon %’ fir u = O stirker gegen Unendlich strebt als
Tn u. '

Das zweite Integral verschwindet, da

” J —
/lh'tx) s ffln L[204-wxi]otx = 0
o [+ o

ist. Die Formel, die der Rechteckformel entsprechen wiirde ,

lautet also fiir dieses Beispiel
257 A

N o 2a ro 3
/j(x)/ux)o(x * -,;;-'- Z Lj(x,j-je’o)]})lxy) {3, « ifi.{
y , vz0
Tir r = 0,2 und m-= 12 erglbt sich danach: (Siehe Tabelle 1)
Der Rehler betragt:




Dageger erhilt man mittels der speziellen Qadraturiormel
, o ’ s
' ~ 2 S 2iv))
./cy!x//mlolx & —;;-kZ fy §l=5=1
o v ’

v29

7

bei gleicher Stiitzstellenzahl mi#%
, n s % 2 6 e— HV :-—-Z et
B . . ,ﬁ:,ﬂ

ein wesentlich genaueres Ergebnis .

ISﬂZ'ﬁ'19402127

Fgqp =-0,000074 ———r 0,0053 % -
(Siehe Tabelle 2)

Dazu muss‘allerdings bemerkt werden, dass sich die Auwendung
der’spezieilen Formel auf ein einfaches Integra. - wie 1im

- obigen Beispiel - kaum lobnt, da die Be¢stimmung dsr Gewichte
in den meisten Fidllen recht zeiiraubend isht, Man wird hiocr-
bel, vorausgesetzt, dass genigend viele Funkticnswerte der
Fanktion g(x) bekannt sind bzw. sich bestimmen lazsen. viel
schneller zum Ziele geléngen,‘wann man dre Reckteckrerel
mit geniigend hoher Stiitzstellenzahl benutzi. Denn dis Ar-
wéndung der speziellen Formel 1st selbstverstandiich nur
dann sinnvoll, wenn der durch die geringere dtitoatellenzahl
eingesparte Rechenaufwand nich® durch den Rechenz.fwand ber-
troffen wird, den die Bestimmung der n-ten Pouriertsilsumnmen
macht.

Der Vorteil der speziéllen Formel komut erst bei Tnhegral-
gleichungen oder 8hnlichen Problemen, bei denen d=r Techan.
aufwand mit wachsender Stilitzstellenzahl sehr rasch unsteigt,
voll zur Geltung. Ein Beispiel hierfir, ein integraig eichungs-
problem aus der Stromungslehre, soll im nichsten Alschnitt

. augfiibrlich behandelt werden.
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6, Beispiél einer Integralgleichuhg gus der Stromungslenre.

a.) Daréﬁellung eines zylindrischen Korpers mit elliptischer
Kontur in einer ebenen Potentlalstromungu

Man apricht von einer ebenen Stromung, wenn die G&Sthlﬂdi@K@ T
zu Jjeder Zeit einer festen Ebene parallel.und in allen auf einexr
Normalen zu dieser Ebene liegenden Punkten die gleiche ist.

Ist die Strﬁmung eine Potentialstrdmung, so kann man einen
(theoretisch unendlich langen) zylindrischen KOrper, dessen
Achse senkrecht auf der Ebene steht, darstellen durch eine
zweidimensionale Quell—Sehken-Belegung auf der Kontur eines
beliebigen Querschnltteso Von der Kontur wird lediglich gefordext
dass sie stetig ist und iiberall eine eindeutige Tangeate besitzt,

Bs sei:
- S die Kontur
(x,y)(ein Aufpunkt
(§,7) ein laufender Punkt
d¢ (§,» ) ein Element\der Kontur
und T(x,y) der nach aussen gerichtete
.~ Einheitsnormalenvektor im Aufpunkt

Ist das Potential ¢ader relativen Anstromgeschwindigkeit fiir
Jeden’Punkt,(x,y) auf der Kontur bekannt., so gilt fiix die
Quellbelegung q(x,y) [h/s] die Bestimmungsgleichung:

o , ) 1x-5134 (y-n)? :
%9”67“54;;/?"?;7/ )4 /{gnﬂ iyl . v’fa T
Diese Glelchung iolgt aus der Bedlngung, dass durch die KoOrper-
obsrfléche keine Fliissigkeit hindurchtretan kann, Jdass also

die resultierende Normalkomponente der Anstromgescowindipkelt
und der von der Quellbélegung induzierten Geschwindigkeit an
der Kontur verschwinden muss.

Bezeichnet man mit cos(n,x) und sin(n,x) den Kosinus bLaw.
Sinus des Winkels zwischen der Normalen und der x-Achse,



)
4%

3w

so gilt . f

i (x*fl*+‘ly?f7)2
Jn '

L1

(x-$) w6 (i, x) + (y-1p) 2em {n,x)

Wx=fl Lyl

und_éntSprechend, wenn vax(x,y) und vay(x,y) die x~ bzw.
y-Komponenten der relativen Anstrémung sind '

e - > (1) 9 + owm (1, X] IPe
B S

Jn

= Yax w (n,X) +Vay*on'a-/n,x1

Nun sei die Kbntur des zylindrischen Korpers eine Ellipse
mit den Halbachsen a und b, Dann gilt fiir einen Aufpunkt
auf der Kontur die folgende Parameterdarstellung:

X = a:cosy,y = b'sihy (0/5(_{?‘4,’77‘)

Bezeiéhnet-man entsprechend einen lauferden Punkt auf der
Kontur mit, v

? P a:cbs% 7 = b'Sinff
so erhzlt man fir das Linienelement
dé = Vd§2+o(7’. = aVd-Cw'y dy
and fiir den Richtungs- Kosinus bzw. Sinus :
‘ dy '
wing = L b _ ey
s a /‘E"mzy

awm (n,X) :-_"/"_ = 2y

Vl-fﬂafy

Dabei ist €= Yal- 62
. a

die numerische Exzéntrizitat der Ellipsé°
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Vit diesen Beziéhhngen ;éutet die Gleachung (47):

.-n

[ty - wa‘)wtj#(/w'flyokm‘v?é)mhf «/mg?;:?-;m
{ )+~———/lf) 2’aé . T dy ¢
7 ¥ f’ a’lwu_f m?)‘ 52/¢»;5fnzz,mgtj v/,{,;g;’mz?

| 4
+ 42 ( V’axlﬁf}mg #an!lf}ﬂ/mf} /;;—"——-"“' = {
5%{’

(43)

Der Fern ldsst sich noch vereinfachen. Es iet

{Mga&f/wnff + (_44';3;9 mm;ﬂmo;y

2 . . .
12 f{ -+ Pt ?‘(’f - ( L&zf uibff + sam f‘f AT }#j

A= ly-yl

un_d

(irg-sont)' = 4o’ L ain® LT = [t-imlg ][ 4-ori5-)]

Mmhﬁv-/),u;flz-? “/m?ggz ,,,;,32;2"_ = fj*w,{?,af}?i,/a-&@w f“

Daraus foigt

(m g m:;«jw; o <;, {AM;ff . ,q,;;e»;q&{'ﬁm‘}"f

Kig,#i = 2ab ¥
v {mq warf}? 62419m¢fa4m°;‘z4/z

Lab
a?[«f’éﬁ,f{ﬁ‘w}lz*é (A +. w(ﬁfﬁ /]

i

Setzt man noch,

a-b | S 400
e S - (49)

go erhalt man durch eine einfache Umformung
. % |

A=x : 3

Kig,yi= ‘ - (50)

A= R iyl + a?

Rultipiiziert'man schliegslich die Gleichung (48) mit
f/¢5 "’ff' und setzt zur Abkirzung,



g Vfsly =gy R

2 {f— Vax [f) wny + Vayls'lahg’) s ;//ff! ~ (52)

=1 lauteb die Bestimmungsgleichung fir die Funktion g(ff')

: : o o
_ 4 ' A= 2 |
e+ 2L [ips — +Jig)= 0 (53)
RAAS™ /‘? 1 1-27 iyl +7? j 71 3.’)
o .

b.) Die komple[xen Singu]_.aritétén deg Kernes.

Die snalytische Fortsetzung des Kernes (50) hat im
Komplexen offensichtlich dort eine singulédre Stelle, wo
der Nenner ’

1 = 2r cos (g+'yf,+ i?) + r2

verschwindet, also fir

cos (g+7+ 17) _; j_.*z‘?r;_.

Daraus folgt : P
' : Sofvy,-n? are wo =

ALY e
= i’«"'[;: +/|/»4—(-3§“1-)"]+zm
= Xidnr +onhk '

Die komplexen Singularitédten befinden sich 3lso bei:

W

v = k- [ 4o g,t4,22 tu) (54)

Der Abstand von der reellen Achse betrigt:

7 ~(nrl-10d -1 (2rl) 55




"Das bedeutet Je gfﬁssér’das Achsenverhﬁltnié a/b ist,

desto naher llegen die komplexen Slngularltaten an der
reellen Achse, und desto ungdnstlger verlauit der Kern
in Hinblick auf die Integration mit Hilfe der Rechteckformel.

Andererseits artet der Kern fiir einen Kreis in eine Konstante
aus. - | |

a/b=1-—=p =0 —> K(g,p) = 1
In Biid 1 ist der Verlauf des Kernes fiir verschiedene Achsen-
verhdltnisse iiber der Ordinate ¥ +9 aufgetragen. Man erkennt
deutlich, wie der Buckel bely +¥ = O mit grosser werdendem
Achsenverhidltnis ansteigt.

¢.) Die Gutartigkeit der LBsungsfunktion.

Pie trigonb@étriscnen Funktionen cos k¢ und sin k¢ sind
Eigenfunktionen des Kernes:’ K(¢,y) mit den dazugehdrigen
Eigenwertendy = - und +§”—_-,;7{’ o Man erkennt das, indem nan
in die zu (53) homogene Integralglelchung die Pourierent-
wicklung des Kernes (siehe G1.(57)) einsetzt.

k) o [[ ey 4 |
Aw'n‘,kﬁv}+Z&[[omh,éy}l(1%7}'d7:a ——>24={*}5;-;k (56)
: Kt _ | ‘

Da die trigonometriécﬁen Funktionen ausserdem linear unabhingig
sind, kann man die Fourlerentw1cKlung der Losung;fanktlon auch
als eine Llnearkomblnation von ( orthogonalen ) Eigenfunktionen
auffassen. Dadurch ergibt sich die Moglichkeit, aus der Fourier-
entwicklung der Stdrfunktion, (die dann ebenfalls eine Linear- k
kombination von Eigenfunktionen ist,) auf die Fourierent-
wicklung der Losungsfunktion zu schliessen, und damit eine
Aussage iiber die Gutartigkeit von g(y) in Abhanglgkelt von

f(¢) zu machen. ,

Die Fourierkoeffizienten von f(y) seien mit &, und by, bezeichnet.
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Die Fourierentwicklung des Kernes lautet:

| : 4 2* | 3
Kig y)= : 2 A4+2 217 gyl N
ff,’}‘\ 127w g+l + +* o o £57)
= Z 7 l'wa,kﬁa w1 Kot —w/mjay ww/&’;,
z4 ’

Macht man schliesslich roch fiir die gesuchte Funktica
g(¢) den Ansatz,

¥o

‘ . Ig *\\
: 9({{4-’ SRl o Z {X* m,kg + J’* /‘Afﬂ/fiffl (58)
80 erhdlt man durch Ausmultiplizieren urd glisdweises
Integrieren: o
.Z- —-/y/w Kig, 1 al;l«
(59)

Xo + Z T ‘XA o g - J/mr/eg]

Die Integrailgleichung 7_\

WW* 7 j/ U)Kl rlody ¢ figt =2
0

lautet mit diesen Ansitzen:
Yo . 5 4 |
. ¢ ﬂ"d . f ,.,.n )
_ :.. + Z (3'& wMéﬁM"J am,ég)-f‘m» + 2 9 (¥a by =0y wrrdito | 4
JM 54 ' (60

+ 2" +g (@Am/szi'/é*ﬂmﬁ?) =

* Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich

a ' ' a
¥o + "'32" 20— Y, == 20
34,4-4”‘*“ oy =0 s Y= va‘*% (612
| I4rh

JA‘”%JI) 4'6& =0 —~——> J& = - b'é
’ . A=pR
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Lisst man nun k gegen Unendlich: streben, ‘80 ergibt .sich,
da fiir /zr/-<4 '
Am //-I"f" = /ém A=-2T = A

ist, dass die Betrége der Koeffizienten von g(¢) im selben
llasse gegen Null streben wie die Betrige der Koeffizienten

von £(¢).

o el . g 1dal
,é-no I‘l&/ y IxY /54&/

A | (62)

"

Das wiederum bedeutet, dass der‘Abstagd»dervkomplexen
Singularitédten von der reellen Achse bei beiden Funktionen
der gleiche ist, dass also die Losungsfunktion die gleiche

Jubartxgkelt aufweist, wie die Storfunktion. Aus Gleichung (6ﬂ)

folgt insbesondere: Ist f(¢) ein trigonometrisches Polynom
vom Grade n, so ist auch g(¢) ein trigonometrisches Polynom
vom Grade n. '

Dass die Losungsfunktion die gleiche Gutartigkeit aufweist
wie die Storfunktion, ist keinesfalls eine spezielle Tigen-
schaft dieses einen Kernes. Diese Eiaenschaft haban alle
symmetrluchen Kerne. ‘

Fir symmetrische'Kerne ( K(x,g) = K(§,x) ) gelten nimlich
die Satze:

a.) Die zu zwei verschiedenen Eigenwerten
gehdrigen Bigenfunktionen sind zueinander
orthogonal.

b.) Die Elgenwerte konnen sich im Endlichen
nicht hdufen.

(Diesa~8étze gelten ganz allgemein fiir symmetrische Kerne,
also auch fir npicht periodische.) Aus a.) folgt, dass dann
die Losung der Integralgleichung

qIx) = h/j{fu({xf),/f ,,,/,x, (63)
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"

in der Form : i;

. o0

' £ (x) A |
9[¥)’~ vrzl '/ } +4le -‘E’ 4- % {y}v(ﬁ (64)

(uchmidtsché Reihe)yangegebén'werden kann, wobei gv(x) die
normierten Eigenfunktionen des Kernes ( v =1 ),

Av die dazugehdrigen Eigenwerte und f, die Entwicklungs-
koerfizienten der Storfunkticn 81ndo

,;fxl = Z /{, 3vtx) e { /,/Q) }v‘f“/f - (65)

Aus b. ) fblgt da der Parameter A notwendig endlich sein
nuss, dass :

.

' | A
..2."_:0 -— A
ywoo AV Voo ’/"7%»'
ist. Es klingen élsoxfﬁf,alle symmetrischen Kerne die
Fourierkoeffizienten der Losungsfunktion im gleichen
Masse ab wie die Fourierkoeffizienten der Stdrfunktion.

d.) Die Bestlmmung_der Gewichte fiir dle 393213116
Quadraturformel.

Es soll nun 5ezéigt werden, dass in diesem Beispiel die
numerische Bestimmung der Gewichtsmatrix fir die spezielle
Formel keinen grosseren Rechenaufwand erfordert als die
Bestimmung der entsprechenden Matrix fiir die Rechteckregel.

Aus der Pourierentwicklung deé,Kernes folgt:

(67)
/(lgmb) -A = 224‘ m,&lgwy}
A=4

=d (66)

]
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. h (y+¥) |
Setzt man (1 Rig+p) = R e

50 kann man dafiir auch schreiben:

iIgsp)

4 mm/ ' e (68)
Klgyt-4 = 2&34 =2 R PR
Fir die Punkte ff;m—-/-‘—‘und ')‘y' o gllt dann
o 2 turv) (69)

-q = Wil g =
K, ¥4 Ko 222 -4 = 2R PRy

Es sei nun die Stitzstellenzahl m eine gerade Zahl., Denn sind
die'Gewichte der speziellen Formel gleich der n-ten Teilsumme
des Kernes fiir die Punkte ¢, und ')f'g , wobei m = 2 n ist. |
(Siehe Gl1.(6)) '

: n ' .
ﬂv (%;M} = 4+ 2 2 ff’ﬁmnﬁ -?;:?:I/nw)

. A=
| ° P ,{%—21-{{/«4’!47}
= A+27 2 2%t (70)
. Azq :
. _gy_,f{/”.y) : o
PR R

J-a ¢ ATV

Hun ist fir o = % : 9:71
' (uﬂ') ;;','-(/u-i-v}

i/
e = ¢ /'vj/ﬂ ‘

Damit ergibt sich unter Zuhilfensahme von GlL.(69):

A, (2’%&) = A4 [i((.‘?i? ] ,/]fi- rfﬁ%(‘ﬁwf ] (712

In diesem Fall ist also, wenn man die Stiitzstellenzahl gerade
wdhlt, die Bestimmung der n-ten Teilsumme des Kernes fiir die
Puakte §x und ¥v nur unwesentlich aufwendiger als die Bestimmung




des Kernes selbst fiir diese Punkte. Da man die
Genauigkeit bei Anwendung der spez1ellen Formel
Umstédnden mit einer wesentlich geringeren Stutz
zahl erreicht ( msqst ), kann sogar die Besti
der Gesamtheit aller mS Gewichte A,(4u) weniger|

gleiche

unter
tellen-
ung
Rechen-

aufwand erfordern als die Bestimmung der entsprechenden

mg Funktionswerte des Kernes.

e.) Die Ellipse in einer Parallelstromung .

Befindet sich die Ellipse in einer Parallelstros
also die Komponenten der Anstromgeschwindlgkeit‘

iiber den gangzen Elllpsenumfang konstant 80 ist|

funktion £(¢¥) (siehe G1.(52)) ein trigonometrisd
ersten Grades. \

sind
vax und Vay
die StOr-

thes Polynonm

hung ,

/{IW = 2(-' qu mg +V,yo,m?)

i b

Hier erh#lt man durch den Koeff121entenvergleich (51ehe Gl.(61))

Yo =0

' b
¥y 3"7;;;—-"/14+/}
‘ 2
J4=';7 =~ (4+%)
x*';' Jk‘- 0 (4 =2)

fir die Losungsfunktion:

919 = = %4 4+ ) ix song - (44 %) oy ri g

i %I}/f%l%x w g+ (4+ Y vey

) =

(72)

- Nach G1.(51) lsutet dann die Funktion der Qnellbelegﬁng:

/M‘!?

Vi-€ 2? V//‘E:wo?

(73)



¥an ist also auf eine Quadraturformelmethode aicht angewlesen.
Fs ist jedoch interessant, einmal aufzuzeigen, wie sciiacht
iz diesem Fall die Rechteckformel bei einem grossen ichsen-
verhéltais a/b ist, bzw. wie viele Stiitzstellsn man bei
Anwendvng der Rechteckregel bondtigt, um ein einigurmasssn
zenauee Ergebois zu erzielen. Aus diesem Grunde wurde it
Hilfe der elektironischen Rechénanlage IBY €50 des Tusbtitubes
fiur angewandte Mothematik der Universitat Hamburg als Bsispiel
der Fall
- Vax = 1 s‘f;ay“o [I'l%]
bei einem Achsenverhiltnis a/b = 8
(Parallelstromung in Richtung der grdsseren Acuse.)

fir mshrere Stiitzstellenzehlen durchgerechnet.

Die Losung des Gleichungssystems erfolgte iteratiw, wohai

die Iteration solange fortgesetzt wurde, bis die meximale
énﬁepﬁng der Funktionswerfte rslativ zum maxinmalen Funkhisng-
wert von einem Iterationsschritt zum ndchsten absolut ..ichs
mehr als 5é10‘¢ vetrug.(6 giiltige Ziffern des meximale:n
Fupktionswertes.) Iterationsatop bei:

ma | Grsq l‘!/@i - gi" (fﬁf“ / / _ 3’5 //;?“"‘}ﬁ /.
yex /gf !fﬁ)ii -

In Tabelle 5 sind die Ergebnisse zum Teil wiedergegebuan.

In den ersten beiden Spalten stehen die Stiitzstellenzahlen m
und die bendtigten Iterationsschritte t.

In Spalte 3 sind die meaximalen Funktionswerte ( -z(o) bzw.
z{#)) angegeben. Der besserer Ubersicht halber wurden aile
anderan errechneten Funktionswerte fortgelassen. Der exakte
Wart ergibt sich aus Gleichung (72) zu:

“Bexaki( 0) - Bexakt(?) = g'(ﬁ+%) ~ 0,140625 [")]



in Spalte 4 und 5 sind der absolute und der relative Fehler
¢isses Punktionswertes aagegeben.

T -  0,140625 - |& (o)}

Frel.” ET'E5€§5 100 %

Sehliesslich wurde noch der mittlere quadratische Fehler
aller Punktionswerte bestimmb.

/ S [g!"“’} Q140425 105 "”‘:']z

Mittei

In dem Disgramm unterbhalb von Tabelle 3 ist der relative
Fehler des maximalen Wertes Fr 1. iiber der Stitzstellenzahl
aufgetrageno Man erkennt, dass eine Hechenschiebergenwuighkeit
{ etwa 0,1% ) erst bel einer Stiitzstellenzahl m = 28 grreicky
wird. ( Die Kurve gilt genau genommnen nur fiir gerade Stitz-
étellenzahleno Es ist anzunehmen, dass die Werte fir ungerade
Stiitzstellenzahlen von der durchgestrakten Kurve etwas ab-
weichen.) - A

liittels der speziellen Formel wirde man, da hier der extreme
Fall vorliegt, dass g(¢) ein frigonometrischesVPQlynom srsten
Grades ist, schon bei 2 Stiitzstellen (4,=0, =7 ) die beiden
¥unktionswerte g(o) und g(¥) bis auf Abrundungsfehler eixakt
erhalten. ”

-

f.) Die Ellipse im Peld einer zweidimensionalen Quelle

In vorhergehenden Beispiel konnte die Funktion der Queil=
beilegung in geschlossener Form angegeben werden. Das ist
in allgemeinen nicht mehr der Fall, wenn sich die I¥llipse
in einer beliebigen, krummlinigen Stromung befindet. Man
kann zwar immer die relative Anstromung und die sich daraus
ergebende Storfunktion in eine PFourierreihe entwickeln und




dann mittels des Koeffizientenvergleichs die Fourierrsihe
der Lbsungsfunktion angeben; im allgemeinen wird Jjedoch
die Fouriéréntﬁicklung’der Storfunktion Schwierigkeiten
bereiten oder nur néherungsweise mbglich sein. Ietazteres
ist z.B. dann der PFall, wenn die relative Anstrémung nur
an endlich vielen diskreten Punkten der Kontur bekannt
ist. Hier bietet sich eine iterative LOsung der Integral-
gleichahg nach der Quadfaturformelmethéde an.

Um fiir einen derartigen Fall noch einmal die Uberlegenheit
der speziellen Formel an\Ha'nd eines Beispiels aufzuzeigen,
wird eine Ellipse im Feld einer einzelnen zweidimensionalen
Quelle betrachtet,

Pie Kontur der Ellipse dei wieder mit x = a- coszf s ¥ = b-sing
angegeben. Die Quelle mit der Ergiebigkeit E ["%] befinde
sich ( ausserhalb der Ellipse ) im Punkt‘( Xos T ). Fiir

dag Potential und die von der Quelle induzierten Geschwindig-
keitskomponenten gilt dann:

¢ = ;;_ An /Ix-x,‘.)2+- Iy-y,)"
LM E x-%
IX 2T (xRt ly-yo?
Voy N E.__Y-Yo

Jy 2T (X=X, )24 (y=yo)?

Vax‘

Dann lautet nach Gl.(52) die Storfunition:

1)

21 % Vaxlg) wng + Vé)zlylmmse]

.9 £, 940 g ~Xoliong 4 bsirg - velasig (74)
" T

(aum! x,,)2+(bom? 7',
2 4- "% wg - Yoy omy - E
(47 (mg S iy 4 s

o



ﬁie Funktion f(y) hat in der komplexen Ebene dort eine
Singularitdt, wo der Nemner von Gl.(74) verschwindet, also
bei:

Lo wtg+ity)- x]+[amm,z:;) yol%zo (75)
Die Auflosung dleser Glelchung nach 7; ist in gescnlossener
Form méglich, jedoch etwas umstandllgh und soll deshalb hier
nicht durchgefihrt werden. Stattdessen soll eine andere Frage

gestellt werden. Wenn die Einzelguelle auf der x-Achss liegt,
wie weit muss sie dann vom Ellipsenmittelpunkt entfernt sein,

damit die spezielle Pormel mit Sicherheit der Rechteckformel

liberlegen ist?

Es ist anschaulich klar, dass fir J, = Ound x_ > a die

Storfunktion bei ¥ = O den grossten Buckel hat, und damit

~ diejenige der komplexen Singularitaten, die der reellen Achse

am nachsten liegt, sich ebenfalls bei ¢ = O befindet. Dann
gilt: _ ‘
wo (0+iTy) = wu'T,# s d ?;'

m):l(?ﬂ?:;) ’m”?:f //um%?%

Damit verelnfacht sich G1.(75) zu:

(aw»h?;! X5 )2‘6 /JM?;
Nach X, aufgelost ergibt sich:

. ‘4G A T Ao 7 3
YO=QMA-?;+/64MA;{:£:§_, 4 42 ¢ ?; (76/

Die analytische Fortsetzung des Kernes ist reguldr innerhalb

‘des Streifens

lmx i< Ty = 4n (f,%}

(siehe G1.(55)). Soll die spezieile Formel der Rechteckformel
iiberlegen sein, so muss nach der aus Gl.(46) gezogenen
Folgerung T’, 27, sein,



Da, wie nachgewiesen wurde,'7}=?; ist, muss also

Y
=™

‘e-d

u+$¢

L

T¥>?,4n(

sein. Setzt man diesen Wert in Gl. (76) ein, so folgt fir
den Punikt, bei dem die Uberlegenheit der speziellen Formel
zumlndeat Iraglich ist:

- (‘“'Ug_* a-4) _ (004) s (a-4)F
° 2ab) 20ar6) 2{a2-4%)*

Oder dimensionslos geschrieben:

v (%A (B
2% [(%F-1T* - 77)

Bei einém Achsenverhiltnis a/b = 8 ergibt sich daravs:

Xofy = 1,1945074 (Yo = 0 )
Fiir diesen Punkt wurde die Qﬁellbelegung der Ellipse sowohl
nach4der Rechteckformél als auch nach der speziellen Formel
mit 12, 24, 36 und 48 Stiitzstellen iterativ bestimmt. ( In
bezug auf die Iteration siehe Abschnitt 6e.) Die Ergiebig-
keit der Binzelquelle wurde dabei, um die Rechnung dimensions-
los durchfihren zu kﬁnnen; so gewahit, dass

ist. Die errechneten Werte der Funktion g(¢) sind in Tabelle 4
(Rechteckformel) und 5 (Spezielle Quadraturformel) wiederge-

geben. Dabei sind fiir m = 12 nur die ersten 7 (&~ 0, 1,...,6)

Werte,(auf die anderen konnte aus Symmetriegrinden verzichtet
werden,) fir m = 24, 36 und 48 pur die mit diesen vergleich-
124

baren Werte - angegeben,

Bei 48 Stitzstellen stimanen die nach der Rechbteckformel errech-
neten Werte fast mit denen iiberein, die nach der speziellen
Quadraturformel bestimmt wurden. ( Lediglich die beiden



absbluﬁ.grdssten Werte weisen eine Differenz von 1 baw., 2
Einheiten in der letzten Stelle auf.) Man dlirfte also diese
Werte als genau bezeichnen kénnen. Vergleicht man nun die
Werte bei m = 12, 24 und %6 mit den Verten bei m = 48,

80 sieht man, dass zwar die spezielle Formel der LRechteck-
formel iiberlegen, die Uberlegenheit jedoch nur sehr gering
ist. Eine Genauigkeit von 0,1% wird in beiden Fdllen etwa
erst bei m = 28 ( wie auch im vorherigen Beispiel der Eilipae
in Parallelstromung ) erreicht. Man kann also sagen, dass,
wenn sich die Finzelquelle in diesem Punkt befindet (% % QT);
beide Formeln tatsiéchlich etwa gleich gut, oder besser gesagt,
gleich schlecht sind.

Ist dagegen die Finzelquelle sehr viel weiter vom Ellipsen-
mittelpunkt entfernt, ( siehe Tabelle 6 und 7, %4ﬁf8 ), 8o
liefert die spezielle Formel schon bei 12 Stiitzstellen ein

auf & Ziffern genaues Ergebnis. Schon bei der unwahrscneinlich
niedrigen Stiitzstellenzahl m = 6 ( nur alle 60° eine Stitzstelle)
ergibt die spezielle Fdrmelvrelativ gute Werte. Dagegen ist

bei m = 6 der Ersatzfehler der Rechteckformel schon so gross,
dass die Iteration nicht mehr konvergiert.

Ebenso deutlich kommt'die Uberlegenheit der speziellen Formel
in Bild 2 zum Ausdruck. Hier ist die Funktion g(¢) aufgetragen
fir den Fall, dass sich die Einzelgqguelle quer zur Ellipse im
Punkt (¥4 = 0, Y% = % ) befindet. Die ausgezogene Kurve gibt
die fir m = 48 nach der speziellen Formel errechneten Werte
wieder. ( Die Werte fiir m = 24 wund 36 stimmen innerhalb der
Zeichengenauigkeiﬁ mit dieser Kurve iberein.) Fir m = 12
weichen die Werte der Rechteckformel fast um 100% ab, wdhrend
die Werte der speziellen Formel schon recht nahe an die ge-
nauen Werte hebankommena
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Numerische Bestimmung des Integrals:

702

y=op

— o A g [204-wrx]] olx
I /4 2¢mx +1% 2 L , :7
g b
\Tabellg 1A Rechteckformel
y Cgm) " gix,l=ql0) /'z'sz): | _[yrx,)-’glpﬂh'rx,)
o | 1,5 |- S0 - = e | 0o
11 4,3841033 | - 0,158967 | - 0,6584791 | o0, 0765156
2 | .1,%428571 | - 0,3571429 | 0
3 0,9230769 | - 0,5769231 0,3465736 | - O, 1999463
4 0,7741935 | ~ 0,7258065 0,5493%3062 | - 0, 3986900
5 0,6924358 | - 0,8075642 | 0.,6084787 | - 0,4913856
6 0 6666667 - 0,8333333% |© 0,6931472 | - 0,5776226
74 0,6924358 | - 0,8075642 0,6084787 | - 0,4913856
8 | 0,7741935 | - 0,7258065" 0,5493062 | - 0,3986900
9 | 0,9230769 | - 0,5769231 | 0,3465736 | - 0,1999463
10 | 1,1428571 | - 0.3571429 E 0
11 | -1,3841033 | - 0,1158967 | - 0,6584791 0,0763156
meq '
20 31x,)—jzou/nx, = - 2,6050352
L vmﬁv -
T & fff”‘v"ﬂoﬂ/ﬂm = - 1,363993
Tabelle 2 -7 Spezielle Qdadraturfbrmel
v qixy) A, A, gzky)
0 145 1 - 2,45 - 3,675
1 T 1,3841053 - 0,6511537 - 0,9012639 |
2 1,1428571 | - 0,0583333 | - 0,0666667
3 0,9230769 0,4166667 0,3846154
4 0,7741935 0,475 - 0,3677419
5 0,6924358 0, 7344870 0, 5085851
6 |  0,6666667 0,6166667 0,4111111
2 0,6924358 0,7344870 0, 5085851
8 0,7741935 0,475 0,3677419
9 0,9230769 0,1466667 0,3846154
10 1,1428571 | - 0,0583333 | - 0,0666667
x 1,38410%3 | - 0,6511557 | - 0,9012639
med
2 A, gixy) = - 2,6778653
V=0 o
2 m-4
T ;
I o5 Z A, g% = - 1,402127



Ellipse in Parallelstromung

Bestimmung der Funktion g(¥) = q(‘f)_-\//l-'ezwiy
mit Hilfe der Rechteckformel. ‘

Pahelle
o & -g(0) B Frel. Fuittel
12 | w4 | 0,132688 | 0,007937 | 5,65 % | 0,005612
16 28 0,137706 0,002919 2,08 % 0,002064
20 25 0,139555 0,001070 0,761 % 0, 000757
24 | 24 | 0,140233 | 0,000392 | 0,279 % | 0,000277
36 | 24 | 0,140606 | 0,000019 | 0,0135% | 0,000014
48 | 24 | 0,140624 | 0,000001 0,0007% | 0,000007
exakt 0,140625 —_— —  —
) $ Frer. ®
- - 5
1 &
|
- .2
+ 1
}_— —————————————————
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Ellipse im Feld einer Quelle.

x,: & = 1,1945074

Jo: b = 0
Tabelle 4 Rechteckformel
i~ )
o~ 12 24 36 43
m
0 0,97680 1,0973%9 1,10485 1,1052%
1 0,00417 -0,01585 -0,01685 ~0,01690
2 ~-0,16077 ~0,17066 -0,17116 -0,17119
7 ~0,11739 -0,12334 +0,12365 -0,12365
f -0, 08839 -0,09268 ~0,09290 -0,09291
5 ~0,07449 | =0,07805 -0,07823 ~0,07824
3 ~0,07041 -0,07376 -0,07%9% -0, 07594
Tatelle 5 Spezielle Quadraturformel
P
o] 12 24 26 48
N :
o 1,06368 1,10441 1,1052% 1,10525
4 -0, 00725 -0,01710 -0,01690 ~0,01691
P ~0,17911 ~0,17136 -0,17119 -0,17119
; 3 =0, 11492 ~0,12386 ~0,12366 ~0,123%66
— -0,10296 ~0,09%11 -0,09291 ~0,09291
L5 -0, 06822 ~0,07845 ~0,0782% -0,07824
! 6 -0, 08442 =0, 07415 -0, 07394 -0, 07394
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a = 8,508

b S
Vo' b =20
Tabelle 6 Rechteckformel
s 6 12 24 %6
o) 0,002234.95 0,00236591 | ©,00237239
1 0,00181919 0,00192408 0,00192927
2 keine 0,00082680 0, 00087154 0, 00087374
3 Konvergeng | ~0»00025053 | -0,00026770 | -0,00026856
& -0,00108132 | =0,00114368 | ~0,00114675
5 -0,00156869 | -0,00165642 | -0,007166075
L6 -0,00172584 | =0,00182156 | ~0,00182628
Tabelle 7 Spezielle Quadraturformel
5\”73 6 12 24 und 36
o | 0,00236596 0,00237272 0,00237272
1 0,00192954 0,0019295%
~ | 0,000880%6 | ©0,00087385 0,00087385
z | -0, 00026860 . -0, 00026861
4 §m0g0011531o. =0,00114692 -0,00114692
5 ~0, 00166097 -0, 00166097
& 1-0,001820484 | =0,00182652 -0,00182652
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