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K. Eggers, Hamburg

Die Bestimmung der Dämpfungskräfte, welChe bei der
SChwingung eines eingetauChten Körpers auftreten, erfolgt
im allgemeinen durCh Integration der während einer Periode
an die Flüssigkeit abgegebenen Energie, welChe in reibungs-
freier, inkompressibler Flüssigkeit ihren Ausdru<k findet in
der Bildung eines Wellensystems. Führt der Körper zusätz-
liCh eine stationäre Translationsbewegung aus, so resultiert
jetzt ein Teil der abgestrahlten Energie aus der Überwindung
des Wellenwiderstandes gegen diese Translation, der seiner-
seits durChaus auCh von der Art der SChwingung abhängen
kann; erst über eine gleiChzeitige Erfassung des Mittelwertes
der Impulsabgabe an die Flüssigkeit, zu welChem die Dämp-
fungskräfte niCht beitragen, wird es mögliCh, diesen Energie-
anteil zu separieren.

Die folgenden BetraChtungen werden ausgedehnt auf den
Fall, daß dem Strömungsbild ein homogenes Wellenfeld oder
eine Anströmung überlagert ist; ebenso wurde der Fall der
reinen stationären oder besChleunigten Translation miterfaßt.

Aufgabenstellung:

Ein getauChter oder sChwimmender Körper in reibungs-
freier, inkompressibler Flüssigkeit sei umgeben von einer mit
horizontaler GesChwindigkeit c bewegten KontrollfläChe S,
welChe entweder gesChlossen ist und ganz in der Flüssigkeit
verläuft oder als Randlinie die Grenze des Körpers mit der
durrnstoßenen freien Oberflärne hat. Die Strömung sei auf S
rotationsfrei. Zur Ermittlung hydrodynamisCher Kräfte auf
den Körper wird gefragt naCh der Größe der Abgabe von
Energie und Impuls durdt S an die Flüssigkeit außerhalb S
bzw_ naCh ihrem zeitliChen Mittelwert.

A) Spezieller Fall c = 0 (ruhende KontrollfläChe)

Die Energiezunahme N im Raum außerhalb von S sum-
miert sirn aus zwei Bestandteilen [1]

1. aus dem Transport energiebehafteter Substanz durCh S

N1 =
S{ ~-

(bb) + QU (bn)
}

dS, (1)

s
,,~ei Q die DiChte, U die potentielle Energie pro Massen-

*eit, b der Vektor der Strömung, n der naCh außen geriCh-
M.e Vektor der Normalen und sChließliCh dS das OberfläChen-<
element von S bedeutet;

2. aus der von der ausströmenden Substanz gegen den
Dru<k p geleisteten Arbeit.

N2 = J p (bn) dS .
s

Wegen der Voraussetzungen über die Rotation von b läßt
siCh nun ein GesChwindigkeitspotential «fI so definieren, daß
einerseits

bt = - \1 «fit (3)
und weiter

P
«fit = -- + i (bb) + U

Q

(4)

erfüllt wird und damit

N = N1 + N2 = J Q«fIt (bn) dS (5)
s

gilt. Der Vektor W = Q«fitb kann somit in Analogie zum
PoyntingsChen Vektor der Elektrodynamik als "Energietrans-
portvektor" aufgefaßt werden [2].

Die Impulszunahme 1) im Raum außerhalb S ergibt siCh
ebenfalls als Summe entspreChender Anteile, nämliCh

1. aus dem Transport impulsbehafteter Substanz durrn S
1)1 = J Q b (bn) dS (6)

s

2. dem Dru<kintegral über S
1)2 = J pn dS (7)

s

damit wird unter Benutzung von (4)

1) = 1)1+ 1)2= J Q«fItn dS -
S

-JQ{i(bb)n-b(nb)}dS-JQUndS. (8)
s s

B) Allgemeiner Fall c 9= 0

(Translationsbewegung der KontrollfläChe)

In den vorstehenden Ausdrü<ken ändern sirn jetzt die Men-
gen der S durrnströmenden Substanz, es wird

N1 = J (Q«fIt-p) (b-C, n) dS (9)
S

1)1 = J Qb (b - c, n) dS . (10)
s

Drü<kt man jetzt die skalare Größe «fI als Funktion <P der
Koordinaten eines zu S festen, d. h. mit c mitbewegten Systems
aus, so ist «fitdurrn <Pt- c \1 «fI= <Pt+ (Cb)zu ersetzen, und
wir erhalten unter Benutzung der Identität

(2)

[C [bn]] = b (cn) - (bC) n

N = J Q<Pt(bn) dS + J Q {(Cb) (LJn) - i (bb) (rn)} dS
S S

- J QU (cn) dS (11)
s



~ = J Q«PtndS + J Q { b (bn) - 1 (bb) n} dS +
s s

+ J Q [c [nb]] dS - J Q UndS . (12)
s s

Die jeweils letzten Summanden von N und ~ sind die Bei.
träge des hydrostatismen Druckes und werden im folgenden
vorerst nicht beachtet.

Für eine Strömung, welme im mit c bewegten System
stationär erscheint, versmwinden die Glieder mit «Pt.

Für eine in diesem System zeitlim pe riodis me Strömung mit

b = Re {boe ivt} ,«Pt = Re {iv«poeivt}

ergibt sim für die Periodenmittelwerte von N und ~

2"
N= v

S

.
-,;

N (t) dt = (13)
23t t=o

= 1 Re{ !Qiv«po(bOn) dS + JQ( (CbO) (~on) -1 (bo l'o) (en)) dS}

2"

l'= v f;- ~ (t) dt=lRe
{

JQ(bo (bon) - ! (bobo)l1)dsl
23t t=o. S (

(14)

wobei in üblicher Weise die quer überstrimenen Größen kon.
jugiert komplex zu nehmen sind. Für allgemeinere periodisme
Strömungen erhält man die entsprechenden Ausdrücke durm
direkte Summation der Beiträge der Fourierkomponenten.
Man sieht, daß dem Energieterm mit «Pt keine Impulszunahme
entsprimt, daß er also die Leistung der periodismen Dämp-
fungskräfte darstellt.

C) Zurück führung der gewonnenen Ausdrücke
auf V01 umenintegrale

im Falle voll eingetauchtu Körper

Falls es möglim ist, die Funktionen «P und b im ganzen
von S eingesmlossenen Raume R stetig differenzierbar fort.
zusetzen, so erlaubt uns der Integralsatz von Gauß in ver-
allgemeinerter Form [3], alle Oberflächenintegral e über S
auszudrücken als Raumintegrale über R. Man erreimt diese
Umformung formal, indem man in den Integranden der Ober-
flämenintegrale den Vektor n durm den Vektoroperator V
und das Oberflämenelement dS durm das Volumenelement
dT ersetzt und die Operationen von V nach der Produktregel
auch auf die vor V stehenden Vektoren ausübt. Voraus-
setzung ist, daß die Integranden beliebige vektoralgebraisdte
Produkte sind, die den Faktor n einmal enthalten.

So ergibt sich im Falle stationärer Strömung, falls b sim
in R fortsetzen läßt

~stat = J QbdivbdT-J Q[b-C, rot b] dT (15)
R R

und

Nstat = (c~stat) = J Q (Cb) divbdT-J Q (c [b, rotb]) dT (16)
R R

Da die Strömung in R außerhalb des Körpers quellenfrei
ist, versdtwindet J Qe div bdT, und nam Subtraktion dieser
Größe von ~stat wird ersichtlich, daß ~stat dann nur von
b-e, d. h. von der Strömung relativ zur bewegten Kontroll-
fläme abhängt.

Für den instationären Anteil der Translationsbewegung
wählen wir als S die Oberfläche des mit b besmleunigten
Körpers; es wird dann (bn) = (cn) und (btn) = (bn) und

damit, falls sim «Ptund "t in R fortsetzen lassen,

~instat = J Q«p,ndS = JQ{ «Ptn + r (btn) - r (bn)} dS
S S

= J Qr div btdT - bQ v (17)
R

Ninstat = J Q«Pt(bn) dS = (e~ instat) (18)
s

wenn rein Ortsvektor und v = J dT das Volumen des ein-
R

getaumten Körpers bedeutet.

Die Wahl des Aufpunktes für r ist dabei beliebig wegen

J div bdT = O. Der zweite Summand von ~ fällt aus, wenn
R
die Flüssigkeit gegen den stationär bewegten Körper be-
schleunigt wird, weil dann (btn) = 0 gilt.

Für den Fall periodischer Smwingungen des Körpers sei
S eine Fläche, welche die volle Bahn des Körpers während
einer Periode umfaßt. Falls sim dann bo in R fortsetzen läßt,
wird

t\ = - 1Re { .r Qbodiv bo dT} + Re{ J Q[bO' rot bO]dT} (19)
R R

und

N = (c.p) + iRe {J Qiv«podiv l'odT} (20)
R

falls sim auch «Po fortsetzen läßt, da Re {JQiv (bO' ;0) dT}
R

identisch versmwindet.

Die vorstehenden Integrale über kontinuierlime Quell-
senkenverteilungen lassen sich durch stetigen Grenzübergang
verallgemeinern für den Fall diskreter Quellen und Senken,
wobei an die Stelle des Integrals ein Summenzeimen tritt.
Ebenfalls durm stetigen Grenzübergang erhält man die ent-
sprechenden Ausdrücke für kontinuierlime Verteilungen von
Dipolvektoren m bzw. moe ivt. Die Leistungen entsprechend
den Gleimungen (16), (18), (20) werden jetzt bis auf einen
durm die Definition von m gegebenen Faktor

Nstat = JQ(mV)(be)dT-JQ(c[b,rotb])dT (21)
R R

Ninstat = J Q (emt) dT- (eb) Q v (22)
R

N= ! Re {- J Qiv (bOmO) dT + J Q (moV) (1)0') dT} (23)
R R

D) Einfl uß der durchstoßenen freien Oberfläche
bei nicht voll eingetauchten Körpern

D. 1 Zurückführung auf Volumen und Flämenintegrale

Falls die Fläme S nicht gesmlossen ist, erfordert die An-
wendung des Satzes von Gauss die Subtraktion von Integralen
des Typs (11)-(14) über die Restoberflämen S+ von R. -
Wenn die freie Wellenoberfläche sich durm Fortsetzung der
Strömung in R vervollständigen läßt, so ist es naheliegend,
als S die benetzte Oberfläche des Körpers zu wählen und als
S+ das durm den Körper ausgesmnittene Stück der freien
Oberfläche. Im stationären Fall wird diese Fläche nimt durm-
strömt, so daß lediglim über den Druck zu integrieren ist, der
einen im wesentlimen vertikalen Beitrag zu ~ liefert.

Exakter können die Zusatzintegrale erfaßt werden im Fall
eines Potentials ~, daß der linearisierten Oberflächenbedin-
gung

.

~tt + g~z = 0 (24)
auf einer Ebene z = 0 genügt, wenn man unter z die von
einer mittleren Wasseroberfläche nach unten gemessene Ko-
ordinate versteht. Diese Bedingung entsprimt der Annahme
kleiner Wellenhöhen, und es wird dann vertretbar, daß als
S+, die von S aus der Ebene z = 0 ausgesmnittene Fläme
gewählt wird.



P'=~
g r

eZ

f
B/2

, (I<Px<PxxdS+ = -- (I (<px/ - <pxhZ)dy

S"
g 0

(28)

Die Bedingung (24) lautet für ein mit Geschwindigkeit vom
Betrag e in horizontaler x-Richtung bewegtes Koordinaten-
system allgemeiner

<Ptt- 2e<pxt + eZ<pu + g<pz= 0 (25)

d. h_ insbesondere im stationären Fall

eZ<pu+ g<pz= 0 (26)

und im oszillierenden Fall

- vZ<p - 2ive<px+ eZ<Pn + g<pz= 0 (27)

außerdem wird auf S + (rn) = 0 und (l1n) = <Pz' was sich
dann aus den Gleichungen (25), (26), (27) substituieren läßt.

So erhalten wir zum Beispiel für einen Körper, der zur
xz-Ebene symmetrisch ist, im stationären Fall in horizontaler
x-Richtung einen Zuwachs von ':p um einen Ausdruck

wenn y die Ordinate und B die Breite quer zur xz-Ebene
bedeuten und <pxvbzw. <Pxhdie Werte von <Pxauf dem Rande
von S+ bei konstantem y im vorderen bzw. hinteren Teil die-
ser Wasserlinie sind.

Für Taumsmwingungen eines in senkremter Rirotung pris-
matisclten Körpers ergibt sim, daß der Einfluß der durm-
stoßenen Oberfläme auf die Dämpfungsleistung versmwindet
für den Fall e = 0, da

Re{S (liv <Po<Poz}dS+ = Re {J (lVli<Po<PodS+}= 0 (29)
s+ s+

ist.

D. 2 Zurück führung auf Flämen- und Linienintegrale

In einer linearisierten Theorie, in der <p,11und die WeI-

l
lenhöhe ~ = -~t von erster Ordnung klein sind, empfiehlt

g

sim oft eine Aufspaltung der Ausdrücke (11) und (12) in
Oberflämenintegrale über den Anteil So von S, der unter der
Ebene z = 0 liegt und Linienintegrale über die Randkurve
Lo dieser Fläroe auf der Ebene z = 0, die vom Smwerepoten-
ti al U = -gz bestimmt sind. Bis auf Größen dritter Ord-
nung wird

N = S (I<Pt(1111)dS + S (I {(Cl') (1'11) - i (111')(rn)} dS
So So

~
t2

+ S (lgz (rn) dS - (lg - (cn) dLo
So Lo 2 (30)

':p = J (I <Pt11dS + J (I { l' (1'11)- i (l'l') n } dS +
So So

+ S (I gz n dS + S (I [c [nl']] dS +
So So

rh (I [c[nl'] H dLo - rh (lg
_~2

ndLo .
Lo':Y Lo':Y 2 (31)

Der letzte Term von (30) kompensiert bei Gültigkeit von
(27) die Leistungsabgabe durm S+ gemäß D. 1; die Größe

des abgestrahlten Im pul ses durm S + wird jedom nur in
den Fällen v = 0 oder C = 0 durm den letzten Term von (31)
aufgehoben.

Im Fall, daß Lo ein Kreis mit Radius Rund Azimutwin-
kel8 ist, wird Lo = Rd 8. Die Formeln lassen sim dann
inbesondere anwenden, wenn asymptotische Entwicklungen

bekannt sind und die Integrale über So für große R von
höherer Ordnung versmwinden. Man erhält d~nn beispiels-

weise für die x-Komponenten von':p bzw. 2 t'

S
z"- (lg

--
Px bzw. 2 Px = lim - t~ eos 8 R d8.

R-+oo 0 2

Dieser Grenzwert läßt sim oft nam dem Prinzip der statio-
nären Phase auswerten; über die Höhe der Wellen am Ort
der Erregung braumen dabei keine einsmränkenden Vor-
aussetzungen gemamt werden.

(32)

Der Leistungsfluß durch den Kreiszylinder unter Lo kann
im Grenzfall für R~oo ebenfalls auf ein Linienintegral über

1.0 zurückgeführt werden, falls die Kotmin-Bedingung

. --- (a<p . a<p)
,

hm yR - }-- = 0 (33)
R-+oo aR az

gilt und <P für z ~ 00 versmwindet.

E) An wen d ungsmög He hk ei te n

Formeln für die Dämpfungsenergie und die Widerstands-
leistung von Smiffen, welroe in Fahrt Schwingungen aus-
führen, wurden bisher von Haskind [5] und Hanaoka [6] für
idealisierte Schiffsformen vom Mimell'smen Typ und kleine
Amplituden angegeben. Es ist aber von Peters und Stoker
gezeigt worden [8], daß für derartige Körper im Rahmen

der zugrunde gelegten linearisierten Theorie die auftreten-
den Ausdrücke von versmwindender Größenordnung sind.
Die Ergebnisse von Haskind können durm unsere Ableitun-
gen korrigiert, die von Hanaoka, welme durm Oberfläclten-

integration des Druckes unter gewissen Vernamlässigungen
gefunden waren, auf Smwingungen von Körpern endlimer
Dicke mit großen Amplituden verallgemeinert werden. Da-
bei lassen siro insbesondere die Kopplungsglieder der Schwin-
gungen in versmiedenen Freiheitsgraden erfassen; des wei-

teren kann die Wirkung einer Welle auf das Smiff ohne die
Einscltränkungen der Kryloff'smen Hypothese studiert wer-
den. Die Smwierigkeit liegt bei vorgegebener Körperform und
Bewegung lediglim in der Ermittlung des StrömungsverIaufs

bzw. von geeigneten Singularitäten und Wirbeln, welme die-
sen erzeugen. Die V ora ussetzung kleiner Wellenhöhen ist im
Prinzip nimt erforderlim.

Die letzte Aufgabe wird sim aber im allgemeinen durm
finite Annäherung befriedigend lösen lassen, indem die Be-
dingungen für die Strömung auf der Oberfläme des Körpers
nur auf einigen Punkten erfüllt oder [7] optimal angenähert
werden. Aum darf erwartet werden, daß qualitativ riclttige
Resultate über die Abhängigkeit der auftretenden Größen
von Parametern der Fahrt und Frequenz bereits durm die
Untersumung der Umströmung marakteristismer Singulari-
täten, etwa von Quellen und Senken pulsierender Intensität,
gefunden werden können.
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