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Bezeichnungen

Pv
1%

q) 4 qy (x)

halbe Profillé&nge

i=0,1,2; 3j=1,2; A=0,1,...N Koeffizienten
einer Fourier-Kosinusreihe mit N, Gliedern

1/2 \(a+rcg) / (a-Cp)

Koeffizienten des speziellen Reihenansatzes
fir yn

Ende der Kavitationsschicht (—AﬁCESA)

Druckbeiwert ohne Kavitation

Anstellwinkel

halbe Kavitationsschichtdicke

Wirbeldichte, Zusatzbewirbelung

n=0,1,2; k=1,2
metrischer Funktionen

indizierte Integrale trigonometrischer Funk-

tionen
j=3,4... indizierte Integrale trigonometri-
scher Funktionen
k=0,1,2; A=1,...,No indiziertes Integral

trigonometrischer Funktionen

Begrenzung der Glieder einer Fourier-Kosinus-

reihe
Dampfdruck
... transformiert den Bereich -A< s<A
(-A<€ £ £A) auf das Intervall [0O,m)
Quell-Senkendichte, Zusatzbelegung
Wasserdichte
Sehnenkoordinate (-A< s< A)
i=0,1,2; 3j=1,2 indizierte Summen
... transformiert den Bereich -1< z <1
auf das Intervall [O,T]
Dampfdruckbeiwert
... transformiert den Bereich -1< z'< 1

auf das Intervall [O,T7]

Zustrdmgeschwindigkeit

indizierte Integrale trigono-



Sehnenkoordinate (-A<x,£ < A)

... transformiert den Bereich -A<x<A
(-A¢ Cp2£A) auf das Intervall o,1]

Dickenlinie
Skelettlinie

... transformiert den Bereich =-A< x< CE
(-A < g:SCE) auf das Intervall [-1,1]



1. EINFUHRUNG

Zur Beschreibung ausgebildeter Kavitationsbereiche (Schicht-
kavitation) an Fligelprofilen steht eine Methode zur Verfigung,
bei der die Kavitationsschicht als zusé&dtzlicher Verdrdngungs-
kdrper interpretiert wird /1/. Die Verdrdngungseigenschaften
der Kavitationsschicht sowie ihr Beitrag zum Auftrieb werden
durch die zusdtzlichen Singularitdtenbelegungen Qq (fir die
Anordnung von Quellen und Senken) und () (fir die Anordnung
von Wirbeln) simuliert. Ein LOsungsverfahren zur Bestimmung
dieser Singularitidtenbelegungen gab zuerst Hanaoka /2/ an.

Es wurde spdter von Chao /3/ sowie Alwardt und Isay /4/ weiter

ausgebaut.

Eine Ubertragung dieses Verfahrens auf den kavitierenden Pro-
peller stoBt auf zwei Schwierigkeiten. Erstens sind die beiden
Integralgleichungen (Strdmungsrandbedingung und Druckbedingung)
zur Errechnung von qy und.tyq weitaus komplizierter als im
zweidimensionalen Fall. Zweitens ist unsicher, inwieweit die
empirische Nishiyama-Beziehung, aus der sich in der oben erwdhn-
ten Methode das Ende der Kavitationsschicht ableiten 1&Bt, auf

den Propeller iibertragbar ist.

Im zweidimensionalen Fall (Profile) gelingt die Inversion der
einen Integralgleichung nach r% aufgrund einer exakten L&~
sungsformel /1/. Damit 148t sich das Problem auf eine einzige
(ebenfalls streng l&sbare) Gleichung fiir qz reduzieren. Beim
Propeller ist eine Aufldsung der entsprechenden Gleichungen
nach Tﬂ bzw. q1 nicht mdglich. Vielmehr erscheint es hier
fiir die Behandlung des Integralgleichungssystems aus Strdmungs-—
randbedingung und Druckbedingung unerl&dB8lich, zundchst einen
geeigneten Reihenansatz filir die Zusatzbelegungen zu finden.

In diesem Bericht wird diskutiert - als Vorstufe zum Problem
des kavitierenden Propellers -, wie sich ohne Verwendung der
exakten Inversionsformel fiir ‘YT das Integralgleichungssystem
im zweidimensionalen Fall 1&sen 18B8t. Da fiir Profile auch die
vorher erwidhnte Methode existiert, welche von der Invertierbar-
keit der Integralgleichungen Gebrauch macht, kann so die Quali-

tdt des neuen Losungsverfahrens Uberpriift werden. Es wird auBer-



dem diskutiert, welche zus&dtzlichen Bedingungen deeignet sind,

um das Ende der Kavitationsschicht festzulegen.

2. DAS INTEGRALGLEICHUNGSSYSTEM FUR DIE ZUSATZBELEGUNGEN -

DIE MOGLICHKEIT DER INVERSION

Die Beschreibung von Schichtkavitation mit Hilfe der Profiltheorie
geht von der Vorstellung aus, daB die Kavitationsschicht wie ein
zusdtzlicher Verdrdngungskdrper wirkt. Bei der Aufstellung der
Stromungsrandbedingung und der Druckgleichung sind zus&dtzliche
Singularitdtenbeleqgungen zu berilicksichtigen. Im Folgenden soll

nur die Teilkavitation (Kavitationsschicht endet vor der Profil-

hinterkante) mit Beginn an der Vorderkante behandelt werden.

Man betrachte ein Fliigelprofil in station&drer Anstrdmung mit ds
als Anstellwinkel und u, als ZustrOmgeschwindigkeit. Weiter
seien Punkte auf der Profilsehne durch die Koordinate x mit
-As x £ A beschrieben. Die geometrische Dickenlinie sei );u)
genannt, die Skelettlinie mit )g(x) bezeichnet (Abb. 1). Das
Profil besitze auf der Saugseite im Bereich -As=x=c, eine
Kavitationsschicht der Dicke Zq(n . Unter Berilicksichtigung der
zusdtzlichen Skelettlinie #nx) lautet die Strdmungsrandbedin-
gung, aus der sich die Wirbelbelegung auf der Sehne errechnet

(linearisierte Profiltheorie) /1/

A A
Cro A &

d Y, d 1
§,- 24s - A - A A
dx dx 2wu, -A x-§ Amu, -4 YQ(Q X-%

(1)

wobei 4 (}} flir die Wirbelbelegung ohne Kavitation steht und
Yq{§) den EinfluB der Kavitationsschicht auf die Auftriebsver-
teilung (Wirbelbelegung) bezeichnet. '

Die Verdridngungswirkung der Kavitationsschicht bedingt neben der

Quell~Senkenverteilung
d Yo

ol x

q()() = ZMO



eine zusitzliche Verteilung im Bereich -—-A<x=< Ce

dn

) = 2u, — . (2)
N ° dx

Um die Stetigkeit der effektiven Skelettlinie Y (x)+n(x) zu

gewdhrleisten, muB8 am Ende der Kavitationsschicht gelten

qqce) =0 . (3)

Auch die Druckgleichung wird zu einer Bestimmungsgleichung fir
die Zusatzbelegungen 71 und 9 - Da im Bereich -A = x = ¢,
exakt der Dampfdruck Pv herrscht, lautet diese (Po gibt den

Druck in groBer Entfernung vom Fliigel an) /1/ :

(Po-Py)
by = SBPO o ¥00 L g0 (4)
7 §Uo Ue Uo
A Ce
[ _d§ 1 | d§
* Uo -A q(g) Y-§ + T U, ,[ ‘77(§) )(’f

Der Anteil des Druckbeiwertes ohne Kavitation

CE
Cpt) = %;(x) + 4 | q(§) d§ (5)
o 77“0 -A X“§

ist ebenso wie der konstante Dampfdruckbeiwert %, bekannt. Mit
der Gleichung (1) sowie den Gleichungen (4) und (5) sind die

Zusatzbelegungen fﬂ und q,z aus den gekoppelten Integralglei-

chungen
- qy (x) =1 fA/x(p_dg_ © —_Aex <A (6)
1 T A 1 x-§ ! -
) - Cy (X) = ‘XV[(X) A Ce df <
vor Ue * U, _& I (8) x-§ ' -Afx <o (7)

Zu errechnen.



Es handelt sich bei der Integralgleichung (6) um eine Fred-
holmsche Integralgleichung 1. Art. Der Kern ist singuldr. Die
Gleichung (6) kann exakt nach ‘7Q aufgeldst (invertiert) werden

/5/. Man erhdlt eine Darstellung von Tq , die

0

qq(cE) )

i
Q

bereits beriicksichtigt /1/. Wenn man diese Darstellung in (7)
einsetzt, ergibt sich eine Integralgleichung mit lediglich einer
unbekannten Funktion Qq - Diese ist von der gleichen Art wie
die Gleichung /6) und nach qq auflésbar /1/. Chao /3/ sowie

;o Ce =x=A

Isay und Alwardt /4/ gelangten so fiir qq(n =0
zu einer Darstellung von qqu1 und ?w(n in Abhangigkeit von

By = Cp (X) . Insbesondere ergaben sich die Beziehungen
3\ /v___"___ ' X—>-A
/
1 “VAex :
(9)
1 / x — - A

Am Ende der Kavitationsschicht ist das von Isay und Alwardt
bestimmte rq endlich und stetig, aber nicht stetig differen-

zierbar.

Das Ende der Kavitationsschicht wird aus der von Nishiyama /6/

aufgestellten Relation

nice) = & (ce+A) (10)

bestimmt.

Die in Abhdngigkeit von %, vorausgesagten Werte von (¢ stim-
men mit den beobachteten gut liberein, sofern nicht Grenzschicht-
einfliisse, insbesondere Abl&sung, flir das Kavitationsverhalten
von ausschlaggebender Bedeutung sind wie etwa beim Profil NACA
16006 fiir Anstellwinkel {iiber 2,5° /7/.



3. LOSUNG DES INTEGRALGLEICHUNGSSYSTEMS DURCH EINEN GEEIGNETEN

RETHENANSATZ

Das obén skizzierte Verfahren zur Behandlung von Schichtkavita-
tion 148t sich nicht auf den Propeller ausdehnen. Man ist in
diesem Fall nicht in der Lage, die der Gleichung (6) entspre-
chende Strémungsrandbedingung zu invertieren. Es erscheint hier
angebracht, die Form der LOsung fir fq durch eine Funktionen-

reihe mit unbestimmten Koeffizienten

'fq(xj = dy g0+ dyp )+ dpy 1p, )

vorzugeben. Das Integralgleichungssystem aus Strémungsrandbedin-
gung und Druckbedingung wdre dann in eine Bedingung zur Bestim-
mung der Koeffizienten d;, d,,..., d, umzuformen. Weiter ist
eine flir dieses Verfahren geeignete Relation zur Festlegung von
¢ aufzustellen. Ein solches LOsungsverfahren muB, wenn es im
dreidimensionalen Fall Erfolg haben soll, natiirlich auch am
kavitierenden Profil moéglich sein. Dabei konnen die Gleichungen
(6) und (7) AufschluB dariiber geben, welcher Reihenansatz zur

Lésung eines dreidimensionalen Kavitationsproblems geeignet ist.

Durch einfaches Einsetzen von (6) in (7) erhdlt man folgende

Fredholmsche Integralgleichung 2. Art

Ce A
by - o0 = X A —4——[1 [T e ds} dg . (11)
Uo TUg -A X-§ TI__A §‘$
Hierbei ist zu bemerken, daB in (11) qq(x).= 0, ceg<xs A

vorausgesetzt wird (Integration nur bis ¢, ). Somit ist auBer

der Gleichung (11) auch noch die Bedingung

qq(x) =0 ~ e <x <A (12)

!

vorhanden. Mit Hilfe der Substitutionen

Ary _ (41+2) /A+X _ (4+ : =1 /A“Ce
rou Sl b z) \A-x = b 2l 5 b ZlA-cE

s = —Acwsy



ergibt sich aus (11), wie im Anhang gezeigt wird

by — ¢ (2) = —A%B'—) - (13)
1o (3) (1+2) A+ b aeq)? '
- j [5 f __1J£§~ sy dy ) 2 . - - : de
Truo iy 0 Cosy+ g . A+b(a41)t (2+zed'][2-2']

Die linke Seite von (13) besitzt in der linearisierten Theorie

bis auf einen Term

(14)

_Zgoy..&i - =713,
A+x 4+z)

der dem cdﬂ -Term in der Birnbaumreihe fiir Y(X) entstammt,
nur stetige Anteile. Die rechte Seite von (13) muB also in der
linearisierten Theorie diesen Term ebenfalls enthalten; dariliber

hinaus diirfen nur stetige Funktionen auftreten.

Bei der Ableitung eines L&sungsansatzes fiir die singuldre Inte-
gralgleichung 2. Art (11) bzw. (13) ist zu fordern, daB sich

nach zweifacher Integration iber 77 die in Yq enthaltenen
Singularitdten in ihrem Charakter reproduzieren. Es diirfen keines-
falls Singularitdten auftauchen, die in 'Xq selbst nicht vorhan-

den sind. Ein Ansatz der Form

4 3 4 L/ 112
= - JAs = ¥ )T (ot ¥
7q(s) { \ A+S } = (g {(Loal) ((ogz’) } (15)
fir y, im Bereich -As s £ A ergibt mit Hilfe der Integral-

formeln (19%9a) und (20a) im Falle x — -A

(16)




(Unter Verwendung von (19a) und (20a) ist die erste Integration
exakt, die zweite ndherungsweise ausfilhrbar.) Der Ansatz (15)
wiirde schon der oben aufgestellten Forderung geniigen, enth&dlt
aber keinen reinen caés—Term und erlaubt nur einen freien

Koeffizienten.

Eine Erweiterung des Ansatzes (15) ist die folgende Wirbeldichte
(vgl. auch Abb. 3):

37

, i
P (W = [ ((otglz*) -((ota%) 2] (ot cpeosy + ¢y o5ty ) (17)

3 ‘ ‘ _
+[ ((o%g) 2+ ((otag)w] ( 54 smy + bz Smlu,)

-2 cokaf—{ { by+ 2by o5y + C + ¢ (0“#}

Die Berlicksichtigung des reinen cotg-Termes in dieser Weise
geschieht zur Vermeidung logarithmischer Sindularitdten (diese

sind in (17) ja nicht enthalten).
Mit Hilfe der Substitution

sowie der im Anhang abgeleiteten Integralformeln

T 3 3
I: =4 f ((o&al") = ﬁ + ((O‘él’i) ¢ (19a)
LN 2

12 Sty dy
oS- C(oS ko 2

T
> . 3
I3 _ 4 f ((o‘a‘f )3l2 oSy Sm iy (jw = -—3— + Io * (0SY, (19Db)
1 o 2 oS¥ -~ (os o 2
I3 4 ?(( w)wznﬁﬁihﬁﬂl dW 3 4 IZ* (19¢c)
= oft, Y = =
2 T o %1 (05§ =~ (05¥, an 1008



T :
U= L [ eyh)™ 2 gy o 7~ (o)
° ™o 2 (05 § ~ 0§ Yo
A 1 Y2 oS5y sin I L
_l1= = f(co&al) (—os—q,-—(;}tvj dy = 7 + ID (05 Yo
1y JW 12 0y siny 1 -1
T, = = ((ota!) o5y sy dy = — « L, * oy,
L . (osy ~(oi Yo b1z
T .
SR S G VS
0 L (05§ - (0SYo
hid .
T2 = 4 [ okl SUYOE gy o A+ sy
1 T o 2 (05§~ 54
‘T3 - 4 fﬁl(o Yy e ——-—Jt——- JV = = +{—C0540'““¥o(®‘u )2
R B N % (05§ - (05 Yo 7 92
TT £/ 2 ~ _3
13 - i I ((ola'!’) l-'SWle Jlﬂllf d-¥ — 19_+ i *ZCOSVO
-2 T o 2 ©sg - (oSyo 42 -
T 2 , 2
-1 _ 1 Y 12 5y dv = A4 17 cosgo + Stuyo ( (o Ye)
1= g o{ ((0152) oSy~ Co5 o ¢ 7 £ colp % bl
I, =2 wa%;“ sinZy sy gy E T 2oy
G oS - Coi o ¢z

ergibt sich

(20a)

(20b)

(20c)

(21a)

(21b)

(22a)

(22b)

(23a)

(23b)



-3 - Fe3 =1
g9 = [T e LTI T LT 20)
T3+ T v b, [T ¢1% -
+b4_~ 5 LI+ 1
CVZ [ e b T2 e (e 28,0 T, ] -

3 1
r ((ola"%") /Z+ ( (olé%’) /z] (Cot Cqeosyot C; (oqu,o ) —

- [ ((o‘a%)yz, ((olfa%f )WZJ (|r>4 S;Vluo + bz St Zl[ro) .

Dabei ist zu erkennen, daB der reine Cotg 1_'2- Term nach der

Integration nicht auftritt.

Die Berechnung der rechten Seite in Gleichung (13) geschieht
unter Verwendung von (24) sowie den Umrechnungen (vgl. Anhang)

cof-ai"_o - -1
2 b (1+2")
cos Yo = _f . 4‘LZ(Z‘+1)Z
A 1+ b2 (2%1)*?
)
Sin Yo = '/1+(0S1:P0 = — sz( M,%,)z . Zb—’-:\‘_‘f At<e
ol 1+ b5(1+2") ’ I A-ce
Das Ergebnis fiir ¥, -c¢, lautet dann
B 4, % e
by - Cp(2) = — L2 [ x
Yo o -t [2+e«a'][z-2']
. 2 _ 2 L2yt
e £ Y Bzwe)Z)m“ o e
(=0 (445" (1+2)7) (1+2)"*
2 . 2 2 (1)
! ‘ 26 SN (1-p(1+E)) ‘
= (-bM+) ) (+2) ) by — } de'

=1 (&) (14 B (1e2))



10

Mit zZz=-cwstb (02b=1) und 2‘=-(ost (0=t =T) , sowie
den Reihendarstellungen
2 2 U . .
(1- b (1-cosT) ) sint g L s de . ieod2
py ) — a o - (: 26
(44 E4-cos)?) T (- co52)™ reo ! o (26)
, (1) N
(0 (4 i ({-o50)° St °o-d :
sz ('fzb 0;) ‘)4 lvt'Cl _ Z a( Lo;lt / (_;4(2 (27)
(145 (A~wst) ) T (1~ cost) ™ o A
148t sich (25) auf die folgende Form bringen
bv-CP(%) = 3ﬁ£32 — (28)
Uo
2 oo
-3 £ - 2 a, sk
- 2(4*_52('{*_&)2) b 1 C; ('(*"!)(1 ostT)) Neo A (OSAT dt £
=0 o (2~cost-Cosb) (cost~C054)
3 2 k(g No ;
2 2.~ , R - Y4l
+ 2 (,f+£(4(_2')) b 1_'71 Z b( s (1 b('{ (OS'())('{ (OSf) :o Ol/\ s f{t c(t
(=1 °© (2-cwst-ry)( cost -co5b)

Zur endgiltigen Berechnung von (28) sind auszuwerten

k T 4~ k
T () = K j os At (4-cost) de . k=042 . (29)
A T o (2-cost-Cosb)(0ST-Co5b) !

Wie im Anhang gezeigt wird, lautet mit cosh o =2-(os2 das

. s . . . . . 0 -
Ergebnis fiir die in (28) einzusetzende Kombination (J,+ b J,’)

baw. (35- b 3F)
: -d -4

o, t _ Ay SMAb e SimAb @
(Tweedi @) = 3 {mm (S ) P~ oo )] (30)
(31 LJZ ) =4 SAb € 5(4_(0“)( UL M )} ‘ (31a)

A(b)‘ A(M = Z[ smo  swhé 2 Simdb Sl J

A xA

LN 2 4 1 1-(0s b _

(Jo@-bTg0)) = 7 { Sinhg ( Sh ¢ Z)f ;  (A=0) (31b)



Als endgliltige Formulierung der Druckbedingung (11) erh&dlt man

by - Cp (o) = 41 (32)
Uo
2 2, 0 2 No o o 4
-2 b Umese)T) by e ey I, +b T, (u)
{ A=0
Ng -

=0

-3/ 2

+2(4+52(4-(oslo)z) N > by c():( Jl“o)" bai(b))
( A=0

Die Transformation der trigonometrischen Variablen ¢ auf die

Koordinate x geschieht durch die Formel

1 (1- 0se) b~ 1 . (33)

X = A
4+ b2 (4-0053)%

Auf der linken Seite der Gleichung (32) tritt in der linearisier-

ten Theorie eine Wurzelsingularitédt

4

F(ll‘f‘ x_;-A
x+A

by = Cp() ~

auf. Es soll gezeigt werden, daB die rechte Seite von (32) eben-

falls nur diese Singularitdt besitzt. Hierzu sei zuné&chst

2 2 -3/2 NO .
2 (4+b (4-0su)”) b a, (3:(10)+ b J:(b))
A=0
fir L~ 0 Dbetrachtet.
Mit
sinhd = V605k¢+4'V(°Sh¢-’r = \/2+(4—(o:z,)' \H—(osz; (34)
ist der Nenner von
. - 24
1 1 [ Sudb € °
_ ' + = (
2 A-cost - s sinh ¢ ) (e

3
proportional zu & .



Zur Bestimmung der singuldren Terme in

2 2 -3/2 No e
Si= 2 U+ (-cs%)”) b ¥ o, J, (0 (35)
A=0
2
ist demnach der Z&dhler nur bis zu Termen A b auszuwerten.

Es gelten nun fir %—0 die Ndherungen

S;Vt.le - A+ o(z,z) (36a)
Swb

_xd 24

e ™t = - AL o (36b)

2 2
X - 1 b (cose) = 1+ o(®) (36c)

1+ b2(1-cosb)?

n
wobei o0(®) die Ordnung der vernachldssigten Glieder bedeutet.
Mit Hilfe von (36a - 36c) erhdlt man

0 -3z No 4+ 2¢

( A =z T
S. = b a { —% _} & stetiqe Terme (37)
t 2 A A-cosd sinh @ } stery

schliefBlich
3, Ne¢ .
o 2 32
S, = 2U+bU-ws)?) b ¥ N %) — (38)
x=0 A
-3z No . p 4. )
= b ) I S — A4 (1-0sb)(X=-1)} + stetige Terme ,
azo M Ya-wre 3 YT{ “ }

Die Summe

No

1 ~12 :

Si = 2(Htww)®) b T al 3w
A=0

ist einfacher abzusch&dtzen. Das Ergebnis lautet

. -gyk No ‘
S; = — > a, + stetige Terme . (39)
\‘2 v/" s 2=0



Die Summen

4 2 ¢, No . 1
-t
S¢ = 2(4+b(4~cwsv) ) b ,\Zzo a, J)\(b)
2 2 2 Moo
ST = 2(4+b(-wsk) ) b T 2 a J) ()
-t A=0
lassen sich wie folgt darstellen
4 =32 No -t y
S. = -b A, ———— gte’c[ﬂe Terme
‘ a0 N Y2 V- s
~12 g . -
52 = b x { sh:{:use lerme ]’ .

2
S”  ©besitzt also keine Singularitdt fiir x — —A .

el 4

Mit Hilfe der Summenformeln (vgl. mit (26) und (27)

N . 2 {
Zo a[ _ dim Mt (4-6‘(4—(05t)2) ‘
x=0 " =0 (g B-os0)) T (150 ™
No o7 . No -t (l"’f)
a[=£‘% Z a, s At = 212 b 2
A=0 A t->0 A=0
No . No .
2 .
2 a:\ U = lm -f—zz a' ({-csAt) _ 2
A=0 t»0 Y0 A Y
No M - Z
s 3 o [AX-21]=0
A=0

und der aus (33) abzuleitenden Beziehung

b(4-coss) = \_‘

erhdlt man schlieBlich die folgende Beschreibung von (32)

JA-x
- Yy = — )
bv C?(X EZ} At X

iz

{ b, +2b, +C, t¢, } + stetiqe Terme .

(40)

(41)

(42)

(43)

(44a)

(44Db)

(44c)

(444)

(45)



Zur Kompensation der in by - ¢p () enthaltenen Wurzelsingu-
laritdt (Gleichung (14)) miissen demnach die Koeffizienten c1, c2,

b1, b2 die Bedingung

24, = Yz{b1+252*c1*cz} (46)

erfiillen. Von den ehemals 5 freien Koeffizienten des L&sungs-
ansatzes (17) fir Y7 verbleiben damit noch 4 . Diese sind so

zu bestimmen, daB sowohl die Druckbedingung (11) bzw. (32) im
Bereich -A < X < Ce gilt, als auch das Verschwinden von <7(,l

im Bereich Ce<x2 A gewdhrleistet ist (Gleichung (12)).

Mit den verbleibenden 4 freien Koeffizienten kdnnen diese beiden
Bedingungen nur anndhernd berilicksichtigt werden. Eine Erweiterung
des L&sungsansatzes fiir Y? (Gleichung (17)) durch Terme wie

) 32 7 0 .
[ (oly3) = (otg3) 7] ¢ cosly A

N 3/, [
L ((0‘3‘%) ¢ + ((o‘a%)lzj b; Sm(al}) / "1:,3"4»‘.,_

ist bisher nicht durchgefiihrt worden, weil dann die erste Inte-

gration in der Druckbedingung (11) auch noch die Auswertung der

Integrale
g . .
- . (71 112 - .
i, =1 | L(w%k) '((daﬁ) ] wS1¢ L dy }tzﬂ}” (47)
! "o 2 2 (sy-cosy,
L
4 3 112 - . .
o= 24 f(cotaﬁ) Z+(cola‘l) ] sin (43%) Sy dy ;g (48)
3 T o 2 2 osY~ 050
erfordert. Schon im Falle j = 3 wird der Rechenaufwand sehr
groB. Die Aufstellung einer Rekursionsformel fiir die (. und i

3 J
aus (47) bzw. (48) ist noch nicht gelungen.

Sollte sich eine Erweiterung des Ansatzes (17) als zu aufwendig
erweisen, widre es vielleicht von Vorteil, auf das Verschwinden

von q7 im Bereich «¢; =x=2 A zu verzichten, hingegen aber

q7(cﬁ) = 0 (49)

identisch zu erfilillen. Dadurch wdre, dhnlich wie in Gleichung (46),



ein weiterer Koeffizient bestimmt. In diesem Fall lieBe sich
jedoch das Abschneiden der Integration Uber qq an der Stelle

c , wie dies in (11) geschieht, nicht mehr rechtfertigen.

[
Eine Integration bis zur Hinterkante A wdre notwendig (das
Ergebnis kénnte mit Hilfe der Formeln (19a bis 23b) sogar exakt

angegeben werden) .

Sowohl die Bedingung, daB q, im Gebiet <¢g<x= A zZu ver-
schwinden hat, als auch die weniger strenge Forderung (49) zeich-
nen zwar den Punkt X =Cg aus und schrédnken die L&sungsviel-
falt der Druckbedingung (11) bzw. (32) ein, doch bei beliebiger
Vorgage von ¢, und festgehaltenem Dampfdruckbeiwert 32, lie-
fert die Druckbedingung (11) stets LoOsungsfunktionen xq und 9q -
Es fehlt noch eine Aussage iliber die physikalische Realisierbarkeit
dieser LOsungen (nur einer der vorgegebenen C . ~Werte kann der
richtige sein). In der zweidimensionalen Theorie dient dazu, wie
schon mehrfach erwdhnt, die Nishiyama-Beziehung (10). Filir das
dreidimensionale Problem des kavitierenden Propellers erscheint
die Ableitung des Endes der Kavitationsschicht <¢g aus einer
lokalen Eigenschaft der L&sungsfunktionen TQ bzw. 9q not-
wendig. Hierzu bietet sich bei Verwendung des neuen LOsungs-

ansatzes folgende Forderung an:

Das Maximum der Zusatzbewirbelung Y? fdllt mit dem

Ende der Kavitationsschicht Ce zusammen.

Dieser Bedingung liegt die Vorstellung zugrunde, daB zur Kompen-
sation der groBen Unterdriicke an der Vorderkante ¥ im vorderen
Profilbereich stark negativ ist, wédhrend es zum Ende der Kavita-
tionsschicht hin positiv wird, um im hinteren Bereich der Schicht
flir zus&dtzlichen Unterdruck zu sorgen (der Druckbeiwert cp(x) ist
hier stets kleiner als %, ). Weiter erfiillt Yﬂ die Kutta'sche
AbfluBbedingung, so da8 yh hinter der Kavitationsschicht gegen O
strebt. Bei Rechnungen mit der herkdmmlichen Methode zeigt xq an der
Stelle X=Cz stets ein Maximum und zudem eine Unstetigkeit der
Ableitung. Dieses Verhalten ist aber durch die Ldsungsmethode

bedingt und gibt hier kein Kriterium zur Bestimmung von ¢. .



4. RECHNUNGEN UND DISKUSSION

Zur Festlegung der Druckverteilung im von Kavitation freien
Zustand wurde ein Programm erstellt, welches fiir beliebige
Profile den Druckbeiwert cp(x) streng nach dexr linearen
Theorie bestimmt. Die Berechnung der Zusatzwirbeldichte
geschah unter Berilicksichtigung der Druckbedingung (11) im In-
tervall -A=x= ¢ sowie der Bedingung (12) (q%xh:O ) im
Bereich ¢o < x = A . Um eine mdglichst gute Erfiillung beider
Forderungen zu gewdhrleisten, erfolgte die Bestimmung der
Koeffizienten Co,Cqy C2, b1) bz mit Hilfe eines Fehler-
guadratverfahrens. Der in diesem Bereich zur Diskussion gestell-
te alternative Ansatz, welcher qq(ce): 0 identisch erfiillt,
jedoch auf die Bedingung (12) v&llig verzichtet, wurde bisher

nicht programmiert.

Um einen Vergleich mit der herkdmmlichen Methode zu erméglichen,
wurden die Rechnungen am Profil NACA 0015 durchgefihrt, fiir
das sowohl Messungen der Kavitationsausdehnung /8/ vorliegen,
als auch eingehende theoretische Untersuchungen mit der her-
kdmmlichen Methode existieren /4/. Als Anstellwinkel Ja wurde
6° gewdhlt. Die Abbildung zeigt, welcher Zusammenhang zwischen
dem Dampfdruckbeiwert %; und dem Ende der Kavitationsschicht <
das Experiment liefert. So ist z.B. im Falle by = S-éo das
Ende der Kavitationsschicht in der Profilmitte. Die im voran-
gegangenen Abschnitt postulierte Bedingung zur theoretischen
Ermittlung von ¢ besagt, daB als richtige Ldsung diejenige

zu wahlen ist, fir die vorgegebenes Ce und Maximum der
Zusatzbewirbelung x1 zusammenfdllt. In der Abbildung 5 ist
verdeutlicht, wie man auf der Suche nach dem (physikalisch)
richtigen Cg¢ bei gegebener o, = 9-§, Vvorzugehen hdtte. Man
zeichne sich die Schar der mathematisch mdglichen L&sungen auf
und untersuche, welche LOsung die Maximum-Bedingung erfiillt.
GemdB der Abbildung 5 trifft dieses Maximum-Kriterium zunidchst
auf zwei Losungen ( (Cc+A)/2A = 0,3 und (c.+A)/2A=0,5 )
gleichermaBen zu. Betrachtet man jedoch zusdtzlich den Verlauf
der Belegung q1 flir die Kombination (c¢c+A)/2A =0,3 ; b, = 34,

(Abb. 11), so ist aufgrund des negativen q7 an der Vorder-



kante die erste der oben genannten 2 Ldsungen auszuschliefen.
(Ein negatives 9 im vorderen Profilbereich bedeutet eine
vorn negative Kavitationsschichtdicke Zq(x) ). Hingegen ist
die Kombination (¢c.+ A) /24 = 0,5 by =94, auch vom Verlauf
des qq her méglich (Abb. 12). Geeigneter als die reine Maxi-
mum-Bedingung scheint also eine Kombination dieser Forderung

mit der Bedingung

A =0 . (50)

Unter Berlicksichtigung beider Forderungen lassen sich in etwa
folgende Zuordnungen durchfihren (Abb. 6,7,9 sowie Abb. 10,11,12)

(ce+A)/ 24 = 0,2 2y = 12°3, (51a)
(ce+A)/2A = 03 by = M- e (51b)
(et A)/2A = 0OS vy = 38, . (51¢c)

Dieser Zusammenhang stimmt mit dem Experiment und den ebenfalls
in Abb. 4 dargestellten Ergebnissen der konventionellen Theorie
anndhernd iiberein. Im Falle (¢z+A)/24=0,7 liegt fir reali-
stische Werte von bv/3; das Maximum der XH -Verteilung stets
vor ¢, (Abb. 8). Dieses unerwilinschte Verhalten mag durch die

geringe Zahl der Reihenglieder im LOsungsansatz (17) bedingt sein.

Indem man in den Abbildungen 6 - 9 jeweils auf dasjenige 7%
schaut, welches mit dem experimentellen Dampfdruckbeiwert
behaftet ist, lassen sich auch allgemeine Aussagen iber die
Qualitdt der L&sungen treffen. So steht filir kleine Werte von
(ce+A)/2A zu erwarten, daB die Zusatzbelegung ‘XQ erstens

im hinteren Profilbereich unbedeutend ist und zweitens keinen
wesentlichen Beitrag zur Zirkulation liefert. Beide Eigenschaf-
ten besitzen die "richtigen" ¥ aus Abb. 9 ( (Ce*A)/2A==CLZ )
und Abb. 6 ( (¢z+A)/24A = 0,3 ). Im Falle groBer (¢ -Werte ist
eine Verminderung der Zirkulation durch die Zusatzbewirbelung

zu erwarten, was Abb. 8 ( (Cg+A)/2A =07 ) bestitigt.

Die Darstellungen von Qn (Abb. 10-13) lassen sich auch unter
der Fragestellung untersuchen, inwieweit die Verwendung der

Nishiyama-Beziehung bei gegebenem ¢, =zum richtigen Dampfdruck-



beiwert by fihrt. Dazu schreibe man mit (2) die Nishiyama-

Bedingung (10) in der Form

do
Atc
2 = ( )J y = -A—‘i = —F .
Uo 5°%° g M 4 r g 24 ! d° 9A (52)

Flr § = 6° 1ist im BogenmaB

28, ¥ ot .
Die Fldche unter den Kurven der Abbildungen 10 - 13, genommen
bis zur Stelle (A+CE)/2A ist demnach zu vergleichen mit
einem Rechteck der HBhe 0,21 und der Linge (A+c.)/2A . Das

Ergebnis einer groben Abschdtzung der Bedingung (52) anhand
der Diagramme Abb. 10 - 13 stimmt gut mit den Beziehungen

(51 a-c) iberein.

An dieser Stelle mdchte ich vor allem Herrn Prof. Dr. W.H. Isay
danken. Ohne seine unermiidliche Diskussionsbereitschaft und seine
wertvollen Hinweise widre die Entstehung dieser Arbeit nicht még-
lich gewesen. Ein besonderer Dank gilt auch Frau v. Maydell, die

die handschriftliche Textvorlage in Maschinenschrift ilbertrug.
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ANHANG

a) Umformung der Gleichung (11) in die Darstellung (13)

Ausgehend von der Substitution

— .
\/_.A__"i = b (4+2) . b:i / Atce
A-§ / 2§ A-c.
sowie
VA b (4t )
i A~-x
errechnet man zundchst
_f 4—-bz(4+z‘)2 ‘ X - b (127
A 1+ E(4+2)? ! AT 4+ b3(ep)?

Aus der Differenz x-§ wird ein etwas komplizierter Ausdruck :

x-§ 26 [(ea)e((+2)][2-2]
A (4+ B(42)%) (14 b%(142')?)

AuBerdem ist df zu ersetzen durch

\

gf = 4 g Ub A (2% s
dz (14 2% 0?)?

Zusammenfassend ist also

df = Y (4+bz(%+<)z)(%‘+4)_ de

1
X-§ (1o (2 [2¢2'we] [2-%]



b) Herleitung der Integralformeln (19%9a) - (23b)

Der Beweis aller Integralformeln geschieht mit Hilfe der Residuen-
Methode. Die Ausgangsintegrale sind so umzuformen, daB sie sich

als Ringintegral {iber eine analytische Funktion einer komplexen
Variablen z darstellen lassen. Da Residuen von Polstellen bis

zur 3. Ordnung auszuwerten sind, werden nur deren Werte angegeben,
ohne auf die Durchfiihrung der Berechnung weiter einzugehen (die
Rechnung ist zum Teil sehr 1l&nglich). Ein groBer Teil der Integrale
(19a) - (23b) ist bereits von Alwardt und Isay berechnet worden /&4/.

Zunachst soll die Auswertung der Integrale

T n
3 3/2 .
In - 4 f ((o}a%) Siny sy d¢ ; n= 0,12
L (oS § - (0 4o
und
1 1 w 12 . i
T = L[ toyt) swg oy gy . on= 01,2
" T o 2 (oS ¥ - (oS Yo ’
skizziert werden.
Mit Hilfe der Substitutionen
¢ A+ cos \ \ 1+ cos
X = ———l f 8 —_ —Jﬂ
1 - oSy 1~ Cos o
erhdlt man zundchst
00 n
3 6 |
.8 A _«x (*-4) d« ;  n=012
" T A=@S%o 0 (x4 pH)(4+x4) \ x*e1
® "
-1 § 1 x4 x¥-1 .
in = T [ ) o ; T OfﬂZ .

1-ws¥o o (x“_y‘*)(hx"’) xtedq

1=

1
und Iﬁ sind mit folgenden Ringintegralen identisch:



I S 26 (2% q)" da
'l T 140 1= (a) (2%p*)(1+24)"!

1 _ & 4 1 2t etq)”
RS ¢ ) dz

-0 1-wifo (14 (E4-g4)(4+a“)"*1

(IQ) steht dabei fiir die Integration liber den ersten Quadraten

der komplexen =z —-Ebene. In beiden Fdllen liegen auf dem Inte-

grationsweg bei z:i} und z=¢ Polstellen 1. Ordnung. Weiter
besitzen beide Integranden eine Polstelle (n+1)-ter Ordnung an

der Stelle

r
z=e ¢
.. ‘3 .
Betrachtet man zundchst ln und bezeichnet
¢ n
2% (271

( %4‘_S¢)(1+%g)n+1

mit {n(z) s SO berechnen sich die Residuen dieser Funktion 2zu

i

Res. gn(zz) ' + Res. f"(é)ﬂa

32 wn
;_ (1-cosyo) (%) o5 yo - (i)

, (.4‘_"1(4—(051,0) ; n=0
Iz &
Res. f,(2) & = J M_ﬂ_({—w;%)(f)’f,?(o:q,o) ;o=
tze @ E 16
(__4;1'_)(4—(05 ) _S.+ZCoSq0+Z(oSZo§‘ w=2
- 1216 ¢ {4 Yol
Mit
I3 - § A 1 2ni { %( Res.fn  + Res.f, )+ Res.fn i }
" T 1+t A-CSio 2=ty t=p z=ek
gelangt man zu dem Resultat aus (19a) - (19c). Der Faktor 1/2

tritt bei den Polstellen auf, die auf dem Integrationsweg liegen.



1
Zur Berechnung von Tn wird der Integrand mit gn(%)

abgekiirzt:

n
PANEAR)

(2" (1+2Y)

ﬁn(i) =

n+1

Die Werte der Residuen lauten hier

Res. g () + Res. g, (2) =
< SVL z:(y © 8n t=p
i 112 "
= (4+0) %(4»— 05 %o/ (‘0‘31%") 0§ Yo

- (4_*"_) .'1. (1-CosYy) ;, n=0
7 8

Res. (2) : - - ﬁﬁ_i_)i (4-(OSLI«0)('1+ 2(05({«0) « a=4

' H 177 /
. 2
L _ o _4-(4—60514,0){%4- S Yo+ 2 Cof l‘-o} ; a=2

fz 16

Das Aufsummieren der Residuen fihrt schlieBlich auf die Inte-
grale (20a) - (20c).

Die Integralformeln (21a) und (21b) erhdlt man leicht aus dem

Standardintegral
v
1 f _Cos(ny) dy _  Sw(uy) . on= O, .
T o sy-Cosi, Sy

Die Integrale (22a-b) erweisen sich mit

sin 2y by &

2 cosy (1+ cosy)

sy cotag = (A+cosy)

1 1 1 -
als Kombination von IZ und I1 bzw. 1, und 1 .



Ebenso kann man zeigen, daB sich (23a) - (23b) aus einer Kombi-

nation von I; und ‘I: bzw. I: und I; ergeben, wenn noch
-1
'3 = I_y
(o+3 (z) (o‘a(.z 2)

'
beriicksichtigt wird und eine Substitution T-¥§=¢ erfolgt.

c) Berechnung der Integrale (30) und (31a-b)

Die Integrale (30) und (31a-b) basieren auf der Formel

‘a’ -

0 4 OS AT dc 1 14 SmAb eA¢

jA"—f 2 ( + )
LA

Sinb  Sinhg¢

(2- 05T-05b) (CoST-CoSL) 2 A-(S0

A=012, ..
cosh¢ = 2-cos

[s]
Zum Beweis dieser Formel ist Ux in ein Integral iiber dem
Einheitskreis der komplexen Ebene umzuformen. Auf dem Einheits-

kreis |2]=1 ist mit

der Nenner

(2- cost-CoSb){cosv— oST)

identisch mit

A (e-eM)2-eH L 1 (2-T(2-€%) 1 Coshd =2-ws3.
2 2 2

&l

Man erh&dlt so die Darstellung

30 B ~2_‘- 4; Z/\'f‘l is
A - ™ _ i ) _-—i(g _ d, -¢
(exy (2-e7)(2-e %) (z-e®)(2-e79)




Da d’>() vorausgesetzt ist, sind nur die 3 Residuen an den

Stellen
o -1 -
z2 = e ) t=e4>

mit Hilfe der Residuenmethoden heran-

o
zur Auswertung von J,
zuziehen. Auf eine ausfiihrliche Berechnung der Residuen soll

verzichtet werden. Das Integral

cos At (1-cost) dec

1 A T
3, = = |
T o  (2-¢osT-0Sb)(osT-0sb)

[»]
errechnet sich fiir Az=A1 aus Jx mit Hilfe der Formel

4

(os At s = s (At + cos(Ae)c ]

Die Anwendung dieser Formel ergibt zundchst einen recht 1l&ng-

lichen Ausdruck, der sich aber unter Ausnutzung von

(1- 05 %) sSinXo

sin Ab ~ L s (A1 % -g st (A1) b

—(X-1)¢ 4 -()\+1)¢) <A
—_ —ie - e ¢ ((0319*4)

-2
e

e j—

[STEN

schnell zu einem ilbersichtlichen Term reduziert. Falls A=0 ist,
0
sofort aus Jnﬂf bestimmt. Sowohl fir ) > 4 als auch

wird 3J;
im Falle A=0 lautet das Ergebnis
1 1 Sm b S A
J, = = “ - = ; osh¢ = 2~cse .
X 2 Sinb sivh ¢ } / ¢ °
Das Integral
2 1 S AT (4-cost)®
J}\ - [ dc A= ‘f(ZI;,...
T 0  (2-cos5t-¢osb)(CosT—(05%)



4
ergibt sich aus 3,\ unter Verwendung von

7
(4~cost) = (41-cost)~ st (1-¢osT)
und

COS AT ST = % {(os()\~4)t + cos()\H)t}

1
Ist A=0 , so wird (ebenfalls mit Hilfe wvon J,\ ) ausge-

wertet :
T
'Jz - 1 ( (1- 0sT) = 05T (1= C05T) de
° T oo (2~ cost-0so ) (st~ o5 )
Z  suh¢ 2 Sl
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