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1. EINFÜHRUNG

Zur Beschreibung ausgebildeter Kavitationsbereiche (Schicht-

kavitation) an Flügelprofilen steht eine Methode zur Verfügung,

bei der die Kavitationsschicht als zusätzlicher Verdrängungs-

körper interpretiert wird /1/. Die Verdrängungseigenschaften

der Kavitationsschicht sowie ihr Beitrag zum Auftrieb werden

durch die zusätzlichen Singularitätenbelegungen q~ (für die

Anordnung von Quellen und Senken) und ~~
(für die Anordnung

von Wirbeln) simuliert. Ein Lösungsverfahren zur Bestimmung

dieser Singularitätenbelegungen gab zuerst Hanaoka /2/ an.

Es wurde später von Chao /3/ sowie Alwardt und Isay /4/ weiter

ausgebaut.

Eine Übertragung dieses Verfahrens auf den kavitierenden Pro-

peller stößt auf zwei Schwierigkeiten. Erstens sind die beiden

Integralgleichungen (Strömungsrandbedingung und Druckbedingung)

zur Errechnung von q~ und r, weitaus komplizierter als im

zweidimensionalen Fall. Zweitens ist unsicher, inwieweit die

empirische Nishiyama-Beziehung, aus der sich in der oben erwähn-

ten Methode das Ende der Kavitationsschicht ableiten läßt, auf

den Propeller übertragbar ist.

Im zweidimensionalen Fall (Profile) gelingt die Inversion der

einen Integralgleichung nach
r~

aufgrund einer exakten Lö-

sungsformel /1/. Damit läßt sich das Problem auf eine einzige

(ebenfalls streng lösbare) Gleichung für q7 reduzieren. Beim

Propeller ist eine Auflösung der entsprechenden Gleichungen

nach 1~ bzw.
9~

nicht möglich. Vielmehr erscheint es hier

für die Behandlung des Integralgleichungssystems aus Strömungs-

randbedingung und Druckbedingung unerläßlich, zunächst einen

geeigneten Reihenansatz für die Zusatzbelegungen zu finden.

In diesem Bericht wird diskutiert - als Vorstufe zum Problem

des kavitierenden Propellers -, wie sich ohne Verwendung der

exakten Inversionsformel für 11 das Integralgleichungssystem

im zweidimensionalen Fall lösen läßt. Da für Profile auch die

vorher erwähnte Methode existiert, welche von der Invertierbar-

keit der Integralgleichungen Gebrauch macht, kann so die Quali-

tät des neuen Lösungsverfahrens überprüft werden. Es wird außer-
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dem diskutiert, welche zusätzlichen Bedingungen geeignet sind,

um das Ende der Kavitationsschicht festzulegen.

2. DAS INTEGRALGLEICHUNGSSYSTEM FÜR DIE ZUSATZBELEGUNGEN -

DIE MÖGLICHKEIT DER INVERSION

Die Beschreibung von Schichtkavitation mit Hilfe der Profiltheorie

geht von der Vorstellung aus, daß die Kavitationsschicht wie ein

zusätzlicher Verdrängungskörper wirkt. Bei der Aufstellung der

Strömungsrandbedingung und der Druckgleichung sind zusätzliche

Singularitätenbelegungen zu berücksichtigen. Im Folgenden soll

nur die Teilkavitation (Kavitationsschicht endet vor der Profil-

hinterkante) mit Beginn an der Vorderkante behandelt werden.

Man betrachte ein Flügelprofil in stationärer Anströmung mit ~
als Anstellwinkel und ~o als Zuströmgeschwindigkeit. Weiter

seien Punkte auf der Profilsehne durch die Koordinate x mit

-A ::::X ~ A beschrieben. Die geometrische Dickenlinie sei YD(x)

genannt, die Skelettlinie mit ~(X) bezeichnet (Abb. 1). Das

Profil besitze auf der Saugseite im Bereich -A::::)( ~ CE eine

Kavitationsschicht der Dicke l1(x) . Unter Berücksichtigung der

zusätzlichen Skelettlinie 7(x) lautet die Strömungsrandbedin-

gung, aus der sich die Wirbelbelegung auf der Sehne errechnet

(linearisierte Profiltheorie) /1/ :

00 - fls - i1 _
clx clx

1
A

2Tru
f r (\) ~

o -A
x- 5

+
1

r

A_ d
2Truo -A

r~
(~) .~

x-~
(1)

wobei r(~) für die Wirbelbelegung ohne Kavitation steht und

1~l~) den Einfluß der Kavitationsschicht auf die Auftriebsver-

teilung (Wirbelbelegung) bezeichnet.

Die Verdrängungswirkung der Kavitationsschicht bedingt neben der

Quell-Senkenverteilung

q(x)_ 2 Uo d Yo
olx



Ce ,r (x) + ~ { ~(U ~
Llo TTlAo -A

)(-~

eine zusätzliche Verteilung im Bereich -A~X~(E

9~
(x) = 2 Uo ~dx

(2)

Um die Stetigkeit der effektiven Skelettlinie ys(X)+~(x)

gewährleisten, muß am Ende der Kavitationsschicht gelten

zu

q
~

(cEJ = (J
(3)

Auch die Druckgleichung wird zu einer Bestimmungsgleichung für

die Zusatzbelegungen
r'l.

und
~'l

. Da im Bereich -A ~ X ~ ce.

exakt der Dampfdruck pv herrscht, lautet diese (po gibt den

Druck in großer Entfernung vom Flügel an) /1/ :

1",..=
(Po-Pv)

=
r(x)

+
17(X) + (4)v

-1 1..

UI ~ Uo lAo 0

A CE

+ ~ r q (~) -AL + ~ f
'7~

(}) ~
1TUo -A )(

- } TTUo -A )(
- !

Der Anteil des Druckbeiwertes ohne Kavitation

c
P

(x)
==

3

(5 )

ist ebenso wie der konstante Dampfdruckbeiwert 0u bekannt. Mit

der Gleichung (1) sowie den Gleichungen (4) und (5) sind die

Zusatzbelegungen
t1 und q, aus den gekoppelten Integralglei-

chungen

- q
7
(x) _ 1 A

'- Ti _~
r
1
(p il

x-~
-A~x~A (6 )

'bv- cp (x)
=

'fit
(x:)

,.f

- +-
lA6 1TUo

CE df
r q~O) )(_j
-A

-A ~ x f Ce
(7)

zu errechnen.
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Es handelt sich bei der Integralgleichung (6) um eine Fred-

holmsche Integralgleichung 1. Art. Der Kern ist singulär. Die

Gleichung (6) kann exakt nach r~
aufgelöst (invertiert) werden

/5/. Man erhält eine Darstellung von r~ '
die

q~(cE)= (J

(8 )

q, (x)
= er Ce < X ~ A

bereits berücksichtigt /1/. Wenn man diese Darstellung in (7)

einsetzt, ergibt sich eine Integralgleichung mit lediglich einer

unbekannten Funktion q, . Diese ist von der gleichen Art wie

die Gleichung /6) und nach 9~
auflösbar /1/. Chao /3/ sowie

Isay und Alwardt /4/ gelangten so für q~ (x) = (Y ; ce ~ X :!:A
zu einer Darstellung von q~

()() und
r~

()() in Abhängigkeit von

'bv- Cp(x) . Insbesondere ergaben sich die Beziehungen

1
/V -

3t
~ lf{A;;'

1
'V

r-03~7 Ii-VAtx

x --A
(9)

x~ -A

Am Ende der Kavitationsschicht ist das von Isay und Alwardt

bestimmte
~

endlich und stetig, aber nicht stetig differen-

zierbar.

Das Ende der Kavitationsschicht wird aus der von Nishiyama /6/

aufgestellten Relation

V(Ce) = Öo (ce+A) (10)

bestimmt.

Die in Abhängigkeit von ~v vorausgesagten Werte von CE stim-

men mit den beobachteten gut überein, sofern nicht Grenzschicht-

einflüsse, insbesondere Ablösung, für das Kavitationsverhalten

von ausschlaggebender Bedeutung sind wie etwa beim Profil NACA

16006 für Anstellwinkel über 2,50 /7/.
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3. LÖSUNG DES INTEGRALGLEICHUNGSSYSTEMS DURCH EINEN GEEIGNETEN

REIHENANSATZ

Das oben skizzierte Verfahren zur Behandlung von Schichtkavita-

tion läßt sich nicht auf den Propeller ausdehnen. Man ist in

diesem Fall nicht in der Lage, die der Gleichung (6) entspre-

chende Strömungsrandbedingung zu invertieren. Es erscheint hier

angebracht, die Form der Lösung für
11

durch eine Funktionen-

reihe mit unbestimmten Koeffizienten

r~
(xl = d1 1f1(x) + d,t If.t()() + ... T cln!fJYI (x)

vorzugeben. Das Integralgleichungssystem aus Strömungsrandbedin-

gung und Druckbedingung wäre dann in eine Bedingung zur Bestim-

mung der Koeffizienten d1 I clzI ...I an umzuformen. Weiter ist

eine für dieses Verfahren geeignete Relation zur Festlegung von

CE aufzustellen. Ein solches Lösungsverfahren muß, wenn es im

dreidimensionalen Fall Erfolg haben soll, natürlich auch am

kavitierenden Profil möglich sein. Dabei können die Gleichungen

(6) und (7) Aufschluß darüber geben, welcher Reihenansatz zur

Lösung eines dreidimensionalen Kavitationsproblems geeignet ist.

Durch einfaches Einsetzen von (6) in (7) erhält man folgende

Fredholmsche Integralgleichung 2. Art

'bu - c p
( x) =

1, (x)

Uo
f

CE ~
[
i rA .11!.:) ds] d ~

-A
)(- j TI

-A 1-5

(11)

Hierbei ist zu bemerken, daß in (11)
'11

(x) = (j
i CE < X ~ A

vorausgesetzt wird (Integration nur bis CE ). Somit ist außer

der Gleichung (11) auch noch die Bedingung

q?
(x) = 0 CE < x ~ A (12)

vorhanden. Mit Hilfe der Substitutionen

\/~
rA- ~ - b (1+l.') , \jA+X

.A-x
- b(.1+~J b = ~ ,IAHe

2. ~A-cEJ

s = - A (OS11'
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ergibt sich aus (11), wie im Anhang gezeigt wird

b- c (~)tr p -
f'l(c)
uo

(13 )

1

-L I [
11Uo

-1

TI

i
f

TI
0

t1 ('!t)

(OS ~ + i
A

SII11t d 1f-
J

2
(1+l;')

1 + IfU/+1)2.

1+ b2(:tH)l.

[2+t+~'][!-l'J

Die linke Seite von (13) besitzt in der linearisierten Theorie

bis auf einen Term

,/ A-x
-2 ~o

lA+x -
1-2do

b(1+c)
(14)

der dem cot3 -Term in der Birnbaumreihe für y(x) entstammt,

nur stetige Anteile. Die rechte Seite von (13) muß also in der

linearisierten Theorie diesen Term ebenfalls enthalten; darüber

hinaus dürfen nur stetige Funktionen auftreten.

Bei der Ableitung eines Lösungsansatzes für die singuläre Inte-

gralgleichung 2. Art (11) bzw. (13) ist zu fordern, daß sich

nach zweifacher Integration über
17

die in
r~

enthaltenen

Singularitäten in ihrem Charakter reproduzieren. Es dürfen keines-

falls Singularitäten auftauchen, die in r~ selbst nicht vorhan-

den sind. Ein Ansatz der Form

r~ (S) =
4- -3 4-

[
jA-sr/E

}Co \A+ s
-

V ~ = [ 11-
3/Z. 111

Co ( (04-(I i) - ( (O~(Ji
)

]
(15)

für r1 im Bereich - A ~ s ~ A

formeln (19a) und (20a) im Falle

ergibt mit Hilfe der Integral-
)(~ -A

C A
!..

f

E~
[

.i
f

~'l
(s)

d 5
J

cl!
17

-A x-} Ti -A ~-s
- (16)

ij.- 3 '+-r--
A 1

'__= c [ 11A-x _
\f ~

J
+ steti3e fermeo I A+x I A+x



7

(Unter Verwendung von (19a) und (20a) ist die erste Integration

exakt, die zweite näherungsweise ausführbar.) Der Ansatz (15)

würde schon der oben aufgestellten Forderung genügen, enthält

aber keinen reinen cot3-Term und erlaubt nur einen freien

Koeffizienten.

Eine Erweiterung des Ansatzes (15) ist die folgende Wirbeldichte

(vgl. auch Abb. 3):

!1
(11-) =

3/2. IIz. 2.

[ ((O,.~

1
) - ( (O~a

1:)
] ((0 + Ci (OS

14' + Cl.
(OS

1f
) (17)

. '3/2.. .112.

+ [ (O~!) + ((O~~) ] (b" s;~ 1f + bz SIr12.
'I-

)

- Vi (O,i {
b'1

+ 2 bz (O$1I'+- c1 + Cz (oStr }

Die Berücksichtigung des reinen cotg-Termes in dieser Weise

geschieht zur Vermeidung logarithmischer Sindularitäten (diese
,

sind in (17) ja nicht enthalten).

Mit Hilfe der Substitution

! = - A (OS lt0
(18 )

sowie der im Anhang abgeleiteten Integralformeln

"Ir

= ~ J (0 ~~1
)
3/l

StVlIf-

(OS~-(OS~o
= Vi + (O~ ~"

)312.

1
(19a)

,3 =: ~ J (o~ ~
)3;1 (OS~.s;I1/f

cll/--1 1T () ä1 (oq,.-c:osq.o

.3 3

iIn + I · (OS 'k

12
c). '1'0

( 1 9b)

Ir 2 ,

= i r ( (ok ~ )3/l (oS If SM.If
d'if' =

7T 0
'()

1.. (OS '/-- (oSh

3 +_3
~'lZ

11J(os~o (19c)
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T.
~

1" = ~ f ((ok. '1) 11l ~1t11f
cl1f = 12- (v~d /to)

Ir (20a)
I) TI 0 'd.t (OSlj, - (os 4-0 2-

"Ir .

_1 1 f it )11L (OSII. J'i'tf
;(_1

r = - ( (O~d):
.,

c1lf = - + I · (OS 1/-0 (20b)
-1 17 0 2. (OS'f-(oJlfo V2-0

Ir
112. 2

.
1 1

," = i J ((ok.~) (osy JI~1f
d~ =- _

+ 11 ~ (OSfD (20c)
-1 rr 0 d.t (os \f-COllf-o 4-YI

er

I~ = i J (o~ J Sl~'" cl~ = 1 (21a)
Tr 0 2.. cO.l1f.-(oS/t.o

Ir
r2.:= i f (O~~Slo1tf((>f1f d1f = 1+(os~o (21b)

1 11 0 1 coSif--coSlfo

7r JIl.' 2 312
,3::: ~ r ((O~!)

S'tt{tf
J'I- = 1.. +'fl(DSIfc.-si~1fo(OIJl~) (22a)

--1 TI 0 2. (oSIf - (oS/f" 'ff 2-

1f 312.' 1 '- 'J1:1 = 4 f ((O~ ~)
SM If Jlklf

cf1/- = AO
+ 1_ It 2 cos1fo (22b)

-2 11 0 2. COj 11-.- (o$lfo 4- (f 1

W
'.

2 1 .

.

~
I" :::. .1 f ((Oh..~)

11l
. ~iVl If

dlt- = - - - [f (OSlfo + si~fo (O~ ~o) (23a)
-1 7T

0 dZ (OS!i-._(Oj!tu YI

I":=:i J1f«O~~)1Il SiVl2vsiVl/ltcl1f = ~ + I_~*2(osVo (23b)-2 Ti 0 2 (OJlf - COi Vo 'f f2

ergibt sich



=

-~'l(~) ::: [
_1 -"

1 C
-J -1

J
rTs -1

1Co 10-10 + (1 11-11 + (l '--2-12. + (24)

-"3 1 ~...
+ b1 L 1_1+ 1_1] + 6l [ 1_2+ 1_2 J -

IT [ «(ft b-1
) 102 + (( Z1-2.6t ) ]: J -

=
'IV 'J/Z 1/. .1(l

J 2 )[«O~-l) + (O~dr) (Co T (1 (OS 4'0 + CZCOS (j-o -

- 1/, 3/z 1L ) 11l
J

(
.

b ' )-l«O~I) -((O~f b.,SI\ll1tOT Z.sli.tl1fo

Dabei ist zu erkennen, daß der reine cota ~o - Term nach der

Integration nicht auftritt.

Die Berechnung der rechten Seite in Gleichung (13) geschieht

unter Verwendung von (24) sowie den Umrechnungen (vgl. Anhang)

(,0 f-Q ~o

1
1

b ( 11-l')

cos 1f-o - _l
- A

9

Z , l1- b C~+1)

1+ bZÜ't1)l

_ 2 b ( H ~f)

-1 + !;>'( 1Hf)l.
Sl~ 4-0

/1+ (Os1fo
= .

c.ol-3iO

für
0'1J"- Cp

26 =j AtCE

\ A-cE

Das Ergebnis lautet dann

'b1J~ - cp ( c.) =
2 l

(1+6 (hi) )

[ 2 + t... ~I ][ r- -li]

_ Z
* {(-1+b(1+t'» r

!=O

C.
I

(1- bZ(Hl-')I)
l

( .1
+ b

2 ( 1+ tl ) 1-) CiH)
(1 + e:')

112. (25)

2 '

(1-b(.1ft') )(1+~() I. b.
2b . ((-0

(=1
{C1+l,)111

Z
2 2 (i-i)

(1- b (1 ti') )

( 1 + 6
Z

(1 t ~
/
)

2.)< l +1)

I

}
dl .

'1- 3(l
f1~

(~) _ -.L 2 b
.

lAo TTUo -1
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Mi t z:: - lOS 1D (0 ~ tP ~ Tt )

den Reihendarstellungen

und
I

~ := - (oS t: (D ~ 1: ~ TT} sowie

Z 'L l .
(1-b(1-cosr) ) SIn.t

No
- l

C1+bZU_cosdl)L+1 (1-cos e) 1Il = L Cl, (oS ~t: . l=Ö12
1=0

I\. "
I

(i-i) {
.2. 2 (i-O

2b2
1- b (~-(OH) ) SIVlL

No_(

( 1+ b~\
-f

_
Cos -c ) l ) i + -1 (1- cos )Hz

-= L CI.
A

l () S ).. L i i ~ 1,2.

r ).=0

(26)

(27)

läßt sich (25) auf die folgende Form bringen

hv- - cp (.t)
; r~( t)

Uo
(28)

Z 'l - 312. 2

+ Z (.1+b(~H) b !. ~Ti !-
(=-1

b' I

No .
1'( - I

f (1+b(1-<o~d) L QA (oS At:
cl)1.:0 r t-

\) (l-(OH-COfio) «oS{-coJ,)
No .

"Ir L -I
~

(1-b(1-COH)(1-cOH),.\;o aALoSAt: eh: .
o (l-WSt:-eofb)( (oJ~ -(0510)

-11l 2
Z(1+b2U+l)Z) b i L Ci

TI
i=0

Zur endgültigen Berechnung von (28) sind auszuwerten

k

JA (to) -
~ k

i. j (OS A"t: (1-con)

1T () (Z-(oSC- cor 1o)((oS~-(o.5/..)
eh K= 0,"',2 . (29)

Wie im Anhang gezeigt wird, lautet mit

Ergebnis für die in (28) einzusetzende
.( 2

bzw. (:J>..-b JA)

cash~ =l- <os b das

Kombination (J ~ + b J)..1
)

(

0 1

JA
(~)+ b

J"
(1,)

. . - A4. . - ~ ~

= i J

1 (SI~AID + ~) + b (
.

SI~Ab_ ~ ) }
2. t 1-COflo. Si~lo ~illl~<t> .sitilio sl~h~

( 30)

z -). ~ . A - Aq ..

1
(J1(b)-bJ (10)) =i [ Si~X/o_e -~(1-COSb)( s~~ l,-+ e ) .

A i\ 2. :Sl~lo si\<\h<t- 2. . ,\;IVl~ ~'Vllt~
) (31a)

A ~ 1

(J~(b)-6J~(b)) = i
{
_~_ b ( -t-,COSlo._2 ) I

2. SII'lIt«p sl~h cP J
(~~o) (31b)
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Als endgültige Formulierung der Druckbedingung (11) erhält man

{,'lT - Cp (ÜI)= 11 (10) - (32)
\Ao

'2.. 2 -1/z 2 Nu t
() ~

- 2 (~+6(1-(On9» 6 L. Li L Ct~ (J,,(10)+61,,(1o»
i:::O )..=0

z z - 31Z 2 No -
-1 2.

+ 2. ( 1/+ h ( 1- (oS7P) ) 6 L bi ) cr-; l J A
(10)- 6 J

A
(10) )

j",1 A::O

Die Transformation der trigonometrischen Variablen ~ auf die

Koordinate X geschieht durch die Formel

X ::: A
2 'Z.b (1-(057..) - 1

-1 + b Z ( ~- (oS l..) 2.
(33)

Auf der linken Seite der Gleichung (32) tritt in der linearisier-

ten Theorie eine Wurzelsingularität

~u-- c.p (X) N

;(

V)(+Ä

l/

Fvr X~ -A

auf. Es soll gezeigt werden, daß die rechte Seite von (32) eben~

falls nur diese Singularität besitzt. Hierzu sei zunächst

2. 2. - 3/z No . 0 -12. ( ~+ b (~- (os l,) ) b L a
~

( 'JA(10) + b J" (10) )

).=0

für 1 ~ 0 betrachtet.

Mit

SIr1 h 4 = V (OS
I-t

4- + 1 ' V (osh ~ - 1
.

= V 2 + (~-{oS ~) Y1- (oS ?t;,4 (34)

ist der Nenner von

. - ;\4-

1 1 [S'~ it 10
+

e ] = J
0

(10)
2 -1- (oS ~ .sl~?o .&i~1.t <t, A

. 1
3

proportl0na zu b
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Zur Bestimmung der singulären Terme in

CJ 2. l - 3/2 No

Si:= 2 (~+b(1-(0>~) ) b L
A=O

i 0

CI;\ J.\ (10) (35)

ist demnach der Zähler nur bis zu Termen auszuwerten.

Es gelten nun für 'b-)(J die Näherungen

S;I\ ).
!I>

si""
ü>

=
2.

A+ o('b)

/q/ 3
.~ - A<P f- - + oUP)

z

(36a)

_ A~
e == (36b)

X
A

Z 'l
-1- b (;(-(05(,)

-

-1 + b
Z ( 1-(0] t) 2 -

~
1 + o(b) (36c)

~
wobei o(b) die Ordnung der vernachlässigten Glieder bedeutet.

Mit Hilfe von (36a - 36c) erhält man

'2 2.
C; - 312 ~o \

-1 + ~
S. = b L.

Cl! A
[ .

2..
} + .stet;3e. Terme (37)I

)..=0
A I/-(OS[, StVll-tcb

und mit (34) sowie

l l 3
~ = b + O(b)

schließlich

(j

S.(

2 l
_312. Ne ( 0

2 (1+ b(1-(on,) ) b L Cl, J (b)

A=O ~ A - (38)

- 3/1-
1\1 0

b L
;\ =0

l 1/ -1

{

- l .
'ClA

Y
'3 \r:?'

1+(1-CoSb)(A-.1)( + shd:\ge ierl'l'le..
~- (or ~ ,2

L4- I

.

Die Summe

-1

Si
2 z

2 ( ~t b ( {- (Of1o) )

_
112 No.

>{
b L a \

JA (b)

A=O
;\

ist einfacher abzuschätzen. Das Ergebnis lautet

"S. _,
-"h.- b

V2 Y1- (oS ~.

No i
L Cl A
/\::.0

stet~ge leV"VI'\6!. (39)
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Die Summen

N
z t - 3/l 0 .

"S~ =- 2 (1+b(1-(OSb) ) b [. ä: J1\.«(,)
-I )..",0 ~

l "I No .
2 . Z -, l ~ - ( 2

S. =: 2. ( .1+ b (1- (OS b) ) b L Cl
A J).. (l9)

-l )..::0

lassen sich wie folgt darstellen

,., - 3/2 No - 1S . = -6 "Cl' +- steb'oe fe.nl1e-l L A \r:i"Y'
-J

i\.::0 ,2 1- (i>Sl.

Z -~
{

" 1S. = b · s+et~ge TerWle
f

-l

s ~ besitzt also keine Singularität für x ~-A-,

Mit Hilfe der Summenformeln (vgl. mit (26) und (27) )

~o. . A b
l

1 ) 2 )
I

I a
(

= ii.wt .s(~'( ( '( - (- {O~"(
= Vi

),,=0 tl ~ o (1+b2(1-(OH)2),H (1-(on)112

No . , No . ( L-1)

[.
a-I = iilhf..

L. Q-~ (OS A"t: -= 2 12 6 2
-'- 0

tl t->OA~ A=O

No . 2 2 ~o . '6
L. 0.~ X = lt.Wt.. ":1 L.

(j I (-( - (OS ;\ { )
-=

...3:

A==D
[-)0 l )..::0 A 4-

No ; ,-
2. t1

]~ )" Cl L ).-- =a~ ~ A ~
).,=0

und der aus (33) abzuleitenden Beziehung

b ( 1- (0.5 b )- \
J x+A\.-

f A-X

erhält man schließlich die folgende Beschreibung von (32)

IM ,r;;::x r l"
1,1f .- cp 00 = - rZ \ - t b

1 + 2 b2 + Cf C< j + .s+efl3e Te.rl1te .r At x 1

(40)

(41 )

(42)

(43)

(44a)

(4 4b)

(44c)

(44d)

(45)
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Zur Kompensa tion der in ?'tr- cp ()C) enthal tenen Wurzelsingu-

larität (Gleichung (14)) müssen demnach die Koeffizienten c1, c2,

b1, b2 die Bedingung

= 'IZ [ b1 + 2 b~ + Ci i" Cl. J (46)

erfüllen. Von den ehemals 5 freien Koeffizienten des Lösungs-

ansatzes (17) für f1 verbleiben damit noch 4 . Diese sind so

zu bestimmen, daß sowohl die Druckbedingung (11) bzw. (32) im

Bereich -A!:)(:: ce gilt, als auch das Verschwinden von
q"

im Bereich ct: <.X ~ A gewährleistet ist (Gleichung (12)).

Mit den verbleibenden 4 freien Koeffizienten können diese beiden

Bedingungen nur annähernd berücksichtigt werden. Eine Erweiterung

des Lösungsansatzes für
Y7

(Gleichung (17)) durch Terme wie

3Iz . '11t .

.

[ «O~ i
) - (<O~ ~) ] C

j
(051

if-

31z 1/ 112. .
.

[((O~~) +(O~IJ ] bj'~'~(31f)

r:' J/f,...

I J

. :J<t
I I'"

ist bisher nicht durchgeführt worden, weil dann die erste Inte-

gration in der Druckbedingung (11) auch noch die Auswertung der

Integrale

7T

1 "- 1L ?/1

( 1f
)

11t

]
1 Sm..

'l. = - J l «O~a 1) - (o~ - (os" tf d~ / r: 3,4-( I., (47 )
j 1; 0 ""

~ (os
~
- (0$

~o

1r
t /f

f
'If

3/l 1/1/2.
]

S','...,Il
.

l' = - [«(Ok_) t «Ok~) si~ (j~) ~ cJ~ i
j'~J,4-(... (48)

J 11 0
()2 d ~ (OJ

~ - (OJ~o

erfordert. Schon im Falle j = 3 wird der Rechenaufwand sehr
- +groß. Die Aufstellung einer Rekursionsformel für die tj und ij

aus (47) bzw. (48) ist noch nicht gelungen.

Sollte sich eine Erweiterung des Ansatzes (17) als zu aufwendig

erweisen, wäre es vielleicht von Vorteil, auf das Verschwinden

von im Bereich Ce ~ )c.~ A zu verzichten, hingegen aber

q? (ce) = 0 (49)

identisch zu erfüllen. Dadurch wäre, ähnlich wie in Gleichung (46),
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ein weiterer Koeffizient bestimmt. In diesem Fall ließe sich

jedoch das Abschneiden der Integration über qt an der Stelle

ce
'

wie dies in (11) geschieht, nicht mehr rechtfertigen.

Eine Integration bis zur Hinterkante A wäre notwendig (das

Ergebnis könnte mit Hilfe der Formeln (19a bis 23b) sogar exakt

angegeben werden) .

Sowohl die Bedingung, daß Cf, im Gebiet ce< x ~ A zu ver-

schwinden hat, als auch die weniger strenge Forderung (49) zeich-

nen zwar den Punkt x=ce aus und schränken die Lösungsviel-

falt der Druckbedingung (11) bzw. (32) ein, doch bei beliebiger

Vorgage von CE und festgehaltenem Dampfdruckbeiwert b'lf lie-

fert die Druckbedingung (11) stets Lösungsfunktionen
r~

und 91
Es fehlt noch eine Aussage über die physikalische Realisierbarkeit

dieser Lösungen (nur einer der vorgegebenen C~-Werte kann der

richtige sein). In der zweidimensionalen Theorie dient dazu, wie

schon mehrfach erwähnt, die Nishiyama-Beziehung (10). Für das

dreidimensionale Problem des kavitierenden Propellers erscheint

die Ableitung des Endes der Kavitationsschicht ce aus einer

lokalen Eigenschaft der Lösungsfunktionen
11 bzw. 9~ not-

wendig. Hierzu bietet sich bei Verwendung des neuen Lösungs-

ansatzes folgende Forderung an:

Das Maximum der Zusatzbewirbelung

Ende der Kavitationsschicht ce

fällt mit dem

zusammen.

Dieser Bedingung liegt die Vorstellung zugrunde, daß zur Kompen-

sation der großen Unterdrücke an der Vorderkante
Y'l.

im vorderen

Profilbereich stark negativ ist, während es zum Ende der Kavita-

tionsschicht hin positiv wird, um im hinteren Bereich der Schicht

für zusätzlichen Unterdruck zu sorgen (der Druckbeiwert c (x) istp
hier stets kleiner als b"

). Weiter erfüllt
r1 die Kutta Ische

Abflußbedingung , so daß
r~

hinter der Kavitationsschicht gegen 0

strebt. Bei Rechnungen mit der herkömmlichen Methode zeigt
~~

an der

Stelle x:= ce stets ein Maximum und zudem eine Unstetigkeit der

Ableitung. Dieses Verhalten ist aber durch die Lösungsmethode

bedingt und gibt hier kein Kriterium zur Bestimmung von CE
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4. RECHNUNGEN UND DISKUSSION

Zur Festlegung der Druckverteilung im von Kavitation freien

Zustand wurde ein Programm erstellt, welches für beliebige

Profile den Druckbeiwert Cp(x) streng nach der linearen

Theorie bestimmt. Die Berechnung der Zusatzwirbeldichte

geschah unter Berücksichtigung der Druckbedingung (11) im In-

tervall -A~X ~ ce sowie der Bedingung (12) (Cf'{(x) =: 0 ) im

Bereich ce
'"

)(~ A Um eine möglichst gute Erfüllung beider

Forderungen zu gewährleisten, erfolgte die Bestimmung der

Koeffizienten Co }c1 I c2 I b1 ) bz mit Hilfe eines Fehler-

quadratverfahrens. Der in diesem Bereich zur Diskussion gestell-

te alternative Ansatz, welcher q1 (ce)= 0 identisch erfüllt,
jedoch auf die Bedingung (12) völlig verzichtet, wurde bisher

nicht programmiert.

Um einen Vergleich mit der herkömmlichen Methode zu ermöglichen,

wurden die Rechnungen am Profil NACA 0015 durchgeführt, für

das sowohl Messungen der Kavitationsausdehnung /8/ vorliegen,

als auch eingehende theoretische Untersuchungen mit der her-

kömmlichen Methode existieren /4/. Als Anstellvlinkel 60 wurde

6° gewählt. Die Abbildung zeigt, welcher Zusammenhang zwischen

dem Dampfdruckbeiwert ~v und dem Ende der Kavitationsschicht ce

das Experiment liefert. So ist z.B. im Falle btT= 9. c50 das

Ende der Kavitationsschicht in der Profilmitte. Die im voran-

gegangenen Abschnitt postulierte Bedingung zur theoretischen

Ermittlung von ce. besagt, daß als richtige Lösung diejenige

zu wählen ist, für die vorgegebenes CE und Maximum der

Zusatzbewirbelung
41

zusammenfällt. In der Abbildung 5 ist

verdeutlicht, wie man auf der Suche nach dem (physikalisch)

richtigen ce bei gegebener
0""= g'do vorzugehen hätte. Man

zeichne sich die Schar der mathematisch möglichen Lösungen auf

und untersuche, welche Lösung die Maximum-Bedingung erfüllt.

Gemäß der Abbildung 5 trifft dieses Maximum-Kriterium zunächst

auf zwei Lösungen

gleichermaßen zu.

der Belegung q1
(Abb. 11), so ist

( (cE+A)/2A = 0,3 und (cE.f.A)/2A=o,5"

Betrachtet man jedoch zusätzlich den Verlauf

für die Kombination C CE + A )/2A = 0,3 j bv = j.
Jo

aufgrund des negativen
~7

an der Vorder-
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kante die erste der oben genannten 2 Lösungen auszuschließen.

(Ein negatives~, im vorderen Profilbereich bedeutet eine

vorn negative Kavitationsschichtdicke Z7(x) ). Hingegen ist

die Kombination (Ce+ A) I~A = 0,5 ; bv= 3'do auch vom Verlauf

des
q~

her möglich (Abb. 12). Geeigneter als die reine Maxi-

mum-Bedingung scheint also eine Kombination dieser Forderung

mit der Bedingung

q1
(-A)::.. 0 (50)

Unter Berücksichtigung beider Forderungen lassen sich in etwa

folgende Zuordnungen durchführen (Abb. 6,7,9 sowie Abb. 10,11,12)

(Ce t.A ) / 2A = O/l 0'1r = 12' 00
(51a)

(cE+A)/2A = 0,3 &v= 41.Jo (51b)

((E r A ) I ZA ;:
0r$" ?o11

;::
~'d 0 . (51c)

Dieser Zusammenhang stimmt mit dem Experiment und den ebenfalls

in Abb. 4 dargestellten Ergebnissen der konventionellen Theorie

annähernd überein . Im Falle ( ce ~ A ) / ZA = 0 t 1- liegt für reali-
stische Werte von ~u/~ das Maximum der

r~
-Verteilung stets

vor Ce (Abb. 8). Dieses unerwünschte Verhalten mag durch die

geringe Zahl der Reihenglieder im Lösungsansatz (17) bedingt sein.

Indem man in den Abbildungen 6 - 9 jeweils auf dasjenige
17

schaut, welches mit dem experimentellen Dampfdruckbeiwert

behaftet ist, lassen sich auch allgemeine Aussagen über die

Qualität der Lösungen treffen. So steht für kleine Werte von

(ce+A) /2 A zu erwarten, daß die Zusatzbelegung
1'L

erstens

im hinteren Profilbereich unbedeutend ist und zweitens keinen

wesentlichen Beitrag zur Zirkulation liefert. Beide Eigenschaf-

ten besitzen die "richtigen"
r1

aus Abb. 9 ( (ce+A)/2A::: a,Z

und Abb. 6 ( (ce+ A )/2A = 0,3 ). Im Falle großer Ce-Werte ist
eine Verminderung der Zirkulation durch die Zusatzbewirbelung

zu erwarten, was Abb. 8 ((CE+A)!2A = 0."1 ) bestätigt.

Die Darstellungen von q~ (Abb. 10-13) lassen sich auch unter

der Fragestellung untersuchen, inwieweit die Verwendung der

Nishiyama-Beziehung bei gegebenem CE zum richtigen Dampfdruck-



(52)

beiwert ~v führt. Dazu schreibe man mit (2) die Nishiyama-

Bedingung (10) in der Form

~o

= J q~(~)Jq1Ao 2 do ~o
AtK

~= 14
AtcE

I d0 ::-2T

18

Für 60= 6° ist im Bogenmaß

4 da :.:.. 0 (
;(

'I

Die Fläche unter den Kurven der Abbildungen 10 - 13, genommen

bis zur Stelle (AtcE>/ZA ist demnach zu vergleichen mit

einem Rechteck der Höhe 0,21 und der Länge (Atce)/ZA . Das

Ergebnis einer groben Abschätzung der Bedingung (52) anhand

der Diagramme Abb. 10 - 13 stimmt gut mit den Beziehungen

(51 a-c) überein.

An dieser Stelle möchte ich vor allem Herrn Prof. Dr. W.H. Isay

danken. Ohne seine unermüdliche Diskussionsbereitschaft und seine

wertvollen Hinweise wäre die Entstehung dieser Arbeit nicht mög-

lich gewesen. Ein besonderer Dank gilt auch Frau v. Maydell, die

die handschriftliche Textvorlage in Maschinenschrift übertrug.
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ANHANG

a) Umformung der Gleichung (11) in die Darstellung (13)

Ausgehend von der Substitution

\
1 A+ j

,

A- ! - b (~+ 2;')
I .

b;: .i
\

1

A + ce

2 I A- cE

sowie

\i A + x,-
\ A - X

- b (4+i:)

errechnet man zunächst

~ -- --
A

..,

1 -
b.(.

( tf.+ 2:' )
2.

1 + 62.( 1+t')2

x
A -

z . Z
t1-h(1+-i)

'1 + bZ(1+t)L

Aus der Differenz x-~ wird ein etwas komplizierter Ausdruck

x-!
A =

Z bZ [ ( 4+ c) + ( 1+ i' ) ] [ ~ - ~:']

(1+ bl.(1+c)l)(1.fbz(1-tl:')z)

Außerdem ist zu ersetzen durch

c1~ = eH ch~
cl Cl -

2
4 b A (~'+1)

(H !}(i\+ 1)')2.

. \
d~

Zusammenfassend ist also

",

)(-
~

z (1+61( T + 1) Z) ( 1;' ~ ,t)

( 1+ b2.(t'+ 1)l) [2+ cl+ il

,
d1:

[ t: - Cl1



A 2

b) Herleitung der Integralformeln (19a) - (23b)

Der Beweis aller Integralformeln geschieht mit Hilfe der Residuen-

Methode. Die Ausgangsintegrale sind so umzuformen, daß sie sich

als Ringintegral über eine analytische Funktion einer komplexen

Variablen a darstellen lassen. Da Residuen von polstellen bis

zur 3. Ordnung auszuwerten sind, werden nur deren Werte angegeben,

ohne auf die Durchführung der Berechnung weiter einzugehen (die

Rechnung ist zum Teil sehr länglich). Ein großer Teil der Integrale

(19a) - (23b) ist bereits von Alwardt und Isay berechnet worden /~/.

Zunächst soll die Auswertung der Integrale

3
11' 311- n

I = ~ J ((O~ ~) Sl~~
(Os zr

d1f I 11= 0,1.2
n TI' 0

al (oS~ - (Of~o

und

1T
-1 -1

r

1/2. w.

T = - ((O~~:t) .mllt (oS If
obi t1= 0 1 2.- 02 't' I I In TT 0 (OS

If- Coslfo

skizziert werden.

Mit Hilfe der Substitutionen

4- .tf+ cos11 ,q.. 1+ (OS1foX=-, ~=
-1- (oS If 1- (os

~o

erhält man zunächst

3 8 1
00 b

(

' )(~ 1
)

11

T ::: - r
X _

d" /
f1 = 0,1{ 2.

-n. 11 1-(Os~o 0 (xli--l)(-tf-X(I"j )(4-+1

A
CD

If 4-
vt

_1 _ 8 'I
f

)(

(
X - 1

)
.J

' - 0 -(
2.I --, 1.\)(

I 11--Vl 1r1-t..,sfc) 0 (xlf_.f't)(~+x') . )(Ct+1 I I .

und I1 sind mit folgenden Ringintegralen identisch:
~
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T
3

;: ! ~ -1

~
~ G C't~- ,1)

rl

(I
+ 1

d l;
-VI.

11'" Hi 1-{oJfo (IQ) (t4--JIf)(1tt.lf.)

11 = ~ 2- 1
~

t4-(t-1f_1/
tt+1

d~It TI 1- i. 1 - (D.fIf" <IGI) ( t
'(.

- S
14- )( Ü 2:'(.)

(IQ) steht dabei für die Integration über den ersten Quadraten

der komplexen ~-Ebene. In beiden Fällen liegen auf dem Inte-

grationsweg bei ~= ~ und ~=J polstellen 1. Ordnung. Weiter

besitzen beide Integranden eine Polstelle (n+1)-ter Ordnung an

der Stelle
.Tr
t-

c ;: e
q..

Betrachtet man zunächst und bezeichnet

c; 4- 11

~ (~-1)

( tif- S"')( 1 + i Cf)Mt

mit I~(t) , so berechnen sich die Residuen dieser Funktion zu

Res.
S

(c) +
tt

t=i~
Res.flt<c> -

~=f

4 'Jll ~

= 8
(1-(0.f/fo) ((O~tO) (oS \0' (1-iJ

Res. arl(c) 0 _
t.::=e q..

<1-(} i ( 1-(O.r~o)
rz g

(-1-l> ---L (1-COSVo) ( 3 t 2 (OSto) : vt=-1
12 16

(1-() (1- (OS~o) {~ + :5 (oS 1fo + 2 (Os\o} i 11::- Z
(f 16 tt

Mit

r3 =! ~ 1 2-rri f ~ (Res. 1ft . + Res'!1t ) -I- Res.1rt ,:!!:}
n TI 1*i -1-C0511-0 t=(J 'I;=J ~=e4-

gelangt man zu dem Resultat aus (19a) - (19c). Der Faktor 1/2

tritt bei den Polstellen auf, die auf dem Integrationsweg liegen.
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Zur Berechnung von

abgekürzt:

wird der Integrand mit
3 I'l

(:~;)

~tt(i.) = ~
i{.

(t;
If-_

1)
~

(ilf--l) (H-i:Cf)t1+1

Die Werte der Residuen lauten hier

ReS. 311.
(i.) . +

i!::'f

Res. qrt (i.)
o t;

Y

i . ( 1t-
11Z w.

=-
(-( + l)

k
(1- (OI 'lfll) (ola l j (OS

11- 0

(1+iJ -1 (i- (Os Ifo)

a: I
I "= 0

Res. 311
(~)

'Ir
l:=e'+

_ (1+i)~ (1-(osi#-o)(1+2.<.oS~o)
tr1G

_ (1 tl)
J-. (1- (OS~o) [ ~ + COf If'b t l (0/ Ifo J i vI.:: 2 .

ff 1& ~

Das Aufsummieren der Residuen führt schließlich auf die Inte-

grale (20a) - (20c).

Die Integralformeln (21a) und (21b) erhält man leicht aus dem

Standardintegral

11"

tf
fir 0

(os (VIII-> df
(OS

11- - (oS1~, 0

- .l)iVl(Vlif)

5il1\f-

(\:: 01 -fI
'"

Die Integrale (22a-b) erweisen sich mit

Slt't 21f- (D~d I
5111. 1(- (old

~

- 2 (OI ~ (1 + (os~)

= ( 1 + (OS
If)

als Kombination von "und I
1

_1
bzw. 11 und
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Ebenso kann man zeigen, daß sich (23a) - (23b) aus einer Kombi-
.

r '" d - 1
b -1 d

_1
b hnatlon von 2 un 11 zw. 11 un 10 erge en, wenn noc

-1
(ot~ \~) = (O~~ (

~ - t
)

berücksichtigt wird und eine Substitution
I

1I-1f :=lf erfolgt.

c) Berechnung der Integrale (30) und (31a-b)

Die Integrale (30) und (31a-b) basieren auf der Formel

o
JA =

Ir
~ f

lT 0

, -A~
(OS A '( deI( 1

(si~A..?o e )( Z- (DH - (oS 10) (oSt - (0$ 10)
= 21- (oS h ~il1lo

+
SiHhct

.A = 0,1,2, ...

cosl1.~ = 2-cos1:.

o
Zum Beweis dieser Formel ist J~ in ein Integral über dem

Einheitskreis der komplexen Ebene umzuformen. Auf dem Einheits-

kreis 1~1=1 ist mit

l1:
~=e

der Nenner

( 2. - (OS'( - (oS b ) ( (OSq,- (oS't )

identisch mit

.i i (~-e<t-)(~-e<t-)
2
1 3-(~-el?o)(t-e;lo)

~ ~ r
., (oS'h~ =:2-(o)~.

Man erhält so die Darstellung

c
j =>..

.2i

11 f .
c,h1

.
(EK) (l-e1b)(. ~ - ~lb) (~-e<l» (i: - e-(,)
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Da <V> 0 vorausgesetzt ist, sind nur die 3 Residuen an den

Stellen

IW
z=e

-lw
c=e c = e-4>

o
zur Auswertung von JA mit Hilfe der Residuenmethoden heran-

zuziehen. Auf eine ausführliche Berechnung der Residuen soll

verzichtet werden. Das Integral

1J =A

lf

-1

r
TT ()

(OS Al (1- (oS .e)

(
2. - (oS{ - (oS io) «05r- (oJ b)

oie

errechnet sich für .A~ 1 aus mit Hilfe der Formel

(OS Al: '-os C = 1 r (OS (A-.(h 't (oJ(A1-()t: ]
2 -

Die Anwendung dieser Formel ergibt zunächst einen recht läng-

lichen Ausdruck, der sich aber unter Ausnutzung von

Slrt A10 - 1. 51/1 (;\-'0'10 - 1 si\-t (;\-t 1) b = (1- (OS '10) S,'VtA l..

Z 2-

-A.~ ,,-o t)iP
-1

-0.+1)(; -A4e - Z e -
"2
e = e ( (eS 'b- 1)

schnell zu einem übersichtlichen Term reduziert. Falls A=O ist,

wird J1 sofort aus J;,:J~ bestimmt. Sowohl für A ~ 1 als auch

im Falle A:: 0 lautet das Ergebnis

. -AQ;

J1 = :!..[
SIVlAb

- ~ J i (oSh~ ~ 2-con.. .

A 2. Slvt'lo 51VlI.1~

Das Integral

lf l.
J2. :: i r

(os A"t (1-COH)
dr: i A = 1,2,3'10'

A Tt 0 ( 2 - (OH - (OS'lD)( (oS'L - (oS 10)



ergibt sich aus

und

Ist A= 0

wertet :

2-

JO =

A 7

unter Verwendung von

t
(-1- (oST) :: (1- lOSt).-(os'( (1- (ost:)

co S A't (0 S '( :: i {(os(A-1)r + (OSC)..+1)t:
JZ

, so wird (ebenfalls mit Hilfe von J~ ) aus ge-

lr

i.
r

(1- (oSTI- wH (1- (DH) dt
'tt () (2- (oH

- <os 10
) ((OSt: -

(on,)

- ~
- -

I
1 -4-. e

)- - (1--
2.. silotk~



- Ag-

',:';'~.. KCl"daho\l1ssdtlcL-tt

y

)(

Abb. -I ße~e~c.I'1YlVlll.~e.Vl tiVl1. ProJ.t'(

po-,' .
.,.",... .

.~'(~.i~J.}L.i~~)~+..~.
-

-A
~

)(

A

"t«(E) =- Jo (A+ce )

Abb. 2 Die ~(SI'll'jQMo.. - ßedlVl~lJ\ltj
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