Teil IV

Codes






17

Lineare Codes

Lineare Codes werden in Kommunikationssystemen zur sicheren Ubertragung
von Nachrichten eingesetzt, etwa in der Telekommunikation und bei der Spei-
cherung von Daten auf Compact Discs. In diesem Kapitel werden die grund-
legenden Eigenschaften von linearen Codes behandelt, ein Algorithmus zur
Berechnung des Minimalabstands linearer Codes vorgestellt, Schranken zur
Abschitzung der Giite linearer Codes diskutiert und ein Verfahren zur Kon-
struktion guter linearer Codes spezifiziert.

17.1 Linearcodes

Nachrichten werden anhand rédumlicher (Funk- oder Kabelstrecken) oder zeit-
licher (magnetische, optische oder elektronische Datentriiger) Kaniile {iber-
tragen. AuBere Einfliisse wie elektromagnetische Wechselwirkungen oder Be-
schidigungen der Datentriager kénnen dazu fithren, dass iibertragene Daten
geloscht oder verfilscht werden. Deshalb fiigt der Sender den zu iibertragen-
den Daten Redundanz hinzu, damit der Empfinger Fehler in den empfangenen
Daten erkennen oder sogar korrigieren kann. Ein allgemeines Dateniibertra-
gungsmodell zeigt die Abb. 17.1.

Storung

Quelle Codierer 4’( Kanal )—’Decodierer Ziel

Sender Empfanger

Abb. 17.1. Allgemeines Dateniibertragungsmodell.
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Blockcodes

Ein (M,n)-Code oder Blockcode ist eine Menge von M Wortern der Linge n
iiber Fy. Die Elemente eines Blockcodes heifien Codewdrter. Ein (M, n)-Code
hat die Informationsrate log, M /n. Alle Vektoren werden im Folgenden als
Zeilenvektoren geschrieben.

Beispiele 17.1. «  Der bindre Paritditskontrollcode der Lange n = k41 ist ein
(271, n)-Code

C={(a1,...,an) €Fy | a;+ -+ a, =0} (17.1)

An jede Nachricht (aq,...,a,—1) wird ein Parititsbit a, angehdngt, so
dass alle Codeworter gerade Paritét besitzen. Der Lochstreifencode ist von
dieser Form.

e Der bindre dreifache Wiederholungscode der Linge n = 3k ist ein (2%, 3k)-
Code

C={(ar,....aha1,...,a5,a1,...oaz) [a €FSL.  (172)

Linearcodes

Ein linearer Codierer ist eine injektive lineare Abbildung g : IF’; — Fj. Das
Bild eines linearen Codierers g ist also ein k-dimensionaler Unterraum von

Fy:
C={gla)]ac IFZ} (17.3)

Der Blockcode C' heifit [n, k]-Code oder Linearcode der Lange n und Dimen-
sion k iiber F,. Ein [n, k]-Code iiber F, enthilt ¢* Elemente und hat somit
die Informationsrate k/n. Die Elemente von IFZ heiflen Nachrichten und die
Elemente eines Linearcodes Codevektoren.

Eine lineare Abbildung ¢ : IE"qc — [y wird durch Rechtsmultiplikation mit
einer k x n-Matrix G iiber F, realisiert

g(a) =aG fiir alle a € F}. (17.4)

Die Matrix G wird Generatormatriz von C' genannt. Jede weitere Generator-
matrix G’ von C wird durch Linksmultiplikation mit einer reguliren k x k-
Matrix L erhalten

G' =LG. (17.5)

Die Matrix L bewirkt elementare Zeilenumformungen von G und induziert
somit einen Basiswechsel von C'.
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Ein linearer Codierer g : F’; — [ heiit systematisch, wenn die zugehdrige
Generatormatrix G kanonisch ist, d. h., von der Gestalt

G= (I A), (17.6)

wobei I, die k x k-Einheitsmatrix ist. Ein systematischer Codierer g : IE"qc — Fy
héngt an jede Nachricht n — k& Kontrollstellen an

aG = (a,ad), aé€ IF];. (17.7)

Beuspiele 17.2. @  Der bindre Paritatskontrollcode der Lange n = k+1 ist ein
[n, k]-Code mit der kanonischen Generatormatrix

1 01
G= .o
0 11
e Der binére dreifache Wiederholungscode der Linge n = 3k ist ein [3k, k|-
Code mit der kanonischen Generatormatrix

G=(In I I .

e Sei C ein bindrer [5, 2]-Code mit kanonischer Generatormatrix

10110
¢= (0 111 1> '
Der Code C besteht aus den Codevektoren (00) G = 00000, (10)G =
10110, (01) G = 01111 und (11) G = 11001.

Der duale Code

Sei (,) : Fy x Fy — [, die Standard-Bilinearform auf F,

(u,v) = uwv’ = Zuzm (17.8)
i=1

Der duale Code eines [n, k]-Codes C iiber F, ist der zu C' orthogonale Unter-
raum von Fy

Cct={ve Fy [VeeC [vc! = 0]}. (17.9)

Ein [n, k]-Code C heifit selbstdual, wenn C+ = C.

Satz 17.3. Sei C ein [n, k|-Code iiber F,. Der duale Code C* ist ein [n,n—k]-
Code tiber Fy und es gilt

(chHt =c. (17.10)
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Jede Generatormatrix von Ct heiit eine Kontrollmatriz von C. Ferner ist
nach (17.10) jede Generatormatrix von C' auch eine Kontrollmatrix von C*.

Satz 17.4. Sei C ein [n, k]-Code iber F, mit der Kontrollmatriz H. Fiir jeden
Vektor v € Fy gilt v € C genau dann, wenn Ho™ =0.

Beweis. Die Zeilen h™V, ... h(=*) von H bilden eine Basis von C*, da H
eine Generatormatrix von C ist. Sei v € C. Fiir jedes u € C* ist uv? = 0.
Dies gilt insbesondere fiir die Zeilenvektoren von H. Also folgt Hv? = 0.

Sei HvT =0, also h®vT = 0 fiir 1 < i < n— k. Da die Zeilenvektoren h(?
eine Basis von C* bilden, ist wv? = 0 fiir jedes w € C*. Also ist v € (C+)*
und somit wegen (17.10) sogar v € C. O

Lemma 17.5. Ein [n, k]-Code mit kanonischer Generatormatriz G = (I, A)
hat die Kontrollmatriz H = (—AT In_k) .

Beispiele 17.6. @  Der duale Code des binéren [k + 1, k|-Paritétscodes ist ein
[k + 1,1]-Code mit der Generatormatrix

(11...1).

e Der duale Code des bindren [3k, k]-Wiederholungscodes ist ein [3k, 2k]-
Code mit der Generatormatrix

Iy I O
I, 0 I, )
e Der duale Code des biniren [5,2]-Codes aus 17.2 ist ein [5,3]-Code mit

der Generatormatrix
11100

11010
01001

17.2 Fehlerkorrigierende Linearcodes

Ubertragungskanal

In einem gestorten nachrichtentechnischen Kanal kénnen eingespeiste Zeichen
in andere Zeichen verwandelt werden. Dabei wird davon ausgegangen, dass
die empfangenen Zeichen zufillig (im Sinne von Wahrscheinlichkeiten) von
den gesendeten abhéngen.



17.2 Fehlerkorrigierende Linearcodes 185

In einem (gedéchtnisfreien) g-ndren symmetrischen Kanal iiber dem Kor-
per F, wird ein Zeichen mit der Symbolfehlerwahrscheinlichkeit p in ein an-
deres Zeichen verwandelt, wobei keines der iibrigen ¢ — 1 Zeichen bevorzugt
wird. Die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Zeichen « in den Kanal
eingegeben und das Zeichen 3 ausgegeben wird, ist

1—p, falls a =
P(fler) = { L fiui N By gf (17.11)

q—1’

Im Folgenden wird fiir den jeweilig zu Grunde liegenden Kanal vorausgesetzt,
dass die Wahrscheinlichkeit, ein Zeichen richtig zu ibertragen, grofler ist als
die Wahrscheinlichkeit, es falsch zu iibermitteln, also p < % Der fiir die An-
wendung wichtigste Kanal ist der bindr symmetrische Kanal (Abb. 17.2).

Abb. 17.2. Binir symmetrischer Kanal.

Sei C' ein Blockcode der Lénge n iiber IF,. Die bedingte Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass ein Codewort ¢ € C' in den gedéchtnislosen Kanal eingegeben und
ein Vektor y € Fy empfangen wird, ist definiert durch

n

P(yle) = [] P(wile:)- (17.12)

i=1

Der Decodierer sucht zum empfangenen Vektor y ein Codewort, das hochst-
wahrscheinlich gesendet wurde, also ein Codewort ¢ mit maximaler Uber-
gangswahrscheinlichkeit unter allen Codewértern

P(ylc) = max{P(y|c) | ¢ € C}. (17.13)

Ein solcher Decodierer wird Maximum-Likelihood-Decodierer, kurz ML-Deco-
dierer, genannt.

Bei der Ubertragung eines Codeworts ¢ € C seien i Fehler aufgetreten.
Der Fehlervektor e = y — ¢ hat dann ¢ von 0 verschiedene Komponenten und
fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit gilt

P(E =¢) = P(ylc) = (q%l)i(l —p)". (17.14)



186 17 Lineare Codes

Nach der Voraussetzung p < % wird die Ubergangswahrscheinlichkeit P(ylec)
maximal fiir jedes Codewort ¢, das sich von y um eine minimale Anzahl von
Stellen unterscheidet. Der gestorten Kanal kann als Addierer interpretiert

werden, der zum gesendeten Codewort einen zufilligen Fehlervektor addiert
(Abb. 17.3).

a — Codierer Kanal Decodierer —— a’

Abb. 17.3. Gestorter Kanal als zufilliger Addierer.

Beispiel 17.7. Sei C der binére [5,2]-Code aus 17.2. Die Codewdrter werden
durch einen bindr symmetrischen Kanal mit Symbolfehlerwahrscheinlichkeit
p = 1/100 iibertragen.

Das Codewort ¢ = 10110 werde in den Kanal eingegeben und das Wort
y = 11110 empfangen, d. h., bei der Ubertragung ist ein Fehler aufgetreten.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

A 99
P(y[10110) = P(E = 01000) = p(1 — p)* = 99°
100°
P(y|01111) = P(E = 10001) = p*(1 — p)* = 99
100°
P(y[11001) = P(E = 00111) = p*(1 — p)? = 9—92.
100°

Ein ML-Decodierer ermittelt ¢/ = 10110 als den gesendeten Codevektor und
liegt damit richtig.

Sei y = 11111 der empfangene Vektor, d. h., bei der Ubertragung sind zwei
Fehler passiert. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

1
5
‘P(yH0110)::fKIE::01001)::p2(14—p)3::j%%i
1005
‘P(ym1111)::fﬂl§::10000)::p(147p)4::J%Zi
100°
993

_ _ 2201 _ )3 —
P(y]11001) = P(E = 00110) = p*(1 — p)* = .
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Der ML-Decodierer bestimmt ¢’ = 01111 als gesendeten Codevektor und be-
geht somit einen Decodierfehler.

Hamming-Abstand

Ein ML-Decodierer sucht ein Codewort, das sich vom empfangenen Vektor
um eine minimale Anzahl von Komponenten unterscheidet. Der Hamming-
Abstand zwischen zwei Vektoren u,v € Fy ist die Anzahl der Komponenten,
an denen sich 4 und v unterscheiden

d(u,v) = [{i | u; # v} (17.15)

Satz 17.8. Der Hamming-Abstand d : Fy x Fy — R ist ein Metrik auf Fy,
d. h. fir alle u,v,w € Fy gilt

e d(u,v) =0 genau dann, wenn u = v.

d(u,v) = d(v,u).

d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) (Dreiecksungleichung).

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen direkt aus den Definitionen. Wir
beweisen die Dreiecksungleichung. Aus u; # w; folgt u; # v; oder w; # v;. Also
liefert die i-te Komponente zu d(u,w) den Beitrag 1 und zu d(u,v) + d(v, w)
den Beitrag 1 oder 2. O

Korollar 17.9. Fiir jede Metrik d auf Fy gilt
d(u,v) >0 fir alle u,v € Fy. (17.16)

Beweis. Es gilt definitionsgemifl 0 = d(u,u) < d(u,v) + d(v,u) = 2d(u,v),
also d(u,v) > 0. O

Der Hamming-Abstand zweier Vektoren u, v € Fy stimmt mit dem Hamming-
Gewicht des Differenzvektors iiberein

d(u,v) = wt(u — v), (17.17)

wobei das Hamming-Gewicht von v € Fy die Anzahl der von 0 verschiedenen
Komponenten von v ist

wt(v) = [{i | v; # 0}]. (17.18)

Beispielsweise ist d(1110,1001) = wt(1110 — 1001) = wt(0111) = 3.



188 17 Lineare Codes
Fehlerkorrigierende Codes

Ein Blockcode C der Lénge n iiber Iy heifit t-Fehler-korrigierend, wenn ein
ML-Decodierer garantiert keinen Decodierfehler begeht, sofern bei der Uber-
tragung hochstens ¢ Fehler aufgetreten sind.

Sei C' ein t-Fehler-korrigierender Blockcode. Sei ¢ das gesendete Codewort,
y der empfangene Vektor und beim Ubertragen seien héchstens ¢ Fehler pas-
siert. Dann ist d(c,y) < t und fiir alle iibrigen Codeworter ¢’ gilt d(¢/,y) > t.
Das gesendete Codewort c ist also das eindeutig bestimmte Codewort mit
dem kleinsten Hamming-Abstand zu y. Der empfangene Vektor y liegt in der
abgeschlossenen Kugel vom Radius t um das gesendete Codewort

Ki(c) ={v e Fy | d(c,v) < t}. (17.19)

In der Praxis ist die grofite Zahl ¢ von Interesse, fiir die ein Blockcode t-
Fehler-korrigierend ist. Der Minimalabstand eines Blockcodes C' ist der kleins-
te Hamming-Abstand zwischen den Codevektoren in C'

de = min{d(c,') | ¢, € Cye # '} (17.20)

Ist C ein Linearcode, dann stimmt sein Minimalabstand wegen (17.17) mit
dem Minimalgewicht der von 0 verschiedenen Codevektoren in C' iiberein

de = min{wt(c) | c € C, ¢ # 0}. (17.21)

Satz 17.10. Fin Blockcode C der Linge n diber Iy ist t-Fehler-korrigierend
genau dann, wenn do > 2t + 1.

Beweis. Ein Blockcode C' ist t-Fehler-korrigierend genau dann, wenn die ab-
geschlossenen Kugeln Ki(c) und K¢(¢’) vom Radius t um je zwei verschie-
dene Codewdrter ¢ und ¢ disjunkt sind (Abb. 17.4). Dies ist genau dann
der Fall, wenn der Hamming-Abstand zwischen je zwei verschiedenen Co-
dewortern mindestens 2t 4+ 1 betrégt. O

Ein [n, k]-Code mit dem Minimalabstand d wird als [n, k, d]-Code bezeichnet.

Abb. 17.4. ML-Decodierung.



17.2 Fehlerkorrigierende Linearcodes 189

Beispiele 17.11. @ Der binire [3k, k]-Wiederholungscode hat den Minimal-
abstand d = 3 und ist somit 1-Fehler-korrigierend.

e Der bindre [5,2]-Code C' aus 17.2 besitzt den Minimalabstand d = 3, denn
fiir seine Codevektoren gilt wt(00000) = 0, wt(10110) = 3, wt(01111) =4
und wt(11001) = 3. Also ist C' ebenfalls 1-Fehler-korrigierend.

Satz 17.12. Sei C ein [n, k]-Code dber F, mit Kontrollmatriv H und sei d
eine natirliche Zahl. Sind je d — 1 Spalten von H linear unabhingig, dann ist
de > d.

Beweis. Seien h(M) ... h(" die Spalten von H. Fiir jedes Codewort ¢ € C gilt
nach Satz 17.4

0=Hc" = Zcih(i).
i=1

Sind je d — 1 Spalten von H linear unabhéingig, dann kann diese Gleichung
nur bestehen, wenn jedes von 0 verschiedene Codewort Hamming-Gewicht > d
besitzt. O

Korollar 17.13. Sei C ein [n, k]-Code tber F, mit einer Kontrollmatriz H,
in der je d—1 Spalten linear unabhingig sind und es d linear abhdngige Spalten
gibt. Dann hat C' den Minimalabstand do = d.

Beispiel 17.14. Wir konstruieren einen 1-Fehler-korrigierenden ternéren Li-
nearcode der Linge n > 3. Hierzu betrachten wir alle Vektoren in F3, von
denen je zwei linear unabhéngig sind. Die folgende Liste von Vektoren besitzt
diese Eigenschaft

001 010 011 012 100 110 120

111 121 112 122 101 102

Diese Liste ist ein Vertretersystem der eindimensionalen Unterrdume von F3.
Wir wihlen n > 3 Vektoren aus dieser Liste und verwenden sie als Spalten
einer Matrix. Hat diese Matrix den vollen Rang 3, dann ist sie Kontrollmatrix
eines [n,n — 3]-Codes. Dieser Code hat nach Satz 17.12 den Minimalabstand
d > 3. Beispielsweise ist die Matrix

000011111
H=(011101212
101200011

eine Kontrollmatrix eines [9, 6]-Codes mit dem Minimalabstand d = 3.

Fehlererkennende Codes

In manchen Féllen ist es ausreichend, Fehler zu erkennen und durch Riickspra-
che zu beheben. Ein ML-Decodierer eines Blockcodes C' mit dem Minimalab-
stand d¢c kann bis zu do — 1 Fehler erkennen. Wird namlich ein Codewort ¢
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gesendet, y € Fy empfangen und sind hochstens dc — 1 Fehler bei der Uber-
tragung aufgetreten, dann ist d(c,y) < de — 1. Also kann y kein Codewort
sein und der Fehler ist erkannt.

Beispiel 17.15. Der bindre [k + 1, k]-Paritétskontrollcode hat den Minimalab-
stand d = 2 und ist somit 1-Fehler-erkennend. Dieser Fehler wird anhand der
Paritdt des empfangenen Vektors erkannt.

Maximum-Likelihood-Decodierung

Sei C' ein [n, k]-Code iiber F, mit der Kontrollmatrix H. Die Syndromabbil-
dung von C' ist

o By —Fl 7% v Ho (17.22)

Der Vektor oy (v) heifit das Syndrom von v € [Fy. Die Syndromabbildung ist
surjektiv, weil H vollen Rang n — k besitzt, und hat nach Satz 17.4 als Kern
den Code C.

Der affine Unterraum von Fy durch v € Fy in Richtung C ist definiert
durch

v+C={v+c|ceC} (17.23)

Alle Elemente von v 4+ C haben dasselbe Syndrom s = oy (v), denn fiir alle
ce Cgilt

og(v+c¢)=og()+opu(c) =ou(v). (17.24)

Satz 17.16. Die Zuordnung 1 : v+ C +— oy (v) liefert eine Bijektion von der
Menge aller affinen Unterrdume von Fy in Richtung C' auf FZ”“.

Jeder minimalgewichtige Vektor in v + C wird Minimalvektor von v 4+ C
genannt.

Satz 17.17. Sei C ein t-Fehler-korrigierender Linearcode iiber Fg. Jeder affi-
ne Unterraum von Fy in Richtung C enthilt héchstens einen Vektor mit dem
Hamming-Gewicht < t.

Beweis. Seien e und e’ Elemente von v + C' mit dem Hamming-Gewicht <
t. Definitionsgeméf gibt es ¢,/ € C mit e = v + ¢ und €’ = v + ¢/. Der
Differenzvektor e — e’ = ¢ — ¢’ liegt in C' und hat nach Annahme Hamming-
Gewicht < 2t. Wegen Satz 17.10 hat C' Minimalabstand > 2¢ 4 1. Somit folgt
e—e =0. O

Die Minimalvektoren e eines affinen Unterraums v + C haben definitions-
gemiB maximale Ubergangswahrscheinlichkeit P(E = e) unter allen Vektoren
in v+ C'. Also lésst sich ein ML-Decodierer fiir C' durch Alg. 17.1 spezifizieren.
Dieser ML-Decodierer berechnet zum empfangenen Vektor y das Syndrom
s = oy (y), ermittelt den zugehorigen Minimalvektor e = m(s) und liefert den
Codevektor y — e zuriick.
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Algorithmus 17.1 ML-DECODE(C, y)

Eingabe: Linearcode C, empfangener Vektor y
Ausgabe: decodierter Codevektor

1: s := ou(y) {Syndrom von y}

2: e := m(s) {Minimalvektor in y + C}

3: return y—e

Satz 17.18. Sei C' ein t-Fehler-korrigierender Linearcode tber Fy. Der Al-
gorithmus ML-DECODE(C, -) decodiert stets richtig, wenn héchstens t Fehler
aufgetreten sind.

Beweis. Sei c ein gesendeter Codevektor und y der empfangene Vektor. Wir
nehmen an, dass bei der Ubertragung < ¢ Fehler aufgetreten sind. Dann hat
der Fehlervektor e = y — ¢ Hamming-Gewicht < ¢ und ist nach Satz 17.17
der eindeutig bestimmte Minimalvektor von y+ C'. Also decodiert ML-Decode
richtig. O

Beispiel 17.19. Sei C der binére [5, 2, 3]-Code aus 17.2. Die affinen Unterriume
von F3 in Richtung C mitsamt der zugehérigen Minimalvektoren und Syndro-
me zeigt das so genannte Standard-Array

s |m(s) affiner Unterraum
000{00000{00000 10110 01111 11001
110{10000{10000 00110 11111 01001
111]01000{01000 11110 00111 10001
100{00100{00100 10010 01011 11101
010|00010({00010 10100 01101 11011
001|00001|00001 10111 01110 11000
011]01100{01100 11010 00011 10101
101|00101|00101 10011 01010 11100

Der ML-Decodierer kann entweder einen Ubertragungsfeh}gr korrigieren (an-
hand der Syndrome 100, 111, 100, 010, 001) oder zwei Ubertragungsfehler
erkennen (anhand der Syndrome 011 und 101).

17.3 Linearcodes von gleicher Qualitat

Linearcodes mit denselben strukturiellen Eigenschaften werden isomorph ge-
nannt. Wir charakterisieren isomorphe Linearcodes und stellen einen Test auf
Permutationsisomorphie vor.

Homomorphismen

Seien C' und D Linearcodes iiber F. Eine lineare Abbildung ¢ : C' — D heif3t
ein Homomorphismus, wenn d(é(c), ¢(c')) < d(e, ) fir alle ¢,¢ € C. Diese
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Bedingung ist nach (17.17) und der Linearitéit von C' und D gleichbedeutend
mit wt(¢(c)) < wt(c) fiir alle ¢ € C.

Beispiele 17.20. Sei C' ein Linearcode der Lénge n iiber F.

Jede Linearform ¢ : C' — T ist ein Homomorphismus.
Ist D ein in C' enthaltener Linearcode, dann ist die natiirliche Einbettung
t: D — C ein Homomorphismus.

e Die inverse Abbildung eines bijektiven Homomorphismus ist nicht not-
wendig ein Homomorphismus. Beispielsweise wird durch ¢ : 11 — 10 ein
bijektiver Homomorphismus von C' = {00, 11} auf D = {00, 10} definiert.
Die inverse Abbildung ist jedoch kein Homomorphismus.

Ein wichtiger Homomorphismus ist die Projektion. Sei I eine Teilmenge
von n. Die Abbildung 77 : F* — FU| : z — (x4)ier heit Projektion von F™
in Richtung I. Die Einschréankung von 7y auf einen Linearcode C' der Lange
n iiber F ist ein Homomorphismus von C' auf D = 7;(C), also

w7 :C — D:cw mr(c). (17.25)

Beispiel 17.21. Bezeichnet C' den biniren [5,2]-Code aus 17.2, dann liefert
die Projektion 7y im Falle I = {3,4,5} einen Homomorphismus von C auf
D = {000, 110,111, 001}.

Eine bijektive lineare Abbildung ¢ : C — D heif}t ein Isomorphismus, wenn
d(¢(c), (")) = d(c, ) fiir alle ¢, ¢’ € C. Diese Bedingung ist gleichbedeutend
mit wt(¢p(c)) = wt(c) fiir alle ¢ € C. Ein Isomorphismus ist also eine Isometrie,
d. h., eine bijektive lineare Abbildung, die die Hamming-Metrik respektiert.
Die inverse Abbildung eines Isomorphismus’ ¢ : C — D ist wiederum ein
Isomorphismus, denn fiir alle u,v € D gilt

(¢ (u), o7 (v)) = d(¢(¢™ (), d(¢6 7" (v))) = d(u,v).  (17.26)

Zwei Linearcodes C und D heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus
von C' auf D gibt.

Beispiel 17.22. Ein Linearcode C' ist isomorph zu jedem Linearcode D, der
aus C durch Anh#ngen einer festen Anzahl von Nullen an jeden Codevektor
entsteht. Der Code D enthilt dann Nullspalten. Ist D = {(c,0) | ¢ € C'}, dann
ist : C' — D : ¢ (c,0) ein Isomorphismus.

Ein Isomorphismus auf C wird Automorphismus von C' genannt.

Satz 17.23. Die Menge aller Automorphismen von C bildet mit der Kompo-
sition von Abbildungen eine Gruppe.

Beweis. Die identische Abbildung id¢c ist ein Automorphismus von C. Die
inverse Abbildung eines Automorphismus von C' ist, wie oben gezeigt, ein
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Automorphismus von C. Die Komposition zweier Automorphismen ¢ und ¢’
von C ist ebenfalls ein Automorphismus, denn fiir alle ¢, ¢’ € C gilt

d((¢')(c), (¢¢')(c)) = d(9(¢'(c)), (¢’ (<)) = d((c), 6(c')) = d(c. ).
O

Die Gruppe aller Automorphismen eines Linearcodes C wird als Automor-
phismengruppe von C, kurz Aut(C'), bezeichnet.

Die Automorphismengruppe des vollen Codes F™

Der volle Code C = F" ist ein [n,n, 1]-Code. Er hat eine bemerkenswert ein-
fache Automorphismengruppe. Um sie herzuleiten, benotigen wir zwei grund-
legende Automorphismen, Permutationen und Konfigurationen.

Jede Permutation o vom Grad n induziert eine Abbildung o* : F* — F",
die die Komponenten der Vektoren in F™ vertauscht

o* (’U) = (’1}071(1), cee ,’1}071(”)). (1727)

Die Abbildung o* wird durch eine Permutationsmatriz vermittelt. Dies ist eine
Matrix, die in jeder Zeile und Spalte genau einen Eintrag 1 und sonst lauter
Nullen enthélt, wobei sich die Einsen an den Stellen (071(i),i), 1 < i < n,
befinden. Die Abbildung o* ist also eine bijektive lineare Abbildung, die das
Hamming-Gewicht erhélt, mithin ein Automorphismus von F™ ist.

Beispiel 17.2/. Sei o = (123) ein Zykel vom Grad 3. Fiir jeden Vektor v € F?
gilt
010
o*(v) = (vs,v1,v2) = (v1,v2,v3) | 001
100

Jeder Vektor a« € F™ legt eine komponentenweise Multiplikation auf F™
fest

a*(v) = (viag, ..., V). (17.28)

Die Abbildung a* : F* — F™ ist linear und wird durch eine Diagonalmatrix
mit Diagonaleintrigen aq,...,a, vermittelt. Ein Vektor a € F™ heifit eine
Konfiguration, wenn seine Komponenten sdmlich von Null verschieden sind.
Ist o € F™ eine Konfiguration, dann ist die Abbildung o* bijektiv und erhalt
das Hamming-Gewicht. Sie ist folglich ein Automorphismus von F™.

Beispiel 17.25. Sei o = (2,1,2) € F3. Fiir jeden Vektor v € F3 gilt

200
o (v) = (2v1,v2,2v3) = (v1,v2,v3) [ 010
002
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Die Komposition einer Permutation und einer Komposition liefert nach
Satz 17.23 wiederum einen Automorphismus von F"

Do 0(v) = (@"0") (V) = (Vo111 -+, Vg1 (n) Otn ). (17.29)

Die Abbildungsmatrix der zusammengesetzten linearen Abbildung @, ist
das Produkt der Abbildungsmatrizen von o* und o*. Dieses Produkt ist eine
monomiale Matriz, eine Matrix, die in jeder Zeile und Spalte genau einen von
Null verschiedenen Eintrag enthélt. Dementsprechend wird &, , eine mono-
miale Abbildung auf F™ genannt.

Beispiel 17.26. Sei 0 = (123) ein Zykel vom Grad 3 und a = (2,1,2) € F3.
Fiir jeden Vektor v € F} gilt

010 200 010
Dy o(v) = (v1,v2,v3) [ 001 010 | = (vy,v2,v3) | 002
100 002 200

= (2’03, V1, 2’[)2).

Die Komposition zweier monomialer Abbildungen @, , und @, g ist wie-
derum eine monomiale Abbildung, denn fiir alle v € F" gilt

é‘ﬂﬁ@(ﬁa(v) = ¢T,ﬁ(’vo’*1(1)ala s avoﬁl(n)an)
= (UU*I(T*I(l))arfl(l)ﬁla s aUU*I(Tfl(n))aT*I(n)Bn)
= (0(70)71(1)04,,.71(1)51, ey U(TU)—I(H)O&T—I(n)ﬂn>
= ¢T(T,T*(Ot)'ﬁ(v>) (1730)

wobei T*(a) : ﬂ = (067—1(1)61, ey O[T—l(n)ﬂn). Mithin fOlgt

B 6Po0 = Prore(a) - (17.31)

Daraus kann die inverse Abbildung von &, , abgeleitet werden. Mit 7 = o1

und 38 = (a;ll(l), . ,a;ll(n)) gilt
Dr 3Po,0 = tdpn. (17.32)

Die Menge aller monomialen Abbildungen auf F™ bildet also eine Gruppe, die
monomiale Gruppe von F”. Diese Gruppe wird mit Mon,, (F) bezeichnet. Sie
ist eine Untergruppe der Automorphismengruppe des vollen Codes F™. Es gilt
aber der folgende

Satz 17.27. Die Automorphismengruppe des vollen Codes F" ist die mono-
miale Gruppe Mon,, (F).

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass alle Automorphismen des vollen Codes F"
monomial sind. Sei ¢ ein Automorphismus von F”. Wir betrachten die Ein-
heitsbasis von F”, d. h., die aus den Einheitsvektoren e® bestehende Basis
von F”. Da ¢ das Hamming-Gewicht erhiilt, gilt fiir jeden Einheitsvektor e(¥)
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wt(p(e®)) = wt(e®) = 1.

Das Bild von e ist also ein von Null verschiedenes Vielfaches eines Einheits-
vektors. Es gibt also eine Permutation ¢ vom Grad n und eine Konfiguration
a € F™ sodass ¢ die Einheitsbasis abbildet auf die Basis

(V) = aa(i)e(”(i)), 1<i<n.

Da jede lineare Abbildung vollstéindig festgelegt ist durch die Bilder der Ein-
heitsbasis, ist ¢ monomial. a

Monomiale Abbildungen erhalten das Hamming-Gewicht. Also gilt der folgen-
de

Satz 17.28. Ist C ein Linearcode der Linge n dber F und ist ¢ ein monomiale

Abbildung auf F™, dann sind C und ¢(C) isomorph.

Die Automorphismengruppe eines Linearcodes

Satz 17.29. Jeder Isomorphismus zwischen Linearcodes derselben Linge ist
eine monomiale Abbildung.

Beweis. Seien C und D Linearcodes der Lange n iiber F, und sei ¢ : C — D
ein Isomorphismus. Die Codes C' und D haben also dieselbe Dimension k.

Wir fassen die Codevektoren von C bzw. D zeilenweise in einer ¢* x n-
Matrix M (C) bzw. M (D) zusammen. Wir zeigen zuerst, dass beide Matrizen
dieselbe Anzahl von Nullspalten enthalten. Bezeichne neo bzw. np die Anzahl
der Nullspalten von C bzw. D. Jede Nichtnullspalte von M (C) oder M (D) hat
nach dem Gleichverteilungsprinzip ¢*~!(¢ — 1) von 0 verschiedene Eintrige.
Mithin folgt

(0= ne)d" g —1) = Y wi() = Y wi((e) = 3 wild)
ceC ceC deD
(n—np)g" (g —1).

Damit ist nc = np gezeigt.

Wir betrachten die Projektion m; : €' — F; : ¢ — ¢;, 1 < i < n. Diese
Projektion liefert die i-Spalte der Matrix M (C'). Ist m; nicht die Nullabbildung,
d. h. die i-te Spalte von M(C) keine Nullspalte, dann ist ihr Kern C; ein
[n, k — 1]-Code.

Wir zeigen, dass von Null verschiedene Projektionen 7; und =; linear
abhéngig sind, d. h. m; = rm; fiir ein £ € Fy, genau dann, wenn C; = Cj.
Sei m;(¢) = km;(c) fiir alle ¢ € C. Dann ist m;(c) = 0 gleichbedeutend mit
mj(c) =0, d. h. C; = C;. Umgekehrt seien ¢, € C' mit ¢; # 0 und ¢ # 0.
Dann folgt m; = kmj, wobei k = 5—]

Zwei Spalten von M (C') heilen proportional, wenn ein x € F} existiert,
sodass die eine Spalte ein k-Vielfaches der anderen Spalte ist. Sei die i-te
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Nichtnullspalte von M (C) zu den s Spalten ¢ =41,...,is proportional. Dann
hat die Matrix M(C") des Codes C' = C; genau s + nc Nullspalten. Nach
den obigen Ausfithrungen hat dann auch die Matrix M(D’) von D’ = ¢(C")
genau s + np Nullspalten, und die s Nullspalten von M (D’), die von den s
Nichtnullspalten j = ji,...,js von M (D) herriihren, sind ebenfalls propor-
tional.

Wir zeigen, dass die i-te Spalte von M (C') und die j-te Spalte von M (D)
proportional sind. Dazu wihlen wir einen Vektor v € C \ C’. Fiir seinen
Bildvektor gilt ¢(v) € ¢(C'\ C") = D\ D'. Da C’ ein (k — 1)-dimensionaler
Unterraum von C' ist, hat jedes ¢ € C' eine eindeutige Darstellung der Form
¢ = +kv, wobei ¢ € C" und k € Fy. Fiir die i-te Komponente von ¢ gilt ¢; =
kv;. Aus ¢(c) = ¢() + rp(v) folgt wegen ¢(c’) € D’ sofort ¢(c); = kd(v);.
Mithin sind die beiden Spalten proportional mit dem Proportionalitéitsfaktor
@(v);/vi. Damit ist alles bewiesen. O

Als Spezialfall ergibt sich der folgende

Satz 17.30. Die Automorphismengruppe eines Linearcodes der Ldnge n tiber
F ist eine Untergruppe von Mon, (F).

Beispiel 17.31. Der biniire [n, 1, n]-Wiederholungscode und der [n,n — 1,2]-
Paritétskontrollcode haben beide die symmetrische Gruppe S,, als Automor-
phismengruppe.

Satz 17.32. Seien C und D zwei [n, k]-Codes iber F. Sei G eine Generator-
matriz von C und H eine Generatormatrixz von D. Die Codes C und D sind
isomorph genau dann, wenn es Matrizen L € Gli(F) und R € Mon,(F) gibt,
sodass H = LGR.

Beweis. Sei ¢ : C — D ein Isomorphismus. Dieser Isomorphismus wird nach
Satz 17.23 durch eine monomiale Matrix R € Mon,, (F) vermittelt, also ¢(c) =
¢R fiir alle ¢ € C. Die Zeilen AV, ... h*) von H bilden eine Basis von D.
Deren Urbilder AW R~ ... h(®) R~! bilden eine Basis von C. Andererseits
bilden die Zeilen von G eine Basis von C. Aus dieser Basis wird jede weitere
Basis von C' durch Linksmultiplikation mit einer regulédren Matrix L € Gl (F)
erhalten. Also gibt es eine regulire Matrix L € Gl (F) mit LG = HR™*.
Umgekehrt seien L € Gl (F) und R € Mon, (F) mit LGR = H. Dann ist
LG ebenfalls eine Generatormatrix von C' und R vermittelt nach Satz 17.32
einen Isomorphismus von C' auf D. a

Beispiel 17.33. Die bindren [5, 2]-Codes mit den Generatormatrizen
10110 01111
G‘(01111> und H‘(10110)

sind isomorph, denn es gilt
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10000

01 00100

11 G|101000 | =H.
00001
00010

Eine Generatormatrix G eines [n, k]-Codes C kann durch elementare Zei-
lenumformungen in eine Matrix iiberfithrt werden, deren Spalten die Einheits-
vektoren von F* enthalten. Diese Matrix lisst sich durch Spaltenvertauschun-
gen auf kanonische Form H = (I k A) bringen. Elementare Zeilenumformun-
gen entsprechen einer Linksmultiplikation von G mit einer reguldren Matrix
L € Gli(F) und Spaltenvertauschungen einer Rechtsmultiplikation mit einer
Permutationsmatrix R. Es folgt H = LGR. Mit Satz 17.32 ergibt sich der
folgende

Satz 17.34. Jeder Linearcode ist isomorph zu einem Linearcode mit kanoni-
scher Generatormatriz.

Ein Test fiir Permutationsisomorphie

Zwei Linearcodes heiflen permutationsisomorph, wenn es einen Isomorphismus
zwischen den Codes gibt, die durch eine Permutationsmatrix vermittelt wird.
Sei C' ein Linearcode mit Generatormatrix G und D ein Linearcode mit Gene-
ratormatrix H. Nach Satz 17.32 sind C' und D permutationsisomorph genau
dann, wenn es eine regulére Matrix L € Gli(F) und eine Permutationsmatrix
R gibt, sodass H = LGR.

Wir entwickeln einen Test auf Permutationsisomorphie, der auf zwei Be-
obachtungen fufit. Erstens bildet eine regulidre Matrix L € Gl (F) je k linear
unabhiingige Spalten von G auf k linear unabhiingige Spalten von HR~! ab.
Bezeichne G, 1 die k x |I|-Teilmatrix von G, die aus den Spalten mit den
Indizes in I C n gebildet wird. Ist G ; regulédr, dann heifit I eine Informa-
tionsmenge von G. Ist I eine Informationsmenge von G, so ist auch LG, 1
regulir und somit eine Informationsmenge von HR~!. Eine regulire Matrix
L bildet also Informationsmengen auf Informationsmengen ab.

Zweitens unterscheiden sich die Matrizen H und HR~! nur um die Spal-
tenpermutation R’ = R~!. Wir kénnen diese Permutation vernachlissigen,
wenn die Spalten beider Matrizen hinsichtlich einer festen totalen Ordnung
sortiert sind. Die zu H gehérende sortierte Matrix wird mit sort(H) bezeich-
net. Folglich unterscheiden sich k x n-Matrizen G und H um eine Spaltenper-
mutation genau dann, wenn sort(G) = sort(H).

Beispiel 17.35. Hinsichtlich der lexikographen Ordnung der Spalten (0 < 1)
gilt
10110 00111
sort 01111 =[111011
10101 01101
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Algorithmus 17.2 PERMISOTEST(C, y)

Eingabe: Generatormatrizen G und H
Ausgabe: true falls permutationsisomorph, false sonst.
I := Informationsmenge von G
: for all Informationsmenge J von H do

L = H.,G.}

if sort(LG) - sort(H) then

return true

end if
end for
return false

Satz 17.36. Seien C und D zwei [n, k]-Codes iiber F. Sei G eine Genera-
tormatriz von C und H eine Generatormatriz von D. Die Codes C' und
D sind permutationsisomorph genau dann, wenn PERMISOTEST (G, H) den
Wert true liefert.

Beweis. Seien C' und D permutationsisomorph. Definitionsgemé&f gibt es ei-
ne regulire Matrix L € Glg(F) und eine Permutationsmatrix R, sodass
LGR = H. Die Matrix L bildet die Informationsmenge I von G auf eine
Informationsmenge J von D ab, die sicherlich in der Laufschleife generiert
wird. Die Matrizen LG und H unterscheiden sich um eine Spaltenpermutati-
on, woraus sort(LG) = sort(H) folgt. Also liefert der Algorithmus true.
Umgekehrt liefere der Algorithmus true. Dann gibt es eine regulédre Matrix
L = H, ;G.} mit sort(LG) = sort(H). Somit unterscheiden sich LG und H
nur um eine Permutationsmatrix R und es folgt LGR = H. Mithin sind C
und D permutationsisomorph. O

Beispiel 17.37. Wir betrachten binére [5,2]-Codes C' und D mit Generator-
matrizen
10101 00111
G<01011> und H(11110)'
Eine Informationsmenge von G ist I = {1,2}, also G, ; = I>. Die Informati-

onsmengen von H sind {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,5} und
(4,5}, Fiir J = {2,3} gilt

L:H*,J:(?})7 also LG:((l)i(l)}(l))

Die Matrizen LG und H unterscheiden sich nur um eine Spaltenvertauschung

sort(LG) = (? (1) é 1 1) = sort(H).

Also sind beide Codes permutationsisomorph.
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Die Komplexitit von PERMISOTEST héngt von der Anzahl der Informations-
mengen von H ab. Schlimmstenfalls ist jede k-Teilmenge von n eine Informa-
tionsmenge. Der Code H besitzt dann (Z) Informationsmengen. Mithin ist D
ein Code vom Geschlecht 0.

17.4 Berechnung des Minimalabstandes

Wir behandeln einen Algorithmus zur Berechnung des Minimalabstands eines
Linearcodes. Zunichst stellen wir die Idee des Verfahrens vor. Sei C ein [n, k]-
Code iiber F,. Wir konstruieren eine aufsteigende Folge von Teilmengen des
Codes C'

Co={0}CCiCCrCC5C... (17.33)

und berechnen das Minimalgewicht jeder Teilmenge C;
d; = min{wt(c) | ¢ € C;,c # 0}. (17.34)

Die Folge der Gewichte d; ist schwach monoton fallend
dy>dy>ds>.... (17.35)

Das Minimalgewicht der nicht in C; liegenden Codevektoren wird nach unten
abgeschétzt

d; =m(i+1) <min{wt(c) | c € C'\ C;}, (17.36)

wobei m > 0 eine noch festzulegende Konstante ist. Die Folge dieser Schranken
ist streng monoton wachsend

dy <dy <dyg<.... (17.37)

Die beiden Folgen kreuzen sich, d. h., es gibt einen kleinsten Index ¢ mit der
Eigenschaft d; < d;. Der Minimalabstand von C ist dann d¢ = d; und ein
minimalgewichtiger Codevektor liegt in C;.

Der Algorithmus hat als Eingabe eine kanonische Generatormatrix G = G
von C'

Gr= (Ir A1) (17.38)

Hat die Blockmatrix A; den Rang k, dann wird eine zweite Generatormatrix
(G2 berechnet, wobei elementare Zeilenoperationen auf G; und Spaltenvertau-
schungen auf A; angewendet werden. Die resultierende Matrix hat die Form

Go= (Ba Iy As), (17.39)

wobei die k x k-Matrix By aus der Einheitsmatrix I, vermoge elementarer Zei-
lenoperationen entsteht. Hat auch Ay den Rang k, wird diese Konstruktion
fortgefithrt. Seien Gy, . . ., G,, die auf diese Weise konstruierten Generatorma-
trizen.
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Die Menge C; besteht aus allen Codevektoren, die durch Nachrichten vom
Hamming-Gewicht < ¢ vermoége der m Generatormatrizen codierbar sind

C; = |J{aG, | a € FE, wt(a) < i}. (17.40)

Jj=1

Die konstruierten Generatormatrizen erzeugen Linearcodes, die sich von
C durch Spaltenvertauschungen unterscheiden. Jede solche Generatormatrix
kann in eine Generatormatrix von C' durch entsprechende Spaltenvertauschun-
gen iibergefithrt werden. Eine explizite Konstruktion solcher Matrizen ist nicht
notwendig, weil sich der Minimalabstand durch Spaltenvertauschungen nicht
dndert.

Schliellich wird das Minimalgewicht der Codevektoren in C; abgeschétzt.
Ein Codevektor ¢ € C' liegt nicht in C; genau dann, wenn zu jedem j €
{1,...,m} eine Nachricht () € F¥ mit dem Hamming-Gewicht > i + 1
existiert, so dass ¢ = a(j)Gj. Der Codevektor

c=aPG; =a" (Bj Ir 4;), wt(aW)) =i+1, (17.41)

hat in den Spalten, an denen die Einheitsmatrix I steht, das Hamming-
Gewicht ¢ + 1. Die Einheitsmatrizen I unterschiedlicher Generatormatri-
zen G; stehen aber an disjunkten Spaltenpositionen. Also hat der Vektor c
Hamming-Gewicht > m(i + 1). Eine untere Schranke fiir das Minimalgewicht
der nicht in C; liegenden Codevektoren ist also

d; =m(i+1). (17.42)

Dieses Verfahren wird durch den Brouwer-Zimmermann-Algorithmus imple-
mentiert (Alg. 17.3). Die Effizienz dieses Algorithmus’ hingt von der Anzahl
der erzeugbaren Generatormatrizen ab. Je mehr Generatormatrizen erzeugt
werden konnen, desto gréfer ist untere Schranke und desto schneller termi-
niert der Algorithmus.

Beispiel 17.38. Sei C' ein binirer [7, 3]-Code mit der Generatormatrix

10011011
Gi=10101101
0010111

Im Algorithmus wird noch eine zweite Generatormatrix konstruiert

0111001
Gy=1110/010]1
111j001j0

Die Menge C; besteht aus den Zeilen der beiden Generatormatrizen und
hat somit das Minimalgewicht d; = 4. Die untere Schranke fiir das Mini-
malgewicht der nicht in C; liegenden Codevektoren ist d; = 4. Folglich ist
de = d; = 4 der Minimalabstand von C.
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Algorithmus 17.3 MINIMALDISTANCE(G)

Eingabe: Generatormatrix G = G1 = (I;c A1) eines Linearcodes C

Ausgabe: Minimalgewicht d von C

I:m:=1

2: while rg(A..) =k do

3: bilde Gim+1 = (Bm+1 I Am+1) {aus Gy, = (Bm I Am) durch elementare
Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen von A,,, sodass A,, mit I
beginnt}
m:=m-+1

end while

Co = {O}

1 :=0

repeat

9: i =1+1

10:  C; = Ci—1 U UTzl{an |a € FE wt(a) =i}

11:  d; := min{wt(c) | c € Ci,c # 0}

12: d, == m=x*(i+1)

13: until d, > d;

14: d := d;

15: return d

17.5 Schranken

Schranken geben dariiber Auskunft, in welcher Weise die Parameter eines
Linearcodes voneinander abhéngen.

Singleton-Schranke
Satz 17.39. Fiir jeden [n, k]-Code gilt
dc <n—-k+1 (17.43)

Beweis. Sei C ein [n, k]-Code. O.B.d.A. besitze C eine kanonische Genera-
tormatrix G = (I A). Der i-te Einheitsvektor e wird codiert zu e(VG =
(@, e A) und hat somit Hamming-Gewicht < 14 n — k. O

Das Geschlecht eines [n, k]-Codes C' ist die Zahl n—k+1—d¢. Ein Linearcode
vom Geschlecht 0 geniigt der Singleton-Schranke mit Gleichheit do = n—k+1
und wird Mazimum-Distance-Separable-Code (MDS-Code) genannt.

Drei Linearcodes vom Geschlecht 0 gibt es fiir jede Lénge n und {iber
jedem Alphabet Fy, den [n, 1, n]-Wiederholungscode, ein solcher Code hat die
Generatormatrix

(11...1),
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den (vollen) [n,n,1]-Code, ein solcher Code hat die Einheitsmatrix I,, als
Generatormatrix, und den [n,n — 1, 2]-Paritétskontrollcode, ein solcher Code
hat die Generatormatrix
-1
I,_1]| :
-1
Diese drei Linearcodes werden als triviale Codes bezeichnet.

Satz 17.40. Fir jeden [n, k]-Code C iiber Fy sind dquivalent:

e (' ist vom Geschlecht 0.
o In jeder Kontrollmatrix von C' sind je n — k Spalten linear unabhdngig.
o (Ot ist vom Geschlecht 0.

o In jeder Generatormatriz von C sind je k Spalten linear unabhdngig.

Beweis. Nach Satz 17.4 und der Singleton-Schranke sind die ersten beiden
Aussagen gleichwertig. Die Kontrollmatrizen von C' sind genau die Genera-
tormatrizen von C*. Also sind auch die letzten beiden Aussagen #quivalent.
Wir zeigen noch, dass die erste und dritte Aussage gleichwertig sind.

Sei C vom Geschlecht 0. Angenommen, C* enthielte einen Vektor ¢ # 0
vom Hamming-Gewicht < k. Der Vektor ¢ kann zu einer Basis von C* erginzt
werden, die dann als Zeilen einer Generatormatrix H von O fungieren. Die
zum Vektor ¢ gehorende Zeile hat mindestens n — k Nullen. Somit kénnen
nicht je n — k Spalten von H linear unabhéngig sein. Nach Satz 17.12 hat
C widerspriichlicherweise Minimalabstand < n — k + 1. Also hat C* den
Minimalabstand d- > k+ 1. Die Singleton-Schranke liefert fiir C+ aber d- <
n — (n — k) +1 =k + 1. Mithin besitzt C* den Minimalabstand &k + 1, d. h.
C* ist vom Geschlecht 0. Wegen Satz 17.3 gilt auch die Umkehrung. O

Hamming-Schranke

Satz 17.41. Fir jeden [n,k,d]-Code iber F, gilt

L(d—zl)/QJ (n
K

q l) (¢—1)" <q™ (17.44)

=0

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn die Vereinigung aller abgeschlossenen
Kugeln vom Radius |(d—1)/2] um die Codewdrter den gesamten Vektorraum
[y dberdeckt.

Beweis. Die Anzahl der Vektoren, die von einem Vektor ¢ den Hammingab-
stand ¢ haben, ist (7)(¢ — 1)°. Denn es gibt () Méglichkeiten, i Kompo-
nenten von ¢ auszuwihlen, und (¢ — 1)* Moglichkeiten, diese Komponenten
abzudndern. Die linke Seite der Ungleichung ist also die Anzahl der Vektoren
in den abgeschlossenen Kugel vom Radius |(d—1)/2] um die Codewérter. Da

diese Kugeln disjunkt sind, ist die Summe héchstens [Fy| = ¢". O
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Ein Linearcode heifit perfekt, wenn er die Hamming-Schranke (17.44) mit
Gleichheit erfiillt. Zu den perfekten Codes gehoren die Hamming-Codes.

Ein m-ter bindrer Hamming-Code ist ein Linearcode, dessen Kontrollma-
trix H,, aus den von 0 verschiedenen Elementen in F3' als Spalten gebildet
wird. Das Vertauschen von Spalten liefert einen Code mit denselben Parame-
tern, weshalb von dem m-ten bindren Hamming-Code gesprochen wird. Die
Kontrollmatrizen der ersten drei bindren Hamming-Codes lauten

H1: (1)7
101
H2<011)’
1010101
Hy= (0110011
0001111

Satz 17.42. Fir jede Zahl m > 2 ist der m-te bindre Hamming-Code ein
perfekter 2™ — 1,2™ — m — 1, 3]-Code.

Beweis. Die Kontrollmatrix H,, ist eine m x (2™ — 1)-Matrix vom Rang m.
Also ist der m-te bindre Hamming-Code ein Linearcode der Lénge n = 2™ —1
und Dimension k& = 2™ — m — 1. Je zwei Spalten von H,, sind voneinander
verschieden und somit linear unabhéngig tiber Fy. Die Matrix H,, enthilt
wegen m > 2 wenigstens drei linear abhéngige Spalten. Nach Satz 17.12 hat
der m-te bindre Hamming-Code den Minimalabstand d = 3. Dieser Code ist
perfekt, weil die Hamming-Schranke nach Satz 10.3 mit Gleichheit erfiillt wird

L(d—1)/2] n LI
2 (-0

1=0 =0

O

Der m-te bindre Hamming-Code C' ist 1-Fehler-korrigierend. Nach Satz 17.17
liegen die Einheitsvektoren in verschiedenen affinen Unterrdumen von Iﬁ‘gmfl
in Richtung C und sind somit Minimalvektoren. Andererseits gibt es genau
2™ Syndrome. Also gibt es auler den Einheitsvektoren und dem Nullvektor

keine weiteren Minimalvektoren.

Griesmer-Schranke

Satz 17.43. Fir jeden [n, k,d]-Code tber Fy gilt

k—1

n>Y [d/q. (17.45)

i~

~
Il
o
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Beweis. Der Fall k = 1ist klar. Sei £ > 2 und N, (k,d) die Liange des kiirzesten
Linearcodes iiber F, mit Dimension k und Minimalabstand d. Wir zeigen

N,;(k,d) Z d+Nq(k7 17 [d/Q])

Sei C ein [Ny(k,d), k,d]-Code und ¢ € C vom Hamming-Gewicht d. Der Vek-
tor ¢ kann zu einer Basis von C ergénzt werden, die dann als Zeilen einer
Generatormatrix G von C' fungieren. Der Vektor ¢ kann durch Spaltenvertau-
schung in den Vektor w = 1...10...0 = 190"~ ¢ transformiert werden. Der
resultierende Code besitzt eine Generatormatrix, die w als erste Zeile enthilt

11...1/00...0
o (Fatar)

wobei G eine (k — 1) x d-Matrix und G eine (k — 1) x (Ng(k,d) — d)-
Matrix. Wir behaupten, dass G2 den Rang k — 1 hat. Andernfalls konnten wir
nédmlich annehmen, dass die erste Zeile von G2 aus lauter Nullen bestiinde. Die
entsprechende Zeile von G miisste dann lauter von 0 verschiedene Elemen-
te enthalten. Durch elementare Zeilenumformungen kénnte dann aber noch
ein Eintrag der ersten Zeile von G zu 0 gemacht werden. Dieser Codevektor
hatte dann widerspriichlicherweise das Gewicht < d. Also erzeugt G5 einen
[Ng(k,d) — d, k —1,ds]-Code Cs.

Sei ¢ = (¢, c?)) € C mit ¢? € Cy und wt(c®) = da. Aus Anzahl-
griinden gibt es ein a € F,, das mindestens [d/q]-mal in ¢*) vorkommt.
Durch Subtrahieren des a-fachen der ersten Zeile w von G folgt

d < wt(c—aw) < (d—[d/q]) + da,

also dy > [d/q] und damit Ny(k —1,d2) > Ng(k —1,[d/q]). Hieraus erhellt
sich
d+ Ny(k—1,d3) = Ny(k,d).
—_———

>Nq(k—1,[d/q])

Diese Ungleichung liefert die Behauptung, wenn sie iteriert wird

E
[}

k—1
No(k,d) = ... 2 | [d/q"] + No(1,[d/q"11) = ) "[d/q"].

—fajg-

-
Il
=)
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Der duale Code des m-ten bindren Hamming-Codes heifit m-ter bindrer
Simplex-Code.

Satz 17.44. Der m-te bindre Simplex-Code ist ein [2™ — 1,m,2™m~1]-Code,
in dem alle von 0 verschiedenen Codevektoren das Hamming-Gewicht 2™ !
haben.

Beweis. Jede Kontrollmatrix des m-ten bindren Hamming-Codes ist eine Ge-
neratormatrix des m-ten binéiren Simplex-Codes. Also ist der m-te binére
Simplex-Code ein Linearcode der Linge n = 2" — 1 und Dimension k = m.
Die Spalten der Generatormatrix H,, des m-ten bindren Simplex-Codes seien
mit A, ..., h(") bezeichnet. Dann wird eine Nachricht a € FJ* codiert zum
Codewort

aH,, = ((a, hMY, .0 (a, AY).

Die Linearform F3* — Fy : h +— (a, h) ist surjektiv fiir jedes a # 0. Wenn h den
Vektorraum F5* durchlduft, wird jeder Bildwert in {0, 1} gleichoft angenom-
men, also (2™~!)-mal. Die Spalten h(") von H sind die von 0 verschiedenen
Vektoren in F5*. Mithin besitzt der Codevektor aH,, das Hamming-Gewicht
2m—1, O

Beispielsweise ist der duale Code des binéren [7,4,3]-Hamming-Codes ein
[7,3, 4]-Simplex-Code. Die binédren Simplex-Codes erreichen die Griesmer-
Schranke mit Gleichheit.

Gilbert-Varshamov-Schranke
Satz 17.45. Seien n, k und d natirliche Zahlen und eine Primzahlpotenz g
mit

d—2

=0
Dann gibt es einen [n, k|-Code dber Fy mit dem Minimalabstand > d.

Beweis. Sei n = k. Die Ungleichung ist nur fiir d = 1 erfiillt. Der gesuchte
Code ist der [n,n,1]-Code C' = Fy.
Sei n—k > 1. Es wird ein [n, k]-Code iiber I, anhand einer Kontrollmatrix

H=(nW .. nm)

konstruiert, in der je d — 1 Spalten linear unabhéngig sind. Dieser Code hat
dann nach Satz 17.12 Minimalabstand > d.
Angenommen, eine (n — k) x i-Matrix

H=(hW . a0,
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in der je min{¢,d — 1} Spalten linear unabhéngig sind, sei schon konstruiert.
Fiir i = 1 braucht nur ein Vektor h(!) # 0 gew#hlt zu werden. Jede Linearkom-
bination aus héchstens I = min{i, d—2} der Vektoren (V) ... h() wird durch
die Koeffizienten eindeutig festgelegt. Die Anzahl dieser Linearkombinationen
ist

Aufgrund der Ungleichung
L /i R gy <
S (e =X (" a-vi<a
=\ =\

existiert ein Vektor AU*1 in F;‘_k, der keine derartige Linearkombination
besitzt. Also sind in der um hU*Y erginzten (n — k) x (i + 1)-Matrix je
min{i + 1,d — 1} Spalten linear unabhéngig. O

Jede Schranke besitzt eine diskrete Version fiir feste Lénge n und eine
asymptotische Form fiir n gegen co. Letztere ergibt sich jeweils aus der diskre-
ten Version, indem die Schranke als Funktion der Informationsrate R = k/n

und der Fehlerkorrekturrate A = d/n geschrieben wird. Auf diese Weise ldsst
sich die Singleton-Schranke d < n — k + 1 schreiben als

A<1-R+1/n. (17.47)

Der Ubergang n — oo ergibt (bei festem R und )\) den asymptotisch zu
verstehenden Ausdruck

A<1-R (17.48)

Die asymptotische Version der Singleton-, Hamming- und Gilbert-Varshamov-
Schranke fiir binére Linearcodes zeigt die Abb. 17.5. Zu jedem binéren Linear-
code gibt es einen Punkt in diesem Graphen. Linearcodes mit hinreichend
grofer Lange und hohem Minimalabstand liegen in dem durch Hamming-
und Gilbert-Varshamov-Schranke begrenzten Gebiet.

17.6 Modifikation und Kombination

Gute Linearcodes lassen sich oft durch sukzessive Modifikation und Kombi-
nation von bekannten Linearcodes erhalten.

Modifikation
Sei C ein [n, k]-Code iiber Fy mit der Generatormatrix

G= (g g . gm). (17.49)
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0.8+
0.6
0.4+

0z]
GV

0 02 04 056 08 1
Abb. 17.5. Asymptotische Singleton- (S), Hamming- (H) und Gilbert-Varshamov-
Schranke (GV) fiir binére Linearcodes.

Der erweiterte Code von C entsteht aus C' durch Anhéngen einer Paritétsstelle
Par(C) = {(c1,. .-, ¢n,cnt1) | c€ Ciepnp1 = — zn:cl} (17.50)
i=1
Dies ist ein [n + 1, k]-Code mit der Generatormatrix
(g g® . g g+ - wobei ¢(tY = —ig(i). (17.51)
i=1

Fiir den Minimalabstand P = Par(C) gilt
do <dp < dc + 1. (17.52)

Der erweiterte Code P eines binédren Linearcodes C besteht nur aus Vektoren
von geradem Gewicht. Ist also do ungerade, dann ist dp = d¢ + 1.

Beispiel 17.46. Der binére [7, 4, 3]-Hamming-Code wird erzeugt von der Ma-
trix

1101000

1010100

0110010

1110001
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Der erweitere Code ist ein selbstdualer [8, 4,4]-Code mit der Generatormatrix

11010001
10101001
01100101
11100011

Der punktierte Code von C' ist ein Linearcode Pu(C), der aus C' durch
Streichen einer (hier der letzten) Komponente entsteht. Dieser Code hat die
Generatormatrix

(g(l) g® . g(”fl)) . (17.53)

Beispiel 17.47. Der punktierte Code des [7,4]-Hamming-Codes ist ein [6, 4, 2]-
Code mit der Generatormatrix

110100
101010
011001
111000

Die Generatormatrix von C kann (nach eventueller Zeilenumordnung) ge-
schrieben werden in der Form

G = : (17.54)

Der verkiirzte Code von C' ist ein Linearcode V(C), der von der Matrix G’
erzeugt wird. Dieser Code ist also ein [n — 1,k — 1]-Code.

Beispiel 17.48. Der verkiirzte Code des [7, 4, 3]-Hamming-Codes ist ein [6, 3, 3]-
Code mit der Generatormatrix

110100
G'=|101010
011001

Kombination

Sei C' ein [m, k]-Code iiber F, mit der Generatormatrix G und sei D ein [n,[]-
Code iiber F, mit der Generatormatrix H. Die Summe C + D von C und D
ist der Linearcode iiber IF; mit der Generatormatrix

(52). (17.55)
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Fiir diesen Code gilt
C+D={(cd)]|ceC,de D}. (17.56)

Es handelt sich um einen [m + n,k + []-Code mit dem Minimalabstand
min{dc,dp}, denn fiir alle (¢,d) € C + D gilt wt(c,d) = wt(c) + wt(d).

Beispiel 17.49. Sei C' der binére [4, 3, 2]-Paritéitskontrollcode und sei D der
binére [3, 1, 3]-Wiederholungscode. Die Summe C + D ist ein binérer [7,4, 2]-
Code mit der Generatormatrix

1001000

01011000
00111000

0000|111

Sei m = n. Die Plotkin-Summe von C und D iiber [y ist ein Linearcode

mit der Generatormatrix
GG
( 0 H> . (17.57)

Dieser Code wird mit C' @ D bezeichnet. Es gilt

C®D={(c,e+d)|ceC,de D}. (17.58)
Diese Konstruktion wird auch u | u + v-Konstruktion genannt, weil alle Co-
devektoren eben diese Gestalt besitzen.

Satz 17.50. Sei C' ein [n,k]-Code iber Fy und D ein [n,l]-Code diber F,.
Die Plotkin-Summe C @& D ist ein [2n, k + 1]-Code mit dem Minimalabstand
min{2d¢c,dp}.

Beweis. Die Aussagen iiber Liange und Dimension sind klar. Fiir den Ham-
ming-Abstand zweier Codevektoren (¢, ¢+ d) und (¢, ¢ + d’) gilt

dle,d)+d(c+d,d +d)=wt(c—c)+wtlc— +d—d).

Im Falle d = d’ ist diese Summe gleich 2d(c,¢’) > 2dc. Andernfalls wird sie
nach unten abgeschétzt durch

wt(c— ') +wt(d —d') —wt(c— ) = wt(d — d') > dp.
O
Beispiel 17.51. Sei C der binire [4, 3, 2]-Parititscode und D der [4,1,4]-Wie-

derholungscode. Die Plotkin-Summe C' @ D ist ein selbstdualer [8, 4, 4]-Code
mit der Generatormatrix

1001|1001
01010101
00110011

0000j1111
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Suche nach guten Linearcodes

Fiir die Praxis werden [n, k]-Codes iiber F, mit gréfitmoglichem Minimalab-
stand gesucht

dq(n, k) = max{d | es existiert ein [n, k, d]-Code iiber F,}.  (17.59)

Ein allgemeines Verfahren zur Berechnung von d,(n, k) fiir beliebige n, k und
q gibt es (bislang) nicht.

Wir stellen ein Verfahren vor, mit dem Linearcodes modifiziert und kom-
biniert werden kénnen, um neue, eventuell bessere Linearcodes zu erhalten.
Die jeweils berechneten Linearcodes iiber IF; werden in einer Tabelle gespei-
chert. Anfangs ist die Tabelle leer. Sobald ein Code der Lange n iiber F, in die
Tabelle eingefiigt wird, werden automatisch die trivialen Codes iiber F, bis
zur Lange n hinzugefiigt. Ein [n, k]-Code iiber F, wird eingefiigt, wenn sein
Minimalabstand entweder grofler ist als der Minimalabstand der gespeicher-
ten [n, k]-Codes, oder gleich ist dem Minimalabstand der gespeicherten [n, k]-
Codes und der neue Code zu keinem der gespeicherten Codes isomorph ist.
Fiir das Einfiigen von Codes wird eine rekursive Prozedur (Alg. 17.4) benutzt.
Diese Routine gewéhrleistet, dass die Tabelle invariant ist unter den verwen-

Algorithmus 17.4 UPDATE(C)

Eingabe: linearer Code C'
1: global T {Codetabelle}
2: if C verbessert T then
3: T :=Tu{C}
: for all Modifikation P von C do

4
5 UPDATE(P)

6: end for

7 for all Modifikation P von C* do
8 UPDATE(P)

9: end for

0: end if

deten Modifikationen und unter Dualitdt. D. h., die Tabelle kann nicht durch
Modifizierung oder Dualisierung der gespeicherten Codes verbessert werden.
Eine invariante Tabelle ldsst sich nur von auflen durch das Einfiigen neuer
Codes verbessern. Invariante Tabellen mit unteren und oberen Schranken fiir
den Minimalabstand wurden zuerst von T. Verhoeff erzeugt.

Hier sind drei neue Linearcodes iiber F,, die mit diesem Verfahren gefun-
den wurden

n k d uS-oS Spur
3624 8 7-9 CyP3dP2P2
4131 7 6-8 CyP3dP2P2P4dP2P2
44 8 27 26-28 CyP3dP2P2
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In der Spalte uS-oS wird auf die von A. Brouwer verwaltete Tabelle der bes-
ten bekannten Linearcodes verwiesen. Dort sind untere (uS) und obere (0S)
Schranken fiir den Minimalabstand angegeben. Der Spur-Eintrag besagt, dass
alle drei Codes aus zyklischen Codes (Cy) durch sukzessives Erweitern (P2),
Punktieren (P3) bzw. Verkiirzen (P4) hervorgegangen sind. Der Priifix d be-
zieht sich auf den jeweilig dualen Code.

Selbsttestaufgaben

17.1. Gegeben sei der binére [7,3]-Code C' mit der Generatormatrix

1001100
0100110 ).
0010011

Bestimme ein Kontrollmatrix von €, den Minimalabstand von C und C* sowie die
Minimalvektoren von C' und C*.

17.2. Zwei Linearcodes C und D der Linge n iiber Fy heifilen isomorph, wenn es eine
monomiale Abbildung ¢ : Fy — [ gibt, so dass ¢(C) = D. Eine Abbildung heifit
monomial, wenn sie durch Linksmultiplikation mit einer n x n-Matrix beschrieben
wird, die in jeder Zeile und Spalte genau einen von 0 verschiedenen Eintrag enthélt.
Zeige, dass isomorphe Linearcodes gleichen Minimalabstand haben.

17.3. Ein Blockcode der Liéinge n iiber [F, heifit abstandshomogen, wenn fiir jedes 1,
0 < i < n die Anzahl A;(c) = |{c' € C'| d(c,c') = i} aller Codewdrter, die zu einem
gegebenen Codewort ¢ den Hamming-Abstand ¢ haben, nicht von dem speziellen
Codewort ¢ abhéngt. Zeige, dass Linearcodes abstandshomogen sind.

17.4. Beweise den Satz 17.3.
17.5. Bestimme den dualen Code des binéren [5, 2]-Codes aus 17.2.
17.6. Beweise das Lemma 17.5.

17.7. Sei U ein Unterraum eines [F-Vektorraums V. Der Faktorraum V/U von V
nach U ist die Menge aller affinen Unterrdume von V in Richtung U. Zeige, dass
V/U zusammen mit der Addition (v + U) + (w + U) := (v + w) + U und der
Skalarmultiplikation k(v +U) := (kv) + U, u,v € V und « € IF, einen F-Vektorraum
bildet.

17.8.Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen [F-Vektorrdumen V und
W. Zeige, dass der Kern U = ker f ein Unterraum von V und das Bild f(V) ein
Unterraum von W ist. Zeige, dass V/U — f(V) : v+ U — f(v) eine bijektive lineare
Abbildung ist.

17.9. Zeige, dass fiir alle u,v € Fy gilt wt(u+v) = wt(u) +wt(v) — 2wt(u-v), wobei
w-v = (ULV1, ..., UnVn).
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17.10. Sei C ein bindrer Linearcode. Zeige, dass entweder alle Codevektoren von
C' gerades Gewicht haben oder die Hélfte gerades und die andere Héilfte ungerades
Gewicht besitzen.

17.11. Sei C ein binérer Linearcode. Zeige, dass alle Codevektoren von C' entweder
mit 0 beginnen oder die Hilfte mit 0 und die andere Hilfte mit 1 anfangen.

17.12. (Gleichverteilungsprinzip) Sei C' ein [n, k]-Code iiber Fy und 1 < i < n. Fiir
jedes k € Fy sei £;(k) die Anzahl aller Codewérter von C mit i-ter Komponente k.
Zeige, dass entweder £;(0) = ¢" oder £;(x) = ¢"* fiir alle x € F,.

17.13. Fiir welche n gibt es ternire [n,n — 4, 3]-Codes?

17.14. Sei C ein [n, k]-Code iiber Fy. Die Automorphismengruppe von C besteht
aus allen monomialen Abbildungen ¢ : Fy — 7 mit ¢(C) = C. Zeige, dass die
Autommorphismengruppe von C* aus den Transponierten der Automorphismen
von C' besteht.

17.15. Berechne den Minimalabstand des ternidren Linearcodes mit der Generator-
matrix

22021000
02202100
00220210
00022021

17.16. Gegeben sei ein [5, 3]-Code iiber F5 mit folgender Generatormatrix

13100
01310 ).
00131

Zeige, dass dieser Code das Geschlecht 0 besitzt.

17.17. Uberlege, welche Linearcodes durch Punktieren oder Verkiirzen des erwei-
terten binéren [8, 4, 4]-Hamming-Codes an ein oder zwei Stellen entstehen.
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Endliche Korper

In diesem Kapitel wird zuerst die allgemeine Theorie der Korpererweiterungen
entwickelt. Auf diese Weise konnen wir endliche Korper als Erweiterungen der
Primkorper Zj, einfithren. Wir zeigen die Existenz und Eindeutigkeit endlicher
Korper, diskutieren den Berlekamp-Algorithmus zur Faktorisierung von Po-
lynomen iiber endlichen Kérpern und behandeln eine wichtige Klasse linearer
Codes, die so genannten Reed-Solomon-Codes.

18.1 Korperweiterungen

Charakteristik eines Koérpers

Lemma 18.1. Sei K ein Korper. Fir das Finselement in K gilt entweder
nl=1+4+...4+1=0 fir einn >1 oder nl # 0 fiir alle n > 1. Im ersten Fall
ist die kleinste natiirliche Zahl p > 0 mit p1 = 0 eine Primzahl.

Beweis. Die beiden Félle sind klar. Angenommen, es wére p > 1 mit pl = 0,
aber p nicht prim, mithin p = ab fiir ganze Zahlen a,b > 1. Dann folgt
0 = pl = (al)(b1). Da K nullteilerfrei ist, ergibt sich al = 0 oder bl = 0, was
der Minimali&t von p widerspricht. O

Im ersten Fall wird K als Korper der Charakteristik p bezeichnet und im
zweiten Fall als Korper der Charakteristik 0.

Satz 18.2. Jeder Korper der Charakteristik p > 0 enthdilt einen zu Zj, iso-
morphen Unterkorper.

Beweis. Sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0. Fiir die Menge P = {al |
a € Z} aller Vielfachen von 1 in K gilt nach dem Divisionssatz

P={al|0<a<p-—1} (18.1)
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Fiir beliebige al,bl € P gilt al + b1 = c1, wobei ¢ = (a + b) modp, und
(al)(bl) = d1, wobei d = ab modp. Offenbar bildet P einen Unterring von
K. Zu jedem Element al # 0 in P gibt es nach dem Satz von Bezout ganze
Zahlen s und ¢ mit sa + tp = 1. Folglich ist (s1)(al) = 1 in K und somit s1
das Inverse von al. Also ist P ein Koérper. Die Zuordnung ¢ : a — al liefert
einen Isomorphismus von Z, auf P. O

Satz 18.3. Jeder Kdrper der Charakteristik 0 besitzt einen zu Q isomorphen
Unterkorper.

Beweis. Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Die Menge
P={(al)(b1)"'|a€Zbe Z\{0}} (18.2)

bildet einen Unterkorper von K. Die Zuordnung ¢ : ¢ + (al)(b1)~! definiert

einen Isomorphismus von Q auf P. O

Der Kérper Zj, heifit Primkorper der Charakteristik p > 0 und der Kérper Q
Primkérper der Charakteristik 0.

Auswertung von Polynomen

Satz 18.4. SeilL eine Korpererweiterung von K und sei « € L. Die Abbildung
No : Klz] = L: f— f(«) ist ein Homomorphismus.

Das Bild von 14, Kla] = {f(a) | f € K[z]}, ist ein Unterring von L.

Der Kern von 14, ker(ne) = {f(a) | f € K[z]}, ist entweder {0} oder
besteht aus allen Vielfachen eines Polynoms g € Klz], das minimalen Grad
unter allen Polynomen in K[z] besitzt, die «a als Nullstelle haben.

Beweis. Nach Satz 16.17 ist 7, ein Homomorphismus und nach 12.10 ist das
Bild von 7, ein Unterring von L.

Ist 7, injektiv, dann ist ker(n,) = {0}. Andernfalls gibt es ein Polynom
f # 0 in K[z] mit f(a) = 0. Sei g € ker(n,) ein Polynom minimalen Grades
n > 1. Fiir jedes Polynom f € ker(n,) gilt nach dem Divisionssatz f = qg+r,
wobei ¢, € K[z] und r = 0 oder grad(r) < n. Durch Einsetzen von « ergibt
sich 0 = f(a) = ¢(a)g(a) + r(a) = r(a). Also ist r € ker(n,). Aufgrund der
Wahl von g folgt » = 0. Somit ist jedes Polynom in ker(7,) ein Vielfaches von
g. Umgekehrt liegt jedes Vielfache von g auch in ker(n,,). O

Sei L eine Korpererweiterung von K und sei a € L. Ist 7, injektiv, so
heifit « transzendent iiber K, andernfalls heifit o algebraisch iiber K. Eine
algebraische Zahl iiber K ist Nullstelle eines von 0 verschiedenen Polynoms
itber K, wihrend eine Transzendente iiber K keiner polynomialen Gleichung
mit Koeffizienten aus K gentigt.
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Beispiele 18.5. ¢ Jedes Element o € K ist algebraisch iiber K, weil o Null-
stelle von z — a € K[z] ist.

e Die imaginire Einheit 4 ist nach 16.27 eine Wurzel des Polynoms z2 + 1
und somit algebraisch iiber Q. Die Zahl /2 ist algebraisch iiber Q, weil
sie eine Wurzel von z? — 2 ist.

e Die n-ten Einheitswurzeln sind algebraisch iiber Q, weil sie nach 16.25 die
Nullstellen von 2™ — 1 sind.

e Die Kreiszahl 7 und die eulersche Zahl e sind transzendent iiber Q.

Minimalpolynome

Sei L eine Korpererweiterung von K und sei a € IL algebraisch iiber K. Nach
Satz 18.4 gibt es ein normiertes Polynom minimalen Grades n > 1 iiber K,
das « als Nullstelle besitzt. Dieses Polynom wird Minimalpolynom von « iiber
K genannt.

Satz 18.6. Sei a € L algebraisch iber K.

o Das Minimalpolynom von « tber K ist eindeutig bestimmt und irreduzibel
tiber K.

o Ist f € Klz] irreduzibel, normiert und o eine Wurzel von f, dann ist f
das Minimalpolynom von a diber K.

Beweis. Sei g ein Minimalpolynom von « {iber K. Angenommen, g wére re-
duzibel. Dann gibt es Polynome f, h € K[z] vom Grad > 1 mit g = fh. Durch
Einsetzen von « ergibt sich 0 = g(a) = f(a)h(«). Da L nullteilerfrei ist, folgt
f(a) =0 oder h(a) = 0. O.B.d.A. sei f(«) = 0. Nach Satz 18.4 ist f ein Viel-
faches von g, hat aber widerspriichlicherweise einen kleineren Grad als g. Sei
f ein weiteres Minimalpolynom von « iiber K. Dann ist f ein Teiler von g und
g ein Teiler von f. Nach Lemma 16.4 folgt grad(f) = grad(g). Weiter gibt es
ein h € K[z] mit f = hg. Aus Gradgriinden ist h ein von 0 verschiedenes Ele-
ment in K. Da f und g normiert sind, erhellt sich durch Koeffizientenvergleich
h=1.

Sei f ein normiertes irreduzibles Polynom iiber K mit f(«) = 0. Nach
Satz 18.4 ist f ein Vielfaches von g. Da aber f irreduzibel ist, miissen f und g
assoziiert sein. Also gibt es nach Satz 16.6 ein Element i # 0 in K mit f = hg.
Weil f und g normiert sind, folgt vermoge Koeffizientenvergleich h =1. 0O

Im Folgenden wird das Minimalpolynom einer algebraischen Zahl « tiber
K mit m, bezeichnet.

Beispiele 18.7. « Das Minimalpolynom von « € K ist das lineare Polynom
z—ack.

e Das Minimalpolynom von v/2 iiber Q ist f = 22 — 2, denn f ist normiert,
hat /2 als Wurzel und ist nach 16.28 irreduzibel iiber Q. Das Minimalpo-
lynom der imaginiren Einheit i iiber Q ist f = 2241 nach 16.27 und 16.28.

e Das Minimalpolynom einer n-ten Einheitswurzel iiber Q ist ein Teiler von
" — 1 und wird n-tes Kreisteilungspolynom genannt.
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Endliche Koérpererweiterungen
Satz 18.8. Ist « algebraisch iber K, dann ist K[a] ein Kdrper.

Beweis. Nach 18.4 ist K[a] ein Ring. Es bleibt zu zeigen, dass jedes von 0
verschiedene Element in K[a] invertierbar ist. Sei f € K[z] mit f(«) # 0.
Nach dem Divisionssatz gibt es Polynome ¢,r € Klz] mit f = gm, + 7,
wobei r = 0 oder grad (r) < grad (mg). Durch Einsetzen von « ergibt sich
f(a) = ¢g(a)my(a) + r(a) = r(a). Folglich ist r # 0. Weil m,, irreduzibel ist,
miissen 7 und m, aus Gradgriinden teilerfremd sein. Mithin gibt es nach dem
Satz von Bezout Polynome s, ¢ € K[z] mit mqs+rt = 1. Durch Einsetzen von
« erhellt sich r(a)t(a) = 1. Also ist t(«) invers zu f(«). O

Fiir den Korper K[a] wird iiblicherweise K(«) geschrieben.

Beispiel 18.9. Die Zahl o = v/2 hat das Minimalpolynom z? — 2 iiber Q. Fiir
die Koérpererweiterung Q(v/2) von Q gilt

Q(V2) = {a+bvV2|a,be Q}.

Sei a + br € Q[z] mit a + bv/2 # 0. Mithilfe des erweiterten euklidischen
Algorithmus’ folgt

b? 9 a—bx

Durch Einsetzen von \/5 erhellt sich

a—bv?2

Also ist 4=2Y2 das Inverse von a + bV/2. Wegen a + /2 # 0 kann a? — 22

) a?—2 b'2
nicht verschwinden.

Sei L eine Koérpererweiterung von K. Der Korper L bildet in natiirlicher
Weise einen K- Vektorraum: Die Menge aller Vektoren ist durch die abelsche
Gruppe (L, +,0) gegeben und die Skalarmultiplikation entspricht der Multi-
plikation der Elemente in L (Vektoren) mit den Elementen in K (Skalare).

Ist L ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, so wird L eine endliche
Korpererweiterung von K genannt. Die Dimension des K-Vektorraums L heif3t
der Korpergrad von L dber K, kurz [L : K].

Satz 18.10. Sei a algebraisch iiber K. Der Kiorper K(«) ist eine endliche
Korpererweiterung von K. Hat das Minimalpolynom von « tber K den Grad

n, dann ist K(a) ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit der K-Basis B, =
{1,a,...,a" 1},
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Beweis. Angenommen, « geniigt einer Gleichung iiber K vom Grad m < n
fma™+ ...+ fia+ fo=0, f;ieK

Dann ist f = Y .-, fiz" ein Polynom in K[z] mit f(a) = 0. Nach Satz 18.4
ist f ein Vielfaches von m,. Aus Gradgriinden kann f nur das Nullpolynom
sein. Somit ist B, linear unabhéngig tiber K.

Zu jedem Element f(a) # 0 in K(«) gibt es nach dem Beweis von Satz 18.8
ein Polynom r # 0 in K[z] vom Grad < n mit r(a) = f(«). Damit ist f(«)
als K-Linearkombination der Elemente in B, darstellbar und somit B, ein
K-Erzeugendensystem von K(«). O

Beispiele 18.11. « Der Kérper Q(v2) = {a + bv2 | a,b € Q} ist ein 2-
dimensionaler Q-Vektorraum mit der Basis {1,/2}.

e Der Korper Q(i) = {a+bi| a,b € Q} ist ein 2-dimensionaler Q-Vektorraum
mit der Basis {1,4}, genannt Gauss-Zahlkéirper.

e Der Kérper der komplexen Zahlen C = R(i) = {a + bi | a,b € R} ist ein
2-dimensionaler R-Vektorraum mit der Basis {1,4}.

e Der Kérper Q(v/2) = {a + bV/2 + ¢(V2)? | a,b,c € Q} ist ein 3-
dimensionaler Q-Vektorraum mit der Basis {1, v/2, ( ¥/2)?}, weil die Zahl
/2 das Minimalpolynom ¢ = 3 — 2 iiber Q hat. Die beiden anderen Null-
stellen von g sind /2 €273 und /2 e27%2/3, sie liegen nicht in Q(+/2).

Das letzte Beispiel zeigt, dass im Korper K(a) nicht notwendig alle Nullstellen
des Minimalpolynoms von « iiber K liegen.

Beispiel 18.12. Der Korper Q(+/2) wird so erweitert, dass er alle Wurzeln des
Minimalpolynoms g = z3 — 2 von ¢/2 iiber Q enthilt. Nach dem Wurzelsatz
ist ¢ durch z — /2 teilbar, also

2 =2 = (2 = V) + V2a + (V2)°).

Das Polynom f = 2 4 V/2x + (¥/2)? ist irreduzibel iiber Q(+/2), weil sonst
aus Gradgriinden seine Nullstellen in Q(+/2) liegen. Der Korper Q(+/2) wird
um die Nullstelle 5 = /2 e2m1/3 yon f erweitert

QUIE, V3613 = Q(VR)(V3eF3) = {a + bV | a,b € QD))
Die Elemente von @(\3/5, \3/562”/3) sind also von der Form
ao +a1V2 + az(V2)? + (bo + b1 V2 + ba( V/2)?) V23, a;,b; € Q.

Das Polynom f hat die Nullstelle § in Q(\g/i, V/2e2™/3) und ist somit nach
dem Wurzelsatz durch z— 3 teilbar. In der Tat zerfillt f iiber Q(¥/2, ¥/2e2%/3)
in Linearfaktoren f = (z — 3)(z —~) mit v = /2 *™/3. Demnach liegt auch ~

in @(\3/57 \’3/5627%/3).
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Gradformel

Satz 18.13. Ist M eine endliche Korpererweiterung von I und I eine endli-
che Kérpererweiterung von K, dann ist M ist eine endliche Korpererweiterung
von K und es gilt

M:K]=[M:L] [L:K]. (18.3)

Beweis. Ist {a,...,amn} eine L-Basis von M und {f4,...,8,} eine K-Basis
von L, dann ist {a;5; | 1 <i<n,1 < j < m} eine K-Basis von M. m|

Beispiel 18.14. Fiir den in 18.12 konstruierten Korper Q(/2, ¥/2¢>7/3) gilt

Q(V2, ¥/2e2mi13) @} - [@(ﬁ $/2e2mi/3) . @(3/5)] : [@(3/5) : @} —3.2=6.

18.2 Konstruktion und Eindeutigkeit

Satz 18.15. Zu jedem endlichen Korper K gibt es eine Primzahl p und eine
nattrliche Zahl n mit der Eigenschaft

K| = p". (18.4)

Beweis. Sei K ein endlicher Kérper. Dann hat K definitionsgeméfl Charakte-
ristik p > 0. Nach Satz 18.2 enthilt K den Unterkérper P = {al | 0 < a <
p — 1}. Also ist K ein endlich-dimensionaler P-Vektorraum. Bezeichnet n die
Dimension von K iiber P, dann hat K genau |P|™ = p™ Elemente. O

Konstruktion endlicher Koérper

Ein endlicher Kérper K mit p™ Elementen wird anhand eines normierten ir-
reduziblen Polynoms f = ", fiz’ € Z,[z] vom Grad n konstruiert. Sei « eine
Wurzel von f. Wegen Satz 18.6 ist f das Minimalpolynom von « iiber Z,.
Nach Satz 18.10 ist K = Z,(«) eine endliche Kérpererweiterung von Z, und
ein Z,-Vektorraum mit der Basis B, = {1,,...,a""'}. Jedes Element von
K ist eindeutig darstellbar in der Form

ag+ a4+ ...+ an_1a" a; € L. (18.5)
Zwei Korperelemente werden als Vektoren addiert

(TIZ aiai> + (712 biozi> = ni(ai + b))a’ (18.6)
i=0 i=0

=0
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und als Polynome in o multipliziert
n—1 n—1 2n—2 7
<Z am’) . <Z bial> = Z (Z akbi_k> o' (18.7)
=0 =0 =0 k=0

Die rechte Seite wird in der Basis B, entwickelt, indem die Potenz o™ mithilfe
des Minimalpolynoms von « in der Basis B, représentiert wird

a = —(fo+ fia+ ...+ fro1a" ). (18.8)
Auf diese Weise lassen sich alle Potenzen von « in der Basis B, darstellen.

Beispiel 18.16. Um einen Korper mit vier Elementen zu konstruieren, wird
ein irreduzibles Polynom f = 22 4+ x + 1 vom Grad 2 iiber Z, gewiihlt. Sei o
eine Nullstelle von f, also a® = 1 + . Dann ist der gesuchte Korper

Zsz(a) = {ao + a1 | ap,a1 € Zo} ={0,1,0,1 + a}.
Beispielsweise gilt
al+a)=a+a’=a+(1+a)=1+2a=1.

Lemma 18.17. Ist K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen, dann gilt fiir
alle Elemente 8 € K

81 = 3. (18.9)

Beweis. Nach Korollar 15.36 gilt 49! = 1 fiir alle Elemente 8 der multipli-
kativen Gruppe (K \ {0},-,1). Also gilt 87 = § fiir alle Elemente 5 # 0 in K.
Diese Gleichung erfiillt trivialerweise auch das Nullelement. ad

Satz 18.18. Ist K ein endlicher Korper mit q Elementen, dann gilt
2~z =[Jx-8). (18.10)
BeEK

Beweis. Nach Lemma 18.17 ist jedes § € K eine Wurzel von z? — x. Nach
dem Wurzelsatz wird z¢ — x geteilt von

[[@-5).
BeK

Beide Polynome haben denselben Grad und sind normiert, mithin sind sie
identisch. O
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Multiplikative Struktur endlicher Koérper

Satz 18.19. Die multiplikative Gruppe eines endlichen Kdrpers ist zyklisch.

Beweis. Sei K ein endlicher Korper mit p™ Elementen. Sei  ein Element
maximaler Ordnung in der multiplikativen Gruppe (K\ {0},-,1) von K. Wir
zeigen, dass fiir jedes v € K mit + # 0 gilt

ord(7y) | ord(5). (18.11)

Angenommen, es giibe ein v € K| so dass ord(y) kein Teiler von ord () wére.

Dann gibt es eine Primzahl ¢ und natiirliche Zahlen 7, s mit ord(3) = ¢’s und
ord(y) = ¢"*1r, so dass ¢ kein Teiler von s ist. Es gilt (ﬁqi)s =375 =1 und
(y)? " = 447" = 1. Daraus folgt ord(87) = s und ord(y") = ¢‘*'. Also
sind ord(39') und ord(y") teilerfremd. Weil aber die multiplikative Gruppe
von K abelsch ist, folgt

ord(87") = [ord(87 ), ord(y")] = ord(5 ) - ord(y") = sq'** = ¢ - ord(8).

Dabei ergibt sich die erste Identitéit aus Abs. 15.5. Also hat 374" wider-
spriichlicherweise eine grofere Ordnung als 3.

Sei I = ord(8). Nach (18.11) gilt ' = 1 fiir jedes v # 0 in K. Also ist
jedes v # 0 in K eine Wurzel von 2! — 1. Nach dem Wurzelsatz ist ! — 1 ein

Vielfaches von
g=1[@-.

YEK
Y#0

Ein Gradvergleich ergibt I > grad(g) = p™ — 1. Nach Korollar 15.35 ist die
Ordnung von § ein Teiler der Ordnung von (K\ {0},-,1), d. h., [ ist ein Teiler
von p" — 1. Also folgt I = p™ — 1. Somit wird (K\ {0},-,1) von /3 erzeugt und
ist folglich zyklisch. O

Ein Erzeuger § der multiplikativen Gruppe eines endlichen Korpers K wird
primitives Element von K genannt. Das Minimalpolynom von [ iiber K heif3t
ebenfalls primitiv.

Beispiel 18.20. Das Polynom f = z*+x+41 € Zsy[z] ist irreduzibel iiber Zs. Sei
« eine Wurzel von f. Die Potenzen von « durchlaufen alle von 0 verschiedenen
Elemente von K = Zs(«)

ol =1, a® =a?+a, ald =a? +a+1,
ozlzoz, a6:a3+a2, all:a3+a2+o¢,

a? o, =ad+a+1, a?=a3+a®+a+1,
a3 o, =a’+1, a3 =a 4+ a2 +1,
at=a+1, o =a’+q, at=aod+ 1.

Also ist f ein primitives Polynom iiber Z,.

Das irreduzible Polynom f = x* + 2% + 22 + 2 + 1 € Zy[x] ist nicht
primitiv, weil f ein Teiler von z® — 1 ist und somit jede Wurzel von f eine
5-te Einheitswurzel ist.
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Eindeutigkeit endlicher Korper
Satz 18.21. Je zwei endliche Kérper mit p™ Elementen sind isomorph.

Beweis. Sei K = Z,(a) ein Kérper mit p™ Elementen, wobei « ein primitives
Element in K ist. Nach Lemma 18.17 ist a eine Wurzel von zP" — x. Wegen
Satz 18.6 ist somit m,, ein Teiler von z?" — z.

Sei L ein endlicher Korper mit p™ Elementen. Angenommen, es wire
mq(8) # 0 fiir alle 8 € L. Nach Satz 18.18 erhellt sich

P — = H(:E—B).

BeL

Da my, ein Teiler von 2" — z ist, gibt es ein Polynom f € Zp[z] mit P —x =
maf, also mq(8) f(B8) = 0 fiir alle 8 € L. Nach Annahme ist f(3) = 0 fiir alle
8 € L, was nach dem Wurzelsatz aus Gradgriinden nicht moglich ist. Also
gibt es ein B € L mit m,(8) = 0. Nach Satz 18.6 ist m,, das Minimalpolynom
von (3 iiber Z, und wegen Satz 18.10 ist {1,3,..., 3"~} eine Z,-Basis von L.
Also ist die Abbildung

6 K—-L:ag+aa+...+an 10" L sby+biB+...+b,_1"!

ein Isomorphismus der beteiligten additiven Gruppen. Er ist sogar ein Ring-
Isomorphismus, weil die Multiplikation in K und L durch die Nullstellen «
und 3 desselben irreduziblen Polynoms m,, definiert ist. a

Der bis auf Isomorphie eindeutige endliche Koérper mit p™ Elementen wird
mit F,» bezeichnet und nach Evariste Galois (1811-1832) auch Galoisfeld ge-
nannt.

Der Verband der Unterkoérper

Satz 18.22. Der Korper Fpm ist ein Unterkérper von Fy» genau dann, wenn
m ein Teiler von n ist.

Beweis. Sei m ein Teiler von n, also n = md fiir eine natiirliche Zahl d. In
jedem Ring R gilt

A" —1=(@)?—1=(" =19 V" +. .. +a™+1), acR.

Im Falle R = Z folgt aus m | n sofort p™ —1 | p” —1. Im Falle R = Fp[z] ergibt
sich aus m | n sofort ™ — 1 | ™ — 1. Insbesondere folgt aus p™ — 1 | p™ — 1
sofort 7" =1 — 1 | 27" ~1 — 1. Also ist F,m nach Satz 18.18 ein Unterkérper
von [Fpn.

Sei [Fpm ein Unterkorper von [Fp». Dann ist F» ein Vektorraum iiber Fpm.
Bezeichnet d die Dimension von Fpn iiber F,m, dann ist p" = (p™)? = pmd
und somit n = md. O
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Korollar 18.23. Sei F,m ein Unterkorper von Fpn. Ist o ein primitives Ele-
ment in Fpn, dann besteht der Kérper Fpm aus den Elementen

Oalvauaa2u7"'ao‘(pM72)ua U= (pnil)/(pmil)

Den Verband der Unterkdrper von Fai2 zeigt die Abb. 18.1.

]F212

Fys Fys

P

Abb. 18.1. Hasse-Diagramm der Unterkorper von Fayi2.

18.3 Existenz

Satz 18.24. Fiir jede Primzahlpotenz p" ist x?" — x das Produkt aller nor-
mierten irreduziblen Polynome tiber Fy,, deren Grad n teilt.

Beweis. Sei f € Fp[z] ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad m, das
xP" — x teilt. Nach den Siitzen 16.30 und 18.18 hat f eine Wurzel « in Fp» und
wegen Satz 18.6 ist f das Minimalpolynom von « iiber F),. Gemé&f Satz 18.10
hat der Korper Fp(«) genau p™ Elemente, die allesamt folgende Gestalt haben

ao+aia+ ... +am_1a™ 1, a; € Fp.
Diese Korperelemente liegen wegen o € Fpyn in Fpn. Also ist Fp(a) ein Un-
terkorper von Fp». Folglich ist m wegen Satz 18.22 ein Teiler von n.

Sei f € Fp[x] ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad m. Sei « eine
Nullstelle von f und m ein Teiler von n. Nach Satz 18.6 ist f das Minimal-
polynom von « iiber F,, und wegen Satz 18.10 hat Fj,(«) genau p™ Elemente.
Gemifl Satz 18.22 ist F,(«) ein Unterkérper von Fpn. Nach Satz 18.18 ist «
eine Wurzel von 2P — z und somit f wegen Satz 18.4 ein Teiler von zP" — .
Da m ein Teiler von n ist, ist 2?” — x nach dem Beweis von Satz 18.22 ein
Teiler von zP" — z. Also ist f auch ein Teiler von zP" — x. O
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Beispiel 18.25. Hier sind einige Primfaktorisierungen iiber Fs:

-~z =z(-1)

t—r=x(@-1)(2®+z+1)

P —r=x-1)@+r+ 1)@ +22+1)

Pz =z@-D@+2+ ) +2+ 1)@+ 25+ 1)
(z* + 23+ 2%+ +1).

Mobius-Funktion
Die Mdobius-Funktion (A.F. Mo6bius, 1790-1868) p : N — Ny ist definiert durch

1fallsn =1,
—1)k i
() = (—1)" falls n'Produkt von k paarweise (18.12)

verschiedenen Primzahlen,
0 sonst.

Die Mobius-Funktion ist eng verkniipft mit der eulerschen ®@-Funktion.

Lemma 18.26. Fir alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt

n):zu(d)% und Y p(d) = 0. (18.13)

d|n d|n

Beweis. Sei n = p{'---ptr die kanonische Primfaktorisierung von n. Nach
Satz 15.8 und der Definition von p gilt

n

P(n) =7 —(

n n n n
+ =)+ (——+...+ ).+ (=)
Dr p1p2 Pr—1Pr pP1-Dr

n
— +...
b1

_ Z )

u(d d'
d\n
Jeder Teiler von n hat eine Primfaktorzerlegung der Gestalt

d=pl --pl", 0<fi<es.

Nach Definition von p ist p(d) # 0 genau dann, wenn f; € {0,1} fiir alle
1 <4 <r. Also ist die Anzahl der Teiler d von n mit u(d) # 0, die aus einem
Produkt von ¢ Faktoren p1,...,p. bestehen, gleich (:) Mit Satz 10.4 folgt

Sud)= 3 uld)=1- (:>+<;>i...+(1)’”<:) = 0.

d|n d|n
1(d)#0
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Satz 18.27. (Mobius-Inversion) Sind f : N — R und g : N — R Abbildun-
gen mat

g(n) =" f(d), (18.14)
dfn
dann gilt
Fn) =Y u(d)g(5). (18.15)
dln
Beweis. Es gilt

> nld)g(5) = > ud) Y. fe
d|n

cl(n/d)

dln
=3 Y ud)f(e)

d c
din el(n/d)

=> flo) Y u(d),

c|n d|(n/c)

wobei in der letzten Gleichung ausgenutzt wurde, dass die Summation iiber
alle Paare (c,d) mit d | n und c | % der Summation iiber alle Paare (c, d) mit
c|nund d |2 entspricht. Nach Lemma 18.26 ist die innere Summe gleich 0
fiir alle Teiler ¢ von n mit % > 2. Folglich ist

YO Y pd) = fn) Y u(d) = fn)u(l) = f(n).

3 d
cln d|(n/c) df1

Existenz endlicher Korper

Satz 18.28. Zu jeder Primzahl p und jeder natirlichen Zahl n gibt es einen
endlichen Korper mit p” FElementen.

Beweis. Sei Ip,(n) die Anzahl der normierten irreduziblen Polynome iiber F),
vom Grad n. Aus Satz 18.24 folgt vermoge Gradvergleich

Pt =) dI,(d). (18.16)

d|n

Durch Mobius-Inversion ergibt sich

I(n) = = 3" uldpt. (18.17)
din
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Die Summe auf der rechten Seite enthélt den Term p™ fiir d = 1, womit sich

folgende Abschétzung fiir I,(n) ergibt

pr—1
—7)

p

Ip(n) >

P ="+ Hp+1) = %(p"— (18.18)

S|

Fiir jede Primzahl p ist diese rechte Seite positiv und somit I,(n) > 0. Also
existiert wenigstens ein normiertes irreduzibles Polynom iiber IF,, vom Grad n
und somit nach Abs. 18.2 ein endlicher Korper mit p™ Elementen. O

Frobenius-Automorphismen
Lemma 18.29. Fine Primzahl p teilt (f) fiir jedes 1 <i<p-—1.

Beweis. Sei 1 <i < p—1. Nach Satz 10.2 ist (’Z’) = i!(pp—ii)!. Weil (’Z’) ganz, ist,
muss ¢!(p — i)! ein Teiler von p! sein. Da aber p prim ist, sind p und i!(p — 7)!

teilerfremd, mithin ¢!(p — 4)! ein Teiler von (p — 1)!. Also ist p ein Teiler von
(7): O

Ein (Ring-)Homomorphismus ¢ : Fpn — Fpn heifit ein Automorphismus
iber Fp,, wenn fiir alle a € F,, gilt ¢(a) = a.

Lemma 18.30. Die Abbildung o, : Fpn — Fpn : o — oF ist ein Automor-
phismus Gber F,, und fir alle oo € Fpn gilt

o =a = ackh,. (18.19)

Beweis. Seien o, 3 € Fp». Nach dem Binomialsatz und Lemma 18.29 gilt

p—1
oo (S () orer e

i=1

Weiter ist (a3)? = o8P und 1P = 1. Folglich ist o, ein Homomorphismus.
Sei a? = (P. Wegen (18.20) folgt (o — )P = 0. Da F,» nullteilerfrei ist,
erhellt sich o = 8. Also ist 0, injektiv und somit nach Satz 6.8 sogar bijektiv.
Sei o € Fpn mit o = o, d. h., a eine Wurzel von 2P —z. Wegen Satz 16.22
hat dieses Polynom héchstens p Wurzeln in Fj,». Nach Satz 18.18 sind aber
alle Elemente von F, Wurzeln von a? — z. Also gilt o = o genau dann, wenn
aclF,. O

Der Automorphismus «, wird Frobenius-Automorphismus (G. Frobenius,
1848-1917) genannt.
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Korollar 18.31. Ist o € Fyn eine Wurzel von f € Fplz], dann ist auch oF
eine Wurzel von f.

Beweis. Sei f =", fiz' € Fplz]. Mit Lemma 18.30 gilt

op(f(a)) = U;D(Z fiai) = Zfiap(ai) = Zfiap(a)i = f(op(a)).

Satz 18.32. Fir das Minimalpolynom von o € Fpn diber F), gilt

t—1

ma = [z — o), (18.21)

i=0
wobei t die kleinste natirliche Zahl ist mit o = a.

Beweis. Sei f =Y, a;z’ = Hf;é(z — a?"). Jeder Koeffizient a; ist nach dem
Vietaschen Wurzelsatz darstellbar als symmetrisches Polynom in den Wurzeln

a; = (—1)"""ls

Diese symmetrischen Polynome sind invariant unter dem Frobenius-Automor-
phismus iiber [F, und somit nach Lemma 18.30 Elemente von F,. Also liegt
f in F,[z]. Nach Korollar 18.31 sind alle Wurzeln von f auch Wurzeln des
Minimalpolynoms m, von « iiber IF,. Mithin ist f ein Teiler von my. Da f
normiert ist und m,, irreduzibel, folgt m, = f. O

Beispiel 18.33. Sei o eine Wurzel des primitiven irreduziblen Polynoms z* +
x + 1 € Falz]. Die zu den Elementen von Fyg gehorenden Minimalpolynome
sind

mo=ux
mp=x—1

Mo =z —a)(z—a>)(z—-—a)(z-a®) =2 +2+1
Mas = (x — )z —a®)(z—a)(z—-a) =2 + 23 + 22 + 2+ 1
Mes = (x — )z —a'®) =2+ 2+ 1
Mar = (x —a")(z — a*)(z — a’®)(z —a't) =2 + 23 + 1.

Die Menge aller Automorphismen eines Korpers Iy iiber F, bildet eine
Gruppe, sie wird Galoisgruppe von Fy» iiber F,, genannt.
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Satz 18.34. Die Galoisgruppe von Fpn tber ), ist zyklisch von der Ordnung
n und wird durch den Frobenius-Automorphismus erzeugt.

Beweis. Die Potenzen des Frobenius-Automorphismus oy : Fpn — Fpn @ a0 —
a?™ sind ebenfalls Automorphismen von Fp» iiber IF,. Nach Lemma 18.17 gilt
aber o = o fiir jedes o € Fpn. Also ist o) die identische Abbildung und die

Potenzen ag = 1id, op, o? o~ ! sind paarweise verschieden.

Sei 7 : Fpn — Fpnpein Aulzcomorphismus iiber F),. Wegen 7(1) = 1 gilt
7(k1l) = k7(1) = k1 fiir jedes k-Vielfache von 1. Weil aber F,, als Primkérper
von [Fp» nach dem Beweis von Satz 18.2 aus allen Vielfachen von 1 besteht,
folgt 7(8) = B fiir alle 8 € F,. Wie in Korollar 18.31 wird gezeigt, dass 7(«)
ebenfalls eine Nullstelle von m,, ist. Somit ist 7(«) nach Satz 18.32 von der

Gestalt o’ . Da « ein primitives Element in Fy» ist, folgt 7 = Jg. a

18.4 Polynom-Faktorisierung

In diesem Abschnitt wird der Berlekamp-Algorithmus zur Faktorisierung von
Polynomen iiber endlichen Kérpern préisentiert. Dieser Algorithmus basiert
auf dem folgenden

Satz 18.35. Seien f, g Polynome in Fy[z] mit 1 < grad(g) < grad(f), so dass
f ein Teiler von gP — g ist. Dann gilt

p—1

f=1]t.9- ). (18.22)

a=0
Diese Faktorisierung ist nichttrivial.

Beweis. Nach dem Satz von Fermat gilt fiir jedes von 0 verschiedene o € IF),
P —g=(g-)(g" " +ag’ T+ ...+ ).

Somit ist das Polynom g(g — 1) ... (g — (p — 1)) ein Teiler von ¢gP — g.
WEeil aber beide Polynome denselben Grad und den gleichen Leitkoeffizienten
haben, sind sie identisch

g9 —g=9g-—1)-...-(¢g—(p—1)).

Fiir verschiedene «, 8 € ), sind g — o und g — (3 teilerfremd. Fiir teilerfremde
Polynome h und A’ in Fp[z] gilt aber

(f,hh') = (f,h) - (f. ). (18.23)

Nach Voraussetzung ist f = (f,g? — g), woraus vermoge (18.23) sofort die
geforderte Faktorisierung folgt.

Der Grad von (f, g—«) ist wegen grad(g—a) < grad(f) kleiner als der Grad
von f fiir jedes o € Fp,. Also gibt es in der obigen Faktorisierung mindestens
zwei Faktoren. O
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Im Berlekamp-Algorithmus gilt es zu einem zu faktorisierenden Polynom f
in Fp[z] vom Grad n ein Polynom g in F,,[z] mit 1 < grad(g) < n zu finden, so
dass f Teiler von gP — g ist. Denn in diesem Fall liefert die Darstellung (18.22)
eine nichttriviale Faktorisierung von f, deren Faktoren mithilfe des euklidi-
schen Algorithmus’ berechnet werden kénnen. Auf diesen Faktoren wird das
Verfahren solange fortgesetzt, bis f in irreduzible Faktoren zerlegt ist.

Wir miissen noch ein Polynom ¢ mit den angegebenen Eigenschaften auf-
stellen. Dazu setzen wir ¢ = go + 12 + ... + gn_12" ! und erhalten mit
Lemma 18.30 und dem Satz von Fermat

9" =g+ giat + . g2
=go+qaP + ...+ go_1a" VP,
Fiir jedes i, 0 < i < n — 1, wird das Monom z? durch f dividiert
2 = ¢ f + 79 wobei r = 0 oder grad (r) < n.
Durch Einsetzen in die obige Darstellung von gP erhellt sich
" = gor® + girY + . 4 g1rY 4 qf, qeF,x]

Also ist f ein Teiler von gP — g genau dann, wenn f ein Teiler von gor(® +
gir® + . 4 g — (g0 + g1z + ... + gn_12" 1) ist. Dieses Polynom
muss aus Gradgriinden 0 sein. Also muss jeder Koeflizient dieses Polynoms
verschwinden. Schreiben wir noch

rD =rig+raz 4. Fripaa™ !l vy €,
dann erhalten wir ein System von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten

go(roo —1) + gir0 + ...+ In—1Tn—1,0 =0
goTo1 +gi(rn—1)+...+ In—1Tn—1,1 =0

gorom—1 + giTipn—1 + ...+ gn-1(Tn-1,n—1 —1) = 0.

In der Sprache der Linearen Algebra hat dieses lineare Gleichungssystem die
Form

(905> gn_1)(R—=1) = (0,...,0), (18.24)
wobel
T00 Tor .-+ TOon—1
T10 i1 -+« Tin-1
R =
"n—1,0 Tn—1,1 ++- Tn—1,n—1

und I = I, die n x n-Einheitsmatrix {iber I, ist. Durch Losen dieses linearen
Gleichungssystems erhalten wir ein Polynom ¢ mit den geforderten Eigen-
schaften.
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Beispiel 18.36. Wir betrachten das Polynom f = 2% + 2% + 1 € Fa[z]. Die

Division von 2%, 0 < i < 4, durch f ergibt

¥ =0-f+1
22 =0-f+4a?
t=0-f+at

S =(x+1)-f+ @ +a+1)

B =@+t +1)fH@ 2P+ a41),

also
0 =1
) = g2
r) = g
r® =gt o1
r® =gt 23 2?41
Die Koeffizienten von 79, ... 74 bilden die Zeilen der Matrix
10000
00100
R=1]100001
11001
11111
Es folgt
00000
01100
R-I=100101
11011
11110

Das lineare Gleichungssystem (18.24) hat also die Form

93+91=0
g1+93+94=0
g1+92+94=0
g2+ g3 = 0.

Aus der ersten und letzten Gleichung folgt go = g3 = g4 und mit der ersten
oder zweiten Gleichung ergibt sich g; = 0. Ferner ist gg beliebig wihlbar. Die

Losungsmenge des linearen Gleichungssystems ist also

{(avoaﬂaﬂaﬂ) | O‘vﬂ € FQ}
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Zu dieser Losungsmenge gibt es zwei Polynome vom Grad > 1 (wéhle § =1
und « beliebig), némlich

g=a2*+22+2% und h=2"+23+22+1.

Wir wéhlen das Polynom g, um eine Faktorisierung von f zu erhalten. Nach
Satz 18.35 gilt

f=0a) (fg—1)=(f,a* +23 +22) - (f,a* + 23 + 22 +1).

Ubrigens liefert das andere Polynom h wegen h = g — 1 die gleiche Faktori-
sierung von f. Mithilfe des euklidischen Algorithmus’ erhalten wir

(fa* +23+2%) =2 +2+1 und (fiz* +23+22+1) =23 +2+ 1.
Daraus folgt
f=@*+z+ 1) (2> +x+1).

Beide Faktoren sind bereits irreduzibel iiber Fs.

18.5 BCH-Codes

Die BCH-Codes wurden benannt nach ihren Entdeckern, R.C. Bose und
D.K. Ray-Chaudhuri (1960) sowie A. Hocquenghem (1959). Sei £ eine pri-
mitive n-te Einheitswurzel in Fym sowie s > 0 und 6 > 1 ganze Zahlen. Wir
betrachten die folgende Matrix tiber Fgym

1 1 1
gs §s+1 o §s+672

a=|. ) . (18.25)
.g(nfl)s .g(nfl)(erl) L .g(nfl)(s+672)

11 1 1 0
€ & L8072 £

.g(nfl) '§-2(n71) L %(572)(7171) 0 &(nfl)s

In dieser Matrix wird jeder Eintrag durch das entsprechende m-Tupel einer
F,-Basis von Fgm ersetzt. Die resultierende transponierte Matrix H kann als
Kontrollmatrix eines Linearcodes der Lénge n iiber F, angesehen werden.
Dieser Code heifit BCH-Code mit dem Entwurfsabstand 9.
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Satz 18.37. (BCH-Schranke) Jeder BCH-Code der Linge n iber Fy mit
dem Entwurfsabstand § hat den Minimalabstand d > 9.

Beweis. Jede aus 0 Spalten gebildete Teilmatrix von H ist eine vandermon-

desche Matrix
1 1 1

gjl §j2 . gja

0 oty - s (n)
mit der Determinante
5—1 6 _ _
H H (5]1 75]«;)_
i=1l=i+1

Diese Determinante ist aufgrund der Wahl von & von 0 verschieden. Also
sind je 0 Spalten von H linear unabhéngig iiber F,m und somit auch linear
unabhéngig iiber F,. a

Beispiel 18.38. Sei £ ein primitives Element in Fom. Der Bindrcode der Linge
n = 2™ — 1, der anhand der Matrix

1g¢e2... et

1 52 54 . 52(71—1)
1 53 56 53(7171)
1 54 58 g4(n71)

als Kontrollmatrix gebildet wird, ist ein BCH-Code mit der Entwurfsdistanz
0 =5.

18.6 Reed-Solomon-Codes

In diesem Abschnitt werden Reed-Solomon-Codes untersucht. Diese Codes
werden in Compact-Disc-Systemen fiir die Codierung von Audiosignalen be-
nutzt.

Lemma 18.39. Sei o = (a1, ..., ay) eine Folge paarweise verschiedener Ele-
mente in Fq und 3 = (01, ..., 0n) eine Folge von 0 verschiedener Elemente in
Fq. Sei
B B2 o Bn
a1y azfBe ...anfh
Grap=1. ) ) . (18.26)

k—1 k—1 _
a1 B kT By . ok,

In der Matriz Gi,a,p sind je k Spalten linear unabhdngig.
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Beweis. Fiir die Matrix Gy, o3 gilt

11 .1 8, 0

o] g ... Qp B2
Gha,p = ;

ozlf_l 0415_1 cak-l 0 Bn

Im ersten Faktor ist jede aus k& Spalten gebildete Teilmatrix eine vandermon-
desche Matrix

1 1 1
A Ay Ay,

k—1  k—1 k—1
a]l aj2 a]k

mit der Determinante
k-1 k
I (s =)

i=1l=i+1

Diese Determinante ist aufgrund der Wahl der «; von 0 verschieden. Also hat
Gy,a,p die geforderte Eigenschaft. O

Ein [n, k]-Code iiber F, mit der Generatormatrix (18.26) heifit k-ter Reed-
Solomon-Code der Lénge n iiber F, (bzgl. @ und §) und wird mit RS(c, )
bezeichnet. Nach Satz 17.40 und Lemma 18.39 gilt der folgende

Satz 18.40. Der Reed-Solomon-Code RSk (e, 3) der Linge n tber Fy ist ein
[n, k]-Code mit dem Minimalabstand d =n — k + 1.

Beispiel 18.41. Sei £ ein primitives Element in Fg. Fiir a = 8 = (1,€,...,£%)
ist der Reed-Solomon-Code RS3(«v, 8) ein [7, 3, 5]-Code mit der Generatorma-

trix

legedeteed

1g2eted e e

120 ¢2¢% ¢ ¢t
Satz 18.42. Der duale Code des Reed-Solomon-Codes RSy («, 3) der Linge n
iber Fy ist ein Reed-Solomon-Code RS,,—x(c, ) fir ein v € Fy.

Beweis. Sei k =n — 1. Der duale Code C von RS,,_1 (e, 3) ist 1-dimensional
und besteht somit aus allen skalaren Vielfachen eines Vektors v € Fy. Fiir
diesen Vektor gilt Gj,—1,4,577 =0, d. h.

o o . Bimn
. .| =0 (18.27)
a2 a2 P
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Angenommen, es wére v; = 0 fiir ein 1 < ¢ < n. Dann wird das um die i-te
Komponente verkiirzte Gleichungssystem betrachtet

Bim
1 | 1 1 :
(651 e G—1 Oyl .. Oy ﬁi—l’yi—l _0
: : : : Biy1vier |
a?iQ ... a?:f a;ﬂ:l? ... az_2

Brnn

Die Matrix dieses Gleichungssystems ist eine vandermondesche Matrix mit von
0 verschiedener Determinante. Also ist v widerspriichlicherweise der Nullvek-
tor. Somit besteht ~ aus lauter von 0 verschiedenen Komponenten. Es folgt
RSn—1(a, )+ =Fgy = RSi(a, 7).

Nun zum allgememen Fall. Die Produktmatrix G}, o gG
den Eintrégen

ks oy besteht aus

n n

> (aiB)adm) =D o7 hm, 0<i<k-1,0<j<n—k-1L
=1 =1

Diese Eintrige sind genau die auf der linken Seite von (18.27) vorkommenden
Summen und somit aufgrund der Wahl von ~ identisch 0. Folglich verschwin-
det die Produktmatrix. Aus Dimensionsgriinden folgt die Behauptung. O

Sei & eine primitives Element in F, und n = ¢ — 1. Der Reed-Solomon-
Code RSk(a, B) iiber F, mit a = (1,&,...,6" 1) und B = (1,...,1) heifit
klassischer Reed-Solomon-Code iiber F, und wird mit RSj bezeichnet. Der
Code RSy, besitzt die Generatormatrix

1 1 ...

1 ¢ ... gt
a=1|. . . . (18.28)

1§k71 g(nfl)(kfl)

Ein Linearcode C der Lénge n iiber F, heiflt zyklisch, wenn mit jedem Co-
devektor (c1,ca,...,c,) auch der zyklisch verschobene Vektor (ca, ..., cp,c1)
ein Codevektor ist.

Satz 18.43. Der klassische Reed-Solomon-Code RSy, tiber Fy ist zyklisch.

Beweis. Eine Nachricht a = (ag,...,a5-1) € IFZ wird codiert anhand des
Codevektors
aG = (a(1),a(€),...,a(&" 1)),

wobei a(€7) die Auswertung des Polynoms a = 327""" a;z" an der Stelle &/ ist.
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Fiir die Nachricht b = (ag, a1&, . . ., ar_1&81) gilt
bG = (b(1), b(€), ..., b(E" ™)) = (a(§),a(€?), .., a(€"7?),a(1)),

wobei wir die Beziehung " = €971 = 1 verwendet haben. a

Beispiel 18.44. Aus dem klassischen [255,251, 5]-Reed-Solomon-Code RS25:
iiber Fys wird durch Verkiirzen ein [254, 250]-Code mit dem Minimalabstand
d > 5. Nach der Singleton-Schranke muss d = 5 sein, der Code hat also wieder-
um das Geschlecht 0. Sukzessives Verkiirzen liefert [32,28, 5]- und [28, 24, 5]-
Codes, die in heutigen Compact-Disc-Systemen eingesetzt werden.

Selbsttestaufgaben

18.1. Bestimme das Minimalpolynom von o = ¥5e?™/3 iiber Q.
18.2. Berechne das Inverse von a + b # 0 in Q[z].

18.3. Konstruiere eine Kérpererweiterung von Q, die alle Wurzeln von 22 — 2 und
z? — 3 enthiilt.

18.4. Eine Korpererweiterung IL von K heif3t algebraisch, wenn jedes Element von
L algebraisch iiber K ist. Zeige, dass jede endliche Koérpererweiterung algebraisch
ist.

18.5. Sei L eine Korpererweiterung I von K. Zeige, dass
AL(K) = {a € L | a ist algebraisch iiber K}
eine algebraische Korpererweiterung von K ist.

18.6. Sei f € K]z] irreduzibel iiber K. Zeige, dass der Restklassenring K[z]/fK][z]
eine Korpererweiterung von K ist.

18.7. Sei f € K]z] irreduzibel iiber K und « einer Wurzel von f. Zeige, dass die
Abbildung K[z]/fK[z] — K(«) : g + fK[z] — g(a) ein Isomorphismus ist.

18.8. Sei f € Kiz] mit der Zerlegung f = fi*--- f* in paarweise teilerfremde
Potenzen irreduzibler Polynome. Zeige, dass der Ring K[z]/ fK[z] isomorph ist zum
Produktring K[z]/ /1 Klz] x ... x K[z]/ f" K]z].

18.9. Sei a eine Wurzel des irreduziblen Polynoms 2® 4+ x + 1 € Fa[z]. Stelle die
Verkniipfungstafeln des Kérpers Fg = Fa(«) auf.

18.10. Berechne pu(d) fiir alle positiven Teiler d von 72.
18.11. Der Vietasche Wurzelsatz (F. Vieta, 1540-1603) besagt, dass fiir jedes nor-

mierte Polynom f = Z?:o fix? mit den Wurzeln ai, .. ., o, gilt
Faok = (1" J[ein 1<k<n,
I el
wobei iiber alle k-Teilmengen I von {1,...,n} summiert wird. Benutze eine Wurzel

des irreduziblen Polynoms z* + 22 + 1 € F2[z] und den Vietaschen Wurzelsatz, um
alle irreduziblen Teiler von z® — 2 in Fa[z] zu berechnen.
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18.12. Sei 3 eine Wurzel des irreduziblen Polynoms z? + ax + 1 iiber F4. Dabei
sein o eine Wurzel des irreduziblen Polynoms z2 + x + 1 iiber F2. Konstruiere den
Korper Fi6 = F4(8) als Vektorraum iiber Fa = Fa(a).

18.13. Faktorisiere das Polynom z° + z 4 1 in Fa[z].
18.14. Beweise die Gleichung (18.23).

18.15. Zeige, dass unter den Voraussetzungen in Abs. 18.4 die Anzahl der verschie-
denen irreduziblen Faktoren von f € Fy(z] gleich der Dimension des Kerns der
Matrix R — I, ist.

18.16. Gib einen [27, 23, 5]-Code iiber 3 an.
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