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Einleitung

Fiir die Anwendbarkeit der Theorie und des darauf basieren-
den Programms sind zundchst drei Voraussetzungen gemacht

worden:

1) Das Schiff 148t sich bisher nur durch Lewis-Spanten

darstellen.

2) Das Schiff fahrt in einer lidngslaufenden Welle, wobei
die beiden Muglichkeiten den Seegang von vorn oder von
hinten beriicksichtigen, d.h., daB die Wellenrichtung mit
der Fahrtrichtung des Schiffes entweder einen Winkel
von 0° oder von 180° bilden kann. Fir Schrédganstromung

ist das Programm bisher nicht eingerichtet.

3) Es werden nur die durch Stampfen und Tauchen erzeugten

Bewegungsgrofien betrachtet.

Alle drei genannten Voraussetzungen sind nicht grundsédtz-
licher Art, also nicht in der allgemeinen Theorie begrindet;
sie konnten bei entsprechender Umarbeitung und Erweiterung
des Programms ohne weiteres fallengelassen werden.

Die Arbeit gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil wird
die Bewegung eines zweidimensionalen Korpers betrachtet, der
harmonische Schwingungen ausfiihrt. Im zweiten Teil werden

die fiir die einzelnen Spanten erhaltenen GroBien, z.B. die
hydrodynamischen Massen, nach der Streifenmethode iiber die
Schiffsldnge integriert und somit die Koeffizienten der bei-~
den Bewegungsgleichungen fiir die gekoppelte Tauch- und Stampf-
schwingung erhalten, Die Losung dieser Gleichungen ergibt die
Komponenten der Tauch- und Stampfamplitude, aus welchen die
resultierenden Tauch- und Stampfamplituden berechnet werden
und verschiedene daraus abgeleitete Bewegungsgrofien, z.B. die



Relativbewegung oder die Beschleunigung an verschiedenen
Stellen der Schiffsldnge und das Biegemoment im Hauptspant,
wobel die Gewichtsverteilung proportional der Verdrédngung
angenommen wurde. - Eine Erweiterung zur Berechnung des Bie-
gemoments iiber die ganze Schiffsldnge unter Zugrundelegung
der Gewichtsverteilung ist zur Zeit in Arbeit. - Im dritten
Teil schlieBilich folgt die Berechnung der prozentualen Wahr-
scheinlichkeiten des Uberschreitens gewisser Schranken durch
die verschiedenen BewegungsgroBen,

1) Die Voraussetzungen und die durch die Losung zu erfiillenden

Bedingungen

Der Querschnitt des zweidimensionalen Korpers wird symmetrisch
zu einer vertikalen Linie angenommen. Wenn dieser Korper har-

monische Schwingungen ausfiihrt, so sind drei verschiedene Ar-

ten moglich: Quer-, Roll- und Tauchschwingungen., Hier soll nur
die Vertikalbewegung (das Tauchen) betrachtet werden. Gefragt

ist nach den hydrodynamischen Krédften, die bei dieser Schwin-

gung auftreten.

Fiur die Behandlung dieses Problems werden folgende Vorausset-
zungen gemacht:

1) Die Fliissigkeit ist inkompressibel,
2) Die Fliissigkeitstiefe ist unendlich.

3) Die Fliissigkeit ist zidhigkeitsfrei,.(Fiir scharfe Kriimmungen, -
z.B. an Schlingerkielen - ist diese Voraussetzung auch nicht
anndhernd erfiillt; dort ist der Einflu8 der Zdhigkeit sehr
bedeutend; jedoch diirfte dieser Einfluf auf die durch die
Vertikalbewegung erzeugten Krdfte klein sein, so dafl dafiir
die Fliissigkeit als durchweg zidhigkeitsfrei angesehen werden
kann).



4) Das Problem kann linearisiert werden. Die Linearisierung
bedeutet das Fortlassen Glieder 2. Ordnung bei verschiede-
nen Bedingungen (z.B, im allgemeinen bei der Bedingung fiir
die freie Oberflidche). Physikalisch bedeutet die Lineari-
sierung, dafl die Theorie und ihre Ergebnisse nur fiir Beve-
gungen kleiner Amplitude gelten. Jedoch haben Untersuchun-
gen (z.B. von Dalzell beim Davidson Laboratory) ergeben,
dafl diese Einschrankung auch fiir schweren Seegang tragbar
ist., Im vorliegenden Fall erstreckt sich die Linearisierung
auf die folgenden beiden Bedingungen:

a) Bei der Bedingung fiir die freie Oberfliche werden die
Glieder in der Bermnoulli-Gleichung, die v2 enthalten,
vernachlidssigt.

b) Die Randbedingung am Korper wird exakt nur in der Mittel-
lage erfiillt, - also nur beim Durehgang durch die Lage,
die der Korper im Ruhezustand einnimmt, - nicht bei den
verschiedenen Lagen dariiber und darunter beim Aus- und
Eintauchen,

Als ergidnzende Lieratur zu diesem Thema sind die Untersu-
chung von Ursell am Kreiszylinder [1], die Arbeiten vou
Porter {2,3] und Tasai [4] zu nennen, die auch experimen-
telle Ergebnisse enthalten, und einige Arbeiten von Grim

[5.6].

Doch zundchst soll das Koordinatensystem festgelegt werden:
Da wir es mit einem zweidimensionalen Korper zu tun haben,
geniigt die Fixierung der xy-Ebene.Die x-Achse so0ll in Quer-
richtung des Korpers in der horizontalen Ebene, die im Ru-
hezustand in der Wasseroberflidche liegt, verlaufen, die y~
Achse vertikal nach unten gerichtet sein., (Fig. 1). Die
Schwingung erfolgt in Richtung der y-Achse,



] ‘1 Nach Aufstellung der fiir die Lo-

sung notwendigen Voraussetzungen

x ¥

und der Wahl des Koordinatensy-
! stems sollen nun die Bedingungen
genannt werden, die durch die Lo-
sungsfunktion erfiillt sein miissen.

Fig.1 Festlegung der
Koordinatenebene fir den
zweidimensionalen Korper

1)

2)

Die Kontinuitdtsbedingung.

Die Voraussetzung 3), daB die Fliissigkeit z#higkeitsfrei
ist, bedeutet allgemein, dafl die Stromung ein Potential
é (x,y,z,t) hat. Fiir den ebenen Fall konnen wir das kom-
pPlexe Potential als Funktion der komplexen Variabeln

Z = X + 1y und der Zeit t schreiben:

(1) o+ i¥ = F(x + iy,t).

Der Realteil dieser Funktion stellt das Stromungspotential
dar, der Imagindrteil die Stromfunktion. Dieses Potential
erfiillt die Laplace-Gleichung, was gleichbedeutend mit der
Erfiillung der Kontinuit&dtsbedingung ist.

Die linearisierte Bedingung fiir die durch die Bewegung de-
formierte Oberfldche lautet in Worten: Der resultierende
hydrodynamische Druck p an der momentanen Oberflédche ist
gleich dem atmosphédrischen Druck, d.h. er ist von der Zeit
unabhédngig, -~ die Ableitung Py des Druckes nach der Zecit
wird Null. - Der analytische Ausdruck der linearisierten
Bedingung fiir die freie Oberfladche ist:

(2) (P4 - 8%)y g =10

CIDtt
der Zeit,

©y die Ableitung des Potentials nach y

und g die Erdbeschleunigung.

ist die zweite Ableitung des Potentials nach

Y = 0 bedeutet die ungestorte freie Oberflédche
(s. Koordinatensystem).



Die Gleichung (2) sagt aus, daB der in der Klammer stehende

Ausdruck fiir die ungestorte freie Oberfldche auBierhalb der
Korperkontur gilt,

3) Die Bedingung fiir die Korperkontur: Durch die Korperkon-
tur kann keine Fliissigkeit flieflen, d.h., die Komponente
u, der Korpergeschwindigkeit in Richtung der Normalen n
auf die Kontur ist gleich der entsprechenden Komponente
der Fliissigkeitsgeschwindigkeit, d.h., der Normalableitung
®  des Potentials (- dies gilt fiir alle Konturpunkte -):

(3) @n =u, =ucos«x

u ist die Geschwindigkeit in vertikaler Richtung,
(d.h. die Tauchgeschwindigkeit),

o ist der Winkel zwischen u und u (Fig.2).

Fig. 2 Die Vertikalgeschwindigkeit des Korpers und die

Komponente dieser Geschwindigkeit normal zur Kontur.

Aus den Cauchy-Riemannschen Bedingungen ergibt sich

‘\.l,fsz Cpn=u0080C
qrs ist die Ableitung der Stromfunktion nach dem Bogenelement
ds der Korperkontur.

Da dx = cosocds, erhalten wir nach Integration iiber die Kor-
perkontur den Sollwert der Stromfunktion
() ¥Y=u . x

Fig. 3 zeigt eine Skizze der Korperkontur und daneben die Ab-
wicklung der Korperkontur iiber x. Uber dieser Abwicklung ist
der Wert der Stromfunktion YV aufgetragen.



\y
-6 - Y= U-X
c a >X c b a >
s
b
Ty
a) Korperkontur b) Sollwert der Stromfunktion iiber

der Abwicklung der Korperkontur

Fig. 3 Die Korperkontur und der Sollwert der Stromfunktion

4) Die Bedingung im Unendlichen besagt, daB in unendlich gro-
Ber Entfernung vom Korper (d.h. im ebenen Fall in unendli-
cher Wassertiefe) die Bewegung abklingt, bzw. zu Null wird.
(5) Bewegung — 0 fir y — oo.

5) Die Strahlungsbedingung sagt aus, daB der Korper nur Ener-
gie in die Fliissigkeit ausstrahlen kann, daB ein Energie-
transport in umgekehrter Richtung - von der Fliissigkeit in
den Korper - nicht stattfinden kann. (Auf diese Bedingung

soll an spdterer Stelle eingegangen werden.)

2) Die Losungsmethode

Es gibt zwel iibliche Wege, auf denen man zu einer Losung ge-
langen kann. Der erste Weg besteht darin, daBl man sich den
Korper durch Singularitdten ersetzt demnkt (z.B. durch perio-
dische (Quellen), Beim zweiten Weg untersucht man die Wirkung
periodischer Driicke auf die freie Oberflédche der Fliissigkeit
innerhalb der Korperkontur., Dadurch entsteht auierhalb des
Korpers die Stromung, welche die geforderten Bedingungen er-
fiillt, wenn die Singularitidten oder Driicke entsprechend be-
stimmt werden konnen. Anders ausgedriickt: Anstelle der Sto-
rung der Fliissigkeit durch die Anwesenheit der Korperkontur
wird die gleiche Wirkung durch periodische Driicke auf dasje-
nige Gebiet der freiem Fliissigkeitsoberfliache erzielt, aus



dem eigentlich durch die Korperausdehnung die Fliissigkeit
verdréangt ist. Hierzu Fig. 4. Die periodische Druckvertei-
lung soll mit p . e 10t pezeichnet werden (p ist die Druck-
amplitude, ¢ die Kreisfrequenz). Im Folgenden soll zur Lo-

sung des Problems der zweite Weg beschritten werden.

41117§Ij\k\ > Lperiodische Druckverteilung
X

Korperkontur

vy
Fig. 4 Periodische Druckverteilung auf der freien

Oberflédche innerhalb der Korperkontur.

3) Losungsansidtze fiir die periodische Druckverteilung

Zundchst soll nicht die gesamte Druckverteilung betrachtet
werden, sondern nur ein schmaler Streifen derselben von der
Intervallbreite A . Machen wir die Intervallbreite unendlich
klein, so erhalten wir eine Einzelkraft, Mathematisch ausge-
driickt besagt dies, daB das Produkt

p A ein endlicher Wert firA— 0 ist.
Es kann also p - A gleich einer Einzelkraft P gesetzt werden,
die in der Mitte des Intervalls der Linge A wirkt. Daraus
ergibt sich, - da wir hier den zweidimensionalen Fall betrach-
ten, -~ fir die Kraft P die Dimension %B , Kraft pro Lingen-
einheit.

W£r konnen dafiir auch schreiben:
f pdx = pA = P mit p=0 fiir x40, d.h. es wird das Intervall

-~ 00

(-A/2, + A/2) auf der x-Achse fiir die Druckverteilung aus-
gewdhlt.
Der Faktor elwt braucht bei dieser Betrachtumng im Moment
nicht beriicksichtigt zu werden.
Die Losung des Problems zeigt Lamb ausfiihrlich in seinem Lehr-

buch [7} durch ein komplexes Potential ¢+ iy .,



Hier soll in einem kurzen Abrif die Emntwicklung angedeutet
werden.

Es wird ein erster Liosungsansatz gemacht und gepriift, ob die-
ses Potential die im 1. Abschnitt aufgestellten Bedingungen
erfiillt,.

Als erster Luosungsansatz wird der folgende Ausdruck gewahlt:
(A) o+ i¥ = A elk(x+IY)cos(u)t).

Es ist zu priifen, welche der geforderten Bedingungen durch (i)

erfiillt werden.
1) Die Kontinuitdtsbedingung ist erfiillt.

2) Die Bedingung an der freien Oberfléche:
Aus dem komplexen Ausdruck (A) ergibt sich fiir den Realteil ¢:

¢ = a e-kycos(kx)cos(tot).
Die Bedingung fiir die freie Oberflédche lautete:

Py = p( Py - €Py)y_0 =0  p= Dichte der Fliissigkeit

Kraft . ggitQ

3

Ldnge
(Normalerweise steht bei der Dimension von P im Nenner Langeg;
aber da wir hier den zweidimensionalen Fall betrachten, ver-

ringert sich die Lingeneinheit um eine Potenz).

Setzen wir die entsprechenden Ableitungen von ¢ ein, so er-
halten wir
(6) Py = p(- w? 4 gk)cos(wt) - A - cos(kx)

ky

Der Faktor e ° wird gleici Eins fiir y = 0 .

Es besteht nun die Forderung, daB der Ausdruck (6) fir Py
gleich Null werden soll, Dies ist einmal midglich dadurch,
daB der Faktor (-co2 + gk) = 0 wird. Das widre die Losung
fir eine freie Welle, die aber fiir unser Problem nicht aus-
reichend ist und die allein nicht die Erfiillung der Randbe-
dingung der Korperkontur ermoglichen wiirde,



Wir missen also einen weiteren Losungsansatz suchen,
Zu diesem Zweck stellen wir folgende Hilfsbetrachtung an:
Aus G1. (6) fiir p, erhalten wir durch Integration

= P(-(oz+ gk)glgiiﬁﬁl A cos(kx),
wobei die Integrationskonstante gleich Null gesetzt ist.

Dieser Druckverlauf gilt fiir das Potential (A) fiir die gan-
ze freie Oberfldche von ~0<X<+00 o Tatsédchlich darf ein
Druck auf die Oberfldche nur in einem unendlich kleinen In-
tervall der Breite A existieren. Um das zu erreichen, ha-
ben wir nur die Moglichkeit - wenn die triviale Losung der
freien Welle nicht hinreichend ist - eine unendliche Folge
dieser Druckverldufe in Abhdngigkeit von der Wellenzahl k
so zu bestimmen, dafl das Ziel erreichtwird, d.h., es ist ei-
neweitere Integration iiber k erforderlich,

Um nun zu einem 2., besseren Ansatz fiir das Potential zu ge-
langen, benutzen wir das Fouriersche Theorem,

Dieses besagt folgendes:

Es sei eine Funktion f(x) in einem beliebigen endlichen In-
tervall definiert. Es existiert eine Fourlerentw1cklung die-
ser Funktion f(x), wenn das Integral [ |f(x»dx konvergent ist,

ndmlich -0
(7) £(x) = i [ dk [ f(u)cos [k(x-u)] du .

Gleichung (7) ist unter dem Namen Fourier-Theorem bekannt.

Da die genannten Bedingungen fiir den Druckverlauf p(x) er-
fiillt sind, konnen wir das Fourier-Theorem auf diesen anwen-
den und erhalten, -~ mit Abdnderung des Integrationsinterval-
les von (- , + oo ) auf (- % , + %), wobei, - wegen der
Kleinheit des Intervalles und damit des zu durchlaufenden
Wertes u - der Faktor cos [k(x-uﬂ du{gh cos(kx) angendhert

werden kann, -: 1 2 2
p(x) = = J dk cos(kx) f p(u)du .

0 -4
2



Das Integral iiber p(u) ist aber, - wie bereits vorher

erwdhnt - gleich derresultierenden Einzelkraft P:
A

T

f p(u)du =P,
4

2

Folglich ergibt sich:

p(x) = % ]‘ cos(kx)dk .

Beriicksichtigen wir nun ;och, dal wir fiir unsere Theorie
periodische Driicke auf die Oberfldche vorausgesetzt hat-
ten, so fiilhrem wir die Periodizitdt durch den Faktor

sin( wt) in die Gleichung der Druckverteilung ein und er-
halten schlieBlich den - nun auch zeitabhidngigen - Druck-

verlauf:
o o]

(8) p(x,t) = § | sin(wt) [ cos(kx)dk .

o]
Fiir diesen Druckverlauf p(x,t) fiihren wir die partielle
Differentation nach der Zeit aus und erhalten:

o«

(9) pt(x,t) = 4%2 cos( wt) f cos (kx)dk .

[}
Diesen Ausdruck kann man deuten als Summe iiber unendlich
viele, unendlich kleine, harmonische Druckwellen. Jede
dieser Elementardruckwellen wird eine harmonische Elemen-
taroberfldchenwelle des Potentials (A) erzeugen. Zur Ab-
dnderung des ersten Ansatzes (A) wird nun durch Vergleich
der Koeffizienten von (6) und (9) die GroBe A neu definiert:
2 wP
-W" + gk)A = — dk

p( gk) ~

Daraus folgt:
A= 9F dk .

-

f)ll (—w2+gk)
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So erhalten wir einen zweiten Losungsansatz, der jetzt
durch die Integration iiber k fiir die gesamte Druckver-

teilung gilt:

(o]
ik (x+1iy)
¢ + iy =‘§ cos (wt) %L / £ ) dk .
o W gk
Endgiiltig mit iii = [m-ll und P* = = L [mz/s wird
g g el v =T Pe

I (xs i
(B) &+ iV = P* cos( wt) / Siiiz;;Zl dk.

o]
Im Ansatz (B) ist die Dimension [mz/s] in dem Faktor P*
enthalten, wdhrend das Integral nun dimensionslos ist.
Hieraus bilden wir die Bedingung auf der freien Oberfla-

che:

¢tt—g¢y= -
ik (x+iy)

=-w2.P*cos(wt)/ g T

——dk + P* cos(wt)./

-]

= P* cos(wt) * g / (k—gi) e—iyfos(kx)dk [E-} .

v 3

8
0

2
Es ist aber k - v = k-—%—, deshalb kiirzen sich diese beiden

Faktoren fort.

Wenn also der vorstehende Ausdruck fiir die freie Oberflidche
gleich Null werden soll, so muB, - da P*cos(wt)g# O ist,

gelten: P
(10) 11% / e kY cos{kx)dk = O fir x #+ 0.
y—=- o
Das ist auch der Fall, denn / e-kycos(kx)dk = 'ETJL_TE .
x“ +y

[+}
Fir y —+0 und x # O wird der letztgenannte Ausdruck gleich

Null,., Nun ist zu untersuchen, welche der zu Beginn geforder-
ten Bedingungen durch den Losungsansatz (B) erfiillt werden.
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1) Die Koutinuitétsbedingung ist erfiillt: $__ + <I>yy = 0.

2) Die Bedingung fiir den Profilrand V¥ = ux ist durch den
Ansatz (B) noch nicht erfiillt.

3) Die Bedingung auf der freien Oberfliche ( étt_ng)yzo =0
i85t o i

4) Die Bedingung in unendlicher Wassertiefe:
Bewegung — 0 fir y— o0 1ist erfiillt,.

5) Die Bedingung der Energieabstrahlung vom Korper nach bei-
den Seiten muB noch ndher untersucht werden, Das soll im
folgenden Abschnitt geschehen,

Die Einfiihrung einer fiktiven Z&higkeitskraft

Zundchst sollen noch einmal der Real- und der Imagindrteil
des Losungsansatzes (B) hingeschrieben werden. Hierbei kon-
nen wir im Moment den Faktor mit wt, der die Abhdngigkeit
von der Zeit ausdriickt und auch den Faktor P* aufierachtlas-
sen. Somit haben wir nun die dimensionslosen Ausdriicke:

© -ky
® = J e cos(kx) ..
k -v

¢ »

v = ] o KY sin(kx) dk
k - v

-4

Wir machen nun folgende Substitutionen:

K:%—,X:v-x,Y:vy .

Damit erhalten wir:

(11) ¢ =je'KYcosLKx) o, v =je‘KYsin(K>Q w
K-1 K - 1

0 o

Diese Integranden haben Pole bei K = 1, Die Integration iiber
den Pol gibt zundchst unbestimmte Werte. Wenn man einen un-
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endlich schmalen Integrationsbereich iiber dem Pol heraus-
nimmt, so ergibt die Integration iiber diesen Bereich eine
der GroBe nach beliebige freie Welle mit der Wellenzahl

K = 1,

Diese -~ zundchst beliebig grofie Welle - erfiillt jedoch die
zusdtzliche Bedingung 5) der Energieabstrahlung nicht. Um
diese Bedingung zu erfiillen und eine beliebige freie Welle
auszuschalten, wird der Kunstgriffvon Raleigh angewandt
(Lamb, 6.Aufl., 1952, $.399 [7]): Es wird eine auf die
Fldcheneinheit bezogene Zidhigkeitskraft f’H*' w [kg/mg}
eingefiihrt (mit w ist hierbei die Relationsgeschwindig-
keit bezeichnet). Vom physikalischen Standpunkt aus ist
dieses Vorgehen nicht exakt, da die obige Bedingung fir
die Zdhigkeit fiir die reale Fliissigkeit nicht stimmt. Sie
ist aber theoretisch: gerechtfertigt, da spater der Grenz-
iibergang [ 0 in der idealen Fliissigkeit gemacht wird.

Fiir das Potential (11) bedeutet die Einfiihrung dieser Zi-
higkeitskraft, dag8 im Nenner des Integranden der Tcrm 1ipu~*
ergdnzt wird., Auch die Bedingung 3) auf der freien Ober-
fldche erfahrt dadurch eine Abwandlung:

rll.i.%‘( $pp - 8Py +p 8 )y =0

In dieser Bedingung hat p* die Dimension Zeiteinheit hoch
Minus Eiuns [%] . Das so abgednderte Potential (11), zu dem
wir nun auch wieder den Faktor der Zeitabhidngigkeit in der

allgemeinen Form elwt

. —KY
(11%) & = 1im eiWt [ &__cos(KX)qy
p=0 K-1 + ip

In G1.(11*) ist die GroBe u dimensionslos, denn sie ist

hinzufiigen wollen, wird also:
xR

X
aus H** durch Division durch w entstanden: H = 7%- ’
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Dieses Potential erfiillt, mit Ausnahme der Bedingung 2) fiir
den Profilrand, alle anderen geforderten Bedingungen, auch
die Bedingung 5) der Energieabstrahlung., Letzteres ist vor-
erst eine noch nicht bewiesene Behauptung, die im nidchsten
Abschnitt bewiesen werden soll,

Der Beweis, daf die Bedingung der Energieabstrahlung erfiillt

ist.

Um diesen Beweis anzutreten, betrachten wir den Gl.(11*)
analogen Ausdruck des normierten komplexen Potentials und
versuchen den Wert dieses allgemeinen Integrals

x
SIK(X+1Y)

(12) ¢ +iV¥ = /

Q

1+ ipg &

zu bestimmen. Das ist in der so vorhandenen Form (12) nicht
ohne weiteres moglich, Zu diesem Zweck miissen wir von der
K-Achse zur komplexen KM-Ebene iibergehen, d.h., wir ersetzen
die reelle GroBe K durch die komplexe GrioBe £ . Hierfiir gilt
E =K + iM; d.h, auf der K-Achse ist £ = K, also reell.

Aus der Funktionentheorie ist bekannt, daB das Integral ei-
ner komplexen Funktion iiber einen geschlossenen Kurvenzug
gleich Null ist, wenn innerhalb der geschlossenen Kurve kein

Pol liegt, d.h.
ei £ (Xx+1iY)

wenn der geschlossene Kurvenzug so gewdhlt ist, dafi der Pol
E = 1-ip  auBerhalb des Kurvenzuges bleibt (Fig. 5). Wir

wollen nun so einen geschlossenen Kurvenzug wdhlen, d.h. wir

wollen das Integral (13) aus einer Reihe von Teilintegralen
zusammensetzen, deren Integrationswege so verlaufen, dafi der
Pol auflierhalb des Kurvenzuges bleibt. Wir ersetzen also das

Integral in (13) durch die Summe einiger Integrale, deren
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jedes einem bestimmten Integrationsweg entspricht. Die Summe
dieser Integrale mufl gleich Null sein. Als ersten Intetra-
tionsweg widhlen wir den Weg auf der reellen Achse, also das

Intervall von K = 0 bis K =00 .

Damit ist das Integral J1 gleich dem Integral (12), dessen
Wert wir suchen, Wir erhalten ihn als negative Summe der
den verschiedenen anderen Wegen entsprechenden Integrale.
Fiir die Wahl des Kurvenzuges ist folgende Uberlegung not-

wendig:

Wenn der positive Wert von V X2+Y2 klein ist - im Programm

wurde als Schranke der Wert 6 gewdhlt - verlduft der Kurven-
zug aus Griinden der Konvergenz und der Rechentechnik anders

als wenn der Betrag von V X2+Y2 grofB ist,

.\Pol§=l—ip.

Fig. 5 Die TeilwegeI bis V des geschlossenen Kurvenzuges

5 5 far VX?+ Y2 £ 6.
Fall a) IV X" +Y 'é 6. Der gewdhlte Kurvenzug setzt sich aus

5 Teilkurvenziigen zusammen:
Weg I auf der K-Achse von O bis oo,

Weg II Kreisbogen bei lgl =oovon © = 0 bis zu dem
Schnittpunkt mit der Geraden III.

Weg III Gerade von dem Pol & = 1-ip (bzw. einem kleinen
Kreis um den Pol) mit der Steigung tan @ = X/Y.

Weg IV Kreisbogen um den Pol von dem Winkel 6 der Gera-
den des Weges III bis 0 = T.



Weg V ist der Teil einer Geraden in dem Viertel der
KM-Ebene, in welchem K > O.und M < O0; sie weicht
aber so geringfiigig von der K-Achse ab, daf spé-
ter gezeigt werden wird, daB sie im Grenziibergang
als Teil der K-Achse in dem Intervall von K = (1-¢)
bis K = O betrachtet werden kann.

Fiir das Integral (13) komnen wir also schreiben:

oiE (X+iY)
g d§ = J1 + J2 + J3 + Jq + J5 = 0

oder, da wir den Wert des Integrals J1 suchen:

(14) J, = -(J +J

1 3 4+J5) .

Wir stellen nun die einzelnen Integrale J1 bis J5 auf und
versuchen, ihre Werte zu bestimmen, wobei es uns klar ist,
daB wir den Wert fiir J1 erst als negative Summe der iibri-
gen Integrale erhalten konnen,

Integrationsweg I: £=Kmit 0 £ K £ oo
meiK(X+iY)
J1 = dKk .
K-1 + i
; K

J1 ist identisch mit dem Integral (12), dessen Wert bestimmt

werden soll,

Integrationsweg II: § = R o elg. Hiergei ist der Radius R un-

endlich groB; die IntegrationsvariableVlduft von 6 = 0 bis zu
*

einem Wert 9<<% , der aufgrund der anschliefBenden Integrations-

wege III und IV nédher bestimmt wird.
9*

eiReie(X+iY)
Jdgy = ae .
R .

2 - i0 .
. e -1 + 1H
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Wir untersuchen den Exponenten der e-Fumktion im Zidhler
des Integranden von J2.

iReie(X+1Y)=R{—Xsin9—YcosB+i(XCOSB‘YSine)}‘

Hieraus ist ersichtlich, dafB fir positive Werte von X

und Y der reelle Teil des Exponenten eine sehr grofie nega-
tive Zahl ist, daher geht der Ziahler gegen Null; so wird
der Integrand insgesamt gleich Null und damit J, = O,

d.h. das Integral J, liefert keinen Anteil zu d;m wert des
Integrals Jl‘ )

Integrationsweg III: § =(1"1H) +v(Y+iX).

Die Integrationsvatiable v liuft von o bis ¢/VX%+Y?, wo-
bei ¢ der Radius des Kreises um dem Pol § = 1 - iu ist,
Der Koeffizient von v in dem fusdruck fiir g ist natiirlich
von der Wahl des Endwinkels 0 abhidngig beim Integrations-
weg II, denn die Gerade, die den Integratiomsweg III dar-
stellt, schneidet die K-Achse unter einem Winkel 6 , der
sich nur wenig von dem Winkel 0* unterscheidet. (Fig.5
zeigt den Sachverhalt stark vergrobert; hier unterscheiden
sich der Winkel 6O * und der Winkel O, unter dem die Inte-
grationsgerade III die K-Achse schmneidet, erheblich vonein-
ander; verschiebt man den Kreisbogen II ins Unendliche, so
verringern sich die Unterschiede, was aber auch nicht we-
sentlich ist, denn fiir unsere Betrachtung ist nur der Win-

kel O interessant, nicht der Winkel 6%, da J, = 0 ist).

Uber die Grofe dieses Wimkels wurde bisher lediglich die
Aussage gemacht, daB er groBSer als Null und kleiner alsg
sein sollte. Das ist die einzige Bedingung, die bei der
Wahl des komplexen Koeffizienten von v zu beachten ist.
Deshalb wird dieser Koeffizient so gewdahlt, daf sich fir

das Integral J, ein moglichst einfacher Ausdruck ergibt;

3



und das geschieht durch (Y+iX) als Koeffizienten von v. Da

der Wert & beliebig klein ist, ist der Endwert des In-
tegrationsweges als £‘/\/%2+Y2 festgelegt, um fiur den Win-

kel S , dessen Anfangswert beim Integrationsweg IV
gleich dem Schnittwinkel 0 der Geraden des Integrations-
weges III mit der K-Achse sein mufl, einen moglichst einfa-

chen Ausdruck zu erhalten.
&/VXEFYT 9 o
ei(i-iH )(X+iY)e—v(X +Y°)
J3 = (Y+iX) dv .
v(Y + iX)

Der Integrand von J, hat keinen Pol, deshalb kann im Expo-

nenten der e—Funktign der Grenziibergang H-»O gemacht wer-
den, und wir erhalten fiir J, den Ausdruck:
e E/VYZf%T 2 2
i(X+1iY) e—v(X +Y%)
J3=e —--v———dv.

[}
Nun entspricht aber der Integralausdruck der sogenannten

Ei-Funktion, fiir die nach Definition [8] gilt:
X

-t
Ei(-X) =j' S— at .

o«

in
Machen wirVdem Integral von J3 die Substitution

t = v(X%+¥?), at = (x°+Y2)dv  (fiir v —> o folgt t-» oo und

£
fir v = ist t = ¢ Vx%+72 ) ,
Vx? +y?

so erhalten wir

EVxE+ Y2

—t
Bi(-¢| x%4+Y%) = /~ e— at .

oo
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Da der Betrag von £V X2+ Y2 ein sehr kleimer Wert ist,
gilt die Ndherung:

Bi(-¢ Vx2¥? ~ 1n( peVx2ey? ) .
Hierin ist y = 1,781 die Eulersche Konstante., Damit er-
halten wir fiir J3 den endgiiltigen Ausdruck:

= ei(X+iY) 1n( XEVX2+Y2 ) .

I3

Integrationsweg 1IV:

Dekf Integrationsweg IV umgeht den Pol auf einem Kreis mit
dem Radius ¢ , beginnmend bei dem Wert O , durch welchen
der Anstieg der Geraden des Integrationsweges III charak-
terisiert war und verlduft bis zu dem Wert W ., Fiir g
gilt also der Ausdruck:

g:i-i,.l +£eie .
Aus diesem Ausdruck und dem fiir g fiir den Integrations-
weg III konnen wir jetzt die GroBe des Winkels 0O bestim-
men, da - wie bereits gesagt - beim Ubergang vom Integra-
tionsweg III zum Integrationsweg IV der Winkel 0O der glei-
che sein mufi, Es muff also gelten:

v(Y+iX) = ceie .

An der oberen Integrationsgrenze von J3 war aber v=s[VX2+Y2,

folglich
e /Vx2+¥2 (Y+ix) = cell
Y+iX .
'V=§=§§? = co80 + i sin 6 , daraus durch Trennung von Real-
X<+

und Imaginéirteil und anschlieBlende Division

0 = arctan % .
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Wir erhalten damit das Integral - wie bei J3 kann, da der
Integrand keinen Pol enthdlt, auch hier der Grenziibergang

F —+ 0 gemacht werden:

T
i(X+iY) 6
J 2"‘??“ icel” ao
& ce
arct X
3v oder
J, = iel(x+1Y)( T -arctan X) .
I Y
Integrationsweg V:
Hier konnen wir wieder setzen:
g = K (- eigentlich E=K-iM-~-¢, M é,i -

aber wir konnen bereits vor Aufstellung des Integrals den
Grenziibergang F-»—O vollziehen). Somit wird das Integral

iiber diesen Weg:

[4]
eiK(X+1Y)
1-€
Mit den Substitutionen v = 1-K dv = -dK wird

1
. . ~-iv(X+iY)
B e1(X+1Y) e dv

J5 = = =
€ I [+
o ST (-0 [iv(x+iv)| B
_ e1(X+1Y) n=0 nJ av )
v

&
Die gliedweise Integration liefert:

3y = el (XY {- Ine + }m: 0 [iein)]® |
n=1

n . n!
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Fiir grofge Werte X,Y konvergiert die Reihe in J5 sehr lang-
sam, deshalb wurde zu Beginn dieses durch J1 bis J5 ge~
schlossenen Integrationsweges vorausgesetzt, daB die Werte
V X2+Y2 unterhalb einer bestimmten Schranke - ndmlich £6 -
bleiben,

Setzen wir nun die Ausdriicke fiir die Integrale J2 bis J5
in die 61.(14) fiir J, ein, so erhaltem wir, - da die GroBSe
(=ln¢ ) in J5 sich gegen die Grofe lneg in J3 weghebt, -
den Ausdruck

" iK(X+iY)
. e
(15) 9y = 11"‘[12.—1"?'177

k0

dK =

]

= (X)L [Wx2ey? Z Li)n }(X“Y)]

-iﬁr-arctg%)

fir V% +¥2 ¢ 6 .

Zwecks Trennung der Real- und Imagindrteile setzen wir:

i 2
i(X+1Y) = iV x2 +Y2313r°tgx %2,v2 (§-+arctg X

X2+ Y2 -1 arcth

Damit erhalten wir fiir das Potential in (11*) aus

(11%%) ® = 1im { eiK(X+iY)+ e.iK(-X+iY)
p=o 2

dK

K -1+ iH

1wt fortgelassen ist -

(16) ¢0= e-YcosX[: ln(xV x2+Y2 - }: L% +¥ ) cos(narctg%) -iw}
VX‘+Y

- e YginX {arctg% +Z T sin(narctg%)}

n=1

- wobei nun der Faktor e
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und fiir die Stromfunktion

= ]/' "0

(17)‘9’0 = e'YsinXZ{-ln(xVX2+Y2 -E:i—%ii%il cos(narotg%)-iﬁ}
n=1

E:(Vx + Y )

+ e"YcosXZ{aroth sin(narotg%)}
Damit haben wir die Auedriicke fiir $ unda ¥ fiir den Fall,
das Vx2 +Y%2 £ 6 bleibt.

Fir VXZ +Y’2 > 6 miissen wir, um hierfiir zu einem anderen Aus-
druck zu gelangen, - dessen Berechnung fiir diesen Fall giin~-
stiger ist, - den geschlossenen Kurvenzug in der komplexen
? ~-Ebene anders widhlen, Dabei haben wir zwei Fidlle geson-
dert zu betrachten:

a! X > 0.

Zu betrachten ist wieder das komplexe Integral

i§(X+1Y)
lim -—qf—————d
H_,O 5 + 1’.1 g
mit § = K + iM, nun aber iiber einen anderen geschlossenen

Kurvenzug, der wiederum den Pol auBerhalb 1ldB8t. Der Weg, der

diesmal aus 3 Teilen besteht, ist in Fig. 6 skizziert. Der

erste Weg ist gleich dem ersten Weg im Falle VX2+ Y2 § 6.

+» K

> Pol 1-ip.
Fig. 6. Der Kurvenzug fiir den Fall x2 + Y>> 6 und X > 0.

Wir haben also wieder

> 1K(X+1Y)
Iy _‘/ K -1+ 1ip dK,

o
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d.h. das Integral, dessen Wert bestimmt werdemn soll.

Fiir das Integral iiber den 2, Weg, - den Kreisbogen im Unend-
lichen, - diesmal von 8 = 0 bis 6 = =

Vx2:¥2 € 6 2

wie bei VX"+Y

, — gilt ebenfalls,

Auf dem Weg III ist g = iM; das Integrationsintervall ver-
lauft von © bis O,

Der Grenziibergang fl—'O kann wieder gemacht werden, da die
Singularitédt sich nicht auf diesem Wege befindet. Es ergibt

sich o o

e-M(X+iY) e-M(X+iY)
J3= —-ﬁd-—:"—rldM= ‘_—-_'-dM o

M+ i
(o] (=)

Um dieses Integral zu l6sen, betrachten wir zundchst ein &hn-
liches - komplizierter erscheinendes - Integral, fiir das wir
eine partielle Integration ausfiihren:

o

e—M(X+iY)

¥ -

o0

In J3* setzen wir fiir die partielle Integration:

u = ( 1)r dv = e-M(X+1Y)dM
M+i
R . o~M(X+1Y)
, =
(M+i)TH —(X+iY)

Damit erhalten wir:

o ©

. Z-/ o~ M(X+1Y) v o~ M(X+iY) }o_ r [ o~M(X+1Y)

(Me)™ S(M+1)T(x+iY)]  xeiy | (Mei)THE

o0 8o o0

aMm .




Fiir das letzte Integral in diesem Ausdruck fiir J3* wird die
partielle Integration wiederholt, wodurch sich wieder ein

Ausdruck ergibt, der praktisch das gleiche Integral enthdlt,
nur hat sich die Potenz von (M+i) im Nenner des Integranden

wiederum um 1 erhoht,

Durch wiederholte Anwendung der partiellen Integration erhdlt

man die folgende Entwicklung:

JB* - 1 _ r { 1 _r+1
T (XeiY)  (X+iY) | -iTHN(x+iY)  (X+iY)
N
% 1 _r+ 2 1 ...4 =§:f_1)n(r+n-2)!
T2 (X41Y)  (X+iY) -iTFO(X+iY) L T4 (xs1Y) " (r-1) 1

Dies ist eine semikonvergente Reihe; ihre Summierung darf nur
bis zu dem Wert N erfolgen, fiir den der kleinste Wert der Sum-
menglieder erreicht wird; an dieser Stelle muf8 die Reihe abge-
brochen werden, da die Terme dann wieder grofier werden,

Aus J3* erhdlt man leicht den Ausdruck fiir J3, indem man r = 1

setzt:

N (-1)%(n-1)!
J -
3 %;;[1(X+iy)]“

und damit

(=]

eiK(X+iY)
[K—i + iF

N
(18) 1lim V(1) (n-1)1
o0

[i(X+1Y)]“

fiir sz + X2 > 6 und X > 0 .,

dK =
n=1

Fir die Berechnung - zur Trennung von Real- und Imagindrteil -
wird wieder gesetzt:
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X
i(X+iY)=VX2+Y2 eiarOtg?'=VX2+Y2(oos(arctg§)+i sin(arctg%))

und der Ausdruck (18) dementsprechend umgeformt.

b X< 0

In diesem Fall verlduft der geschlossene Kurvenzug spiegel-
bildlich zu dem Kurvenzug im Fall a) (Fig.7); gespiegelt ist
der Kurvenzug an der K-Achse,

Da sich diesmal der Pol innerhalb des geschlossenen Kurvenzu-
ges befindet, hat dieser nicht den Wert Null, sondern dem Wert
des Residuums, d.h, es gilt:

1iE (X + iY) . .
4) L2 dE = J, +Jy + Jg = 27 jet (X+iY) .
g -1 + iH
MA T N
~ K

Y
Fig, 7 Der geschlossene Kurvenzug fiir dem Fall
Vx2%+Y2 > 6 und X < O,

J1 ist, -~ wie in den vorhergehenden Fdllen, - das gesuchte
Integral.

Der Weg II liefert wieder keinen Beitrag, d.h. es gilt J2 = 0,

Der Weg III auf der M-Aehse von - oo bis O ergibt, - analog
wie im Fall a) behandelt, - den Wert

5 = . b (-1)"(n-1)1

3 Z [1(x+i¥)]®

n=1
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Damit erhaltem wir den Ausdruck fiir das gesuchte Integral

L--]

] eiK(X*iY) N (-1)"(n-1)1 i(X+1iY)

dK = -~ -~ 2T ie

(19) 1lim k1 +ip =1 [1(x+iY)]"

}1-»0

]

fiir VX%+Y2 > 6 unda X< O .

Mit Hilfe von (18) und (19) erhalten wir - bei Verwendung
des Ausdrucks fiir i(X+iY) vom S.21 - aus (11**) fiir &, wenn
x%+¥2 > 6

N X
(16%) ¢=->" (n-1)lcos(n arctgy) _ Te YsinX - i Te ‘cosX

n=1 (Vx% + v?)?

und fiir die Stromfunktion

N
. X
(17*)@f=-§ n-1)lsin g ert Y) _ Te YoosX - iTe YsinX .
n=1 (VX°+ Y°)

Nachdem wir die Lbsungen des Integrals

©

-KY
e cos (KX) 4K

lim
pu—~0 K -1 +1F

[+
fiir verschiedene Werte X,Y gefunden haben, wollen wir nun
das vollsténdige, aber normierte Potential in moglichst
allgemeiner Form hinschreiben durch Hinzufiigen des Faktors
der Zeitabhdngigkeit ei“)t
Wir erhalten somit das Potential, das wir nun ¢0 nennen

und eines konstanten Faktors AO.

wollen:
[» )

. -KY
(20) @0 = Aoelwt lim e cos(KX)dK
p=0 K-1 + i
(-]
und analog die Stromfunktion
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. -KY .
(21) ¥ = Aoelwt lim e sin(KX) 4p
PO K-1 + ip

[

Nun fiihren wir den Beweis, daB das Potential (20) die Bedin-
gung 5) der Enmergieabstrahlung nach allen Seiten erfiillt, d.h.
daB dieses Potential tatsédchlich eine Stromung darstellt,

bei der Wellen vom Kirper fortlaufen,

Zu diesem Zweck nehmen wir eine Umformung des Integrals vor:
[. ]

lim e KYcos(KX)dK

pr+o - K-1 + ip

. o eiK(X+iY) . eiK(—X+iY)
p—=0 K -1 +iF

o

Wir untersuchen an der freien Oberflédche, d.h, fir Y — O,
welche Werte dieses Integral in grofBler Entfernung vom Kor-
per, d.h, fiir X -++o wund fir X — -oc0 annimmt,

1) X—++o0 Es war:

T JIK(X+iY)
lim dK

K=o K~1 + i#
_ N j n (n-1)!
B 2;;( Y [1(x+17)] ® ued

00

eiK(—X+iY)
lim dK

p+0 K-1 + ip
N ° . .

= -ZE:(-l)n [1§;:1§;]“ - o wiel(-X+i¥)
n=1

Die Summe iiber n verschwindet fiir X —+ o folglich gilt:
00

-KY .
/ e cos(KX)dK - - ime iX-Y
K-1 + iH

(22) lim
ko
Y—~0

X—~++oo
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2) X —+ -

Die Entwicklung verlauft analog wie im Fall X-++o00; das Ergeb-
nis unterscheidet sich nur durch das Vorzeichen von X:

[

-KY .

(23) 11% e cos(KX)dK - _ imelXY .
3o ! K-1 + ip
X+ -c0

Damit gelten fiir das Potential folgende Ausdriicke:

(24) 1im §_ = _Aoim-e'Yei(“t‘X)
X+ 00

(25) 1im @ = —a iTe Yellot+X) .
‘onoo © 0

Somit ist bewiesen, dafl das Potential @o auch die Bedingung
5) der Energieabstrahlung erfiillt, da (24) und (25) Oberfli-
chenwellen beschreiben, die von dem Korper weglaufen, Wir
haben mit ¢o also ein Potential gefunden, das alle Bedin-
gungen - mit Ausnahme der Randbedingung fiir die Korperkon-
tur, - erfiillt., Es bleibt also die Aufgabe, ein noch allge-
meine§§Potential zu finden, das alle Bedingungen, auch die
an der Korperkontur, erfiillt,

6) Die Suche nach einem Potential, das auch die Bedingung

an der Korperkontur erfiillt.

Gegeniiber dem vorhergehenden Abschnitt wird zundchst die De-
finition des Potentials etwas gedndert. Wir schreiben:

c) e iV =a (D4 1V),

d.h. in Abénderung der Gleichungen (20) bis (25) ist jetzt
der konstante Faktor Ao nicht in dem Potential @o enthalten;
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aber ¢0 ist das Potential, das alle geforderten Bedingun-
gen - mit Ausnahme der Bedingung an der Korperkontur - er-
fiillt. Im Losungsansatz (C) ist also noch die Wahl von A,
frei, Dies allein geniigt jedoch nicht, um die Bedingung an
der Korperkontur zu erfiillen, Deshalb wird ein neuer Lo-
sungsansatz gemacht, bei dem zu dem komplexen Potential

A ( <I>0 + i¥ ) weitere Teilpotentiale A ( <I>n + 1¥ ) hinzu-
gefiigt werden:

() @+ i¥ = AP, + AW, )+ A (B + 1V )) + A (, + i¥y)+.. ..

Wieviele solsher Teilpotentiale der Losungsansatz D) enthal-

ten muBl, um die Bedingung auf der Korperkontur zu erfiillen, die-
se Frage soll zunidchst offenbleiben. IThre Beantwortung wird von
der gewiinschten Genauigkeit der Ergebnisse abhédngen, - wobei
natiirlich durch die Methode, ihre Voraussetzungen und Einschran-
kungen und die Genauigkeit der vorgegebenen GroBen ohnehin ei-

ne Genauigkeitsschranke gegeben ist, die - einmal erreicht - auch
durch das Hinzufiigen noch so vieler Teilpotentiale nicht tiber-
schritten werden kann. |

Die erste Aufgabe zur Erfiillung des Losungsansatzes D) besteht
nun zundchst darin, geeignete Teilpotentiale zu finden, durch
deren Hinzunahme zu dem Potential Ao( ¢0+1‘P0) die Bedingung
auf der Korperkontur erfiillt wird, ohne da dabei die anderen -
durch ¢o+i¢fo bereits erfiillten - Bedingungen verletzt werden.
Zu diesem Zweck wird eine periodische Stromung, symmetrisch

zu X = 0 angenommen (Fig.8), die durch zwei periodische Kriafte

bei X = £ A erzeugt wird Y iwt
Peuwt Pe
T ) >
L—"A —DL— A —_ X

Fig. 8. Periodische Stromung, symmetrisch zur Y-Achse.
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Das bedeutet, daB wir den Ausdruck

(=]

(26) lim [_E:EY_@L_ {eiK(X+A ), oiK(X-4 )} _
~0] K-1 + i
» ;] K
+1iK(X+1Y) , ,
lim‘/° aK | eiKA e-lKAJ
p=0) K-1 + ip
o

bestimmen miissen. (In derlgeschweiften Klammer konnten wir
X = 0 setzen, da Symmetrie zu X = O vorausgesetzt war.) Um
diesen Ausdruck zu vereinfachen, wird bei X = O ein perio-
discher Druck doppelter Stdrke, dessen Phase um 180° ver-
schoben ist, hinzugefiigt, d.h., in der geschweiften Klammer
kommt noch das Glied -2¢ KX = _o (wegen X = 0) hinzu:

” +iK(X+iY .

(26%) lim | &- ( ) elKA+e"iKA -2 .
K+0 | k-1 + ip

o]

Fir die e~Funktionen in der geschweiften Klammer schreiben
wir die Reihenansdtze und erhalten:

. .2..2,2 .3..3,73
. . _ iKA i"K"A i“K”A
elKA+e—1KA_2 =1 + 7T *+ oY + =T toeoe
.1 ika | 1%%a% i%K0A7
1! 2' 3! ¢ o 00

N \2N
2§Z: (2n)'( -1) .

Wenn wir die von K unabhingigen Faktoren (2(-1)N)A2N/(2N)! aus
dem Integralausdruck (26*) heraus- und in die Koeffizienten
An miteinbeziehen, so erhalten wir den Integralausdruck
o]
(27) 1im 53E21§£§:i32
K0 K-1 + iF

[¢]

dKk .
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Anstelle von (27) bilden wir noch einen einfacheren Integral-
ausdruck, indem wir von dem Integral (27) ein Integral abzie-

hen, welches sich von (27) nur dadurch unterscheidet, daB die

Potenz von K um zwei geringer ist, - also KZN-2 betrigt:

oo
2N 2N-2, iK(X+iY)
(28) 1im | LK -K7 T)e
p© K -1 +ip
[

[o 2]

dK =

- [ K2N—2 (K+1)e1K(X+1Y)dK .

0
Der Integralausdruck (28) erfiillt alle geforderten Bedingungen,

mit Ausnahme der Bedingung an der Korperkontur., Durch Addition
einer Reihe solcher Integrale wird auch letztgenannte Bedingung
erfiillt werden. Doch zunidchst soll aus (28) das komplexe Poten-
tial <@n + i‘Pn gebildet werden., Das Integral auf der rechten
Seite von (28) kann geschlossen integriert werden; dabei set-
zen wir 2N-2 = 2n und erhalten:

(o]

o
(29) f Kzn(K+1)e1K(X+iY)dK= K2n+1eiK(X+iY)dK + K2neiK(X+iY)dK,

o (o]
Die Werte der beiden Integrale auf der rechten Seite von (29)
entnehmen wir einer Integraltafel und erhalten, - da n ganz-
zahlig -
. . '
(29%) K2n(K+1)e1K(X+1Y)dK - (c1)® (2n+1)én+2 -4 (2n!) —
(x+iY) (X+1Y)

o

Die konstanten Faktoren (-1)® (2n+1)! nehmen wir wieder in die
Koeffizienten An der komplexen Potentiale hinein und erhalten:

(30) @ + iV _ = 1 - 1

BT (x4iY)20*2 (2n+1) (x+iY)2B+1
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Die Ausdriicke (30) sind in den Losungsansatz D) einzufiihren,
der noch durch den Faktor elwt, durch den die Abhédngigkeit
von der Zeit ausgedriickt wird, vervollstdndigt wird, so daf

der endgiiltige vollstdndige Losungsansatz nun wird:
. . iwt
p*) &+ iV = {Ao(q)o + i‘lfo) +ZAn((Pn + 1‘Ifn) e

Doch zundchst wollen wir priifen, ob die Bedingung an der
freien Oberfldche durch (30) erfiillt ist. Dafiir ist es not-
wendig, auch bei der Gleichung (30) bereits dem Faktor eiwt
zu beriicksichtigen.

Die Bedingung an der freien Oberflédche lautete:

(étt - g(bY)Yzo =0 Aus (30) ergibt sich:
2: it 2 iwt 1

P .= -w=de = -Ww<

ntt n x*® * 2 ly-o

b . V. - | -ilens2) - i%(om 4 1) Jiut

- b

¥ X (X+1Y)°P*2 (20+41) (X+iY)°P+2

folglich (@ ) o 1 eiwt
Y)y=0 = - “Bn + 1 .

X

Dies ist aber noch nicht die gesuchte Ableitung, da diese
nach der dimensionslosen Koordinate Y = (wz/g).Y erfolgt ist
und ‘@n selbst auch nicht die Dimension eines Potentials hat,
sondern eine dimensionslose Grofle ist, Folglich muB der Aus-
druck fiir (@Y)Y=O noch mit wz/g multipliziert werden, damit
die Dimensionen von Qtt und g @Y.ﬁbereinstimmen. Somit gilt:
iwt 2
- - & 2 W
(@tt g(I)Y)Y=O = ;{'ﬁ_’_‘;‘g("w +g E‘") =0,

d.h, die Bedingung an der freiem Oberflidche wird durch die
Potentiale @n des Ausdrucks (30) fiir beliebiges n erfiillt,
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7) Die Erfiillung der Bedingung an der Korperkontur

Die Bedingung fiir die Korperkontur besagt, daf durch die Kon-
tur keine Stromung hindurchgehen darf, Daraus ergab sich, dafi
fir die Stromfunktion an der Korperkontur gelten mubB:

‘?K = u . Xx

Der Index K soll anzeigen, daf es sich um die Werte der Strom-
funktion an der Korperkontur handelt.

Ergédnzen wir nun noch die Stromfunktion durch Hinzufiigen des
Zeitfaktors eu"t und normieren wir sie durch Multiplikation
mitu?/g, so erhalten wir die Forderung, dal die nunmehr di-

mensionslose Stromfunktionm am Korper sein mull:

it . W
1 = - e
(3 ) 1ps011, K = e uX mit X = X .

Der Losungsansatz D*) lautet aber:

s iV = iVt Ao( ®0+1W0) + anAn((Pn'*ian)} .

Unsere Aufgabe besteht deshalb darin, eine geniigende Anzahl
komplexer Potentiale ¢n+11¥n zu wdhlen und die Koeffizienten
An fir n = 0,1,2,.... 80 zu bestimmen, daf mit geniigender Ge-

nauigkeit gilt:

1-Uson,K =\yist,K ’

d.h, der Ist-Wert der Stromfunktion an der Korperkontur mufl
mit hinreichender Genauigkeit mit dem Soll-Wert der Stromfunk-
tion iibereinstimmen,

Um dies zu erreichen, benutzt man folgendes Verfahren:
Man widhlt N Punkte auf der Korperkomtur (d.h. je Spant, da
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wir es vorerst mit dem ebenen Fall zu tun haben). Die Sum-
mierung geht damit in dem Losungsansatz D von n=1 bis
n = N-1, Wir erhalten somit N lineare Gleichungen zur Be-

stimmung der Koeffizienten Ao’ A1, A2”"AN-1’

DieseMethode gilt fiir beliebige Profilformen. Zur Verein-
fachung der Rechnung wird sie durch die Einfiihrung von
Lewis-Spanten spezialisiert, d.h., die tatsdchlichen Spant-
formen werden durch Lewisformen angendhert, - Urspriinglich
wurden diese Formen von Lewis zwecks konformer Abbildung
eingefiihrt. - Von dieser Moglichkeit wird hier mnicht Ge-
brauch gemacht; es geht bei unserer Aufgabe lediglich um
die analytische Darstellung der Profilkontur,

a) Die Einfiihrung der Lewis-Formen

- s i > o s it it e T et Tt T P A i T e s~

Fiir.:die Lewis-Formen gilt:

(32)  (x + iv) = ¢ (1% 4+ ae71® 4 pe7138 )

Der Index K in (32) zeigt an, daB es sich um die Werte x,y.
fiir die Profilkontur handelt; C ist eine spdter zu bestimmen-
de Konstante,

Wichtig fiir uns ist, daB jeder Punkt der Profilkontur nur
durch einen Parameter, nimlich den Parameter O , definiert
ist.

Die Profileigenschaften sind gegeben durch die Lewisparame-~
ter a,b, oder - in unserem Programm - durch folgende beiden
GriofBen:

a) Das Verhdltnis der halben Spantbreite zum

Spanttiefgang H = Bspt/(zTSpt)’

b) die Spantvolligkeit ﬁSpt - Fspt/(BSptTSpt) .
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Diese beiden GriBen stehen mit den Lewis-Parametern a,b

in folgendem Zusammenhang:

1+a+b
(33) H=9%

. (1-a2-3p2)
= 5 >
(1-a%+2b+b°)

(34) l?) Spt

Fig. 9 zeigt die Skizze eines Lewis-Profils mit Angabe der
Werte @ = O, T/2 und T im xy-Koordinatensystem,

8=1 0=0

4

Fig. 9 Skizze eines Lewis-Profils,

Zu beachten ist, dafi die Groflen H und pSpt nicht vollig
willkiirlich miteinander gekoppelt sein diirfen, da dann evtl.
"nicht reale" Lewis-Formen auftreten konnen, d.h. der ana-
lytische Ausdruck liefert dann eine Kontur, die eine Schlei-
fe bildet und damit die Spantflédche in einen positiven und
einen - wenn auch kleinen -~ negativen Fldchenanteil aufteilt, -
und in der Praxis diirfen natiirlich keine negativen Spantfla-

chen auftreten (Fig. 10).

x"

G—o FSpt <0

Fig. 10. Beispiel fir efﬁraiéﬁzf;eales Lewis~Spant,

Die Grenze fir reale Lewis-Spanten wird gegeben durch die
Bedingungen:

(35) ($5)gr

un

2

dy
0 und (d9)9=0 o .
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Aufgrund dieser Bedingungen kann man eine Grenzkurve auf-
stellen fiir ‘3 = f(H), die fiir reale Lewis-Formen von ﬁ
nicht unterschritten werden darf (Fig. 11: Skizze).

p4

T~

- H
Fig. 11 Grenzkurve fiir B fiir reale Lewis-Formen.

Wenn aufgrund der vorgegebenen Grofen ﬁ und H eines tat-
sdchlichen Spants diese Kurve unterschritten wird, mufi man

gewissermaBen einen KompromiB eingehen. Man wird die Werte

ﬁ und H gerade so weit abidndern, daB sie unmittelbar iiber
oder direkt auf der Grenzkurve liegen, Praktisch bedeutet
das eine Anderung der vorgegebenen Spantform durch Verrin-
gerung entweder der Breite oder des Tiefgangs unter Beibe-
haltung des Wertes der Spantflédche., - Um zusdtzliche Vorar-
beiten fiir die Benutzung des Rechenprogramms zu vermeiden,
ist die Priifung, ob durch die vorgegebenen Daten reale-
Lewis-Formen erzielt werden, in das Programm mit aufgenom-
men worden und ebenfalls die eventuell notwendige Umrech-
nung dieser GroBien.

An dieser Stelle soll noch kurz erwdhnt werden, daf es
durchaus moglich ist, auch andere Profilfamilien als die
Lewis-Formen zu widhlen, z.B., die Darstellung

(X+iY)K = C (eig+ae—19+be-139+céﬁsg),

durch die eine noch bessere Anpassung an die tatsdchlichen
Spantformen erreicht werden konnte; allerdings erhoht sich
hierbei die Zahl der notwendigen, vorgegebenen Parameter
von zwei auf drei, was natiirlich eine gewisse Erweiterung



des Programms und eine Verlidngerung der Rechenzeit bedeuten
wiirde. - Deshalb ist hier vorerst mit Lewis-Formen gerech-
net worden, die ja auch recht gute Naherungen der Spantfor-

men geben.

Es soll nun der Koeffizient C in Gleichung (32) bestimmt
werden, Das ist denkbar einfach,
Fir 6 = 0 ist y = 0 und x = BSpt/z’ folglich gilt:

B
¢ = 5(1+a+b) °

Da wir weiterhin - wie auch vorher - mit den dimensionslo-
sen GroBen X,Y rechnen wollen, miissen wir die Gleichung (32)
noch mit wg/g multiplizieren und erhalten:
2
. B W
* - a——
(32%)  (X+i¥)g = 5775a76y & ¢

e19+ae'19+be—139)

Der Kiirze halber schreiben wir fiir .. den Vorfaktor:

B 2
* = N
v T Z3(i+a+b) g ¢

Potentialen @ +i¥ .

Wir wenden uns nun dem Ausdruck (30) fiir das komplexe Poten-
tail @n+iqfn zu, wobel wir die Zuordnung der Indizes n zu
den Potenzen auf der rechten Seite nun so vornehmen - was
uns ja freisteht, - daB wir die Potenzen um 2 verringern.
Das gibt demnach:

(30%) & +i¥ = L _ i
BB (x+iY)%® (2n-1) (X+iY)9RE

In (30*) setzen wir den Ausdruck (32*) ein und erhalten
(36) (®n+lwﬁ)K =

. ¥
1 1 _ _ 1V
v*2n (e19+ae—19+be-139)2n (2n—1)(eie+ae—19+be_13g)2n-1
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Bei der weiteren Rechnung lassen wir wieder den konstanten
Vorfaktor 1A&*2n) fort, d.h, wir nehmen ihn als Faktor in

den Koeffizienten An mit hinein, wie wir es bereits vorher
verschiedentlich mit den konstanten Vorfaktoren taten.

Um nun den Ausdruck fir \ynK getrennt schreiben zu konnen,
ist es notwendig, eine mathematische Zwischemnbetrachtung

einzuschalten.

————————— — - " ————— T ———— - ————— o T 1 —————— —" ——— 1> —————— (o oo wont i

Es gilt
1 . B e—po
(e19+ae'19+be'139)p (1+ae—129+be-ﬂg)p
Hierbei ist:
(37) ae 210 , pe~ti€ 1, wennlal + {bl< 1 .

Diese Bedingung ist fiir die Lewisformen erfiillt,

Folglich kann man den Ausdruck in eine binomische Reihe ent-

wickeln:
. 00
(38) eT;zg N e—ipgzzz(_1)m(P+m—1)(ae—i29+be—149)m
(1+ae”1%%4pe™117) m=0 m
- ¢'P® 1—p(ae-i29+be-149) + 1 (ae_129+be-149)2— e

d) Einfiihrung der Reihenentwicklung in_das komplexe Potential

e S o e - — e — - —— - o — o o ot W o s 0 it e s i it s 10 Bt A e e O s G o v o S s

——— —— o ———— e e Bt it A — i ——

Da die Bedingung (37) fiir Lewis-Spanten erfiillt ist, kann man
die beiden Terme auf der rechten Seite von Gleichung (36) durch
die Reihenentwicklung (38) ersetzen und dann Real- und Imaginir-
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teil voneinander trennen,., Fiir die Stromfunktion auf der Kor-
perkontur erhdlt man dann - nach Fortlassen des Faktors
1A&*2n) - (wie bereits vorher erwihnt):

(39)‘¥n’K= -sin(2n0)+2n [asin((2n+2)9)+bsinw((2n+4)9)1 -

- 2giggill[a2sin((2n+4)9)ﬁabsin((2n+6)9)+bzsin((2n+8)9)}+...

\;*

- §E:T—{cos((2n-1)9)—(2n—1)[acos((2n+1)9)+bcos((2n+3)9)] +

+12351222[a2cos((2n+3)9)+28b003((2n+5)9)+b2005((2n+7)9)]o--}-

Durch (39) ist die Stromfunktion'W£ auf der Kontur durch eine
Sinusentwicklung fiir gerade Vielfache von 0 und eine Cosinus-
entwicklung fiir ungerade Vielfache von 0 gegeben. Im Folgenden
sind die Vorfaktoren An so zZu bestimmen, daf Z: AﬂwﬁK+Aoq%
den Sollwert der Stromfunktion auf der Kontur ergibt.

8) Bestimmung der Stromfumnktion auf der Kontur fiir verschwin-
dende Frequenz

Zuerst soll dieser Fall untersucht werden, weil er einfacher
ist als der allgemeine Fall, Wir haben die Frequenz

w — 0 und deshalb auch v*¥ — 0 ,
Wir erinnern uns an die Bedingung fiir die Korperkontur:

iwt
(31) ¥o1p,6 = ¢ uk

Uber der Abwicklung der Komtur aufgetragen, ergibt dies das
in Fig. 3 aufgetragene Bild. In (39) bleibt - da fiir w -0 auch
v¥—+ 0 - nur die Entwicklung der Stromfumktion nach Sinusfunk-
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tionen erhalten, was folgendes Bild ergibt: Fig. 12

- N\ N M
N S A N4 gr\/' ~~ o

Fig. 12 V¥ nach (39) fir w — 0

n,K

Der Vergleich von Fig. 12 mit Fig. 3 zeigt, daf wir keine
Ubereinstimmung erzielen komnen, wieviele m-Werte wir auch

nehmen mogen.

Deshalb ist es unbedingt notwendig, auch das Glied AO(@O+1W6)
zu beriicksichtigen,.

Nach Gleichung (15) gilt fiir kleine Werte X,Y die Entwicklung:

lim[ eiK(X+iY) K= 1(X+1Y){ -\/X2+Y2 Z 1(X+iY)]n _ i(“rr—arctg%)

p+0 K- 1 + iP

Fir v¥ — 0 gilt auch Xg— 0 und Y, —~0; der Index K soll anzei-
gen, daB es sich um die normierten Werte X,Y der Korperkontur
handelt. In diesem Falle strebt der Wert von}j i(x +1YK)]9/(nq1!)
ebenfalls gegen Null und e (X+1Y) 1, und wir haben die Entwick-

lung:

o

iK(X +1Yp X
(40) lim|&—E aK=|-1njVXZ+Y2 ~1i(r-arctggs)) .
p+0l K-1 + iP K
o]

Wir hatten aber - Gleichung (20), (21) - jetzt unter Weglassung
des Vorfaktors Aoe“"t -

¢

Q0

-KY
lim | &—cos(KX) sy

O p=0| K -1 + iy

oo

°r -KY_.
Y, = lim [ 2 sin(KX)qg
ko0 ) K - 1+ dp
0
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Setzen wir in diesen Ausdriicken

1 (elKX

cos(KX) = 5 e-iKX)

+
und

sin(KX)

1 iKX ~iKX
?T(e -e )s

so erhalten wir bei Beriicksichtigung von (40) auf der Korper-
kontur fiir w—+0

2 ,2 .
¢k = { “lnpV XYy - T
(41) X,
.WoK = arctg YE .

Wir zeichnen ‘wa als Funktion von © in dem Intervall

0 fefrw (Fig. 13).

Der Vergleich mit Fig. 3 zeigt, dafl der Kurvenverlauf in
beiden Fdllen sehr &dhmlich ist, d.h. wir haben mit dem Aus-
druck (41) fiir wa schon eine Funktion gefunden, die der

Stromfunktion 'mgoll,K sehr dhnlich ist.
A%K -
7
- T
3] W:I. > 0
2

Fig. 13 ¥, = f(e) .

Die Aufgabe besteht nunmehr darin, die Funktionen

WhK - (n=0,1,2,...N-1) - mit solchen Koeffizienten A, zu

multiplizieren, dafl die Bedingung fiir die Korperkontur er-
fiillt ist, d.h. daBf gilt:
N-1

> AV = ¥

(42) n=0

soll, K °
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Zu diesemr Zweck wird zunichst der Ausdruck IPOK aus (41)
umgeformt; - eigentlich sollte das durch Einsetzen der
Lewis-Koordinaten geschehen, Da dies einen sehr umstdndli-
chen Ausdruck ergeben wiirde, schlégt Grim zundchst einen
anderen Weg ein: Er geht aus von der bekannten Gleichung:

(43) X + 1Y =Vx% + ¥

Y
2 iarctgX
Andererseits gilt fiir die Lewis-Formen Gleichung (32).
Das Gleichsetzen dieser Gleichung mit Gl.(43) ergibt fir

die Korperkontur:
, . . s XK
v*elg(1+ae—219+be_4“% = VX% + Yi el(? - arctg?;) g

Von dem vorstehenden Ausdruck wird der Logarithmus gebil-
det:

Iny*+i0+1n(1+ae 219

. X
-4i0Q 1/ 2 .2 . (T K
+be )=1n X+¥g + i(g - arcthE) .
Betrachten wir hiervon nur den Imagindrteil, so erhalten
wir fiir den Arcustangens den folgenden Ausdruck:

X

(44) arctg YK =
K

ol =

-9 -Inl{ln(1+ae’219+be'“ig)} .

Den Imagindrteil des Ausdrucks in der geschweiften Klammer
erhalten wir, wenn wir diesen Ausdruck in eine Reihe ent-
wickeln; das ist moglich, weil |a] + |b| < 1. Die Reihen-
entwicklungerfolgt nach der Formel:

2 3 4
1!1(1+X) = X"' XT' + %‘ - Xr' e 0y le< 1
mit ae"219+be"l*g an Stelle von X.

Durch Verwendung der Eulerschen Formel e 1P- cos y -isiny
lassen sich in der Reihenentwicklung Real- und Imagindrteil
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voneinander trennen, und wir erhalten

X 2
(45) W;K = arctan YE = (g - 9)+asin(29)+(b—%—)sin(&g) +
K

2

a3 a“ b2
+(- 3—+ab)sin(69) + (K_ - a"b + g—)Sin(BQ) oo

Nachdem 'WBK durch (45) bestimmt ist, wird der Soll-Wert

der Stromfunktion ~ Gleichung (31) - nach Sinusfunktionen
mit geraden Vielfachen von 6 entwickelt, um eine Gegeniiber-
stellung von Ist-Wert und Soll-Wert zu ermoglichen.

Hier soll noch einmal Gleichung (31) hingeschrieben werden

( - der Faktor eu‘)t wird wieder vorldufig fortgelassen - ):
2
Uw U
(31*) 1gsollK = — Xy = 5%-y*‘{(1+a)cos 0 + bcos(}Q)} .

Zum Vergleich mit dem Ist-Wert der Stromfunktion an der Kor-

perkontur soll ¥ in (31*%) ebenfalls durch eine Entwick-

s0l11K
lung nach sin(2n@) dargestellt werden. Dies geschieht durch

Fourier-Entwicklungen der Funktionen

2 2
fi(e) = oosO—1+T-r-9 und f2(9) = cos(39)-—1+T-F9 ;

daraus erhalten wir:

2, sin{(2no
cos® = =( -GQZ: ———ig——l) und
T2 n=1 n(4n“-1)

2T = 9sin{(2no
cos(30) = =(z - 0 + z;; n(4n“-9) )
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Diese Ausdriicke fiir cos® und cos(30) werden in (31*) einge-
setzt. Es ergibt sich:

(312 ¥ o1 1 k7% pBV” ((1+a+b)(§—9) (1+a>ZS“‘ 299 Zi___i___lsm 200 ]

n=1 n(4n —1) n(&n -93)

Aus dem Losungsansatz D*) erhalten wir fiir den Ist-Wert der
Stromfunktion:

Vistk = A Yox * L ALY
Fir ¢ —+ 0 erhielten wir:
(45) ﬂr § - 0 + a sin(20) + (b—g—)sin(QO) teeao

und fir IynK gelangt fiir w—+0 der Klammerausdruck mit den Cosi-
nusfunktionen in Gleichung (39) in Fortfall, weil hierfiir der
Vorfaktor v*/(2n+1) — 0 geht.

Der Vergleich der Koeffizienten von w/2-0, sin(20), sin(40),
sin(60),.... ergibt:

2
A, = E-géx)*(1+a+b)
. - _g,U *1+a_9
a A Ay o A ol 2

(46)

~(a®/2+4b)a, + 2a A - A =

Ao
O [t
&
*
NCTA
O+
[+
+
o
NS

2
(a/3-ab)a,+(-3a°+2b)A +hany-A, = = DBux (R +gzp) .

Damit haben wir in (46) ein lineares Gleichungssystem zur Be-
stimmung der Koeffizienten An’ das fiir den hier behandelten
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Fall o —~ 0 besonders einfach ist.
Durch Einsetzen von
*_Bw2 1
v, T %% T+a+b
(6leichung auf S.37) - erhalten wir fiir A den einfachen
Ausdruck:

U.B
A = e SPpt .
0 U

9) Der hydrodynamische Druck und die hydrodynamische Kraft

fiir verschwindende Frequenz

Der resultierende Druck setzt sich aus dem hydrodynamischen

Druck und dem hydrostatischen Druck zusammen:

(47) - -, + pay [Kraft] .

Ldnge

Hierbei sind nur lineare Glieder beriicksichtigt.

Der erste Term in (47) entspricht dem hydrodynamischen, der
zweite dem hydrostatischen Druck; ersterer soll fiir den Fall
w — O bestimmt werden. Aus dem Losungsansatz D*) haben wir

fiir das Potential
iovt
) e {AO @0 +§:An @n}
und
. iwt
@t = iwe lAOCDO +ZAn©n} .

Fir das Potential @o auf der Korperkontur hatten wir fiir
w — 0 den folgenden Ausdruck (Gl.41) erhalten:

@ K=~ 1nx V Xi + Yi - i1 .

o

Damit wird der hydrodynamische Druck an der Kontur des Profils:

Py = -Piweiwt {A (-1ayV xg +Y + iT )+ZAn @nK}
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Die hydrodynamische Kraft Ph pro Lidngeneinheit ergibt sich
durch Integration des hydrodynamischen Druckes iiber die Kor-
perkontur,

Fiir w — O sind alle Koeffizienten A reell und ebenfalls al-
le ‘@n mit Ausnahme von @

Da die dimensionslosen Ordinaten XK—+-O und YKf_’O fir w—0,
gilt auch

2 2 .
XK + YK -0 und folglich

- 1n(yV X12{+YI2()—» o

Im Verhdltnis dazu sind die Terme An<©nK klein und werden
deshalb vermnachléssigt.

Damit erhalten wir fiir die hydrodynamische XKraft je Langeun-
einheit bei verschwindender Frequenz~

. iwt
Ph=§? / Pgd¥g= ipwe 5-5 A [ 1n(“g V +Y im -—B}
Kontur

oder
48 P, = - ipwet@t UB| 4, -—V x +Y2)B-iT B )
(48) b ipwe — (¢ )

Wir sehen, daB die hydrodynamische Kraft sich aus zweli Teilen
zusammensetzt, der hydrodynamischen Tridgheitskraft T
hydrodynamischen Dampfungskraft T2:

1 und der

. 2 2
iwt UB W
(49) T1 = puwe -'Tl"—. ln(xé— R)

mit R = XK + YK und

(50) T, = -ywei UB .
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Die Ausdriicke (49) gelten fiir das Halbkreisprofil exakt;
fiir andere Konturen stellen sie eine Nidherung dar.

Die Schwingungsgeschwindigkeit ist

(o)

die Beschleunigung

L1} - .w
zO = 1we1 tU .

Daraus ergibt sich, daB die hydrodynamische Damfpungskraft
in Phase mit der Geschwindigkeit ist, die hydrodynamische
Trdagheitskraft in Phase mit der Beschleunigung.

Die linke Seite der Schwingungsgleichung lautet:

(mm")z_ + Nz + pgBz_ .

Darin sind m;o die Tragheitskraft, die aus der Beschleu-
nigung der Schiffsmasse resultiert,

m"z0 die hydrodynamische Trédgheitskraft,
Néo die hydrodynamische Dampfungskraft,
d.h,
B2 w2
" o o =
(51) m" = -p = 1n (fg— R)

m" bezeichnet die hydrodynamische Masse.

Der Dampfungskoeffizient N kann aber auch aus dem Amplituden-
verhdltnis, d.h, dem Verhédltnis der Amplitude der Oberflachen-
wellen, die sich vom Korper entfernen, zur Amplitude der Tauch-
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bewegung errechnet werden. Es gilt

-2 2
N = A 7
o

Durch Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir N erhalten wir
2 2 2
i PE_ PWB oder
w3
2
(52) x = ié- B .

Die Ausdriicke (51) und (52) gelten exakt fiir das Halbkreis-
profil, Tragen wir die GroSen m" umnd A iiber dem dimensions~-
losen Frequenzparameter w2/g . B/2 auf, so hat die Kurve A
fiir w = O den Anstieg tgoc = 2, A selbst wird gleich 0; die
hydrodynamische Masse m" wird fiir o = 0 unendlich. A — 0
und m" —» co fiir w — 0 gilt fir alle Profile, nicht nur fir

den Halbkreis (Fig. 14). _
Y m " Kreis o
m)AA A Kreis

N
\
B

3 2

Fig. 14, Skizzierung des Kurvenverlaufs von m" und A fiir
verschiedene Profile, -*-+~+ Kreisprofil

Zur Bestimmung der Dampfungskraft und der hydrodynamischen
Tragheitskraft werden in der Prozedur ZPSIMO das Amplituden-
verhédltnis SAR = A und das Verhdltnis der hydrodynamischen
Massen des Profils und des Halbkreisprofils

SC = el
p(3)° %

berechnet,
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10) Bestimmung der Stromfunktion auf der Kontur
fiir nicht verschwindende Frequenz

Der geforderte Soll-Wert der Stromfunktion qrsollK bleibt
unverdndert wie bei der verschwindenden Frequenz-Gl.,(31%*) -;
somit bleibt auch die rechte Seite des Gleichungssystems (46)

unverédndert, J

)
q’nK

T N =0

Fig. 15. Verlauf der Stromfunktionen'WnK iiber ©.
------ Kurven fir w = O,

Es dndern sich aber die Stromfunktionen und damit auch die
Koeffizienten von An auf der linken Seite des Gleichungssy-

stems,

Fﬁr‘PnK hatten wir den Ausdruck (39) abgeleitet. Bei ver-
schwindender Frequenz behielten wir davon nur den Term mit
Sinusfunktionen iibrig, da fir w — O ebenfalls v*¥ — 0, Jetzt
miissen wir auch den Term mit den Cosinusfunktionen beriick-
sichtigen. Dies geschieht, indem wir durch Fourieranalyse
die Funktionen

cos {(2n-1)9} - (1-%9)
in Sinusfunktionen von geraden Vielfachen von 6 umformen,

Es gilt allgemein:

a0
cos mo -(1-29) =z:: a_ sin(2ne)
L n=1 n
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mit

2 2 .

a, == (cos(mo)~-1 + FO) sin(2ne)de
o]
2 mg
=T T /.,.2 9o,

T n(4n°-n“)

folglich

o0 2 .
(52) cos(me) = (1ﬂ%g) + %22; :(z;g(2:g;

Wir ersetzen also die Cosinusfunktionen in (39) durch den
Ausdruck (52), wobei wir - entsprechend dem gewdhlten Ge-
nauigkeitsgrad N = 4 - nur die Funktionen cos(30), cos(50)

und cos(70) beriicksichtigen und auch die Summenbildung nach
dem 4, Term abbrechen, Jedoch ehe wir diese Entwicklung vor-
nehmen, vereinfachen wir noch die Determinante des Gleichungs-
systems, dessen urspriingliche Form lautet:

4
(53) Ao¥ok +Z An Y uk ='-IIfsoll,K .
n=1

(Diese Vereinfachtung ist zwar in dem Rechenprogramm enthalten;
sie wdre jedoch fiir das Rechnen mit der Maschine nicht notwen-
dig. Sie war sehr notwendig, als noch von Hand gerechnet werden
muBte).

Der Index K gibt an, da es sich um die Werte der Stromfumnktion
auf der Korperkontur handelt. Auf der linken Seite des Glei-
chungssystems stehen die Ist-Werte, auf der rechten Seite die
Soll-Werte. Werden fiir ]ynK die Reihen (39) fiir n=1,2,3,4 ein-
gesetzt, so steht in der 5, Spalte der Koeffizientemmatrix fiir
QIAK ein Ausdruck, der sich aus Gliedern mit sin(86) und
cos(70) zusammensetzt; die 4. Spalte fﬁr‘yzK enthdlt Terme mit
sin(60), sin(86), cos(50) und cos(76), die 3. Spalte fiir 1F2K
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Terme mit sin(40), sin(60), sin(86), cos(30), cos(50) und
cos(70), die 2. Spalte fiir ‘FiK Terme mit sin(20), sin(49),
sin(60), sin(80), cos8, cos(30), cos(50), cos(70). Da der
Wert einer Determinante sich nicht dndert, wenn man eine Zei-
le oder Spalte mit einem beliebigen Faktor multipliziert und
zu einer anderen Zeile, bzw, Spalte addiert, wird dies zur
Vereinfachung der Determinante hier getan; und zwar wird die
5. Spalte mit 7a multipliziert und zur 4., Spalte addiert. In

der 4. Spalte steht nun also nicht mehr ¥ sondern'W3K+7aW

3K 4K

ein Ausdruck, der keinen Term mehr mit cos(70) enthdlt, von

den Cosinusfunktionen also nur noch einen Term mit cos(50).

Durch die Wahl geeigneter Faktorenm werden so in gleicher Wei-
se aus der 3. Spalte die Glieder mit cos(70) und cos(560) eli-
miniert, aus der 2. Spalte die Glieder mit cos(76), cos(59),
cos(36), so dab jetzt die Spalten 2 bis 5 auBer den Sinusglie-
dern nur noch jeweils ein Cosinusglied enthalten und zwar nach-
einander cos9, cos(30), cos(50), cos(70).

Wir haben somit das Gleichungssystem

(53%) AOTU0K+A1[1F1K+3aWéK+5(2a2+b)W3K+7(5a3+6ab)W4K +

2
¥ AQFP2K+5aw3K+7(3a o) ¥yg | A5 (T 7a¥yg) +AWp=¥so01k -

Die Funktion'@oK konnte auf gleiche Art wie die'WﬁK unter Zu-~
grundelegung des analytischen Ausdrucks - bzw, der analytischen
Ausdriicke (17) und (17%), da wir die Fidlle Vx2+Y2 kleiner und
groBer 6 untersuchten - berechnet werden. Jedoch wenn man die-
se Ausdriicke betrachtet, so erkennt man, dafl abgesehen davon,
dafl zwei Fourierentwicklungen notwendig widren, diese Ausdriicke
sehr umfangreich sind und die Fourierentwicklumng sehr miihselig
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widre, Deshalb werden mit Hilfe dieser Formeln die g%—Werte
fiir je 11 Punkte der Korperkontur (de#Spants) berechnet, und
die Fourieranalyse erfolgt anschlieflend fiir die Differenz
zwischen der numerisch vorgegebenen ?%—Funktion und ihrem
Wert fiir © = 0 nach Sinusfunktionen von geraden Vielfachen
des Parameters 6. In diesem Ausdruck tretenm also nur Sinus-
und keine Cosinusfunktionen auf. Daher entfdllt auch eine
Umformung der ersten Spalte der Koeffizientemmatrix des Glei-
chungssystems, und diese enthdlt also nur die Werte ?%K,nicht

aber eine Kombination mehrerer'wh ~-Funktionen, Da die Funktion

WAK einen Real- und einen Imaginé?teil besitzt, ergibt sich
durch die Trennung von Real- und Imagindrteil ein lineares
Gleichungssystem von 10 Gleichungen fiir die 10 Unbekannten
AR, AT (n=0,1,2,3,4), wobei mit AR die Realteile und mit

Al die Imaginidrteile von An bezeichnet sind., Da die Funktion
wéoll,K auf der rechten Seite des Gleichungssystems rein reell
ist, ist die rechte Seite fiir die Imagindrteile stets gleich
Null, Bezeichnen wir die Funktion auf der rechten Seite mit
EPB (n = 1,2,3,4,5), die Realteile der Koeffizienten auf der
linken Seite des Gleichungssystems mit EPAn, die Imagindrtei-
le - die nur fiir W%K auftreten - mit EQAn und ordnen wir die
Gleichungen so, daBl wir zuerst die Terme mit ARn(n=0,1,2,3,4)
sammeln und anschliefiend die Terme mit AIn und wdhlen wir die
Reihenfolge der Gleichungen in der Art, dafl wir stets abwech-
selnd eine Gleichung der Real- und eine der Imagindrteile ha-

ben, so hat das Gleichungssystem folgendes Aussehen:

5
(53%x) EZ: EPA, AR _, - EQA,, AI_ = EPB_
n=1 5
EQA,, AR, + 2;;EPAkn AL, =0

mit k = 1,2,3,4,5.
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Durch die Bestimmung der Unbekannten ARn und AIn sind das
Potential und die Stromfunktion bestimmt, die nun alle Be-
dingungen - auchdie an der Kiorperkontur - erfiillen.

11) Der hydrodynmaische Druck und die hydrodynamische

Kraft bei nicht verschwindender Frequenz

Die Bestimmung des hydrodynamischen Druckes und der hydro-
dynamischen Kraft erfolgt vollig analog wie im Falle ver-
schwindender Frequenz, nur daffi jetzt anm Stelle des verhdlt-
nismdBig einfachen Ausdrucks des Potentials fiir w—=0 der
umfangreiche Ausdruck ® mit den in Abschnitt 10 ermittel-
ten Grioflen An tritt, also:

iwt
(54) P= e {A0<P0+ZAn @n}
mit @O aus Gleichung (16) oder (16*), je nachdem ob VX§+Y§

kleiner oder groBer 6 ist und mit @n aus Gleichung (36). Da
die hydrodynamische Kraft aus der Integration des hydrodyna-
mischen Drucks iiber den Profilrand resultiert, bendtigen wir
die Teilpotentiale @n auf der Korperkontur. Wir erhalten sie -
wie die Stromfunktionen'WAK in (39) - aus der Entwicklung (38):

(55)‘@HK=cos(2n9)—2n[acos((2n+2)9)+bcos((2n+4)9)}+...

- ‘[;rfi- sin(( 2n-1)0) - (2n-—1)[asin((2n+1)9) e } .

Der Ausdruck (55) unterscheidet sich von dem Ausdruck (39)
fir die Stromfunktion nur dadurch, da an Stelle der Sinus-
funktionen Cosinusfunktionen treten und umgekehrt, und daf
sich die Vorzeichen im ersten, von y* freien Teil umkehren.
Wir erhalten somit fiir die normierte hydrodymnamische Kraft:
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6-T

0=
4
(56) K, = A, [ @ode + ZAH / q>nK dx [m2} .
=0

0=0 n=1

I

Die Normierung ist erfolgt durch Division durch pg.

Die @nK in (55) ndhern wir analog wie die wﬁK an, indem
wir die Entwicklung nach cos(80) und sin(76) abbrechen.
Fur @oK setzen wir 11 Werte der Korperkontur ein, die wir
aus (16) oder (16%) ermitteln und integrieren numerisch.
Die hydrodynamische Kraft setzt sich aus einem Real- und

einem Imagindrteil zusammen:

(57) K, = KRy + iKI,
s i
mit KR, = AR, .Rej $ax - AT . Im CDoK dx
(o] 4 ) 0
(58) +Z AR @anx
n=1
(]
und
T w I v
(59) KI, = AIo'Re‘/@oKdX +AR . Im jéchx +2§; AT @anx .
o o o

Aus dem Realteil der hydrodynamischen Kraft erhdlt man den
dimensionslosen Koeffizienten der hydrodynamischen Masse
KR
(60) 5C = ————p
()

=

o] =
- |-

und aus dem Imaginédrteil die hydrodynamische Dampfungskraft.

Diese kann aber auch aus dem Amplitudenverh&dltnis SAR bestimmt
werden, fiir welches gilt:
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w* VAR 2ear 2
(61) saR =my* |A | = v VAR +a1

damit wird die hydrodynamische Ddmfpungskraft, dividiert
durch die Dichte

2 L]
= SAR2 £ - .z [Lﬁngez/Zeitz] .
h W D
e

(62) K1

Die Berechnung der erregenden Kraft

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen der gekoppelten
Stampf- und Tauchschwingungen ist es notwendig, die erre-
gende Kraft zu ermitteln, die durch die lédngslaufende Ober-
fldchenwelle erzeugt wird. Zundchst wird von der Annahme
ausgegangen, daf die Welle und der Druck in ihr durch den
Korper nicht veridndert werden, d.h. es wird nach der Hypo-~
these von Froude und Krylow die Kraft bei Beriicksichtigung
des Smith-Effektes berechnet. Sie wirkt in vertikaler Rich-
tung und ergibt sich durch Integration iiber die Profilkon-
tur K:

2, 2
(63) E1 = pg-Bh f e ¥ Wo /ve ax
K

mit B = Profilbreite, h = Wellenhthe.

Zu dieser Kraft hinzu kommt eine Kraft, die sich aus der
Deformation der Welle durch den Korper ergibt, Die Losungs-
methode ist die gleiche wie bei der Bestimmung der hydrody-
namischen Kraft. Der Ansatz fiir das komplexe Potential &n-
dert sich nicht. Aber es &dndert sich der Sollwert der Strom-
funktion auf dem Profilrand. Um diesen zu ermitteln, betrach-
ten wir einen Spantquerschnitt in einer ladngslaufenden Welle.

Die Wasserteilchen der gleichen horizontalen Schicht haben
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alle die gleiche Vertikalgeschwindigkeit. Zu tieferen
Schichten hin nimmt die Geschwindigkeit exponentiell ab.
Es gilt fiir sie folgender Ausdruck:

(64) Vo = B e KYelt |

Damit ergeben sich fiir den Sollwert der Stromfunktion in
den Punkten X _des Profils die Werte
n x
n 2/ 2
0

welche die neue zweite Seite des Gleichungssystems (53) bilden.
Die Koeffizientenmatrix auf der linken Seite hingegen bleibt
unveridndert. Die aus diesem Gleichungssystem zu ermittelnden
GroBen, die wir nun AE nennen wollen, haben wieder einen Real-
und einen Imagindrteil:

(66) AE =AER + iAEI ,

Damit setzt sich auch die Kraft aus der Deformation aus einem

Re¢al- und einem Imagindrteil zusammen:
E2 + 1E3 .

Die resultierende erregende Kraft der Oberfldchenwelle ist
dann:

(67) E. = E, + E, + iE

Teil B: Die Aufstellung und LOsung der Bewegungsgleichungen

1) Die Integration der Bewegungsgrifien

Die Integration der Bewegungsgrofien iiber die Schiffslidnge
erfolgt nach der Streifenmethode, deren Anwendung durch den
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Vergleich mit Versuchsergebnissen gerechtfertigt erscheint.
Hier soll auf die Methode selbst nicht ndher eingegangen wer-
den; dafiir sei auf die Arbeiten von Korvin-Kroukovsky [9],
Gerritsma [10] und Meckel [11] verwiesen, Im vorliegenden
Bericht wird nur von den Ergebnissen der Methode Gebrauch
gemacht, Wir gelangen damit zu dem dreidimensionalen Fall

des Schiffes in einer lédngslaufenden Welle, welches drei mit-
einander gekoppelte Bewegungen ausfiihrt: Tauch-, Stampf- und
Langsbewegung. Letztere soll bei der folgenden Betrachtung
vernachlédssigt werden, Aufgrund der beiden Gleichgewichtsbe-
dingungen ~ Summe aller Krdafte gleich Null und Summe aller Mo-
mente gleich Null - ergeben sich die beiden Bewegungsgleichun-
gen der gekoppelten Tauch- und Stampfschwingungen:

(68) a2Z + b% + cz + a¥ + eV + g¥ = erregende Kraft
AV + BY + ¢V + DZ + EZ +Gz = erregendes Moment

zur Bestimmung der Tauchamplitude z und der Stampfamplitude V.

Fiir die Koeffizienten der beiden Gleichungen gelten folgende
Definitionen:

a =.[(m+m")dx

L

(69) b = [(N-v m")dx

8o [ ydx

2 pg
d f(m+m")xdx + "Q / (N-v )dx

C =

L
e (Nx- vm"—vgm x)dx

L
g = ZPge/yxdx

L
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(69) A J (m+m")x2dx + 555 [ (Nx—v%%i)dx

L
2 dm" 2
B = [Nx - 2vm"x - VEE_ X } dx

L

C = 2Pge./ yxzdx

L
f (m+m" )xdx

D =
L
_ dm"
E = [[Nx - Vix x] dx
L
G = 2)0ge/yxdx
mit
m = Masse des Schiffes pro Ldngeneinheit
m" = hydrodynamische Masse pro Lingeneinheit
N = Ddmpfungskoeffizient pro Lingemneinheit
e = Gravitationskonstante.

In den Ausdriicken (69) fiir die Koeffizienten der Bewegungs-
gleichungen ist von der Uberlegung Gebrauch gemacht, daf die
hydrodynamische Masse im sich bewegenden System nicht konstant,
sondern eine Funktion der Zeit ist, d.h.

dm"z ) e edm" _ e odm™ dx  _yee _.dm"
T =m Z+ZHT— = m"z+zdX 3t = m'z vzai— .

Fiir die Integration iiber die ganze Schiffslidnge gelten folgende

Beziehungen:
n
(70) [ -(dT;l—'dX =0
L
(71) J %gixdx = - ]. m" dx

L
(72) J H—X dx
L



- 59 -

Damit lassen sich einige Koeffizienten einfacher als in (69)

[ Ndx

L
A\
](m+m")xdx + &? b

schreiben:

(69%) b

(=
]

(Nx-vm")dx

o
]
S—

2 v
m+m")x dx + B
(m+m) =
J Nx2dx

L
J(Nx+vm")dx .

L
Diese Vereinfachung gilt nicht mehr,wenn die Kraft pro Strei-

>
1l
——

B

E

fen gebraucht wird.

2) Die rechten Seiten der Bewegungsgleichungen

Auf der rechten Seite der beiden Bewegungsg%gé;&gngen (68)
stehen die fiir das ganze Schiff resultierendeVKraft und das
resultierende erregende Moment. Bei der Aufstellung dieser
GroBen ist Grim - abweichend von der Streifenmethode - einen
eigenen Weg gegangen, um eine groBere Genauigkeit der Ergeb-
nisse zu erzielen.,

Die erregende Kraft fiir eine Spantsektion war - komplex ge-

schrieben -~

(67) E1 + E2 + iE3 .

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem Ausdruck fiir die hydro-
dynamische Kraft bei Tauchschwingungen, so kann man sagen, daf
E2 bei der erregenden Kraft etwa die gleiche Rolle spielt wie
die hydrodynamische Trédgheitskraft bei der Tauchschwingung und
E3 die Rolle wie die hydrodynamische Dampfungskraft; man spricht
deshalb bei E2 und E3 auch von der Quasi-Tridgheits- und Quasi-
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Dampfungskraft. Setzt man deshalb nun auch die Koeffizienten
der Beschleunigung und Dampfung parallel (Vergleich mit den Ko~
effizienten a und b in Gleichung (69), so stellt man fest, daf
der Quasi-Dampfungskoeffizient auch einen Anteil enthalten mufi,
der gleich dem Produkt der quasi-hydrodynamischen Masse mit der
Fahrtgeschwindigkeit des Schiffes ist, also einem Term, der von
der Fahrtgeschwindigkeit des Schiffes abhidngig ist, widhrend
samtliche anderen Terme davon unabhidngig sind und also auch nur
fiir v = O berechnet werden diirfen,

Bezeichnen wir die erregende Kraft aus der Welle filir das ganze
Schiff mit Fe’ das erregende Moment mit Me’ dann gilt fir eine

von vorn ankommende Welle:

21X
iwt i—5—
(73) F, = Re ((e"¢") [ (E1+E2+1E3*)e A dx)
L
iwgt : igﬂi
(74) M, = Re (e™™e x(E1+E2+iE3*)e Aodx)
mit -
A = Wellenlénge
We = Begegnungsfrequenz,
1 d
(75) E;* = E5 + |v| - i S E,
und der Naherung
(76) dEg E2m - E2m—2 1

dax ~ N /20 -

Fir die Schiffsenden erfdhrt der Ausdruck (76) eine leichte
Abwandlung. Der 2., Term in (75) erhdlt ein positives Vorzei-.
chen, weil E, < 0. (Die Trégheitskraft hat in der Bewegungs-
gleichung das uméekehrte Vorzeichen wie die Riickstellkraft.)
Die Integration E—— iiber die ganze Schiffsliange Wirde
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"
wieder Null ergeben - analog '/ %g-dx = 0; aber fiir die
L

Aufstellung der rechten Seite des Gleichungssystems be-
notigen wir den Wert
L2rx

dE im——
2 A dx

= ©

]

L

und dieser ist von Null verschieden.

Fiir See von hinten kehren sich die Vorzeichen von E3* in
(73) und (74) um.

Setzen wir fiir Fe und Me nun die Realteile ein, so erhal-

ten wir:

(73*%) F =cosut {

o —

dE
(E1+E2)congEGX'+ [(E3:dX2)sin2Wde}

A )
L dE
2 2rx
_sinwet {/-(E1+E2)Sing%§dx + /(E3+ﬁ§—)cos—K—de
L

=cosu%t «+ KR ~ sin wet - KI

daE
) ) dE

2 2mx
-sinw t!| | x(E,+E )singlzdx * X(EB'dx )cos A dx}
e 1 72 A
A L

=cosugt * MR - sin wet MI .

Diese Ausdriicke bilden die rechten Seiten des Gleichungs-
systems (68).
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3) Die Losung der Bewegungsgleichungen

Wir fiihren die folgenden Losungsansédtze in das Gleichungs-

system (68) ein:

(77) z = z, cos Wt + zysin wet
¥ _ W& cos Wt +]¥2s1n wet .

Durch Trennung der Gleichungen in Terme, die mit sin u%t

und Terme, die mit cos u@t verbunden sind, erhalten wir das
folgende lineare Gleichungssystem von vier Gleichungen zur
Bestimmung der Komponenten Zyy Zg und ’@i, QE der Tauch- und
der Stampfamplitude fiir ein konkretes Schiff in einer l&dngs-
laufenden Welle bekannter Lidnge:

2 2
(78) (c-ag a)z1+ webz2+(g-u% d)1y1+a% e¥, = KR

2 2
—u%b zi+(c-u% a)zg- W e@&+(g—u€ d)WQ = KI
2 2
(G-hé D)z1 + weEz2+(C-a% A)?&+u6BWé = MR

2 2
""eE21+(G""e D)22 ~w,B l;f1+(c-we A)qx2 = MI .

4) Die Beschleunigung, die Relativbewegung und das

Biegemoment

Nachdem wir aus (78) die Unbekannten Zyy Zg, ¥y, ¥, ermit-
telt haben, konnen die verschiedenen Bewegungsgrofien, die
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von Interesse sind, bestimmt werden, z.B. die Beschleuni-
gungen, die Relativbewegungen oder die Biegemomente an be-
stimmten Stellen der Schiffslénge.

Fir die Beschleunigung gilt:

1

T N
(79) b V[(z1+ %%-W&- c-L)2 + (z2+iFJ¥2 °c-L)2 -ag2 .

fl

L. = Schiffslénge,
A = Wellenliénge,

¢ = Koeffizient, der sich auf die Stelle der Schiffs-
ldnge bezieht, fiir welche die Beschleunigung zu
ermitteln ist,
z.B. c¢=0 fiir 0.5L, ¢=-0.4 fiir 0.3L und
c=+0,4 fiir 0,7L, - die Lidnge L vom Heck an gerech-

net - .,
Die Relativbewegung 1ist gegeben durch:
WL)>§

_ s wlhy 2 T . o\«
(80) Zrel.= szi+7rUW10L-cos(esr)) +(z2+374§cL+sugM\)51n(ci—

Der Koeffizient ¢ in (80) hat fiir die gleiche Stelle auf der
Schiffslidnge stets den gleichen Wert wie fiir (79).

Fiir die resultierende Querkraft Q bis zur Stelle A auf der
Schiffsldnge gilt der folgende Ausdruck:

v . - ] - ey Tt
(81) @ = a*z + v*2 + ¥z + ‘Y o+ ¥V 4 Y - Re[(hd + iKI)e e}

Die Koeffizienten a*, b*, ,,. haben eine analoge Bedeutung
wie die Koeffizienten a,b,... in Gleichung (69), nur daB die
Integration jetzt nicht iiber die gesamte Schiffsldnge erfolgt,
sondern von -L/2 bis A oder von A bis +L/2, Re[(KR+iKI)eiwet]
ist die resultierende erregende Kraft bis zur Stelle /. ,

analog Gleichung (73*).



Das Biegemoment beziiglich A ergibt sich durch Multiplika-
tion der einzelnen Querkridfte mit dem Hebelarm (x-A ) unter
dem Integralzeichen,

Filhrt man in (81) die Losungsansédtze (77) fir z und ¥ ein
und die Integralausdriicke fiir die Koeffizienten und multi-
pliziert mit dem Hebelarm (x~A) und sammelt in je einer
Gleichung die Koeffizienten von cos Ubt und sin u%t, SO er-
hdlt man fiir das Biegemoment beziiglich der Stelle A die bei-
den Komponenten

(82) M, =z (‘)92/ (m+m") (x- A )dx

-Lég A

~Zgy Wy [ N(x- A )dx—zgwev / m"dx
-L/2 -L/2
A

-2g 2z, / y(x- A)ax

-L/2
A A A

+w62‘P1 / (m+m")(x—/\)dx+wzg weg‘pi /N(x-/l)dx+v‘2‘lf1 m"dx

-L/2 ° -L/2 -L/2
A A
-, ‘1’2 /Nx(x-/l)dx-v we‘PgA /m"dx
-L/2 -L/2
A
- 2g, ¥, /y-x(x-A)dx
~L/2
A

+g, / KR(x- A)ax ;
-L/2
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A
M, :zzwe2 .// (m+m") (x- A Ydx
-L/2
A A
+ 24 Wy / N(x-A)adx +Z, WV / m"dx
-L/2 -L/2
A
-2g 2z, /y(x-/\)dx
-L/2
A A A

+w82l112 / (m+m" ) (x- A )dx+vW2 N(x-/ )dx+v2‘P2 / m"dx

~-L/2 -L/2 ~-L/2
A A
+0, Wi/ Nx(x-A)dx-c»vwe':Vi/\ ] m"dx
-L/2 -L/2
A
-2geqb yx(x- A)ax
-L/2
A
-£, /KI(X-—A)dx ;
-L/2
e = Gravitationskonstante
m = Masse des Schiffes pro Ladngeneinheit,
m" = hydrodynamische Masse pro Ldngeneinheit,
N = Dampfungskoeffizient pro Lidngeneinheit,

KR,KI Anteile der erregenden Kraft, gemdB (73%).
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A

Die Terme, die die Integrale J/.m"dx enthalten, ergeben sich

~L/2

durch partielle Integration von:
A

A
/ %—;—1(:{-/\ )ix = -/ m"dx
-L/2 -L/2
und A A
/ %;—';-'-'-x(x-/\)dx =+ A / m"dx,
~-L/2 -L/2
A
wdhrend /
m"xdx = 0 .
~-L/2

Die Amplitude des Biegemoments Mo ergibt sich aus den beiden

Komponenten:

2
(83) M, =V m2%.m? .

Teil C) Wahrscheinlichkeitsrechnung

1) Problemstellung

In Teil A und B wurden die Beschleunigung, die Relativbewe-
gung und das Biegemoment eines Schiffes fiir eine bestimmte
Wellenldnge und eine bestimmte Froudesche Zahl berechnet. Das
bedeutet, daB wir den Rechnungen einen regelmdfigen Seegang
zugrundelegten, - Nun interessiert in der Praxis die Frage, -
aus Griinden der Schiffssicherheit, -~ wie hdufig etwa vorge-
gebene Grenzwerte der Beschleunigung, bzw, der Relativbewe-
gung des Bugs oder des Biegemomentes, wdhrend der Fahrten ei-
nes Schiffes iiberschritten werden.

Es interessiert demmnach die Wahrscheinlichkeit, mit der diese

vorgegebenen Schranken in unregelméfigem Seegang iiberschritten
werden.
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Derartige Feststellungen konnten aufgrund umfangreic. 1 une
kostspieliger Messungen durchgeiihrt werden. Aber man Lann

auch eine Reihe theoretisch ermittelter Werte zugrunclecen.

=

2) Die Berechnung der Walirscheinlichkeit fiir das Ubersciirei: i
fow) e

gewisser Schranken,

Nach Festlegung einer kleinsten und einer grofiten Wellenlédnge, -
in Abhingigkeit von der Schiffsldnge, -~ werden die zugehorigen
Kreisfrequenzen W, berechnet, durch welche ein geeigneter Fre-
quenzbereich abgegrenzt ist, fiir welchen Rechnungen durchge-
fiihrt werden sollen. - Der kleinsten Wellenlédnge entspricht

der grofite a%-Wert und der groBten Wellenlidnge der kleinste
ub-Wert.

Der Bereich zwischen W, min und &bmax wird in konstante
Intervallbreiten A&b geteilt, Fiir sdmtliche auf diese Art
erhaltenen ub—Werte werden fiir konstante Geschwindigkeit die
Tauch- und Stampfamplituden und daraus resultierend die inter-
essierenden BewegungsgroBen (z.B. die Beschleunigung) berech-
net., Diese BewegungsgroBe heift Ubertragungsfunktion und soll

mit WN bezeichnet werden.

Fiir die weitere statistische Berechnung werden noch geeignete
Wellenhohen und die bezeichnenden Perioden des Seegangs be-
notigt. In Abhdngigkeit von diesen beiden GrioBen wird dann
ein Seegangsspektrum gewdhlt, fiir welches die Verteilungs-
dichten Py der Wellen in einem bestimmten Seegebiet in Ab-
hdngigkeit von der Wellenhohe, der Periode und der Wellen-
richtung aufgrund zahlreicher Messungen zu wdhlen sind.

Hier wurden die Seegangsspektren von Moskowitz-Pierson be-
nutzt [12]:
(84)  E(f) = 0.11 » H. 2T (T_.£)™° _ 044

-t v ‘vi'y® e

G

mit f = 0)/211' .
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Daraus wird mit Hilfe der Ubertragungsfunktion das Bewegungs-
spektrum des Schiffes gebildet:

(85) s(w)=§-§r—flwn‘2(w) .

Die Flache unter diesem Bewegungsspektrum ist:

*® 4
o _ 944(2m)
H, W]f‘IQ((a))e_l(TV‘*”4 dw
p_* RE;

v
0

(86) m = 2-0.11-(2T)*

WN

In der numerischen Rechnung werden die Integrationsgrenzen O
und oo durch wmin und (Umax ersetzt. Die prozentua}e Wahr-
scheinlichkeit, daBl bestimmte Schranken SWN durch die Uber-

tragungsfunktion WN iiberschritten werden, ist gegeben durch:

2
(87) p [WN’>SWN]= E:i }::pi(Hv’Tv)e-SWN /EWN . 0,25
Tv Hv
Das Produkt, das iiber alle vorgegebenen Perioden TV und alle
Wellenhohen Hv summiert wird, setzt sich aus den folgenden
drei Faktoren zusammen: der Wellenverteilung Py die fiir ein
bestimmtes Seegebiet in Abhidngigkeit vgn Hv und Tv vorgege-—

~SWN*/myy , bei der vor-

ben ist, der Exponentialfunktion e
ausgesetzt ist, daB fiir die Bewegungsgrioflie WN die Raleigh-
Verteilung gilt und dem Faktor 0.25, der geschidtzt ist und
durch den beriicksichtigt werden soll, dafl von den von allen
Seiten kommenden Wellen nur die Wellen direkt von vorn in

die Rechnung eingehen. Dafl das Schiff nicht nur in Seegang

fahrt, sondern auch in glattem Wasser, ist durch die vorge-

gebene Verteilungsdichte Py der Wellen beriicksichtigt,
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Praktisch von Interesse ist, wie hdufig in einem bestimmten

Zeitraum eine vorgegebene Schranke iiberschritten wird.

Dieser Wert kann aus der prozentualen Wahrscheinlichkeit p

ermittelt werden.

Angenommen, es sei die prozentuale Wahrscheinlichkeit p=10 .

4

Es so0ll festgestellt werden, wie oft in einem Zeitraum von
10 Jahren die Schramnke SWN durch WN iiberschritten wird.
Nimmt man an, daB das Schiff im Jahr 6000 Stunden in See ist

und wird die mittlere Pcriode mit 10 s geschdtzt, dann erge-
ben sich in 10 Jahrem 10.6000.3600/10 = 21 600 000 Amplitu-

Tasai,

denwerte WN. Dieser Wert wird mit der Wahrscheinlichkeit 10_4
multipliziert. Wir erhalten demnach als Ergebnis, dafB die
Schranke SWN in 10 Jahren 21,60, - also rund 22 mal -, iiber-
schritten wird.
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