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1. Einleitung

Fir Fertigungszwecke bietet die numerische Darstellung von
Schiffsformen im Rechner gegeniiber der zeichnerischen Methode
den Vorteil, mit ausreichender Genauigkeit und geringem Auf-
wand Punkte und Linien auf einer Schiffsoberfliche bestimmen
zu kd6nnen. Voraussetzung dafiir ist eine mathematische Defini-
tion der Schiffsform durch Kurven und Flachen, die durch For-
meln beschrieben werden. Die Formeln sind so anzusetzen, daB
sie die geometrischen Eigenschaften der Schiffsform genau dar-

stellen kOnnen.

Kurven und Fl&dchen konnen durch implizite und explizite For-
meln sowie in Parameterform beschrieben werden. Die implizite
Darstellung kann zwar viele analytische Kurven und Flichen wie
Kreis, Ellipse, Kugel und Ellipsoid exakt darstellen, ist aber
fir frei entworfene Kurven und Fl&chen wegen schwieriger Hand-
habung weniger geeignet. Demgegeniiber ist die explizite Dar-
stellung bisher sowohl zur Approximation zeichnerisch vorliegen-
der als auch zum Entwurf neuer Schiffslinien und Schiffsober-
fldchen vielfach verwendet worden. Dabei steht der Polynoman-
satz im Vordergrund, weil seine Koeffizienten aus gegebenen
Bedingungen einfach zu bestimmen sind. Jedoch sind der Anwend-
barkeit von Polynomen zur Darstellung der Schiffslinien in
einem Zuge, d.h. ohne Segmentierung, enge Grenzen gesetzt. Der
Grund dafiir ist, daB der Grad des Polynoms mit der Anzahl der
einzuhaltenden Bedingungen ansteigen muB; damit ergibt sich die
Tendenz zu unerwlinschten Wellen im Kurven- bzw. Flichenverlauf.
Diese kann dadurch beseitigt werden, daB man die Kurve oder die
Fldche in Stlicke aufteilt und jedes Stiick getrennt durch Poly-
nome niedrigen Grades beschreibt. Schwierigkeiten ergeben sich
bei dieser stilickweisen expliziten Darstellung, wenn die Ordi-
nate der Linie oder Fl&che nicht eindeutig von der oder den
Abszissen des benutzten Koordinatensystems abhdngt. In diesem
Zusammenhang hat Forrest [16] die speziellen mathematischen Ei-
genschaften der Formen, zu denen die Schiffsoberfldche zihlt,

analysiert und durch drei Merkmale gekennzeichnet:

1. Sie ist unabhdngig vom Koordinatensystem.



2. Sie ist keine eindeutige Funktion von je 2 der 3 karte-

sischen Koordinaten.

3. ©Sie besitzt vertikale Tangentenrichtungen auf allen Koor-

dinatenebenen.

Fir Kurven und Fl&dchen mit diesen Merkmalen benutzt man vor-
wiegend Parameterdarstellungen: Zur Beschreibung der Punkte
auf einer Kurve verwendet man eine Vektorfunktion einer ska-

laren Variablen u:

Qw =[x v zw]T

eine Fl&che wird durch eine Vektorfunktion von zwei skalaren

Variablen u und v dargestellt:

é(u,v) = [X(u,v) Y(u,v) Z(u,v)]T.

Nach einer ausfilihrlichen tabellarischen Gegeniiberstellung der
Vor- und Nachteile der expliziten Darstellung und der Parameter-
darstellung von Creutz [11] 14Bt sich feststellen, daB die Para-
meterdarstellung fiir die Beschreibung von Schiffsformen der ex-
pliziten Darstellung iiberlegen ist. Dabei ist ein Nachteil der
Parameterdarstellung, daB kartesische Schnitte schwieriger zu
berechnen sind; dieser Nachteil kann jedoch durch geeignete Al-

gorithmen weitgehend aufgehoben werden.

Flir diese Darstellungsart stehen zahlreiche Interpolationsfunk-
tionen zur Auswahl. Sie haben fiir die verschiedenen in der Kurven-
und Fldchendarstellung auftretenden Aufgaben unterschiedliche Vor-
und Nachteile. In der vorliegenden Arbeit werden Methoden in Para-
meterform aufgestellt, mit denen sich die heute verwendeten

Schiffslinien und Schiffsoberflichen genau darstellen lassen.



2. Darstellung von Schiffslinien

2.1 Aufgabenstellung

Es soll ein Verfahren aufgestellt werden, das mit mdglichst we-
nigen Daten wie Punkten und Tangenten gezeichnet vorliegende
Kurven durch Formeln wiedergeben kann. Diese Kurven dienen spa-
ter als Grundlage (Netzlinien) fiir die Fldchenbeschreibung. Es
handelt sich also um die Darstellung vorhandener, nicht um den
Entwurf neuer Kurven. Die Formeln sollen nicht nur die Koordi-
naten, sondern auch die Steigungen und die Krilimmungen der ge-
gebenen Kurven gut anndhern. Eine Schiffslinie, z.B. eine Spant-
kurve oder Wasserlinie, kann aus Geraden, Kegelschnitten (Kreis,
Ellipse, Parabel) und frei entworfenen Kurventeilen bestehen
(Bild 1). Um die unterschiedlichen Eigenschaften dieser Kurven-
teile zu berilicksichtigen, ist es zweckmdBig, die Kurven in Stiicke
aufzuteilen. Die Formeln, die ein Kurvenstiick annihern sollen,
sollen einerseits genau, andererseits mdglichst fiir die ganze
Kurve von einheitlichem Typ sein, damit man mit wenigen Algo-
rithmen zur Durchfiihrung der beabsichtigten Operationen aus-

®

kommt.

0,

®
®

C) Gerade C) Kegelschnitt
() kubischer Spline () Kreisbogen

Bild 1 Verschiedene Kurventeile der Schiffslinien



Die Daten, die vom Anwender der Methode gegeben werden miissen,
sind in jedem Falle Koordinaten von Stiitzpunkten auf der Kurve.
In manchen F&dllen miissen zusdtzlich Tangentenrichtungen oder
Krimmungen in einzelnen Stilitzpunkten vorgeschrieben und von den

berechneten Kurven eingehalten werden.

Die Aufgabe 148t sich durch Splinefunktionen 18sen. Dabei wird
eine Kurve aus Stilicken zusammengesetzt. Jedes Kurvenstiick wird
durch ein Polynom niedrigen Grades definiert. Polynome werden
gewdhlt, weil sie einfach zu berechnen sind. Man spricht dann
spezifisch von Polynom-Splines (z.B. [30]). Ein niedriger Poly-
nomgrad vermeidet die Tendenz zur Welligkeit der Polynome hdhe-
ren Grades. Meist werden Polynome 3. Grades bevorzugt, da sie
die einfachsten Funktionen sind, die eine Stetigkeit bis zur

2. Ableitung ermdglichen.



2.2 Verschiedene Splinefunktionen

Auf den Gebieten des rechnerunterstiitzten Entwurfs (CAD) und
der Computergrafik sind verschiedene Funktionstypen zur Dar-
stellung und zum Entwurf von Kurven verbreitet, die auf Poly-
nome als Basisfunktion beruhen. Forrest [16 ] sowie Rogers und
Adams [47 ] haben einen Uberblick iiber eine Reihe von M&glich-
keiten gegeben. Hier werden die Eigenschaften einiger Polynom-
ansdtze, die fiir die Beschreibung der Schiffslinien von Bedeu-

tung sind, knapp zusammengestellt und verglichen.

1) "Mischen" von Parabeln

Der Grundgedanke dieser Methode ist, zwei im Raum definierte

Parabeln entsprechend Bild 2 zu mitteln.

(o]
=

10|
o
0|
N

Bild 2 "Mischen" von Parabeln

Bezeichnet man die erste Parabel durch die drei Punkte 50,51

und 52 mit R(r) und die zweite durch 61, 52 und 53 mit S(s), so

wird das Kurvenstiick zwischen §lund.§2definiert durch "Mischen"

der beiden Parabeln:

Q(u) = (1-u)R(r) + uS(s) (2.2-1)

oder in Matrizenschreibweise

0 -0.5 1.0 =-0.5 1

_ _ 1 0.0 -2.5 1.5 u

elw) = [QO 9 9 Q3} 0 0.5 2.0 -1.5 uz (2.2-2)
0 0.0 -0.5 0.5 u3



Zur Darstellung von Schiffslinien lassen sich solche Kurven-
stlicke beliebig aneinanderfiigen. Diese Methode ist zum inter-
aktiven Entwurf von Kurven geeignet und kann auch fiir die In-
terpolation von Kurven durch gegebene Stiitzpunkte eingesetzt
werden. Sie gewdhrleistet aber keinen glatten Verlauf der
Kurvenkriimmung, und sie ist auch nicht geeignet fiir Kurven,
bei denen als Nebenbedingung z.B. Tangentenrichtungen vorge=-

schrieben sind.

2) Kubische Splines

Ein Kurvenstlick zwischen zwei Punkten ist hierbei definiert
durch

Q(u) <1 (2.2-3)

Il
il W
o}
c
.
o)
N
c

|
I
o

mit

Die 3, sind Koeffizientenvektoren, die aus zwei Endpunkten 50
und 51 und zwei Tangentenvektoren an den Endpunkten 50 und

Q, zu bestimmen sind (Bild 3).

9

Bild 3 Ein kubisches Splinesegment

Mit Hilfe der Hermiteschen Polynome 148t sich die Formel

(2.2-3) wie folgt schreiben:



3)

(u)
(u)
(u)
(u)

0€u <1 (2.2-4)

o™ om o m
DwoN

Darin sind thn, thﬂ, H3(u)und H4(u) die Hermiteschen Poly-

nome 3. Grades

B () 1 0 -3 2 (1]
H2 (0) 0 0 3 =2 u L (2.2-5)
= £ < « L=
H (W 0 1 -2 1 w2 | 0% 1
0 o0 -1 1 us
| B, ()] | J L

Um ein Kurvenstiick durch kubische Splines darzustellen, sind
also nicht nur die Koordinaten der Endpunkte, sondern auch

die Tangentenvektoren festzulegen. Diese lassen sich bestim-
men aus zusdtzlich gegebenen Bedingungen an den Kurvenend-
punkten und - wenn die Kurve mehr als einen Abschnitt hat -
aus der Bedingung, daB die Kriimmungen (bei ebenen Kurven) bzw.
der Kriimmungsvektor (bei Raumkurven) an den inneren Stilitzpunk-

ten stetig sein miissen.

Bézier-Kurven

Uber n Eckpunkte Qj,j=01ﬁs n-1, eines Polygonzuges wird eine

Bézier-Kurve definiert durch

n-1
0 (u) = .Z 95 B, 5@ 0O<su<l (2.2-6)
j=0
wobei
B .(u) = (n'.l) wl (1-g) 713
n,j J

die sogenannten Bernsteinpolynome sind. Die Kurve ist tangen-~-
tial zu der ersten und der letzten Seite des Polygonzuges
und geht im allgemeinen nur durch den ersten und den letzten

Eckpunkt, nicht durch die dazwischenliegenden Eckpunkte.




4)

Durch Verschiebung der Eckpunkte 1&Bt sich der Kurvenverlauf
gezielt dndern. Die Polynome haben den Grad n-1. Ein den ku-
bischen Splines entsprechender Fall ist n=4. Ein solches Kur-
venstlick ist durch die Angabe von 4 Eckpunkten festgelegt.

Bild 4 zeigt zwei Kurvenstlicke, die an einem Punkt 53 anschlie-

Ben.

Bild 4 Bézier-Kurve aus zwei Kurvenstiicken

Das Kurvenstiick durch die vier Eckpunkﬁa@o,ﬁl,ﬁz,und§3 ist

definiert durch

1 -3 3 -1 1

_ - 0 3 -6 3 u

o(u) = [QO 0, 9, 93} o o 3 -3 42 O<u<1 (2.2-7)
0 0 0 1 us

Um eine stetige Tangentenrichtung am Punkt 53 fiir die beiden
Kurvenstiicke zu erhalten, sind.§2,2% und §4kollinear anzu-
geben.

B-Splines

B-Splines sind ebenfalls wie die Bézier-Kurven tiiber Polygon-

zlige §j,j=o bis n-1, definiert durch

Q(u) = Y} Q. N.  (u) (2.2-8)



Der Unterschied zu den Bézier-Kurven ist, daB statt der Bern-
steinpolynome die B-Spline-Basispolynome ij verwendet werden.

14
Die Funktionen Nj khn lassen sich nach den folgenden Rekursions-

7

formeln berechnen:

1 fir u. € u < u.
N, = { ] i+l (2.2-9)
Jr 0 sonst

und
u—uj uj+k—u ()
= —_— e N + N- u 2. —1

erk(U) u -1 j’k—l(u) u. . -u. J*1,k+1 (2.2-10)

j+k-1 j J+k j+1

Ein spezieller Fall der B-Splines mit n=4 und k=4 ist eine
Bézier-Kurve aus vier Eckpunkten. Die B-Spline-Basispoly-
nome haben jedoch einen Grad k-1, der von der Anzahl der
Polygonecken n unabhéngig ist. Daher bieten B-Splines mehr
Einsatzm8glichkeiten als die Bézier-Kurven und eignen sich

auch fir den Entwurf von Kurven.



2.3 Rationale kubische Splines

Kegelschnitte sind zur Darstellung mancher Kurven erwlinscht, da
sie keinen Wendepunkt haben k&nnen. Kubische Splines k&nnen Kegel-
schnitte nicht exakt darstellen. Dies ist aber durch gebrochene

quadratische Polynome in Parameterform m&glich:

2 .
) 3 u?
X(u) = Jzo
Z b
a, . u
j20 M3
2 .
) %y w
Y(u) = JZO (2.3-1)
j
z ahj u

.
(@]

Vergleicht man die Formeln (2.2-3) und (2.3-1), so liegt der Ge-
danke nahe, Kegelschnitte und kubische Splines durch einen Quo-
tienten zweier Polynome 3. Grades in einer einzigen Formel zu

vereinigen:

i

(2.3-2)

Il c~~Ww] I oW

.
(@]

Die kubischen Splines nach (2.2-3) ergeben sich als ein Sonder-
fall der rationalen kubischen Splines nach (2.3-2) durch

a = a 0. Werden der Z&hler mit dem Vektor

h1~ %h2~ %h3 T Ur
p(u) = [x(u)y(u)z(u)] und der Nenner mit

_ p(u)
dem Skalar h(u) und beide zusammen mit dem Vektor g(u) = [ J
h(u)

bezeichnet, so 1&Bt sich ein Punkt im Raum durch q(u) mit vier
Koordinaten x(u), y(u), z(u) und h(u) statt durch drei Koordinaten

darstellen. Diese vier Koordinaten werden homogene Koordinaten




genannt. Den allgemeinen Zusammenhang zwischen den kartesi-
schen Koordinaten und den homogenen Koordinaten driickt die Be-

ziehung

o - 2 (2.3-3)

h (u)

aus.

Analog zu (2.2-4) kann der homogene Koordinatenvektor eines Kur-
venstiicks mit Hilfe der Hermiteschen Polynome 3. Grades thn,

thn, H3hn und H4hn aus (2.2-5) nach der Formel

thn
- - — - K H_(u)
aw = [qlo) T a© am] | 2
H3(u)

(2.3-4)

| Ba() ]

berechnet werden. Darin bezeichnen q(0) und gq(1) die homogenen Ko-
ordinatenvektoren der Endpunkte des Kurvenstiicks und g(0) und
q(1) die homogenen Tangentenvektoren, d.h. die Ableitungen von g

nach u, jeweils an den Endpunkten eines Kurvenstlicks:

q(0) = [x(0) y(0) 2(0) h(0)] T
a1 = [x@ y@ z@) nn]T
0 = [x0 70 20 H]T
= k@ y@ 2@ hw]T (2.3-5)

Sie sind aus geometrischen Parametern an den Enden des Kurven-
stlicks zu bestimmen. Der Einfachheit halber werden h(0) und h(1) in
den Endpunkten mit dem Wert 1 festgesetzt. Dadurch wird die dar-
stellbare Kurvenmenge zwar verkleinert, es bleiben jedoch noch
genligend viele Parameter, um alle gewilinschten Kurven auszudriicken.
Damit gilt filir die homogenen Koordinatenvektoren an den Abschnitts-

enden:

- 11 -



_ q(0) Q(0)
q(o) = =
| h(0) | [ 1]
_ a(1) [9(1)
q(l) = =
| h(1) | L1 (2.3-6)

Zur Bestimmung der homogenen Tangentenvektoren wird die Gleichung
(2.3-3) nach u abgeleitet:

p(u) = Q(u) h(u) + Q(u) h(u) (2.3-7)

An den Abschnittsenden mit u=0 und u=1 ergeben sich
p(0)
h(0)

und

. p(1)
g(l) .
h(1)

Wird die Matrix in der Formel (2.3-4), die die homogenen Vektoren

q(0)

[5(0) h(0) + 0(0) h(O)}

h(0)

[5(1) h(l) + 0(1) h(l)}

h(1) (2.3-8)

enthdlt, mit M bezeichnet,

M = [q(0) q(1) q(0) g ] , (2.3-9)

so ergeben sich die zweiten Ableitungen der Kurve an den End-
punkten aus (2.3-4) und (2.2-5) zu

- — -—

. 50 e
q(0) = | . = M| _,
_h(O)J =y
- (1) .
q(l) = . = M 2
| h(1) | 4 | (2.3-10)

- 12 -



Diese Vektoren werden filir die Berechnung von Kriimmungsvektoren

an den Enden gebraucht.

Die Formeln (2.3-4) lassen sich durch Einsetzen von (2.3-6) und

(2.3-8) folgendermaBen zusammenfassen:

_ _ . _ . . _ . FHl(u) ]
_ 0(0) Q(1) Q(0) + Q(0) h(0) Q(1) + Q(1) h(1) H_(u)
g(u) = 2
11 h(0) h(1) Hj (w)
AR
(2.3-11)

Fir die numerische Auswertung erscheint diese Formel zweckmdBiqg.
Flir die spdtere Fldchendarstellung ist es aber zweckmdBiger, die

Kurven in kartesischen Koordinaten zu formulieren:

— -

Hl(U)
— 1 — — . — . . _ . H2(u)
Q) = o [Q(O)Q(l)Q(O)+-Q(O)h(O)Q(1)4—Q(1)h(1)] B, ()
_H4(u)J
(2.3-12)
mit h(u) = 1 + h(0) Hy () + h(1) H, (1)

Bei manchen Anwendungen z.B. zur Berechnung von Punkten auf
einer Kurve zu einer gegebenen Koordinate muB der Parameter u
bestimmt werden. Daflir ist die Definition der Kurve analog zu

(2.2-3) besser geeignet:

3 () j (2.3-13)

1]

| W
o |
c

mit

|
I

j [2x5 %3 %25 hj ] '



Wird die Koeffizientenmatrix der Hermiteschen Polynome in
(2.2-5) mit K bezeichnet:

H. (u)
(u)
(u)
(u)

1
%
3
Hy

mit

I'=
[

und

la
I

o o O B

[1

ergeben sich

axO
yO0

z0

ho

x1

yl

azl

hl

O B O ©

kKT
(2.3-14)
-3 2
3 =2
-2 1
11 (2.3-15)
uz w3t (2.3-16)

alle Koeffizienten in (2.3-13) aus der Gleichung:

X2
ay2
azZ

h2

ax3
v3

z3

h3 |

U
=
=

(2.3-17)



2.4 Bedingungen fiir Kegelschnitte
g(u) stellt einen Kegelschnitt dar, wenn die Koeffizienten von u3
in (2.3-11) verschwinden. Notwendige und hinreichende Bedingungen
dazu sind:

h(0) = -h(1) (2.4-1)

und

0(0) +9(1) = [2+n@][B0) - 90 ] (2.4-2)

Die geometrische Bedeutung der Gleichung (2.4-2) 148t sich durch

Bild 5 veranschaulichen:

2+ h] oW - 2]

Bild 5 Geometrische Bedeutung der
Bedingung filir Kegelschnitte

Damit 1&Bt sich feststellen, daB die beiden Tangentenvektoren an
den Endpunkten und der Sehnenvektor, der zwei Endpunkte verbindet,
in einer Ebene liegen miissen und unter dem Verh&dltnis nach (2.4-2)
ein geschlossenes Dreieck bilden. Die erste Folgerung entspricht
der Aussage, daB ein Kegelschnitt eine ebene Kurve ist (die Win-
dung der Kurve verschwindet). Nach (2.4-2) kann der Skalar n(o),
somit auch —EUJ, bestimmt werden:

. . 0 + 5]

h(0) = -h(1) = - 2 (2.4-3)

lo(1) - (o) |




2.5 Festlegen eines Kurvenstilicks durch Endbedingungen

und zusdtzliche freie Parameter

Werden die Tangentenvektoren 6(O)und,é(l)an den Endpunkten in
ihre Betrédge Ié(O)Iund |é(1)|und die Einheitsvektoren t(0) und
t(1) zerlegt und das Verhiltnis der Betrdge zu der Sehnenlénge
zwischen den Endpunkten mit A(0) bzw. A(1) (A(0) > 0, A(1l) > 0) be-

Zzeichnet, folgen

A(0) 1 t(0)

0(0) [Q(0) | (o)

und

A(l) 1 t(1) (2.5-1)

o) | t()

101
—_
=
~
Il

Darin bedeutet 1 = [9(1) - Q(0)| die Sehnenlénge. Die Lingen der
Tangentenvektoren lassen sich also bei zwei festen Endpunkten
durch Angabe der skalaren Faktoren A(0)und A(1l) variieren. h(0)
und h(1) in (2.4-3) sind dafir maBgebend, ob die Kurve eine kubi-
sche Splinekurve (h(0) = h(l) = 0) ist oder eine "echte" rationale
Splinekurve. Um dies zu beeinflussen, werden zwei weitere freie

Parameter C(0) und C(1) eingefiihrt. Sie sind definiert durch

c(0)(|a(o) E(0) + a(1) T(1)] -2)

|3(0) + T(1) | _2>

h(0) = c(0)<
1

-c(1) (|a() t(0) + a(1) t(1)]-2)

[Q(0) + 0(1) | _2>
1

h(1) = -C(1) <
(2.5-2)

Damit wird ein Kurvenstiick durch die Endpunkte, die Tangenten-
richtungen an den Endpunkten sowie vier zus#itzliche freie Para-
meter A(0), A(1l), C(0) und c(1) festgelegt (Bild 6).



OVI1)=A(1)1E(1)

a(1)
A(1)
cC(1)

QV(1)=A(0)1t(0)

Q(0)
A(o)
C (o)

Bild 6 Daten filir ein rationales kubisches Kurvenstiick

Bei unverdnderten Tangentenrichtungen an den Endpunkten kann der
Verlauf des Kurvenstlicks durch Angabe der freien Parameter beein-

fluBt werden. Diese Parameter haben 1 als Standardwert.

Zur Berechnung von gq(u) ist die Matrix M in (2.3-9) aus (2.3-8),
(2.5-1) und (2.5-2) zu berechnen.

Aus dem Vergleich von (2.4-3) und (2.5-2) ergibt sich als eine

notwendige Bedingung fiir Kegelschnitte:

C(0) = cCc(1) = 1 (2.5-3)

Werden (2.5-1), (2.5-2) und (2.5-3) in (2.4-2) eingesetzt, folgt

eine weitere notwendige Bedingung fiir Kegelschnitte:

A(0) £(0) + A(1) (1) = |A(0) T(0) + A(1) z(1)] s (2.5-4)
mit
Q(1) - 9(0)

= (2.5.-5)
1

Sind der Winkel o zwischen t(0) unds und der Winkel B zwischen
t(1) und s nach Bild 5 gegeben, folgt das Verh#ltnis von A(0) zu A(1)
fiir Kegelschnitte aus (2.5-4):
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A(0) |sinal I's x £) |
_ - = (2.5-6)
A(1) Isin BI |s x t(0) |

x bedeutet Vektorprodukt. Die Wirkung der feien Parameter a(0),
A(1l), C(0) und C(1) zeigen Bild 7a, 7b und 7c.
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Bild 7 Wirkung der freien Parameter A(0) und A(1)

bei C(0)=c(1)=1 auf den Kurvenverlauf

(a) A(0)/A(1)x|sinal/ sinf|=0.5
(b) A(0)/A(1)=|sinal/ sinB|=0.5
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2.6 Krimmungsvektor

Der Krimmungsvektor K(u) einer in Parameterform beschriebenen

Kurve ist definiert (z.B. nach [56]) durch

1 . = = . e
K(u) = k(uw) n(u) = — [(E(u) -+ Q(u))o) - (Q(w) - Q(u))Q(u)]

(Q(u) » Q(u))2

(2.6-1)

Der Punkt zwischen zwei Vektoren bedeutet Skalarprodukt. In
(2.6-1) bedeuten k die Kriimmung und n der Hauptnormalenvektor

der Kurve. Die Krimmung ergibt sich daraus als Betrag von K.

Die Ableitungen von Q(u) nach u lassen sich durch die Differen-

tation der Gleichung (2.3-3) berechnen:

1) die erste Ableitung (Tangentenvektor)

2 d Q(u) 1 _ .
Q(u) = = [p(u) - Q(u)h(u)] (2.6-2)
du h(u)
2) die zweite Ableitung
- d29 (u) 1 - . K - :
Q(u) = = [p(u) - 2h(u) Q(u) - h(u) Q(u)] (2.6-3)
duz2 h(u)

An den Endpunkten mit u=0 und u=1 erh&lt man fiir die Ableitungen:

20 = E(O) - ﬂ(o>§(0) = A(0) 1 t(0) (2.6-4)
o) = p@) - h(1) 9(1) = A1) 1 T(1) (2.6-5)
0(0) = 2 [(3- ) @W) - §O)) - (2+ h(0)9(0) - 9]  (2.6-6)
o) = 2 [-(3+ R(0)) (@(1) - 3()) + (2- RO + 00 ] (2.6-7)

Durch Einsetzen von (2.6-4) bis (2.6-7) in (2.6-1) folgen die

Krimmungsvektoren an den Endpunkten.
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X(0) = [(3-n(@)) [E- (s .E(O))E(O)] + A(1) [(E(o) . £(1))t(0) - E(l):]}
a(0)21
(2.6-8)
— 2 L] — —_— — — — — — —
K(1) = {(3+h(0)) [—s +(s -t(l))t(l)] + A(0) [—-(t(O)- T(1)T(L) + t(O)]}
A(1)21

(2.6-9)

Dabei sind h(0) und h(1) nach (2.5-2) und s nach (2.5-5) zu be-

rechnen.
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2.7 EinfluB vorgegebener Kriimmung auf den Kurvenverlauf

Nach (2.6-8) bzw. (2.6-9) besteht ein linearer Zusammenhang
zwischen K(0) und h(1) und damit auch C(1), und ein entsprechen-
der Zusammenhang zwischen K(1), h(0) und c(0). Schreibt man bei ge-
gebenen Tangentenrichtungen t(0) und t(1) auch die Kriimmung k(0) bzw.
k(1) an einem oder an beiden Enden vor, ist es daher einfach, c(1)
bzw. C(0) entsprechend zu bestimmen. Fallen t(0)und s zusammen (d.h.
s = t(0)), so ergibt sich

s - (s * t(0)) t(0) = 0O (2.7-1)

Damit hat h(1) dann keinen EinfluB auf K(0). Aus diesem Grund kann
K(0) nur filir den Fall vorgeschrieben werden, daB t(0) xs gilt. Eine
analoge Einschrénkung gilt fiir K(1), n&mlich t(1) ¥ s. Sind diese Be-
dingungen erfillt, so lassen sich auch die Hauptnormalenvektoren
an den Enden n(0) undn(l) mit der Annahme, daB n(0), t(0) unds bzw.

n(l), t(1) und's auf einer Ebene liegen, bestimmen (Bild 8):

£(0) x (sx t(0))

n(0) (2.7-2)

[t(0) x (sx t(0))]

£(1) x (t(l)xs)

n(1)

(2.7-3)
|[t(1) x (E@)xs)|

€(0)

s
\_~
n(0)

E(l) t (1)

Bild 8 Die Hauptnormalenvektoren an den

Enden eines Kurvenstiicks
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Die Richtung von n(0) bzw. n(l) wird also so festgelegt, daB t(0),
s x t(0) und n(0) bzw. t(1), t(1) xs und n(l) in dieser Reihenfolge
ein Rechtssystem bilden. Damit sind die Kriimmungsvektoren K(0) und

K(1) durch die Angaben ihrer Betrdge (Kriimmungen) festgelegt:

K(0)

k(0) n(0) (2.7-4)

K(1) k(1) n(1) (2.7-5)

Die Bilder 9a, 9b und 9c zeigen die Kurven mit gegebenen Tangen-
tenrichtungen an den beiden Endpunkten, die sich bei verschieden
vorgegebenen Parametern A(0), A(1) bei verschiedenen Kriimmungen

ergeben,




ACO0) A(1)

g ® 0.50 0.50

s A 1.00 1.00

+ 1.50 1.50

K0y K1) - X 2.00 .2.00
0.00 0.00 & 2. 2.
+ 3. 3.
X 3. 3.
z 4. 4.
Y ¢ 4.
X 5. 5.

-1 00 0. { -?.60‘ -(PALLOI

-P.‘20l 8-0.
o

K(Q) K1)
-0.50 -0.50 .

K{O) K1)
-1.00 -1.00

Bild 9 Kurven mit vorgegebenen Kriimmungen an den Endpunkten



2.8 Grafische Transformation rationaler kubischer Splines

Um geometrische Objekte (Punkte, Kurven und Flichen) bildlich
darzustellen, werden Operationen wie Translation, Rotation,
Skalierung, Scherung, Parallelprojektion und Zentralprojektion
des Objektes bendtigt. Sie werden hier als grafische Transfor-
mationen bezeichnet. Ist eine Kurve nach (2.3-11) in homogenen
Koordinaten definiert, so lassen sich die grafische Transforma-

tionen durch Linksmultiplikation der Kurve mit einer Matrix T

vornehmen:
q'(w) = T g(u (2.8-1)
Hierin stellt q'(u) = Ed(u) y'{u) z'(u) h'hn] die transformierte

Kurve dar. Die 4 x 4-Matrix T definiert die Art der grafischen
Transformation (siehe z.B. [34], [47]). Aus (2.3-11) und (2.8-1)
ist ersichtlich, daB gq'(u) ebenso wie q(u) ein Vektor-Polynom

3. Grades von u ist.



2.9 Eigenschaften der rationalen kubischen Splines

Im Vergleich zu (normalen) kubischen Splines haben rationale

kubische Splines folgende Eigenschaften:

- Kubische Splines sind ein Sonderfall der rationalen

kubischen Splines.
- Kegelschnitte k&nnen exakt dargestellt werden.

- Durch die Bedingungen fiir Kegelschnitte aus dem Abschnitt 2.4
kann die Kurvenkriimmung auch bei starken Winkel&nderungen

zwischen zwei Stilitzpunkten gleichmdBig verlaufen.

- Auch bei gegebenen Tangentenrichtungen in den Stiitzpunkten

kann die Kurvenkriimmung dort stetig gemacht werden.

- Es stehen auBer Stiitzpunkten und gegebenenfalls Kurventan-
genten weitere freie Parameter zur BeeinfluBung des Kurven-

verlaufs zur Verfiigung.

- Projektive Transformationen der Kurven (perspektivische Dar-
stellungen) ergeben Splines desselben Typs, so daB die Pro-
jektionen exakt beschrieben und mit denselben Methoden wie

die urspriinglichen Kurven bearbeitet werden k&nnen.




2.10 Darstellung einer Kurve durch eine Punktfolge

Wird eine Kurve durch n(n » 2) Stiitzpunkte §i,j;1 bis n dargestellt,
sind somit n-1 Kurvenstiicke festzulegen, die jeweils durch zwei
Stitzpunkte Qiund ﬁrﬂ_begrenzt sind. Die Formel fiir das i-te

Kurvenstiick ist dann

_ _ il . _ = ¢ _ Hl (u)
3 Q. Q. Q. ~+h, O Q. _+h, _ Q.
g, (u) = i i+l i,0 i,0 *i i,1 i,1 ®i+1 H2(u) i=1 bis n-1
l L ] *
1 1 hi,O hi,l H3(u)
H4(u)
(2.10-1)
mit
,0 = 2,0t ti,0
2,1 % Bl
b0 T S0 (lAl,O 0% 21 ti,1|'2)
= - n + —
hl,l Ci,l (IAi,O i,0 Ai,l tl 1| 2)
ll - Qi+l - Ql

Es wird hier vorausgesetzt, daB die freien Parameter Aiﬁf AiJf
Ciﬂ)und ciJ_fﬁr alle Kurvenstiicke, also i=1bis n-1, vorgegeben
sind. In der Regel wird den freien Parametern der Standardwert 1
zugewiesen. FUr einen glatten Verlauf der Kurve ist zu fordern,
daB zwei benachbarte Kurvenstiicke an der Verbindungsstelle mit
stetigen Koordinaten, stetigem Tangentenvektor und stetigem
Krimmungsvektor aneinander anschlieBen. Gleichung (2.10-1) 1lie-
fert offensichtlich stetige Koordinaten. Um stetige Tangenten-
und Krilmmungsvektoren in einem Punkt:ﬁizu erreichen, verwendet

Adams [l] folgende zwei Bedingungen:

10|

11 = %o i=2 bis n-1 (2.10-2)

1,0 i=2 bis n-1 (2.10-3)




Diese Bedingungen ergeben nicht immer einen gleichmdBig gekrimm-
ten Kurvenverlauf im Sinne der minimalen Krimmung {iber die ganze
Bogenléange. Die Tendenz wird besonders ausgeprdgt, wenn die stiitz-

Punkte sehr ungleichmdBig Uber die Kurvenlange verteilt sind. Das

148t sich so erkliaren: Frsetzt mal die Gleichung (2.10-2) durch

T - T 2.10-4
By, Yio1,1 Sim1a Riotiti,0 7 ( )

so stellt man fest, daB Ai__l,1 und ALO bei sehr verschiedenen
Sehnenlédngen 1rq_und 1 auch sehr verschieden voneinander und
damit sehr verschieden von 1 sein missen. Wie z.B. Bild 8 zeigt,
fiihrt dies entweder beim kiirzeren Kurvenstiick im Mittelbereich

zu einem stark gekriimmten vVerlauf, oder beim l4dngeren Kurvenstiick
im Mittelbereich zu einem zu flachen verlauf. Deswegen fordert

par [2] statt (2.10-2) nur

T - t = t i= i -1 2.10-5
ti—l,l ti,O ti i=2 bis n ( )

und statt (2.10-3):

Ki-l,l = Ki,O i=2 bis n-1 (2.10-6)

Diese Bedingungen werden auch hier angewendet, wenn der Benutzer
nichts Abweichendes vorschreibt. Setzt man (2.6-8) und (2.6-9)
fiir das i-te Kurvenstiick in (2.10-6) ein, erhilt man die Gleichun-

gen:

A, 2, . t. 2, . .. _.'_. - A, t. .t
{ i-1,0 A i,0 11} tl—l + {A i,0 1:L [(3+ hl-l,O) (tl Sl-l) A1—1,0 (tl—l tl)] +

4

2 _. n o— - T o— T+
A%, 1,1 i1 [3-h, (& -8y Ay 1(% €00 5 21121 Y R

= 2 +
{a 1,0 10 b, 1.0 Si-1

1, 1(3— hi,l) s} i=2 bis n-1

(2.10-7)

Die Beziehungen (2.10-7) bilden ein Gleichungssystem von n-2 Glei-

chungen. Wenn die Tangentenvektoren nicht gegeben sind, kann das
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System zur Bestimmung von n—2Tﬁngenteneinheitsvektoren Eibenutzt
werden. Um alle Ei,i;l bisn, zu pestimmen, sind noch zwei Bedin-
gungen an den Enden der Kurve heranzuziehen. FUr jedes Ende wer-

den folgende drei Mdglichkeiten zur Auswahl gestellt:

1. Am ersten (i=1) bzw. letzten (i=n) Stitzpunkt der Kurve

ist die Tangentenrichtung gegeben:
£, = ta/\ta\ bzw. £ = te/lte\ (2.10-8)

2. Am ersten (i=1) bzw. letzten (i=n) Stiitzpunkt dexr Kurve
verschwindet der Kriimmungsvektor, d.h. die Kurve verhdlt

sich dort wie eine Gerade:

= 0 bzw.

Ki o K. 1,1 ° 0 (2.10-9)

Daraus ergibt sich

{3-hy syt Byt 0 8 e+ {Al,l} 2

]
—t—
Ca
w
|
=3

bzw.

A . " = . - Y e
{ n-l,O}tn—l+ {G+b 5 o Gpa €)= B g oltp1” " e

= {(3+ hn—l,O) sn—l}

(2.10-10)

3. Das erste bzw. letzte Kurvenstiick soll die Kegelschnittbedin—
gung (2.4-2) erfillen, also insbesondere keinen Wendpunkt

hab ir A = = = = .
en und fir 1,0 Al,l Cl,O C1'1 1 bzw

A = A = = = 2 : . :
n-1,0 n-1,1 Ch-1,0 Cho1,1 1 ein Kreisbogen sein

{Al,O} S {Al,l} t 7 {2-n, ) 5, }
bzw.
{An—lyo} tn—l + {An—l,l} t2 = {(2+ hn—l,O) sn_l} (2.10_11)



Aus den Gleichungen (2.10-7) und (2.10-8) bzw. (2.10-10) bzw.
(2.10-11) konnen die Tangenteneinheitsvektoren Eian allen Stitz-
punkten bestimmt werden. Das Gleichungssystem ist nichtlinear.

Dabei sind die zusdtzlichen Bedingungen
|Ei| = 1 i=1 bis n (2.10-12)

zu beriicksichtigen.

Die Aufldsung des Gleichungssystems nach den Unbekannten Eindt

i=1 bis n wird iterativ auf folgende Weise durchgefiihrt:

Bestimmen von Anfangs-Naherungen

Berechnen der in dem Gleichungssystem in geschweiften
Klammern geschriebenen Koeffizienten der ti; statt
der in den Koeffizienten selbst vorkommenden Vektoren
t; werden dabei die N&herungen ti(o) benutzt; ebenso
werden hj o und hj 1 nach (2.5-2) mit den Naherungen
t; (0) bestimmt.

Auflésen des linearen Gleichungssystems;
die Lésungen werden mit t'; bezeichnet.

Normieren der t'j zu Einheitsvektoren Ei(l) und
bilden von Differenzenvektoren diéEi(1)4Ei(o)

Sind die Betrdge aller Kom-
ponenten von Ei (i=1 bis n)
kleiner als eine geforderte
Genauigkeit?

Ei(o) durch nein

Ei(l) ersetzen




pie Anfangswerte von'Eilassen sich gewinnen, indem zundchst ange-

nommen wird, daB ein Kurvenstﬁck ZWiSChen Zwei DeHdChDdIten

gtiitzpunkten nur vgchwach" von der Geraden, die die peiden Stiitz-

punkte verbindet, abweicht. Dementsprechend k6nnen

T:. e S. = 1
1 1
T, *+ s,_, = 1t
= e i=2 bis n-1
. = 1
tl—l ti
T R = 1 (2.10-13)
i+l i

angesetzt werden. Beschrédnkt man weiter die freien Parameter A, gs
I

A, 1'Ci o und C, l,j;& bis n-1, auf den standardwert 1, konnen

I r r

hi()und hi]_in (2.10-1) niherungsweise wie folgt angenommen werden:
n = h, , =0 i=0 bis n-1 (2.10-14)
i,0 i1

Damit lauten die linearisierten Bedingungen fir die Bestimmung

einer Anfangsldsung von (2.10-7) :

-0, 4 — (0)

— (0)
1ty Y2l LE NPT A Bt T U S

(2.10-15)

zusitzlich sind gegebenenfalls die linearisierten Endbedingungen
entsprechend (2.10-10) :

—(0) , —(0) _ % —-(0) - (0) _ .= _
2t + £, = 3sl bzw. tn_1 + 2tn = 3sn_1 (2.10-16)

oder (2.10—11):

- (0) - (0) _ = — (0) —-(0) _ = | _
tl + t2 = 251 bzw. t + t =2s__; (2.10 17)

su berilicksichtigen.

Bei Schiffslinien kommen auch Punkte mit unstetiger Kriimmung VOI,

z.B. am Ubergang vom Flachboden oder von der AuBenhaut in die
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Kimmrundung oder an den Abrundungen der Wasserlinien am Vor-
pzw. Hintersteven. S8ding [ﬁ9] hat diese Eigenschaften der Kur-
ven durch eine elastische Latte simuliert, deren Trigheitsmoment
in dem Punkt mit unstetiger Kriimmung gleich 0 ist und von dort
linear zum Nachbarpunkt im weniger gekrimmten Kurventeil ansteigt.
Dabei verlduft die Krimmung zwischen den beiden Punkten etwa
konstant. Analog dazu ist die Kegelschnittbedinung fir Endpunkte
nach (2.10-11), somit die linearisierte Bedingung (2.10-17), fir
zwischenpunkte geeignet. Dabei ist noch anzugeben, ob das vor-
hergehende oder das nachfolgende Kurvenstiick im Bezug auf den
Stiitzpunkt Qidie zur Kegelschnittbedingung (2.10-11) analoge Be-
dingung erfiillen soll. Im ersten Fall kann (2.10-7) ersetzt wer-
den durch

Ai--l,O ti-1 * Ai—l,l ty < (2 + hi—l,O) Si-1 (2.10-18)

bzw. (2.10-15) durch

$ @ (O _ o5 (2.10-19)

i-1 i i=-1

Im zweiten Fall kann (2.10-7) ersetzt werden durch

Ai,O ti + Ai’1 ti+l = (2 + hi,l)si (2.10-20)

bzw. (2.10-15) durch

+ ti+1 = 2si (2.10-21)

-E.(O) = {(0) -

1
Sind bestimmte Tangentenrichtungen Zi in den Zwischenpunkten vor-
geschrieben, ersetzt man (2.10-7) durch

€, = e,/ |€.l| (2.10-22)

Damit lassen sich die Tangenteneinheitsvektoren Eiin allen Stitz-
punkten bestimmen, wobei die freien Parameter alle mit dem Stan-

dardwert 1 vorgegeben sind.



An einem Stiitzpunkt, an dem eine Tangentenrichtung vorgeschrie-
ben ist, kann das Kurvenstiick vor oder nach dem Punkt wie im
Abschnitt 2.4 beschrieben zu einem Kegelschnitt gemacht werden.
Das bedeutet, daB die vorgegebenen Standardparameter A in den
peiden Enden des Kurvenstlicks anhand der Formel (2.5-6) mit den
pereits bestimmten Winkeln nachtriglich gedndert werden. Dies
kann man dort anwenden, WwO ein Kurvenstiick eine bestimmte End-
tangente und keinen Wendpunkt haben soll. Beispiele hierfir
sind in den Schiffslinien Kurvenstiicke der Spanten unter dem

Seiteneinlauf.

Verlangt man dagegen, daB die Kriimmung in einem Zwischenpunkt
mit einer vorgegebenen Tangentenrichtung auch stetig sein soll,
so ist ein C-Parameter eines der swei an den Punkt anschlieBen-
den Kurvenstiicke entsprechend der im Abschnitt 2.7 aufgestell-
ten Regel aus der dortigen Kriimmung des anderen Kurvenstilicks zu
bestimmen. Ist eine Krilimmung in einem Stiitzpunkt vorgegeben,

muB je ein C-Parameter der beiden Kurvenstiicke bzw. einer des
ersten bzw. letzten Kurvenstilicks neu berechnet werden. Diese
Alternative wird bei der Aufbereitung von Netzlinien fiir die
Schiffsoberflidche nicht eingesetzt, da die dadurch vom Standard-
wert abweichenden C-Parameter susitzliche Interpolationen erfor-
dern und die eventuell sehr unregelmdBigen Verdnderungen des
Parameters bei der Flicheninterpolation Schwierigkeiten ergeben

kdnnen.

Bilder 22a, 23a und 24a zeigen mit diesem verfahren berechnete,

als Netzlinien fir die Flichendarstellung dienende Kurven.



2.11 Interpolation von Kurven

gind die Stiitzpunkte einer Kurve und die freien Parameter A. ..
14

A C und C. 1 gegeben und die Tangentenvektoren Ei berechnet,

. .+ C.

52$éitlége nicht ebenfalls gegeben waren, kann die Kurve inter-
poliert werden. Das soll heiBen, zu einer gegebenen Koordinate
kdnnen die zwei anderen (bei Raumkurven; eine andere bei ebenen
Kurven) berechnet werden. Wird z.B. die Koordinate X, zur Inter-
polation einer nach (2.3-13) definierten Kurve gegeben, so ist

der zugehdrige Parameter u aus folgender Gleichung zu bestimmen:

3
] oV
_ 3=0
Xi = % ; (2.11-1)
a., .
j=0
Schreibt man dies um in
3 .
Y} (a,-x a.du = 0 (2.11-2)

so hat man eine kubische Gleichung fir u, deren interessierende
Lésung(en) im Intervall 0 s us<1 liegen. Es sind drei reelle
Ldsungen mdglich. Mit Hilfe der Cardanischen Formel lassen sich
die Wurzeln berechnen und diejenige(n) auswdhlen, die in dem ge-
nannten Intervall liegen. Mit dem so ermittelten Parameter u

kdnnen die anderen Koordinaten nach (2.3-12) berechnet werden.



2.12 Bogenldnge

Die Bogenldnge wird spdter bei der Flichenbeschreibung gebraucht,
um z.B. die Flichennormale iiber der Bogenldnge zu interpolieren.
Dafiir soll eine Formel filir die Bogenldnge L einer Kurve 0(u) zwi-
schen 1H_und hb > ul) aufgestellt werden:
u=u2
L = Jlé(u)ldu (2.12-1)

u=ul

lﬁ(u)list der Betrag des Tangentenvektors, der nach (2.6-2) zu

berechnen ist.

\[).((u)2 + S.{(u)2 + é(u)2

10|
£
1

1

/IE(u) 12 + |2 ﬁ(u)lz - 2h(uw) (p(uw) » Q(w)) (2.12-2)
|h(u)|

Die Formel zeigt, daB Iéhnl eine gebrochene Funktion von u ist.
Eine geschlossene Formel fiir das Integral 1&8t sich daher schwer
herleiten. Deshalb wird das Integral (2.12-1) numerisch nach der
Simpsonregel berechnet. Dazu wird ein Unterprogramm aus [55] be-
nutzt, bei dem sich die Stiitzstellenanzahl und —anordnung aus

dem Verlauf Von.|§hnl und der geforderten Genauigkeit ergeben.
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2.13 Schnittpunkte einer Geraden mit einer ebenen Kurve

sowie einer Ebene mit einer Raumkurve

Die allgemeine Gleichung einer Geraden in der XY-Ebene in homo-

genen Koordinaten lautet

X
[ B c] |y| =0
h

(2.13-1)

Die Schnittpunkte der Geraden mit einer ebenen Kurve nach

(2.3-13) erfiillen die Gleichung

I - o (2.13-2)

Analog zu (2.13-1) lautet die Gleichung einer Ebene:

[ B ¢ D] = 0 (2.13-3)

5oN K

Die Schnittpunkte der Ebene mit einer Raumkurve nach (2.3-11) er-

fiillen die Gleichung

Ju = o0 (2.13-4)

Il 100
>
V]
<+
o
o1
+
@]
W]
+
v}
)

Die Gleichungen (2.13-2) und (2.13-4) werden wie vorher mit der

Cardani-Methode nach u aufgeldst.
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2.14 Schnittpunkte zweier ebener Kurven

sind zwei ebene Kurven in homogenen Koordinaten nach (2.3-3)
durch El“ﬁ) und Ezhb) definiert, lassen sich die Schnittpunkte

in kartesischen Koordinaten der beiden Kurven aus der Gleichung

D, (u,) . (u,)
1 22 (2.14-1)
hl(ul) h2(u2)

bestimmen. Darin sind El(ul)und.ﬁzhb) Zwei-Komponent-Vektoren

D, T _ T - - T i
mit p,(u) = [Xl(ul) yl(ul)] und p,(u,)) = [xz(uz) y2(u2)] . Schreibt
man (2.14-1) um und zerlegt sie in skalare Gleichungen, ergeben

sich:

xl(ul) h2(u2) x2(u2) hl(ul)

yl(ul) h2(u2) yz(uz) hl(ul) (2.14-2)

Werden die Funktionen von u, und uzdurch kubische Polynome nach
(2.3-13) ersetzt, erhdlt man:

w

. (3 .
Fan ol ) (3 o vd ]
a . u a, . u
\5=0 yjl 1 i hj2 2

1
——
[}

| W
o]

o}

Y

.

\S]
NL_J
—_———
—~——

(2.14-3)

Dies ist ein kubisches Gleichungssystem fir uy und u, . Um das

System nach 1H_und u, aufzuldsen, wird nach folgenden Schritten

vorgegangen:

1. Anndhern der Kurve 51“%) durch einen Polygonzug mit n Eck-
punkten (Xi’Yi)'i=1 bis n. Die Anzahl der Eckpunkte n wird
so bestimmt, daB die Abweichung des Polygonzuges zu der Kurve
kleiner als eine vorgegebene Genauigkeit f ist (z.B. £ < 0.01*1)
(Bild 10).
- 37 -



Bild 10 Schnittpunkte zweier Kurvenstiicke

Die den Eckpunkten entsprechenden Parameter u ergeben

1i
sich aus der Formel

U, = (i-1) du1 i=1 bis n
mit
du1 = 1/(n-1)

Bestimmen von Schnittpunkten der Kurve Ezhb) mit allen Sei-
ten des Polygonzuges nach dem im letzten Abschnitt beschrie-
benen Verfahren. Ergeben sich dabeim > 1 Schnittpunkte mit
i+1’ Yi+1)’
werden die Ndherungsldsungen u fir u, aus (2.13-2) und an-

2N 2
schlieBend die zugeh&rigen Koordinaten (XN,YN)fﬁr alle m

der Seite zwischen den zweli Punkten O%j gﬁ und (X

Punkte berechnet. Die entsprechenden Néherungslésungen1ﬁﬂ fiir

uy berechnen sich nach folgender Formel:

f(xN— X)) + (Y- ¥

‘[(Xi+1" X))+ (- %)



Aufldsen des nichtlinearen Gleichungssystems (2.14-3) nach uy
und u, mit allen im 2. Schritt bestimmten, als Anfangswerte

dienenden Parametern u, . und Uy e Die L&sungen werden mit der

Methode nach Brown berechnet.

Mit den im 3. Schritt ermittelten genauen L&8sungen der Parameter

Y1

bzw. u. kdnnen die Koordinaten aller Schnittpunkte aus al“ﬁ)

2

bzw. Ez(uz) nach (2.3-12) berechnet werden.



2.15 Segmentierung eines Kurvenstiicks

Es kann zweckmiBig sein, ein Kurvenstiick in mehrere Kurvenstlcke
aufzuteilen. Beispielsweise sei das Kurvenstiick zwischen uy und
u, aus einem urspriinglichen Kurvenstiick g(u) in homogenen Koordi-
naten nach (2.3-11) (Q(u) in kartesischen Koordinaten nach (2.3-12))

"suszuschneiden" (Bild 11).

neu

Bild 11 Segmentierung eines Kurvenstilicks

Zwischen den Parametern u des urspriinglichen und w des neuen

Kurvenstiicks wird ein linearer Zusammenhang angesetzt:

u = ou + (u2— ul)w = u + (du) w (2.15-1)

Wird dieser Ausdruck fiir u in (2.3-11) eingesetzt, so erhdlt man

das exakte neue Kurvenstiick r(w) mit dem Parameter w:

r(w) = MKU/ W (2.15-2)
mit
1 0 0 o ]
ul du 0 (0]
Ya 7 2 2
u1 2(du) ul (du) 0
3 2 2 3
i uy 3(du) uy 3(du) uy (du) |
und
W = [ 1w wl w3] T



Im allgemeinen sind dann h(w=0)#1 und h(w=1)#1. Da h=1 an den End-
punkten eines Kurvenstiicks vorausgesetzt worden ist, wird das
neue Kurvenstiick nur ndherungsweise sO dargestellt, daB es Koor-
dinaten und die Tangentenrichtungen an den Stellen u=uy und u=u,
des urspriinglichen Kurvenstilicks einhalt. Wird dieses neue Kurven-
stiick mit r'(w) bezeichnet, kann es durch folgende Daten an den

Stellen w=0 und w=1 nach (2.3-11) definiert werden:

1. die homogenen Koordinaten der Endpunkte r' (w=0) und ' (w=1)

_ zﬂu=u)-
r'(w=0) = .

L 1
_ E(u=u2)T
r'(w=1l) =

— 1 -

2. die Tangentenrichtungen an den Endpunkten
t(w=0) = Qu=u)/[Qu=u)|

t (w=1)

§(u=u2)/|§(u=u2)|

3. die zusdtzlichen Parameter an den Endpunkten

A(w=0) = Afu=w) = A(u=0) + u, [A(u=1) - A(u=0)]
Aw=l) = Afw=u) = A@=0) + u,[a(=1) - A(u=0)]
Cw=0) = 1
Clw=1) = 1



3. Fl&chendarstellung

3.1 Voraussetzungen und Einschrédnkungen

Es wird vorausgesetzt, daB ein LinienriB vorliegt, dem AufmaBe
und weitere geometrische Parameter (z.B. Tangenten) entnommen
werden kdnnen. Mit Hilfe dieser Daten soll sich der Schiffs-
kbérper so erfassen lassen, wie es fiir die numerisch gesteuerte
Fertigung des Schiffskdrpers notwendig ist. Dabei kommen vor
allem Verfahren in Frage, die zundchst einzelne Linien auf der

Schiffsoberfliche darstellen und daraus die gesamte Fldche bilden.

Schiffsoberfldchen setzen sich aus unterschiedlichen geformten
Bereichen wie Ebenen, Zylinderfldchen und 3-dimensional ge-
kriimmten Teilen zusammen. Daher empfiehlt es sich, sie filir die
numerische Darstellung entsprechend aufzuteilen, z.B. in Flach-
boden, ebene Seitenfldche, Kimm, paralleles Mittschiff, Bugwulst-
bereich usw. [19]. Hier soll die Schiffsoberfldche - &hnlich wie
vorher fiir Kurven beschrieben - noch feiner in einzelne Flachen-
stiicke aufgeteilt werden, die durch ein Netzwerk von in Langs-
richtung (von hinten nach vorn, z.B. Wasserlinien) und in Quer-
richtung (von unten nach oben, z.B. Spanten) verlaufenden Linien
begrenzt werden (Bild 12). Diese zur Definition der Schiffsober-
fldche benutzten Linien werden als Ldngs- bzw. Querlinien und ge-

meinsam als Netzlinien bezeichnet.

X

Bild 12 Anordnung der Netzlinien filir Schiffsoberfldchen



Fiir die Verliufe der L&ngs- und Querlinien hat S&ding in [49]
Einschrinkungen gemacht, damit die sp&tere Fldcheninterpolation
einfacher und mit geringerem Rechenaufwand mdglich wird. Danach
miissen die Querlinien in den, zu der X-Achse, senkrechten Ebenen
verlaufen. Die Lédngslinien diirfen zwar r&dumliche Kurven sein,
miissen aber {iber der Koordinate x eindeutig sein und diirfen sich
zwar treffen oder zusammenfallen, jedoch nicht liberkreuzen. Die
Einschrédnkungen fiir Lingslinien ohne das Zusammenfallen werden
hier {ibernommen. Wenn nur in Ebenen X=konstant verlaufende Quer-
linien zugelassen werden, sind an den Schiffsenden viele Quer-
linien anzuordnen, um die Oberfldche genau genug beschreiben zu
kdnnen. Bei manchen Schiffsk&rperformen, die in der Seitenansicht
sehr steil verlaufende Lingslinien haben, fihrt die Beschrdnkung
auf ebene Querlinien zu Schwierigkeiten, weil die sich unter
spitzen Winkeln kreuzenden Kurven zur Darstellung der Flé&che
schlecht geeignet sind [51]. Um dies zu verbessern, wird hier zu-
gelassen, daB beide Scharen von Netzlinien beliebig im Raum ver-
laufen. Da noch weitere KenngrdBen mit Hilfe von Ableitungen nach
den Bogenlingen der L&ngslinien zu ermitteln sind, diirfen sich
die Querlinien allerdings nicht treffen, da sonst die Bogenlédnge
der Lingslinien zwischen zwei sich treffenden Querlinien ver-

schwindet.

Die Netzlinien stellen also ein Skelett der Fl&dche dar. Sie werden
zundchst aus AufmaBpunkten mit dem beschriebenen Verfahren fiir

die Kurvendarstellung festgelegt. Um daraus eine vollstdndige Be-
schreibung der Schiffsform zu gewinnen, soll eine Interpolation
zwischen den Netzlinien so definiert werden, daB die zu konstru-
ierende Fliche die Netzlinien enthdlt. Die Gl&tte der Netzlinien
ist daher Bedingung fiir einen glatten Verlauf der Fldche. Um ein
der Schiffsform entsprechendes, glattes Netz aufzustellen, hat
séding [49] vor ihm verdffentlichte Arbeiten [6], [21], [40], [46]
und [58], in denen ausschlieBlich Gl&ttungen fiir Kurven und Fl&chen
mit dem Verfahren der kleinsten Fehlerquadratsumme durchgefiihrt
sind, analysiert und eine Alternative dazu gefunden, die den
manuellen Entwurf der Schiffslinien simuliert. Das Grundkonzept
dabei ist, daB die Lingslinien und Spanten (ebene Kurven) ab-

wechselnd in einer sinnvollen Reihenfolge vervollstédndigt werden.



Dabei wird zundchst ein weitmaschiges Netzwerk aus Kiellinie,
Steven, Deckslinie, Boden- und Seiteneinlauf und wenigen Léngs-
linien und Spanten aufgestellt. Flir jede dieser Linien sind nur
so viele Stiitzpunkte vorzugeben, daB sich die gewlinschte Form
etwa mit der Genauigkeit ergibt, mit der sich die Stltzpunkte

aus dem LinienriB ablesen lassen. Erst wenn man mehr Stlitzpunkte
angibt, kdnnen sich durch deren Ungenauigkeiten wellige Netzlinien
ergeben. Das Netzwerk wird durch neue Linien nach und nach ver-
feinert. Schneidet eine der neuen Linien eine bereits vorher de-
finierte Linie, so ist der Schnittpunkt aus dem Verlauf dieser
bereits festgelegten Linie zu interpolieren, nicht aus einer
Zeichnung abzulesen. Raumkurven werden durch zwei Projektionen
dargestellt. Dabei k®nnen die Stilitzpunkte in beiden Projektionen
verschieden angeordnet werden, damit sich die unterschiedlich ge-
krimmten Projektionen der Raumkurve glatt und genau erfassen
lassen. Der vorliegenden Arbeit liegt dieses Konzept zugrunde.
Auch hier werden die Raumkurven aus zwei Projektionen vereinigt:
Lingslinien aus den Projektionen auf die XY- und die XZ-Ebenen,

Querlinien aus den XZ- und YZ-Projektionen.

Jedes Flichenstiick wird analog zu der verwendeten Kurvendarstel-
lung durch eine Vektorfunktion 0(u,v) abhingig von zwei Parametern
w und v beschrieben. Man bezeichnet dann Linien Q(u,v) mit varia-
blem u und konstantem v als u-Linien; analog lassen sich v-Linien
durch feste Parameter u beschreiben. Der Parameter u bzw. v lduft
hier auch von 0 bis 1, so daB Q(u,v) mit 0 € u, v €« 1 das Innere
eines Flichenstilicks darstellt. Rinder des Fl&chenstiicks sind die
u-Linie unten Q(u,0) und oben Q(u,1) sowie die v-Linie links 0(0,v)
und rechts 0(1,v) entsprechend Bild 13. Fiir die folgenden Anwen-
dungen werden der Parameter u den Ldngslinien und der Parameter v
den Querlinien zugeordnet. Damit stellen der obere und untere
Rand bzw. der linke und rechte Rand eines Fl&chenstiicks Kurven-
stiicke der Lingslinien bzw. Querlinien dar. Die L&ngs- bzw. Quer-

linien werden deshalb auch u- bzw. v-Netzlinien genannt.



0(0,1)

0(1,1)

Q(1,v)

Q(1,0)
0(0,0)

Bild 13 Ein Fl&dchenstiick und seine

Randkurven

Wo sich zwel Ldngslinien treffen, ergibt sich ein dreieckiges
Fldchenstilick mit einer verschwindenden v-Linie. Es wird wie ein
viereckiges Fl&dchenstlick behandelt. Wenn die Querlinie nur ein
Kurvenstiick hat und damit nur aus einem Punkt besteht, kann die
Tangentenrichtung der v-Linie nicht berechnet werden, sondern

muB angegeben werden, damit das Fl&chenstiick interpoliert werden
kann.



3.2 Eingabesprache zum Aufstellen eines Netzwerks

Zur numerischen Beschreibung der Netzlinien analog zu der Vor-
gehensweise beim zeichnerischen Linienentwurf wurde von S&ding
in [49] eine Eingabesprache entwickelt. Diese Sprache benutzt
als Elemente Schliisselwdrter, Zahlen und Kommentare. Sie ist
vielfach in der Schiffbauindustrie eingesetzt worden und hat
sich gut bewdhrt. Fiir die hier gewdhlten Netzlinien sind die
Struktur und die Elemente der Sprache weitgehend ibertragbar,
da die Definition eines Netzwerkes flir die Schiffsoberfldche
analog zu der o.g. Arbeit abl&duft. Anderungen und Ergdnzungen
wurden allerdings notwendig, weil hier im Gegensatz zu [49]
rdumlich gekrimmte Querlinien zugelassen sind und weil zuséatz-
liche MOglichkeiten zur Beeinflussung des Kurvenverlaufs beste-
hen. Die in der ergdnzten Eingabesprache enthaltenenen Schlissel-

worter und Sonderzeichen zeigt die folgende Tabelle:

ss Anfang einer Fl&chenbeschreibung
MA MaBstab

QL Querlinie

LL Ladngslinie

L gerade XZ-Projektion einer Querlinie

C gekrimmte XZ-Projektion einer Querlinie

Z Z-Kurve; XZ-Projektion einer L&ngslinie

W Wasserlinie; XY-Projektion einer Ldngslinie

S Spant; YZ-Projektion einer Querlinie

T- Tangente parallel zur Abszisse

TI Tangente senkrecht zur Abszisse

WI ein vorgegebener Tangentenwinkel gegen die Abszisse

WIKV WI und Kegelschnitt im Kurvenstilick vor einem Stiitzpunkt

WIKN WI und Kegelschnitt im Kurvenstiick nach einem Stilitzpunkt

GO gleiche Ordinate

GT gleiche Tangente

GE gleiche Ebene

WL weiche Latte

HL harte Latte = (Erkldrung im Text)
KA krummer Auslauf $ (Erkldrung im Text)
GA gerader Auslauf ’ (Erkldrung im Text)



In der folgenden Beschreibung sind variable Ausdriicke aus Worten
und/oder Zahlen durch Kleinbuchstaben dargestellt. Kommentare
sind beliebige, in runde Klammern eingeschlossene Zeichenfolgen.
Sie dienen nur zur besseren Ubersicht und werden vom Rechner

beim Lesen {ibergangen.

Aus Zahlen und Schliisselwdrtern werden verschiedene Typen von
Aussagen gebildet, zwischen die man beliebige Kommentare ein-
schieben darf. Jede Aussage enthdlt genau einmal das Sonderzei-
chen =. Am Ende jeder Aussage ist ein Dollarzeichen $ unmittel-
bar nach der letzten Zahl bzw. dem letzten Schliisselwort der Aus-
sage anzusetzen. In einer Aussage werden Zahlen und Schliisselwdr-
ter durch einen oder mehrere Leeranschlédge voneinander getrennt.
Ein Komma, ist unmittelbar nach einer Zahl oder einem Schliissel-
wort anzubringen, wenn die Zahl oder das Schliisselwort das Ende
einer Gruppe von zusammengehdrigen Daten darstellt. Bild 14 zeigt

als Beispiel die Beschreibung des Rumpfes einer Jacht.

SS 1= (SCHIFFSRUMPF EINER JACHT "CHANCE")$
MA 1=1000 1000 1000%
QL= 0, 5, 10, 30, 50, 70, 90, 95, 100%
LL= 110 O 100, 120 5 100, 130 0 100, 140 O 100, 150 O 100%
(XZ2-PROJEKT. DER QUERL.)
0= -10596 O, -8363 4200%
5= -9471 0, -7855 4000%
10= -7200 0, -7200 3500%
30= -3600 0, -3600 3500%
50= 0 -500, O 3600%
70= 3600 0, 3600 3700%
90= 7200 500, 7200 3900%
95= 7780 0, 9275 4200%
100= 110 9000 1165 WI 310, 120 9000 1165 WI 310,
130 9894 2314 WIKV 546, 150 11128 4050 WI 546$
(XZ-PROJEKT. DER LAENGSL.)
Z 110= 0 1685 WI -300, 5 1165 WI -250, 10 600, 30 80,
50 -20 T-, 70 210, 95 875, 100 WIKV 3103%
Z 120= 5 GO 110, 10 797, 30 293, 50 154, 70 361, 90 860, 100%
z 130= 0 1971, 10 1621, 30 1174, 50 1012, 70 1242,
90 1772, 100%
Z 140= O 2858, 10 2758, 30 2586, 50 2510, 70 2613, 90 2850,
100 3091%
Z 150= 0 3400, 30 3300, 50 3370, 70 3525, 90 3750,
95 3894, 100%
(XY-PROJEKT. DER LAENGSL. + YZ-PROJEKT. DER QUERL.)
W 110= 0 O, 100 0O$
w 150= 0 1520, 10 2000, 50 3260, 70 2795, 90 1615,
95 838, 100 75% '
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0= 110, 130 670, 140 1318, 4150%

10= 110 T-, 120 536, 130 1350, 140 1866, 150%
50= 110 T-, 120 1471, 130 2464, 140 3211, 150%
100= 110 T-, 120 O WI 892, 150 WI 881%$
130= 0, 10, 50, 70 2033, 90 1044, 100 GA$

95= 110 T-, 120 225, 130, 140 713, 150 Ga$
140= 0, 10, 50, 70 2656, 95, 100 GA$

70= 110 T-, 120 1170, 130, 140, 150%

90= 110 T-, 120 445, 130, 140, 150%

5= 110 WI 300, 130, 140, 150%

30= 110 T-, 120 1269, 130, 140, 150%
120= 5 GE 110, 10, 30, 50, 70, 90, 95, 100 GAS$

T ununnnnEnsgnnunn

Bild 14 Eingabedaten zur Beschreibung der Schiffsform

Anhand des Beispiels werden das Vorgehen der numerischen Beschrei-
bung eines Schiffskdrpers erl&dutert. Man fingt dabei zunichst
mit einer Aussage zur Festleqgung einer Schiffsnummer an. Die Aus-
sage ist gekennzeichnet durch das Schliisselwort SS. Sie hat die
Form:

SS n= (Kommentar)$
n bedeutet also eine Schiffsnummer. Sie kann beliebig gewdhlt
werden, da sie nur zur Unterscheidung verschiedener Schiffsk&rper
dient. In dem Beispiel lautet die Aussage:

SS 1= (SCHIFFSRUMPF EINER JACHT "CHANCE") $

Zur Angabe von MaBstdben fiir die drei kartesischen Koordinaten,
mit denen die gemessenen Lingen in die wahren Gr&Ben umgerechnet
werden, hat die MaBstabaussage folgende Form:

MA a= mx my mz$
a ist eine wahre Linge. mx ist die MaBzahl, die fiir X-Koordinaten
angegeben wird, um diese Ldnge auszudriicken. Durch Multiplikation
mit a/mx werden die MaBzahlen in die X-Koordinaten umgerechnet.
Entsprechend sind my und mz die MaBzahlen der Y- und Z-Koordinaten,
die die wahre L&nge a ausdriicken. Die Aussage lautet in dem Bei-
spiel:

MA 1= 1000 1000 1000S$
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Danach ordnet man in einem vorliegenden LinienriB die Querlinien
und die Lingslinien an, die eine ausreichend genaue Flachenbe-
schreibung ergeben werden. Die Querlinienanordnungsaussage hat
die Form:

QL= gl, g2, g3, wusw. bis gn$
gl bis gn sind die Querlinien-Nummern. Die Nummern miissen vonein-
ander verschieden sein, sonst jedoch frei wdhlbar. Sie sind von
hinten nach vorn aufzufiihren. In dem Beispiel lauten sie:

QL= 0, 5, 10, 30, 50, 70, 90, 95, 1008

Zhnlich wie bei den Querlinien sind die Reihenfolge und die Nume-
rierung der L&ngslinien durch eine sogenannte Lidngslinienanord-
nungsaussage festzulegen. Sie hat die Form:

LL= k1 gl g2, k2 g3 g4, usw.$
In dem Beispiel lautet sie:

LL= 110 0 100, 120 5 100, 130 O 100, 140 0 100, 150 0 100S
kl, k2 usw. sind die Lingslinien-Nummern. Sie miissen fiir jede
Lingslinie und auch von den Querlinien-Nummern verschieden sein,
sonst frei wdhlbar. Die Lingslinien laufen nicht alle von der
hintersten bis zu der vordersten Querlinie des Schiffes durch,
sondern kSnnen sich an den Querlinien mit anderen L&ngslinien
treffen und dort enden. Deshalb sind hinter jeder L&ngslinien-
Nummer der hintersten (gl bzw. g3) und der vordersten Querlinie
(g2 bzw. g4) aufzufiihren. Die Aufzdhlung der Lingslinien beginnt
mit der Kiellinie und erfolgt in der Reihenfolge, in der die Quer-

linien die Lé&ngslinien durchlaufen.

Beim manuellen Linienentwurf benutzt man ein im SeitenriB (in
der Ebene Y=0) eingezeichnetes, rechteckiges Netz aus zwei Fa-
milien von sich kreuzenden Geraden mit X=Konstante und Z=Konstante
als Ausgangsbasis. Analog dazu wird ein Netz aus den XZ-Projek-
tionen der Querlinien und der Ld&ngslinien in der Ebene ¥Y=0 zu-
ndchst aufgestellt. Man beginnt mit der Beschreibung fiir die Pro-
jektion der Querlinien. Dazu sind zwei M&glichkeiten vorgesehen:
Ist die XZ-Projektion einer Querlinie eine Gerade, so kann sie
durch eine L-Kurvenaussage definiert werden, die zwei beliebige
Punkte der Geraden enthdlt. Die L-Kurvenaussage hat die Form:

L g0= x1 z1, x2 2z22$%



g0 ist die Nummer der Querlinie. x1 und zl sind MaBzahlen fir
die X-Koordinaten und Z-Koordinaten der 1. Punkte. x2 und z2
sind die entsprechenden MaBzahlen der 2. Punkte.

Beispiel einer L-Kurvenaussage:

L 5= -9471 0, -7855 4000$
Ist die XZ-Projektion einer Querlinie dagegen eine gekrimmte
Kurve, so ist sie durch eine C-Kurvenaussage zu beschreiben.
Die C-Kurvenaussage hat die Form:

C g0= k1 x1 z1 {bl}, k2 x2 z2 {b2}, usw. bis kn xn zn {bn}$
g0 ist die Nummer der Querlinie. k1l ist die Nummer der untersten,
kn die der obersten L&ngslinie, zwischen denen die Querlinie ver-
liuft. k2, k3 usw. sind die Nummern der Ldngslinien, an denen die
XZ-Projektion der Querlinie Stilitzstellen besitzt. Die Nummern der
Lingslinien, an denen die Projektion ohne Stiitzpunkt "durchge-
strakt" wird, werden nicht aufgefiihrt. x1 und zl usw. sind die
MaBzahlen fiir die X- und Z-Koordinaten der Stilitzstellen. Die Aus-
driicke bl, b2 usw. dienen zur Angabe von Rand- bzw. Nebenbedin-
gungen. Sie kdnnen aus einem Wort oder einer Kombination von Wor-
ten mit einer Zahl bestehen. Die geschweiften Klammern haben die
Bedeutung, daB die in ihnen eingeschlossenen Ausdriicke bl, b2

usw. fehlen kOnnen.

Am ersten Punkt der Querlinie gibt der Ausdruck bl die Randbe-
dingung dort an: GA bedeutet, daB die Krimmung der Kurve da ver-
schwindet. Die Kurve verhdlt sich an der Stelle wie eine Gerade.
KA besagt, daB die Krilimmung in dem Kurvenstilick zwischen den ersten
zwei Stilitzpunkten konstant bleibt. Das erste Kurvenstiick ist ein
Kreisbogen, wenn die zugeh®6rigen A- und C-Parameter gleich 1 sind.
Fehlt der Ausdruck bl, so wird die Bedingung mit KA angenommen.
Dementsprechend gibt der Ausdruck bn die Randbedingung am letzten

Punkt an.

AuBer am ersten und letzten Stilitzpunkt der Kurve sind folgende
Worte zuldssig: WL bedeutet, daB die Kurve an der Stilitzstelle
ihren Krimmungsvektor unstetig so verdndert, daB der weiter oben
liegende Teil der Kurve den weiter unten liegenden nicht beein-
fluBt. HL bezeichnet einen Krimmungssprung, bei dem der weiter

unten liegende Teil der Kurve das oben anschlieBende Kurvenstiick
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nicht beeinfluBt. Fehlt der von geschweiften Klammern einge-
schlossene Ausdruck, so bedeutet, daB der Krimmungsvektor der

Kurve unmittelbar vor und hinter dem Stiitzpunkt gleich ist.

An allen Stiitzpunkten kann die Tangentenrichtung der Kurve vor-
geschrieben werden: Der Ausdruck WI w bedeutet, daB die Tangente
an die Kurve gegen die Abszisse einen Winkel von w/10 Winkelgrad
bildet. Bei nach vorn steigender Kurve ist w positiv, bei nach
vorn fallender Kurve ist w negativ. An Stelle der Angabe WI 0
kann die Abkiirzung T-, statt WI 900 das Wort TI benutzt werden.
Wird es zusdtzlich gefordert, daB das Kurvenstiick vor dem Stitz-
punkt ein Kegelschnitt sein soll, so ist statt des Wortes WI das
Wort WIKV zu verwenden. Soll das Kurvenstilick nach dem Stilitzpunkt
dagegen ein Kegelschnitt sein, so muB das Wort WIKN benutzt werden.

Beispiel einer C-Kurvenaussage:

C 100= 110 9000 1165 WI 310, 120 9000 1165 wI 310,

130 9894 2314 WIKV 546, 150 11128 4050 WI 546S$

AnschlieBend werden die XZ-Projektionen der Lingslinien beschrie-
ben. Dies erfolgt fiir jede L&ngslinie durch eine Z-Kurvenaussage.
Sie hat die Form:
Z k0= gl {z11} {bl}, g2 {z2} {b2}, usw. bis gn {zn} {bn}$

k0O ist die Nummer der L&ngslinie. gl ist die Nummer der hinter-
sten, gn die der vordersten Querlinie, zwischen denen die Ldngs-
linie verlduft. g2, g3 usw. sind die Nummern der Querlinien, an
denen auBerdem Stiitzpunkte fiir die ausreichend genaue Beschrei-
bung der Projektion angeordnet sind. Ebenso wie bei der C-Kurven-
aussage werden die Nummern der Querlinien nicht aufgefiihrt, an

denen die Projektion ohne Stiitzpunkt "durchgestrakt" wird.

Die Ausdriicke zl, 2z2 usw. kdnnen Zahlen sein. Dahn bedeuten sie
die MaBzahlen filir die Z-Koordinaten der L&ngslinie an der be-
treffenden Querlinie. Es sind aber auch zwei verschiedene Kombi-
nationen aus Worten mit einer Zahl zul8ssig: GO k9 gibt an, daB

die Langslinie an der betreffenden Querlinie die "gleiche Ordinate"
Z wie die Lidngslinie mit der Nummer k9 besitzt. GT k9 bedeutet,

daB die L&ngslinie die gleiche Ordinate und die "gleiche Tangen-

tenrichtung" wie die L&ngslinie k9 hat. Diese beiden Angaben



werden dort verwendet, wo sich zwei Ldngslinien in einem Punkt
treffen. Sie sind allerdings nur erlaubt, wenn die XZ-Projek-
tion der Lingslinie k9 bereits vorher beschrieben, d.h. durch
eine Z-Kurvenaussage definiert war. Da die XZ-Projektion der
Lingslinien in beliebiger Reihenfolge beschrieben werden kdnnen,
bereitet diese Einschri@nkung keine Schwierigkeiten. An einer der
aufgefiihrten Querlinien, deren XZ-Projektion bereits durch eine
C-Kurvenaussage definiert wurde und an der L&ngslinie kO einen
Stiitzpunkt besitzt, muB der Ausdruck fir die Z-Koordinaten feh-
len. Die Ausdriicke bl, b2 usw. haben dieselbe Bedeutung wie bei
den C-Kurvenaussagen.

Beispiel einer Z-Kurvenaussage:

z 120= 5 GO0 110, 10 797, 30 293, 50 154, 70 361,

90 860, 100S
Sind L- bzw. C- und Z-Kurvenaussagen fir alle Querlinien und
Lingslinien gemacht, wird die Beschreibung des SchiffskSrpers
durch das Definieren von XY-Projektionen der Ldngslinien und
YZ-Projektionen der Querlinien in einer abwechselnden Reihen-
folge nach und nach vervollstdndigt. Dazu werden sogenannte
Wasserlinienaussagen fiir die XY-Projektion der Ldngslinien und
Spantaussage fiir die YZ-Projektion der Querlinien verwendet. Eine
Wasserlinienaussage hat die Form:

W k0= gl {y1} {bl}, g2 {y2} {b2}, wusw. bis gn {yn} {bn}$
Die Symbole gl bis gn und bl bis bn haben dieselbe Bedeutung wie
bei den Z-Kurvenaussagen. An Querlinien, fir deren XZ-Projek-
tionen noch keine Spantaussage gemacht wurde, geben die Ausdriicke
yl bis yn die Y-Koordinaten der Lédngslinien durch die entsprechen-
de MaBzahl oder durch die Angabe GO k9 oder GT k9 ebenso wie bei
den Z-Kurven an. An den bereits festgelegten Querlinien, miissen
die entsprechenden Querlinien-Nummern aufgefiihrt werden, ohne
daB eine Y-Ordinate angegeben zu werden braucht. An solchen
Querlinien kann auch die Angabe GE k9 nur dann gemacht werden,
wenn sowohl die Querlinie als auch die XZ-Projektion der Ldngs-
linie k9 vorher beschrieben wurden. Sie bedeutet, daB die Langs-
linie kO an der betreffenden Querlinie dieselbe Y-Ordinate wie
die Léngslinie k9 besitzt, und daB die Tangente an der Ldngs-
linie kO in der Ebene liegt, die durch die Tangente an der Quer-

linie und an der L&ngslinie k9 aufgespannt wird. Nach der Wasser-
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linienaussage werden die XY-Projektion und die bereits defi-
nierte XZ-Projektion der Ld&ngslinie k0 zu einer Raumkurve ver-
einigt (siehe Abschnitt 3.3).

Beispiel einer W-Kurvenaussage:

W 120= 5 GE 110, 110, 30, 50, 70, 90, 95, 100 GAS

Die YZ-Projektionen der Querlinien werden in &hnlicher Weise wie
die XY-Projektionen der Ldngslinien durch die Spantaussagen be-
schrieben. Die Aussagen haben die Form:

S g0= k1 {yl} {bl}, k2 {y2} {b2}, usw. bis kn {yn}{bn}$
g0 ist die Nummer der Querlinie. k1l bis kn sind die Nummern der
Lidngslinien, an denen die YZ-Projektion der Querlinie Stilitzstel-
len besitzt. Die Ausdriicke yl bis yn und bl bis bn haben im we-
sentlichen dieselbe Bedeutung wie bei den Wasserlinienaussagen.
Unterschiede bestehen nur, wenn filir die Ausdriicke die Symbole
GO g9 oder GT g9 oder GE k9 eingesetzt werden. GO g9 bedeutet,
daB die Y-Ordinate der Querlinie g0 an der betreffenden Ldngs-
linie gleich der Ordinate der Querlinie g9 an derselben L&ngs-
linie ist. Bei GT g9 stimmen auBerdem die Tangenten an den Quer-
linien g0 und g9 iberein. GE k9 bedeutet, daB die betreffende
Ldngslinie und die Ldngslinie k9 an der Querlinie g0 gleiche
Ordinaten besitzen, und daB die Tangente an der Querlinie g0 in
der Ebene liegt, die durch die Tangenten an die beiden L&ngs-
linien aufgespannt wird. Nach der Spantaussage werden die YZ-Pro-
jektion und die bereits definierte XZ-Projektion der Querlinie
g0 zu einer Raumkurve vereinigt (siehe Abschnitt 3.3).

Beispiel einer S-Kurvenaussage:

S 50= 110 T-, 120 1471, 130 2464, 140 3211, 150%

Sind Wasserlinienaussagen und Spantaussagen fiir alle L&dngslinien
und Querlinien gemacht, filihrt der Rechner dann eine vollstdndige
Beschreibung der Schiffsoberfldche aus und speichert alle zuge-

h6rigen Daten ab.
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3.3 Darstellung von Raumkurven aus 2 Projektionen

Die Vereinigung von zwei getrennt generierten ebenen Kurven,
die als Projektionen einer Raumkurve aufgefaBt werden, zu einer
Raumkurve ist im allgemeinen nur nd&herungsweise mdglich (siehe

hierzu den Anhang).

Zundchst werden dazu die beiden Projektionen unabhdngig vonein-
ander nach dem beschriebenen Verfahren zur Kurvendarstellung er-
zeugt. Dabei kénnen die Stiitzpunkte der Projektionen bis auf den
Anfangs— und Endpunkt bei verschiedenen Abszissenwerten liegen.
Fir die zu vereinigende Raumkurve werden jetzt iUberall da Stitz-
punkte angebracht, wo eine der beiden Projektionen einen Stiitz-
punkt hat. Anhand eines kleinen Beispiels entsprechend Bild 15
soll dies erldutert werden: Die Projektion in der XY-Ebene be-

sitzt die 5 Punkte 51,52,54,55 und 56 die in der XZ-Ebene die 3

Punkte 51,53 und 56. Die zugeh®rige Raumkurve besitzt dann 6

Stiitzpunkte in jeder der beiden Ebenen, und zwar El’Pz'Eﬁ' Ey 55

und P6 in der XY-Ebene sowie Ql,g%, Q3Z?42}% und Q6 in der XZ-

Ebene. Die zus&dtzlichen Punkte 33 und Q,, 9, und 55 werden aus der

jeweiligen Projektion interpoliert.

101
H
101}
N
0
w
X"’
S

|

iel|

e —— 4+ — — — —— 4
e —— . — e — e —— a— —

Bild 15 Raumkurve aus der Vereinigung zweier

Projektionen



AuBer den Stiitzpunkten sind noch die End- bzw. Nebenbedingungen
zur Darstellung der Raumkurven aus den Projektionen zu ermitteln.
Hierbei werden Nebenbedingungen, die nur in einer Projektion vor-
kommen, direkt von dieser fiir die Raumkurve ﬁbernommen (z.B. am
3. Punkt die Bedingung aus der XZ-Projektion). Haben Punkte in
beiden Projektionen unterschiedliche Bedingungen, so wird fiir

die Raumkurve eine Bedingung entsprechend den folgenden Tabellen
angesetzt; darin bedeutet * eine selten oder garnicht sinnvoll

anzuwendende Kombination.

An inneren Kurvenpunkten:

1. Projektion

2. krs WL HL WI WIKV WIKN
P krs krs WL HL WI WIKV WIKN
r
? WL WL WL WI* WIKV WIKV WIKN*
i HL HL WI* HL WIKN WIKV* WIKN
k
t WI WI WIKV WIKN WI WIKV WIKN
i
e] WIKV WIKV WIKV WIKV* WIKV WIKV WIKN*
n

WIKN WIKN WIKN WIKN* WIKN WIKN* WIKN

Am ersten Stilitzpunkt der Kurve:

1. Projektion
2. KA GA WI WIKN
P
r KA Ka GA WI WIKN
o
3 GA GA GA WI WIKN
e
K WI WI WI WI WIKN
t
. WIKN WIKN WIKN WIKN WIKN




Flir den letzten Stiitzpunkt ist in der vorhergehenden Tabelle
WIKV statt WIKN einzusetzen. In der ersten Tabelle steht das
Symbol "krs" flir stetige Kriimmung. Die anderen groB geschrie-
benen Schliisselwdrter haben gleiche Bedeutung wie im letzten
Abschnitt. Ebenso wie das Schliisselwort WI werden auch T-, TI,
GT und GE behandelt, da sie auch eine bestimmte Tangentenrich-
tung vorschreiben. Die so implizit vorgeschriebenen Tangenten-

richtungen werden aus der jeweiligen Projektion ermittelt.

Damit sind alle Daten ermittelt, umnach dem Verfahren, das im
Abschnitt 2.10 beschrieben ist, die Raumkurven zu berechnen. Die
folgenden zwei Tabellen zeigen das Ergebnis dieser Berechnung
flir die in Bild 14 beschriebenen Kurvenprojektionen. Dabei be-
zeichnen die Spalten XT, YT, 2T die X-, Y- bzw. Z-Komponenten

des Tangenteneinheitsvektors an den Quer- bzw. Lingslinien.

KOORDINATEN UND TANGENTEN DER QUERL.

QUERL. 0
LL X Y A XT YT T
110 -9.7001 0.0000 1.6850 0.0951 0.9793 0.1789
130 -9.5481 0.6700 1.9710 0.3012 0.7671 0.5665
140 -9.0765 1.3180 2.8580 0.4371 0.3647 0.8222
150 -8.7883 1.5200 3.4000 0.4534 0.2596 0.8527

QUERL. 5
LL X Y 2 XT YT ZT
110 ~-9.0003 0.0000 1.1650 0.1980 0.8489 0.4901
120 -9.0003 0.0000 1.1650 0.1980 0.8489 0.4901
130 -8.7254 0.9181 1.8455 0.2802 0.6636 0.6936
140 -8.3325 1.5349 2.8181 0.3485 0.3667 0.8626
150 -8.1084 1.7293 3.3727 0.3627 0.2503 0.8977
QUERL. 10
LL X Y Z XT YT ZT

110 -7.2000 0.0000 0.6000 0.0000 1.0000 0.0000

120 -7.2000 0.5360 0.7970 0.0000 0.8359 0.5489
130 -7.2000 1.3500 1.6210 0.0000 0.5557 0.8314
140 -7.2000 1.8660 2.7580 0.0000 0.2799 0.9600
150 -7.2000 2.0000 3.3430 0.0000 0.1659 0.9861
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QUERL.

LL
110
120
130
140
150

QUERL.

LL
110
120
130
140
150

QUERL.

LL
110
120
130
140
150

QUERL.

LL
110
120
130
140
150

QUERL.

LL
110
120
130
140
150

QUERL.

LL
110
120
130
140
150

-3.6000
-3.6000
-3.6000
-3.6000
-3.6000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

3.6000
3.6000
3.6000
3.6000
3.6000

7.2000
7.2000
7.2000
7.2000
7.2000

95

.0915
. 1419
.4986
.8375
.1661

w oL

100
X
9.0000
9.0000
9.8940
10.4463
11.1280

0.0000
1.2690
2.1700
2.8242
2.9046

. 0000
.4710
.4640
.2110
.2600

W wNh-20

. 0000
. 1700
.0330
.6560
.7950

[\SER\S IS B @ )

0.0000
0.4450
1.0440
1.3932
1.6150

.0000
.2250
.5700
.7130
.8380

ool oNoNeo)

0.0000
0.0000
0.0229
0.0444
0.0750

0.
0.
1.
2.
3.

0800
2930
1740
5860
3000

-0.0200

0.
1.
2.
3.

1540
0120
5100
3700

0.2100
0.3610

1.
2.
3.

WNN-2O WN 200

D WN a2

2420
6130
5250

.7126
.8600
.7720
.8500
.7500

.8750
.0166
.0187
.9708
.8940

. 1650
. 1650
.3140
.0910
.0500
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XT
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

XT
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

XT
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

XT
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

XT
0.0000
.2674
.3317
.3324
.3328

OO OO0

XT
0.0000
.8571
.5792
.5792
.5791

oo NeoNe

YT
1.0000
0.8944
0.5614
0.2251
-0.0028

YT
1.0000
0.9185
0.6087
0.2113
-0.0989

YT
1.0000
0.9079
0.5284
0.2636
0.0358

YT
1.0000
0.8276
0.3551
0.2674
0.2110

YT
1.0000
0.6036
0.1468
0.1323
0.1236

YT
1.0000
0.0072
0.0205
0.0245
0.0270

2T
0.0000
0.4473
0.8276
0.9743
1.0000

ZT
0.0000
.3955
.7934
.9774
.9951

OO0

2T
0.0000
0.4192
0.8490
0.9646
0.9994

T
0.0000
.5613
.9348
.9636
.9775

OO0 OO

2T
0.0000
0.7511
0.9319
0.9338
0.9349

ZT
0.0000
0.5150
0.8150
0.8148
0.8148



KOORDINATEN UND TANGENTEN DER LAENGSL.

LAENGSL.

QL
0]
5

10

30

50

70

90

95

100

LAENGSL.

QL
5
10
30
50
70
90
95
100

110

. 7001
.0003
. 2000
. 6000
. 0000
. 6000
.2000
.0915
.0000

120

.0003
. 2000
. 6000

0.0000

LAENGSL.

QL
0

5
10
30
50
70
90
95
100

. 6000
. 2000
. 1419
. 0000

130

.5481
.7254
. 2000
. 6000

0.0000

LAENGSL.

QL
o

5
10
30
50
70
90
95
100

. 6000
. 2000
.4986
.8940

140

.0765
.3325
.2000
. 6000
.0000
. 6000
. 2000
.8375
.4463

OCO-MMDMNM2OO OO0 22200 (ool eNoNeoNoNoNeNo)

OO -2 MNWN @ aa

.0000
. 0000
.0000
.0000
. 0000
.0000
. 0000
. 0000
.0000

e

. 0000
.5360
.2690
.4710
. 1700
. 4450
.2250
. 0000

oS

.6700
.9181
.3500
. 1700
.4640
.0330
.0440
.5700
.0229

.3180
.5349
.8660
.8242
.2110
.6560
.3932
.7130
.0444

000000~

NN @ aa aoaa =2 a2 000000 -

WNNDDODNDNDNDDND

.6850
. 1650
. 6000
.0800
.0200
.2100
.7126
.8750
. 1650

o

. 1650
.7970
.2930
. 1540
.3610
.8600
.0166
. 1650

[N

.9710
. 8455
.6210
. 1740
.0120
.2420
.7720
.0187
.3140

N

.8580
.8181
.7580
.5860
.5100
.6130
.8500
.9708
.0910
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XT
.8660
.9063
.9764
.9973
.0000
.9941
.9854
.9821
.8572

OCO0OO0OO0O-~000O0

XT

. 9227
.9526
.9873
.9998
.9834
.9633
.9575
.9523

e eoleNoNoNoNeoNeo

XT
.9454
.9493
.9559
.9819

.9998
.9739
.9324
.9178
.9112

OO0COCOCO OO0 O

XT

.9588
.9587
.9584
.9776
.9998
.9639
.9241
. 9205
.9216

joleleNoNeNoNoNoNe)

oReRoRoNoNoNeoNeNe

YT

.0000
. 0000
. 0000
.0000
. 0000
. 0000
.0000
. 0000
.0000

YT

.3253
. 2480
.1315
.0157
. 1503
.2179
.2379
.2563

[
eleoNeoNeNoNoNoNe]

YT

.2913
.2801
.2594
. 1657
.0193
. 1997
.3207
.3510
.3617

|
ol eReNelNolNoNeNeoNe)

YT

.2792
.2798
.2808
.2069
.0201
.2615
.3762
. 3846
.3819

[ L |
eleleNoNoNeNoNoNe)

2T
-0.5000
-0.4226
-0.2160
-0.0738
0.0000
0.1088
0.1704
0.1882
0.5150

ZT
-0.2071
-0.1759
-0.0891

0.0108
0.1017
0.1567
0.1630
0.1659

ZT
-0.1460
-0.1430
-0.1375
-0.0914

0.0096
0.1082
0.1669
0.1855
0.1972

T
-0.0517
-0.0512
~-0.0505
-0.0382

0.0025
0.0498
0.0678
0.0684
0.0690



LAENGSL. 150

QL
0
5

10

30
50
0
90
95
100

X
~-8.7883
-8.1084
-7.2000
-3.6000

0.0000

3.4000

7.2000
9.1661
11.1280

OO a DD WN N A

.5200
.7293
.0000
. 9046
.2600

U0

.6150
.8380
.0750

.4000
.3727
. 3430
. 3000
.3700

B0

.7500
.8940
.0500

DWW ks WWWwwWw
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QOO C>»O0O0QOO0OO0

XT

.9538
.9563
. 9594
.9821
.9994

L)

.9307
.9274
.9314

YT

.2977
.2903
.2806
.1882
.0103

A

.3598
.3672
.3557

2T
-0.0413
-0.0353
-0.0274
0.0047
0.0323

30848

0.0652

0.0709
0.0769



3.4 Mobglichkeiten zur Darstellung eines Flichenstiicks

Zur Darstellung eines Fl&chenstiicks werden die Fl&chenbeschrei-
bungen nach Coons [10], [14] und Bézier [13], [47] sowie die
B-Spline-Fldche vielfach benutzt, die im rechnerunterstiitzten
Entwurf und in der Computergrafik weite Verbreitung gefunden
haben. Da alle diese Fl&chen Verallgemeinerungen der entsprechen-
den Kurven sind, werden die zur Fldchenbeschreibung benutzten
Funktionen hier auf Polynome 3. Grades von zwei Parameter u und v
beschrédnkt. Entsprechend dem kubischen Spline wird ein allgemei-
nes bikubisches Flé&dchenstilick nach Coons, das durch vier Randkur-
ven Q(u,0), Q(u,1), 9(0,v) und Q(1,v) verliuft, in kartesischen Koor—

dinaten definiert durch

1
- _ _ v
o, v) = [0(w,0 90,1 9,0 Vw,n] x |,
V3
P@(O,v)
0(1,v)
T
+ (:1uu2 u3] K au(O,V)
| Qu(1,v)
90,00 Q(0,1) QY(0,0) QV(0,1) 1
r| 21,00 0(1,1) QV(,0 gv(1,1) v
- buww] k Qu4(0,0) QU(0,1) QUV(0,0) Quv(0,1) | ¥ |va
| QU(1,0) QU(1,1) QUV(1,0) QUv(1,1) v3
(3.4-1)

wobei K die Koeffizientenmatrix der Hermiteschen Polynome 3.
Grades von (2.1-15) ist und QY = d9/du die Ableitung nach u,

Qv = dg/av die Ableitung nach v und QW = do/dudv die gemischten
Ableitungen nach u und v bedeuten. Die vier Vektoren mit den ge-
mischten Ableitungen werden auch als Verwindungsvektoren (eng-

lisch: twistvektor) bezeichnet.



In [16] bemerkt Forrest, daB ihm kein System zur Fl&chendar-
stellung bekannt ist, das auf Formel (3.4-1) beruht. Meist werd-
den zwei Sonderformen der Formel verwendet: Das sogenannte kar-

tesische Produkt definiert durch

0(0,0) Q(0,1) QV(0,0) QV(0,1) 1
- r | 91,0 0(1,1) V(1,0 Qv(1,1) v
Qv = [1uw?w] K Q4(0,0) Q9(0,1) QUV(0,0) guv(o,1) | X | v2
Qu(1,0) QU(1,1) QUV(1,0) QUV(1,1) v3

(3.4-2)

und die sogenannte Lofting-Fl&che:

1
_ - _ _ _ v
g, = [8,0 9(u,1) §¥w,0 VD] k|,
v3 (3.4—3)
bzw.
0(0,v)
0(1,v)
T
O(u,v) = [1 u u2 us | K 210, v)
ou(1,v) (3.4-4)

Wird ein Flé&chenstiick durch das kartesische Produkt dargestellt,
so folgen die in der Matrix stehenden Vektoren bis auf die Ver-
windungsvektoren eindeutig aus den Randkurven des Flichenstiicks.
Die Verwindungsvektoren - bzw. entsprechenden Gr&Ben bei der

Lofting-Fldche - k&nnen dagegen frei gewdhlt werden.

Demgegeniiber sind Bézier-Fldchen und B-Spline-Flichen allein
durch die Koordinaten der Ecken von Stiitzpolyedern definiert.
Beispielsweise zeigt Bild 16 den Stiitzpolyeder einer bikubischen
Bézier-Fliche mit 16 Ecken.



Bild 16 Bézier-Fldche mit Stiitzpolyedern

Die bikubische Bézier-Fldche wird mit Hilfe der Bernsteinpolynome

wie folgt definiert:

Q0 91 %02 903 1
O(u,v) = [1 u u? u3] BT 810 gll 812 ?-13 B ’
= | Q0 Q21 Q202 Q23 | = |V

Q30 Q31 Q32 933 v3 (3.4-5)

B ist die Koeffizientenmatrix der Bernsteinpolynome 3. Grades aus
(2.2-7) . Offensichtlich beschreiben (3.4-2) und (3.4-5) dieselben
Fldchen, allerdings mit verschiedenen S&tzen von je 48 Koeffi-
zienten. Statt durch die Bernsteinpolynome bei den Bézier-Flichen
werden die B-Spline-Fldchen durch die B-Spline-Basispolynome dar-
gestellt.

Bézier-Fldchen und B-Spline-Fl&chen sind so konzipiert, daB die
Koeffizientenmatrizen nur Koordinaten der Polyederecken, aber
keine Ableitungen enthalten. Gedacht ist dabei an Anwendungen,
bei denen der Benutzer - notfalls durch Probieren - ein Flichen-
stick interaktiv am Bildschirm erzeugt. Von einem Fl&chenstiick
ausgehend kann eine Fldche nach und nach durch Hinzufiigen neuer

Fldchenstiicke entwickelt werden. Dabei miissen die Polyeder nach



bestimmten Bedingungen (siehe [13]) eingegeben werden, um eine
knickfreie Fl&che zu entwerfen. Mit einem vorliegenden Netzwerk
lassen sich dagegen die Verwindungsvektoren aller Flichenstiicke
nach Coons automatisch so bestimmen, daB die Fl&chenstiicke mit

stetigen Tangenten aneinanderstoBen.

Damit die Vorteile der filir Kurven verwendeten rationalen kubi-
schen Splines auch bei Fl&chen zum Tragen kommen, kann ein
Fldchenstiick in homogenen Koordinaten durch Erweiterung der ent-
sprechenden Kurvendarstellung nach (2.3-4) inkartesischer Pro-
duktform analog zu (3.4-2) definiert werden. Ein solches Flichen-
stlick ist dann durch einen 4x4x4-Tensor festgelegt. Es hat sich
aber als schwierig herausgestellt, die Verwindungsvektoren so zu
bestimmen, daB die Tangentenvektoren an den Ubergidngen zwischen
den Fl&achenstiicken stetig sind. Deshalb wird im Folgenden eine

zur Lofting-Fldche (3.4-4) analoge Fldchendarstellung benutzt.



3.5 Definition eines Fl&chenstiicks mit rationalen
kubischen Splines

Bild 17 Lofting-Fldche aus rationalen kubischen Splines

Wird eine v-Linie eines Fl&ichenstiicks an der Stelle u (Bild 17)

mit Q(u,v) bezeichent, 148t sie sich analog zu der Formel (2.3-12)
definieren durch:

E(UAH = — X

hv(u,v)

Hl(V)
2(V)
H_(v)

' H
x [Q(a,v) Q(u,1) Q¥(u,0) + Q(u,0) hY (u,0) QV(u,1) + Q(u,1) hg<u,1)]

H

3
4(V)J

(3.5-1)
Darin stellen Q(u,0) und Q(u,1) die u-Randkurven bei v=0 bis v=1

dar. Mit ¢=0 bzw. c=1 ist Q(u,0) bzw. O(u,1) daher definiert durch:
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1

Q(u,c) = ——— x
h (u,c)
u
{hl(u)
— _ - _ _ H2(u)
x [9(0,0) Q(1,e) GU(0,0) + Q(0,0) hy(0,e) QU(1,¢) + 9(1,¢) h¥(1,c)] H, (u)
_H4(u)d
(3.5-2)
mit
Qu(0,c) = a (0,0) 1 (c) Eu(o,c)
QU(1,0) = a (1,0 1 (c) E_(1,0)
hp(0se) = € (0,0) (|a (0,0) T (0,0) + A_(1,0) T _(1,0)]-2)
hi(1,e) = -C_(1,e) (A (0,c) T (0,c) + A (1,c) € (1,0 | -2)
hu(u,c) = 1+ hg(o,c) H3(u) + hg(l,c) H4(u)
1 (o) = |o@,e) - 9(0,0) |

Die anderen in (3.5-1) vorkommenden Funktionen von u sind nach

folgenden Formeln zu berechnen:

Q¥(u,0) = A (1,00 1 (u % (u,0)

Q¥(w,1) = A (a,1) 1 (u) T (u,1)

hg(u,0) = € (1,0) (A (u,0) £ (u,0) + A_(u,1) € (w,1) | -2)

hytu 1) = -C(u,1) (|a (u,0) t (u,0)+ A (u,1) t (u,1)]-2)

h,(,v) = 1+hY(u,0) Hy(v)+ BV (u,1) H,(v)

1, () = |o(u,1) - Q(u,0) | (3.5-3)

Der untere Index u bzw. v bezeichnet hier GrdBen, die sich auf

die u- bzw. v-Richtung beziehen, wihrend der obere Index u bzw. v
eine partielle Ableitung nach u bzw. v bedeutet. Alle Funktionen
von u in (3.5-1) und (3.5-3) miissen - von Sonderfillen abgesehen -

SO bestimmt werden, daB das Fl&chenstiick knickfreie Ubergédnge zu
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den benachbarten Fl&chenstilicken hat. Hinreichende Bedingungen

daflir werden anhand von zwei {iber- bzw. nebeneinanderliegenden

Fldchenstilicken nach Bild 18 abgeleitet.

tv2(0,l)

(lll)=tu3(oll)

Q3(u,V)

3 =ty3(0,0) £ 5(1,0)
t_.(0,0)
vl

t . (1,0)
— _ u3
t g (1,0=t_.(0,0)

tul(0,0) -
u

Bild 18 Ubergédnge benachbarter Flichenstiicke

Die zwei im Bild 18 {iibereinanderliegenden Flichenstiicke 51(

u,v)

und ﬁzhhv) haben die gemeinsame Randkurve élhhl)und §2hLO).Sie

haben einen knickfreien Ulbergang, wenn die Flichennormale in der

gemeinsamen Randkurve gleich ist:

tvl(u,l) Xtul(u’l) = tvz(u,O) xtuz(u,O) 0O<usxl

(3.5-4)



Wegen der gemeinsamen Randkurve ist offensichtlich:

Eul(u,l) = Euz(u,O) 0su<xl1 (3.5-5)
Weiter ist filir knickfreie v-Netzlinien

't'vl(u,l) = Evz(u,O) 0Osus<l (3.5-6)
weil - wie spdter im Detail erliutert wird - tvlhhl) und tvzth)

allein aus den Tangentenvektoren der v-Netzlinien in den jeweili-
gen u-Netzlinieninterpoliert werden. Daten der dariiber- oder
darunterliegenden Fl&chenstilicke gehen in diese Berechnungen nicht
ein. Die Interpolationen werden bei knickfreien v-Netzlinien des-
halb fiir die Fl&dchenstilicke 1 und 2 mit denselben Stiitzwerten,
Abszissenwerten und Nebenbedingungen durchgefiihrt und liefern
deshalb auch libereinstimmende Werte. Damit ist (3.5-4) bei knick-

freien v-Netzlinien nachgewiesen.

Die mit §1hhv)und §3hhv) bezeichneten, im Bild 18 nebeneinander-

liegenden Fléchenstlicke haben die gemeinsame Grenzkurve:

9,(1,v) =09,(0,v) 0 (3.5-7)

/N
<

n
=

Daraus folgt die Ubereinstimmung der Tangentenvektoren in v-Rich-

tung auf der Grenzkurve:

N
<

N
jun

V(v = 9Y(0,v) 0 (3.5-8)

Fir einen knickfreien Ubergang der Fl&chenstiicke an der Grenz-
kurve ist zu fordern, daB die Tangentialebenen der Fliche dort

gleich sein miissen. Dies bedeutet:

5‘1’(1,v) x@ll(l,v) = a(v) §§(O,v) x §g(o,v) 0<vs1l (3.5-9)

Darin ist a(v) eine beliebige positive skalare Funktion von v.

Die einfachste L&sung hierfiir ist wegen (3.5-8):
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Eg(l,v) = a(v) §g<o,v) (3.5-10)

Die Tangentenvektoren in der u-Richtung §%qu)1nui§guqv)lassen
sich aus (3.5-1) ableiten. Beide sind gebrochene Vektorfunktio-
nen. Da alle ihre Z&hler und Nenner kubische Polynome von v sind,
ergibt sich zwangsl&dufig, daB die Funktion a(v) gleich einer Kon-
stante B sein muB (a(v) = B). Die Bedingung (3.5-10) wird erfiillt,
wenn die Ableitungen nach u aller Funktionen von u in (3.5-1)

und (3.5-3) der beiden Fl&chenstiicke an der Grenzkurve auch das
Verhdltnis B haben:

oi(1,1) = BQYo,1) (3.5-11)
Agl(l,l) = BA33(0,1) (3.5-12)
c31<1,0) = BC33(0,0)
Cgluql) = Bcg3ubl) (3.5-13)
tvl(llo) = BtV3(o’O)
tvl(l,l) = Btv3(0,l) (3.5-14)

BetragsméBig entspricht die Bedingung (3.5-11) folgender

Beziehung:
logo, 1] o, |
— = — = B (3.5-15)
[o§c0,00 [ [g2c0, 1)

Schreibt man diese um,
|8 (1,0) | 194 (0,0) |
— = = (3.5-16)
g, 1] g%,
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so stellt man fest, daB das Verhdltnis der Betrdge der Tangenten-—
vektoren in den rechten unteren und rechten oberen Ecken des
Fldchenstiicks §lhhv) gleich dem der Betrédge der Tangentenvektoren
in den linken unteren und linken oberen Ecken des Fl&chenstiicks
§3hhv) sein muB. Mit den vorgegebenen Netzlinien ist dies meistens
nicht der Fall. Die Bedingung (3.5-16) ist jedoch erfiillbar, wenn
man zwei verschiedene von u abhdngige Parameter uohn fiir die untere
u—-Randkurve (v=0) und u, (v fiir die obere (v=1) in den Formeln (3.5-1)
bis (3.5-3) zur Fl&chendefinition einfiihrt: Einer dieser Para-
meter kann mit u libereinstimmen; fiir den anderen wird eine Abhin-
gigkeit von u in Form eines Polynoms 5. Grades gewdhlt. Um Fidlle,
daB u, bzw. uy auBerhalb des Bereiches zwischen 0 und 1 liegen,
auszuschlieBen, wird nach folgenden Regeln verfahren: Ist die
Sehnenldnge des Randes v=0 gr&Ber als die des Randes v=1 , wird

angesetzt:

u (3.5-17)

ul(u)

uo(u) a+ bu+ cu%+ du3+ eu4+ fu5 (3.5-18)

Die Koeffizienten von u_ werden so bestimmt, daB die folgenden Be-

0
dingungen erfiillt sind:
1) uo(O) = 0
2) uO(l) = 1
duo I—Q-u(o,l) l
3 T —
du | u=0 IQu(0,0)|
du,, lou(1,1) |
49— R —
du | u=1 |ou(1,0) |
d2u
5) 0 - 0
du? u=0
dzuo
6) = 0 (3.5-19)
du? u=1




i ie des Randes
die Sehnenlidnge des Randes v=0 kleiner als di
Ist die

O ] . . ) u

zutauschen.

ueeh das Deastasn oot « i (.81 duroh o OO 1, VAACHI808]

sich die zu einem Parameter u gehdrigenPunkte auf eine der bei-

den u-Randkuven, ohne dap die Form der Randkurv

en sich &ndert.
Der obere Index,

der die Ableitung nach u bedeutet, bleibt unbe-
rihrt, damit sich die Kurven mit allen urspriinglichen,

Parameter u bezogenen Daten beschreiben lassen.

tion eines Fl&dchenstiicks entsprechend (3.5-1) wird dann mit Q' (u,v)
bezeichnet:

auf dem

Der neuen Defini-

— 1
Q' (u,v) =

h;(u,v)

xﬁi(uo,O) Q(u,1) OV(u ,0) + Q(u):0) hY(uy,0) §¥(u ,1) + Qu ,1) hg<u1,1)}x

[ﬁl(v)
H2(v)
H3(v)

H4(V)J

(3.5-20)

Entsprechend (3.5-2)

ist die untere u—-Randkurve bei v=
durch

0 definiert

- 1
Q(uolo) = X

hu (uoro)

ﬁi(u )]

H_(u.)
><[§(o,o> 0(1,0) 94(0,0) + 5(0,0) h(0,0) QU(1,0) + Q(1,0) h‘é(l,O)] 5 (u)

N
o O

=W

H (u

"t |

(3.5-21)

o O
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J— —_—

0%(1,0)

Au(l,o) lu(O) tu(1,0)

" "
t
u

(1,0) \ -2)

hg(o,o) = cu(o,o) ( Au(0,0) tu(0,0)+ Au(l,O)
P = ¢ 0 (A (0,0) (0,00 48 (1,0 (1,0 -)
hu(uO,O) = 14+ hg(0,0) H3(uo) + hl‘j(l,O) H4(u0)

und die obere u-Randkurve bei v=1l durch

3 1
Q(ulll) = X
hu(ulll) -
!—Hl(ul)
— - —u — - - H,(u))
X[Q(Ofl) Q(1,1) 97(0,1) + 0(0,1) hv1(0,1) Qu(1,1) + 0(1,1) hu(lrl)]
u u H3(u1)
_H4(ul)_]
mit o (3.5-22)
Qu(0,1) = Au(O,l) lu(l) tu(O,l)
— ) -
Q4Y(1,1) Au(l,l) lu(l) tu(l,l)
Bi(0,1) = c_(0,1) (IAu(o,l) £ (0/1) + 2 (1,1) t (1,1)] -2)
hi(1,1) = -c (1,1) (IAu(O,l) £, (0/1) + 2 (1,1) t (1,1)]-2)
= u u
h (u;,1) 1+ h¥(0,1) Hy(u) + hi(1,1) H,(u))
1 (1) = |o(1,1) -g(0,1) ]|

Die anderen, (3.5-3) entsprechenden Funktionen von u bzw. v sind:

QV(uy,0) = A, (ug,0) 1 (w) € (u),0)

Q) = A (u),1) 10w T (u,1)

ho(ugr0) = ¢ (uy,0) (|a_(uy,0) t, (u,,0) + A, (u,1) t (u,1)]-2)
hy(u),1) = -c_(u,1) (la (u,,0) t,(u,,0) + A, (uy,1) t (u,1)]-2)
h"}(u,v) = 1+ hX(uO,O) H3(v) + h:”(ul,l) H4(v)

1! (a) = lQ(ul,l)— Q(uy,0) | (3.5-23)
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Fiir den Fall, daB die Sehnenldnge des unteren Randes v=0 grdBer als

die des oberen Randes ist, ergeben sich die Ableitungen wie folgt:

dg(u,.,0) _ du _ du

— 0% - glu,0 —2 = Q4,0 — (3.5-24)
du du du

dﬁ(u , 1) _ du _ du

— L - e,y 2 = Py =2 (3.5-25)
du du du

Fir u,=0 und o=1 sowie u, =0 und u1=1 folgen:

1
dQ(u,,0) _ lou(o,1) | _ N
—_ = Q4(0,00 ——— = [g¥(0,1)| ¢ (0,0) (3.5-26)
du 8= |gu(o,0) |
dQ(u,,0) _ |Qu(1,1) | 3 3
—_— = Q91,00 ——— = [g¥@,1)| £ (1,0) (3.5-27)
du uy=1 |Qu(1,0) |
d_é(ulll) _ _ _
—_— = 9u0,1) = [guo,1)| ¢ (0,1) (3.5-28)
du u_, =0
1
d@(ul,l) _ _ _
— = ou,1) = [oua,n]| £ (1,1) (3.5-29)
du u. =1
1
Daraus ergeben sich
d§(uo,0) d§(ul,1)
E—— = _ (3.5-30)
du uO=O du u1=0
a0 (u,,0) dQ(u,,1)
= _ (3.5-31)
du u0=1 du u1=1

Verwendet man (3.5-30) und (3.5-31) fiir die Fl&achenstiicke Elhhv)
und.§3hhv), 148t sich feststellen, daB die Bedingung (3.5-16), so-
mit auch (3.5-15), durch die Einfiihrung von uohn undlﬁju)erreicht

ist.
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Setzt man die Konstante aus (3.5-15) in (3.5-12) ein und schreibt

die Gleichungen um, so ergeben sich:

A7, (1,0) _ A3, (0,0)
lo¥ (1,0 | |08 (0,0 |
Aul(l,l) Au3(0,1)
— = — (3.5-32)
lova,n| g,

Mit dem Zusammenhang zwischen der Bogenldnge L(u) einer u-Linie

bei v=c¢ (c=0 bzw. c=1) und dem Parameter u,

dL
. — lé-u(u,c)l (3.5-33)
du

148t sich (3.5-32) mit Hilfe der Kettenregel so umformulieren:

L L
Az, (1,0) A;,(0,0)

al_(1,1) al_(o0,1) (3.5-34)
vl v3

Der Index L bedeutet hier die Ableitung nach der Bogenl&dnge der
u-Netzlinien. Die Gleichungen bedeuten, daB die Parameter A, mit
stetiger Ableitung nach der Bogenldnge der u-Netzlinien verlau-
fen miissen, damit die Fl&chenstiicke 5& und 53 knickfrei inein-

anderiibergehen.

Analoge Bedingungen gelten filir die Parameter C, in (3.5-13) und

die Tangenteneinheitsvektoren Ev in (3.5-14):

L - L
cvl(1,0) = cv3(o,0)

L - L _
cvl(l,l) = CV3(O,1) (3.5-35)
TL - TL
tvl(l,O) = tv3(0,0)

TL _ TL -
tvl(l,l) = tv3(0,l) (3.5-36)



Da die Parameter c, der v-Linien aller Fl&chenstlicke gleich dem
Standardwert 1 bleiben, sind die Ableitungen C%,alle gleich 0,
so daB (3.5-35) erfiillt ist.

Dagegen kdnnen die Parameter A, der v-Linien vom Standardwert 1
abweichen, wenn die Bedingung fiir Kegelschnitte angegeben wird.
Zur Bestimmung von Avth) und Avhhl) werden die Ableitungen die-
ser Funktionen nach u an den Knoten der u-Netzlinien einfach
gleich 0 gesetzt. Damit sind die Gleichungen (3.5-34) erfillt.

Die A-Funktionen lassen sich dann nach folgender Formel berech-

nens:
1, (u)]
A (u,0 = [a 0,0 a@an] |t ?°
v O v v H (u.)
B (u )W
a1 = [a©Da@an] |t 7
H, (u,) (3.5-37)

Dabei sind die GrdéBen AV(OAM, AV(OJJ und Av(lﬂn und Avuql) in der
rechten Seite der Gl. (3.5-37), die bei der Definition der v-Kurven
benutzten Parameter A. Die Griinde daflir, daB die primitive Inter-
polationsformel (3.5-37) statt einer ausgefeilten, einen wellen-
freien Verlauf liefernden Interpolationsmethode flir ausreichend

gehalten wird, sind:

1. Die Abweichungen der beiden Parameter A, eines v-Kurvenstlicks
vom Standardwert 1, die sich bei einem Kegelschnitt ergeben,
sind etwa zu dem Unterschied der Winkel zwischen beiden Endtan-
genten und Sehne proportional (siehe hierzu den Abschnitt 2.4).
Bei den v-Linien verwendet man die Bedingungen fir Kegel-
schnitte an Boden- oder Seiteneinlauf. Dort sind die Unter-
schiede normalerweise nicht allzu groB, so daB die Parameter
A, zweier benachbarter v-Linien auch nicht allzu stark vonein-

ander abweichen.

2. Sollte es notwendig werden, kann der Verlauf von Av(uAn und AV

(u,1) durch Definition zus&dtzlicher Netzlinien beeinfluBt werden.



3. Die Formel (3.5-37) vermeidet eine Beeinflussung benachbar-

ter Fl&achenstiicke.

Der Tangenteneinheitsvektor Evhb,O)in (3.5-23) wird analog zu

dem Koordinatenvektor Q(Wyo) berechnet:

_ 1
tv(uo,O) = — X
ht(uo,O)
- . Tu ™ u Tu + u
XLFV(O,O) tv(1,0) tv(0,0) + tV(O,O) ht(0,0) tv(l,O) + tv(l,O) ht(l,O):l><
Hl(uo)
« H2(u0)
H3(u0)
f4(u0{ (3.5-38)
mit
|€9(1,0) + t4(0,0) |
nd(0,0) = -h¥(1,0) = — - -2
[t 1,0 - €, (0,0) |
ht(uO,O) = 1+ hE(0,0) H3(uo) + hg(l,O) H4(uo)

Die Parameter ¢ filir die Berechnung von hguLO) und hguqo) sind

hier mit 1 eingesetzt. Analoge Formeln gelten fﬁrE&hﬁ,l):

1

1l
X

t (u.,1) —_—
v 1
ht(ul,l)

— — -4 — - -
x tV(Oll) tv(l,l) tv(0'1)+ tv(Oll) hg(O,l) t3(1,1)+ tv(l,l) hg(l,l)]x

H, (u f
)
)
) (3.5-39)

H_(u

H_ (u

H

= w N

1
1
1
(u1
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mit

|t@(1,1) + Eg(o,l) |
-h(1,1) = — — -2
It (1,1) - t_(0,1) |
v v

u
ht(O,l)

ht(ul,l) 1+ h‘é(O,l) H3(u1) + h‘é(l,l) H4(ul)

Fiir eine vollstdndige Definition des Fl&dchenstiicks bleiben noch
die Ableitungen nach u der Tangenteneinheitsvektoren in der v-
Richtung an den vier Ecken ES(OAD, EguqO),Eg(ogn und EE(lJJ zu
bestimmen. Berechnet man sie aus ihren Ableitungen nach L so, daB8
die Bedingungen (3.5-36) erfillt sind, 1&Bt sich der knickfreie
tlbergang zwischen den nebeneinanderliegenden Fl&chenstiicken
EH(UAH und §B(uﬁﬂ erreichen. Das so dargestellte Flichenstlick
liefert auch einen knickfreien Ubergang zwischen den im Bild 18
ibereinanderliegenden Fl&chenstiicken éa(u,v) und 55 (u,v) : Bezeich-
net man den Parameter u. flir die untere u-Randkurve des Fldchen-

0

stiicks 5E(UAH mit u und den Parameter uy fiir die obere u-~Rand-

02
kurve des Fldchenstiicks élhhv)ull, ergibt sich aus (3.5-39) und

(3.5-40) bei Uy, = Ugq

tvl(ull,l) = tv2(u02’0) (3.5-40)

wenn die v-Netzlinien knickfrei sind.

Fir die Ermittlung der Ableitungen von EV nach u werden zundchst
Verfahren zur Bestimmung der gemischten Ableitungen betrachtet,

da die beiden analoge mathematische Eigenschaften haben.



3.6 Verfahren zur Bestimmung der gemischten Ableitungen

Die gemischten Ableitungen eines bikubischen Fl&chenstilicks geben
die Verwindung in den Eckpunkten an, beeinflussen aber nicht

die Randkurven. Coons [10] gibt verschiedene Methoden an, mit
denen die gemischten Ableitungen eines Fl&chenstilicks bestimmt
werden k&nnen. Beispielsweise besteht eine Methode darin, vom
Benutzer zwei zus#dtzliche v-Linien im Inneren des Fl&chenstiicks
definieren zu lassen; aus diesen zusdtzlichen Angaben folgen die
gemischten Ableitungen eindeutig. Lee [29] hat die Methoden zur
Darstellung der Fl&dchen wie Kugel, Zylinder, Torus usw. mit bi-
rationalen kubischen Fldchenstiicken in Form des kartesischen Pro-
dukts angewendet. Bei einer Fl&che, die sich aus mehreren Fldachen-
stiicken zusammensetzt, miissen die gemischten Ableitungen so be-
stimmt werden, daB die benachbarten Fl&dchenstilicke an den Grenz-
linien dieselben Tangentenrichtungen besitzen. Diese Forderungen
kdnnen nicht durch die von Coons in [10] angegebenen Methoden er-

reicht werden.

Eine sehr einfache Fldchendarstellung zur Interpolation eines
vorgegebenen Netzes erhdlt man nach Ferguson [131, indem man die
Verwindung gleich 0 setzt. Durch diese Annahme 1d8t sich die
innere Gestalt eines Fl&chenstiicks schlecht erfassen, und es kann
zu lokalen Beulen zwischen glatten Netzlinien kommen. Deswegen
ist diese Methode nur filir eine grobe Darstellung oder bei Be-

nutzung eines sehr engen Netzwerks geeignet.

Walter [60] hat statt dessen die gemischten Ableitungen fiir bi-
kubische Coonsche Fl&dchen (in kartesicher Produktform) mit einem
Variationsansatz nach dem Kriterium minimaler Formdnderungsener-

gie einer elastischen viereckigen Platte bestimmt.

Ein noch aufwendigeres, allgemeiner formuliertes Fldchenmodell hat
Munchmeyer [32] vorgeschlagen: um auch einen stetigen Krimmungs-
verlauf an den Grenzlinien benachbarter Fl&chenstiicke zu ermdg-
lichen, w&hlte er Coons-Fldchen 5. Grades. Da diese mehr Unbe-
kannte haben, als sich aus den Ubergangsbedingungen der Fl&chen-
stliicke bestimmen lassen, werden die restlichen Unbekannten nach

einem Minimierungskriterium dhnlich wie bei Walter [60] bestimmt.
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Wenn die Tangentenvektoren in den Endpunkten aller Netzlinien
und auch die vier Verwindungsvektoren in den Eckpunkten der ge-
samten Fliche gegeben sind, k&nnen die Verwindungsvektoren in
allen Kreuzpunkten der Netzlinien durch Aufldsung eines Gleich-
ungssystems bestimmt werden ([13] S. 208-210). Da man normaler-
weise aber keine Vorstellung von den gemischten Ableitungen hat,
ist die Angabe solcher Parameter durch den Benutzer des Ver-

fahrens im allgemeinen schwierig.

Verlaufen die v-Netzlinien in parallelen Ebenen, so k&nnen die
gemischten Ableitungen durch die Anderung der Tangentenrichtung
iiber der Bogenldnge der u-Netzlinien ausgedriickt werden. In [49]
werden diese Anderungen durch Spline-Interpolation der Spantstei-
gungswinkel (gemessen gegen die Zz-Achse) ilber den rdumlichen Ab-
stinden der Stiitzpunkte der L&ngslinien (u-Netzlinien) gewonnen.
Dafiir kann die gleiche Methode wie zur Kurvendarstellung benutzt

werden.



3.7 Bestimmung der Ableitungen nach u der Tangenteneinheits-

vektoren in der v-Richtung

Um ein Fl&ichenstiick vollstdndig zu definieren, bleiben Egﬂho),
tg(lﬁn, tg(OJJ und tg(lJJ noch zu bestimmen. Diese Gr&Ben stellen
die Verwindungen in den vier Ecken des Fl&dchenstlicks dar. Fir
glatte Flichen muB die Verwindung entlang glatten u-Netzlinien
auch glatt verlaufen. Oft kreuzen die v-Netzlinien dieselbe u-
Netzlinie in sehr unterschiedlichen Abstdnden und Richtungen und
bilden daher unregelmdBige Maschen. Deshalb stellt das Straken
von EV nicht direkt die Gl&tte der Fldchen dar. Die Gldtte der
Fldchen ist jedoch erreichbar, wenn der Fl&chennormalenvektor
glatt entlang glatten u-Netzlinien verl&uft. Darum werden die Ab-
leitungen ?% in den Ecken der Fldchenstiicke mit Hilfe des Tan-
genteneinheitsvektors der u-Netzlinien t, und des Fldchennormalen-

vektors bestimmt.

Bild 19 Beschreibung des Tangentenvektors in der

v-Richtung EV entlang der u-Netzlinien

Wird der Winkel zwischen einem Tangenteneinheitsvektor in der
v-Richtung EV und einem in der u-Richtung Eu mit ¢ bezeichnet
(Bild 19), gilt die Beziehung:

Tt et = cos P (0\<f\< T) (3.7-1)



An den Rindern é(wyO)'und ﬁ(ulJJ eines Fl&chenstiicks kann Eu
iiberall berechnet werden. Durch ¥ allein ist EV allerdings noch
nicht eindeutig festgelegt; man braucht dazu noch folgende Be-

ziehung:

-va Eu = sinP N (0 < $< ) (3.7-2)

N ist der Fl&idchennormalenvektor mit dem Betrag 1. Aus (3.7-1)
und (3.7-2) kann EV eindeutig bestimmt werden, wenn f,ii und Eu

bekannt sind:

tV = cos¥ Eu + siny (-Euxﬁ) (3.7-3)

Daraus ergibt sich die Ableitung von EV nach u

0 = —gi u ¢ tu U (£ %xN) +
tV 51nf;0 tu + cos ¥ tu + cos;of (tuxN)

+sin ¢ (ngﬁ + Euxﬁu) (3.7-4)

Zur Bestimmung von Eg in den Ecken der Fl&chenstlicke sind dort
¥Y und NU zu ermitteln, widhrend sich die iibrigen Gr®B8en in (3.7-4)

aus den Randkurven berechnen lassen.

Die Bestimmung von ¥UY erfolgt durch Straken des Winkels ¥ ent-
lang jeder u-Netzlinie. Flir 0 « < n 1l&dBt sich der Winkel ¥ in

den Schnittpunkten der Netzlinien aus (3.7-1) berechnen:

= t L] t T . T <L
Vad arccos (tv tu)' wenn |tV tul < 0.7071
¥ = arcsin (|t xt |}, wenn 0.7071 < t_ * t_ <1
viu v u
= T - arcsin (|E Xt |), wenn -1 <t_ s t_ < -0.7071
v u v u

(3.7-5)

Diese Winkel werden in allen Knoten jeder u-Netzlinie berechnet
und mit dem beschriebenen Verfahren zur Darstellung von Kurven
iber der Bogenldnge L der u-Netzlinien interpoliert. Damit ist
der Winkel nach L in den Knoten stetig differenzierbar, so daSB

seine Ableitungen nach L bestimmt werden k&nnen. Durch die
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Kettenregel lassen sich diese Ableitungen in solche nach u um-

rechnen:
da de dL — d
Z . = Q'Y (u,v) | £ (v=0 oder 1) (3.7-6)
du dL du dL

Demgegeniiber ist die Bestimmung der Ableitung nach u der Fléachen-
normale NY umfangreicher. Da N senkrecht auf Eu steht, liegt N in

der Normalebene (E) der u-Netzlinien (Bild 20)

(E)_

u-Netzlinie

Bild 20 Beschreibung des Fl&chennormalenvektors N

in der Normalebene (E) einer u-Netzlinie

Um die Lage der Flichennormale N auf der Normalebene der u-Netz-
linie zu beschreiben, wird ein Bezugsvektor R unabhdngig von u so
definiert, daB R nirgendwo der u-Netzlinie parallel ist. R wird
dann auf die Normalebenen der u-Netzlinie in den Knoten projiziert.
Die Projektion von R auf (E) wird mit T bezeichnet. Ist die u-
Netzlinie eine ebene Kurve, erweist es sich als am zweckmdBigsten,
R parallel zu dem Normalenvektor der Ebene zu wdhlen, in der die
u-Netzlinie liegt. In dem Fall sind T und R identisch, da R senk-
recht zu der Tangentenrichtung der u-Netzlinie Eu, somit parallel
zu der Normalebene der u-Netzlinie steht. Der Winkel zwischen T
und N wird zur Definition der Flichennormale benutzt. Er wird als

positiv definiert, wenn T, N und 7€1in dieser Reihenfolge ein
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Rechtssystem bilden; d.h.v > 0, falls (EXE)-Eﬁ > 0 ist; sonsty < 0.

Aus Eu und R 1l4Bt sich T bestimmen:

T = -(t *Rt +R (3.7-7)
u

Daraus ergibt sich sein Einheitsvektor Et:

s, = T[T (3.7-8)

und dessen Ableitung nach u:

dEt 1 ar 4T
— = | -~e/le ) (3.7-9)
du |T| du du

mit
ar _ o _ o
— = —-(t_*RtY - (t¥ Rt (3.7-10)
au u u u u

Analog zu (3.7-1) und (3.7-2) bestehen folgende Beziehungen

zwischen Et, N, Eu und ¥ :

cos ¥ (3.7-11)

o
2
1

[}
el
Z

1

sinlj}tu (3.7-12)

Aus (3.7-11) und (3.7-12) ergibt sich

N = cosll)et - siny (etxtu) (3.7-13)

(Vorzeichen - statt + in (3.7-3) wegen der umgekehrten Reihenfolge
der Faktoren im Vektorprodukt). Daraus ergibt sich die Ableitung

der Flachennormale nach u:

de
N9 = =-sin wwugt + cosy) — - cos PPpu (gthu) -
_ du
det _ _ _
-siny (—:1: X tu + e X tﬁ (3.7-14)
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Ebenso wie bei dem Winkel ¥ werden die Ableitungen des Winkels ¢
nach u durch Straken von ¢ {iiber die Bogenldnge L der u-Netzlinie

ermittelt. Am i-ten Knoten gelten aus (3.7-11) und (3.7-12):

cos ll)i (et°N)i

siny,
q)1

(Etxﬁ-Eu)i (3.7-15)

Der erste Winkel wird daher nach folgenden Formeln berechnet:

= . o_ - o_ £ .
xpl arccos(et N)l R wenn I(et N)ll < 0.7071
= i e xN < (e -« <
‘”1 arcsin| (eth) Il ’ wenn 0.7071 (et N)l\ 1
1))1 = s:.gn(eth . tu)l [TT - arc31n‘(eth)l|:| ’
wenn - 1< (gt -ﬁ)l<-0.7071 (3.7-16)

Ausgehend von dem Anfangswinkel wl lassen sich die folgenden mit
einer Rekursionsformel berechnen, um eine pldtzliche Sprungstelle
dieses Winkels von der Gr&Be 2n auszuschlieBen. Dabei wird

- < ° H
Iwi+1 wil\ 90° vorausgesetzt

wi = wi—l + arcsin(sin wi cos wi—l -~ Ccos ll)i sin wi—l) i=2 bis n

(3.7-17)

Ebenso wie bei der Darstellung der Netzlinien sind auch bei der
Interpolation der Winkel ¥ und ¢ End- und Nebenbedingungen zu
beachten, damit z.B. Bereiche der Fl&dche, die eben sein sollen,
nicht durch anschlieBende gekriimmte Fl&chen uneben werden. Dafir
ist der Verlauf des Winkels ¢ verantwortlich, da er allein die
Lage der Tangentialebene der Fldche beschreibt. ¢ muB in ebenen
Bereichen der Flidche, die durch ebene u-Netzlinien aufgespannt
werden, konstant sein. Dies erreicht man, wenn man sowohl fir

die u-Netzlinien als auch fiir die Interpolation von y Nebenbedin-
gungen so vorschreibt, daB die Kurven im ebenen Fl&dchenbereich
nicht von den anschlieBenden gekriimmten Bereichen beeinfluBt wer-
den. Dementsprechend wird der Winkel y mit denselben Nebenbedin-

gungen interpoliert, die vom Benutzer filir die u-Netzlinien ange-
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geben wurden. Weiter hat es sich als ausreichend erwiesen, ¢y an
den Enden stets mit "krummem Auslauf" zu interpolieren und fiir
den Winkel ¥ dieselben End- und Nebenbedingungen wie fir ¢ anzu-

setzen.

Damit lassen sich NY aus (3.7-14) und E% in (3.7-4) mit Hilfe

von Ableitungen der beiden Winkel nach u berechnen.

Die Wahl der Winkel £ und ¢ hat den Vorteil, daB sie nicht auf
ein festes Koordinatensystem, sondern auf die Netzlinien bezogen
sind. Daher kann z.B. eine durch ein orthogonales Netz beschrie-
bene Kugelfldche exakt interpoliert werden. Die mit dieser Wahl
verbundenen Ableitungen Eg aus (3.7-4) erfiillen aber nicht die Be-
dingungen (3.5-36), wenn die u-Netzlinien Stellen mit Kriimmungs-
unstetigkeit haben. Dies 1&Bt sich so erkl&ren: Rechnet man E&
aus tg durch

du

tL = u — (3.7-18)
v v arn

um und multipliziert dementsprechend die rechte Seite der Gl.
(3.7-4) auch mit dem Faktor dL/du, 148t sich feststellen, daSB Eﬁ
unstetig an der Stelle ist, an der die Kriimmung der u-Netzlinie
unstetig ist, da Eﬁ dem Kriimmungsvektor der u-Netzlinie gleicht.
In den durchgefitlhrten Beispielen hat es sich gezeigt, daB der

EinfluB dieser Unstetigkeit jedoch ohne Bedeutung ist.



3.8 Schnittkurve einer Schiffsoberfldche mit einer Ebene

Ist eine Schiffsoberfldche nach der beschriebenen Methode defi-
niert, lasseﬁ sich Schnittkurven mit beliebigen Ebenen berechnen.
Solche Schnittkurven sind z.B. Spanten, Wasserlinien, Schnitte
und Sente, die zur Darstellung und Kontrolle der Schiffsform benutzt
werden. Sie werden getrennt aus allen Fl&chenstiicken berechnet,
aus denen die Schiffsoberfldche zusammengesetzt ist. Da eine all-
gemeine L&sung die Berechnung umstdndlich machen wiirde, werden

nur Fdlle betrachtet, in denen eine Ebene nur 2 Schnittpunkte

mit allen Randkurven eines Fl&chenstiicks haben darf. Die zwei
Schnittpunkte mit zugehdrigen krummlinigen Koordinaten werden mit
5;(uaﬁ%) und §E(ue”%) bezeichnet (Bild 21(a)). Ausnahme ist eine
Ebene, die genau durch eine Ecke eines Fl&chenstiicks geht oder in

der eine der Randkurven liegt.

(ulv)=(olo)
(a) (b)

Bild 21 Schnittkurve eines Fl&chenstiicks mit einer Ebene

Die Schnittkurve eines Fl&dchenstiicks mit einer Ebene ist im all-
gemeinen kein rationaler kubischer Spline. Sie wird deshalb
punktweise bestimmt, indem noch weitere Schnittpunkte durch fort-
setzende Unterteilungen der Schnittkurve bestimmt werden. Dabei
wird die Schnittkurve zwischen 5;'und 5; zundchst durch einen
dritten Schnittpunkt Q;lunterteilt (Bild 22(b)). Falls
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la_ - u_l > |v, - vel ist, ergibt sich der Punkt Q' aus dem Schnitt
der Ebene mit der v-Linie bei u =(ua+ %9/2 (Halbierung des u-
Intervals zwischen ua‘und ue); sonst aus dem Schnitt der Ebene
mit der u-Linie bei v==(va+\%)/2.Ist die Abweichung des Punktes
Q' von der Geraden durch Q' und Q;Egréﬁer als eine geforderte
Genauigkeit, so sind weitere Unterteilungen fir die Kurventeile
zwischenlﬁg'und §;lsowie Q;Iund 5; durchzufiihren usw.; sonst

werden die Unterteilungen beendet.



3.9 Flédcheninterpolation

Bei einer im kartesischen Koordinatensystem definierten Schiffs-
oberfliche besteht die Aufgabe der Fl&dcheninterpolation haupt-
sdchlich darin, durch zwei gegebene Koordinaten die dritte zu be-
stimmen, wobei sich dies innerhalb der einzelnen Fl&ichenstiicke
durchfiihren 1dB8t. Zur Vereinfachung der Berechnung wird voraus-
gesetzt, daB das zu interpolierende Fldchenstilick lber der von

den zwei gegebenen Koordinaten aufgespannten Ebene eindeutig de-
finiert ist. Ist dies nicht der Fall, so ist die Oberfldche durch
engere Unterteilung soweit 2zu verfeinern, bis entsprechend be-

nbtigte Fldchenstilicke zur Verfligung stehen.

Beispielsweise sind zwei Koordinaten X, und z;, zu einem Fl&chen-
stiick Q(u,v) zur Bestimmung von Yigegebenen. Dafiir miissen die
entsprechenden krummlinigen Koordinaten u und v zundchst aus X

und Zi ermittelt werden:

Il
o

X(u,v)

(3.9-1)

Il
N

Z(u,v)

X(u,v) und Z(u,v) sind die x- und z-Komponenten von Q'(u,v) nach

(3.5-20). Das nichtlineare Gleichungssystem (3.9-1) filir die Un-
bekannten u und vkann z.B. mit der Methode nach Brown aufgel®st
werden, wobei die LOsung des Systems im Interval 0 < u,v <1 lie-

gen muf.



3.10 Fl&dcheninhalt

Fiir z.B. die Abschdtzung des bendtigten Materials flir die AuBen-
haut eines Schiffes wird der Inhalt der Schiffsoberfldche ge-

braucht. Der Inhalt eines Fl&achenstiicks ist definiert durch

11
F = JJ I—é'u(u,v) X a'v(u,v) I du dv (3.10-1)
00

0'U(u,v) und Q'V(u,v) sind die Tangentenvektoren in der u- bzw.
v-Richtung an der Stelle (u,v) . Sie lassen sich aus (3.5-20)
berechnen. Die Integration kann z.B. nach der Methode von GauB

durchgefiihrt werden.

3.11 Beispiele

Bild 22(a) zeigt die Netzlinien fiir eine Segeljacht, Bild 23(a)
fiir das Vorschiff eines ersten Mehrzweckfrachters und Bild

24 (a) fir das Hinterschiff eines zweiten Mehrzweckfrachters. Die
Netzlinien sind mit der im Abschnitt 3.2 beschriebenen Eingabe-
sprache aufgestellt und dienen als Grundlagen der darauf aufbau-
enden, noch zu vervollstdndigenden Fldchenbeschreibungen. Die
u-Netzlinien laufen dabei von hinten nach vorne und die v-Netz-
linien von unten nach oben. Die Verwindungsvektoren in den Ecken
aller durch die Netzlinien begrenzten Fldchenstilicke werden dann
automatisch vom Rchner bestimmt, so daB die definierten Schiffs-
oberfldchen flir weitere Anwendungszwecke interpoliert werden
konnen. Als grafische Ergebnisse zeigen die Bilder 22(b), 23(b)
und 24 (b) die jeweils aus den in den Bildern 22(a), 23(a) und

24 (a) dargestellten Netzen interpolierten Kurven. Zwel gréBere
Spantenrisse fiir das Vorschiff des ersten Mehrzweckfrachters und
das Hinterschiff des zweiten Mehrzweckfrachters zeigen die Bilder
23(c) und 24 (c). Daraus 1ldBt sich feststellen, daB das entwickel-
te Verfahren eine fiir Fertigungszwecke ausreichend genaue und

glatte Schiffsformdarstellung erzeugen kann.
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4, Zusammenfassung

Fiir die Erfassung von Schiffsformen mit Computern wird eine Dar-
stellung von Schiffsoberflidchen durch Formeln gesucht. Dazu wird
eine Methode entwickelt, die als Grundlage fiir die Fl&chenbe-
schreibung ein allgemeines Netz aus zweli Scharen von Raumkurven
benutzt. Ausgangsbasis zur Erstellung des Netzes ist ein vor-
liegender LinienriB, aus dem man die bendtigten Daten der Netz-
linien (Koordinaten von Stiitzpunkten, gegebenenfalls auch Tan-
gentenrichtungen und Kriimmungskennwerte als End- bzw. Nebenbe-
dingungen) ablesen kann. Die Daten der Netzlinien werden in einer
von S&ding [49] entwickelten, fiir die vorliegende Aufgabe erwei-
terten Eingabesprache dem Rechner ibergeben. Dieser berechnet
daraus die Koeffizienten von rationalen kubischen Splinekurven

in Parameterform, durch die die Netzlinien dargestellt werden.
Zwischen den Netzlinien wird die Fl&che nach einer Methode inter-
poliert, die man als Erweiterung der rationalen kubischen Splines
auf Flidchen auffassen kann: Zwischen zwei benachbarten Netzlinien
der einen Kurvenschar werden quer dazu, in Richtung der Netzlinien
der 2. Kurvenschar Querkurven interpoliert, so daB sich eine
Flidche ergibt, die die Netzlinien der 2. Kurvenschar enthdlt und
die iliberall stetige Ordinaten und stetige Normalenvektoren der
Fliche hat mit Ausnahme von Stellen, an denen Knicke der Ober-

fldche verlangt werden.

Von der Methode nach S6ding unterscheidet sich das hier entwickel-
te Verfahren vor allem durch die Verwendung rationaler kubischer
Splines (statt "gewdhnlicher" kubischer Splines) und durch die
Wahl von zwei rdumlich verlaufenden Netzlinienscharen (statt
einer Schar ebener und einer Schar rdumlicher Netzlinien in [49]).
Diese Erweiterungen fiihren nicht nur zu ganz anderen Formeln und
Algorithmen, sondern haben auch groBen EinfluB auf die praktische
Benutzung des Verfahrens, insbesondere auf den Arbeitsaufwand zur
Beschreibung der Schiffsform und den Rechenaufwand fiir die Ver-
arbeitung im Computer. Die rationalen kubischen Splines kombi-
nieren Eigenschaften der kubischen Splines und der Kegelschnitte
und sind deshalb flir die Darstellung von Schiffslinien, die so-

wohl frei entworfene Kurven als auch analytische Kurventeile wie
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z.B. Kreisb®gen enthalten, sehr gut geeignet. Sie haben zwar
mehr Koeffizienten pro Kurvenstiick als "gewdhnliche" kubische
Splines, wodurch sich der Rechenaufwand erhdht, bieten dafir
aber mehr Méglichkeiten zur Beeinflussung des Kurvenverlaufs,
so daB man fiir die genaue Darstellung einer gegebenen Kurve

mit weniger Kurvenstilicken auskommt.

Die freiere Anordnung der Netzlinien bei dem hier entwickelten
Verfahren hat ebenfalls den Vorteil, daB man die Netzlinien der
zu beschreibenden Schiffsform besser anpassen kann und daher
eine Schiffsoberfldche mit wenigeren Fldchenstiicken als nach [49]
beschreiben kann. Vor allem an den Schiffsenden, fiir deren Be-
schreibung in den Spantebenen verlaufende Netzlinien wenig ge-
eignet sind, bendtigt das hier entwickelte Verfahren erheblich
weniger Netzlinien und Fldchenstlicke. Damit wird auch der Ar-
beitsaufwand fiir die Erstellung der Eingabedaten geringer. Dies
erleichtert auch die Ubersicht und vermindert Fehler bei der

Beschreibung des Netzes.

Der Hauptnachteil des Verfahrens gegeniiber [49] ist der grodBere
Rechenaufwand. Er folgt vor allem aus dem Zulassen von zweil
rdumlich gekriimmten Netzlinienscharen. Wenn man z.B. die Schnitt-
kurve der Schiffsoberfldche mit Ebenen X=Konstant (Spantebenen)
berechnet, muf man nach dem neuen Verfahren alle Fldchenstlicke
untersuchen, wdhrend bei [49] nur die Fl&chenstiicke untersucht
werden miissen, die zwischen zwei benachbarten Spant-Netzlinien
rechts und links von der Schnittebene liegen. Wdhrend bei dem
Verfahren [49] solche Schnittkurven ebenso wie die Netzlinien
kubische Splines sind, sind die Schnittkurven hier im allge-
meinen keine rationalen kubischen Splinekurven. Sie werden des-—
halb durch eine Folge von Schnittpunkten dargestellt. Dies fiihrt
auch zu einem h&heren Speicherplatzbedarf, vor allem, wenn eine
hohe Zeichengenauigkeit bei groBem ZeichenmaBstab gefordert

wird.
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6. Anhang

Zwei ebene, in der xY-Ebene bzw. in der xz Ebene zwischen den-

selben x-Koordinaten verlaufende Kurvenstiicke eines rationalen
kubischen Splines werden als Projektionen einer Raumkurve auf

die zwei Ebenen angesehen. Es wird untersucht, ob die so defi-
nierte Raumkurve ebenfalls ein rationales kubisches Spline-

Kurvenstiick ist.

Die zwei Projektionen seien

L] - ( )
x, (0) x (1) %, (0) %, (1) H) ()
— . . 2(ul)
ql(ul) = yl(O) yl(l) yl(O) yl(l) @)
. . Hyluy

hy(0) hy (1) h, (0) h (1) H, (1) (A)

und

x,(0) x,(1) x,(0) x,(1) ] [Hy(u,)
_ _ . . 2(uz)
q2(u2) = y2(0) y2(1) y2(0) y2(l) )
. . Hy(u,

h,(0) h,(1) h,(0) h, (1) H, (u,) (B)

Eine Raumkurve ist ein rationales kubisches Spline-Kurvenstiick,

wenn sie wie folgt dargestellt werden kann:

[x(0) x(1) x(0) x(1) ] (5, (W ]
(1) - | Y0 y(1) ¥U” ¥(l) H, (u)
z(0) z(1l) z(0) z(1) 3(u)
h(0) h(1) h(0) h(1) 4(u)J (C)
L ]

Bezeichnet man als Singularitdt Stellen u, an denen wenigstens
eine kartesische Koordinate X(u) = x(u)/h(u), Y(u) = y(u)/h(u) oder
Z(u) = z(u)/h(u) unendlich ist, so k&nnen (A) und (B) zusammen bis

4 verschiedene Singularititen haben, denen auch in kartesischen
Koordinaten 4 verschiedene Kurvenarten entsprechen. (C) kann je-
doch maximal 2 Singularitdten haben. das zeigt, daB man zumindest

nicht in allen F&dllen (A) und (B) durch (C) ersetzen kann.
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