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Zusammenfassung

Die klassische Annahme, dafi Kavitation im Bereich eines Stromungskérpers einsetzt,
wenn der ortliche Druck auf den Dampfdruck absinkt, also pn, = py, ist nur eine Nahe-
rung, von der Abweichungen nach beiden Seiten beobachtet werden, wenn man Gaskavi-
tation in die Betrachtungen einbezieht. )

Letztere tritt als Folge eines gestorten Sattigungsgleichgewichts (lokale Ubersattigung
des Wassers hinsichtlich der in ihm geldsten Luft) mit Diffusionsvorgangen auf. Und
zwar ist py < Pmin und damit o, > C,,,., wenn geloste Luft durch Diffusion in die
Gashohlrdume der im Wasser befindlichen Keime eindringt und so deren Aufweitung
bewirkt. Hierflr ist die Turbulenz der Stromung entscheidend.

Andererseits ist p, > pmin und damit o, < C,_,,, wenn der Kavitationseinsatz durch
dynamisch instabile Blasen und Keime bedingt ist.

In der vorliegenden Arbeit wird am Beispiel eines als aufgerollt betrachteten Tragfiii-
gel-Spitzenwirbels mit einfachen Formeln eine theoretische Beschreibung beider Effekte
gegeben. '

Dabei zeigt es sich, dal durch turbulente Diffusion der Beiwert des Kavitationsein-
satzes o,; mehr als doppelt so grofl wie der Beiwert des Minimaldruckes C,_, werden
kann. Dagegen sinkt bei einem auf der instabilen Aufweitung von Blasen beruhenden
Kavitationseinsatz der o,;-Wert kaum tiefer als auf 80 % C,

min®
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1 Einleitung

Die klassische Annahme der Kavitationstheorie besagt, dafl der Kavitationseinsatz in ei-
nem Stromungsfeld durch das Absinken des 6rtlichen Minimaldruckes pmin auf den Gleich-
gewichtsdampfdruck p, gegeben ist, also pmin = po.

Versuche mit bei technischen Anwendungen, insbesondere Propellern und Tragfliigeln,
auftretenden Stromungen zeigen, dafl nach beiden Seiten erhebliche Abweichungen von
der eben erwahnten Annahme auftreten. Die Beobachtungen ergeben sowohl Falle mit

pf,?in > P, als Beiwert Tui > Cpmins (1)
als auch Falle mit .

pf,?,-n < Do,y als Beiwert Tvi < Cppnin- (2)
Aus der Kavitationsforschung ist bekannt, dafl fiir den Effekt (1) vor allem die Turbulenz
der Strémung und die damit verbundenen Diffusionsvorgiange der gelosten Luft verant-
wortlich sind, wahrend der Effekt (2) auf dem dynamischen durch die Kapillarspannung
gepragten Stabilitatsverhalten der Gasblasen und Porenkeime im Wasser beruht.

Das Ziel der hier vorgelegten Arbeit ist es, die genannten Effekte mit einer einfachen
liberschaubaren Theorie zu quantifizieren. In erster Linie ist dabei an den Kavitations-
einsatz im Kern der Spitzenwirbel von Tragfliigeln und Propellern gedacht; die abgelei-
teten Formeln gelten aber mit geringen leicht zu tbersehenden Modifikationen auch fur
Strémungsgrenzschichten an Fligelprofilen.

2 Der turbulente Diffusionsbeiwert D’

Diffusionsvorgénge als Folge eines gestorten Sattigungsgleichgewichts, bei denen nur der
molekulare Diffusionsparameter D wirksam ist, (z.B. D = 2 - 10—5cm2/s bei 293 K) ha-
ben wegen ihrer relativ langen Zeitdauer in der Grofenordnung von Sekunden fir viele
technische Probleme keine Bedeutung, da hier Zeitraume in der Grofenordnung von Mil-
lisekunden fiur die Vorgidnge maBgebend sind [Isa89]. Jedoch wird durch Turbulenz in
Stromungsgrenzschichten und sonstigen Scherschichten die Diffusion um Gréfienordnun-
gen intensiviert. Man kann diesen Effekt erfassen, indem man an Stelle des moleku-
laren Diffusionsparameters D einen entsprechenden turbulenten Beiwert D’ in der Dif-
fusionsgleichung verwendet. In zwei neueren Untersuchungen geben PARKIN und RAVIN-
DRA [Par91], [Rav9l] fir diesen Beiwert die Beziehung

D' = 10,0063V - 6 (3)

mit Uy, als der Zustromgeschwindigkeit zum betrachteten Stromungskorper und 6 als der
Dicke der Scherschicht der turbulenten Stromung an. Eine Herleitung der Relation (3)
fehlt jedoch. Daher soll diese hier gegeben werden, wobei wir die Gré8enordnung von (3)
bestatigen werden. Als Beispiel legen wir eine zweidimensionale turbulente Grenzschicht
in der z-y-Ebene (vgl. Abb. 1) zugrunde. In der Diffusionsgleichung (vgl. [Isa89]) einer
solchen Strémung (im Rahmen der Grenzschichtndherung werden vorrangig nur die Ab-
leitungen normal zur Wand in y-Richtung behandelt) tritt bedingt durch Turbulenz der



Zusatzterm

0 -
@(sz) (4)

auf. Die Diffusionsgleichung lautet also mit p; als der Partialdichte der gelosten Luft im
Wasser und v als der Strémungsgeschwindigkeit in y-Richtung
9p, 0 0 = 0%p,

“re N 2o = . 5

o,
ot

In dieser Gleichung ist die flir turbulente Strémungen ibliche Zerlegung der Feldfunktio-
nen in Mittelwerte und turbulente Schwankungsanteile, also

pr=Py+py V=04V (6)
zugrunde gelegt. Wir setzen nun in Anlehnung an die Mischungswegkonzeption

op.
— v’ = ub—a—j- (7)

mit dem zur Theorie turbulenter Temperaturgrenzschichten analogen Ansatz
1 2 ¥\ 0u
=K- 1-%) . 8
D = DY < 6) Jy ®)

In Formel (8) bedeutet w die mittlere Stromungsgeschwindigkeit parallel zur Wand in der
turbulenten Scherschicht, § die Grenzschichtdicke. k = 0,4 ist die Prandtlsche Konstante
und «p eine ahnliche Zahl, entsprechend dem bei Temperaturgrenzschichten verwendeten
Ansatz. Nach dem Prandtlschen logarithmischen Geschwindigkeitsgesetz ist

o Ve 2 To
_— = — ’U* = — 9
0y Ky p )

mit 7o als Wandschubspannung. Das bedeutet, aus (8) folgt
' Y
Vp = KDYV (l — 3) : (10)

Damit erscheint der Zusatzterm (4) auf die rechte Seite der Diffusionsgleichung gebracht

in der Form 5 5 5
_ Yoy = 2 _Y\ P
ay(pgv) 3y {an*y (1 6) ay} : (11)

Wir wéahlen fir die so erginzte rechte Seite von Gl. (5) die Darstellung

) /8ﬁz> N .
S lp+p 2 =p+D , 12
2w+ P} =0+ 5L (12)

und bezeichnen D’ als ,turbulenten Diffusionsbeiwert®. Dieses Vorgehen hat die ange-
nehme Konsequenz, da die klassischen Losungen [Eps50], [Shi74] der Diffusionsgleichung



auch bei turbulenter Strémung verwendet werden kénnen; man hat lediglich den mole-
kularen Diffusionsparameter D durch den turbulenten Beiwert D’ zu ersetzen. D selbst
kann vernachlassigt werden, denn es ist D' > D, wie wir noch sehen werden.

Wir definieren dabei D’ durch die Mittelungbedingung tber die turbulente Scher-

schicht 5 97 9
/ p2dy —/0 KDULY <1 - g> ap2d (13)

Fir die Auswertung von Formel (13) werden im folgenden zwei weitgehend zu aquivalenten
Ergebnissen fiihrende Ansitze besprochen. Zundchst wahlen wir fiir p,(y) einen aus der
Theorie thermischer Kavitationsgrenzschichten [Tom79] bekannten Ansatz

N y oy
P2(y) = p2s + (P20 — P2s) 25 Y] (14)
mit py,s als dem Sattigungswert von p,. Der Ansatz (14) genligt den Randbedingungen
a_
Yy = 07 P2 = Pas, y= 6> p: P2e0) ”8'6'2— =0 (15)
¥
(vgl. hierzu Abbildung 1). Mit (14) ergibt sich aus (13)
1
D, = é‘/iD'U*(s. (16)

Fir die Auswertung von v? = 2 und ¢ missen die integralen Kenngréfien der turbulenten

Scherschicht herangezogen werden.

Wir werden uns hier mit den Zusammenhangen einer Plattengrenzschicht begniigen;
es sei aber betont, dal man diese Betrachtung analog auch auf Scherschichen mit Druck-
gradienten ausdehnen kann, soweit man die speziellen Daten kennt. Es gilt fiir Platten-
grenzschichten bekanntlich

o _ ;W dv
p ® dz
mit 00
9 = 0,037z (U“x> |
v
als Impulsverlustdicke. Damit folgt aus (16) nach kurzer Zwischenrechnung das Ergebnis
D = 0,0287kpUns | 2—)
=0, o . 17
"D (Uoo:v> (17
Setzt man hier konsequenterweise noch den entsprechenden Wert der Plattengrenzschicht
-0,2
§=0,37z (U°°”>
%
ein, so folgt D' die gleichbedeutende Darstellung
y \03
D' = 0,0106kp Usoz ( ) . (17a)
U
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Bevor wir Folgerungen aus den Ergebnissen (17) bzw. (17a) ziehen, soll zunéachst noch die
andere Moglichkeit der Auswertung von Formel (13) besprochen werden.
Und zwar wahlen wir fir p,(y) die Losung der einfachsten Diffusionsgleichung

% — Dla2ﬁZ
ot Oy?
namlich 0 Y
2vVD't _—£2
P 1) = pas ——=\P200 — P2s /2 ¢ d¢. 18
P2(y,t) pz+ﬁ(pz pas) | T eTH g (18)
Formel (18) erfillt die Randbedingungen
a__.
y=0, Py = Pas, ¥y — o, P2 = P2cos '5%?' = 0. (19)

Bei einer Verwendung von Losung (18) wird also von einer quasi bis ins Unendliche rei-
chenden Scherschicht ausgegangen. Dann muB natiirlich sinngemif die Bedingung (13)
ersetzt werden durch die Relation

! ooaﬁz _— 8,52

Nach (18) ist
op, _ P200 — P2s y?
0y  mJ/D' -t

Die Auswertung von Formel (20) ergibt dann mit ¢ = -

Bedenkt man, dafl

oY v \ 102
2 2 2
v, = Uoo—5 = 0,0296U,, (U m)

ist, so folgt schlieBlich zum Vergleich mit dem Ergebnis (17a):

! 2 v 0.2
D' = 0,0377k% Uy <Uoox) . (21)

Fir «p erscheint es zunachst naheliegend, sich an dem Wert [Ceb74] aus der Theorie
thermischer Stromungsgrenzschichten zu orientieren. Das bedeutet [Ceb74]:
0,22
kp = 0,44 + 5~ 0,50 (22)
140,42 -10-6 (Y=?)

Bei Verwendung dieses Wertes wiirde sich aus den Formeln (17a) bzw. (21) ergeben

v 0,3
D' =0,0053U,0 ( - m) (23a)
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bzw.

0,2
D' = 0,0094U.0 <Uo°:v> . (23b)

Die Wahl von «p in Anlehnung an die Theorie thermischer Stromungsgrenzschichten stellt
natirlich nur eine Méglichkeit fiir die Festlegung dieser unbekannten Grofle dar. Immerhin
ergeben (23a) und (23b) wenigstens die gleiche GréBenordnung.

Wir erinnern uns nun an die Formel von PARKIN und RAVINDRA, also Gl. (3). Setzen

wir hier sinnvollerweise den Wert § = 0,37z (Ut) o ein, so folgt aus (3)

D' = 0,00233U z( v )0’2. : (24)
s 1) Uoox

Dieser Wert (24) stimmt exakt mit dem Resultat (21) tiberein, wenn kp = 0,249 gewihlt
wurde. Auch dieser Wert erscheint ohne weiteres moglich. Damit ist die Formel von
PARKIN und RAVINDRA [Par91], [Rav9l] zumindest der Grofenordnung nach verifiziert.

Die Auswertung der abgeleiteten Formeln fir den turbulenten Diffusionsbeiwert ist
fir Profilgrenzschichten unmittelbar ersichtlich. Betrachten wir das Problem des Kavita-
tionseinsatzes in Fliigelspitzenwirbeln, so liegt es nahe, von der Uberlegung auszugehen,
daf die Strémung im Kern des Spitzenwirbels aus der Grenzschlcht am Flugel aufgebaut
wird. Dann erscheint es plausibel, fir z den Wert 2A der mittleren Fliigeltiefe einzusetzen.
Auf diese Weise erhalten wir aus (24):

D' = 2AU - 0,00233(R.)>*. (25)

Dabei ist . die Reynoldszahl des Fliigels. Die sich aus (24) oder (25) ergebenden D'-
Werte liegen um vier oder funf Groflenordnungen iber dem Wert der molekularen Dif-
fusionskonstante D.



3 Aufweitung von Blasen im Kernbereich eines Spitzenwirbels
durch turbulente Diffusion

Wir gehen vereinfachend davon aus, daff im Kernbereich des hier betrachteteu aufgerollten
Spitzenwirbels tiber eine gewisse Strecke der konstante Druck pmin < py, also

Poo — Pmin Poo — Du
Cpmln = S Oy = (26)
5 U% 7 UL

herrscht (vgl. Abb. 2). pe, und Uy sind die Zustromwerte. Wir betrachten eine Blase mit
dem Radius R, im Gleichgewicht in dieser Zustromung. Bezﬁglich der Partialdichte paeo
der gelosten Luft gilt dann die Relation '

20
P20 = 6<>o®lopLoo = Eooep (poo — Py + _R_—> (27)

Dabei ist o, der Sattigungsgrad. Fiir €eo > 1, bzw. € < 1 herrscht Ubersattigung bzw.
Untersattigung. .

Wir nehmen an, daB im Ubergangsbereich zum Spitzenwirbelkern die turbulente Dif-
fusion noch nicht ausgepragt ist. Dann wird die Blase einen neuen Gleichgewichtsradius
Ro annehmen, der nach der quasistationidren Stabilitdtstheorie bei isothermischer Zu-
standsdnderung und konstanter Luftmasse im Blaseninneren aus der Relation

(&)3_pm_pm—m+%§

Reo B

28
PLo Pmin — Pu + %{‘Z ( )

erhalten wird. Wir bezeichnen die zu pr, gehdrende Sattigungskonzentration mit g2s =
@pLO.
AuBlerdem fihren wir die Abkiirzung

20
S = 29
TR (29)
ein. Dann folgt aus (28) und (29)
O'v—'Cm'-n‘*‘QSR;.O Roo 3 N2s
= () =it (30)
oy + 25 Ry P00

Wenn der vorliegende Zustrémdruck pe, im weiteren Verlauf durch turbulente Diffusion
zum Kavitationseinsatz fihrt, so kann aus (30) der Beiwert o,; berechnet werden:
R\ Reo
 Cpn 25 (Ge) —25 e
Tyi = 3 . (31)
= (5
Die Blase mit dem Radius Ry befindet sich nun in einer iibersittigten Umgebung im
Kernbereich des Spitzenwirbels und wéachst mit der Zeit ¢ bzw. der Lauflange z = Uy, - ¢
durch Diffusion an. Hierfir kann auf die Untersuchung von SHIMA und TSUJINO [Shi74]

7



zuriickgegriffen werden. Die von diesen Autoren angegebene Losung kann in geschlossener
Form dargestellt werden, und zwar gilt in guter Naherung (vgl. Abb. 3).

BG&) g 2p@§reLT\ﬁ (’E‘i _ 1)
Ro ™\ P28

7ui =~ Comn +25%2 (VDT Dot 1 (32)
G~ Come ¥ 35%= \ Ry T R 130}

Pmin

Zu Formel (32) noch einige Bemerkungen: Zunéchst ist klar, dal D’ an Stelle von D zu
nehmen ist. Die Struktur von (32) zeigt ferner, daB der Wert -———) noch im Nenner der
letzten Terms vorkommt. Die Berechnung erfolgt dann iterativ be1 einer guten Konvergnez
(vgl. auch [Isa89, Kapitel 6]).

Das Ziel der Untersuchung ist es, den Beiwert o,; des Kavitationseinsatzes im Spitzen-
wirbel bei einer auf turbulenter Diffusion beruhenden Blasenaufweitung zu bestimmen.

Wir bezeichnen mit z = z; (Abb. 2) die Stelle im Spitzenwirbelkern, an der optisch der
Kavitationseinsatz durch sichtbar werdende Hohlrdume erfolgt. Dort liegt dann ([Isa89,
Kapitel 20]) ein Gasvolumenverhdltnis ¢; vor, etwa in dem Wertebereich 0,05 < «; < 0, 10.
Ein solcher ¢o;-Wert muf fir die weitere Untersuchung vorgegeben werden. Das gleiche
gilt fur die zugehorige Stelle z;. Wir bezeichnen mit

R; = R(z;) = R(Usnt:) (33)

den zugehdrigen aufgeweiteten Blasenradius gemafl Formel (32). Der Einfachheit halber
soll von einer Radienklasse R, in der Zustrémung ausgegangen werden. Wernn dort die
Anzahl (,, an Keimen pro cm?® vorliegt, so ist das Gasvolumenverhaltnis der Zustréomung

e = (o, (34)
und entsprechend bei z;
a; = 4?“4001%?, (35)
also o B3
P @ (36)

Fir die Bestimmung des Kavitationseinsatzes mufl sinnvollerweise die Wasserqualitat der
Zustromung, also ( bzw. o bekannt sein. Somit kénnen wir gemaf (36) die Grofle 1%;
als vorgegeben bei der Berechnung von o,; voraussetzen. Das gleiche gilt fiir den Beiwert
Cpomin- AuBerdem ist die Zustromgeschwindigkeit U, und der Sattigungsgrad e, fiir die
Rechnung vorzugeben, damit ist auch S geméa8 Formel (29) bekannt. Damit werden die
Relationen (31) und (32) zu Gleichungen zur Ermittlung der gesuchten Grofen:
insbesondere o,;.

Wir l6sen dafur Gl. (32) nach der Grofle

I'ti_(Roo> Dz,
Ro  \ Ry (U RZ,)

Ry :
Bos sowie




ﬁ R(t)/R,

Formel (32)
— — — Shima—Tsujtno

13 ]
12 Som /S25” °

© Pmin gVL 4
I / 8200 /3 25 =2 //
10 // CPmin Vi/

4 /
; / //
8 // /
//
o ’/ ’/ 3200 /32$=2__
// / // ®Prmin < ©vj
° / -y
5 // ///
4 / / //
/) /S
3 // /
/ Fur cpin 46y, tst
2 _ die Kapilarspannung
vernachldssigt
1
o3
Ro
O ]
10 20 30 40 50

Abb.3 Vergleich der Losung von Shima und Tsujino /5/
mit” der Naherungsformel (32)
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auf und erhalten

U %, Ro 9 2R R, ' |4 TRy
2 ¥
o o0 37
+\[ ) () =1 ou—Comat %5’2% (37)
2p®§R T { (g_) _ 1} ovi — Cpoin + 28%

B aus Gl (37) wxrd der nur ganz schwach

Bei der Bestimmung des Radienverhaltnisses

von R° abhingige Quotient
(O-Ui - Cpmm + E Roo)

(O‘v,' - C + 25 %)

(38)
Pmin
zunachst durch 1 ersetzt und dann einer vorlaufigen Ermittlung von o,; aus Gl. (31)
iterativ berucksichtigt. Die Konvergenz dieses Verfahrens ist gut.

Bei einer Temperatur von 293 K ist pORT = 0,02. Fir andere Temperaturen
vgl. [Isa89, Kapitel 6].

Fir grofe %—Werte und oy > Cp,. uberwiegt der zweite Summand in [.. 1% der
Formel (37). Dann kann diese mit der weiteren Vereinfachung Gl. (38) = 1 durch den
einfachen Naherungsausdruck ersetzt werden

3 /Dz; 2
sm<&) =1+;<%+ U°°) , (39)

Roo 2p®§RLT Ri

der also die explizite Auflésung nach ermdglicht. Formel (39) ist insbesondere auch
bei dem oben erwahnten Iteratlonsverfahren hilfreich.

Die hier vorgelegte einfache Theorie zur Erfassung der durch turbulente Diffusion
bedingten Blasenaufweitung ist auf Minimaldriicke p,;n > p, beschrankt.

Fir pmin < po, also beim Auftreten von Zugspannun"gen in der Stromung, wird die
durch dynamische Instabilitat bedingte Blasenaufweitung den wesentlichen Anteil am
Kavitationseinsatz haben. Mit diesem Problem werden wir uns anschlieBend in einem
weiteren Abschnitt beschaftigen. Zur Abrundung der Theorie fir den Bereich piin > py
soll nun noch geprift werden, wie grofl im Grenzfall

Pmin = Dov

der Einfluff der dynamischen Aufweitung der Blasen im Vergleich zu der durch Diffusion
und Ubersattigung bedingten Aufweitung ist. Als Ergebnis der nachfolgenden Unter-
suchung wird sich herausstellen, dal noch im Grenzfall pnin = p, die Diffusion durch
Ubersattigung den Hauptteil liefert.

Aus der Blasendynamik ist bekannt, dafl noch im erwiahnten Grenzfall die Blasen nur
zu Schwingungen um einen vergréfierten Gleichgewichtsradius angeregt werden und nicht
zur instabilen Aufweitung kommen. Ist wie vorher Ro, der Ausgangsradius der Blasen,

10



so besteht zwischen dem Extremalradius Rg der erwahnten Schwingung und R, die

Beziehung (vgl. [[sa89, Kapitel 7]).

R% ReoProo | RE
—E = 40
iy L+ ——=n =, (40)

Wenn pnin = p, der die Schwingung auslésende Unterdruck ist. In unserer Bezeichnung-

weise ist dabeil

RoopLoo Oui
= — -2 41
~ 5 (41)

Die Zeitdauer tx der Aufweitung bis zum Erreichen des Extremalradius ist gegeben durch

p rZ 23
= o * dz. 42
V 2pLooR /1 Inz — g—=2—(22 — 1) ‘ (42)

Eine kurze Untersuchung zeigt, daf der Integrand unter der Wurzel in der Umgebung der
Stelle z £ R—i— = zg in der Naherungsform ‘

R
-1/ 94522 -1
23 (1 — i) ( E__ 1) 43a
E ZE RoopLoo ( )

und analog in der Umgebung der Stelle z 2 1 in der Naherungsform

(z — 1) (1— 20 >_1 (43b)

RoopLoo

dargestellt werden kann. Teilt man die Integration an einer Stelle z, bei der (43a) und

(43b) {ibereinstimmen, so stellt sich heraus, daB z 2 1 ist. Dies bedeutet, die gesamte
Integration kann mit der Naherung (43a) vollzogen werden und man erhalt

P RE 20’ RZE _%
tg =/ — R 1/ -1 44

Unter Verwendung der Relationen (41), (29) sowie Beachtung der Identitat

[ p 1 1
2pLoo—Uoo \/Crui‘—2S

ergibt sich (44) in der umgerechneten Gestalt

t5Us Re\? |  EE-1
vaate = E) R (45)
Roo Roo |:RQE + 1] 25 ]
rE 15

Aus Formel (40), (41) kann gE in Abhéngigkeit von dem Parameter 2 3-— bestimmt werden.
Dann erhalten wir aus (45) den Zeitparameter in Anhangigkeit von 22, also

1/0'1,,'14,5%;.0 = F (25> . (45&)

Tys -

11



Fir ppnin = py folgt aus (31)

Ro Tvi
=1+ = 46
Reo T35 (46)

und damit nimmt Gl. (32) zur Zeit tg die Gestalt an:

R(tE) [3 ( 0’1,,'>%
R 1+ 3p@§RLT - €o | 1+ 55
"tg D' -tg 1 1
2 Tui 1 3 ;
fes Roo VI+%$14+ 80 (14 92)7

mit der Zusammensetzung

(47)

Dtg _ ——tsle D' 1
R, V7" Ry ReUs /Tui

Es ist zu beachten: R(tg) ist der in der Zeit tg durch Diffusion erreichte Aufweitungsra-
dius, wahrend mit Rg der in der gleichen Zeit erreichte Extremalradius entsprechend der
dynamischen Aufweitungstheorie bezeichnet wird.
Unter Verwendung des mit (45a) folgenden tg-Wertes in Anhangigkeit von (—2—:‘?— kann
R(t

nunmehr aus (47) -ﬁfl in der Form

R(tg) _ s (2S> (47)

Roo Oui

bestimmt werden. Abb. 4 zeigt das Ergebnis einer solchen Berechnung des Verlaufs von

. Rt . . . .
g—E sowile ~}g—jl fir verschiedene Werte des Diffusionsparameters

1 D’
VAL Uoo Roo

und in der Zustromung gerade gesitigtes Wasser, also €, = 1. Man erkennt, daf die
Aufweitung durch turbulente Diffusion bei ppn = p, bedeutsamer ist als durch Blasen-
dynamik. Fir €., > 1 wiirde dieser Unterschied natirlich noch grofier sein. In diesem
Ergebnis sehen wir eine Rechtfertigung dafir, im Fall ppin > p, oder o, > C, ., den
Kavitationseinsatz ausschlielich mit Hilfe der Diffusionstheorie zu berechnen.

mn



R(tg)
\ Prmin = By i
\\ \\ D! 1
N
o
\\\\ -
NN
\\.‘ \\
\i\\‘ T
T~
———— 25
Gy,
0,1 0,2 0,3 0,4 .

Abb.4 Radius Rg der blasendynamischen Aufweitun
im Vergleich zum Radius R (tg) der Aufweitung
bei turbulenter Diffusion
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4 Aufweitung von Blasen im Kernbereich eines Spitzenwirbels
durch instabiles dynamisches Anwachsen

Wir haben nun den Fall zu betrachten, dafl der Minimaldruck im Kernbereich deutlich un-
ter den Dampfdruck, also auf Zugspannungen absinkt. Die Blasen reagieren bekanntlich
mit instabilem Anwachsen; fiir die Aufweitungsberechnung mufl der Effekt des Zugspan-
nungsabbaues unbedingt beriicksichtigt werden (vgl. [Isa89, Kapitel 20 und 28]).

Es wird wieder nur eine Radienklasse der Zustrémung behandelt und der C,,,,-Wert
als konstant in der betrachteten Strecke des Kernbereiches angenommen. Es sei 24 die
mittlerer Fligeltiefe, und wir fihren die Ankirzung

{

(o) ?
== 24 (4# ﬁ) (48)
3
ein. Die Lauflingenkoordniate z wird in der Form (vgl. Abb. 2)
z+ A
= 4
X 51 (49)
normiert. Dann ist das Gasvolumenverhaltnis gegeben durch
dr
a(X) = 3¢ B (X). (50)

Fir a(X) ergibt sich unter Berticksichtigung des Zugspannungsabbaues aus der Rayleigh-
Plesset-Gleichung die folgende Differentialgleichung (vgl. [Isa89, Kapitel 28]):

N 2
d das —y 2 __a_
e (“ (dX) ) — Zabe E (G — o)

1
—2 1 [8 7599 (879
—= [25 (agoas. - —1> — O'm'—l] .

al¥ a¥

(51)

In GL (51) ist a.. der bekannte Parameter des Zugspannungsabbaues, fiir den wir wie
iblich den Wert a,. = 0,01 zugrunde legen wollen. Mit der Anfangsbedingung

da . - ge
= 0 fir o= Qoo und e @ ] (52)

kann Gleichung (51) integriert werden. Man erhélt unter Beachtung von

1 2
da¥ a” s da

axX 3 X

das Resultat
1 [da)? 1 =
? <K> = 30**055 [1 — e °“"] [Cpmin - O'm'] —
o (53)

1 2
—9Sad(a — adad) + 3(25 + 0i) ¥ oo In —.



Die Durchfithrung der weiteren Integration erfolgt nach bekannten Methoden ([Isa89, Ka-
pitel 28]) in der Weise, daB entsprechend der Wirksamkeit des Zugspannungsabbaues
zwel Bereiche a, < a < a,, und a.. < a < «; unterschieden werden. Dabel ist
«;(0,05 < a; < 0,10) wie bereits erwdhnt das dem Kavitationseinsatz entsprechende
Volumenverhaltnis.

Wir beginnen mit dem Bereich @ < ... Eine kurze Abschatzung des durch den
Einfluf des Luftdruckes in dem Gasraum bedingten In-Termes in Formel (53) zeigt er-
wartungsgemaB, dafl dieser gegeniiber den anderen Termen vernachlassigbar ist. Ierner
setzen wir naherungsweise N

1l —e"av x

’ .
(0 9 !

dann folgt aus (53) durch Trennung der Variablen

2\ T
=dX = [3(0,9,,,,," — oy)at —9Saal; (1 - (ﬁf)gﬂ . da (54)

o

In Formel (54) ersetzen wir den durch Kapillarspannug bedingten Term nach Abspaltung
von af durch den intergralen Mittelwert

1 s " oo 3 foe) 2 3 oo ok
/ ((Cy—)g a )da——< >§_a In , (55)
Qun Jaoo \\ el 3 \Cuw Qux Qoo

und mit der Abkirzung

N..= g <a°°> T g%y, & (56)

a** a** aoo

folgt dann aus (54) durch Integration von ae bis Qtuu:

X _aiﬂ ) (a())i“ 3 (57)
) Qlax C Opi — NuuS'

Pmin

Dabei entspricht die Koordinate X,. dem Wert q,., und fir X = 0 ist o = .

Wir kommen nun zum Bereich a > a,.. Dort vernachlassigen wir (vgl. [Isa89, Kapi-
tel 28]) in Formel (53) den Term e~ 3+ gegeniiber 1. AuBerdem entfillt auch hier der auf
dem Luftdruck beruhende In-Term. Damit folgt aus (53)

1

ZdX = [a**(c,,m — o) — 38 (aooas - amﬂ_f e (58)

1
3as

Far den Kapillarterm nehmen wir wieder den integralen Mittelwert

o 2 r 1 L8
Ly [aww_aoo} n bt (B [(2) -] e
QA — Qxx a-‘\_ [a 7% e 5—“'-'1 Qe Qe ’

Bei der Integration in (59) sind Terme §= <1 vernachlissigt.
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Mit der Abkurzung

1 5
No= DO (a°°>’[(a’)’-1} (60)
5 Qi = Qlyex (679 e

folgt dann aus (58) durch Integration von o,. bis a;:

e (=) -1

X=X + — .
o= \/Cpmin — Oy — /ViS

(61)

Durch Elimination der Koordinate X.. aus Formel (61) und (57) ergibt sich die Endformel
zur Bestimmung des Kavitations-Einsatz-Beiwertes o,; im Fall o,; < ... aufgrund der
instabilen Aufweitung von Keimen

min

, é-* . 5 9
JO T T NS = Y3 {g(“ ) -2

X,‘E s 5+
+11 (aoo>15 Comin = Ovi — NiS . (62)
Cluc Comin — Tvi — NuwlS '

Der Quotient mit den Beiwerten «,; und C,,,, auf der rechten Seite von (62) ist in der
Regel nur unwesentlich von 1 verschieden, so da§ Gl. (62) bequem durch Iteration nach
Chpoin — Ovi aufgeldst werden kann. Zum Beispiel fiir co, = 1076 und «; = 0,05 ergibt sich
N; = 0,285 und N.. = 0,206. Fir X; erscheinen beim Spitzenwirbel Werte im Bereich
von X; = 1,5 bis 2,0 realistisch (vgl. Abb. 2).

5 Anwendung der Theorie zur Berechnung des Kavitations-
einsatzes im Spitzenwirbel

Wir beginnen die numerischen Beispiele mit dem Fall ¢,; < C,_, ., es gilt also Formel (62).
Zunachst gibt Abb. 5 einen Uberblick iiber die fiir N; und N.. zu erwartenden Werte.
Eine kurze Uberlegung zeigt ferner, dafl die fir den Parameter = auftretenden Zahlen
etwa im Bereich 10 < = < 500 unter Modellversuchsbedingungen liegen werden. Unter
Originalbedingungen sind grofilere Werte von = zu erwarten.  Es ergibt sich, daf fur

Werte = > 50 die Formel (62) in die einfache Relation
owi = Cp

- N;S (63)

mn

ibergeht, und auch fir 10 < = < 50 sind nur unbedeutende Korrekturen an Gl. (63) zu
erwarten. Abb. 6 zeigt die Abweichung des Wertes von C,,_,, —oy,;— N;S geméf Formel (62)
gegenuber der Vereinfachung aus Gl. (63) fir einige Beispiele. Sie dokumentiert die oben
gemachte Feststellung. Das gesuchte Verhiltnis

Oui -1 st
Cpm;n B CPm:n
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b ALp,,.~ 6y, — N S)
10
0o =107°
S = 0,01
— — —— 5:
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\ \ =X
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Abb.6 Abweichung des Wertes cCp . — 6y;— N; S von
Null , also "vom Ergebnis der Formel (63)
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ist damit entscheidend durch den Parameter gepragt

NS 9 ai <a,~)§_l (47r€ )15 200
C T BC,, . O — Ctew | \Oya 3°%) pU2

Pmin Pmin o0
o (Coo 64
e 98602W+M5 (e = 0,10). | (64)
45,854L°°>;.‘r (e = 0,05).
Pmm.

Es ist bemerkenswert, dal der Parameter (64) nicht mehr von Keimradius R, der Zu-
stromung sondern nur noch von der Anzahl (,, der Blasen pro cm® und auferdem von
der Zustromgeschwindigkeit Uy, abhangt. Die erstere Feststellung ist eine Folge des Zug-
spannungsabbaues. AuBlerdem besteht eine schwache Abhangigkeit von dem «;-Wert des
Kavitationseinsatzes, wie sie in Formel (64) fiir zwei relevante Zahlenbeispiele zum Aus-
druck kommt. Nimmt man die schon relativ an der oberen Grenze liegenden Werte fur
den Parameter (64) namlich Uy = 50 und (o = 227, so folgt

NS 0,264

= T — 0, ].0
Cpmin Cpmin (a )
N;:S 0,178

= ! PR 0, 05
Cpmin Cpmin (a )

Die Grenze der Anwendbarkeit der vorliegenden Theorie ist durch die Bedingung

NS
C

Pmin

<1 (65)

gegeben. Aufgrund der oben mitgeteilten Zahlen ist leicht zu erkennen, dafl (65) keine
wesentliche Einschrankung bedeutet.
Dies zeigt auch Abb. 7, in der gemaB Formel (63), (64) das Verhéltnis =2+~ als Funk-

Cpmm
(Coo)
C

tion von

cher ist noch “die Darstellung in Abb. 8. Sie zeigt deutlich, daf fur Gbliche Kavitationsver-
suchsbedingungen der Wert von C" infolge von Zugspannungen im Wasser die Grenze

fur verschiedene Stromungsgeschwindigkeiten dargestellt ist. Aufschlufirei-

1 nur um weniger als 20 % unterschreitet. Denn man muf bedenken, dafl die meisten
Versuche mit Tunneldricken (poo — pmin) > 0,2bar gefahren werden. Natirlich wachst
die Unterschreitung der Grenze 1 mit der Anzahl der Keime im Wasser. Dieser Effel\t ist
aber relativ schwach, wie der Unterschied zwischen Kurven mit (, = Csrlg und ﬁ‘g‘ zeigt.
Letzteres liegt am Zugspannungsabbau, der um so intensiver erfolgt, je grofler die Anzahl
der Keime ist.

Es sein an dieser Stelle vermerkt, dafl das eben erlauterte Ergebnis CZUi, 2 0,8 nur

fur Kavitationsvorgange gelten dirfte, die in einem Bereich grofler Lauflange der Blasen
bei einem annahernd konstanten Unterdruck auftreten, wie bei Spitzenwirbeln. Dagegen
konnen zum Beispiel bei stumpfen Rotationskérpern ganz andere Verhéltnisse auftreten.
Der Ubergang von dem hohen Staudruck an der Stirnseite zum Minimaldruck erfolgt
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Abb.7  Verhdltnis 6; [c, .. in Abhangigkeit vom

Keimgehalt 5, der Zustrémung
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dann auf einer sehr kurzen Lauflange, so dafl Werte X; =~ 0,1 vorliegen konnen. Bei sehr
keimfreien Wasser mit hoher Zugfestigkeit sind dann Werte = - X; ~ 1 realistisch. Fur
derartige Falle gilt aber (63) nicht mehr. Vielmehr ist zum Beispiel fir o; = 0,1 dann
nach Abb. 6 bzw. (62)

Cpmin — Oy — N,'S = 1,5. (66)
Fur einen Rotationskorper mit Uy, = 9%1— und gemessenem® o,; = 0,45 ergibt sich aus
Gl (66): Cp,... = 1,97, also 72— = 0,23; also ein wesentlich kleinerer Wert als er oben

fir Spitzenwirbel Vorausgesagtpm'{lrde.

SchlieBlich sollte nicht unerwahnt bleiben, dafl die Integration der Dgl. (51) in der
angegebenen geschlossenen Form nur unter der Nadherungsannahme eines konstanten Cf-
Wertes im Integrationsbereich moglich ist. Sofern der Bereich des Druckabfalls vom Stau-
druck mit C, = —1 auf den durch C,_,, gegebenen Minimaldruck eine wesentliche Rolle
fir den Kavitationseinsatz spielt, konnte man die in Abschnitt 4 abgeleiteten Formeln da-
durch anpassen, daf tiberall, also auch in (62) und (66) C,, .., durch Cp... = 2(Cpin — 1)
ersetzt wird. Dies wiirde fir den erwdhnten Rotationskorper bedeuten, C, .. = 4,94.
Um genaue Werte zu erhalten, wird man aber in diesen Fallen um eine exakte numerische
Integration der Dgl. (51) nicht herumkommen.

Sofern man den Radius R, der in der Zustromung vorhandenen Blasen kennt, kann
man zur Kontrolle des (C,, .. — ou)-Wertes noch die Relation (69) (vgl. Anhang A)
heranziehen. Bei grofler Lauflange X; im Unterdruckbereich wird der Quotient aus (69)
gegen 1 gehen.

Wir untersuchen nunmehr den Fall o, > C,, .., fir den wie bereits am Schluf} von
Abschnitt 3 erlautert der turbulente Diffusionsvorgang mit den Formeln (31) und (37)
bzw. (39) fir die Berechnung von c:"i. mafgebend ist. Eine Betrachtung der Formeln
zeigt, daBl die Ergebnisse im wesentlichen von zwei Parametern abhangen, die die Einflisse

von Kapillarspannung und turbulenter Diffusion enthalten, namlich

S 20

= 67

Cpmin ROOpUOZOCszn ( )
und .
i %7 (¢ 3

A = © \/_1_ D0 43 . —0,1' Q

= = 0,110,/ % (a,- A > (R.) (68)

In Formel (68) ist D’ aus Formel (25) entnommen sowie die Relation (35) beriicksichtigt.

Wenn man realistische Werte in folgendem Bereich beriicksichtigt (0,05 < «; < 0,10

wurde schon erwdhnt): 3 < % < 4; %3‘ < (oo < ‘—:ST%);;; 5cm < A < 15cm; R, ~ 10°, so

ergibt sich, daf fur den Parameter A ein Wertebereich 1 < A < 10 in Frage kommt.
Denkt man ferner an die realistischen Daten: 0,5 < Cp,.., < 2,0 sowie 52 < Uy, <

158 3 107*cm < Ro < 3 - 1073%cm, so erhélt man fiir den Parameter C,,S. einen
Wertebereich: 0,01 < C,,S. < 4. Die Abb. 9 zeigt den sich aus Formel (31) ergebenden

Zusammenhang zwischen z7*— und I}%—f in Abhéingigkeit vom Parameter —>—. In Abb. 10

Pmin Cf‘mxn

!Diese Daten und Hinweise verdanke ich einer persénlichen Mitteilung von DR.A.P. KELLER
(vgl. auch [Kel92, S. 122)).
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ist der Verlauf des Quotienten (38) unter Berlicksichtigung der zZ+—-Werte aus Gl. (31)

Pmin

in Abhangigkeit von %‘j—"— dargestellt.

In Formel (37) tritt der Wert I;“ = (°‘°°)5 auf. Der fiir dieses Verhaltnis auftre-
tende Wertebereich hegt praktisch zwischen O 01 und 0,10. Testrechnungen haben ge-
zeigt, dal der Wert °° nur geringen Einflu in Formel (37) ausubt. Dies erkennt man
auch daran, daf§ in der Niherungsformel (39) das Verhaltnis R°° ganz herausgefallen
ist. Wir beschranken uns daher fiir die Auswertung von Formel (37) auf den mittleren
Wert };T‘"," = 0,03. Beispiele fir die so mit Formel (37) ausgefithrte Berechnung des Dif-
fusionsparameters A in Abhangigkeit von %22 findet man in Abb. 11. Die nachfolgende
Abb. 12 zeigt das Ergebnis der Elimination von = (dies ist ja nur eine pysikalische

HilfsgroBe) aus Gl. (31) und (37). Oder anders gesagt: Abb. 12 stellt eine Kombination
der Abb. 9 und 11 dar. Sie zeigt die gesuchte Abhangigkeit des Wertes ==~ von dem

Cpmin
durch GI. (68) definierten Diffusionsparameter A.
Bei der Betrachtung von Abb. 9 gemaf Formel (31) fallen zunachst die fir %29— =1-

0,05 unrealistisch hoch erscheinenden Werte c vi_ 2 6,5 auf. Hierzu ist zu bemerken, daf
ein Wert %‘: = 0,95 nach Formel (28) ohne den Einflul der Kapillarspannung bedeuten
miufte, dafl der Zustrémdruck p., nur wenig iiber dem Minimaldruck im Spizenwirbel pp,iy,
liegen wlrde. Letzteres ist nur bei einem unrealistisch groflen Wirbelkernradius moglich.

Mit anderen Worten: Werte R°° = 1— A mit 42 < 1 haben allenfalls Bedeutung, wenn ein
sehr grofler Einflufl der Ka,plllarspa,nnhng besteht, nimlich fur Werte -

1 Cpmm vergleichbar

mit 1. Letzteres erkennt man, wenn ein Ansatz der Form °° =1-8mit 82 < 1in
Formel (31) eingesetzt wird. Nach elementarer Umformung erglbt sich

45
G'u, 1 3

Pm:n 318 Cpmiﬂ ’

und daraus folgt die eben genannte Abschatzung. Weiter ist natirlich verstandlich, da8
hohe Werte C”"‘ nur bei entsprechend groflen Diffusionsparametern A moglich sind, wie
dies aus Abb. 12 hervorgeht.

Praktische Bedeutung hat vor allem der Wertebereich %20‘1 < 0,85. Man erkennt, dafl
durch turbulente Diffusion der Beiwert o,; des Kavitationseinsatzes den C,_, -Wert ganz
wesentlich Gberschreiten kann. Aus Experimenten von ARNDT und Mitarbeitern [Arn92],
[Arn91] sind Werte z%*~ =~ 2 flir Wasser ohne Zugspannungen bekannt. Auch &ltere

Pm:n

Experimente zeigen meist Werte c" 1 [Bil79].

Der aus Abb. 12 hervorgehende Elnﬂuﬁ des Sattigungsgrades e, der Zustrémung
entspricht in seiner Tendenz den Erwartungen. Man erkennt, dafl selbst untersittigtes
Wasser mit €., < 1 noch zu deutlich iber 1 liegenden %—Werten fuhren kann.

Es bedarf kaum eines Hinweises darauf, daf} diese erheblichen Einfliisse des Sattigungs-
grades nur durch Turbulenz und den dadurch bedingten turbulenten Diffusionsbeiwertes
D" méglch sind. Molekulare Diffusion mit dem um Grofenordnungen kleineren Dif-
fusionsparameter D ist fiir den Kavitationseinsatz vollkommen bedeutungslos.

Die vorgelegte Theorie basiert somit entscheidend auf zwei durch Experimente noch
nicht genau genug erforschten Parametern, einmal dem turbulenten Diffusionsbeiwert D’
und zum anderen dem C,_, -Wert des Spitzenwirbels.

Pmin
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Altere Untersuchungen haben sich meist damit begniigt, den Comin-Wert durch den
beobachteten Kavitationseinsatz, also durch die Relation o, = Cp,,,, festzulegen [Isa92].
Dies reicht fir kiinftige Arbeiten nicht aus, weil gerade der Unterschied zwischen beiden
Beiwerten wesentlich ist. Notwendig erscheint eine Messung des Abstandes 7 (sog. Kern-
radius) vom Zentrum des Wirbelkerns, an dem die Umfangsgeschwindigkeit im Bereich
des Spitzenwirbels ihren Maximalwert erreicht, sowie dieses Maximalwertes selbst. Damit
wlrden zuverldssige Aussagen Uber den C,, . -Wert moglich [Isa92]. Einige Messungen
dieser Art findet man bei ARNDT und Mitarbeitern [Arn92], [Arn91], jedoch reichen die
verdffentlichten Daten noch nicht zu klaren Aussagen.
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A Bestimmung der zur instabilen Blasenaufweitung erforder-
lichen Mindestspannung

Eine zusatzliche nitzliche Information liefert die zur instabilen Aufweitung der Blasen
erforderliche Mindestzugspannung
Pv — p:nin‘
Dieser Wert kann namlich zur Kontrolle der in Abschnitt 4 durchgefuhrten Aufweitungs-
berechnung verwendet werden; denn wie man leicht einsieht muf gelten
v — * . C s — Oy

Pv — Pmin <1; “Pmin 7Y < (69)

DPv — Pmin C’pm,’n — Oui
Wie aus den Grundlagen der Blasendynamik bekannt ist (vgl. [Isa89, Kapitel 7]), ist der

Wert pmin = pl;, zunachst durch die Bedingung 5% = 0 bestimmt. Das bedeutet nach
Formel (53)

(70)

iy {(a >§ _ 1] 1 (0w + 25)

Koo Qoo

In Formel (70) bedeutet a. den zu C,.  gehorenden a-Wert. Fiir den gesuchten Grenz-
wert pr .. muf zusatzlich auch die Ableltung von Gl. (70) nach «. verschwinden. Dies:
ergibt die weitere Beziehung

.\ 3 25etanr Oui Qoo
= —"\1—-{14+ — . 71
(aoo> C’;,‘mm—am-[ < +25><a*> ] (T
Da
a°° €1, < . (72)

angenommen werden kann, la8t sich Formel (71) iterativ auflésen. Mit der Abkiirzung

O — Oy Py — Pr
Q = Pmin — v - man (73)
28 =

erhalten wir aus (71)

(&) =5 -0 55)e]) s

Unter Ausnutzung der Bedingung (72) kann auch Formel (70) noch vereinfacht werden;
u. a. lassen sich die Exponentialfunktionen durch die ersten Glieder ihrer Reihen ersetzen.
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Die so vereinfachte Relation (70) lautet:

1
o\ ¥ 1l a, a
= 1_ - e e} Cv* = Oyi) =
(aoo) [ 2 e a,.,,]( Pmin )

=33 [1 - (2‘”)1 + (0ui +25) (O;Oj)%ln Zeo (75)

(a9

Wir tragen nun den (*)-Wert aus Gl. (74) in Formel (75) ein; dabei wird in allen Termen
von minderer Bedeutung lediglich

a. 1
Qoo 3
gesetzt. Mit der Abklirzung 5
Qo = (1 — 2“m> eaeid (76)

ergibt sich so die gesuchte Endformel fur p, — p},;,, namlich

(3-2-04)S

2
O = T2, 1735 = Qu(oy: +29)

(77)

die leicht iterativ aufgelost werden kann. Aus Formel (77) kiirzt sich im tbrigen der
Staudruck £UZ heraus; man hat dann gleichbedeutend:
(3-200) &=

0? = S—
(BIH(IT_Qa)(poo”‘pv"L }%ir:)'{_ %:;

(78)

Wie es auch sein muf, ist in Formel (77) im Grenzwert 2= — 0 der Fall der Einzelblase
enthalten. Die entsprechende Formel 148t sich naturlich auch direkt aus der klassischen
Blasendynamik gewinnen.

In Abb. 13 ist der Wert (p, — pZ;,) in Abhingigkeit vom Keimradius R, der Zu-
stromung dargestellt. Man erkennt, daf§ der in £= enthaltene Einflufl der Umgebungsbla-
sen nur gering ist.
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