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Zusammenfassung

Die klassische Annahme, daß Kavitation im Bereich eines Strömungskörpers einsetzt,
wenn der örtliche Druck auf den Dampfdruck absinkt, also Pmin = Pv, ist nur eine Nähe-
rung, von der Abweichungen nach beiden Seiten beobachtet werden, wenn man Gaskavi-
tation in die Betrachtungen einbezieht. ..

Letztere tritt als Folge eines gestörten Sättigungsgleichgewichts (lokale Ubersättigung
des Wassers hinsichtlich der in ihm gelösten Luft) mit Diffusionsvorgängen auf. Und
zwar ist Pv < Pmin und damit CTvi > Cpmin, wenn gelöste Luft durch Diffusion in die
Gashohlräume der im Wasser befindlichen Keime eindringt und so deren Aufweitung
bewirkt. Hierfür ist die Turbulenz der Strömung entscheidend.

Andererseits ist Pv > pmin und damit O"vi< Cpmin, wenn der Kavitationseinsatz durch
dynamisch instabile Blasen und Keime bedingt ist.

In der vorliegenden Arbeit wird am Beispiel eines als aufgerollt betrachteten Tragflü-
gel-Spitzen wirbels mit einfachen Formeln eine theoretische Beschreibung beider Effekte
gegeben. .

Dabei zeigt es sich, daß durch turbulente Diffusion der Beiwert des Kavitationsein-
satzes CTvimehr als doppelt so groß wie der Beiwert des Minimaldruckes Cpmin werden
kann. Dagegen sinkt bei einem auf der instabilen Aufweitung von Blasen beruhenden
Kavitationseinsatz der CTvi-Wert ka.um tiefer als auf 80 % Cpmin.
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1 Einleitung

Die klassische Annahme der Kavitationstheorie besagt, daß der Kavitationseinsatz in ei-
nem Strömungsfeld durch das Absinken des örtlichen Minimaldruckes pmin auf den Gleich-
gewichtsdampfdruck Pv gegeben ist, also Pmin = PV'

Versuche mit bei technischen Anwendungen, insbesondere Propellern und Tragflügeln,
auftretenden Strömungen zeigen, daß nach beiden Seiten erhebliche Abweichungen von
der eben erwähnten Annahme auftreten. Die Beobachtungen ergeben sowohl Fälle mit

P~)in > pv, als Beiwert CTvi> cpmin' (1)

als auch Fälle mit
P~)in < pv, als Beiwert CTvi< cpmin' (2)

Aus der Kavitationsforschung ist bekannt, daß für den Effekt (1) vor allem die Turbulenz
der Strömung und die damit verbundenen Diffusionsvorgänge der gelösten Luft verant-
wortlich sind, während der Effekt (2) auf dem dynamischen durch die Kapillarspannung
geprägten Stabilitätsverhalten der Gasblasen und Porenkeime im Wasser beruht.

Das Ziel der hier vorgelegten Arbeit ist es, die genannten Effekte mit einer einfachen
überschaubaren Theorie zu quantifizieren. In erster Linie ist dabei an den Kavitations-
einsatz im Kern der Spitzenwirbel von Tragflügeln und Propellern gedacht; die abgelei-
teten Formeln gelten aber mit geringen leicht zu übersehenden Modifikationen auch für
Strömungsgrenzschichten an Flügelprofilen.

2 Der turbulente Diffusionsbeiwert D'

Diffusionsvorgänge als Folge eines gestörten Sättigungsgleichgewichts, bei denen nur der
molekulare Diffusionsparameter D wirksam ist, (z. B. D = 2 . 1O-5cm2/s bei 293 K) ha-
ben wegen ihrer relativ langen Zeitdauer in der Größenordnung von Sekunden für viele
technische Probleme keine Bedeutung, da hier Zeiträume in der Größenordnung von Mil-
lisekunden für die Vorgänge maßgebend sind [Isa89]. Jedoch wird durch Turbulenz in
Strömungsgrenzschichten und sonstigen Scherschichten die Diffusion um Größenordnun-
gen intensiviert. Man kann diesen Effekt erfassen, indem man an Stelle des moleku-
laren Diffusionsparameters D einen entsprechenden turbulenten Beiwert D' in der Dif-
fusionsgleichung verwendet. In zwei neueren Untersuchungen geben PARKIN und RAVIN-
DRA [Par91], [Rav91] für diesen Beiwert die Beziehung

D' = 0, 0063Uoo.8 (3)

mit Uoo als der Zuströmgeschwindigkeit zum betrachteten Strömungskörper und 8 als der
Dicke der Scherschicht der turbulenten Strömung an. Eine Herleitung der Relation (3)
fehlt jedoch. Daher soll diese hier gegeben werden, wobei wir die Größenordnung von (3)
bestätigen werden. Als Beispiel legen wir eine zweidimensionale turbulente Grenzschicht
in der x-y-Ebene (vgl. Abb. 1) zugrunde. In der Diffusionsgleichung (vgl. [Isa89]) einer
solchen Strömung (im Rahmen der Grenzschichtnäherung werden vorrangig nur die Ab-
leitungen normal zur Wand in y-Richtung behandelt) tritt bedingt durch Turbulenz der
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Zusatz term
0-

-(p;v')oy
auf. Die Diffusionsgleichung lautet also mit P2 als der Partialdichte der gelösten Luft im
Wasser und v als der Strömungsgeschwindigkeit in y-Richtung

(4)

0752 0752 0 _ _ 0 1/ _ 02752
~ + Uoo~ + ~(P2V) + ~(P2V) - D~.ui ux uy uy UY2

(5)

In dieser Gleichung ist die für turbulente Strömungen übliche Zerlegung der Feldfunktio-
nen in Mittelwerte und turbulente Schwankungsanteile, also

- + I
P2 = P2 P2, v = v + Vi (6)

zugrunde gelegt. Wir setzen nun in Anlehnung an die Mischungswegkonzeption

10752
- p;v' = VD oy

(7)

mit dem zur Theorie turbulenter Temperaturgrenzschichten analogen Ansatz

( Y) ou
vb = K.. K.Dy2 1 - 8 oy'

(8)

In Formel (8) bedeutet u die mittlere Strömungsgeschwindigkeit parallel zur Wand in der
turbulenten Scherschicht, 8 die Grenzschichtdicke. K.= 0,4 ist die Prandtlsche Konstante
und K.Deine ähnliche Zahl, entsprechend dem bei Temperaturgrenzschichten verwendeten
Ansatz. Nach dem Prandtlschen logarithmischen Geschwindigkeitsgesetz ist

ou v*-=-,
oy K.Y

v2 _ To

*
-- p

(9)

mit Ta als Wandschubspannung. Das bedeutet, aus (8) folgt

vb = K.DYV*(1 - ~) . (10)

Damit erscheint der Zusatzterm (4) auf die rechte Seite der Diffusionsgleichung gebracht
in der Form o 1/ 0

[ ( Y) 0752

]
-

oy (P2V) = oy K.DV*y1 - 8 oy
.

Wir wählen für die so ergänzte rechte Seite von GI. (5) die Darstellung

(11)

~
(

(D + D') 0752

) = (D + D')
02752,

oy oy OY2
(12)

und bezeichnen D' als "turbulenten Diffusionsbeiwert". Dieses Vorgehen hat die ange-
nehme Konsequenz, daß die klassischen Lösungen [Eps50], [Shi74] der Diffusionsgleichung

2



auch bei turbulenter Strömung verwendet werden können; man hat lediglich den mole-
kularen Diffusionsparameter D durch den turbulenten Beiwert D' zu ersetzen. D selbst
kann vernachlässigt werden, denn es ist D' ~ D, wie wir noch sehen werden.

Wir definieren dabei D' durch die Mittelungbedingung über die turbulente Scher-
schicht

, {8 o15z {8 ( Y) o15z
D

Jo oy
dy = Jo

K,DV*Y 1 - {; oy dy. (13)

Für die Auswertung von Formel (13) werden im folgenden zwei weitgehend zu äquivalenten
Ergebnissen führende Ansätze besprochen. Zunächst wählen wir für 15z(y) einen aus der
Theorie thermischer Kavitationsgrenzschichten [Tom79] bekannten Ansatz

i

[

y yZ

]
15z (y) = PZs+ (Pzoo- PZs) 2 {; - 8z

(14)

mit PZs als dem Sättigungswert von 15Z'Der Ansatz (14) genügt den Randbedingungen

o15z = 0oy
y = 0, 15z = PZs, y = 8, 15z = PZoo, (15)

(vgl. hierzu Abbildung 1). Mit (14) ergibt sich aus (13)

,1 rD = -K,DV*U.
6

(16)

Für die Auswertung von v; = !Q.und 8 müssen die integralen Kenngrößen der turbulentenp

Scherschicht herangezogen werden.
Wir werden uns hier mit den Zusammenhängen einer Plattengrenzschicht begnügen;

es sei aber betont, daß man diese Betrachtung analog a.uch auf Scherschichen mit Druck-
gradienten ausdehnen kann, soweit man die speziellen Daten kennt. Es gilt für Platten-
grenzschichten bekanntlich

TO
= U2

d{)

P
00 dx

mit
{) = 0, 037x (U~x)

-0,2

als Impulsverlustdicke. Damit folgt aus (16) nach kurzer Zwischenrechnung das Ergebnis

( 1/ )
0,1

D' = 0, 0287K,DU008
Uoox

.

Setzt man hier konsequenterweise noch den entsprechenden Wert der Plattengrenzschicht

(17)

8 = 0, 37x (U~x)
-0,2

ein, so folgt D' die gleichbedeutende Darstellung

)
0,3

D' = 0, 0106K,DUooX
(U:x

. (17a)
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Bevor wir Folgerungen aus den Ergebnissen (17) bzw. (17a) ziehen, soll zunächst noch die
andere Möglichkeit der Auswertung von Formel (13) besprochen werden.

Und zwar wählen wir für P2(Y) die Lösung der einfachsten Diffusionsgleichung

ap2 _
D '

a2p2

at - ay2

nämlich
_

( _ 2 ( ) (2k -e
P2 y, t) - P2s+

Vi P2= - P2s Jo
e d~.

Formel (18) erfüllt die Randbedingungen

(18)

y = 0, P2 = P2s, y ---+ 00, P2 = P2=,
ap2

= o.ay
(19)

Bei einer Verwendung von Lösung (18) wird also von einer quasi bis ins Unendliche rei-
chenden Scherschicht ausgegangen. Dann muß natürlich sinngemäß die Bedingung (13)
ersetzt werden durch die Relation

, {= ap2 (= ap2
D

Jo ay
dy = Jo KDV*Yay

dy. (20)

Nach (18) ist
ap2 P2=- P2s - k
- = e 4D t.8y Vi-JI51:t

Die Auswertung von Formel (20) ergibt dann mit t = u:

4 2 X2 v -.D' = - KD * U7r =
Bedenkt man, daß

a{)

( V )
+0,2

v; = U~ ax = 0,0296U~
U=x

ist, so folgt schließlich zum Vergleich mit dem Ergebnis (17a):

( V )
0,2

D' = 0, 0377KbU=x
U=x

.

Für KD erscheint es zunächst naheliegend, sich an dem Wert [Ceb74] aus der Theorie
thermischer Strömungsgrenzschichten zu orientieren. Das bedeutet [Ceb74]:

(21)

KD = 0,44 +
0,22

1 + 0,42.10-6 (U,:t9)?
~ 0,50 (22)

Bei Verwendung dieses Wertes würde sich aus den Formeln (l7a) bzw. (21) ergeben

)
0,3

D' = 0, 0053U=x
(U:x

(23a)
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Strörnungs-
grenzschicht

X

Abb.l Koordinaten un.d ßezeichruAngen In
der strömt.tngsgrenzschicht

Kernbereich des Wirbels
~ - P=Prnin ---

Abb.2(1 Koordinaten und Bezeichnungen Z~m
Diffusionsproblern im Spitzen Wirbel

..- - - P - Pmin - -----

Poo

x -.
X.-l 21

Abb.2b Koordinaten und. Bezeichnungen zum
insta.bHen Aufvveitungsproblem im
Spitzenwirbel
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bzw.

)
0,2

D' = 0, 0094Uoox(U:X
. (23b)

Die Wahl von KD in Anlehnung an die Theorie thermischer Strömungsgrenzschichten stellt
natürlich nur eine Möglichkeit für die Festlegung dieser unbekannten Größe dar. Immerhin
ergeben (23a) und (23b) wenigstens die gleiche Größenordnung.

Wir erinnern uns nun an die Formel von PARKIN und RAVINDRA, also GI. (3). Setzen

wir hier sinnvollerweise den Wert 8 = 0, 37x (u:x)
0,2

ein, so folgt aus (3)

( )
0,2

D' = 0,00233UooXU:x
. (24)

Dieser Wert (24) stimmt exakt mit dem Resultat (21) überein, wenn KD = 0,249 gewählt
würde. Auch dieser Wert erscheint ohne weiteres möglich. Damit ist die Formel von
PARKIN und RAVINDRA [Par91], [Rav91] zumindest der Größenordnung nach verifiziert.

Die Auswertung der abgeleiteten Formeln für den turbulenten Diffusionsbeiwert ist
für Profilgrenzschichten unmittelbar ersichtlich. Bet~achten wir ~~s Problem des Kavita-
tionseinsatzes in Flügelspitzenwirbeln, so liegt es nahe, von der Uberlegung auszugehen,
daß die Strömung im Kern des Spitzenwirbels aus der Grenzschicht am Flügel aufgebaut
wird. Dann erscheint es plausibel, für x den Wert 2A der mittleren Flügeltiefe einzusetzen.
Auf diese Weise erhalten wir aus (24):

D' = 2AUoo .0, 00233(?Re )-0,2. (25)

Dabei ist ?Re die Reynoldszahl des Flügels. Die sich aus (24) oder (25) ergebenden D'-
Werte liegen um vier oder fünf Größenordnungen über dem Wert der molekularen Dif-
fusionskonstante D.
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3 Aufweitung von Blasen im Kernbereicheines Spitzenwirbels
durch turbulente Diffusion

Wir gehen vereinfachend davon aus, daß im Kernbereich des hier betrachteteIl aufgerollten
Spitzenwirbels über eine gewisse Strecke der konstante Druck Pmin ::; Pv, also

C .
Poo - Pmin < Poo - Pv- <7 -Pmm - e. . U2 - v - e.. U2

2 00 2 00

(26)

herrscht (vgl. Abb. 2). Poo und Uoo sind die Zuströmwerte. Wir betrachten eine Blase mit
dem Radius Roo im Gleichgewicht in dieser Zuströmung. Bezüglich der Partialdichte P200
der gelösten Luft gilt dann die Relation

!

P200 = c008PPLoo = c008p (Poo- Pv+ ~:)
(27)

Dabei ist Coo der Sättigungsgrad. Für Coo > 1, bzw. Coo< 1 herrscht Ubersättigung bzw.
Untersättigung. ..

Wir nehmen an, daß im Ubergangsbereich zum Spitzenwirbelkem die turbulente Dif-
fusion noch nicht ausgeprägt ist. Dann wird die Blase einen neuen Gleichgewichtsradius

Ra annehmen, der nach der quasistationären Stabilitätstheorie bei isothermischer Zu-
standsänderung und konstanter Luftmasse im Blaseninneren aus der Relation

3 -I-
2(7

(Ra ) PLoo Poo - Pv , R;;;

Roo
=

PLa
=

Pmin - Pv + ~ (28)

erhalten wird. Wir bezeichnen die zu PLo gehörende Sättigungskonzentration mit

8PLo.
Außerdem führen wir die Abkürzung

P2S =P

2<7
S =

pU~Roo
(29)

em. Dann folgt aus (28) und (29)

<7v - Cpmin + 25!ft:-
= (Roo )

3

= C(X)
,023

.
<7V + 25 Ra P200

(30)

Wenn der vorliegende Zuströmdruck poo im weiteren Verlauf durch turbulente Diffusion
zum Kavitationseinsatz führt, so kann aus (30) der Beiwert <7viberechnet werden:

<7vi=
C . + 25 (Roo )

3

- 25 . Roo
Pmm Ra Ra

1- (~ t (31)

Die Blase mit dem Radius Ra befindet sich nun in einer Übersättigten Umgebung im
Kernbereich des Spitzenwirbels und wächst mit der Zeit t bzw. der Launänge x = Uoo. t
durch Diffusion an. Hierfür kann auf die Untersuchung von SHIMA und TSUJINO [Shi74]
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zurückgegriffen werden. Die von diesen Autoren angegebene Lösung kann in geschlossener
Form dargestellt werden, und zwar gilt in guter Näherung (vgl. Abb. 3).

R(t)
{; (

P2oo
)- = 1 + 2pe~LT - - - 1 .

Ra 7r P2S

0"vi - Cpmin + 25 ~c;:

(
VJ51:t D' . t 1

)
. +-
0" . - C . + i5Roo Ro

p2
1 +

R(t)
v, Pmsn 3 Ho .J."0 Ho

(32)

Zu Formel (32) noch einige Bemerkungen: Zunächst ist klar, daß D' an Stelle von D zu
nehmen ist. Die Struktur von (32) zeigt ferner, daß der Wert R~~)noch im Nenner der
letzten Terms vorkommt. Die Berechnung erfolgt dann iterativ bei einer guten KOHvergnez
(vgl. auch [Isa89, Kapitel 6]).

Das Ziel der Untersuchung ist es, den Beiwert O"vides Kavitationseinsatzes im Spitzen-
wirbel bei einer auf turbulenter Diffusion beruhenden Blasenaufweitung zu bestimmen.

Wir bezeichnen mit x = Xi (Abb. 2) die Stelle im Spitzenwirbelkern, an der optisch der
Kavitationseinsatz durch sichtbar werdende Hohlräume erfolgt. Dort liegt dann ([Isa89,
Kapitel 20]) ein Gasvolumenverhältnis Ci;vor, etwa in dem Wertebereich 0,05 .s Ci;.s 0, 10.
Ein solcher Cii-vVert muß für die weitere Untersuchung vorgegeben werden. Das gleiche
gilt für die zugehörige Stelle Xi. Wir bezeichnen mit

Ri = R(Xi) = R(Uooti) (33)

den zugehörigen aufgeweiteten Blasenradius gemäß Formel (32). Der Einfachheit halber

soll von einer Radienklasse Roo in der Zuströmung ausgegangen werden. Wefln dort die

Anzahl (00 an Keimen pro cm3 vorliegt, so ist das Gasvolumenverhältnis der Zuströmung

47r 3
'Cioo = T(ooRoo, (34)

und entsprechend bei Xi
47r

Cii = -' R~
3 ':.00

"
(35)

also
Cii

= Rf . (36)
Cioo Roo

Für die Bestimmung des Kavitationseinsatzes muß sinnvollerweise die WasserquaMät der
Zuströmung, also (00 bzw. Cioobekannt sein. Somit können wir gemäß (36) die Größe t
als vorgegeben bei der Berechnung von O"vivoraussetzen. Das gleiche gilt für den Beiwert

Cpmin' Außerdem ist die Zuströmgeschwindigkeit U00 und der Sättigungsgrad Coo für die
Rechnung vorzugeben, damit ist auch 5 gemäß Formel (29) bekannt. Damit werden die
Relationen (31) und (32) zu Gleichungen zur Ermittlung der gesllchten Größen: :: sowie
insbesondere O"vi.

Wir lösen dafür Gl. (32) nach der Größe

~ = (Roo )Ra Ra

D'. Xi

(UooR~)
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Formel (32)
- - - Shima.-Tsuj':no

13

12

11

10
f

9

8

7

6

5

4

3

2
Für CPmirtL..6 Vi. ist
die kapilarspannung
verna.chlä.ssigt

1

o
30 4010 20

{Dt
Ro

50

Abb. 3 Vergleich der" Lösunq von Shima und Tsujino /5/
mit der NäherungsTormel (32)

9



auf und erhalten

{:lf" Xi Roo 1 Ri Roo

[

1 ( Ri Roo )
2

-= + - 1+-- +
UooR~ Ra 2 2Roo Ra 4 Roo Ra

2 2

]

}

7r (::J (1J;:) - 1 o-11i - Cpmin + iS 1J;:
+jy

2pe~LT [e(~) 3

- Ir ",,; - Cpm,. + 2S!Ji:-
.

(37)

Bei der Bestimmung des Radienverhältnisses :: aus Gl. (37) wir~ der nur ganz schwach

von :: abhängige Quotient '

(o-11i - Cpmin + ~~)
(o-11i- Cpmin + 2S1J;:)

(38)

zunächst durch 1 ersetzt und dann einer vorläufigen Ermittlung von O-v. aus Gl. (31)
iterativ berücksichtigt. Die Konvergenz dieses Verfahrens ist gut.

Bei einer Temperatur von 293 K ist pe?RLT = 0,02. Für andere Temperaturen
vgl. [Isa89, Kapitel 6].

Für große ~~-Werte und o-vi > Cpmin überwiegt der zweite Summand in [...]} der
Formel (37). Dann kann diese mit der weiteren Vereinfachung Gl. (38) = 1 durch den

einfachen Näherungsausdruck ersetzt werden

(R )
3 1

(
f?lf'X.

)

-2
a 1

~

Coo - = 1 + _ Uoo

Roo 2pe?RLT 2
+ R:- '

(39)

der also die explizite Auflösung nach :: ermöglicht. Formel (39) ist insbesondere auch
bei dem oben erwähnten Iterationsverfahren hilfreich.

Die hier vorgelegte einfache Theorie zur Erfassung der durch turbulente Diffusion
bedingten Blasenaufweitung ist auf Minimaldrücke Pmin ~ Pv beschränkt.

Für Pmin < Pv, also beim Auftreten von Zugspannun'gen in der Strömung, wird die
durch dynamische Instabilität bedingte Blasenaufweitung den wesentlichen Anteil am
Kavitationseinsatz haben. Mit diesem Problem werden wir uns anschließend in einem
weiteren Abschnitt beschäftigen. Zur Abrundung der Theorie für den Bereich Pmin ~ Pu

soll nun noch geprüft werden, wie groß im Grenzfall

Pmin = Pv

der Einfluß der dynamischen Aufweitung der Blasen im Vergleich zu der durch Diffusion
und Übersättigung bedingten Aufweitung ist. Als Ergebnis der nachfolgenden Unter-
~.uchung wird sich herausstellen, daß noch im Grenzfall Pmin = Pv die Diffusion durch
Ubersättigung den Hauptteil liefert.

Aus der Blasendynamik ist bekannt, daß noch im erwähnten Grenzfall die Blasen nur
zu Schwingungen um einen vergrößerten Gleichgewichtsradius angeregt werden und nicht
zur instabilen Aufweitung kommen. Ist wie vorher Roo der Ausgangsradius der Blasen,
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so besteht zwischen dem Extremalradius RE der erwähnten Schwingung und Roo die
Beziehung (vgl. [Isa89, Kapitel 7]).

R~
= 1 +

RooPLoo
1

RE (40)
R 2 n

R '00 (J' 00

wenn Pmin = Pv der die Schwingung auslösende Unterdruck ist. In unserer Bezeichnung-
weise ist dabei

RooPLoo
=

(J'vi_
2.

(J' 5
Die Zeitdauer tE der Aufweitung bis zum Erreichen des Extremalra,dius ist gegeben durch,

r;E
RE

P ~
tE =

2
-Roo r

PLoo
) 1

(41)

Z3

In z _ G ( 2 1)
dz.

RooPLoo
Z -

(42)

Eine kurze Untersuchung zeigt, daß der Integrand unter der Wurzel in der Umgebung der
Stelle z ~ ~~ = ZE in der Näherungsform

( Z )
-1

(
2(J'Z2

)

-1

z1 1 - -
E - 1

ZE RooPLoo

und analog in der Umgebung der Stelle z ;:: 1 in der Näherungsform

(43a)

(z-W' (1- R~;J-1 (43b)

dargestellt werden kann. Teilt man die Integration an einer Stelle 'i!, bei der (43a) und

(43b) übereinstimmen, so stellt sich heraus, daß 'i! ;:: 1 ist. Dies bedeutet, die gesamte
Integration kann mit der Näherung (43a) vollzogen werden, und man erhält:

r;E R~~E

(
2(J' R~

)

-}

tE= -R .2- --1 --1
2p [,00

00
R~ Roo Roop Loo R~

(44)

Unter Verwendung der Relationen (41), (29) sowie Beachtung der Identität

V

p
- 2-~

2PLoo
-

UooV S

ergibt sich (44) in der umgerechneten Gestalt

~tEUoo (R 2

y(J'vi- = 2 ~ )Roo R 00

RE
;q--1

[;f-
+001]

~~ -1

(45)

Aus Formel (40), (41) kann ~~ in Abhängigkeit von dem Parameter ~~ bestimmt werden.

Dann erhalten wir aus (45) den Zeitparameter in Anhängigkeit von 28, also
Gv.

y'ri;;itE
Uoo

= F (25 ) .
Roo (J' .

Vt

(45a)
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Für Pm in = pv folgt aus (31)
Ra

= VI +
O"vi

Roo 25'

und damit nimmt Gl. (32) zur Zeit tE die Gestalt an:

(46)

3

]

t 3 0"vi ~ _
1 .~) = 1 + 3P8'RLT!f [000 (1 + 23)

r

y' D' . tED' . tE 1 1
J

]
Roo

+
R~ )1 + ~s 1 + R~::) (1+ ~sr~

(47)

mit der Zusammensetzung

D' 1tEUoo
-.D' tE - rc;-:-

R U ;ey;;;- - yvVt
R 00 00 YVVtR~ 0:)

Es ist zu beachten: R(tE) ist der in der Zeit tE durch Diffusion erreichte Aufweitungsra-
dius, während mit RE der in der gleichen Zeit erreichte Extremalradius entsprechend der
dynamischen Aufweitungstheorie bezeichnet wird.

Unter Verwendung des mit (45a) folgenden tE-Wertes in Anhängigkeit von ~- kannlTv.
nunmehr aus (47) R~;:,) in der Form

R(tE)
= f (25 )

Roo 0"vi

(47a)

bestimmt werden. Abb. 4 zeigt das Ergebnis einer solchen Berechnung des Verlaufs von

~~ sowie R~;:,) für verschiedene Werte des Diffusionsparameters

1 D'

~UooRoo

und in der Zuströmung gerade gesätigtes Wasser, also Co:) = 1. Man erkennt, daß die
Aufweitung durch turbulente Diffusion bei Pmin = pv bedeutsamer ist als durch Blasen-
uynamik. Für Coo > 1 würde dieser Unterschied natürlich noch größer sein. In diesem
Ergebnis sehen wir eine Rechtfertigung dafür, im Fall Pmin 2: pv oder O"vL 2: Cpmin den

Kavitationseinsatz ausschließlich mit Hilfe der Diffusionstheorie zu berechnen.
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4 Aufweitung von Blasen im Kernbereich eines Spitzenwirbels

durch instabilesdynamisches Anwachsen

Wir haben nun den Fall zu betrachten, daß der Minimaldruck im Kernbereich deutlich un-
ter den Dampfdruck, also auf Zugspannungen absinkt. Die Blasen rea.gieren bekanntlich
mit instabilem Anwachsen; für die Aufweitungsberechnung muß der Effekt des Zugs pan-
nungsabbaues unbedingt berücksichtigt werden (vgl. [Isa89, Kapitel 20 und 28]).

Es wird wieder nur eine Radienklasse der Zuströmung behandelt und der Cprnm-Wert
als konstant in der betrachteten Strecke des Kernbereiches angenommen. Es sei 2A die
mittlerer Flügeltiefe, und wir führen die Ankürzung

1

=: = 2A (47r (; )
3

em. Die Lauflängenkoordniate x wird in der Form (vgl. Abb. 2)

X=x+A
2A

normiert. Dann ist das Gasvolumenverhältnis gegeben durch

a(X) = ~ (ooR3(X).

(48)

(49)

(50)

Für a(X) ergibt sich unter Berücksichtigung des Zugspannungsabbaues aus der Rayleigh-
Plesset-Gleichung die folgende Differentialgleichung (vgl. [Isa89, Kapitel 28]):

d

( (
da}

)

2

)
_

a
~2 2 -~

da} dX
=.::, a3e 0.. (Cprnin - O"vi)-

_32
[
25 (aia} _ aoo ) _ .aoo

]1 O"m 1 .
a3 a3

(51)

In GI. (51) ist 0:** der bekannte Parameter des Zugspannungsabbaues, für den wir wie
üblich den Wert a** = 0,01 zugrunde legen wollen. Mit der Anfangsbedingung

da
= 0 für a = aoo und e-~: ~ 1 (52)dX

kann Gleichung (51) integriert werden. Man erhält unter Beachtung von
1 2

da3 0:-3 da___0-
dX 3 dX

das Resultat

( )

2
1 da 1 0

- - = 3a 0:3 [1 - e-a;;- ][c . - 0"
.] -32 dX **

Prnm VI

1 1 2 1 a
-95a&'(a - a3a&') + 3(25 + O"vi)a3aooln-.

aoo

(53)
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Die Durchführung der weiteren Integration erfolgt nach bekannten Methoden ([Isa89, Ka-
pitel 28]) in der Weise, daß entsprechend der Wirksamkeit des Zugspannungsabbaues
zwei Bereiche Qoo < Q < Qu und

Q** < Q < Qi unterschieden werden. Dabei ist
Qi(0,05 < Qi < 0,10) wie bereits erwähnt das dem Kavitationseinsatz entsprechende
V01urnen ver häl tnis.

Wir beginnen mit dem Bereich Q < Q**. Eine kurze Abschätzung des durch den
Einfluß des Luftdruckes in dem Gasraum bedingten ln-Termes in Formel (53) zeigt er-
wartungsgemäß, daß dieser gegenüber den anderen Termen vernachlässigbar ist. Ferner

setzen wir näherungsweise
o Q

1 - e-ö;; ~ -;
Q**

dann folgt aus (53) durch Trennung der Variablen

3dX = [3(Cpmin- O"v)Q~- 9s(wi (1 - (Q;)})]-

1
2"

. dQ. (54)

In Formel (54) ersetzen wir den durch Kapillarspannug bedingten Term nach Abspaltung
von Q~ durch den intergralen Mittelwert

( 1

)

1

~ a.. Qoo:r _ Qoo
dQ

_ ~ Qoo :r._ Qoo
In

Qu

Q** 100 \ ( Q ) Q
- 3 (Qu) Qu Qoo '

(55)

und mit der Abkürzung
1

Nu = ~ (Qoo ):r _3Qoo
In

Qu.

2 Q** Q** Qoo

folgt dann aus (54) durch Integration von Qoo bis Qu:

(56)

Q~

( (Qo )
}

) ~ :J
Xu = :..* 1 - -;:-

C. _
O"vi- N**S'.:: t {,**

Pm.n

(57)

Dabei entspricht die Koordinate Xu dem Wert Q**, und für X = 0 ist Q = Qoo.
Wir kommen nun zum Bereich Q > Q**. Dort vernachlässigen wir (vgl. [Isa89, Kapi-

tel 28]) in Formel (53) den Term e- a~. gegenüber 1. Außerdem entfällt auch hier der auf
dem Luftdruck beruhende ln-Term. Damit folgt aus (53)

(
1 2

)]
- ~ dQ

S :r 3" _.- - - 0"' - 3 QooQ - Qoo

1
,,"dX - [a"(C'm'" ..)

V3:J
(58)

Für den Kapillarterm nehmen wir wieder den integralen Mittelwert

r
2 ~

]

1 5

~ ai Q:rQoo _ aoo
da ~ ~

1 aoo 3' ai 3' _ 1 .
- a.. 1.. l a.. a.. 5 0:: - 1 CJ [CJ ] (59)

Bei der Integration in (59) sind Terme aoo ~ 1 vernachlässigt.a..
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Mit der Abkürzung

1

[

5

]
Ni = ~ aU aOO ~ ai ~ _

1
5 ai - a.. (a.J (au) (60)

folgt dann aus (58) durch Integration von au bis ai:

1
5

Xi = X +
2V3a!. (~ ) Ir

- 1
**

a..
5:::: JC

.
Pmin - C7vi - NiS

(61)

Durch Elimination der Koordinate Xu aus Formel (61) und (57) ergibt sich die Endformel
zur Bestimmung des Kavitations-Einsatz-Beiwertes C7vi im Fall C7vi < Cpmin aufgrund der

instabilen Aufweitung von Keimen

J
V3a!.

{

2 ( ai )~ 2
C . - C7 . - N.S = - - - - +Pmm V1 t X .-= 5 5~~ (}**

1 !.

}
+ 1

_ aoo ~ Cpmm - C7vi - NiS 2

.( (a.J) (Cpmin- C7vi - NuS)

(62)

Der Quotient mit den Beiwerten avi und CPmin auf der rechten Seite von (62) ist in der
Regel nur unwesentlich von 1 verschieden, so daß GI. (62) bequem durch Iteration nach

Cpmin - C7vi aufgelöst werden kann. Zum Beispiel für aoo = 10-6 und ai = 0,05 ergibt sich

Ni = 0,285 und Nu = 0,206. Für Xi erscheinen beim Spitzenwirbel \Verte im Bereich
von Xi = 1,5 bis 2,0 realistisch (vgL Abb. 2).

5 Anwendung der Theorie zur Berechnung des Kavitations-
einsatzes im Spitzenwirbel

Wir beginnen die numerischen ~~ispiele mit dem Fall C7vi< Cpmin, es gilt also Formel (62).
Zunächst..gibt Abb. 5 einen Uberblick über die für Ni und N.. zu erwartenden Werte.

Eine kurze Uberlegung zeigt ferner, daß die für den Parameter:::: auftretenden Zahlen
etwa im Bereich 10 < :::: < 500 unter Modellversuchsbedingungen liegen werden. Unter
Originalbedingungen sind größere Werte von:::: zu erwarten. Es ergibt sich, daß für
Werte:::: > 50 die Formel (62) in die einfache Relation

C7vi= C . - N.S
Pmln t (63)

übergeht, und auch für 10 < ::::< 50 sind nur unbedeutende Korrekturen an GI. (63) zu
erwarten. Abb. 6 zeigt die Abweichung des Wertes von Cpmin-C7vi-NiS gemäß Formel (62)
gegenüber der Vereinfachung aus GI. (63) für einige Beispiele. Sie dokumentiert die oben
gemachte Feststellung. Das gesuchte Verhältnis

C7vi _
1

NiS
- --
Cpmin

-
Cpmin
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ist damit entscheidend durch den Parameter geprägt

} 5 1
NiS

=
9 au

[(
~ )

3"_
1

] (471"
(00 )3" ~ =

CPmm 5Cpmin ai - au au 3 pU~

{

67,986c2a((~)i2 (ai=0,10)._ PmtnP 00- 1

45,854 c2a((~);2 (ai = 0,05).,,-.- p
~

(64)

Es ist bemerkenswert, daß der Parameter (64) nicht mehr von Keimradius Roo der Zu-
strömung sondern nur noch von der Anzahl (00 der Blasen pro cin3 und außerdem von
der Zuströmgeschwindigkeit Uoo abhängt. Die erstere Feststellung ist eine Folge des Zug-
spannungsabbaues. Außerdem besteht eine schwache Abhängigkeit von dem ai-Wert des
Kavitationseinsatzes, wie sie in Formel (64) für zwei relevante Zahlenbeispiele zum Aus-
druck kommt. Nimmt man die schon relativ an der oberen Grenze liegenden Werte für
den Parameter (64) nämlich Uoo = 5m/s und (00 = c3~3' so folgt

NiS 0,264
-- (ai = 0,10)
Cpmin Cpmin

NiS 0,178
--
Cpmin

-
CpnÜn

(ai = 0,05)

Die Grenze der Anwendbarkeit der vorliegenden Theorie ist durch die Bedingung

NiS
< 1

Cpmin

(65)

gegeben. Aufgrund der oben mitgeteilten Zahlen ist leicht zu erkennen, daß (65) keine
wesentliche Einschränkung bedeutet.

Dies zeigt auch Abb. 7, in der gemäß Formel (63), (64) das Verhältnis ca". als Funk-
Pmtn

1

tion von ~oo):r für verschiedene Strömungsgeschwindigkeiten dargestellt ist. Aufschlußrei-
Pmtn .

cher ist noch die Darstellung in Abb. 8. Sie zeigt deutlich, daß für übliche Kavitationsver-
suchsbedingungen der Wert von ct7vi infolge von Zugspannungen im Wasser die Grenze

Pmtn

1 nur um weniger als 20 % unterschreitet. Denn man muß bedenken, daß die meisten
Versuche mit Tunneldrücken (Poo - Pmin) > 0,2bar gefahren werden. Natürlich wächst
die Unterschreitung der Grenze 1 mit der Anzahl der Keime im Wasser. Dieser Effekt ist
aber relativ schwach, wie der Unterschied zwischen Kurven mit (00 = ~~3 und C~3 zeigt.
Letzteres liegt am Zugspannungsabbau, der um so intensiver erfolgt, je größer die Anzahl
der Keime ist.

Es sein an dieser Stelle vermerkt, daß das eben erläuterte Ergebnis cavi ~ 0,8 nur
Pmtn

für Kavitationsvorgänge gelten dürfte, die in einem Bereich großer Lauflänge der Blasen
bei einem annähernd konstanten Unterdruck auftreten, wie bei Spitzenwirbeln. Dagegen
könn~n zum Beispiel bei stumpfen Rotationskörpern ganz andere Verhältnisse auftreten.
Der Ubergang von dem hohen Staudruck an der Stirnseite zum Minimaldruck erfolgt
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dann auf einer sehr kurzen Lauflänge, so daß Werte Xi ~ 0, 1 vorliegen können. Bei sehr
keimfreien Wasser mit hoher Zugfestigkeit sind dann Werte::::: . Xi ~ 1 realistisch. Für
derartige Fälle gilt aber (63) nicht mehr. Vielmehr ist zum Beispiel für O!i = 0,1 dann
nach Abb. 6 bzw. (62)

Cpmin- <7vi- NiS = 1,5. (66)

Für einen Rotationskörper mit UXJ = 9~ und gemessenem1 <7vi= 0,45 ergibt sich aus
GI. (66): Cpmm = 1,97, also C;Vi = 0,23; also ein wesentlich kleinerer Wert als er oben
für Spitzenwirbel vorausgesagt ~~rde.

Schließlich sollte nicht unerwähnt bleiben, daß die Integration der DgI. (51) in der
angegebenen geschlossenen Form nur unter der Näherungsannahme eines konstanten Cp-
Wertes im Integrationsbereich möglich ist. Sofern der Bereich des Druckabfalls vom Stau-
druck mit Cp = -1 auf den durch Cpmin gegebenen Minimaldruck eine wesentliche Rolle
für den Kavitationseinsatz spielt, könnte man die in Abschnitt 4 abgeleiteten Formeln da-
durch anpassen, daß überall, also auch in (62) und (66) Cpmin durch Vprnin = ~(CP111ln-1)

ersetzt wird. Dies würde für den erwähnten Rotationskörper bedeuten, Cprnin = 4,94.
Um gen aue Werte zu erhalten, wird man aber in diesen Fällen um eine exakte numerische
Integration der DgI. (51) nicht herumkommen.

Sofern man den Radius Roo der in der Zuströmung vorhandenen Blasen kennt, kann
man zur Kontrolle des (Cprnm - <7vi)-Wertes noch die Relation (69) (vgl. Anhang A)
heranziehen. Bei großer Lauflänge Xi im Unterdruckbereich wird der Quotient aus (69)
gegen 1 gehen.

Wir untersuchen nunmehr den Fall <7vi> Cpmin, für den wie bereits am Schluß von
Abschnitt 3 erläutert der turbulente Diffusionsvorgang mit den Formeln (31) und (37)
bzw. (39) für die Berechnung von /'vi maßgebend ist. Eine Betrachtung der Formeln

Pm.n

zeigt, daß die Ergebnisse im wesentlichen von zwei Parametern abhängen, die die Einflüsse
von Kapillarspannung und turbulenter Diffusion enthalten, nämlich

S 2<7

Cpmin
-

RoopU~ Cprn.n
(67)

und

6. = ~ = 0,110. lXi

(
(00 A3

)

}
(?Re)-O,l.

Ri V A O!i

In Formel (68) ist D' aus Formel (25) entnommen sowie die Relation (35) berücksichtigt.
Wenn man realistische Werte in folgendem Bereich berücksichtigt (0,05 < O!i < 0,10
wurde schon erwähnt): 3 < '1 < 4; c~J < (00 < ;1~J; 5cm < A < 15cm; ?Re~ 106, so
ergibt sich, daß für den Parameter 6. ein Wertebereich 1 < 6. < 10 in Frage kommt.

Denkt man ferner an die realistischen Daten: 0,5 < Cpmin < 2,0 sowie 5~ < Uoo <
15~; 3 . 1O-4cm < Roo < 3 . 1O-3cm, so erhält man für den Parameter ~ einen

Pmtn

Wertebereich: 0,01 < ~ < 4. Die Abb. 9 zeigt den sich aus Formel (31) ergebenden
Pmln

Zusammenhang zwischen CO"vi und ~oo in Abhängigkeit vom Parameter~. In Abb. 10
Pmln 0 Pm,n

(68)

1Diese Daten und Hinweise verdanke ich einer persönlichen Mitteilung von DR. A. P. KELLER
(vgl. auch [Kel92, S. 122]).
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ist der Verlauf des Quotienten (38) unter Berücksichtigung der co-vi -Werte aus GI. (31)
Pmln

in Abhängigkeit von ~ dargestellt.

In Formel (37) tritt der Wert ~";' = (aa";')} auf. Der für dieses Verhältnis auftre-
tende Wertebereich liegt praktisch zwischen 0,01 und 0,10. Testrechnungen haben ge-
zeigt, daß der Wert ~";' nur geringen Einfluß in Formel (37) ausübt. Dies erkennt man

auch daran, daß in der Näherungsformel (39) das Verhältnis ~oo ganz herausgefallen
ist. Wir beschränken uns daher für die Auswertung von Formel (37) auf den mittleren
Wert ~";' = 0,03. Beispiele für die so mit Formel (37) ausgeführte Berechnung des Dif-
fusionsparameters ß in Abhängigkeit von ~ findet man in Abb. 11. Die nachfolgende

Abb. 12 zeigt das Ergebnis der Elimination von ~ (dies ist ja! nur eine pysikalische
Hilfsgröße) aus GI. (31) und (37). Oder anders gesagt: Abb. 12 stellt eine Kombination
der Abb. 9 und 11 dar. Sie zeigt die gesuchte Abhängigkeit des Wertes Co-Vi von dem

Pmr.n
durch GI. (68) definierten Diffusionsparameter ß.

Bei der Betrachtung von Abb. 9 gemäß Formel (31) fallen zunächst die für ~ = 1 -

0,05 unrealistisch hoch erscheinenden Werte co-vi ~ 6,5 auf. Hierzu ist zu bemerken, daß
Pmin

ein Wert ~ = 0,95 nach Formel (28) ohne den Einfluß der Kapillarspannung bedeuten
müßte, daß der Zuströmdruck Poo nur wenig über dem Minimaldruck im Spizenwirbel Pmin
liegen würde. Letzteres ist nur bei einem unrealistisch großen Wirbelkernradius möglich.
Mit anderen Worten: Werte ~ = 1- ß mit ß2 «:: 1 haben allenfalls Bedeutung, wenn ein

sehr großer Einfluß der Kapillarspannung besteht, nämlich für Werte 4~ vergleichbar
P,ntn

mit 1. Letzteres erkennt man, wenn ein Ansatz der Form ~: = 1 - ß mit ß2 «:: 1 in
Formel (31) eingesetzt wird. Nach elementarer Umformung ergibt sich

1 45IJvi , 3"

Cpmin
,

3ß
-

Cpmin '

und daraus folgt die eben genannte Abschätzung. Weiter ist natürlich verständlich, daß
hohe Werte co-vi nur bei entsprechend großen Diffusionsparametern ß möglich sind, wie

Pmln

dies aus Abb. 12 hervorgeht.
Praktische Bedeutung hat vor allem der Wertebereich ~: < 0,85. Man erkennt, daß

durch turbulente Diffusion der Beiwert O'vides Kavitationseinsatzes den Cpmin-Wert ganz
wesentlich überschreiten kann. Aus Experimenten von ARNDT und Mitarbeitern [Arn92],
[Arn91] sind Werte co-vi ~ 2 für Wasser ohne Zugspannungen bekannt. Auch ältere

Pm1n

Experimente zeigen meist Werte co-v, > 1 [BiI79].
Pmln

Der aus Abb. 12 hervorgehende Einfluß des Sättigungsgrades Coo der Zuströmung
entspricht in seiner Tendenz den Erwartungen. Man erkennt, daß selbst untersättigtes
Wasser mit Coo < 1 noch zu deutlich über 1 liegenden c<Jvi-Werten führen kann.

Pmln
Es bedarf kaum eines Hinweises darauf, daß diese erheblichen Einflüsse des Sättigungs-

grades nur durch Turbulenz und den dadurch bedingten turbulenten Diffusionsbeiwertes

D' möglch sind. Molekulare Diffusion mit dem um Größenordnungen kleineren Dif-
fusionsparameter D ist für den Kavitationseinsatz vollkommen bedeutungslos.

Die vorgelegte Theorie basiert somit entscheidend auf zwei durch Experimente noch
nicht genau genug erforschten Parametern, einmal dem turbulenten Diffusionsbeiwert D'
und zum anderen dem C p . -Wert des Sp itzenwirbels.mm
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Ältere Untersuchungen haben sich meist damit begnügt, den Cpmm-Wert durch den
beobachteten Kavitationseinsatz, also durch die Relation O"vi~ Cpmin festzulegen [Isa92].
Dies reicht für künftige Arbeiten nicht aus, weil gerade der Unterschied zwischen beiden
Beiwerten wesentlich ist. Notwendig erscheint eine Messung des Abstandes rk (sog. Kern-
radius) vom Zentrum des Wirbelkerns, an dem die Umfangsgeschwindigkeit im Bereich
des Spitzenwirbels ihren Maximalwert erreicht, sowie dieses Maximalwertes selbst. Damit
würden zuverlässige Aussagen über den Cpmm-Wert möglich [Isa92]. Einige Messungen
dieser Art findet man bei ARNDT und Mitarbeitern [Arn92], [Arn91], jedoch reichen die
veröffentlichten Daten noch nicht zu klaren Aussagen.
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A Bestimmung der zur instabilen Blasenaufweitung erforder-
lichen Mindestspannung

Eine zusätzliche nützliche Information liefert die zur instabilen Aufweitung der Blasen
erforderliche Mindestzugspannung

pv - P:in'

Dieser Wert kann nämlich zur Kontrolle der in Abschnitt 4 durchgeführten Aufweitungs-
berechnung verwendet werden; denn wie man leicht einsieht muß gelten

*Pv - Pm in < l'- ,
Pv - Pmin

C '. - O"vi < 1Pm.n _.
C . - 0"vi

Pmtn

(69)

Wie aus den Grundlagen der Blasendynamik bekannt ist (vgI. [Isa89, Kapitel 7]), ist der
Wert Pmin = P~in zunächst durch die Bedingung ;~ = 0 bestimmt. Das bedeutet nach
Formel (53)

Q** ( "00 ". ) )0=- e-a;;--e-a;;- (C*. --0"'-Pmtn V1.
Qoo

[

2

]

Q* 3' Q*-35
(Qoo)

- 1 + (O"vi + 25) In
Qoo'

(70)

In Formel (70) bedeutet Q* den zu CP~in gehörenden Q- Wert. Für den gesuchten Grenz-
wert P~in muß zusätzlich auch die Ableitung von GI. (70) nach Q* verschwinden. Dies.

ergibt die weitere Beziehung

(~ )
}

= :5e+~~
,

[
1- (1 + O"ui ) (Qoo )

}

]
.

Qoo Cp . O"Vt 25 Q*
mm

(71)

Da
Qoo

~ 1,
Q*

(72)

angenommen werden kann, läßt sich Formel (71) iterativ auflösen. Mit der AbkÜrzung

C* . - O"vi Pu - P~in()

= Pmm
= 20"H -

25
Roo

(73)

erhalten wir aus (71)

(Q* )
} 1 "00 1

[ (
0" vi ) 2

]Qoo
= nea;;-i13" 1- 1 +

25
n .

Unter Ausnutzung der Bedingung (72) kann auch Formel (70) noch vereinfacht werden;
u. a. lassen sich die Exponentialfunktionen durch die ersten Glieder ihrer Reihen ersetzen.

(74)
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Die so vereinfachte Relation (70) lautet:

( a* )
}

[

1 a* a=
]

(C'*
.) _- 1 . -aV1 -

aoo 2 aoo a**
Pmm

[

2

]

2
aOO ~ aOO ~ aOO

= 35 1 - (-;:- ) + (avi+ 25) ( -;:-) In-;:-.
(75)

Wir tragen nun den (~)-Wert aus GI. (74) in Formel (75) ein; dabei wird in allen Termen
Ooc

von minderer Bedeutung lediglich
a* 1

Q= ~p

gesetzt. Mit der Abkürzung

(
000

)
- 000

o = 1 - ~ e 0..,,3o 203

ergibt sich so die gesuchte Endformel für Pv - p:nin, nämlich

(76)

02 =
(3 ;- 2 . 00 )5

,
3(avi + 25) In n + 35 - Oa(avi+ 25)

(77)

die leicht iterativ aufgelöst werden kann. Aus Formel (77) kürzt sich im Übrigen der
Staudruck ~U~ heraus; man hat dann gleichbedeutend:

(3 - 20 ) . ...!!...-.
2 a Rooo =

( 1 1 0)( -L 2a) ~a'3 n n - a Poo - Pv I Roc + Roc

(78)

Wie es auch sein muß, ist in Formel (77) im Grenzwert aoo -+ 0 der Fall der Einzelblasea..
enthalten. Die entsprechende Formel läßt sich natürlich auch direkt aus der klassischen
Blasendynamik gewinnen.

In Abb. 13 ist der Wert (Pv - p:nin) in Abhängigkeit vom Keimradius Re<.'der Zu-
strömung dargestellt. Man erkennt, daß der in aoo enthaltene Einfluß der Umgebangsbla-a..
sen nur gering ist.
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