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Graphen

Die Graphentheorie ist ein wichtiges Instrument, um komplexe Probleme in
unterschiedlichen Wissenschaftsbereichen zu bearbeiten. Der interdisziplinére
Charakter der Graphentheorie rithrt von der Struktur von Graphen her. Gra-
phentheorie ist immer dann anwendbar, wenn ein Problem zu untersuchen ist,
in dem Paare von Objekten in Relation stehen. Beispiele hierfiir sind Wege-
netze, elektrische Netzwerke und Flussdiagramme. In diesem Kapitel werden
die Grundbegriffe der Graphentheorie erortert.

21.1 Grundbegriffe

Ein Graph ist ein Paar G = (V, E), bestehend aus einer nichtleeren Menge
V und einer Menge E von 2-Teilmengen von V. Die Elemente von V heiflen
Knoten und die Elemente von E Kanten. Eine Kante e = {u,v} wird auch
als ein Wort e = uv (oder e = vu) geschrieben. Liegt eine Kante e = uv vor,
dann inzidieren v und v mit e, v und v sind adjazent (oder direkt verbunden)
und v und v bilden die Endknoten von e.

Im Folgenden werden nur endliche Graphen betrachtet, also Graphen mit
endlicher Knotenmenge. Die Anzahl der Knoten eines Graphen G heifit Ord-
nung von G und die Anzahl der Kanten von G heifit Grdfie von G.

Ein Graph kann durch ein Diagramm dargestellt werden, in dem die Kno-
ten durch Punkte der Zeichenebene und die Kanten durch stetige Streckenziige
repriasentiert werden.

Beispiel 21.1. Der Graph G mit der Knotenmenge V' = {v1,...,v4} und
der Kantenmenge E = {v1v3, 0203, V204, 0304} wird durch das Diagramm in
Abb. 21.1 dargestellt.

Ein Graph G = (V, E) hat weder Schlingen noch Mehrfachkanten. Schlin-
gen sind 1-Teilmengen von V, also Kanten, die nur mit einem Knoten in-
zidieren. Mehrfachkanten sind Multimengen von 2-Teilmengen von V', also
mehrfache Verbindungen zwischen zwei Knoten.
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Abb. 21.1. Ein Diagramm des Graphen in 21.1.

Sei G = (V,E) ein Graph. Die Anzahl der mit einem Knoten v € V
inzidierenden Kanten wird der Grad von v genannt und mit d(v) bezeichnet.
Ist d(v) = 0, so heiit v isoliert. Haben alle Knoten in G den gleichen Grad k,
so wird G als k-requldr bezeichnet.

Satz 21.2. (Handschlagslemma) Fliir jeden Graphen G = (V, E) gilt
> d(v) =2|E|. (21.1)

veV
Beweis. Jede Kante wird in der Summe auf der linken Seite zweimal gezahlt,
je einmal fiir jeden inzidierenden Knoten. a

Korollar 21.3. In jedem Graphen ist die Anzahl der Knoten mit ungeradem
Grad stets gerade.

Beweis. Nach dem Handschlagslemma ist die Summe aller Grade gerade.
Durch Subtrahieren der Summe aller geraden Grade ergibt sich eine gerade
Zahl, die die Summe aller ungeraden Grade darstellt. Also muss die Summe
aller ungeraden Grade eine gerade Anzahl von Summanden haben. a

Beispiel 21.4. Konnen 333 Telefone so zusammengeschaltet werden, dass jedes
Telefon mit drei Telefonen direkt verbunden ist? Die Antwort ist zu verneinen,
denn die Summe der Grade des Telefonnetzes wire ungerade (333 - 3).

Die Gradfolge eines Graphen G ist die absteigend sortierte Folge der Gra-
de aller Knoten in G. Beispielweise hat der Graph in Abb. 21.1 die Gradfol-
ge (3,2,2,1). Umgekehrt gehort nicht zu jeder absteigenden Folge natiirli-
cher Zahlen ein Graph. Etwa gibt es keinen Graphen mit der Gradfolge
(5,3,2,2,2,1), denn die Summe der Grade ist ungerade.

Teilgraphen

Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Teilgraph von G ist ein Graph G’ = (V' E’)
mit V' C V und E’ C E. Ein Teilgraph G’ von G kann als der von seiner
Kantenmenge E’ induzierte Teilgraph von G angesehen werden. Ein Teilgraph
G’ von G wird als der durch seine Knotenmenge V' induzierte Teilgraph von
G bezeichnet, wenn jede Kante in G, die zwei Knoten in G’ verbindet, zu G’
gehort.

Beispiel 21.5. In Abb. 21.2 ist ein Graph G mitsamt zweier seiner Teilgraphen
G1 und G2 dargestellt. Der Teilgraph G2 wird von der Knotenmenge {b, ¢, d}
induziert, der Teilgraph G nicht.
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Abb. 21.2. Ein Graph G mit zwei Teilgraphen.

Isomorphismen

Seien G = (V,E) und G’ = (V’, E’) Graphen. Eine Abbildung ¢ : V. — V'
heift ein Isomorphismus von G auf G’, wenn ¢ bijektiv ist und fiir alle u,v € V
gilt uv € E genau dann, wenn ¢(u)p(v) € E’. Zwei Graphen G und G’ heifien
isomorph, wenn es einen Isomorphismus von G auf G’ gibt.

Beispiel 21.6. Die beiden Graphen in Abb. 21.3 sind isomorph, denn ein Iso-
morphismus ist durch ¢(a) = 1, ¢(b) = 2, ¢(c) = 3 und ¢(d) = 4 gegeben.

Abb. 21.3. Zwei isomorphe Graphen.

Isomorphe Graphen haben gleiche Knotenanzahl (Ordnung), Kantenanzahl
(Grofle) und Gradfolge. Anders ausgedriickt sind zwei Graphen nicht iso-
morph, wenn sie unterschiedliche Ordnung, Gréfle oder Gradfolge haben. Es
gibt nichtisomorphe Graphen mit gleicher Gradfolge (Abb. 21.4).

Abb. 21.4. Zwei nichtisomorphe Graphen mit gleicher Gradfolge.

Sei G ein Graph. Ein Isomorphismus von G auf G wird auch ein Automor-
phismus von G genannt.

Satz 21.7. Die Menge aller Automorphismen eines Graphen bildet unter
Komposition eine Gruppe.
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Die Gruppe aller Automorphismen von G wird die Automorphismengruppe
von G genannt und mit Aut(G) bezeichnet.

Beispiel 21.8. Die Automorphismengruppe eines Quadrats (Abb. 21.5) ist
nach 15.30 die Diedergruppe Dy, bestehend aus vier Drehungen id, (1234),
(1234)2 = (13)(24), (1234)3 = (1432) und vier Spiegelungen (12)(34), (14)(23),
(13), (24).

1 2

Abb. 21.5. Ein Quadrat.

21.2 Wege, Kreise und Zusammenhang

Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Folge W = (vg,...,v;) von Knoten v; € V
heifit ein Weg in G, wenn fiir alle ¢, 1 <17 < k, gilt v;_1v; € E. Der Knoten
vg ist der Startknoten und der Knoten vy der Endknoten von W. Die Ldnge
von W ist n, die Anzahl seiner Kanten. Ein Weg W heifit einfach, wenn W
keinen Knoten mehrfach enthélt.

Beispiel 21.9. Der Graph in Abb. 21.6 enthélt etwa die einfachen Wege
(s,a,d,g, f,i,t) und (s,a,b,e, h,i,t) der Linge 6.

c h i t
b e f
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Abb. 21.6. Ein Wegenetz.

Ein Kreis in G ist ein Weg in G, in dem Start- und Endknoten identisch
sind. Ein Kreis heifit einfach, wenn er (vom Start- und Endknoten abgesehen)
keinen Knoten mehrfach enthélt. Eine hin und zuriick durchlaufene Kante uv
ergibt einen einfachen Kreis (u,v,u) der Linge 2.

Beispiel 21.10. Der Graph in Abb. 21.6 besitzt etwa die einfachen Kreise
(a,b,c,h,e,d,a) und (a,b,e, f,g,d,a) der Linge 6.
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Zusammenhang

Sei G = (V, E) ein Graph. Zwei Knoten u, v € V heiflen verbunden in G, kurz
u =g v, wenn u = v oder es einen Weg von u nach v gibt. Sind je zwei Knoten
in G verbunden, so heiflit G zusammenhdngend.

Lemma 21.11. Sei G = (V, E) ein Graph. Die Verbindbarkeit =¢ in G ist
eine Aquivalenz auf V.

Die Aquivalenzklassen der Verbindbarkeit bilden nach Satz 5.5 eine Parti-
tion von V. Die von den Aquivalenzklassen aufgespannten Teilgraphen heiflen
Komponenten von G. Ist G zusammenhéngend, so existiert nur eine Kompo-
nente.

Beispiel 21.12. Der Graph in Abb. 21.7 besteht aus zwei Komponenten, die
von den Aquivalenzklassen {a, b} und {c, d, e} aufgespannt werden.

d!—<e
C

Abb. 21.7. Ein Graph mit zwei Komponenten.

b

a

Satz 21.13. Sei G = (V, E) ein zusammenhdingender Graph und e € E eine
auf einem einfachen Kreis in G liegende Kante. Der durch Streichen von e
entstehende Teilgraph von G ist ebenfalls zusammenhdngend.

Beweis. Es bezeichne G’ den durch Streichen von e entstehenden Teilgraphen
von G. Seien u,v € V. Da G zusammenhéngend ist, gibt es einen Weg W in
G von u nach v. Benutzt der Weg die Kante e nicht, so ist W auch ein Weg
in G’. Andernfalls kann W so abgeiindert werden, dass anstatt der Kante e
der Rest des Kreises benutzt werden, auf dem e nach Voraussetzung liegt. O

Abstinde

Sei G = (V, E) ein Graph. Fiir je zwei Knoten u,v € V wird der Abstand
de(u,v) zwischen u und v in G definiert durch

0 wenn u = v,
de(u,v) = ¢ oo wenn v und v nicht verbunden, (21.2)
! wenn [ minimale Lange eines Weges in G von w nach v.

Satz 21.14. Ist G ein Graph, dann definiert der Abstand dg eine Metrik
auf G.

Beweis. Wir zeigen nur die Dreiecksungleichung. Seien u,v,w € V. Aus
kiirzesten Wegen zwischen v und v sowie v und w entsteht ein Weg der Lénge
de(u,v)+de(v, w) zwischen u und w. Fiir den kiirzesten Weg zwischen « und
w gilt definitionsgemiB dg (u, w) < dg(u,v) + dg (v, w). O
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Ein Graph heifit kreisfrei, wenn er keinen einfachen Kreis der Linge > 3 be-
sitzt. Einfache Kreise der Léange 2 werden durch hin und zuriick durchlaufene
Kanten beschrieben und existieren in jedem Graphen mit wenigstens einer
Kante. Ein kreisfreier Graph heifit ein Wald. Ein zusammenhéngender Wald
heiBt ein Baum (Abb. 21.8).

Abb. 21.8. Ein Wald mit zwei Baumen.

Satz 21.15. Ein Baum enthdlt mindestens zwei Knoten vom Grad 1.

Beweis. Sei G ein Graph. Seien Knoten u und v in G so gewéhlt, dass der
Abstand dg(u, v) maximal ist. Sei W = (u,vy,...,v5_1,v) ein kiirzester Weg
in G von u nach v. Angenommen, u hétte neben v; noch einen weiteren
adjazenten Knoten w. Dann gilt nach Voraussetzung dg(w,v) < dg(u,v).
Also gibt es einen kiirzesten Weg von w nach v, der nicht durch u fiihrt.
Folglich gibt es widerspriichlicherweise einen einfachen Kreis der Linge > 3
in G. Somit hat u den Grad 1 und aus Symmetriegriinden auch v. O

Satz 21.16. Fir jeden Baum G = (V, E) gilt |E| =|V]| — 1.

Beweis. Der Fall |V| =1 ist klar. Sei G ein Baum mit |V| > 1 Knoten. Nach
Satz 21.15 existiert in G ein Knoten v vom Grad 1. Durch Streichen von v
entsteht ein Teilgraph G’ = (V’, E’) von G, der wiederum ein Baum ist. Mit
der Induktionsannahme ergibt sich 1 = |V/| — |E'| = (|[V|-1) = (|E| - 1) =
VI-|E|. O

Sei G = (V,E) ein Graph. Ein Spannbaum oder Geriist von G ist ein
Teilgraph von G, der Baum ist und jeden Knoten von G enthilt (Abb. 21.9).

Satz 21.17. Jeder zusammenhdngende Graph hat einen Spannbaum.

Beweis. Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Im Falle |E| = 1 ist
die Aussage richtig. Sei |E| > 1. Ist G ein Baum, dann ist G sein eigener
Spannbaum. Andernfalls gibt es einen einfachen Kreis in G. In diesem Kreis
wird eine beliebige Kante gestrichen. Der dadurch entstehende Teilgraphen
G’ von G hat |E| — 1 Kanten und ist nach Satz 21.13 zusammenhéingend.
Also hat G’ nach Induktionsannahme einen Spannbaum. Dieser Spannbaum
ist auch ein Spannbaum von G. O
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Abb. 21.9. Ein Spannbaum fiir den Graphen in Abb. 21.6.

Satz 21.18. Fin zusammenhdingender Graph G = (V, E) ist ein Baum genau
dann, wenn |E| = |V|—1.

Beweis. Sei |E| = |V| — 1. Angenommen, G wire kein Baum. Dann gibt
es einen einfachen Kreis in G. In diesem Kreis wird eine beliebige Kante
herausgenommen. Der daraus resultierende Teilgraph G’ = (V,E’) von G

ist nach Satz 21.13 zusammenhéingend. Fiir die Kantenmenge von G’ gilt
|E'| < |V]—1. Andererseits enthélt G’ nach den Sdtzen 21.16 und 21.17 einen
Spannbaum mit |V| — 1 Kanten, dessen Kanten widerspriichlicherweise in E’
liegen. Die Umkehrung ist nach Satz 21.16 bereits bewiesen. O

Eine Kante e eines Graphen G heifit eine Briicke oder ein Isthmus von G,
wenn G durch Streichen von e in zwei Komponenten zerfillt. Beispielsweise
besitzt der Graph in Abb. 21.1 als einzige Briicke die Kante v vs.

Bipartite Graphen

Ein Graph G = (V, E) heifit bipartit, wenn es eine 2-Partition von V in Teil-
mengen V) und V5 gibt, so dass jede Kante in G einen Endknoten in V; und

einen Endknoten in [/ 2 hal .
dm
a b (&

Abb. 21.10. Ein bipartiter Graph mit der 2-Partition {{a, b, c},{d, e}}.

Satz 21.19. Fin zusammenhdngender Graph G ist bipartit genau dann, wenn
G keinen Kreis von ungerader Linge enthdlt.

Beweis. Sei G = (V,E) bipartit mit der 2-Partition {V;,V2}. Sei K =
(vo,v1,...,vk) ein Kreis in G. O.B.d.A. sei vg € V;. Dann folgt v; € Vb,
vy € V1, vg € Vo usw. Also ist vy, = vy € V4. Somit hat K gerade Léange.
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Umgekehrt enthalte G keinen Kreis von ungerader Linge. Sei v € V. Wir
definieren

Vi={ueV|dg(v,u) =1mod2}

und
Vo ={ueV|dg(v,u) =0mod2}.

Es ist klar, dass {V4,V2} eine 2-Partition von V ist. Angenommen, es géibe
eine Kante uw in G mit u,v € V4. Dann gibt es einen Kreis, bestehend aus
der Kante uw, einem Weg der Linge dg(w,v) von w nach v und einem Weg
der Linge dg(v,u) von v nach u. Dieser Kreis hat die Linge 1 + dg(w,v) +
de(v,u), die nach Voraussetzung widerspriichlicherweise ungerade ist. Analog
wird gezeigt, dass es keine Kante wv in G gibt mit u,v € Va. O

21.3 Planare Graphen

Ein Graph heifit planar, wenn er ein Diagramm besitzt, das kreuzungsfrei in
die Ebene gezeichnet werden kann. Ein solches Diagramm wird eben genannt.
Ein ebenes Diagramm teilt die Zeichenebene in Flichen oder Gebiete, wobei
die gezeichneten Kanten als begrenzende Linien aufgefasst werden.

Beispiel 21.20. Das Hexaeder besitzt ein ebenes Diagramm, das die Zeichene-
bene in sechs Flichen teilt (Abb. 21.11). Das aufierhalb des ebenen Diagramms

liegende Gebiet zdhlt ebenfalls hinzu.

Abb. 21.11. Ein Hexaeder und ein ebenes Diagramm des Hexaeders (mit den
Fliachen A, ..., F).

Satz 21.21. (Eulersche Polyederformel) Fiir jedes ebene Diagramm eines
zusammenhdngenden Graphen G mit n Knoten, m Kanten und f Flichen gilt

n—m+f=2 (21.3)
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Beweis. Im Falle f = 1 besitzt G ein ebenes Diagramm mit einer Fldche. Also
ist G kreisfrei, mithin ein Baum. Nach Satz 21.16 gilt m = n — 1, woraus die
Behauptung folgt.

Sei f > 2. Dann enthilt G mindestens einen einfachen Kreis. Wird eine
auf diesem Kreis liegende Kante gestrichen, so hat der entstehende Graph G’
nur mehr m — 1 Kanten und f — 1 Fliachen. Fiir den Teilgraphen G’ gilt nach
Induktionsannahme n — (m — 1) 4+ (f — 1) = 2, mithin n —m + f = 2. O

Satz 21.22. Fin planarer zusammenhdngender Graph G mit n > 3 Knoten
hat héchstens 3n — 6 Kanten.

Beweis. Sei D ein ebenes Diagramm von G = (V, E) und F' die Menge aller
Fléchen in D. Wir betrachten eine Relation R zwischen Kanten und Fliche. Es
sei eRf, wenn in D die Kante e die Fliche f berandet. Jede Kante berandet
hochstens zwei Flichen und jede Fliche wird von mindestens drei Kanten
berandet. Mit dem Prinzip der doppelten Abzihlung folgt 3| F/| < 2|E|. Daraus
erhellt sich anhand der eulerschen Polyederformel |E| < 3n — 6. O

Ein Graph G heif3t vollstindig, wenn je zwei Knoten in G adjazent sind.
Ein vollstdndiger Graph mit n Knoten hat (g) Kanten und wird mit K,
bezeichnet (Abb. 21.12). Der kleinste nichtplanare vollstdndige Graph ist der
K5. Denn dieser Graph hat 10 Kanten, wihrend jeder planare Graph mit fiinf
Knoten nach Satz 21.22 hochstens 3 -5 — 6 = 9 Kanten besitzt. Der Umfang

Abb. 21.12. Die ersten fiinf vollstdndigen Graphen Ki,..., Ks.

eines Graphen G ist die Linge eines kiirzesten einfachen Kreises in G. Der
Umfang eines kreisfreien Graphen wird als co definiert.

Satz 21.23. Fin planarer zusammenhdngender Graph G mit n > 3 Knoten
und Umfang g > 3 hat hochstens max{g(n —2)/(g — 2),n — 1} Kanten.

Beweis. Ist G kreisfrei, dann ist ¢ > n und das Maximum ist |E| < n — 1,
was nach Satz 21.18 richtig ist. Andernfalls ist g < n. Wir unterscheiden zwei
Fille. Erstens besitze G eine Briicke. Dann zerfillt G durch Streichen der
Briicke in Komponenten G; und G5. Die Komponente G; besitze n; Knoten
und m; Kanten. Mit der Induktionsannahme folgt

m=mi+ms+1
< max{g(n1 —2)/(g — 2),m — 1} + max{g(n2 — 2)/(g — 2),n2 — 1}
< max{g(n —2)/(g —2),n —1}.
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Zweitens sei G briickenfrei. Bezeichnet f; die Anzahl der Flichen in G, die
von ¢ Kanten berandet werden, dann gilt

2m:Zifi=ZifiZngi=gf-

129 i>g

Mit der eulerschen Polyederformel folgt
2
m+2=n+f<n+-m,
g

woraus sich m < g(n —2)/(g — 2) ergibt. O

Ein bipartiter Graph heifit vollstindig, wenn fiir die 2-Partition {V;, Va}
seiner Knotenmenge gilt, dass jeder Knoten in V; mit jedem Knoten in V5
verbunden ist. Ein vollstdndiger bipartiter Graph mit |Vi| = m und |Vz| =n
wird mit K,,, bezeichnet. Der vollstéindige bipartite Graph K33 ist nicht
planar (Abb. 21.13). Denn dieser Graph hat 9 Kanten, wihrend jeder planare
Graph mit sechs Knoten nach Satz 21.23 hochstens max{4(6 —2)/(4 —2),6 —
2} = 8 Kanten besitzt.

Abb. 21.13. Der bipartite Graph K3 3.

Wir stellen ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Planaritét
von Graphen auf. Eine Unterteilung eines Graphen G ist ein Graph, der aus G
durch sukzessives Anwenden folgender Operation entsteht: Wihle eine Kante
wv in G und ersetze diese durch einen Weg (u, w1, . .., wg, v), wobei die Knoten
w;, 1 < i < k, nicht in G vorkommen diirfen. Zwei Graphen und heiflen
homdéomorph, wenn sie Unterteilungen desselben Graphen sind (Abb. 21.14).

Abb. 21.14. Ein Graph und zwei Unterteilungen dieses Graphen.

Satz 21.24. (Kurt Kuratowski, 1896-1980) Ein Graph ist planar genau
dann, wenn er keinen zu Ks oder K33 homéomorphen Teilgraphen enthdlt.

Beispiel 21.25. Der Graph in Abb. 21.15 ist nicht planar, weil er einen zu K3 3
hom&omorphen Teilgraphen enthélt.
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Abb. 21.15. Ein nichtplanarer Graph, der eine Unterteilung von K3 3 enthailt.

21.4 Datenstrukturen und Algorithmen

Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {vy,...,v,}. Die Adjazenzmatriz von G
ist eine n x n-Matrix A(G) = (a;;) mit

1 falls v;v; € E,

% = {0 sonst. ’ (214)

Beispielsweise hat der Graph in Abb. 21.1 die Adjazenzmatrix

0010
0011
1101
0110

Satz 21.26. Sei A die Adjazenzmatrixz eines Graphen G. Der (i, j)-te Fintrag
der k-ten Potenz von A liefert die Anzahl der Wege in G der Linge k von v;
nach v;.

Beweis. Wir setzen AF = (agf)). Fir k = 1 ist die Aussage klar. Fir k > 1
gilt definitionsgemaf

n
(k+1) _ (k)
ai; = E Ay " Algs
=1

(k)
ij

von v; nach v; ist. Der Term )", az(.lk)alj beschreibt die Anzahl der Wege in
G der Lange k+ 1 von v; nach v;, die sich aus einem Weg der Lange k von v;
nach v; und einer Kante vjv; zusammensetzen, wobei {iber alle entsprechenden
Zwischenknoten summiert wird. Weitere Wege der Lénge k von v; nach v; gibt
es nicht. Damit ist die Aussage bewiesen. O

wobei a;.’ nach Induktionsannahme die Anzahl der Wege in G der Linge k

Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {vy,...,v,} und E = {e1,...,e,}. Die
Inzidenzmatriz von G ist eine n x m-Matrix B(G) = (b;;) mit

bi; = { 1 falls v; mit e; inzidiert, (21.5)

0 sonst.
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Beispielsweise hat der Graph in Abb. 21.1 die Inzidenzmatrix (e; = vqvs,
€2 = VU3, €3 = UV4, €4 = U3U4)

1000
0110
1101
0011

B =

Eine Inzidenzmatrix enthélt in jeder Spalte zwei Einsen und in jeder Zeile
soviele Einsen, wie der Grad des entsprechenden Knotens angibt.

Eine Vorstufe der Matrixdarstellung von Graphen ist die Darstellung durch
Listen. Eine Adjazenzliste eines Graphen G = (V, E) mit der Knotenmenge
V = {v1,...,v,} besteht aus Listen Ly,..., L,, wobei die Liste L; die mit
v; adjazenten Knoten enthélt. Der Graph in Abb. 21.1 wird durch folgende
Adjazenzliste dargestellt: Ly : vs, Lo : v3, vy, L3 : v1,v2,v4 und Ly : vg, v4.

Der Speicherbedarf (Anzahl von Speicherzellen) fiir einen Graphen G =
(V,E) hingt von der Datenstruktur ab, in der er gespeichert wird. Der
Speicherbedarf fiir eine Adjazenzmatrix ist O(|V|?), fiir eine Inzidenzmatrix
O(|V]|E|) und fiir eine Adjazenzliste O(|]V|+ |E|). Ein Algorithmus fiir einen
Graphen G muss wenigstens die Knoten und Kanten von G einlesen. Hierfiir
betrigt der Zeitbedarf (Anzahl von Rechenoperationen) O(|V| + |E|). Also
muss ein Graphalgorithmus mit linearem Zeitbedarf O(|V] + |E|) den Gra-
phen durch eine Adjazenzliste (oder eine dhnlich speicherplatzsparende Da-
tenstruktur) reprisentieren.

Wir stellen zwei Algorithmen vor, die einen Spannbaum eines Graphen
konstruieren. Sei G = (V, F) ein zusammenhiingender Graph, v* die Menge
der zu v € V adjazenten Knoten und vy € V fest gewdhlt. Der Algorith-
mus 21.1 benutzt eine Liste L, in der Elemente hinten anfiigt und vorne ent-
fernt werden. Die Knoten des Graphen werden in der Breite durchlaufen,
d. h., nach jedem Knoten werden zuerst alle seine adjazenten Knoten bear-
beitet. Dafiir verantwortlich ist die als Warteschlange (”first-in, first-out”)
organisierte Liste. Dieses Suchprinzip wird Breitensuche genannt.

Der Algorithmus 21.2 verwendet eine Liste L, die nur an einer Seite zugéang-
lich ist. Die Knoten des Graphen werden in der Tiefe durchlaufen, d. h., nach
jedem Knoten werden jeweils die adjazenten Knoten seiner adjazenten Knoten
bearbeitet. Dafiir sorgt die als Stapelspeicher (”last-in, first-out”) organisierte
Liste. Dieses Suchprinzip wird als Tiefensuche bezeichnet. Wird der Graph
durch eine Adjazenzliste dargestellt, dann ist die Laufzeit beider Algorith-
men O(|V| + |E]). Denn in beiden Fillen wird die Adjazenzliste je einmal
abgearbeitet (Abb. 21.16).
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Algorithmus 21.1 BREITENSUCHE(G)
Eingabe: Graph G = (V, E)

Ausgabe: Folge aller Knoten in G.

1: wéhle Startknoten vo € V

2: L := {w}

3: V' = {wo}

4: B =0

5: while L # 0 do
6

7

8

entferne den ersten Knoten v aus L

print v
for all w € v™ und w war noch nicht in L do
9: if w¢ V' then
10: V' = V' U {w}
11: E' = E'"U {vw}
12: fige w am Ende von L ein
13: end if
14:  end for

15: end while

Algorithmus 21.2 TIEFENSUCHE(G)
Eingabe: Graph G = (V, E)
Ausgabe: Folge aller Knoten in G.

1: wahle Startknoten vo € V'

2: L := {wo}

3: V' = {wo}

4: B =0

5: while L # () do

6: v € L sei oberstes Listenelement
7 if es gibt w € v und w war noch nicht in L then
8: flige w in L ein

9: V= Vu{w}

10: E' = E'U{vw}

11: else

12: entferne v aus L

13: print v

14: end if

15: end while

Abb. 21.16. Ein Graph und zwei Spannbdume des Graphen, der erste wird durch
Breitensuche, der zweite durch Tiefensuche erhalten, wobei jeweils der kleinste Kno-
ten zuerst ausgewahlt wird.
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Selbsttestaufgaben

21.1. Beweise das Handschlagslemma mithilfe des Prinzips der doppelten Abzih-
lung.

21.2. Gibt es einen Graphen mit der Gradfolge (3,2,2,2)?
21.3. Welche Gestalt hat ein zusammenhéngender 2-regulérer Graph?

21.4. Zeichne einen Graphen, dessen Knoten die 2-Teilmengen von 5 sind und zwei
Knoten durch eine Kante verbunden werden, wenn die zugehorigen 2-Teilmengen
disjunkt sind. Dieser Graph wird Petersen-Graph genannt. Ist der Petersen-Graph
planar?

21.5. Ein Baum habe drei Knoten vom Grad 3 und vier Knoten vom Grad 2. Die
iibrigen Knoten seien vom Grad 1. Wie viele Knoten vom Grad 1 gibt es?

21.6. Schneide aus einem Schachbrett die beiden diagonal gegeniiberliegenden Fel-
der heraus. Kann dieses Brett (aus 62 Feldern) mit Dominosteinen, je zwei Felder
bedecken, vollsténdig tiberdecken?

21.7. Beweise den Satz 21.7.
21.8. Beweise das Lemma 21.11.

21.9. Gib einen unendlichen Graphen an, der zu einem seiner echten Teilgraphen
isomorph ist.

21.10. Welche der folgenden Graphen sind isomorph zueinander?

AT KX

21.11. Zeige, dass die Graphen in Abb. 21.4 nicht isomorph sind.
21.12. Zeichne Diagramme von allen Graphen mit vier Knoten

21.13. Sei G = (V,E) ein Graph. Das Komplement von G ist ein Graph G =
(V, E) mit der Kantenmenge E = (‘2/) \ E. Betrachte alle Graphen mit vier Knoten.
Welche dieser Graphen sind selbstkomplementdr, d. h., isomorph zu ihrem eigenen
Komplement?

21.14. Ermittle alle Spannbdume von Kj.

21.15. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Sei W, = ({0,1}", E) der Graph des n-
dimensionalen Wiirfels mit uv € E genau dann, wenn es genau ein i, 1 < i < n, gibt
mit u; # v;. Zeige, dass W, einen hamiltonschen Kreis enthélt.

21.16. Ein einfacher Kreis in einem Graphen G heifit eulersch, wenn der Weg jede
Kante von G enthélt. Ein Graph G heifit eulersch, wenn G einen eulerschen Kreis
besitzt. Zeige, dass ein Graph G eulersch ist genau dann, wenn jeder Knoten in G
geraden Grad aufweist.

21.17. Welche der Graphen K, und K, sind eulersch?

21.18. Spezifiziere einen Algorithmus, der einen Graphen daraufhin testet, ob er ein
Baum ist.
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Netzwerke

In diesem Kapitel werden grundlegende Algorithmen fiir Netzwerke préasen-
tiert. Hierbei geht es um die Konstruktion kiirzester Wege, minimaler Spann-
bdume, maximaler Fliisse, minimaler trennender Knoten- und Kantenmengen,
minimaler Knoteniiberdeckungen und maximaler oder vollstdndiger Paarun-
gen.

22.1 Kiirzeste Wege

In diesem Abschnitt werden Algorithmen vorgestellt, die in einem Wegenetz
kiirzeste Wege zwischen je zwei Knoten bzw. von einem Knoten zu allen an-
deren liefern.

Ein (gerichtetes) Wegenetz ist ein Paar (D, w), bestehend aus einem Di-
graphen D = (V, E) und einer Kostenfunktion w : £ — R auf den Kanten von
D. Die Linge eines gerichteten Weges W = (vp, ..., v) in D ist die Summe
der Kosten seiner Kanten

k-1
wW) =Y wvivig). (22.1)
i=0
Seien u,v € V. Ein kiirzester Weg in D von u nach v ist ein gerichteter Weg in
D von u nach v mit minimaler Liange. Fiir den Abstand zwischen den Knoten
eines Wegenetzes gilt

0 wenn u = v,
dp(u,v) = { oo wenn in D kein Weg von u nach v existiert, (22.2)
[ wenn | Lénge eines kiirzesten Weges in D von u nach v.

Satz 22.1. Ist (D,w) ein Wegenetz, dann definiert der Abstand dp eine Met-
rik.

Beispiel 22.2. Im Wegenetz von Abb. 22.1 ist (v, v2,v3,v4) ein kiirzester Weg
von v1 nach vy der Linge 6.
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Abb. 22.1. Ein Wegenetz.

Kiirzeste Wege zwischen je zwei Knoten

Zuerst behandeln wir einen Algorithmus von R. Floyd und S. Warshall, der in
einem Wegenetz die Absténde zwischen je zwei Knoten ermittelt. Dabei sind
negative Kantenbewertungen zugelassen, aber keine Kreise negativer Lénge.
Ein Kreis negativer Lénge kann némlich beliebig oft durchlaufen werden und
hat somit beliebig kleine Lénge. Sei (D, w) ein Wegenetz ohne Kreise negativer
Lénge. Die Knotenmenge des Wegenetzes sei mit V = {v1,...,v,} bezeichnet.

Algorithmus 22.1 FLOYD-WARSHALL(D, w)

Eingabe: Wegenetz (D,w) mit D = (V, E), V = {v1,...,vn}

Ausgabe: Kiirzeste Wege zwischen allen Knoten des Wegenetzes
1: fori=1ton do

2: for j=1tondo

3: if viv; € E then

4: dO (v, v;) = w(vivy)
5: else if v; = v; then

6: d (vi,v;) = 0

T else

8: dO (v;,v5) == oo

9: end if

10:  end for

11: end for

12: for k=1 ton do
13: for i =1ton do

14: for j =1tondo

15: d® (v;,v;) = min{d* = (v;,v;),d Y (vg, v1) + dFD (vg, v;)}
16: end for

17 end for

18: end for




22.1 Kiirzeste Wege 289

Satz 22.3. (Floyd-Warshall) Der Algorithmus 22.1 berechnet den Abstand
dp(vi,v;) = d™ (vi,v;) fir alle Knoten v;,v; in einem Wegenetz (D,w). Der
Zeitbedarf des Algorithmus’ ist O(|V|?).

Beweis. In jedem Durchlauf der dreifach geschachtelten Schleife wird eine Ab-
standsmatrix Dy, = (d® (v;,v;)) berechnet. Wir zeigen, dass d®) (v;,v;) die
Lénge eines kiirzesten Weges von v; nach v; ist, der nur vy, ..., v, benutzt
(von v; und v; abgesehen). Fiir k£ = 0 ist die Aussage klar. Sei & > 1. Wir
betrachten einen kiirzesten Weg in D von v; nach v;, der héchstens vy, ..., vy
benutzt. Wird vi nicht verwendet, dann hat dieser Weg nach Induktionsan-
nahme die Liange d* =V (v;,v;). Andernfalls setzt sich dieser Weg zusammen
aus einem Weg W1 von v; nach v, einem Weg W5 von vy, nach v und einem
Weg W3 von vy, nach v;, wobei Wi und W3 nur vy, ..., v5—1 benutzen. Da D
nach Voraussetzung keine Kreise negativer Lénge enthilt, ist die Lange dieses
Weges aus der Summe der Lingen von Wi und W3 gegeben. Somit gilt nach
Induktionsannahme d)(v;,v;) = d*= D (v;, vg) + d*V (vy,v;). Mit k = n
folgt die erste Behauptung. Fiir den Zeitbedarf ist die dreifach geschachtelte
Schleife mafigebend. O

Beispiel 22.4. Fiir das Wegenetz in Abb. 22.1 liefert FLOYD-WARSHALL fol-
gende erste und letzte Abstandsmatrizen:

0 3 600 03 56
oo 0 2 4 oo 0 23
Do = ocooo 0 1] Da = cooo 01
ocooocoo 0 00 00 00 0

Kiirzeste Wege von einem Knoten zu allen anderen

Abschlielend wird ein Algorithmus von E.W. Dijkstra vorgestellt, der in ei-
nem Wegenetz die Absténde zwischen einem festen Knoten und allen iibrigen
Knoten berechnet. Sei (D, w) ein Wegenetz, vy ein Knoten in D und fiir jede
Kante e gelte w(e) > 0.

Satz 22.5. (Dijkstra) Der Alg. 22.2 berechnet den Abstand dp(vo,v) = d(v)
von vo zu allen ibrigen Knoten v in einem Wegenetz (D,w). Der Zeitbedarf

des Algorithmus’ ist O(|V]?).

Beweis. Es gilt die folgende Schleifeninvariante:

e Fiir jeden Knoten v € S ist d(v) = dp(vo,v).
e Fiir jeden Knoten v € V'\ S ist d(v) die Linge eines kiirzesten Weges von
vo nach v, der nur Knoten in S benutzt (bis auf den Endknoten v).

Nach Terminierung ist S = V und somit die erste Aussage klar. Der Zeitbedarf
bestimmt sich aus der while-Schleife, die |V |-mal durchlaufen wird und in
jedem Durchlauf hichstens |V| Schritte erfordert. O
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Algorithmus 22.2 DUKSTRA(D,w, vg)

Eingabe: Wegenetz (D,w) mit D = (V, E) und Startknoten v € V
Ausgabe: Kiirzeste Wege von v zu allen anderen Knoten
d(Uo) =0
S =10
for allv € V' \ {vwo} do
d(v) := o0
end for
while S # V do
wéhle v € V' \ S mit d(v) = min{d(u) | u € V' \ S}
S = Su{v}
9: forallueV\Sdo
10: d(u) = min{d(u), d(v) + w(vu)}
11:  end for
12: end while

Beispiel 22.6. Fiir das Wegenetz in Abb. 22.1 mit dem Startknoten v liefert
DLIKSTRA zunichst S = 0, d(v1) = 0 und d(ve) = d(vs) = d(v4) = o0.
Im ersten Schritt ergibt sich S = {v1}, d(v1) = 0, d(ve) = 3, d(vs) = 6 und
d(v4) = co. Im zweiten Schritt erhalten wir S = {v1,v2}, d(v1) =0, d(v2) = 3,
d(vs) = 5 und d(v4) = 7. Im dritten Schitt berechnet sich S = {v1,v2,v3},
d(v1) =0, d(vz) = 3, d(vs) = 5, d(vs) = 6 und im letzten Schritt haben wir
S ={v1,va,vs,04}, d(v1) =0, d(v2) = 3, d(vs) =5, d(vsg) = 6.

22.2 Minimale Spannbidume

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus von J. Kruskal (1956) vorgestellt,
der fiir einen bewerteten Graphen einen Spannbaum mit minimalen Kosten
konstruiert.

Sei (G,w) ein Wegenetz, bestehend aus einem Graphen G = (V, E) und
einer Kostenfunktion w : F — R auf den Kanten von G. Die Kosten eines
Teilgraphen G’ = (V’, E’) von G sind die Summe der Kosten seiner Kanten

w(@) =" wle). (22.3)

ecE’

Ein minimaler Spannbaum eines Wegenetzes (G,w) ist ein Spannbaum von
G, der unter allen Spannbédumen von G minimale Kosten besitzt (Abb. 22.2).

Die Anzahl der Spannbiume eines Graphen ist so grof}, dass es sich lohnt,
nach guten Algorithmen zur Bestimmung minimaler Spannbdume zu suchen.

Satz 22.7. (Arthur Cayley, 1821-1895) Die Anzahl der Spannbiume des
vollstindigen Graphen K, ist n™ 2.
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V2 V2
3 4
V1 2 V4
U3
V2
3
V1 2 V4
1
U3

Abb. 22.2. Ein Wegenetz mit zwei Spannbdumen, der erste Spannbaum hat Kos-
ten 9 und der zweite Spannbaum hat minimale Kosten 6.

Beweis. Sei {v1,...,v,} die Knotenmenge von K,,. Sei A eine k-Teilmenge
von {v1,...,v,}. Sei T, die Anzahl der Wilder mit der Knotenmenge
{v1,...,v,}, die jeweils aus k Bidumen bestehen, sodass die Knoten von A
in jeweils unterschiedlichen Badumen liegen.

Sei A ={v1,...,v;}. Sei G ein Wald und sei der Knoten v; adjazent zu 4
Knoten. Wird der Knoten v; gestrichen, dann entstehen T}, ;—14; Wélder
mit A = {va,...,vx}. Es folgt

n—Fk
n—k
Tok =Y, < . )Tnl,km—. (22.4)

i
i=0
Setzen wir Ty o = 1 und 7}, = O fiir n > 0, dann ergibt sich mittels vollstéandi-
ger Induktion
Tpp = kn"F 1, (22.5)

Insbesondere ist T}, 1 = n"~2 die Anzahl der Spannbiume von K,,. O

Algorithmus von Kruskal

Satz 22.8. (Kruskal) Sei (G, w) ein Wegenetz auf einem zusammenhingen-
den Graphen G = (V, E). Der Algorithmus 22.3 berechnet einen minimalen
Spannbaum fiir das Wegenetz (G, w).

Um den Satz zu beweisen, wird ein Kriterium fiir die Minimalitdt von
Spannbdumen benétigt. MINSPANNBAUM hat die Laufzeit O(|E|log|E|) =
O(|E|log |V|), wenn die Kanten des Graphen geméifl ihrer Kosten vorsortiert
werden.

Beispiel 22.9. Fiir das Wegenetz in Abb. 22.2 liefert MINSPANNBAUM der Rei-
he nach die Kanten vsvy, vov3 und vyve. Der hiervon aufgespannte Spannbaum
ist minimal mit Kosten 6.
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Algorithmus 22.3 MINSPANNBAUM(G, w)
Eingabe: Wegenetz (G,w), G = (V, E) zusammenhéngend
Ausgabe: Kanten eines minimalen Spannbaums

1: B =0

2: while E # () do

3:  wihle e € E mit w(e) = min{w(e’) | ¢’ € E}

4: FE = E\{e}

5:  if aufgespannter Graph von E’ U {e} ist kreisfrei then
6: E' = E'U{e}

7:  end if

8 return E’

9: end while

Ein Kriterium fiir minimale Spannbidume

Sei (G,w) ein Wegenetz und G = (V, E) zusammenhéngend, sei G' = (V, E’)
ein Spannbaum von G. Fiigen wir in den Spannbaum eine Kante e = uwv €
E\ E’ ein, so enthilt der entstehende Teilgraph einen Kreis. Denn in G’ gibt
es zwischen u und v einen Weg, der zusammen mit der neuen Kante e einen
Kreis bildet. Die Kante e heifit eine Sehne von G’ und der mit e gebildete
Kreis K¢/ (e) Fundamentalkreis der Sehne e (Abb. 22.3).

V2 V2
G: G
U1 Vg U1 V4
V3 V3
V2 V2
Kgl (1}21}3) : Kgr(’l)zv4) :
V1 U1 V4
V3 (%]

Abb. 22.3. Ein Graph G mit einem Spannbaum G’ und Fundamentalkreisen
Kgr(v2v3) und Kgr(vavs).

Satz 22.10. Sei (G,w) ein Wegenetz und G zusammenhdingend. Ein Spann-
baum G’ von G ist minimal genau dann, wenn fir jede Sehne e von G’ gilt
w(e) > w(e’) fir alle Kanten €' in Kgi(e).

Beweis. Sei G’ minimal. Angenommen, es géibe eine Sehne e von G’ und eine
Kante ¢/ € Kg/(e) mit w(e) < w(e’). Wir streichen €’ aus G’ und fiigen e
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hinzu. Dadurch entsteht ein Spannbaum von G mit geringeren Kosten, was
der Voraussetzung widerspricht.

Umgekehrt sei w(e) > w(e’) fiir jede Sehne e von G’ und alle e’ € K¢ (e).
Sei Gy ein minimaler Spannbaum von G. Wir zeigen, dass G’ und Gq die
gleichen Kosten haben, also auch G’ minimal ist. Gehért jede Kante von Gy
auch zu G’, dann ist G’ = Gy. Andernfalls gibt es eine Kante e in Gy, die
nicht zu G’ gehért und somit eine Sehne von G’ ist. Durch Streichen von e
zerfillt Go in zwei Komponenten und durch Hinzunehmen einer Kante ¢’ des
Fundamentalkreises K¢ (e) entsteht ein Spannbaum G;. Da Gy minimal ist,
gilt w(e) < w(e’). Andererseits ist e eine Sehne von G’ und somit w(e) >
w(e’). Also ist w(e) = w(e’) und deshalb auch G; ein minimaler Spannbaum.
Allerdings hat G1 mit G’ eine Kante mehr gemeinsam als G. Mit vollstéandiger
Induktion folgt, dass auch G’ minimal ist. O

Abschlieflend wird der Satz 22.8 gezeigt.

Beweis. Der in MINSPANNBAUM berechnete Teilgraph G’ enthilt alle Knoten
von G, ist kreisfrei und zusammenhéngend, mithin ein Spannbaum von G.
Ferner werden im Algorithmus die Kanten so gewihlt, dass die Bedingung
fiir die Sehnen in Satz 22.10 erfiillt ist. Also ist der berechnete Spannbaum
minimal. a

22.3 Maximale Fliisse

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus von L.R. Ford und D.R. Fulkerson
(1956) vorgestellt, der fiir einen bewerteten Graphen einen maximalen Fluss
von einer Quelle zu einer Senke konstruiert.

Ein Flussnetz ist ein Quadrupel N = (D, k,q, s), bestehend aus einem
Digraphen D = (V, E), einer Kostenfunktion s : E — R, genannt Kapazitit,
und Knoten ¢ und s in D, sodass es einen gerichteten Weg in D von ¢ von
s gibt. Die von Quelle und Senke verschiedenen Knoten in D heiflen innere
Knoten (Abb. 22.4).

a 2 b
3 6
3
q 4 5 s
) 4
c 2 d

Abb. 22.4. Ein Flussnetz.
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Fliisse in Flussnetzen
Sei N = (D, k,q,s) ein Flussnetz. Ein Fluss auf N ist eine Kostenfunktion

f: E — R mit den folgenden Eigenschaften:

o f<k,d h., f(e) <k(e) fiir alle Kanten e € E.
e Fiir jeden inneren Knoten v € V gilt

Z flow) = Z f(uv). (22.6)

wevt uEv~

Die erste Bedingung besagt, dass der Fluss die Kapazitéit nicht iiberschrei-
ten darf. Die zweite Bedingung bedeutet, dass in jeden inneren Knoten so
viel herausflieft wie hineinflieit. Diese Bedingung wird in Anlehnung an ein
elektrotechnisches Analogon kirchhoffsche Bedingung genannt (Abb. 22.5).

Abb. 22.5. Ein Fluss auf dem Flussnetz von Abb. 22.4.

Lemma 22.11. Fir jeden Fluss f auf einem Flussnetz N = (D, k,q, s) gilt
Y flaw) = Y flug)= Y flus) = Y flsw). (22.7)
wegt ueEq™ uES™ west
Beweis. Es gilt
DD flow)y=3" > fluw),
veV wevt veV uev—

weil auf beiden Seiten iiber alle Kanten summiert wird. Daraus folgt mit dem
kirchhoffschen Gesetz

-y (z fow)— 3 f(uv)>

veV \wevt uEv
Z(Zﬂ%ZﬂM)
ve{q,s} \wevt uev—
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Die Zahl (22.7) wird Wert des Flusses f genannt und mit @(f) bezeichnet.
Sie charakterisiert den Gesamtfluss durch das Flussnetz. Ein Fluss f heifit
mazimal auf N, wenn fiir jeden Fluss f/ auf N gilt (') < &(f).

Schnitte in Flussnetzen

Sei N = (D, k,q,s) ein Flussnetz. Eine Teilmenge S von V heifit ein Schnitt
in NV, wenn S die Quelle ¢, aber nicht die Senke s enthélt. Die Kapazitdt eines
Schnitts .S in N ist die Zahl

k(S) = Z k(e). (22.8)
e—es
etes
Die Kapazitit eines Schnitts S ist die Summe der Kapazititen von Kanten,
deren Startknoten in S und deren Endknoten in S = V'\ S liegen. Ein Schnitt
S in N heifit minimal, wenn fiir jeden Schnitt S” in N gilt x(S) < x(S’). Ein
minimaler Schnitt existiert stets, da es nur endlich viele Schnitte in einem
Flussnetz gibt.

Beispiel 22.12. Fiir das Flussnetz in Abb. 22.4 sind einige Schnitte in folgender
Tabelle angegeben:

S |{a} {g,0} {g,0,¢} {q,a,¢,b}
k(S)] 8 11 5 11

Lemma 22.13. Sei N = (D, k,q, s) ein Flussnetz. Fir jeden Fluss f auf N
und jeden Schnitt S in N gilt

B(f) < K(S). (22.9)

Beweis. Es gilt
B(f)= > flgw)— > flug)

wegt ueq—

Z(ZﬂMZﬂM>

veS \wevt uev—

= Z flow) + Z flow) — Z fuv) — Z f(uv)
= Y few - Y fw)

< Z flow) < k(9).
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Lemma 22.14. In jedem Flussnetz N existiert ein maximaler Fluss.

Beweis. Nach Lemma 22.13 gilt fiir jeden Fluss f auf N

(f) < > Klvw).

vweE

Also ist der maximale Flusswert @ = sup{®(f) | f Fluss auf N} endlich. Ist
(fi) eine Folge von Fliissen mit dem Grenzwert lim; &(f;) = @, dann ist fiir
jede (fest gewéhlte) Kante vw € E auch die Unterfolge (f;(vw)) konvergent
mit einem Grenzwert f(vw). Somit ist f ein Fluss mit maximalem Wert @. O

Der folgende Satz besagt, dass der maximale Fluss dem minimalen Schnitt
entspricht. Im Englischen wird vom ” MaxFlow MinCut Theorem” gesprochen.

Satz 22.15. (Ford-Fulkerson) In jedem Netzwerk N ist der Wert eines ma-
ximalen Flusses gleich der Kapazitit eines minimalen Schnitts

max{P(f) | f Fluss auf N} = min{k(S) | S Schnitt in N}. (22.10)

Beweis. Sei f ein maximaler Fluss auf N. Wir definieren induktiv ein Schnitt
S in N:

o S:={q}.
S := S U {w} fiir ein w € 3, falls es ein v € S gibt derart, dass x(vw) >
flow), falls vw € E, oder f(wv) > 0, falls wv € E.

Zuerst wird gezeigt, dass S ein Schnitt ist. Angenommen, S wére kein
Schnitt, also s € S. Dann gibt es eine Folge X = (zq,..., ) von Knoten
in N mit x9g = ¢q, T, = s und fiir jedes 7, 1 < i < m, ist eine der beiden
folgenden Bedingungen erfiillt:

. H(Scifl.fCi) > f(SCifl.fCi), falls x;_1x; € FE,
° f(xil'ifl) > 0, falls x;x; 1 € E.

Die Kante x;_1x; heifit Vorwdartskante und die Kante x;x;_1 Riickwdrtskante
von X. Die Folge X wird flussvergrifiernder Weg von q nach s (bzgl. f)
genannt.

Sei e das Minimum aller Werte x(e) — f(e) iiber alle Vorwértskanten e
und aller Werte f(e) iiber alle Riickwértskanten e von X. Definitionsgeméf
ist € > 0 und ein Fluss f* = f(X,¢€) auf N wird definiert durch

f(e) + € falls e Vorwirtskante von X,
f*(e) =< f(e) — e falls e Riickwiirtskante von X, (22.11)
f(e) sonst.

Fiir den Wert des Flusses f* gilt widerspriicherweise @(f*) = @(f) + e.



22.3 Maximale Fliisse 297

Es ist noch die Kapazitit des Schnitts S zu berechnen. Fiir den Wert des
Flusses f gilt nach dem Beweis des Lemmas 22.13

o(f)= Y flow)— D fluo). (22.12)

vweEE _ uveE
veS,wesS veES,ueS

Fiir den Schnitt S gilt aber

o k(vw) = f(vw), falls vw € E mit v € S und w € S,
o f(uv) =0, falls uv € E mit v € Sund u € S.

Also folgt mit (22.12) sofort &(f) = k(.5). O

Der Beweis liefert einen iterativen Algorithmus zur Berechnung eines ma-
ximalen Flusses auf einem Flussnetz. Beginnend mit dem Nullfluss wird in
jedem Schritt ein flussvergroflernder Weg von der Quelle zur Senke konstru-
iert, mit dessen Hilfe der momentane Fluss erhoht wird. Der Algorithmus
wird durch zwei Routinen implementiert, die sich jeweils gegenseitig aufru-
fen. In der ersten Routine wird ein flussvergréfSernder Weg konstruiert, der
dann in der zweiten Routine dazu verwendet wird, den Fluss zu vergroflern.
Die Knoten v des Flussnetzes werden jeweils markiert mit einem ihrer Vor-
gangerknoten pred(v), der Richtung R(v) der Kante, die mit pred(v) und v
inzidiert, und der moglichen Flussverbesserung e(v). Die Menge M enthélt die
markierten Knoten, deren Nachbarn noch nicht allesamt markiert sind. Wenn
die Markierungsroutine die Senke nicht mehr erreicht, liegt ein maximaler
Fluss vor und S ist ein minimaler Schnitt.

Sei ein Flussnetz vorausgesetzt, bei dem alle Kapazititswerte ganzzahlig
sind. Dann terminiert der Algorithmus, weil der momentane Fluss in jedem
Schritt um eine positive ganze Zahl vergréfiert wird und somit ein Fluss er-
reicht wird, fiir den es keinen flussvergroflernden Weg mehr gibt. Dieser Fluss
ist dann maximal. Der Algorithmus ist auch auf Flussnetze anwendbar, bei
denen alle Kapazitatswerte rational sind. Denn durch Multiplizieren mit dem
Hauptnenner der Kapazitdtswerte ergibt sich ein dquivalentes Problem, bei
dem alle Kapazitdtswerte ganzzahlig sind.

Bei Flussnetzen mit irrationalen Kapazitidtswerten kann es vorkommen,
dass die Verbesserungen € > 0 infinitesimal klein sind und deshalb der Al-
gorithmus nicht terminiert. Der Algorithmus wurde von Edmonds und Karp
(1972) so abgeidindert, dass der flussvergréfiernde Weg iiber Breitensuche ge-
funden wird. Dieser modifizierte Algorithmus hat auch bei irrationalen Kapa-
zititswerten den Zeitbedarf O(|V| - |E|?).

Beispiel 22.16. Wir wenden den Algorithmus auf das Flussnetz in Abb. 22.4
an. Beginnend mit dem Nullfluss liefert FLUSSMARKIEREN das markierte
Flussnetz in Abb. 22.6. FLUSSVERGROSSERN verbessert den Nullfluss entlang
des flussvergrofiernden Weges X = (g, ¢, b, s) zu einem Fluss mit dem Wert 3
und FLUSSMARKIEREN wird ein zweites Mal aufgerufen (Abb. 22.7). Durch
FLUSSVERGROSSERN wird der Fluss entlang des flussvergroflernden Weges
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Algorithmus 22.4 FLUSSMARKIEREN(D, k, ¢, s f)

Eingabe: Flussnetz (D, k, ¢, s) und Fluss f auf Flussnetz
Ausgabe: markierte Knoten, falls Senke erreicht wird, sonst wird minimaler Schnitt
S ausgegeben

1 S = {q}
2: M = {q}
3: ¢(q) =

4

5 wéhle Knoten v € M

6: M= M\ {v}

7. for allw € V\ S mit vw € E do
8 if f(vw) < k(vw) then

9: pred(w) = v

10: R(w) :="—'

11: e(w) := min{k(vw) — f(vw),e(v)}
12: S = Su{w}

13: M = MU {w}

14: end if

15:  end for

16:  for all w € V' \ S mit uv € E do
17: if f(uv) > 0 then

18: pred(u) := v

19: R(u) := "«

20: e(u) := min{f(uv), e(v)}
21: S = SuU{u}

22: M = MU {u}

23: end if

24:  end for

25: until M =P orse S

26: if M = () then

27: return S

28: end if

29: if s € S then

30:  FLUSSVERGROSSERN(D, k,q, sf)
31: end if

X = (q,a,b,s) um den Wert 2 erhtht. Anschliefendes FLUSSMARKIEREN er-
reicht die Senke nicht mehr (Abb. 22.8). Der Fluss ist also maximal mit dem
Wert 5 und der zugehérige minimale Schnitt ist S = {q, a, c}.

Satz 22.17. (Ganzzahligkeit) In einem Netzwerk mit ganzzahligen Kapa-
zitdtenwerten gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss.

Beweis. Im Algorithmus wird, beginnend mit dem Nullfluss, der Fluss in je-
dem Schritt um eine ganze Zahl € > 0 vergroflert. Also hat der jeweilig ver-
groBerte Fluss nur ganzzahlige Kantenwerte. Dies gilt insbesondere fiir den
maximalen Fluss. O
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Algorithmus 22.5 FLUSSVERGROSSERN(D, k, ¢, s, f)

Eingabe: Flussnetz (D, k, ¢, s) und Fluss f auf Flussnetz
Ausgabe: Fluss f vergroflert um e
1: e := ¢(s)
2: v =5
3: while v # ¢ do
if R(v) ="' —' then
F(pred(v),v) = f(pred(v),v) + ¢
end if
if R(v) ="'+« then
f(v,pred(v)) = (v, pred(v)) — ¢
9:  end if
10: v := pred(v)
11: end while
12: FLUSSMARKIEREN(D, s,t, K, f)

(g,—,3) (¢,—,3)
a 0 b
0 0
(b,—,3)
q 0 S
0 0
c 0 d
(g,—,5) (b,—,3)

Abb. 22.6. Erstes FLUSSM ARKIEREN.

(¢,—,3) (a,—,2)
a 0
0 3
(b,—,2)
q 0 S
3 0
c 0
(¢,—,2) (b,—,2)

Abb. 22.7. Erstes FLUSSVERGROSSERN und zweites FLUSSMARKIEREN.

22.4 Die Satze von Hall, Konig-Egervary und Menger

In diesem Abschnitt werden eine Reihe kombinatorischer Anwendungen des
Satzes von Ford und Fulkerson behandelt.
Der Satz von Menger

Der Satz von Karl Menger (1902-1985) bestimmt die Anzahl der kanten- und
knotendisjunkten Wege in einem Digraphen. Sei D = (V| E) ein Digraph und
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(g,—,1)

a 2 b
2 6]

3
aq 0 0 s

3 0

c 0 d
(a,—,2)

Abb. 22.8. Zweites FLUSSVERGROSSERN und drittes FLUSSMARKIEREN. Die Senke
wird nicht mehr erreicht und der Algorithmus terminiert.

seien ¢ und s Knoten in D. Eine Menge E’ von Kanten in D heifit eine ¢
und s trennende Kantenmenge in D, wenn jeder gerichtete Weg von ¢ nach s
mindestens eine Kante aus E’ enthilt. Eine ¢ und s trennende Kantenmenge
Eqy in D heit minimal, wenn fiir jede ¢ und s trennende Kantenmenge E’ in
D gilt [Eg| < |E].

Satz 22.18. (Menger, 1927) Sei D = (V, E) ein Digraph und seien q und
s verschiedene Knoten in D. Die Maximalzahl kantendisjunkter gerichteter
Wege in D von q nach s ist gleich der Mdchtigkeit einer minimalen q und s
trennenden Kantenmenge in D.

Beweis. Wir betrachten ein Flussnetz N auf D, in dem jede Kante die Kapa-
zitdt 1 besitzt. Nach dem Ganzzahligkeitssatz gibt es einen maximalen Fluss
auf N, in dem jede Kante mit 0 oder 1 bewertet ist. Ein solcher Fluss heifit
0-1-Fluss. Dabei liefern k kantendisjunkte Wege von ¢ nach s in D einen
0-1-Fluss auf N mit dem Wert k, und umgekehrt.

Jeder Schnitt S in N liefert eine ¢ und s trennende Kantenmenge E' =
{e€ E|e € S,et € S} mit der Kapazitit |E'| = x(S). Umgekehrt sei
E' eine ¢ und s trennende Kantenmenge in D. Sei S(E’) die Menge aller
Knoten in D, die von ¢ aus auf einem gerichteten Weg erreichbar sind, ohne
die Kanten in E’ zu benutzen. Die Menge S(E’) bildet einen Schnitt in N mit
der Kapazitét |E'| = k(S(E’)). Mit dem Satz von Ford und Fulkerson folgt
die Behauptung. O

Beispiel 22.19. Der Digraph in Abb. 22.9 enthiilt hochstens drei kantendis-
junkte Wege von ¢ und s, weil ¢ zu drei Knoten adjazent ist. Andererseits ist
jede ¢ und s trennende Kantenmenge mindestens 3-elementig, etwa {ad, be, ce}
und {df,dyg, be, ce}.

Sei D = (V, E) ein Digraph und seien ¢ und s Knoten in D. Eine Menge V’
von Knoten in D heift eine ¢ und s trennende Knotenmenge in D, wenn jeder
gerichtete Weg von ¢ nach s in D mindestens einen Knoten aus V' enthiilt.
Eine ¢ und s trennende Knotenmenge V) in D heiflit minimal, wenn fiir jede
g und s trennende Knotenmenge V' in D gilt |Vp| < |[V'].
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Satz 22.20. (Menger) Sei D = (V, E) ein Digraph und seien q und s nichta-
djazente Knoten in D. Die Maximalzahl knotendisjunkter gerichteter Wege in
D wvon q nach s ist gleich der Mdchtigkeit einer minimalen q und s trennenden
Knotenmenge in D.

Beweis. Wir ordnen dem Digraphen D einen Digraphen D’ zu, in dem jeder
Knoten v (aufier ¢ und s) durch zwei Knoten v’ und v und eine Kante v'v”
ersetzt wird. Dabei beginnen die Kanten wv in D im neuen Digraphen bei u”
und enden in v" (Abb. 22.10).

Definitionsgeméf entsprechen die knotendisjunkten Wege in D den kan-
tendisjunkten Wegen in D’. Also ist nach Satz 22.18 die Maximalzahl kno-
tendisjunkter gerichteter Wege von ¢ nach s in D gleich der Méchtigkeit einer
minimalen ¢ und s trennenden Kantenmenge in D’. In einer ¢ und s trennen-
den Kantenmenge in D’ brauchen nur Kanten der Form v'v” beriicksichtigt
zu werden, weil eine Kante der Form u”v’ stets durch u'u” ersetzt werden
kann. Derartige ¢ und s trennenden Kantenmengen in D’ entsprechen den ¢
und s trennenden Knotenmengen in D. O

"

Beispiel 22.21. Der Digraph in Abb. 22.9 enthélt hochstens zwei knotendis-
junkte Wege von ¢ und s, weil jeder solche Weg entweder durch d oder e
verlduft, etwa (q,a,d, f,s) und (q,b,e,h,s). Andererseits ist jede ¢ und s
trennende Knotenmenge mindestens 2-elementig, etwa {a,b,c}, {d,e} und

{f.9,h,1}.

Abb. 22.9. Ein Digraph mit zwei knotendisjunkten und drei kantendisjunkten We-
gen von ¢ nach s.

Der Satz von Konig und Egervary

Der Satz von Konig und Egervary gibt Auskunft iiber die Méchtigkeit ei-
ner maximalen Paarung in einem bipartiten Graphen. Sei G ein Graph. Eine
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Cl d//

Abb. 22.10. Der dem Digraphen D in Abb. 22.4 zugeordnete Digraph D’.

Menge von Kanten P heifit eine Paarung in G, wenn die Kanten in P kei-
nen gemeinsamen Endpunkt haben (Abb. 22.11). Eine Paarung P in G heifit
mazximal, wenn fiir jede Paarung P’ in G gilt |P’| < |P].

Eine Menge U von Knoten in G heifit eine Knotentiberdeckung von G, wenn
fiir jede Kante uv in G gilt u € U oder v € U. Eine Knoteniiberdeckung U von
G heifit minimal, wenn fiir jede Knoteniiberdeckung U’ von G gilt |U| < |U’|.

Satz 22.22. (K6nig-Egervary, 1931) Sei G ein bipartiter Graph. Die Mdch-
tigkeit einer mazximalen Paarung in G ist gleich der Mdchtigkeit einer mini-
malen Knotentiberdeckung von G.

Beweis. Sei G ein bipartiter Graph mit der 2-Partition {V1, Va}. Wir ordnen
dem Graphen G einen Digraphen D zu, in dem zwei Knoten ¢ und s sowie
gerichtete Kanten qv, v € Vi, und vs, v € V5, hinzugefiigt werden. Ferner
wird jede Kante zwischen V4 und V; von V; nach V; gerichtet (Abb. 22.12).
Definitionsgemé&fl korrespondiert eine aus k Kanten bestehende Paarung in
G zu k knotendisjunkten Wegen in D von ¢ nach s. Ferner entspricht einer
Knotentiberdeckung von G eine g und s trennenden Knotenmenge in D. Also
folgt mit Satz 22.20 die Behauptung. O

<

—

Abb. 22.11. Ein bipartiter Graph mit einer maximalen und vollstédndigen Paarung.
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Abb. 22.12. Der zum Digraphen aus Abb. 22.11 gehérende Digraph.

Der Satz von Hall

Der Satz von Philip Hall (1904-1982) ermittelt die Méchtigkeit einer vollsténdi-
gen Paarung in einem bipartiten Graphen. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph
mit 2-Partition {V1,Va}. Eine Paarung P in G heifit vollstindig, wenn jeder
Knoten in V] mit einer Kante in P inzidiert (Abb. 22.11).

Fiir jede Teilmenge U von V; bestehe U™ aus allen Knoten von Vi, die
mit irgendeinem Knoten aus V» adjazent sind, also

Ut ={veVy|3uelU uw € E}, (22.13)

Satz 22.23. (Hall, 1935) Sei G ein bipartiter Graph mit einer 2-Partition
{W1,Va}, so dass |Vi| = |Va|. Eine vollstindige Paarung in G existiert genau
dann, wenn fiir jede Teilmenge U von Vi gilt |[UT| > |U]|.

Beweis. Sei P eine vollstdndige Paarung in G und U eine Teilmenge von
V1. Dann inzidiert jeder Knoten in U mit einer Kante in P und der jeweils
andere Endpunkt einer solchen Kante liegt in U*. Da P eine Paarung ist, gilt
U] < |UH].

Umgekehrt sei |U;"| > |Uy| fiir jede Teilmenge U; von Vj. Sei U eine
Knoteniiberdeckung von G mit Uy = UNV; und Uy = U N V;,. Es gibt
keine Kante uv mit der Eigenschaft v € V4 \ Uy und v € Vo \ Ua, weil U
sonst keine Knoteniiberdeckung von G ist. Also ist (V1 \ U1)T C U, mithin
aufgrund der Annahme |[Us| > |(Vi \ Uy)™| > |Vi \ Ui|. Daraus ergibt sich
|U| = |Uy|+ |Uz| > |U1]| +|V1 \ Uz2| = [V1]. Somit hat jede Knoteniiberdeckung
von G mindestens |V;| Elemente. Jede minimale Knoteniiberdeckung von G
hat also nach Voraussetzung die Méchtigkeit |V;]. Nach dem Satz von Kénig
und Egervéry ist |V;| die Méchtigkeit einer maximalen Paarung in G. Eine
solche Paarung in G ist definitionsgeméfl vollsténdig. O

Dieser Satz wird Heiratssatz genannt, weil ein offensichtlicher Zusammenhang
mit einem Heiratsproblem besteht.
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Selbsttestaufgaben

22.1. Zeige den Satz 22.1.

22.2. Erginze FLOYD-WARSHALL so, dass nicht nur Absténde, sondern auch kiirzes-
te Wege berechnet werden.

22.3. Beweise die Aussage iiber die Schleifeninvariante in Satz 22.5.

22.4. Sei (G,w) ein Wegenetz, in dem je zwei Kanten verschiedene Bewertungen
haben. Zeige, dass das Netz genau ein minimales Geriist besitzt.

22.5. In einem Datennetz werden den Leitungen (Kanten) Wahrscheinlichkeiten fiir
ihr Ausfallen zugewiesen. Gesucht sind zwischen zwei Stationen (Knoten) die Wege,
die mit der groffiten Wahrscheinlichkeit nicht ausfallen. Wie kann dieses Problem auf
die Bestimmung kiirzester Wege zuriickgefithrt werden?

22.6. Modifiziere FLOYD-WARSHALL so, dass damit die transitive Hiille einer homo-
genen Relation berechnet werden kann.

22.7. Beweise die Gl. (22.5).
22.8. Zeige, dass MINSPANNBAUM die Laufzeit O(|E|log |E|) besitzt.

22.9. Verallgemeinere den Algorithmus von Ford und Fulkerson auf Netze mit meh-
reren Quellen und Senken.

22.10. Die Zusammenhangszahl eines Graphen G = (V, E) ist erkldrt durch
k(@) = min{|F| | F C E,G \ F ist nicht zshgd}.

Ein Graph G heifit p-fach zusammenhingend, wenn k(G) > p. Zeige, dass ein Graph
G genau dann p-fach zusammenhéngend ist, wenn je zwei Knoten in G duch min-
destens p kantendisjunkte Wege verbunden sind.

22.11. Seien S; und S2 minimale Schnitte in einem Flussnetz N. Zeige, dal auch
S1 N Sz ein minimaler Schnitt in N ist.

22.12. In einem Datennetz erfolgt der Datentransport zwischen zwei Stationen q
und s. Wie kann festgestellt werden, wie viele Leitungen (Kanten) maximal ausfallen
diirfen, damit immer noch eine Datenleitung zwischen ¢ und s funktioniert?

22.13. Fiinf Jungen, Alfred, Bert, Claus und Detlef, und fiinf Madchen, Rita, Susi,
Thea, Ute und Vera, belegen einen Tanzkurs. Alfred ist befreundet mit Rita, Susi
und Ute, Bert mit Susi, Claus mit Susi, Ute sowie Thea, Detlef mit Ute und Vera und
schliefllich Egon mit Rita, Susi und Vera. Kann jeder Junge ein mit ihm befreundetes
Maidchen zum Abschlussball einladen, ohne dass ein Madchen zwischen zwei Jungen
zu wahlen braucht?

22.14. Sei A eine endliche nichtleere Menge und M = (Aq,..., A,) eine Folge von
nichtleeren Teilmengen von A. Gesucht wird ein Vertreter a; aus jeder Teilmenge A;,
so dass verschiedene Teilmengen durch verschiedene Elemente représentiert werden.
Ein solches Tupel wird Vertretersystem von M genannt.

Zeige, dass M = (A1,..., Ay) ein Vertretersystem genau dann besitzt, wenn gilt
fiir jede Teilmenge I von n gilt

A > 111

iel
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Kombinatorische Optimierung

Viele Optimierungsaufgaben mit grofler wirtschaftlicher Bedeutung sind so
komplex, dass eine exakte Losung trotz der enorm gestiegenen Rechenleis-
tung von Computern nicht moglich ist. Diese Optimierungsaufgaben gehoren
zu den NP-harten Problemen und sind dadurch gekennzeichnet, dass ihre
Losung exponentiellen Aufwand erfordert. In diesem Kapitel werden Metho-
den vorgestellt, um derartige Optimierungsprobleme zu l6sen. Dazu gehoren
Backtracking-Verfahren, die den gesamten Losungsraum durchmustern, und
heuristische Verfahren, die Naherungslosungen generieren. Weiterhin wird die
Optimalitéit spezieller Heuristiken, so genannter Greedy-Algorithmen, mit-
hilfe von Matroiden charakterisiert. Schliellich wird das Problem der Kno-
tenfarbung von Graphen untersucht.

23.1 Komplexitiatsklassen

Die Laufzeit von Algorithmen wird in Abh#ngigkeit von der jeweiligen Prob-
leminstanz n gemessen. Um praktische Probleme zu l6sen, werden Algorith-
men mit polynomialer Laufzeit O(n?), d > 0, benotigt. Demgegeniiber sind
Algorithmen mit exponentieller Laufzeit O(c™), ¢ > 1, meist unpraktikabel.

Komplexitit von Entscheidungsproblemen

Ein Entscheidungsproblem erfordert eine Antwort ”ja” oder "nein”. Entschei-
dungsprobleme werden in zwei Klassen eingeteilt. Die Klasse P besteht aus
allen Entscheidungsproblemen, die in polynomialer Zeit 16sbar sind. Die Klas-
se NP umschliefit alle Entscheidungsprobleme mit der Eigenschaft, dass es zu
jeder affirmativ beanworteten Probleminstanz einen Beweis fiir die affirmati-
ve Antwort gibt, der in polynomialer Zeit verifizierbar ist. Offensichtlich ist
P C NP. Es ist wahrscheinlich, dass die Klasse NP grofler ist als die Klasse
P. Einen Beweis hierfiir gibt es nicht.
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Beispiel 23.1. Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Teilmenge U von V heifit un-
abhingig in G, wenn wv ¢ FE fiir alle u,v € U. Wir betrachten das Ent-
scheidungsproblem, zu einem Graphen G und einer natiirlichen Zahl K eine
unabhiingige Menge U in G mit |U| > K zu finden. Dieses Problem liegt in
NP. Denn eine Teilmenge U von V' besitzt (‘gl) zweielementige Teilmengen
wv mit u,v € U und mit n = |V] ist (lg‘) = O(n?). Der Test, ob uv in E
liegt, kann in konstanter Zeit erfolgen. Also kann in O(n?) Schritten getestet
werden, ob U unabhiingig in G ist.

Seien D und D’ Entscheidungsprobleme. Eine polynomiale Transformation
von D auf D’ ist ein Algorithmus mit polynomialer Laufzeit, der jede Instanz
I des Problems D in eine Instanz I’ des Problems D’ so transformiert, dass
die beiden Antworten von I und I’ iibereinstimmen. Wenn es eine solche
Transformation gibt, schreiben wir D o« D’.

Beispiel 23.2. Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Teilmenge U C V heifit eine
Clique in G, wenn uv € F fiir alle u,v € U. Eine Clique ist also ein vollsténdi-
ger Teilgraph von G. Wir betrachten das Entscheidungsproblem, zu einem
Graphen G und einer natiirlichen Zahl K eine Clique U in G mit |U| > K zu
finden. Dieses Problem gehort zu NP.

Sei G' = (V,E’) der zu G komplementire Graph, d. h., uv € E’ genau
dann, wenn uv ¢ E. Die unabhéngigen Mengen in G sind genau die Cliquen
in G/, und umgekehrt. Der Graph G’ kann aus G in O(|V |?) Schritten konstru-
iert werden. Also ist das Entscheidungsproblem, eine unabhingige Teilmenge
mit wenigstens K Elementen in einem Graphen zu finden, polynomial trans-
formierbar auf das Entscheidungsproblem, in einem Graphen eine Clique mit
mindestens K Elementen zu finden.

Ein Entscheidungsproblem D heif3t NP-vollstindig, wenn D € NP und fiir
jedes Problem D’ € NP gilt D’ « D.

Satz 23.3. Sei D ein NP-vollstindiges Entscheidungsproblem. Liegt D in P,
dann ist P = NP.

Beweis. Sei D € P ein NP-vollstdndiges Problem. Sei A ein polynomialer
Algorithmus, der D 18st. Sei D’ € NP. Nach Voraussetzung ist D’ oc D. So-
mit existiert ein polynomialer Algorithmus B, der jede Instanz von D’ in eine
Instanz von D iibersetzt. Also 16sen die hintereinander ausgefiihrten Algorith-
men A und B in polynomialer Zeit jede Instanz von D’. Folglich ist D’ € P.
Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 23.4. Sei n eine natiirliche Zahl. Das Erfillbarkeitsproblem lautet,
zu einer n-stelligen Schaltfunktion f eine Belegung by,...,b, € {0,1} der
Variablen von f zu finden, so dass f(bi,...,b,) = 1. Dieses Problem ist NP-
vollsténdig. Bewiesen hat dies zuerst Stephen A. Cook (1971).

Derzeit sind mehr als eintausend NP-vollstdndige Probleme bekannt, dar-
unter viele graphentheoretische Probleme.
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Komplexitidt von Optimierungsproblemen

Kombinatorische Probleme treten meist in der Gestalt von Optimierungs-
problemen auf. Wir klassifizieren derartige Probleme mit Hilfe der Turing-
Reduktion.

Eine Turing-Reduktion ordnet einem Problem D ein Problem D’ so zu,
dass der Losungsalgorithmus A fiir D als ”Subalgorithmus” im Ldsungsal-
gorithmus B fiir D’ verwendet wird. Dabei soll A genau dann polynomiale
Laufzeit haben, wenn B polynomiale Laufzeit besitzt. Eine solche Redukti-
on wird mit D’ o< D bezeichnet. Eine polynomiale Transformation ist eine
spezielle Turing-Reduktion, d. h., D’ oc D impliziert D’ o< D.

Beispiel 23.5. Das zum Entscheidungsproblem, eine Clique mit wenigstens K
Elementen in einem Graphen zu finden, gehérende Optimierungsproblem lau-
tet, in einem Graphen eine Clique mit maximaler Méchtigkeit zu finden.

Sei A ein Algorithmus, der obiges Entscheidungsproblem 16st. Dieser Algo-
rithmus wird in eine Laufschleife eingebettet, die in jedem Schritt K =n,...,1
eine Instanz A(G, K) des Entscheidungsproblems bearbeitet. Sobald eine In-
stanz A(G, K) 7ja” liefert, ist eine maximale Clique gefunden und somit das
zugehorige Optimierungsproblem gelost.

Das Analogon von NP-vollstindigen Entscheidungsproblemen sind NP-
harte Optimierungsprobleme. Ein Problem D heifit NP-hart, wenn es ein NP-
vollstéindiges Problem D’ gibt, so dass D' ocp D. Nach 23.5 ist das Optimie-
rungsproblem, eine maximale Clique in einem Graphen zu finden, NP-hart.
Im Allgemeinen sind die Optimierungsvarianten von NP-vollstdndigen Ent-
scheidungsproblemen NP-hart.

23.2 Backtracking-Algorithmen

Kombinatorische Optimierung

Ein kombinatorischen Optimierungsproblem basiert auf einer endlichen Men-
ge. Eine solche Menge wird im Praktikerjargon Universum genant und die
Elemente eines Universums heiflen Lisungen. Die Menge aller Lésungen ist in
zuldssige und nichtzuléssige Losungen unterteilt. Auf einem Universum X ist
ferner eine ganzzahlige Zielfunktion f : X — Z definiert. Gefragt wird nach
einer zuldssigen Losung z* € X mit maximalem Wert, d. h., f(z*) > f(x)
fiir alle zuléssigen Losungen z € X. Eine solche Losung o™ heifit optimal. Ein
kombinatorisches Optimierungsproblem hat also folgende Gestalt

max f(x).
sd.xeX (23.1)

x ist zuléssig
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Maximierungs- und Minimierungsprobleme sind gleichwertig, weil das Maxi-
mieren von f dem Minimieren von — f entspricht, genauer

max{f(z) |z € X} = —min{—f(z) | z € X}. (23.2)

Beispiel 23.6. Sei G = {1,...,n} eine Menge von Gegenstiinden. Jeder Gegen-
stand 4 besitze einen ganzzahligen Wert f; > 1 und eine ganzzahlige Grofle
g; > 1. Ferner sei K eine natiirliche Zahl, genannt Kapazitdt.

Ein Rucksack ist eine Teilmenge G’ von G. Der Wert eines Rucksacks G’
ist die Summe der Werte aller gepackten Gegensténde ), ., f; und die Grofe
von G’ ist die Summe der Groen aller gepackten Gegensténde ), gi- Das
Rucksack-Problem lautet, einen Rucksack mit maximalem Wert zu finden, so
dass seine Grofle die Kapazitit nicht tiberschreitet. Das Rucksack-Problem ist
NP-hart.

Wir ordnen jedem Rucksack G’ seinen charakteristischen Vektor z €
{0,1}" zu, d. h., 2; = 1, falls i € G', und z; = 0, falls ¢ € G’. Dann be-
sitzt ein Rucksack x den Wert f(x) =, fiz; und die GréBe g(x) = >, gix;.
Das Rucksack-Problem lautet also

max f(x).
s.d.z € {0,117 (23.3)
g9(z) < Ko

Backtracking-Verfahren

Ein Backtracking-Algorithmus ist eine rekursive Prozedur, die alle Losun-
gen eines kombinatorischen Optimierungsproblems schrittweise erzeugt. Back-
tracking-Algorithmen gehoren zu den exhaustiven Suchmethoden.

RUCKSACK-BACKTRACK] ist ein Backtracking-Algorithmus fiir das Ruck-
sack-Problem. Der Algorithmus startet mit dem so genannten leeren Tupel
x = () und erzeugt alle biniiren n-Tupel in lexikographischer Reihenfolge.
Dabei ist aktf der Wert des aktuellen n-Tupels z, optz die momentan bes-
te, zuléssige Losung und optf der Wert von optx. Die rekursiven Aufrufe der
Routine RUCKSACK-BACKTRACK1 werden anhand eines in der Tiefe durch-
laufenen Aufrufbaums veranschaulicht.

Beispiel 23.7. Wir betrachten ein Rucksack-Problem mit fiinf Gegenstédnden
und Kapazitdt Ko = 35. Die Gegensténde besitzen die Groflen 14, 15, 11,
10 und 12 sowie die Werte 26, 27, 18, 16 und 19. Den Aufrufbaum von
RUCKSACK-BACKTRACK] zeigt die Abb. 23.1. Die Blétter dieses Baumes
entsprechen den Ruckséicken. An den Bliittern ist das Gewicht des jeweiligen
Rucksacks angegeben. Eine optimale Losung ist der Rucksack = (1,0, 1,1,0)
mit f(x) =60 und g(x) = 35.
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Algorithmus 23.1 RUCKSACK-BACKTRACKL (21, ..., Tk, k)
Eingabe: z1,...,z5 € {0,1}, k>0

1: global optf, optx
2: if kK =n then
3 if giz1 + ...+ gnzn < Ko then
4 aktf = fix1i+ ...+ faxn
5: if aktf > optf then
6 optf := aktf
7 optx = (x1,...,%n)
8 end if
9:  end if
10: else
11: a2k =0
12: RUCKSACK-BACKTRACKI(z1,..., Tk, Tkt1, k + 1)
13: Tr41 = 1
14:  RUCKSACK-BACKTRACKI(Z1,..., Tk, Tpt1,k + 1)
15: end if
0 1
0
0
1
1

012102211232133152725372638364814262436253735472941395140525062

Abb. 23.1. Ein Aufruf-Baum von RUCKSACK-BACKTRACKI1 fiir das Rucksack-
Problem in 23.7. Die Blatter sind mit den Groflen der Ruckséicke bewertet.

Abschneiden von Teilbdumen

Ein Aufrufbaum kann durch gezieltes Abschneiden von Teilbdumen verklei-
nert werden. Die inneren Knoten eines Aufrufbaums werden Teillosungen ge-
nannt. Den Teillosungen entsprechen im Rucksack-Problem teilweise gepack-
te Rucksiicke x = (x1,...,2%), 0 < k < n. Jede Teillssung « hat ebenfalls
einen Wert f(z) = >, fiz; und eine Grofe g(z) = >, gix;. Eine Teillosung
x heift zulissig, wenn g(z) < Ky. Im Aufrufbaum kann ein Teilbaum weg-
geschnitten werden, wenn seine Wurzel nicht zuléssig ist. Dann sind ndmlich
alle Teillosungen in diesem Teilbaum ebenfalls nicht zuldssig. Aus RUCKSACK-
BACKTRACKLI erhalten wir auf diese Weise RUCKSACK-BACKTRACK2.
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Algorithmus 23.2 RUCKSACK-BACKTRACK2(z1, ..., Tk, k)
Eingabe: z1,...,z5 € {0,1}, k>0

1: global optf, optx

2: if Kk =n then

3 if giz1 + ...+ gnzn < Ko then
4 aktf = fix1i+ ...+ faxn

5: if aktf > optf then

6 optf := aktf

7 optx = (x1,...,%n)

8 end if

9: end if

10: else

11: Tr41 = 0

12: RUCKSACK-BACKTRACK2(Z1, ..., Tk, Tht1, k + 1)

13: Tr41 = 1
14: if giz1 ...+ grzk + g1 < Ko then

15: RUCKSACK-BACKTRACK2(z1, ..., Tk, Tk+1, k + 1) {Abschneiden}
16:  end if
17: end if

Bounding-Funktionen

Sei ¢ = (x1,...,2) eine Teillosung eines Aufrufbaums und P(z) der maxi-
male Wert aller zuldssigen Losungen, die in dem Teilbaum mit der Wurzel
x liegen. Eine Bounding-Funktion ist eine reellwertige Abbildung B auf den
Knoten eines Aufrufbaums derart, dass fiir jede zuléissige Teillosung x gilt
B(z) > P(z). Ein Aufrufbaum kann mithilfe einer Bounding-Funktion ver-
kleinert werden. Sei = eine zuléssige Teillosung und optf der momentan opti-
male Wert. Im Falle B(x) < optf gilt fiir jede zulissige Losung y im Teilbaum
mit der Wurzel z

fly) < B(x) < optf. (23.4)

Der Teilbaum mit der Wurzel  kann also die momentan optimale Losung
nicht verbessern. Er kann deshalb weggeschnitten werden.

Eine Bounding-Funktion fiir das Rucksack-Problem erhalten wir anhand
des rationalen Rucksack-Problems. Ein Rucksack « = (1, ..., x,) heifit ratio-
nal, wenn er rationale Komponenten x; mit 0 < x; < 1 besitzt. Ein rationaler
Rucksack x hat den Wert f(z) = )", fiz; und die Grofe g(x) = ), gix;. Das

rationale Rucksack-Problem lautet

max f(x).
s.d. x ist rational (23.5)
g(x) < Ko

Seien die Gegenstinde so nummeriert, dass fi/g1 > fo/g92 > ... > fu/gn-

Ein optimaler rationaler Rucksack z* ldsst sich dann direkt angeben. Im Falle
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g1+ ...+ gn < Ko setze 2* = (1,...,1). Andernfalls gibt es einen Index [ mit
gi1+...+qg < Kound g1 +...+gi+g1+1 > Ko. Dann setze 27 = ... = 2] =1,
T = Ko=(ortet9) yypq T[ 9 = ... = x;, = 0. Der optimale Rucksack x*

git+1
wird in O(n) Schritten berechnet.

Beispiel 23.8. Der optimale rationale Rucksack des Rucksack-Problems in 23.7
ist x = (1,1,0.545455,0,0) mit g(z) = 35 und f(x) = 62.818182.

Das (ganzzahlige) Rucksack-Problem ist ein Spezialfall des rationalen
Rucksack-Problems. Also ist der Wert jedes zulédssigen Rucksacks in einem
Teilbaum mit der Wurzel © = (21, ..., 2x) nach oben beschrinkt durch

B(Z') = f(ZE) + RUCKSACK—RAT(fk+17 ceey fnvgk+1a < 9ns KO - g(l’)),

wobei der zweite Term den Wert eines optimalen rationalen Rucksacks fiir
die letzten n — k Gegenstiinde angibt. Somit ist B(x) eine Bounding-Funktion
fir das Rucksack-Problem, mit der sich aus RUCKSACK-BACKTRACK2 der
Algorithmus RUCKSACK-BACKTRACKS ergibt.

Algorithmus 23.3 RUCKSACK-BACKTRACK3(21, ..., Zk, k)
Eingabe: z1,...,z, € {0,1}, k>0

1: global optf, optx

2: if k = n then

3: if giz1 + ...+ gnzn < Ko then

4: aktf == fix1i+ ...+ faxn

5: if aktf > optf then

6: optf = aktf

T optx = (x1,...,%n)

8: end if

9: end if

10: else

11: B = (f1x1++kak)+ RUCKSACK—RAT(fk+1,..A,fn7gk+174“,gn,K0—

k . .
> iz gizi) {Bounding-Funktion}
12:  if B < optf then

13: return

14: end if

15: Tk+1 = 0

16:  RUCKSACK-BACKTRACK3(z1,..., Tk, Tht1, k + 1)

17: Tr41 = 1

18: if glmlu.—&—gkmk—&—ghrl S Ko then

19: RUCKSACK-BACKTRACK3(Z1, . .., %k, Tk+1, k + 1) {Abschneiden}
20:  end if

21: end if
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Das Rundreise-Problem

Sei K,, = (V, E) der vollstiindige Graph mit n Knoten und f : E — N eine
Kostenfunktion auf den Kanten von K,,. Eine Rundreise oder ein hamilton-
scher Kreis in K, ist ein einfacher Kreis in K,,, der alle Knoten in K,, enthéilt.
Die Linge einer Rundreise x = (21,...,%pn,21) in K, ist

f(x) = Z flrizivr) + f(xnz). (23.6)

=1

Das Rundreise-Problem fiir den bewerteten Graphen K, besteht darin, eine
Rundreise in K, mit minimaler Lénge zu finden. Das Rundreise-Problem ist
NP-hart und kann als Problem eines Handlungsreisenden oder Bestiickungs-
problem fiir Leiterplatten interpretiert werden.

Eine Rundreise (21, . .., Zn, x1) kann als eine Permutation = (21, ..., 2,)
der Knotenmenge von K,, dargestellt werden. Jede zyklische Verschiebung ei-
ner solchen Permutation stellt dieselbe Rundreise dar. RUNDREISE-BACKTRACK
ist ein Backtracking-Algorithmus fiir das Rundreise-Problem. Dieser Algo-

Algorithmus 23.4 RUNDREISE-BACKTRACK (1, ..., Z, k)
Eingabe: Graph G = (V,E), z1,...,25s €V, k>0

1: global optf, optx

2: if kK = n then

3: aktf = f(ziz2) + ...+ f(@n-12n) + f(znz1)

4:  if aktf < optf then

5: optf = aktf

6: optx = (z1,...,%n)

7 end if

8: else

9: for all xx41 & {z1,...,2%} do

10: RUNDREISE-BACKTRACK(Z1, . . ., Tk, Tht1, k + 1)
11: end for

12: end if

rithmus wird mit dem leeren Tupel x = () gestartet und erzeugt alle Permu-
tationen der Knotenmenge von K,,.

Das Rundreise-Problem ist ein Minimierungsproblem. Also muss eine
Bounding-Funktion B(z) fiir das Rundreise-Problem eine untere Schranke
fiir alle zuléssigen Losungen liefern, die eine zuléssige Teillosung x enthalten.

Sei = (x1,...,zx) eine zuldssige Teilldsung. Wir betrachten eine zuléssi-
ge Losung y = (21,..., Tk, Yk+1,-- -, Yn, 1) des Rundreise-Problems, die
fortsetzt. Dann ist (zg, Yk+1,--.,Yn,21) ein Weg in demjenigen Teilgraphen

G = G(z) von K, der von V \ {za,...,2,_1} aufgespannt wird. Ein Weg,
der alle Knoten eines Graphen enthélt, ist aber ein spezieller Spannbaum.
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Damit erhalten wir folgende Bounding-Funktion fiir das Rundreise-Problem

B(x) = f(ziziz1) + MINSPANNBAUM(G(z), f).
=1

23.3 Heuristische Algorithmen

Backtracking-Algorithmen liefern alle optimalen Lésungen eines kombinato-
rischen Optimierungsproblems. Hat das Optimierungsproblems jedoch einen
sehr grofilen Suchraum, dann sind Backtracking-Algorithmen zu aufwendig.
An ihre Stelle treten heuristische Algorithmen, die ein kombinatorisches Op-
timierungsproblem n#herungsweise losen. Die Giite eines heuristischen Al-
gorithmus’, d. h., wie weit die Ndherungslésung von der optimalen Losung
entfernt ist, ldsst sich im Allgemeinen nicht abschétzen.

Ein heuristischer Algorithmus fiir ein kombinatorisches Optimierungspro-
blem wird durch eine Heuristik festgelegt, die wiederum auf einer Nachbar-
schaft basiert. Eine Nachbarschaft fiir ein Universum X ist eine Abbildung
N : X — P(X), die jeder Losung = € X eine Menge benachbarter Losungen
N(x) zuordnet. Benachbarte Losungen sollen auf eine vom jeweiligen Problem
abhéngige Weise dhnlich sein.

Beuspiele 23.9. Im Rucksack-Problem werden zwei Rucksécke als benachbart
angesehen, wenn sie sich um einen Gegenstand unterscheiden. D. h., die
Nachbarschaft eines Rucksacks x wird durch den Hamming-Abstand auf
X ={0,1}" definiert durch N(z) = {y € X | d(z,y) = 1}.

Im Rundreise-Problem werden zwei Rundreisen als benachbart definiert,
wenn eine Rundreise in die andere durch einen Lin-2-Opt-Schritt transformiert
werden kann (Abb. 23.2).

Ti+1y Ti+1

Ti T Tq T

Tj+1 Tj+1

Abb. 23.2. Ein Lin-2-Opt-Schritt.
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Eine Heuristik fiir ein kombinatorisches Optimierungsproblem ist ein Al-
gorithmus Hp, der zu jeder zulédssigen Losung x eine benachbarte, zulédssige
Losung y ermittelt. Wenn keine benachbarte, zuldssige Losung existiert, dann
terminiert der Algorithmus mit der Ausgabe fail.

HEURISTISCHESUCHE ist ein generischer, heuristischer Algorithmus, der
typischerweise als iterative Prozedur implementiert ist. Der Algorithmus ge-

Algorithmus 23.5 HEURISTISCHESUCHE(X, f, Hy, I)

Eingabe: Universum X, Zielfunktion f, Heuristik Hy, natiirliche Zahl 1
Ausgabe: lokal opimale Losung z*

1: 2 :=1

2: wihle zuldssige Losung = € X {Startpunkt}
32" i=u

4: while i < I do

5 y:= Hy(x)

6: if y # fail then

T T =y

8: if f(z) > f(z*) then

9: =

10: end if

11:  else

12: return z* {vorzeitiges Ende}
13:  end if

14: =1+ 1
15: end while
16: return z*

neriert eine Folge zuldssiger Losungen, in der konsekutive Losungen benach-
bart sind. Die resultierende Néiherungslosung =* hingt meist vom Startpunkt
ab. Eine zuléssige Losung x* € X heifit ein lokales Mazimum des Optimie-
rungsproblems (23.1), wenn f(z*) > f(z) fur alle zuléssigen x € N(z*). Eine
zuldssige Losung z* € X heifit ein globales Mazimum, wenn f(z*) > f(x)
fiir alle zuléssigen x € X. Kombinatorische Optimierungsprobleme besitzen
in der Regel sehr viele lokale Optima.

Die Bergauf-Methode

Die Bergauf-Methode ist ein heuristisches Verfahren, das vergleichbar ist mit
dem Vorgehen eines Bergsteigers, der dem Gipfel zustrebt, ohne zwischenzeit-
lich abzusteigen. In der Heuristik der Bergauf-Methode wird zu einer zuléssi-
gen Losung z eine zulédssige Losung y € N(x) mit hoherem Wert f(y) > f(x)
konstruiert. Die Bergauf-Methode wird Methode des steilsten Aufstiegs ge-
nannt, wenn in jeder Nachbarschaft stets eine zuléssige Losung mit maxima-
lem Wert gewéhlt wird.
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Algorithmus 23.6 HILLCLIMBING (X, f, Hy)

Eingabe: Universum X, Zielfunktion f, Heuristik Hy
Ausgabe: lokal opimale Losung z*

1: wihle zuldssige Losung z € X {Startpunkt}
2: " =

3: searching = true

4: while searching do

5: y = Hn(z)

6: if y # fail then

T T =y

8: if f(z) > f(«*) then
9: ==

10: end if

11:  else

12: searching := false
13:  end if

14: end while
15: return z*

HIiLLCLIMBING ist ein generischer Bergauf-Algorithmus. Ein Bergauf-
Algorithmus liefert typischerweise ein vom Startwert abhéngiges, lokales Ma-
ximum. Die Bergauf-Methode gehort deshalb zu den lokalen Optimierungsver-
fahren. Derartige Verfahren eignen sich besonders bei Problemen, die nur ein
Optimum besitzen. Konvexe Optimierungsprobleme haben diese Eigenschaft.

Beispiel 23.10. Wir entwickeln ein Bergauf-Verfahren fiir das Rucksack-Prob-
lem. Die Nachbarschaft sei wie in 23.9 festgelegt. Die Heuristik Hy wird wie
folgt definiert: Sei z ein zuléssiger Rucksack. Sei y € N(z) ein zufilliger
Rucksack, der anhand einer Zufallszahl j € {1,...,n} erzeugt wird

e falls ¢ £ j
Yi= 11— falls i = j.

Die beiden Ruckséicke x und y unterscheiden sich nur im i-ten Gegenstand
und sind deshalb benachbart. Fiir die Grole von y gilt

_ Jg(z)+g;fallsx; =0
9(y) = {g(ac) —g; falls x; = 1.

Der Rucksack y ist zulissig, wenn entweder 2; = 1 oder ; = 0 und g(z)+g; <
K. Die Heuristik gibt fail aus, wenn z; = 0 und g(z) + g; > Ko. Um eine
vorzeitige fail-Ausgabe zu vermeiden, wird die Heuristik Hy () so erweitert,
dass sie zu einem gegebenen Rucksack x mehrere zufillige Rucksécke probiert,
bis sich ein zuléssiger Rucksack ergibt. Der Algorithmus wird mit dem leeren
Rucksack (0, ...,0) gestartet.
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Simuliertes Ausgliihen

Unter Ausgliihen wird ein industrieller Prozess verstanden, bei dem ein
Festkorper erhitzt und abgekiihlt wird. Bei schlagartigem Abkiihlen sind die
Atome sehr unregelméflig angeordnet, so dass in dieser Struktur noch ei-
ne relativ hohe potentielle Energie steckt. Hingegen entsteht bei langsamem
Abkiihlen eine gleichméfige Gitterstruktur, deren potentielle Energie sehr
niedrig ist. Simuliertes Ausglihen (engl. Simulated Annealing) ist ein heu-
ristisches Verfahren, das auf dem Vorgang des Ausglithens beruht und von
Kirkpatrick et al. (1983) eingefiihrt wurde. Simuliertes Ausgliithen basiert auf
folgender Heuristik: Sei x eine zuléssige Losung. Wihle eine zuldssige Losung
y € N(z). Ist f(y) > f(z), dann wird = durch y ersetzt. Andernfalls wird
eine Zufallszahl € [0,1] mit dem Wert /@ =/@)/T verglichen. Im Falle
r < efW=F@)/T wird & durch y substituiert. Ansonsten wird entweder fail
ausgegeben oder ein neues y € N(z) gesucht.

Simuliertes Ausglithen gestattet neben einer Aufwdrtsbewegung wie in der
Bergauf-Methode eine Abwidrtsbewegung, die von der momentanen Tempera-
tur T abhingt. Bei hoher Temperatur ist der Faktor e/ —f(@)/T pahe bei 1
und somit eine Abwiirtsbewegung sehr wahrscheinlich, wéhrend bei niedriger
Temperatur e/ ¥)=F@)/T nahe bei 0 liegt und deshalb eine Abwiirtsbewegung
fast unmoglich ist. Mithilfe einer Abwértsbewegung kann ein lokales Optimum
wieder verlassen werden, was bei der Bergauf-Methode nicht méglich ist. Si-
muliertes Ausglithen zihlt deshalb zu den globalen Optimierungsverfahren.

Die Temperatur wird nach einem Abkihlungsplan gesenkt. Die Anfang-
stemperatur Ty wird so hoch gewéhlt, dass Abwirtsbewegungen mit hoher
Wahrscheinlichkeit méglich sind. Die Temperatur wird in jeder Iteration um
einen prozentualen Anteil gesenkt, bis eine Endtemperatur T erreicht wird.
Unsere Uberlegungen sind in einem generischer Algorithmus fiir simuliertes
Ausglithen, SIMULATEDANNEALING, zusammengefasst.

Beispiel 23.11. Sei G = (V, E) ein Graph mit einer Kostenfunktion f : £ —
Ny. Eine uniforme Partition von G ist eine 2-Partition {V;,V2} von V mit
|Vi| = |Vz|. Die Kosten einer uniformen Partition {V4,V2} von G sind

fVi,Va) = > flu,v).

uvEE
ueVy,veVy

Das Optimierungsproblem fiir uniforme Graph-Partitionen lautet: Finde zu
einem Graphen G = (V, E) mit gerader Knotenanzahl und Kostenfunktion
f + E — Ny eine uniforme Partition mit minimalen Kosten. Dieses Problem
ist NP-hart.

Um dieses Optimierungsproblem durch simuliertes Ausglithen zu beschrei-
ben, verwenden wir als Universum X die Menge aller 2-Partitionen {V;, Va}

von V mit |Vi| = |Va|. Die Nachbarschaft von {V1, V2} sollen alle Partitionen
bilden, die aus {V1, V2 } durch Vertauschen zweier Knoten v; € V3 und vy € V4
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Algorithmus 23.7 SIMULATEDANNEALING(X, f, Hy, To, Ty, @)

Eingabe: Universum X, Zielfunktion f, Heuristik Hpy, Anfangstemperatur Tp,
Endtemperatur Ty, Dekrement o

Ausgabe: lokal optimale Losung z*

1. T := Tp

2: wihle zuléssige Losung ¢ € X

3zt =u

4: while T'> Ty do

5: y = Hn(z)

6: if y # fail then

T if f(y) > f(z) then

8: z = y {Aufwiirtsbewegung}
9: if f(z) > f(z*) then

10: ¥ =

11: end if

12: else

13: r := random(0, 1) {Abwirtsbewegung}
14: if r < e W=F@)/T then
15: T =y

16: end if

17: end if

18:  else

19: return z*{vorzeitiges Ende}
20:  end if

21: T := o {a=0.99}
22: end while
23: return z*

entstehen. Der Gewinn, der durch das Vertauschen von v; mit vo entsteht, ist
definiert durch

F(v1,02,V1,Va) = f(V1,Va) = f([Vi \ {v1}] U {va}, [Va \ {wv2}] U {v1 }).

In der Heuristik soll geméif steilstem Aufstieg zu einer Partition eine benach-
barte Partition mit maximalem Gewinn geliefert werden.

Der Graph in Abb. 23.3 besitzt die Partition {{a,b, c},{d, e, f}} mit den
Kosten 1 + 1+ 34 2+ 0 = 7. Ihre benachbarten Partitionen sind

{{a,b,d},{c.e, f}}, {{a,b,e},{c.d, f}},
{{a,b, f},{c,d,e}}, {{a,d, ¢}, {be, f}},
{{a,c,e}, {b,d, f}}, {{a, ¢, f},{b,d, e}},
{{b,c.d}, {a,e, f}}, {{b,c,e},{a,d, f}},
{{b,c, f1{a,d,e}}.
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b 2 c
3 0
3
a 1 2 d
1 2
o2 e

Abb. 23.3. Ein kantenbewerteter Graph.

Genetische Algorithmen

Genetische Algorithmen arbeiten nach dem Vorbild der biologischen Evolu-
tion und gehoéren zu den globalen Optimierungsmethoden. Die Grundmuster
und Begriffswelt sind der Biologie entnommen. Ein genetischer Algorithmus
verwaltet eine Menge von Losungen fester Méchtigkeit, genannt Population.
Eine Population kann aus zuldssigen und nichtzuldssigen Losungen (hohere
und niedere Individuen) bestehen. Ein genetischer Algorithmus arbeitet auf
folgende Weise:

o Initialisierung: Wéhle eine Population P aus N Individuen.
e Iteration:
— Selektion: Wéhle N Individuen aus der Population P entsprechend
ihrer Fitness.
— Mutation: Ersetze jedes Individuum der Population P durch ein be-
nachbartes Individuum.
— Kreuzung: Paare die Individuen der Population P und kreuze jedes
Paar, sodass neue Individuen entstehen.

Beispiel 23.12. Wir entwickeln einen genetischen Algorithmus fiir das Rund-
reise-Problem. Die Nachbarschaft sei wie in 23.9 festgelegt.

o Selektion: Jeder Rundreise x in K, wird ein so genanntes Boltzmann-
Gewicht exp(—0f(z)), 8 > 0, und damit eine Boltzmann- Wahrscheinlich-
keit zugeordnet

exp(=8f(x))
> yepexp(=6f(y))

Je kiirzer eine Rundreise ist, desto hoher ist ihre Boltzmann-Wahrschein-
lichkeit. Aus der Population P werden N Individuen geméif ihrer Boltz-
mann-Wahrscheinlichkeit ausgewéhlt.

e Mutation oder Heuristik: Fine Rundreise x wird durch eine zuféllige Rund-
reise () € N(x) ersetzt, die aus = durch einen Lin-2-Opt-Schritt anhand
zweier Zufallszahlen i, j € {1,...,n} erzeugt wird.

p(x) =
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e Kreuzung: Zwei Rundreisen © = (z1,...,2,) und y = (y1,...,yn) werden
zufiillig gekreuzt, indem eine Zufallszahl j € {1,...,n} generiert wird und
damit zwei Nachkommen gebildet werden

= (T1, -, Tj, Yjd1s---5Yn) Und U= (Y1, ., Yj, Tjt1,- -, Ln)-

Die Zahl j ist so zu wéhlen, dass v und v wiederum Rundreisen sind.

23.4 Greedy-Algorithmen und Matroide

Bergauf-Algorithmen und der Algorithmus von Kruskal sind so genannte
Greedy-Algorithmen. Derartige Algorithmen wéhlen in jedem Schritt eine op-
timale Verbesserung und landen ob ihrer Kurzsichtigkeit oft in einem loka-
len Optimum. Wir wollen der Frage nachgehen, unter welchen Umsténden
Greedy-Algorithmen ein Optimierungsproblem 16sen.

Greedy-Algorithmen

Sei A eine endliche nichtleere Menge, sei M ein aus Teilmengen von A beste-
hendes Mengensystem mit ) € M und sei w : A — R eine Kostenfunktion
auf A. Gesucht wird ein Element 7' des Mengensystems M mit maximalen
Kosten

w(T) = max{w(T) | T € M}. (23.7)

Dabei sind die Kosten einer Teilmenge T von A gleich die Summe der Kosten
ihrer Elemente

W)=Y w(t). (23.8)

teT

GREEDY ist ein Greedy-Algorithmus fiir dieses Problem. Algorithmus 21.1
GREEDY(A, M, -) heifit optimal, wenn die fiir jede Kostenfunktion w : A —
R berechnete Losung T = T'(w) optimal ist, d. h.

w(T) = max{w(T") | T € M}. (23.9)

Wir zeigen, dass optimale Greedy-Algorithmen durch Matroide charakteri-
sierbar sind.
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Algorithmus 23.8 GREEDY (A, M,w)

Eingabe: Menge A, Mengensystem M auf A, w: A — RJ.
Ausgabe: T € M mit maximalen Kosten
1. T:=10
2: while A # ) do
withle @ € A mit w(a) = max{w(a’) | @’ € A}
A= A\ {a};
if TU{a} € M then
T := T U{a};
end if
end while
return T

Matroide

Sei A eine nichtleere Menge und M ein aus Teilmengen von A bestehendes
Mengensystem. Das Mengensystem M heiflt ein Filter auf A, wenn M nach
unten bzgl. Inklusion abgeschlossen ist, d. h., aus S € M und T C S stets
T € M folgt. Ein Filter M auf A heifit ein Matroid, wenn M die Austauschei-
genschaft besitzt, d. h., fir alle S, T € M gilt

1S|=|T|+1 = 3seS\T[TU{s}eM]. (23.10)

Die Elemente eines Matroids M heiflen unabhingige Mengen. Die unabhéngi-
gen Mengen maximaler Méchtigkeit werden Basen von M genannt. Matroide
wurden von Hassler Whitney (907-1989) eingefiihrt.

Beispiele 23.13. @ Sei A ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Die Menge
M aller linear unabhéngigen Teilmengen von A bildet ein Matroid, das
lineare Matroid auf A. Die Austauscheigenschaft entspricht dem aus der
Linearen Algebra bekannten Austauschsatz von Steinitz.

e Sei A eine endliche Menge und k eine natiirliche Zahl. Die Menge M aller
Teilmengen T von A mit |T'| < k bildet ein Matroid, das uniforme Matroid
auf A bzgl. k.

e Sei G = (V,E) ein Graph. Die Menge M aller Teilmengen von E, die
einen Wald aufspannen, bildet ein Matroid, das graphische Matroid auf
G. Die Filtereigenschaft von M ist erfiillt, weil ein Teilgraph eines Wal-
des wiederum ein Wald ist. Wir beweisen die Austauscheigenschaft. Seien
S,T € M mit |S| =|T|+ 1. Dann gibt es eine Kante uv € S, die nicht zu
T gehort. Diese Kante kann nach Satz 21.16 so gew&hlt werden, dass einer
ihrer Endpunkte in dem von S aufgespannten Wald liegt, aber nicht in
dem von T aufgespannten Wald. Der von T'U{uv} aufgespannte Teilgraph
von G ist dann ebenfalls ein Wald, also T'U {uv} € M.

Alle Basen eines endlich-dimensionalen Vektorraums sind gleichméchtig.
Dies gilt allgemeiner fiir die Basen eines endlichen Matroids.
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Lemma 23.14. Ist M ein Matroid auf einer endlichen Menge A, dann sind
alle Basen von M gleichmdchtig.

Beweis. Seien S und T Basen von M. Angenommen, es wire |S| # |T.
O.B.d.A. sei |S| > |T|. Wir verringern die Basis S um |S| — |T| — 1 Ele-
mente. Die resultierende Menge S’ liegt ebenfalls in M, weil M ein Filter ist.
Es gilt |S'| = |T'|+ 1. Aufgrund der Austauscheigenschaft gibt es ein Element
s € S'\T mit TU{s} € M. Also ist T widerspriichlicherweise keine Basis von
M. a

Satz 23.15. Sei M ein Filter auf einer endlichen Menge A. Der Algorithmus
GREEDY(A, M, -) ist optimal genau dann, wenn M ein Matroid auf A ist.

Beweis. Sei M ein Filter auf A. Angenommen, M wiirde die Austauscheigen-
schaft nicht erfiillen. Dann gibt es Elemente S,7 € M mit |S| = |T| + 1,
sodass fiir jedes Element s € S\ T gilt T U {s} ¢ M. Wir setzen k = |T| und
definieren eine Kostenfunktion w : A — Rg‘ vermoge

k+2 fallsaeT,
wla)=< k+1,fallsac S\ T,
0, sonst.

Der Algorithmus GREEDY (A, M,w) wihlt definitionsgeméf zuerst alle Ele-
mente der Menge T, weil sie allesamt maximale Kosten haben. Die Kosten
von 7" sind

w(T) = |T|- (k+2) = k(k + 2).

Gemif obiger Annahme kann der Algorithmus kein weiteres Element auswéh-
len, um das Kosten zu erhdhen. Es gilt aber

w(S) > [S|-(k+1)=(k+1)2 > w(T).

Also ist GREEDY (A, M, w) nicht optimal.

Umgekehrt sei M ein Matroid auf A und w : A — R{ eine Abbildung.
Sei T das von GREEDY (A, M,w) gelieferte Element aus M. Angenommen, T'
wire keine Basis von M. Dann gibt es wie im Beweis von Lemma 23.14 ein
Element s, sodass T'U{s} zum Matroid M gehort. Ein solches Element s fiigt
GREEDY (A, M,w) aber widerspriichlicherweise der Menge T hinzu.

Wir zeigen, dass fiir jede weitere Basis S von M die Ungleichung w(.S)
w(T) besteht. Seien T = {t1,...,tx} mit w(ty) > ... > w(ty) und S
{s1,..., 8k} mit w(s1) > ... > w(sg). Nach Definition von T gilt w(¢;)
w(s1). Seien Tj—1 = {t1,...,t;—1} und S;—1 = {s1,...,8-1} mit w(T}_1)
w(Si—1). Im Falle w(t;) > w(s;) haben wir fiir T, = {t1,...,t} und S
{s1,...,8} sofort w(T};) > w(S;). Andernfalls wihlt der Algorithmus ein Ele-
ment s; € S;\ T}, 1 <14 <1, oder gar ein Element einer anderen Basis von M
mit Kosten > w(s;), sodass T;_1 U {s;} € M. Wegen w(s;) > w(s;) > w(t;)
hat der Algorithmus also vor ¢; schon s; ausgewihlt, weshalb dieser Fall nicht
auftreten kann. Also ist GREEDY (A, M, -) optimal. O

VIV I IA
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Dass dieser Satz nicht fiir Filter gilt, zeigt das folgende

Beispiel 23.16. Sei A = {a,b,c}. Die Menge M = {0, {a}, {b}, {c},{b,c}} ist
ein Filter, aber kein Matroid auf A. Mit den Kosten w(a) = 3 und w(b) =
w(c) = 2 liefert GREEDY(A, M, w) die Menge T' = {a} mit w(T) = 3, obgleich
S = {b, ¢} mit w(S) = 4 optimal ist.

Wird obiger Satz auf das graphische Matroid angewendet, so ergibt sich
ein wichtiges

Korollar 23.17. Sei G ein endlicher Graph. MinSpannbaun (G, -) ist ein op-
timaler Greedy-Algorithmus, der zu jeder Kostenfunktion w auf den Kanten
von G einen minimalen Spannbaum von G liefert.

23.5 Knotenfiarbungen

Abschlieflend wird das Problem der Knotenfirbung von Graphen untersucht.
Sei G = (V, E) ein Graph und k eine natiirliche Zahl. Eine Firbung von G mit
k Farben ist eine Abbildung f : V — k, die je zwei adjazenten Knoten von
G unterschiedliche Farben zuordnet. Existiert eine solche Abbildung, dann
heifit der Graph k-firbbar. Die chromatische Zahl von G ist die minimale
Anzahl von Farben, die zur Farbung von G notwendig sind, sie wird mit x(G)
bezeichnet.

Satz 23.18. Fin Graph G ist 2-farbbar genau dann, wenn G bipartit ist.

Beweis. Ein bipartiter Graph G mit der 2-Partition {V;, V,} seiner Knoten-
menge wird 2-gefirbt, indem alle Knoten in V; rot und alle Knoten in V5 blau
gefarbt werden. Umgekehrt enthélt ein 2-farbbarer Graph keine Kreise von
ungerader Linge und ist somit nach Satz 21.19 bipartit. a

Das Entscheidungsproblem, zu einem Graphen G und einer natiirlichen
Zahl K eine Farbung von G mit hochstens K Farben zu finden, ist NP-
vollstédndig. Das zugehorige Optimierungsproblem, die chromatische Zahl ei-
nes Graphen zu ermitteln, ist NP-hart.

Ein bekanntes Greedy-Verfahren zur Knotenfirbung eines Graphen G
stammt von Welch und Powell. Hierbei werden die Knoten von G in einer be-
liebigen Reihenfolge geordnet. Der erste Knoten wird mit der Farbe 1 gefarbt.
Ist der i-te Knoten schon gefirbt, dann wird der (i + 1)-te Knoten mit der
kleinsten Farbe gefiarbt, die nicht fiir seine Nachbarn verwendet wird. Die
resultierende Farbung hiangt von der jeweiligen Knotenreihenfolge ab.
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Algorithmus 23.9 WELCH-POWELL(G)

Eingabe: Graph G mit Knotenfolge (v1,...,vn)
Ausgabe: Knotenfirbung f von G

1: f(v1) == 1;

2: for i :=2 ton do

3 F:=10

4: forj:=1toi—1do
5: if v; ist adjazent zu v; then
6: F = FU{f(vj)}
T end if

8: end for

9: l:=1

10:  while!l € F do

11: l=1+1

12: end while
13: f(v) =1
14: end for

Abb. 23.4. Zwei Knotenfiarbungen eines Graphen.

Beispiel 23.19. Wir betrachen den Graphen G in Abb. 23.4. Der Algorithmus
WELCH-POWELL(G) liefert fiir die Knotenfolgen (a, b, ¢, d) und (a, d, b, ¢) fol-
gende Farbungen

v |a b ¢ d v |a d b c
flo)y|t 2 1 1 fl)y|11 2 3
F | Aa} {b} {c} o 0 {a} {b,d}

Die erste Farbung zeigt, dass der Graph 2-firbbar ist.

Satz 23.20. Sei G ein Graph. Bezeichnet A(G) den mazimalen Grad von G
und w(G) die Knotenanzahl einer maximalen Clique in G, dann gilt

w(G) < x(G) < A(G) + 1. (23.11)
Ist der Graph G nichiregulir und zusammenhdngend, so gilt
X(G) < A(G). (23.12)

Beweis. Um eine Clique mit k£ Knoten zu farben, sind mindestens k Farben
notwendig. Also folgt w(G) < x(G). WELCH-POWELL(G) liefert eine Kno-
tenfirbung, die mit maximal A(G) + 1 Farben auskommt, weil jeder Knoten
hochstens A(G) Nachbarn besitzt. Damit ist die erste Aussage bewiesen.
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Um die zweite Aussage zu beweisen, werden die Knoten von G in einer
Liste angeordnet. Sei k = A(G). Der letzte Knoten v, in der Liste wird so
gewihlt, dass sein Grad kleiner als k ist. Ein solcher Knoten existiert, weil G
nicht regulér ist. Die zu v,, adjazenten Knoten werden in die Liste von hinten
her eingefiigt. Sei v;11 der letzte Knoten in der Liste, dessen adjazente Knoten
schon eingetragen wurden. Dann werden im néchsten Schritt alle zu v; adja-
zenten Knoten in die Liste von hinten her eingefiigt. Da G zusammenhéingend
ist, werden auf diese Weise alle Knoten in die Liste aufgenommen. In jedem
Schritt ist die Anzahl der eingefiigten Knoten hochstens k — 1. Fiir diese Liste
liefert WELCH-POWELL(G) also eine k-Férbung von G. O

Sei pg (k) die Anzahl der k-Férbungen eines Graphen G. Die chromatische
Zahl x(G) ist per definitionem die kleinste natiirliche Zahl k mit pg (k) > 1.

Jede k-Farbung des vollstdndigen Graphen K, ist eine n-Permutation von
k, mithin gilt

pi, (k) =k(k=1)---(k—n+1). (23.13)

Sei G ein Graph mit zwei nichtadjazenten Knoten v und v. Sei G, derjenige
Graph, der aus G durch Hinzufiigen der Kante uwv entsteht, und sei G —,
derjenige Graph, der aus GG durch Identifizieren der beiden Knoten hervorgeht
(Abb. 23.5). Die k-Firbungen von G zerfallen in zwei disjunkte Teilmengen,

G Gu'u Gu:v

Abb. 23.5. Ein Graph G und die abgeleiteten Graphen G, und Gy=..

je nachdem, ob die Knoten u und v gleich oder verschieden geféirbt sind. Die
k-Farbungen von G, in denen die Knoten u und v verschieden geférbt sind,
entsprechen den k-Férbungen von G,,, wihrend die k-Farbungen von G, in
denen die Knoten v und v gleich gefarbt sind, zu den k-Farbungen von G-,
korrespondieren. Damit haben wir bewiesen

Satz 23.21. Sei G ein Graph. Sind u und v nichtadjazente Knoten in G,
dann gilt

pc(k) = pa.,, (k) + pc,_, (k) (23.14)

und

X(G) = min{X(Guv)7X(Gu:v)}- (23-15)
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Die abgeleiteten Graphen G, und G,—, besitzen mindestens ein nichtadja-
zentes Paar von Knoten weniger als G. Wenn wir dieses Verfahren sukzessive
auf Gy, und G,—, fortsetzen, so resultieren nach endlich vielen Schritten
vollstéindige Graphen, fiir die die Anzahl der Fiarbungen gemifl (23.13) be-
kannt ist (Abb. 23.6).

= +
= + 2 V + —
= pK4(k) + 2pKc, (k) + PK, (k)

Abb. 23.6. Iterative Berechnung des chromatischen Polynoms eines Quadrats.

Der Ausdruck pg(k) ist eine ganzzahlige Linearkombination von Aus-
driicken pg, (k) fiir vollstindige Graphen K,,. Der Ausdruck pg, (k) ist aber
eine Polynomfunktion in k£ mit ganzzahligen Koeffizienten. Damit haben be-
wiesen

Satz 23.22. Sei G ein Graph. Der Ausdruck py(G) ist eine Polynomfunktion
in k mit ganzzahligen Koeffizienten.

Die Polynomfunktion pg (k) heifit das chromatisches Polynom von G.

Selbsttestaufgaben

23.1. Zeige, dass das Cliquenproblem in NP liegt.

23.2. Entwickle einen Backtracking-Algorithmus fiir das Knoteniiberdeckungspro-
blem und gib eine geeignete Bounding-Funktion an.

23.3. Sei (Ma,...,M,) eine Familie von Mengen. Gesucht ist eine Teilfamilie

(Miy, ..., M;,,), so dass
UM =M,
j=1 j=1

i’VTL
Lose dieses Mengeniiberdeckungsproblem anhand eines Backtracking-Algorithmus’.
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23.4. Berechne alle k-Farbungen eines endlichen Graphen anhand eines Back-
tracking-Algorithmus.

23.5. Entwickle einen Bergauf-Algorithmen fiir das obige Mengeniiberdeckungspro-
blem.

23.6. In welcher Beziehung stehen die Entwurfsparameter von heuristischen Algo-
rithmen?

23.7. Wir betrachten ein Rucksack-Problem mit 15 Gegenstidnden und Kapazitét
Ko = 1019. Die Gegensténde haben folgenden Wert und Grofle:

Werte|535 440 418 120 512 386 48 574 376 146 143 106 55 124 266
Grt}ﬁe|244 202 192 56 240 182 23 277 183 73 72 5429 67 144

Berechne einen optimalen Rucksack anhand eines Backtracking-Algorithmus.
Berechne Naherungslosungen durch die Bergaufmethode, simuliertes Ausglithen
und einen genetischen Algorithmus.

23.8. Berechne das chromatische Polynom eines Fiinfecks.

23.9. Sei M ein Matroid auf einer endlichen Menge A. Der Rang einer Teilmenge T
von A ist definiert durch

rg(T) =max{|X| | X CT,X € M}.
Zeige, dass fiir alle S, T C A und a,b € A gilt

0 < rg(T) <|T.

TeM < rg(T)=|T|

Monotonie: ' C S = rg(T) < rg(9).

rg(T) < rg(T U{a}) <rg(T) + 1.

Submodularitdt: rg(T) + rg(S) > rg(T'US) +rg(T' N S).
rg(T'U{a}) = rg(T U{b}) = rg(T) = rg(T U{a,b}) = rg(T).
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Lineare Optimierung

Viele Optimierungsaufgaben lassen sich durch lineare Programme darstellen.
Dies gilt insbesondere fiir Produktions-, Transport-, Zuordnungs- und Netz-
werkprobleme. Wir entwickeln die Grundlagen der linearen Optimierung und
zeigen, dass die Sétze von Ford-Fulkerson und Konig-Egervéry allesamt Spe-
zialfille des Dualitéitssatzes der linearen Optimierung sind.

24.1 Beispiele

Wir spezifizieren drei weiter vorne schon behandelte Optimierungsaufgaben
als lineare Optimierungsprobleme.

Rucksackproblem

Das rationale Rucksackproblem (23.5) wird durch folgende Aufgabe beschrie-
ben

maxy_, fix;. (24.1)
s.d. Zz g;T; < KQ

z; >0 Vie{l,...,n}

z; <1 Vie{l,...,n}

Paarungsproblem

Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Wir spezifizieren jede Teilmenge P von
E durch einen Vektor z = (x,) mit

(24.2)

_ J1lfallsee P,
Te =\ 0 sonst.
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Das Problem, eine maximale Paarung in G zu finden, ist durch folgende Auf-
gabe gegeben

max ). cpTe- (24.3)
s.d. Zvee . <1 YoeV
z. €{0,1} Vee FE

Netzwerkproblem

Sei N = (D, k,q,s) ein Flussnetz. Sei f,,, der Wert eines Flusses f auf der
Kante vw. Das Problem, einen maximalen Fluss auf N zu finden, ist durch
folgende Aufgabe spezifiziert

max Eveq+ qu - Zveq* f'uq (244)
s.d. fow < k(vw) Yow € E

ZueU* fuv = Zwev* f'uw YvoeV \ {Qa S}
fow >0 Yow e FE

24.2 Lineare Programme und Dualitit

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen der linearen Programmierung
erortert. Alle Vektoren sind Spaltenvektoren.

Lineare Programme

Seien A € R™*" b € R™ und ¢ € R™. Unter einem linearen Programm (LP)
wird die Aufgabe verstanden, einen Vektor x € R™ zu finden, sodass

max ¢ x. (24.5)
sd. Az <b
x>0

Ein Vektor x € R™ heifit eine zulissige Losung von (24.5), wenn er die Ne-
benbedingungen erfiillt, d. h., Az < b und « > 0. Die Menge aller zuldssigen
Losungen von (24.5) heifit zuldssiger Bereich. Eine zuldssige Losung 2* heifit
optimal, wenn fiir jede zuldssige Losung = gilt ¢’ a* > ¢Tz. Ein LP heifit
losbar, wenn es eine optimale Losung besitzt. Ein LP kann in kanonische oder
Standardform transformiert werden, wie in der ersten Selbsttestaufgabe an-
gegeben.

Ein LP in der Form (24.5) wird primales LP genannt. Das zugehorige
duale LP lautet

min bTy. (24.6)
s.d. ATy > ¢
y=0
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Lemma 24.1. Ist z eine zulissige Lisung des primalen LP (24.5) und y eine
zulissige Losung des dualen LP (24.6), dann gilt

e <bly. (24.7)
Beweis. Da x zuléssig ist und y > 0, gilt
i=1 i=1 \j=1

Da y zuléssig ist und = > 0, erhellt sich

i (i aijyi> xj > icj:cj =cTx. (24.9)

j=1 \i=1 j=1
Damit ist die Aussage gezeigt. a
Beispiel 24.2. Wir betrachten das LP

max 1 + 3. (24.10)

sd. —x1+ 322 <6
3r1+x9 <12
€T; Z 0 Wi

Der zuldssige Bereich dieses LP ist in Abb. 24.1 illustriert. Die Zielfunktion
f(z) = x1 + 3x2 beschreibt eine Parallelenschar, die senkrecht zum Vektor
¢ = (1,3)T steht. Die optimale Losung des LP ist z* = (3,3)7 mit dem
Zielfunktionswert f(z*) = 12.

Das zugehorige duale LP lautet

min 6y1 + 12ys. (24.11)
s.d. —Y1 + 3y2 S 1

3y1 +y2 <3

yi >0 Vi

Die zuléssigen Losungen des primalen LP und dualen LP verhalten sich gem#&fl
Lemma 24.1 wie in Abb. 24.2 illustriert.

Korollar 24.3. Sei x eine zulissige Lisung des primalen LP (24.5) und y
eine zulissige Losung des dualen LP (24.6). Aus cTx = bTy folgt, dass x eine
optimale Léisung von (24.5) und y eine optimale Lisung von (24.6) ist.
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Z1
Abb. 24.1. Zulidssiger Bereich (dunkel) des LP (24.10).

0 12 o0
primale duale

zuléssige Losungen

Abb. 24.2. Die Zielfunktionswerte des primalen LP (24.10) und des dualen
LP (24.11).

Satz 24.4. (Farkas, 1902) Die Menge P = {x € R" | Az = b,z > 0} ist
nicht leer genau dann, wenn fir jedes y € R™ mit ATy > 0 auch bTy > 0 gilt.

Beweis. Sei x € P. Dann gilt fiir jedes y € R™ mit ATy > 0 auch b7y =
(Ax)Ty = 2T (ATy) > 0.

Umgekehrt sei P leer. Sei a(? die i-te Spalte von A. Angenommen, Az = b
wére nicht losbar. Dann ist b nicht darstellbar als Linearkombination der
Spalten von A. Also hat die Matrix (A | b) den Rang r(A | b) = r(A) + 1

und die Matrix A’ = (gl 11)) den Rang r(A4’) = r(A) +1 = r(A | b). Somit

ist die letzte Zeile (0 | 1) linear abhéingig von den ersten m Zeilen von A’.
Also existieren Zahlen y1, ..., yy, mit ), a(i)Tyi =0und ), biy; = —1,d. h,,
y=(y1,-..,ym)? erfiillt ATy =0und b7y = —1.

Angenommen, Ax = b wére losbar, aber unter den Lésungen befiinden
sich keine nichtnegativen. Im Falle n = 1 sei z1a® = b und z; < 0. Mit

y = —b folgt a(l)Ty = —Illeb >0 und b7y = —bTb < 0. Sei die Aussage fiir
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alle r-dimensionalen LP mit » < n — 1 richtig. Nach Induktionsannahme gibt
es ein v € R™ mit a(i)TU >0,1<i<n-—1,und bTv < 0. Im Falle a(")TU >0
sind wir fertig. Andernfalls setzen wir

a® = (@ v)a™ — @ p)a®, 1<i<n-1,
b= (bTv)a™ — (a(”)TU)b.

Angenommen, es gibe x; > 0,1 <i<n —1, so dass 2?2_11 x;al® = b. Dann
folgt

n—1 n—1
1 . .
- < g zi(a(z)Tv) — bTv> a™ + E ziaD = b (24.12)
i=1

T

Die Koeffizienten a(?, 1 < i < n, sind nach Annahme nichtnegativ. Dies
widerspricht der Annahme, dass P leer ist. Also ist Z?:_ll z;a = 13, x; >0,
1 <i < n—1, nicht l6sbar. Nach Induktionsannahme gibt es ein w € R mit
a® >0,1<i<n-—1,und bTw < 0. Fiir den Vektor y = (a(")Tw)v —
(a(”)Tv)w gilt dann a(i)Ty = a®Ty >0,1<i<n-—1, a(")Ty = 0 und
by = bTw < 0. g

Satz 24.5. Die Menge P = {x € R | Ax < b,z > 0} ist nicht leer genau
dann, wenn fiir jedes y € R™ mit ATy >0 und y > 0 auch bTy > 0 gilt.

Beweis. Ist P nicht leer, dann wird wie im obigen Satz verfahren. Sei P leer.
Dann ist auch P’ = {x € R" | Az+2z = b,z > 0,z > 0} leer. Sei B = (4 | In),
wobei I,,, die m-reihige Einheitsmatrix ist. Dann ist P’ leer genau dann, wenn
P’ ={x € R"™™ | Bv = b,v > 0} leer ist. Nach dem obigen Satz gibt es ein
y € R™ mit ATy >0,y =1L,y >0und b7y < 0. O

Satz 24.6. (Dualitéitssatz) Seien ein primales und das zugehdrige duale
Programm gegeben

max c’x min bT'y. (24.13)
s.d. Ax <b s.d. ATy > c
x>0 y>0

e  Wenn beide Programme jeweils mindestens eine zuldssige Losung haben,
dann sind beide Programme losbar. Fir die optimalen Liosungen x* und
y* gilt T = bTy*.

o Wenn eines der beiden Programme keine zuldssige Liosung besitzt, dann
hat keines der beiden Programme eine optimale Ldsung.
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Beweis. Wir nehmen an, dass beide LP zuléssige Losungen besitzen. Sei P =
{(z,y) | Ax < b,x > 0,ATy > c,y > 0,cTa — bTy > 0}. Wir setzen

A 0 b
A/ = 0 —AT und d= —C
—cT b7 0

Dann folgt P = {z | A’z < d,z > 0}. Angenommen, P wére leer. Dann gibt
es nach Satz 24.5 ein y € R™+"+1 mit ATy >0,y > 0 und d’y < 0. D. h.,
es gibt u € R™, v € R" und Kk € R mit v > 0, v > 0 und x > 0, so dass

ATu> ke, Av<kb, bTu<clo. (24.14)

Angenommen, es wire k = 0. Sei x eine zuldssige Losung des primalen LP
und y eine zuléssige Losung des dualen LP. Dann folgt widerspriichlicherweise

0 < 2?(ATu) = (Az)Tu < bTu < Tv < (ATy)Tv = T (Av) < 0.

Also muss £ > 0 sein. Setzen wir x = %v und y = %u, dann erhellt sich

Ar < b, ATy > ¢,z > 0 und y > 0. Mit Lemma 24.1 ergibt sich cfv =
k(cTz) < k(bTy) = bTu, was (24.14) widerspricht. Also ist P nicht leer und
mit Korollar 24.3 folgt die erste Aussage.

Sei das primale LP nicht 16sbar. Dann gibt es nach Satz 24.5 ein y € R™
mit ATy >0,y >0 und b7y < 0. Sei 3/ eine zuliissige Losung des dualen LP.
Dann ist auch 3’ + ky eine zuldssige Losung des dualen LP fiir jedes k > 0.
Es gilt b7 (y' + xy) = b7y’ + x(bTy). Dieser Ausdruck kann wegen bTy < 0
beliebig klein werden. Also ist das duale LP nicht 16sbar. Die Umkehrung wird
analog bewiesen. m]

Beispiel 24.7. Sei G = (V, E) ein Graph mit der Inzidenzmatrix A = (ay..)-
Das Problem, eine maximale Paarung in G finden, lautet nach (24.3)

max 17z, (24.15)
sd. Ax <1
z. €{0,1} VeeF

Wir relaxieren dieses Problem, indem wir reellwertige Losungen zulassen, und
erhalten

max 17z (24.16)
sd. Az <1
x>0
Das duale Problem lautet
min 17y. (24.17)
sd. ATy >1

y=>0
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Wir restringieren die Variablen und erhalten das ganzzahlige LP

min 17y, (24.18)
s.d. ATy >1
yp € {0,1} Yw eV

Jede Kante e = uv in G liefert eine Nebenbedingung vy, + y, > 1 in ATy > 1.
Eine optimale Losung y = (y,) von (24.18) beschreibt eine minimale Kno-
teniiberdeckung von G.

24.3 Der zulissige Bereich und die Rolle der Ecken

Eine Teilmenge A von R™ heifit konvez, wenn mit z,y € A auch Az+(1—-N)y €
A fiir alle A € [0,1]. Eine konvexe Menge enthilt also mit je zwei Punkten
auch die Strecke zwischen diesen Punkten.

Lemma 24.8. Sei A C R" eine konvere Menge und r eine natirliche Zahl.
Sind M, ... 2 € A, dann ist 3, Na'D € A fir alle M\y,..., N\ > 0 mit
Y di=1.

Der Beweis wird durch vollsténdige Induktion nach r gefiihrt.
Die konvere Hiille einer Menge A C R™ ist definiert durch

conv(A) = D Xz [ X > 0,20 € A,Y N =1r>1}  (24.19)
=1 =1

Die konvexe Hiille von A ist die kleinste konvexe Menge, die A enthilt. Ist A
endlich, dann wird conv(A) ein konvezes Polyeder genannt.

Sei P ein konvexes Polyeder. Ein Punkt x € P heifit eine Ecke von P,
wenn fiir jede Darstellung

=Y Nz®, mit 2 e P, A >0,und Y, A =1,  (24.20)
=1

gilt = 2 fiir alle 4 mit \; > 0. Bine Ecke z lisst sich also nicht als eine
konveze Linearkombination (d. h., A; > 0 und Y./_; \; = 1) von anderen
Punkten in P schreiben. Insbesondere liegt eine Ecke von P nicht zwischen
zwei anderen Punkten in P.

Beispiel 24.9. Die Ecken des LP (24.10) sind (0,0)T, (4,0)T, (3,3)T und
(0,2)T.
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Satz 24.10. Ein konvexes Polyeder ist die konvexe Hiille seiner Ecken.

Beweis. Sei A= {x™M, ... 2(M} und P = conv(A). Aus A konnen alle Punkte
entfernt werden, die sich als konvexe Linearkombination der {ibrigen Punkte
darstellen lassen. Denn sei etwa

2 =3 "Nz mit A >0, und 337_, A = 1.
i=2
Fiir jedes y € P gilt
Y= Zﬂifc(i) mit p; >0, und >0, p; = 1.
=1

Es folgt y = >0, (w1 + pi)z® und 37, (1 hi + ;) = 1. Somit ist P =
conv({z(®,...,z("}). Es kann angenommen werden, dass kein Punkt in A
eine konvexe Linearkombination der iibrigen Punkte in A ist. Denn sei

t
M = Zujy(j) mit y) € P, p; >0, und 23‘21 i =1,
j=1
und
yl) = Z)\jix(i) mit A\j; >0, und Y., Aj; = 1.

i=1

Dann ist z() =37, Z;:l iz also

t T t
(1 — Zuj/\jl)x(l) = Z Z,uj)\ﬂz(z)
Jj=1

i=2 j=1

Da M keine konvexe Linearkombination von z®, ..., z(") ist, erhellt sich
22:1 A1 = 1 und somit A;j; =1 fiir jedes j mit p; > 0. Also ist M) = y0)
fiir jedes j mit y; > 0. Folglich ist (1) eine Ecke von P. 0

Wir untersuchen im Folgenden das LP

max clz. (24.21)
sd. Ar =
x>0

Wir kénnen m < n annehmen und dass A den Rang r(A) = m besitzt. Im Falle
m > n wiren m — r(A) Gleichungen iiberfliissig. Sei P = {z | Az = b,z > 0}
der zuliissige Bereich von (24.21) und bezeichne a(*) die i-te Spalte von A. Sei
x € Pund I = {i | z; > 0} die Menge aller Indizes ¢ mit z; > 0. Die Menge
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{a® | i € I} wird die zu = gehdrende Basis von A genannt. Fiir die zu
gehorende Basis von A gilt

> wid =b. (24.22)
i€l
Satz 24.11. Fin Punkt x € P ist eine Ecke von P genau dann, wenn die zu
x gehorende Basis von A linear unabhdngig ist.

Beweis. Sei x ist eine Ecke von P und I = {i | x; > 0}. Angenommen,
{a® | i € I} wiire linear abhiingig. Dann gibt es Zahlen d;, i € I, die nicht
alle gleich Null sind, so dass ;. ; d;a) = 0. Setzen wir d; = 0 fiir alle
je{l,...,n}\ I, dann ist Ad = 0 fiir d = (dy,...,d,)T. Wir zeigen, dass
y=x —60d und z = x + 0d in P liegen, wobei

Gmin{% |ie[,dﬁé0} > 0.
Wegen Ad =0 ist Ay =b= Az. Sei 1 <i<n.lIsti¢&I, dann ist d; = 0 und
somit y; = 0= z;. Isti € T und d; = 0, so ist y; = x; = z;. Ist ¢ € I und
d; # 0, dann ist 0|d;| < ﬁ -|d;] = x; und deshalb y; = ; — 0d; > 0 und z; =
x; + 0d; > 0. Also liegen y und z in P. Die Punkte y und z sind wegen 6 > 0
von x verschieden und es gilt x = %y + %z Also ist x widerspriichlicherweise
keine Ecke von P.

Umgekehrt sei {a? | i € I} linear unabhiingig. Angenommen, es wiire
x=Ay+ (1 =Xz, wobei 0 < A < 1 und y,z € P. Nach Voraussetzung ist
z die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems Az = b mit z; = 0
fiir alle ¢ ¢ I. Da y der Gleichung Ay = b geniigt, gibt es einen Index i ¢ I
mit y; > 0. Wegen z > 0 ist dann die i-te Komponente von Ay + (1 — )z
widerspriichlicherweise positiv. a

Jede Ecke von P hat also hochstens m positive Koordinaten. Die Anzahl
der Ecken von P ist somit endlich. Eine Ecke von P heifit nichtentartet, wenn
sie m positive Koordinaten besitzt, andernfalls heifit sie entartet.

Satz 24.12. Ist das LP (24.21) lésbar und sein zuldssiger Bereich ein konve-
xes Polyeder, dann gibt es unter den optimalen Losungen eine Ecke.

Beweis. Sei A = {zM ... 2"} die Menge aller Ecken von P und P =
conv(A). Nach Satz 24.10 hat jedes « € P die Form

T = Z)\ix(i) mit A; >0, >0 A\ =1
i=1
Sei () eine Ecke mit ¢’ 2*) = max{cTz® | 1 <4 < r}. Dann folgt

o= Z )\ichl(.i) < Z )\ich(k) =Tz,

i=1 i=1

Also ist z(*) eine optimale Losung des LP. a
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Im obigen Satz wurde angenommen, dass der zuléssige Bereich von (24.21)
ein konvexes Polyeder bildet. Im Allgemeinen ist der zulissige Bereich eines
LP gegeben durch eine Summe

B=P+K={zx+y|lzecAyecK}, (24.23)

wobei P ein konvexes Polyeder und K = {z | Az = 0,2 > 0} ein endlich
erzeugter konvexer Kegel ist. Es kann gezeigt werden, dass der Satz 24.12 in
dieser Verallgemeinerung giiltig bleibt.

Beispiel 24.13. Wir schreiben das LP (24.10) in Standardform

maxxi + 322

sd. —z1 +3z9+2x3 =06
3x1 +x9+x4 =12
€T; Z 0 Wi

indem wir jede Ungleichung durch eine Schlupfvariable in eine Gleichung
transformieren (z3 > 0 und x4 > 0). Die Ecken dieses LP lassen sich nach
Satz 24.11 durch (3) = 6 Gleichungssysteme ermitteln

—21+322 =6 —x1+x3 =06

31 +x9 =12 31 =12

x(® =(3,3,0,0)7 [x® = (4,0,10,0)T
—T1 =6 3ro+2x3 =06

31 + x4 =12 X9 =12

x(3) = (-6,0,0,30)7 | x® = (0,12, -30,0)"
3:62 =6 Tr3 = 6

Tog + x4 = 12 ry =12

x®)  =1(0,2,0,10)7 [x(©® =(0,0,6,12)T

Die optimale Losung ist x(1) = (3,3, 0,

0)” mit dem Zielfunktionswert 12. Also

ist (3,3)7 die optimale Losung von (24.10).

24.4 Ganzzahlige Programmierung

Ein ganzzahliges lineares Programm (ILP) hat die Form

maxclz. (24.24)
sd. Ax =10

x>0

v, €7 Vi
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Wir relaxieren das Problem, indem wir reellwertige Losungen zulassen, und
erhalten

max ¢ . (24.25)
sd. Az =b
x>0

Der zuléssige Bereich P = {z | Ax = b,x > 0} dieses LP heifit ganzzah-
leg, wenn jede Ecke von P ganzzahlig ist. Wir entwickeln eine hinreichende
Bedingung fiir die Ganzzahligkeit von P.

Eine quadratische Matrix A heifit modular, wenn A die Determinante +1
hat. Eine ganzzahlige Matrix A heifit total unimodular, wenn jede nichtsin-
guldre quadratische Untermatrix von A modular ist. Eine total unimodulare
Matrix besteht also nur aus Eintrégen 0, 1 und —1.

Lemma 24.14. Ist A eine total unimodulare m x n-Matriz, dann sind fol-
gende Matrizen ebenfalls total unimodular: —A, AT, (A | L) und (A | —A).
Ebenso ist jede Matriz total unimodular, die durch Multiplikation einer Zeile
oder Spalte von A mit —1 entsteht.

Satz 24.15. Ist A eine total unimodulare m x n-Matriz und b € Z™, dann ist
P ={x| Az = b,x > 0} ganzzahlig.

Beweis. Sei x eine Ecke von P und {a | i € I} die zu = gehorende Basis
von A. Nach (24.22) ist Y}, ; z;a() = b. Fiir die Komponenten dieses Glei-
chungssystems gilt nach der Cramerschen Regel

_ det(BY)
~ det(B) ’

€Ty 1€ I,

wobei B die aus den Spalten a(?), i € I, gebildete Matrix ist und B(*) aus B
entsteht, indem die i-te Spalte durch b ersetzt wird. Da A total unimodular
ist, folgt mit Satz 24.11 sofort det(B) = £1. Nach Voraussetzung sind alle

Eintriige von B(*) ganzzahlig, sodass det(B(?)) ganzzahlig ist. Folglich ist =
ganzzahlig. a

Lemma 24.16. Die Inzidenzmatrix eines Graphen G ist total unimodular ge-
nau dann, wenn G bipartit ist.

Beweis. Sei G nicht bipartit und A die Inzidenzmatrix von G. Nach Satz 21.19
enthédlt G einen einfachen Kreis ungerader Lénge. Die zu diesem Kreis
gehorende quadratische Untermatrix von A hat die Determinante +2.
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Sei G = (V, E) bipartit mit der Knotenzerlegung V = V5 U V5 und A die
Inzidenzmatrix von G. Fiir jede einreihige Untermatrix von A ist die Aussage
richtig, weil A nur Eintrdge 0 und 1 enthilt. Sei die Aussage fiir ¢t-reihige
Untermatrizen von A schon bewiesen. Sei B eine (t + 1)-reihige Untermatrix
von A. Wir unterscheiden drei Félle:

Die Matrix B enthilt eine Nullspalte. Dann ist det(B) = 0.
Die Matrix B enthélt eine Spalte j mit genau einer Eins, also etwa a;; = 1.
Dann ist det(B) = 1 - det(B’), wobei B’ diejenige Matrix ist, die aus B
durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Mit der Induk-
tionsannahme iiber B’ folgt die Behauptung.

e Ansonsten enthélt B pro Spalte zwei Einsen, weil A eine Inzidenzmatrix
ist. Da G bipartit ist, konnen die Zeilen von B in zwei Mengen { b(*) | v €
VY, Vi CVi,und { 8™ | v € V}, Vi C Vs, zerlegt werden. Dabei gilt

30 = 37,

veVy veVy
Also ist det(B) = 0. O

Beispiel 24.17. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit der Inzidenzmatrix
A = (ay,.). Nach den Lemmata 24.14 und 24.16 sind A und AT total unimo-
dular. Also hat die Relaxation (24.16) des Problems, eine maximale Paarung
in G zu finden, nach Satz 24.15 eine optimale ganzzahlige Losung z*. Ebenso
hat die Relaxation (24.17) des Problems, eine minimale Knoteniiberdeckung
von G zu finden, eine optimale ganzzahlige Losung y*. Aufgrund der Neben-
bedingungen ist z* € {0, 1}/%! und y* € {0,1}/V]. Also beschreibt z* eine
maximale Paarung in G und y* eine minimale Knoteniiberdeckung von G.
Nach dem Dualitétssatz haben die beiden relaxierten LP (24.16) und (24.17)
den gleichen Zielfunktionswert, d. h., 172* = 17y*. Damit haben wir den Satz
von Konig-Egervary mithilfe der linearen Optimierung bewiesen.

Sei D = (V, E) ein Digraph. Die Inzidenzmatriz von D = (V, E) ist eine
Matrix A = (ay,e), definiert durch

1fallsv=e",
aye =4 —1fallsv=et,
0 sonst.

Jede Spalte von A enthilt genau einen Eintrag 1 und —1, die restlichen Ein-
trage sind 0.

Lemma 24.18. Die Inzidenzmatriz eines Digraphen ist total unimodular.

Beweis. Sei D = (V, E) ein Digraph mit der Inzidenzmatrix A = (ay,¢). Fiir
jede einreihige Untermatrix von A ist die Aussage richtig, da A nur Eintréige
0, 1 und —1 enthalt. Sei die Aussage fiir ¢-reihige Untermatrizen von A schon
bewiesen. Sei B eine (¢t 4+ 1)-reihige Untermatrix von A. Wir unterscheiden
drei Falle:
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e Die Matrix B enthélt eine Nullspalte. Dann ist det(B) = 0.

e Die Matrix B enthélt eine Spalte j mit genau einer Eins, also etwa a;; = 1.
Dann ist det(B) = 1 - det(B’), wobei B’ diejenige Matrix ist, die aus B
durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Mit der Induk-
tionsannahme iiber B’ folgt die Behauptung.

e Ansosten enthélt B pro Spalte eine 1 und eine -1. Dann ist die Summe der
Zeilen von B gleich 0 und somit det(B) = 0. O

Beispiel 24.19. Sei N = (D, k, g, s) ein Flussnetz und A = (ay,.) die Inzidenz-
matrix von D. Sei A’ die durch Streichen der Zeilen g und s aus A entstehende
Matrix. Dann lauten die zu Kirchhoffs Gesetz gehérenden Nebenbedingungen

Az =0.

Sei w” die Zeile ¢ von A und beschreibe ¢ > 0 die Kapazitit von N. Dann
lautet das Problem, einen maximalen Fluss auf N zu finden,

max w’ . (24.26)
s.d. Az =0

r<c¢

x>0

Die Koeffizientenmatrix A’ dieses LP ist total unimodular, weil A nach Lem-
ma 24.18 total unimodular ist. Wegen Satz 24.15 hat dieses LP eine optimale
ganzzahlige Losung z*. Das duale Problem lautet

min c’y. (24.27)
sd. ATz 4y >w
y=>0

Fiir die Nebenbedingungen gilt

(v 1)6)=(0)

Da A nach Lemma 24.18 total unimodular ist, ist auch diese Koeffizienten-
matrix total unimodular. Also hat das duale Problem nach Satz 24.15 eine
optimale ganzzahlige Losung (y*, z*). Wir erweitern den Vektor z* um Kom-
ponenten ¢ und s anhand

—1 falls v = g,
Zy = 0 falls v = s,
2y, sonst.

Die Menge S = {v € V | 2 < —1} ist definitionsgeméB einen Schnitt in
N. Es gilt AT2* +y* = (AT2* —w) + y* > 0. Also gilt fiir jede Kante vw
die Ungleichung y;,, + 25 — 2% > 0. Daraus erhellt sich fiir jede Kante vw
mit v € S und w € S sofort y,, > 1, woraus sich aus Optimalitatsgriinden
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Yo = 1 ergibt. Weiter gilt fiir jede Kante vw mit w € S und v € S, dass
Yow 20— 25 >y, > 0, mithin aus Optimalitdtsgriinden y,, = 0. Schliellich
ist aus Optimalitétsgriinden y;,, = 0 fiir jede Kante mit v,w € S oder v,w ¢
S. Also definiert S einen minimalen Schnitt in N mit der Kapazitit ¢’ y*.
Nach dem Dualitétssatz haben die beiden relaxierten LP (24.26) und (24.27)
den gleichen Zielfunktionswert, d. h., w”z* = ¢Ty*. Damit haben wir den
Satz von Ford-Fulkerson mithilfe der linearen Optimierung gezeigt.

24.5 Das Simplex-Verfahren

Wir betrachten das LP

max cl'z (24.28)
sd. Az =b
x>0

wobei A € R”™*" b€ R™ und ¢ € R” mit m < n und r(A) = m.
Sei 2(9) eine Ecke von P = {x | Az = b,z > 0} mit der Basis {a" | i € I}.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen a;; € R, 7 € I und j € n, mit

a =3 aya®, 1<j<n. (24.29)
el
Da {a¥) | i € I} eine Basis ist, folgt a;; = 1 fiir alle i € T und a;; = 0 fiir alle
i, € I mit i # j.
Lemma 24.20. Fir jedes x € P gilt

lo=cTz® - Z(dj —¢j)xj, (24.30)
JEl
wobet
dj=> age, j¢1. (24.31)
iel

Beweis. Fiir die Ecke z(©) von P gilt Y el xgo)a(i) = b. Andererseits folgt
mit (24.30)

b= ixja(j) = ixj (Z aija(i)> = Z zn:aijxj a®.
j=1 j=1 i€l iel \j=1

Durch Koeffizientenvergleich erhellt sich acz(-o) = 2?21 QT = Jci-i-zjgl Q5T
fiir alle ¢ € I. Somit folgt

n

T, _ — — (0)

cr= g cjr; = g CiTi + g cix; = E iy — E E (ujci — cj)zy.
j=1 iel igl iel j¢l i€l

Damit ist die Aussage bewiesen. a
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Satz 24.21. Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

1. Sei d; > ¢; fir alle j ¢ I. Dann ist 2z eine optimale Lisung des
LP (24.28).

2. Es gibt ein j & I mit d; < c;, so dass oy <0 fiir alle i € I. Dann ist das
LP (24.28) nicht lésbar.

3. Fir jedes j & I mit d; < c; gibt es ein i € I mit oy;; > 0. Dann gibt es
eine Ecke vV von P mit ¢!z > T2, Der Fall cF'xz® = Tz kann
nur eintreten, wenn (O entartet ist.

Beweis. Sei d;j > c; fir alle j ¢ I. Sei x € P. Mit Lemma 24.20 und der
Voraussetzung folgt ¢’z < ¢Tz(?). Also ist (9 optimal.

Seil & I mit d; < ¢; und oy < 0 fiir alle 4 € I. Sei § > 0. Wir definieren
x € R™ durch

xEO) —day fallsie I
;=40 falls i =1 (24.32)
0 sonst.

Aufgrund der Annahme ist > 0 und mit (24.29) gilt

Az = ina(i) + da

icl

- Z 20a® 5 Z aa® + 6aW
icl icl

= ino)a(i) —6a¥ + 60V =b.
el

Also ist z € P. Nach (24.30) gilt ¢’z = T2 — (d; — ¢;)5. Wegen d; < ¢; ist
Tz > cT2(9. Da 6 > 0 beliebig wihlbar ist, wird ¢’z beliebig groff. Also ist
das LP (24.28) nicht 1sbar.

Seien ¢ € [ und [ € I mit d; < ¢; und ay; > 0. Wir setzen

(0)

5:min{zi |iel, ay>0}.
(6%7)

Sei x wie in (24.32) definiert. Sei k € I mit § = ZCéO)/Oékl. Fiir jedes ¢ € I mit
a; > 0 gilt

O O
i = = Zay > 2l - Zqy =0,
Al Qi

also z > 0. Wie im zweiten Fall folgt x € P und ¢’z = T g0 — (di — a)d.
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© 2© .
Wegen zp, = 2" — F—ap =0 liegt die zu 2 gehorige Basis in {a® | i €
(I'\{k})U{i}}. Angenommen, diese Menge wére linear abhéingig. Dann ist

Z ﬁia(i) + ma(l) =0,
iel, itk

wobei nicht alle Koeffizienten verschwinden. Da {a(® | i € I} eine Basis ist,
folgt k; # 0 und somit

0= 3 <“_> oy

K
iel,itk !

Durch Koeffizientenvergleich mit (24.29) erhellt sich widerspriichlicherweise
akr = 0. Also ist obige Menge linear unabhéingig. Nach Satz 24.11 ist der
zugehorige Vektor = eine Ecke von P, der die gewiinschten Eigenschaften
besitzt. O

Wir untersuchen den dritten Fall des obigen Satzes ndher. In ihm wird
aus einer gegebenen Ecke z(°) durch einen Basiswechsel eine neue Ecke z(!)
bestimmt. Dabei wird die Basis {a(? | i € I} von (9 durch die Basis {a(" |
i€ I'} von (M) mit I’ = (I'\ {k})U{l} ersetzt. Die dazu notwendigen Daten
werden in einem so genannten Tableau angeordnet

|| |$i Tj Tk T ---

X ,7350) 1 Q5 0 Q1
zil| 20 10 ap; 1 am (24.33)

Al fi 0 fi ...

wobei f; = d; — ¢; fiir alle 1 < 4 < n. Fiir den Basiswechsel spielt das so
genannte Pivotelement ay; > 0 eine wichtige Rolle. Das Tableau zur neuen
Basis wird anhand eines so genannten Austauschschritts erhalten, in den die
k-te Zeile und [-te Spalte involviert sind

|| |$i Tj Tk T| ...

! /
il x; 1 QG gy, 0

(
| w0 af aj 1 (24.34)

cTzMlo fi fr 0.

Nach (24.29) ist

A= 3 (_ﬂ) MO (24.35)

Q «
Tk kl kl
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und folglich

o = 3 aya® + aga®

i€l i#k
=) (aij%am)aﬁwﬂa(“, J#L (24.36)
. N kl (093]

i€l ,i#k

Sei A; die i-te Zeile von A = (a;;) bzw. (24.33) und A; die i-te Zeile von
A" = (aj;) bzw. (24.34). Mit (24.35) und (24.36) folgt

. Qi
7

A A; — 2L Ay falls 1 # 1
o G%MAIC falls i = 1.

(24.37)

Weiter ist xl(l) = O%Macg)) und acz(-l) = xEO) - z—:lx,(co) fiir alle ¢ € I mit 7 # (.
Also gilt (24.37) auch fiir die Eckenspalte.

Sei f =d—¢, wobei d; =0 fiir alle ¢ € I, und f' = d’ — ¢, wobei d} = 0 fiir
alle i € I'. Nach (24.31) ist d = 3,; ¢;4; und d' = ¥, ;A Mit (24.31)
und (24.37) folgt

f':ZciA/i—c

el’
oy 1
= Z C; Al — Ak + —ClAk —C
Ttk gy gy
S SRR ST
. - . - 623} 97}
i€l,i#k i€l,i#k
dl (&)
= ZCzAz — CkAk — —Ak — CkAk + —Ak —cC
- 77} 77}
el
=d— iAk —C
QL
= f- iAk. (24.38)
QL

Nach (24.30) gilt schlieBlich ¢7z(1) = 720 —§ f; = T2(0) — af—;l:céo). Also wird
das Tableau (24.34) aus dem Tableau (24.33) durch die in (24.37) beschriebene
Gauss-Elimination erhalten.

Um das erste Tableau aufzustellen, werden zwei Fiélle unterschieden:

1. Sei ein LP in kanonischer Form vorgelegt

max cly. (24.39)
s.d. Ay <b
y=>0
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Sei b > 0. Dieses LP wird in Standardform transformiert

max ¢!z, (24.40)
sd. (A|In)z =10
x>0

wobei I,, die m x m-Einheitsmatrix bezeichnet. Dieses LP besitzt ©z =
(0,b)T als zulissige Losung. Nach Satz 24.11 ist x eine Ecke mit den Ein-
heitsvektoren von I,,, als Basis. Daraus erhalten wir das Anfangstableau

|| |.’L'1 oo T Tp41 -+ Tn4m
Tn+1 b1 @11 ... O1p 1 0
(24.41)
Tntm||bm|¥m1 - amn 0 1
Ol-¢c1 ... —¢c, O ... O
. Sei ein LP in Standardform gegeben
max ¢’z (24.42)
sd. Ar =b
x>0
O.B.d.A. sei b > 0. Wir betrachten zuerst das LP
min 17y (24.43)
sd. Az +y =25
z>0,y>0

Dieses LP hat wegen b > 0 die zuldssige Losung (z,y) = (0,b), die nach
Satz 24.11 eine Ecke darstellt.

Lemma 24.22. Das LP (24.42) hat eine zulissige Losung genau dann,
wenn das LP (24.43) den optimalen Wert 0 hat.

Beweis. Sei x zuléssig in (24.42). Dann ist y* = b — Az = 0 und somit
(x,y*) eine optimale Losung von (24.43). Sei umgekehrt (*, y*) eine op-
timale Losung von (24.43) mit 17y* = 0. Dann ist y* = 0 und somit
Ax* = Az* + y* = b. Also ist z* zuléissig in (24.42). O

Das LP (24.43) kann mithilfe des weiter unten beschriebenen Simplex-
Verfahrens gelost werden. Ist 0 der optimale Wert, dann liefert die op-
timale Losung (x*,y*) wegen Satz 24.11 eine (moglicherweise entartete)
Ecke z* von (24.42).
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Der Simplex-Algorithmus fasst unsere Uberlegungen zusammen:

1. Stelle ein erstes Tableau auf.
2. Teste f;:
a) Falls f; > 0 fiir alle j ¢ I, dann ist die Lsung optimal.
b) Es gibt ein j ¢ I mit f; < 0, so dass a;; < 0 fiir alle ¢ ¢ I. Dann hat
das LP keine optimale Losung.

0
¢) Sonst wihle ein [ ¢ I mit f; < 0 und bestimme ein k& € I mit % <
©)
“ fiir alle i € I mit a > 0.

3. Stelle Zel)in neues Tableau auf, indem x; und z; vertauscht werden und gehe
nach 2.

Beispiel 24.23. Gegeben sei das kanonische LP

maxxi + To.
s.d. 1 +2x2 <4

2$1 — X S 3

o S 1

Dieses LP wird durch Einfithren von Schlupfvariablen transformiert in ein
Standard-LP

max xi + Is.

S.d. 1'1+21'2+SC3 :4
21‘17£CQ+$4 =3
1'2+£L'5 :1
€T; ZO Vi

Dieses LP besitzt (%) = (0,0,4,3,1)7 als Startecke. Das zugehorige Anfangs-

tableau lautet
|| | 1 T T3 T4 Ty

4 1 2 1 0 0
w3l 2-1 01 0
zsllll 0 1 0 0 1
0-1-1 0 0 0

Wir wihlen [ = 1 und bestimmen k durch min{,3} = 2, also k = 4. Als
néchstes Tableau ergibt sich

|| |$1 T2 X3 T4 Iy

w320 2 1-2 0
mlf 1-1 0 1o
112 2 2
510 1 0 0 1
3 3 1
500-5 0 5 0
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Die niichste Ecke ist (1) = (2,0,2,0,1)7. Wir wihlen [ = 2 und bestimmen

PRERSIOE
k anhand min{3/3,1} = 1, also etwa k = 5. Das niichste Tableau lautet
|| |961 L2 T3 T4 Ts
z3[[0[ 0 0 1—% —%
21 01 0 0 1
3000 L 2

Als Ecke erhalten wir 2(?) = (2,1,0,0,0)”. Diese Losung ist optimal. Das
urspriingliche kanonische LP besitzt demnach die optimale Losung (2,1)7.

Es gibt lineare Programme, die das Simplex-Verfahren nur in exponen-
tieller Laufzeit 16sen kann. Allerdings ldsst sich mithilfe eines probabilisti-
schen Modells zeigen, dass der Simplex-Algorithmus im Durchschnitt po-
lynomiale Laufzeit besitzt. Andererseits gibt es polynomiale Verfahren, um
lineare Programme zu l6sen. Dazu zéhlen die Algorithmen von Khachiyan
und Karmarkar. Lineare Programmierung liegt also in der Klasse P. Demge-
geniiber ist ganzzahlige lineare Programmierung NP-vollstdndig. Wer aller-
dings glaubt, dass die polynomialen Verfahren in punkto Laufzeit besser sind
als das Simplex-Verfahren, der irrt. Der Simplex-Algorithmus ist den polyno-
miellen Verfahren im Durchschnitt iiberlegen.

Selbsttestaufgaben

24.1. Die Funktion
ch =c11+ ...+ cnn

ist durch geeignete Wahl der Variablen z1,...,x, zu maximieren unter Einhaltung
der Nebenbedingungen

a11x1 + ...+ a1nTn = b1

a1T1+ ...+ ApnTn = bi

/ ’ /
a11T1 + ...+ A1p,Tn < b1

apxL + ...+ aprn < b
und der Vorzeichenbedingungen
1 >0, ... ,x,>0.
Zeige, dass diese Aufgabe in kanonische Form gebracht werden kann

max ¢’ . (24.44)
sd. Az <b
>0
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Zeige, dass sich obige Aufgabe in Standardform bringen lasst

max ¢’ z. (24.45)
sd. Az =b
x>0

24.2. Ein alkoholisches Getrank soll aus drei fliissigen Zutaten hergestellt werden,
wobei hinsichtlich Anteil und Mischung der Zutaten Einschriankungen bestehen:

Zutaten Gehalt
Bestandteile||A B C |min max
Alkohol 100%15% 5% (11 % 12 %
Zucker 8 g/1 10 g/1 22 g/1|10 g/1 16 g/1
Aromastoffe(|2 E 6 E 10E |2E T7E
A 1 0 0 20 %
B 0 1 0 40 %
C 0 0 1 50 %
Preis/1 7 5 3

24.3. Ein Tischler fertigt Tische und Stiihle. Er verkauft Tische fiir 40 Euro und
Stiihle fiir 10 Euro. Der Tischler arbeitet 40 Stunden pro Woche. Fiir einen Tisch
benotigt er 8 Stunden und fiir einen Stuhl 4 Stunden. Er stellt mindestens drei Mal
so viele Stithle wie Tische her.

Stelle ein zugehoriges LP hinsichtlich Profitmaximierung auf und 16se es. Wie
lautet die optimale Lésung des zugeordneten ILP?

24.4. Beweise den Satz 24.8.
24.5. Zeige, dass der zulissige Bereich P = {x | Ax = b, x > 0} konvex ist.
24.6. Zeige, dass die Menge aller optimalen Losungen eines LP konvex ist.

24.7. Sei A C R". Zeige
e AC conv(A).

e conv(A) ist konvex.
e Ist A’ C R"™ konvex mit A C A’, dann ist conv(A4) C A'.

24.8. Sei A C R™ eine konvexe Menge und f : R®™ — R™ eine lineare Abbildung.
Zeige, dass f(A) ebenfalls konvex ist.

24.9. Lose das LP
max 49x1 + 24z
s.d. x1 + 22 <8
25x1 + 12z2 < 67
Zeige, dass die optimale Losung des zugehorigen ILP nicht durch Runden der opti-
malen Losung des LP hervorgeht.

24.10. Lose das folgende LP durch Inspektion der Ecken

minxi + 2x2 — x3 + x4 + 2x5
s.d. 1 — x2 + 5rs — x4 + x5 =38
5x1 —4xo + 1323 — 224 + 25 = 20
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24.11. Lose das folgende LP anhand des Simplex-Algorithmus’

max 2x1 + 3x2
sd. 1 —x2 <2
—z1 422 <2
2z1 + 22 <8
x1 + 3xe < 12
T 2 0
) 2 0

24.12. Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Kanteniberdeckung von G ist eine Menge
von Kanten E’ C E, so dass jeder Knoten in G mit mindestens einer Kante in E’
inzidiert. Eine minimale Kanteniiberdeckung von G ist eine Kanteniiberdeckung von
G mit minimaler Méchtigkeit.

Spezifiziere das Problem, eine minimale Kanteniiberdeckung von G zu finden,
als ILP. Relaxiere dieses ILP und gib das zugehorige duale LP an. Restringiere die
Variablen des dualen LP auf ganzzahlige Werte und interpretiere dieses Problem.



