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Zusammenfassung

Ausgangspunkt der Arbeit sind die Differentialgleichungen des

linear-elastischen Kontinuums und die daraus folgenden allge-

meinen Bewegungsgleichungen. Als Randbedingungen werden allge-

meine gemischte Randbedingungen formuliert. Die allgemeinen

Bewegungsgleichungen führen auf die Differentialgleichungen

für transversale und longitudinale Wellenausbreitung. Mit Hilfe

des Prinzips der virtuellen Arbeiten wird dann das HAMILTON'sche

Extremalprinzip der Elastodynamik entwickelt. Die Anwendung die-

ses Prinzips auf Biegeschwingungen von Balken führt auf die

TIMOSHENKO-Bewegungsgleichung. Aus dem Variationsproblem der

Elastodynamik (HAMILTON'sches Prinzip) werden ferner die

LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen für konservative und nicht-

konservative holonome dynamische Systeme mit rheonomen und sklero-

nomen Führungsbedingungen entwickelt.

Conclusion

This work is based upon the differential equations of the linear-

elastic continuum and - as a result thereof - the general equations

of motion. In this case, as boundary conditions mixed ones are

formulated. The general equations of motion lead to the differen-

tial equations for transversal and longitudinal wave propagation.

With the help of the principle of virtual works HAMILTON's extremal-

principle of elastodynamic is developed. The application of this

principle to bending vibration of beams leads to the TIMOSHENKO-

equation. LAGRANGE's equation of motion for conservative and non-

conservative holonome dynamic systems with rheonome and skleronome

guidance conditions are developed from the variational problem of

elastodynamics.
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1. Einleitung

Bei Bewegungsvorgängen in elastischen Körpern hängen die Verschie-

bungen u. außer von den Ortskoordinaten x. noch von der Zeit t1 1
ab. Dadurch ergeben sich für das einzelne Volumenelement Beschleu-

nigungen und in den Gleichgewichtsbedingungen zu berücksichtigende

Massenkräfte.

Der übergang von der Statik zur Dynamik wird durch das Prinzip von

d'ALEMBERT vollzogen. Danach wird ein dynamisches Problem in ein

Gleichgewichtsproblem der Statik übergeführt, indem man zu den

einem Volumenelement eingeprägten Kräften die negativen, auf das

Volumen bezogenen Trägheitskräfte, auch Massenkräfte genannt, hin-

zufügt. Die Kräftegleichgewichtsbedingungen lauten dann nach /1/:

d2 u.-L

<)t2
0... + *.

lJ

'J
t -

3
(1)

Man bezeichnet die drei Gleichungen (1) als die allgemeinen Bewe-

gungsgleichungen des Kontinuums 1). Sie gelten für kleine Bewegun-

gen u. (x. ,t),wie sie etwa bei Wellenausbreitung in elastischen
1 1

Festkörpern oder bei Schwingungen derselben vorliegen.

Die Momentengleichgewichtsbedingungen der Statik werden durch die

im Schwerpunkt des Volumenelementes angreifenden Trägheitskräfte

nicht beeinflußt. Falls keine volumenhaft verteilten Momente vor-

liegen (BOLTZMANN'sches Axiom), gilt die Symmetrie des Spannungs-

tensors 0 . . 0 ..
1J J1

2. Die Grundgleichungen der Elastodynamik

Es werden kleine Verschiebungen u. (x., t) vorausgesetzt. Dann
1 1

gelten für den Zusammenhang zwischen Dehnungstensor s.. und
1J

Verschiebungsvektor u. die Gleichungen der linearen Kinematik.
1

Die Gleichgewichtsbedingungen im Innern des Kontinuums werden durch

1) Die Bezeichnung "Bewegungsgleichungen" wird allgemein auch
für die NAVIER'schen Gleichungen mit Trägheitsterm verwendet,
man vergleiche die GIn. (6) im Abschn. 4.
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die Bewegungsgleichungen (1) ausgedrückt. Es wird Homogenität,

Isotropie und physikalische Linearität des elastischen Körpers

angenommen. Dann gilt für die Koppelung zwischen Dehnungen s..
~J

und Spannungen 0.. das entsprechende Stoffgesetz nach HOOKE.
~J

Damit lauten die Grundgleichungen der linearen Elastodynamik :

Kinematik E..' = ! ( LA." -t- u.
.
)

"J 2.
~JJ J}I.

}

2
()

U'
f).. . + *. = 0

..

I.J}J L ::> 'atZ
]

(2.a)

Bewegungsgleichung (2.b)

1-t-\>

(

"
)~ij = E

6'ij -
1+~

&q bkk ]

Stoffgesetz : (2.c)
bzw.

Gij = 1~ 'fI
(f.'j

-t-

1~2"
O,j f.kk ) .

Aus Gl. (2.a) folgt die Symmetrie des Dehnungstensors s.. = s..
~J J~

Auf die Symmetrie des Spannungstensors wurde im Abschnitt 1 hinge-

wiesen. Für u. = u. (x.) gehen die Gleichungen (2) in die Grund-~ ~ ~
gleichungen der Elastostatik über, man vergl. /2/.

3. Die Randbedingungen

Auf der Körperoberfläche 0 werden gemischte Randbedingungen ange-

nommen. Zur genauen Beschreibung teilen wir die gesamte Oberfläche 0

in die Teilbereiche 0 und 0 auf. Es giltg n

o = 09 U 0 n "

(3 )

Auf dem Oberflächenbereich 0 sind die Verschiebungen Ü. vor-g 1
gegeben. Es gelten hier die sogenannten geometrischen Randbedin-

gungen

Üi (XiJt) für alle xi E °9, (4 )



Eliminiert man aus den Grundgleichungen (2) die Dehnungen E.. und
1J

die Spannungen a.. , erhält man drei partielle Differentialgleichun-
1J

gen in den Verschiebungen u. (x.,t), nämlich
1 1

Auf den Oberflächenbereich On wirken die äußeren Belastungen

ein. Hier gelten die sogenannten natürlichen Randbedingungen

o

Pi

r\ (Xi,t) ="j (KL) Oi.j (xL1t) fur alle Xi € On I (5)

man vergl. z.B. /1/. Dabei ist n. der aus dem Volumengebiet heraus-
J

zeigende Normaleneinsvektor des betrachteten Oberflächenelementes.

Die geometrischen Randbedingungen (4) heißen auch wesentliche Rand-

bedingungen oder Verschiebungsrandbedingungen. Die natürlichen Rand-

bedingungen (5) heißen auch Kraftrandbedingungen.

4. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen

6

G ( U' ..+ ~ u...
) + *.LJJJ 1-2\) JJJl l

2
() Ui= ~ 'atZ

(6)

Diese Gleichungen bezeichnet man als allgemeine Bewegungsgleichungen

der Elastodynamik. Bis auf den Trägheitsterm auf der rechten Seite

handelt es sich bei den Gln. (6) um die NAVIER'schen Gleichungen der

Elastostatik /2/.

Die Gln. (6) beschreiben das allgemeine Integrationsproblem der

Elastodynamik. Bei gegebenen spezifischen Volumenkräften *. (x. ,t)
1 1

sind die Lösungen u. (x. ,t) zu suchen, die die geometrischen Rand-
1 1

bedingungen (4) erfüllen. Die Lösung dieser Aufgabe ist schwierig.

Deshalb sind analytische Lösungen für den Einzelfall in der Regel

nicht bekannt.

Eine der wichtigsten Folgerungen, die sich aus den allgemeinen Bewe-

gungsgleichungen der Elastodynamik (6) ergeben, sind die Wellen-

gleichungen für Longitudinal- und Transversalwellen.

Wir betrachten ein unendlich ausgedehntes elastisches Kontinuum

und fragen, wie sich eine Störung, verursacht z.B. durch Volumen-

kräfte *. im Zeitpunkt t ,auswirkt und fortpflanzt. In diesem1 0
Falle kann von den Randbedingungen (4) abgesehen werden und für

~. Dle weLLengLelchungen für Longit~dinal- und Transversalwellen



( 9 )

t > t gilt *. (x. ,t) = 0 . Aus GI. (6) folgt damit:
o 1 1

2

(

1

)

()
U.: (7)

G Ui}jj +
1-2\7 Llj,j' = ~ 'atZ

Gleichung (7) beschreibt demnach die freien Schwingungen. Das

sind diejenigen Bewegungen u. (x. ,t), die ohne Volumenkräfte
1 1

möglich sind.

~

Führt man in GI. (7) die LAME'sche Konstante

1\ = 2\76

1-2\)
(8)

ein, ergibt sich für GI. (7) die Form:

G ui/jj + (6+1\) Ltj,ji -
o
Z
U.i

'atZ

7

Die Gleichungen (7) bzw. (9) sind die allgemeinen Wellengleichungen.

Im folgenden wird mit Hilfe von GI. (9) nachgewiesen, daß sich im

elastischen Festkörper Störungen durch zweiWellensysteme ausbrei-

ten, nämlich in Form von Longitudinal- und in Form von Transversal-
2wellen ).

Aus GI. (9) lassen sich zwei Arten von Schwingungen ableiten. Die

erste Art ergibt sich, wenn man von GI. (9) die Divergenz bildet:

6 LliJijj + (6+1\) Il.j,jÜ
I}2

U . .a L}L
= ~ ,()t2

bzw. (2 6 + Ä) U i Jqj
f}2u,_ .()

LJI.= ~ 'at2
(10)

Wir betrachten den Ausdruck u. . . Durch Verschiebungen u. und
1,1 1

E.. entstehen Volumenänderungen. Für ein Element be-
lJ

bezogene Volumenänderung nach Aufbringen des Verschie-

Dehnungen

trägt die

2) Für die nachfolgenden Ableitungen wird die Divergenz und die
Rotation benötigt. Entsprechend der hier gewählten Indexschreib-
weise wird die Divergenz- und Rotorbildung konsequent in Index-
schreibweise durchgeführt, man vergI. /3/. Der für die Rotorbil-
dung benötigte (-Tensor 3. Stufe s"k ist in allen drei Index-
paaren alternierend /3/. Eine Ver- lJ wechslung mit dem Dehnungs-
tensor 2. Stufe E.. ist nicht zu befürchten.

lJ
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bungszustandes im Rahmen der linearen Kinematik nach GI. (2.a):

e -
6V

V
- 6 = u- "- Li. I.JI.

( 11)

Man nennt u. . deshalb auch Volumendilatation oder kubische1,1
Dilatation. Mit (11) ergibt sich aus (10):

()2e
()t2 -

2G-t-/\

~
0.jj .

( 12)

GI. (12)

tion 8

beschreibt die wellenhafte Ausbreitung der Volumendilata-

in einem elastischen Medium. Es handelt sich um Dilata-

tions- oder Kompressionswellen. Bildet man die Rotation von 8,

erhält man :

6':Jk S.jk == e
Ci'<

u.
1, tjk

= Cf. (13)

GI. (13) sagt aus, daß das Wellenfeld der Volumendilatation wirbel-

frei ist. Demnach handelt es sich um Longitudinalwellen. GI. (13)

heißt auch Longitudinalitätsbedingung /4/, und GI. (12) ist die

Wellengleichung für das longitudinale Wellenfeld der Volumendila-

tation. Auf die Integration der Wellengleichung (12) wird hier

nicht eingegangen. Die allgemeine Lösung der Wellengleichung (12)

findet man z.B. in /5/,/6/. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der

Longitudinalwellen, auch Phasengeschwindigkeit oder Schallgeschwin-

digkeit genannt, berechnet sich aus der allgemeinen Lösung bzw.

nach GI. ( 12) zu :

v
L

=
J

2
6~

+ ?t
( 14 )

Das zweite in der allgemeinen Wellengleichung (9) enthaltene Wel-

lensystem ergibt sich, wenn man von GI. (9) die Rotation bildet :

G €.ijk LLkJJ"tt+ (6+ i\) E Cjk U l,f.jk =

(}2

o - E.".k u.)
3t2 I.J kj.

( 15 )

Nach GI. (13) ist der zweite Term in GI. (15) Null, und es folgt

a2 G

'al2
eijk uk1j = ~ €.ijk UkJjtt ( 1 6 )



9

Für die Rotation des Verschiebungsvektors u. , nämlich für1

R
l

= t,
Ljk U.

k,j

(17)

gilt demnach die Wellengleichung

a2 R"I.

()t2

G

3

R.
U.1.,

( 18 )

Bildet man die Divergenz von R. , erhält man
1

R." = e."k u. k ." = (j
.

1.,1.
"J

JjL
( 19 )

GI. (19) sagt aus, daß das Wellenfeld von R. divergenzfrei ist.1
Demnach handelt es sich um Transversalwellen, die auch Torsions-

oder Scherwellen genannt werden. GI. (19) ist die Transversalitäts-

bedingung. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Transversalwellen

ergibt sich aus der zugehörigen Wellengleichung (18):

VT =
V ~

(20)

Aus (8), (14) und (20) ergibt sich:

Vl

VT
-
~
V~ (21)

Aus (21) folgt, daß die Ausbreitungsgeschwindigkeit der longitudi-

nalen Wellen stets größer als die der Transversalwellen ist.

Das in der allgemeinen Wellengleichung (9) enthaltene longitudinale

und transversale Wellensystem kann man auch anschaulich nachweisen.

Dazu betrachten wir die eindimensionale Wellenausbreitung in

X1-Richtung in zwei Fällen.

Im ersten Fall legen wir die Longitudinaleigenschaft des Wellen-

feldes, also Teilchenbewegung in Ausbreitungsrichtung x1
'

durch

das Verschiebungs feld

Ui = { Ll, (x"t) J er, (j } (22)

fest. Einsetzen von (22) in die allgemeine Wellengleichung (9)

liefert
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a2 2
U1 2 G -t- 1\ () U1

- -
'3t 2 ~ rax

1
2. ( 2 3 )

Gi. (23) entspricht Gi. (12). Damit wird (12) als Wellengleichung

für longitudinale Ausbreitung erkannt. Da Bewegungen quer zur

x1-Richtung nach (22) nicht auftreten, ist die Querkontraktionszahl

v = 0 , und der Faktor (2G+A)/p in Gi. (23) muß entsprechend korri-

giert werden. Für v = 0 erhält man aus Gi. (8) A = 0 und für

2G = E/(1+v) = E Einsetzen in (23) liefert

02U1 E 'a2U1 (24)

'3t2- = g- 'dxf

Dies ist die Wellengleichung für elementare Längsschwingungen

eines zylindrischen Stabes.

Im zweiten Fall legen wir die Transversaleigenschaft des Wellen-

feldes, also Teilchenbewegung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung x1,

durch das Verschiebungs feld

lli =
{

tri Uz (xf,t) ,0"
J

(25)

8=u. .=0,
J ,J

fest. Mit (25) folgt aus (11) für die Volumendilatation

und aus der allgemeinen Wellengleichung (9) ergibt sich

2() Uz-
'3t 2

G
= -

3

(}'2 Uz
'aX2

1

(26)

Gl. (26) entspricht Gi. (18). Damit wird (18) als Wellengleichung

für transversale Ausbreitung erkannt. Setzt man in (26) für

u2 = rlf '
mit <f(x1,t) als Torsionswinkel, ergibt sich

a2<p

'at 2
- 6

3

ÖZ,

(}X 12

(27)

Dies ist die Differentialgleichung für elementare Torsionsschwin-

gungen eines kreis zylindrischen Stabes. In der Regel werden die

Gin. (24) und (27) direkt am Stabelement abgeleitet, man vergi.

z.B. /7/,/8/.



11

6. Virtuelle Verschiebungen

man vergl. /2/,/8/,/9/.

punkt ausgeführt. Dabei

Kräfte nicht.

Virtuelle Verschiebungen QU. (x. ,t) sind gedachte, stetige, hin-
l l

reichend kleine und mit den geometrischen Randbedingungen (4) ver-

trägliche Variationen des realen Verschiebungszustandes u. (x. ,t) ,
l l

Sie werden am System zu einem festen Zeit-

ändern sich die dem System eingeprägten

Hinreichend klein bedeutet in diesem Zusammenhang auch klein gegen-

über den realen Verschiebungen u. (x. ,t)
l l

Die geometrische Verträglichkeit

trischen Randbedingungen (4) auf

gen ü. (x. ,t) nicht mitvariiert
l l

verlangt, daß die durch die geome-

o vorgeschriebenen Verschiebun-g
werden. Daraus folgt :

& Ü,. ( X, t
) = ()

L &.)
für aUe xL E. 09 . (28)

7. Die Variation der Formänderungsenergie

Die Formänderungsarbeit W berechnet sich aus

w -
IJJ

Ws (E ij) dV J

V

(29)

mit Ws(Eij) als spezifische Formänderungsenergie oder Verzer-

rungsenergiedichte, man vergl. /2/. Für linear- und nichtlinear-

elastisches Materialverhalten kann die Verzerrungsenergiedichte

Ws(Eij) als elastisches Potential gedeutet werden, denn es gilt

'aWs (E.~j)

() Eij

-
b':j

}
(30)

man vergl. /2/,/10/,/11/ .

Das Verhalten der elastischen Formänderungsenergie W wird nunmehr

durch Aufbringen virtueller Verschiebungen QU. bei festgehaltener
l

Zeit untersucht, wobei die QU. gemäß Gl. (2.a) virtuelle Dehnungen
l
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<5 E . - = .!.

{
( OlL - ) . + ( 0U .) .

}LJ 2 l
IJ J IL

(31 )

zur Folge haben. Die Ausführung der virtuellen Verschiebungen OU.1
führt auf die Variation der Formänderungsenergie W. Unter Beach-

tung von (29), (30) und (31) ergibt sich:

rrr ( ) {rr ö Ws (~.:-)
fjW =

JJJ
6WS ELj dV =

JJJ ot:..

J
&E~i dV

V V ~

-
JJ!

CLj 66ij dV '= lfff b;j {(OI.lJ./(OUit} dV.

V V
(32)

Wegen der Symmetrie des Spannungstensors läßt sich der letzte Term

der GI. (32) vereinfachen, und es folgt für die Variation von W :

5 W =
Jll

bLj
(fj U

L ),j dV .

V

(33)

Wir benötigen jetzt den Integralsatz von GAUSS, den wir in Index-

schreibweise aus der Arbeit /2/ übernehmen :

JJJ ~J
V

u. .
L,J

dV -
lJ

~_. (J..n. dO
LJ L J

o

- ffr
{;... u> dV .

JJJ LJIj l

V

(34)

Die Anwendung des GAUSS'schen Satzes (34) auf (33) liefert bei

Berücksichtigung des Variationssymbols 0

6W = JI6ij
o

QU. n. dO
l J

-
JJJ b(j,j IiUi dV .
V

(35)

Das Oberflächenintegral in (35) geht über 0

vergI. (3). Demnach folgt aus (35)

o U 0 , mang n
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ö W=:JI bij

°9

sll- n- dOL J + rr ~.. öu. n. dO - rfr 6':..
JJ LJ L J JJJ LJJj

On Y

6Ui dV . (36)

Wegen der geforderten geometrischen Verträglichkeit der virtuellen
o

Verschiebungen wird u. auf 0 nicht mitvariiert , und es giltl g
o . Dagegen gelten aufnach GI. (28) OU. =

l

(5) . Damit erhält man aus

on
(36) :

die natürlichen

Randbedingungen

5W =
J1 r\. hUi dO
On

JJI6'Cjd 0 Lli d V.

V

( 37)

8. Das HAMILTON'sche Prinzip als Variationsproblem der

Elastodynamik

Bei Ausführung virtueller Verschiebungen ändern sich die dem

System eingeprägten Kräfte nicht. Es gelten die Gleichgewichts-

bedingungen. In der Elastodynamik sind das die Bewegungsgleichun-

gen (1) bzw. (2.b). Einsetzen in (37) liefert

z

5W = JJ f>J'Ui dO + JJ! (*, - 3 :;.' ) 6u, dV.
On V

(38)

Man beachte, daß für die Herleitung der GI. (38) die Kinematik und

die Bewegungsgleichungen benötigt wurden, man vergi. die GIn. (2.a)

(31) und (2.b). Dagegen brauchten wir auf das linear-elastische

Stoffgesetz (2.c) nicht zurückzugreifen.

Die virtuellen Verschiebungen ou. wurden zu einem festen Zeit-
l

punkt ausgeführt gedacht. Betrachtet man das elastodynamische System

nicht nur bei festgehaltener Zeit, sondern über ein beliebiges

Zeitintervall t bis t1 '

hängen die ou. außer von den Koordi-
o l

naten x. auch von der Zeit t ab. Die Integration der Gleichung
l

(38) über ein solches Zeitintervall liefert :
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t, t, t1 t,

J 1iW dt = Jdt
JJ p, 6u, dO + Jdt

JJJ *, 6u, dV - f dt ffh ~:u; Su, dV.
(39)

to to On to V to V

Wir behandeln zunächst den letzten Integralterm der Gl. (39),

nämlich

r=J'{ffh
to V

a2u.

1
'at; f>u.:dV dt . (40)

Partielle Integration der Gl. (40) liefert :

t, t,
I = I JJf 3 ~' 6uidV

I

- Hf{ J :~i(~~+ ~i 6U,) dt} dV.

V to V to

(41 )

Man verifiziert (41) am einfachsten durch partielle Differentia-

tion nach t. Als Ergebnis erhält man den Integranden unter dem

Zeitintegral (40).

Es wird jetzt festgelegt, daß die virtuellen Verschiebungen QU.l
für die willkürlich wählbaren Zeitpunkte to und t1 für alle
Körperpunkte x. verschwinden:

l

SLli (X.:)to) = DUi: (Xi)t,) === er. (42)

Diese Annahme zieht keine Einschränkung der Allgemeinheit nach

sich. Leitet man das HAMILTON'sche Prinzip nicht wie hier ab, son-

dern geht den Weg über die LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen,

weist HAMEL /6/ auf Einschränkungen durch die Festlegung (42) hin.

Mit (42) folgt aus (41):

t,

I = - Hf {J ~' (~ ~::' + ~~ 5u,)dt }dV.

V to

Die Berechnung von a3/~t ergibt unter Beachtung der Massen-

erhaltung 'dm/at "'"r:J und der Volumendilatation nach Gl. (11):

(43)

'3g
:= ~ (

m
) = ~ om _~ dV =_ rn dV/V

=-0
OU.~Ji

=-QU-
_ (44)

()t 'Jt V V rat V2 'at V I()t J 'at J LI"}
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mit Ü. . als Dilatationsgeschwindigkeit der Volumenelemente.1,1
Es handelt sich dabei um die Volumenänderungsgeschwindigkeit, nicht

zu verwechseln mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Dilatations-

welien nach Gi. (14).

Wie aus (44) ersichtlich, ist die zeitliche Dichteänderung aslöt
endlich. Damit ist der Term oui(a~/öt) im Integranden von (43)

gegenüber dem zweiten Term von höherer Ordnung klein und kann des-

halb vernachlässigt werden. Aus (43) folgt demnach :

t1

I = -
J Jf[ 3 ~~'

3~u,
to V

t,
= _

1
rr

T
g Ölt.: & öu.~ dV dt

t
JJj ~t ~t

o V
t

== - f '6 fff ~ g (~~'r dVeit
to V

dV dt

t,
== - J /) Kdt

j

to

wobei

K 1- -
2 IJI

g
( ~'r dV

V
(46)

die kinetische Energie des sich in Bewegung befindlichen Körpers

darstellt. Setzt man (45) in (39) ein, erhält man :

t, t,

J &(W-K)dt = I Irr\
to to On

t,

OU.i dOdt + J III *i OllidVdt .

to V

(47)

Auf der rechten Seite von (47) erscheinen die dem System einge-

prägten äußeren Kräfte p. und *. . Die gesamte potentielle1 1
Energie, die durch diese Belastungen umgesetzt wird, beträgt:
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u -
11 Pi uLdO - [J[ *i uL dV ,
On V

(48)

man vergl. /2/. Man nennt U das Potential aller am System angrei-

fenden Kräfte oder die potentielle Energie des Systems. Bei Varia-

tion des Potentials U werden die eingeprägten vorgegebenen Kräfte

p. und *. nicht mitvariiert. Demnach folgt aus (48) für die1 1
erste Variation von U:

6U - J[ Pi Olli da - Iff *i &UidV.
on V

(49)

Wie ersichtlich, entspricht (49) den Integranden unter den Zeit-

integralen auf der rechten Seite von Gl. (47). Führt man in (47)

die Variation des Potentials U nach (49) ein, ergibt sich das

Extremalprinzip

t,
I) J (W- K -t U) dt = Ir)

to

( 50)

mit

W

K

U

Formänderungsenergie,

Kinetische Energie,

Potentielle Energie

des Systems.

Gl. (50) ist das HAMILTON'sche Prinzip in seiner "schönen" und

kompakten Form. Diese Form ergibt sich nur, wenn die rechte Seite

von Gl. (47) gemäß Gl. (49) als Potentialvariation geschrieben

werden kann. Oder allgemeiner ausgedrückt: Sind die eingeprägten

Kräfte konservativ, sind sie also aus einem Potential ableitbar,

ergibt sich das HAMILTON'sche Prinzip in der Form (50). Dies ist

meistens der Fall. Auf Abweichungen davon wird noch hingewiesen.

Die Energiesumme unter dem Zeitintegral (50) wird als LAGRANGE'sche

Funktion oder als kinetisches Potential bezeichnet :

L=W-K+U. ( 51)
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Damit lautet das HAMILTON'sche Extremalprinzip

t,

ö J L
to

dt =() bzw.

t,

JL
to

dt = Extremum. (52)

Das Produkt Ldt = Energie x Zeit bezeichnet man gelegentlich als

"Wirkung" und das Zeitintegral (50) bzw. (52) als Wirkungs integral

/6/,/9/,/14/. Entsprechend heißt (52) auch das Prinzip der kleinsten

Wirkung. SOMMERFELD /14/ gibt zu dieser Bezeichnung einen lesens-

werten Kommentar.

Die sich wirklich einstellende Bewegung eines Systems u. (x. ,t)
1 1

wollen wir als reale Bewegung des Körpers oder als reale Bahnkurve

bezeichnen. Man findet für u. (x. ,t) auch den Ausdruck "dynamic path"
1 1

/13/. Das HAMILTON'sche Extremalprinzip lautet dann:

Die Bewegung eines konservativen Systems zwischen to und t1 ver-

läuft so, daß das Zeitintegral über die LAGRANGE-Funktion L für eine

reale Bewegung eines Körpers (reale Bahnkurve) u. (x. ,t) einen sta-
1 1

tionären Wert annimmt im Vergleich zu allen Nachbarbewegungen (Ver-

gleichsbahnkurven) u. (x. ,t) + QU. (x. ,t), die man sich jeweils durch
1 1 1 1

virtuelle Verschiebungen erzeugt denken kann.

Oder kürzer

stationär.

Die reale Bahnkurve macht das Zeitintegral über L

In der Dynamik starrer Körper verschwindet

W und die spezifischen Volumenkräfte *.1
Potential U ergibt sich in diesem Falle nur aus den äußeren Bela-

stungen. In diesem Falle lautet das HAMILTON'sche Prinzip

die Formänderungsenergie

leisten keine Arbeit. Das

t1

b
J

(K - U ) dt = er)

to

(53)

wobei der gegenüber (50) vorgenommene Vorzeichenwechsel der

LAGRANGE'schen Funktion keine Bedeutung hat. (53) ist das HAMILTON'

sche Prinzip in der klassischen einfachen Form, wie sie in der

Dynamik auftritt /7/,/9/,/12/,/14/. Man bezeichnet L = K - U auch

als natürliche Form der LAGRANGE'schen Funktion.
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In der Elastostatik verschwindet die erste Variation des Gesamt-

potentials. Das Gesamtpotential ist stationär /2/. In der Elasto-

dynamik ist das Zeit integral über L stationär. Damit haben wir

mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeiten ein Extremalprinzip

für die Elastodynamik gewonnen.

Das HAMILTON'sche Prinzip ist von großer Bedeutung, da sich mit seiner

Hilfe wichtige andere Beziehungen ableiten lassen. Wir werden es in

dieser Arbeit zur Ableitung der TIMOSHENKO-Gleichung für Balkenbiege-

schwingungen und zur Ableitung der LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen

anwenden. WIEGHARDT /19/ hat das HAMILTON'sche Extremalprinzip auf

die Wirbelbewegung angewandt.

Man kann also das HAMILTON'sche Prinzip als Axiom an den Anfang der

Dynamik setzen /12/ oder man kann es als alternative Formulierung

zum Grundgleichungssystem (2) der Elastodynamik ansehen. Man kann

auch sagen: Das HAMILTON'sche Extremalprinzip ist das Variations-

problem der Elastodynamik.

Die Formulierungen (50), (52) und (53) des HAMILTON'schen Prinzips

gelten für konservative Systeme, bei denen das Potential linear von

den Verschiebungen u. abhängt, man vergI. (48). Hängen die angrei-1
fenden Kräfte selbst noch von den Verschiebungen ab, existiert ein

Potential nach Art der GI. (48) nicht. Dieser Fall ist z.B. in der

Aeroelastizität gegeben. Hier sind die an der Körperoberfläche wir-

kenden aerodynamischen Belastungen empfindlich von den Verschiebungen

der Körperoberfläche abhängig. Ein anderer Fall ist das Auftreten von

Reibungskräften. Diese hängen meist proportional von den auftreten-

den Reibgeschwindigkeiten ab und sind ebenfalls nicht aus einem

Potential ableitbar.

Für diese und ähnliche Probleme kann man das HAMILTON'sche Prinzip

in der Form (50), (52) und (53) nicht anwenden. In solchen Fällen

geht man von der Variationsform (47) des HAMILTON'schen Prinzips aus.

An dieser Stelle soll auf solche nichtkonservativen Kräfte nicht

weiter eingegangen werden. Sie finden aber Berücksichtigung bei der

Ableitung der LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen.
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9. Anwendungen des HAMILTON'schen Prinzips

9.1 Ablei~ungder TIMOSHENKO-Gleichunq für

eines Balkens

Bi~geschwingungen

Gegeben ist ein Balken nach Abb. 1, der durch die Belastungsfunktion

p(x,t) erregt wird. Gesucht wird die Bewegungsgleichung für die

Biegeschwingungen unter Berücksichtigung der Rotationsträgheit und

der Schubverformung der Querschnitte.

x

Abb.1

Die Gesamtneigung der neutralen Faser NF der Biegelinie ~y/~X

an der Stelle x setzt sich aus der Neigung der Biegelinie f ohne

Schubverformung und aus der Schubverformung y zusammen. Dabei ist y

die Schubverformung des Volumenelementes in der NF, Abb. 2.

Demnach gilt :
3y /ÖX = Cf+ t (54)

NF --.
HF

Abb.2
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Da die Belastung nicht von der Verschiebung abhängt und keine

Reibungskräfte einwirken, liegt ein konservatives System vor.

Demnach gilt das HAMILTON'sche Prinzip in der Form (50). Aus der

Sicht der Variationsrechnung lautet die Aufgabe: Das Zeitintegral

über die LAGRANGE'sche Funktion L, auch Funktional genannt, muß

stationär gemacht werden. Wir gehen von GI. (50) aus

t,

(,

J
(W - K + U ) dt = 0'.

to

(55)

Die Formänderungsenergie W setzt sich aus einem Biegeanteil WB
und einem Schubanteil Ws zusammen

!

=
~ J

a

() 2

EI ( a~) dx
J

(56)

2

1 f 2 1
Ws = "2 (3AG0 dx = "2

er

f

J
2 1

b t dx = 2
0'

.e

J
'3'1 )

2
b (- - tf dx.

'()x(j
(57)

(56) folgt aus der elementaren Biegetheorie, mit EI als Biege-

steifigkeit. Die durch die Schubspannungen gespeicherte Energie je

Längeneinheit berechnet sich durch Integration der jeweils vorlie-

genden Schubspannungsverteilung über dem Querschnitt A . Das Ergeb-

nis hängt von der Querschnittsform ab. Es kann in der Form ßAGy2 auf

den Scherwinkel y für das Querschnittselement in der NF zurückge-

führt werden, man vergI. Abb. 2 und GI. (54). Dabei berücksichtigt

der Faktor ß die unterschiedlichen Querschnittsformen. Für Rechteck-

querschnitte beträgt ß = 8/15. Im folgenden rechnen wir mit der

rechten Seite von GI. (57) und der Abkürzung b = b(x) = ßA(x)G

Die kinetische Energie

Balkenlängenelements dx

geschwindigkeit ~~/ät

senkrecht zur Lastebene

K ergibt sich aus der

in y-Richtung äy fot

um die neutrale Linie

Geschwindigkeit des

und aus seiner Winkel-

des Querschnitts

x - y, Abb. 1. Es ergibt sich:
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!

K -
~ J m (~n2 dx

(J

+ 1
2

l

J Im
er

2

(~) dx )

(58)

mit m = pA als Masse je Längeneinheit und I = pI als axialemm
Massenträgheitsmoment je Längeneinheit, bezogen auf die neutrale

Linie des Querschnitts.

Das Potential U, hervorgerufen durch die äußeren Belastungen,

berechnet sich in Anlehnung an (48) und unter Beachtung der Quer-

kräfte und Momente an den Balkenenden wie folgt:

1

U = -J p(x,t) ~(x,t) dx + Mt'ft - Mo-'fcr + Qt Yt - Go 'jry
(J

(59)

Einsetzen von (56) bis (59) in (55) ergibt:

t 1 t

~J {J [iEI(~)\ib(~;-Cft-im~~t-~Im(*rpy]d~
to f1

+ Me'fe - Mo-CfIT -t GJe Yt
- Qa

'ja
}

dt = [}
.

( 60)

Wie ersichtlich, hängt das Funktional von den Funktionen ~(x,t) und

y(x,t) ab. Folglich muß der in Gi. (60) vorgeschriebene o-Prozeß auf

diese beiden Funktionen angewendet werden. Die Ausführung der Varia-

tion nach <f und y liefert:

t1 2

I { J [EI
()<f '(H>Cf

-t b (
'3Y - lD)(

'a~Y
- f>co)- m

(}y '(}t)y
- I !i. ~ - Pov ] dx'ax 'ax ~x --. '()X I

'at 'at m at 'at J
to Cf

+ Mt I>'ft - Ma~ 'f.. + Qt 6Ye - Ga 6y..
}

dt = ().

(61 )

Die einzelnen Integranden werden jetzt partiell integriert. Dabei

ist nach Gi. (42) zu beachten, daß die virtuellen Verschiebungen am
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Die GIn. (64) und (65) sind die EULER'schen Differentialgleichungen

des vorliegenden Variationsproblems. Es handelt sich um die problem-

orientierten Differentialgleichungen, also um die gesuchten Bewe-

gungsgleichungen zur Bestimmung von ~ (x,t) und y(x,t) . Die GIn.

(66) und (67) sind die an den Balkenenden zu erfüllenden Randbedin-

gungen.

Die GIn. (64) und (65) heißen auch TIMOSHENKO-Bewegungsgleichungen.

Sie beschreiben die Biegeschwingungen eines Balkens unter Berück-

sichtigung der Rotationsträgheit und der Schubverformung der Balken-

querschnitte.

Für einen Balken mit konstantem Querschnitt hängen EI, b, I und m
m

nicht von x ab. In diesem Falle läßt sich ~(x,t) aus (64) und

(65) eliminieren, und man erhält die TIMOSHENKO-Gleichung für y (x,t):

EI
a4y

+ m
'JZy _

(
I +

EI m
)

'a
4Y + I ~ ii

'ax4 atZ
m b 'axl.ät2 tfl b 'at4

- p +
Im ö2p

b 'atZ

EI--
b

()2p

'ax2 (68)

Die Bewegungsgleichung für die freien Biegeschwingungen erhält man

aus (68) mit p(x,t) = O.

Für b = ßAG ~ 00 unterbleibt die Schubverformung, und (68) geht

in die Bewegungsgleichung

()4y ö2y ()4y
EI - + m - - I

'ax4 (}t2 m 'ax2 atZ
= P (x,t) (69)

über. (69) heißt auch RAYLEIGH'sche Gleichung. In ihr ist die Rota-

tionsträgheit der Querschnitte noch berücksichtigt. Vernachlässigt

man auch diese, so folgt mit I = 0 aus (69):
m

EI
'J4y (}Zy
-+m-
'ax4 'atZ

- p(x,t).
(70)

Dies ist die elementare Bewegungsgleichung für die Biegeschwingungen

eines Balkens mit konstantem Querschnitt. Mit p(x,t) = 0 ergibt sich

aus (70) die Bewegungsgleichung für Biege-Eigenschwingungen.
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9.2 Die LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen

9.2.1 Generalisierte Koordinaten und generalisierte

Geschwindigkeiten 3)

Wir betrachten ein System von zwei Massenpunkten, die durch einen

festen Abstand miteinander gekoppelt sind. Der erste Massenpunkt

ist mit drei Freiheitsgraden frei beweglich, der zweite wird auf

der durch den festen Abstand vorgegebenen Kugeloberfläche geführt

und hat zwei Freiheitsgrade. Das System verfügt insgesamt über fünf

(statt sechs) Freiheitsgrade. Demnach kann man seine Lage (Konfigura-

tion) durch fünf voneinander unabhängige Koordinaten vollständig be-

schreiben.

Bei n Massenpunkten, die durch r Bindungen zwischen ihren Koordi-

naten gekoppelt sind, ist die Anzahl der Freiheitsgrade f :

f = 3n - r ( 71 )

Demnach kann der Satz von

von (3 n - r) unabhängigen Koordinaten

3 n Ortskoordinaten x.
1.

ersetzt werden

durch einen Satz

q.
1.

{

1 2
XL J X.: ) .., ~.

}) L {~1 ,q2'''. ,qf
J

. (72)

Man nennt q.
1.

Ableitungen qi

Bei den q. kann
1.

Größen handeln.

allgemeine oder generalisierte Koordinaten und ihre

nach der Zeit t generalisierte Geschwindigkeiten.

es sich um Strecken, Winkel oder daraus abgeleitete

Die Konfiguration eines Systems wird durch die funabhängigen

generalisierten Koordinaten qi eindeutig beschrieben.

Jede Ortskoordinate x. zu einem Systempunkt ist als Funktion der
1.

f unabhängigen generalisierten Koordinaten darstellbar :

3) In der analytischen Mechanik verwendet man generalisierte Koordi-
naten. Dementsprechend werden auch die LAGRANGE'schen Bewegungs-
gleichungen allgemein in diesen Koordinaten formuliert. Aus diesem
Grunde wird der Ableitung der LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen
hier eine kurze Einführung über generalisierte Koordinaten voran-
gestellt, in der die Begriffe rheonomes, skleronomes, holonomes und
nichtholonomes System erläutert werden. Eine ausführliche Behand-
lung findet man in den Kapiteln über analytische Mechanik, z.B.
/6/,/9/,/12/,/14/,/15/,/16/,/17/.
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Xi =xi. (q.,}'i-ZJ".Jqf}t), rheonom . (73)

Das durch (73) beschriebene System heißt rheonom, da die x. von1
der Zeit explizit abhängen. In solchen Fällen sind die Systemführun-

gen zeitabhängig (nichtstationäre Bindungen). Für das oben genannte

Beispiel wäre dann der Abstand zwischen den zwei Massenpunkten eine

Funktion der Zeit.

Meistens hat man es mit skleronomen Systemen zu tun. Dann sind die

vorgegebenen Führungsbedingungen fest, also unabhängig von t (sta-

tionäre Bindungen). Dann gilt für die Ortskoordinaten x. zu einem1
Systempunkt

Xi =Xi(q.'JQ21...}q.f) skleronom . (74)

Die r Bindungen

gleichungen. Für

dungsgleichungen

eines Systems führen zu runabhängigen Bindungs-

ein rheonomes n-Teilchensystem kann man die Bin-

in der Form

(

, 2 n

9j XL}XLJ..'JXL,t)=O') (J'= 1,2".oJr), (75)

und für ein skleronomes n-Teilchensystem in der Form

(

, 2 n
9j Xi,JXi.J."JXi.) = erJ (j= 1/2, '.'J r) (76)

darstellen.

Als Beispiel betrachten wir ein skleronomes System von drei Massen-

punkten 1, 2 und 3 (n = 3), die durch stationäre Abstände a12, a23

und a31 miteinander gekoppelt sind (r = 3, a12 = Abstand zwischen
1 und 2 usw.). Das System hat nach GI. (71) sechs (statt neun) Frei-

heitsgrade, und es bestehen nach GI. (76) r = 3 Bindungsgleichungen

(Zwangsbedingungen) . Diese lauten:

(
1 2

)
I J(

1 2
)

2 (1 2 )2 ( 1 2 )2'

,91 XL) Xi = X, -X, + X2- Xz + X3-X3 - 0.12 = O'}

(
2 3

) I
. J (

2 3
)
2

(
2 ~

)
2

(
2 ~

)
2" (77)

92 XL}xi. = V
x, - X1 + Xz - Xl + X3 - X3 - Q23 = 0")

(
3 ,

)
I J (

3 1
)
2

(
3 1

)
2

(
~ I

)
2'

193 Xi.JXi. = X, ~ X1 + Xz - Xz + X3 - X3 - Q31 = 0".
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Ein System, dessen Führungsbedingungen sich in der Form (75) oder

(76) darstellen läßt, wird holonom genannt. Entsprechend bezeichnet

man die GIn. (75) und (76) auch als holonome Bindungsgleichungen.

Das System nach GI. (75) ist rheonom und holonom, das System nach

GI. (76) ist skleronom und holonom.

Treten in den Bindungsgleichungen Differentialbeziehungen auf, die

sich auch durch Integration nicht auf die Formen (75) oder (76)

zurückführen lassen, so heißt das System nichtholonom. Nichtholonome

Systeme treten nur sehr selten auf. Das klassische Beispiel für ein

nichtholonomes System ist die Bewegung einer Schneide auf einer

Fläche /6/.

Im folgenden betrachten wir nur holonome Systeme.

9.2.2 Ableitung der LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen

für holonome n-Massensysteme

Mit Hilfe der holonomen Bindungsgleichungen (75) bzw. (76) seien

alle überzähligen Koordinaten eliminiert. Dann wird die Konfiguration

eines Systems durch f unabhängige generalisierte Koordinaten qk

vollständig beschrieben, und es gelten für die Ortskoordinaten x.1
zu einern Systempunkt die GIn. (73) bzw. (74). Wir betrachten zunächst

das allgemeinere rheonome System und schreiben GI. (73) in der Form:

X' = X.
( 0 t).. ..

'tk)
)

(k=1,2)...J))

(l =1,2J"'Jn).

(78)

Daraus ergeben sich die realen Geschwindigkeiten

Körperpunkte

X. = dx. /dt
1 1

der

dt

()x.: dqk
+=

8qk dt

'ax~

~t

(}X~. '(}x~
=

(}~k
<i-kT ~ (79)x. =-t.

dXi

Wie ersichtlich, sind die Geschwindigkeiten x. Funktionen der1
generalisierten Koordinaten qk' der generalisierten Geschwindigkei-

ten qk und der Zeit t:

.
X.L -

.
Xi. ( qk I ~K ) t) . (80 )
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Die kinetische Energie des Gesamtsystems berechnet sich demnach

wie folgt:

K(~k 1 ~k 1 t)
1 n . 2~ M. x.- -c... L L2 ;'=1

2
1 n

[
ÖX.:. (}Xi

]= - L M. -Q +- =2 i=1 ..

'a~k -tk öt

1
n

(Öxo)
2 ~ l)x~ aXi. 1 ~ 'aXi 'aXi. .L + L M. - - + - L. M.- -

2 ~1
Ml 'at L=1

L '3qk 'dt q.k Z ;'=1
..

'a<Ik 'aq{
€;f.k ~E I

(81)

rheonom

(kJQ = 1J2)"'Jf).

Für ein System mit skleronomen Bindungen gilt nach GI. (74)

xi = xi(qk)' und der Term aXi./'at verschwindet. Nach (81) ist die
kinetische Energie dann eine homogene Form zweiten Grades in den

generalisierten Geschwindigkeiten:

1 n 'axi. 'ax;, . .
K ( ci ) - ~ M. - - a 0

Cfk J 1"k -
2 i=1 ..

'3q.K '(}~f "tk tf.

(82)

- akt; qk ~e }

(A,kE = a tk
und (kJ 2 = 1J2 J ... J f ) .

skleronom

In den GIn. (81) und (82) bedeutet

n-Teilchensystems.

Für konservative Systeme existiert stets ein Potential der Form 4)

M. die i-te Masse des
1

u = u (q.k) t ) . (83)

4) Meist findet man U = U(qk). Eine Abhängigkeit von der Zeit ist
aber allgemeiner. So ergibt sich z.B. durch die Einwirkung einer
zeitabhängigen Erregerfunktion auch ein zeitabhängiges Potential U.
Man vergI. dazu die GI. (59) im Abschn. 9.1 . Die potentielle
Energie U hängt nicht von qk ab. Eine Ausnahme ergibt sich für die
LORENTZ-Kraft in der Elektrodynamik /14/,/17/,/18/.
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Dann ergeben sich die den generalisierten Koordinaten zugeordneten

generalisierten Kräfte Qk aus

Gk =
'aU(q.k}t)

'aqk

(84 )

Wir betrachten im folgenden ein konservatives System starrer Körper

mit rheonomen oder skleronomen Bindungen. Dann ist W = 0 und die

LAGRANGE'sche Funktion L lautet nach Abschnitt 8 und mit den GIn.

(81) und (8 3) :

L (
ft k J 4 k

) t) = K (~k) 4k Jt)
- U

(~k J
t ) (85)

Das HAMILTON'sche Extremalprinzip nach den GIn. (52) bzw. (53) lautet

unter Beachtung von (85):

t,

6 f L ('l-k,qk) dt = cr'.

to

(86)

Die Ausführung der Variation liefert:

t,

I [

~ ~ + ~
t.

\)'l-k
'fk \)~

k

Ii eh] dt = (J.

(87)

Partielle Integration des zweiten Integranden ergibt:

t,

J
o.L

6~k dt
'a~k

to

t, t,

'aL

I
d

(

'aL

)
= -:- 6

~k
- -

d
-;;-:- 5«;J dt

(}~k t
t (.J~k k

to 0

(88)

Es gilt die Bedingung (42), nämlich oqk(to) = oqk(t1) = 0 .

Damit verschwindet der erste Term auf der rechten Seite von GI. (88).

Einsetzen von (88) in (87) führt demnach auf:

t,

J [

~ - ~ (~ ) ] 8~k dt = er.

'3qk dt 'artk
to

(89)



(91 )

Da die generalisierten Koordinaten qk voneinander unabhängig sind,

können sie auch unabhängig voneinander variiert werden. Ferner sind

die virtuellen Änderungen oqk (bis auf die Zeitpunkte to und t1)

beliebig. Daher gilt die Extremalforderung (89) nur dann, wenn der

Integrand verschwindet:

~
(

'aL

)

_ 'aL = (j
I

dt ~~k 'c}~k
( k = 1/2, ...) f ) .

(90 )

Die Gln. (90) sind die LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen zweiter

Art. Sie gelten für konservative holonome Systeme. Die Systembindun-

gen können dabei vom rheonomen oder skleronomen Typ sein.

Treten z.B. Reibungskräfte auf, ist das System nicht mehr konser-

vativ. In diesem Falle geht man vom HAMILTON'schen Prinzip in der

Formulierung (47) aus. Am Ende von Abschnitt 8 wurde auf diese Mög-

lichkeit bereits hingewiesen.

Auf der rechten Seite von Gl. (47) steht die virtuelle Arbeit der

eingeprägten Kräfte, die wir jetzt für das nichtkonservative System

als oU bezeichnen wollen. Mit W = 0 ergibt sich dann aus (47):

t1

J
[Ei K (~~ ) i~) + &U

]
dt : ()

tu
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Bezeichnet man mit F. die eingeprägten Kräfte, kann die virtuellel
Arbeit derselben allgemein durch

bU = F. &x-
L L

(92)

gekennzeichnet werden, wobei die

net werden:

ox. aus Gl. (78) wie folgt berech-
l

(93)

Da die virtuellen Verschiebungen bei festgehaltener Zeit ausgeführt

werden (die Zeit t wird nicht variiert), tritt der Term

(oXi tat) ~t = ~ in (93) nicht auf. Aus (92) und (93) folgt:

'(}x.:
ÖX' -= &~k .L I()o ,
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~u F . 'aXL &~k- L

'3qk
= Qk &qk J (94)

mit Qk als die auf die generalisierten Koordinaten qk bezogenen

generalisierten Kräfte. Dabei gilt für die Qk in nichtkonservativen

Systemen allgemein Qk=Qk (qk,qk,t). Einsetzen von (94) in (91) führt

auf

t1

J
[&K (lfk,'ik)+Gk&lfk] dt ~ 0-.

to

(95)

Die Ausführung der Variation liefert:

J

t1

[ 01-< ,()K.

]- f»~k + ~ &~ + Gk &f4k dt == 0".

'aq k 'aqk k
to

(96)

Die partielle Integration des zweiten Integranden ergibt:

t, t1 t1 t1

J
~&. dt= ()~& -

J
...!

(
'a~

)
& dt=-

J
~ca~

)
& dt.

'(}~k
~k

'a~k
~k dt '3'41<

~k dt \ '(}~k ~k (97)

ta ta ta to

(97) in (96) eingesetzt führt auf:

t,

J [

()K _~ca~
)+G

]
60 dt =- 0".

'()o dt ~ '()~k
k tk

t
1k

o

Die oqk sind beliebig, daher folgt aus (98):

d
(
~

)

_ 'aK
= Q (k = 1,2 . . .J

F )
dt ().

() k
) ,

~K ~k

(98)

(99)

Die Gln. (99) sind die LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen zweiter

Art für nichtkonservative holonome Systeme mit rheonomen oder skle-

ronomen Führungsbedingungen.

Treten im System Kräfte auf, die zum Teil aus einem Potential
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u = U(qk,t) ableitbar sind und zum Teil nicht (z.B. Reibungskräfte) ,

kann man unter Beachtung von Gi. (84) die Gi. (99) in der Form

~
(

~
)
-

(

~ - ~
)

= Q
kdt l(J~k 'a'4k 'C>'ik

( 100 )

schreiben. Da U nicht von abhängt, folgt daraus

d
(
~

)

_ ~ = Q
dt '()~

k (}~k
k] (k= 1,2,...)f) ,

(101)

mit der LAGRANGE'schen Funktion L = K - U , wobei für die Formulie-

rung der generalisierten Kräfte Qk nur die nichtkonservativen

Kräfte nach Gi. (94) in Frage kommen. Die Gin. (101) werden auch

allgemeine LAGRANGEIsche Bewegungsgleichungen genannt. Sie gelten

für holonome Systeme mit rheonomen oder skleronomen Systembedingungen.

10. Der Erhaltungssatz der Energie

Wir betrachten ein skleronomes System für den Fall, daß das Poten-

tial U nicht explizit von t abhängt. Mit den Gin. (82) und (85)

gilt dann für die LAGRANGEIsche Funktion L = L(qk,qk). Die Ableitung

nach der Zeit liefert:

dL
dt

'aL. '3L..
-

'a~k ~k +
()~k ~k

(102 )

Aus Gi. (90) folgt:

aL

'J~k

d

(

f()L

)
=

dt '3r4-k
. (103)

Einsetzen in (102) ergibt:

dL
dt

ci

(

raL

)

. eiL..

-
dt 'a~k

q.k+
'3~k ~k

d.

(

'OL .

)
-

dt
a-:-~k .

~k

(104 )
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Gl. (104) kann in der Form

:t [~ :~k
~k)

- L
]
= (1

( 105 )

geschrieben werden. Aus (105) folgt das sogenannte Energieintegral:

()L
.

a
~k

c.f.k - L = konst.
( 106 )

Da U nicht explizit von qk abhängt, man vergl. (83) und die

Fußnote 4), gilt :

öL

'O~k
qk

()K .

raqk
qK

(107)

Für zeitunabhängige Systembindungen ist die kinetische Energie K

nach Gl. (82) eine homogene Funktion zweiten Grades:

K = Qke 'ik ~ e
. (108)

Daraus folgt durch Ableitung nach den generalisierten Geschwindig-

keiten

aK
(

. 3qe .

) (

. 0 .

)

.

'a~k
= Qke ~k

'a~k
+q" = Qke f4k kt~r = 2 akf ~e

( 109 )

Einsetzen in (107) liefert:

'aL. C3K.

ra~k
~K =

'a~k
~k = 2 Q,ke ~e ~k

= 2K .
(110)

Dieses Ergebnis findet man auch aus dem EULER'schen Satz über

homogene Funktionen /12/. Einsetzen von Gl. (110) in Gl. (106)

ergibt:

2 I-<- L = 2.K - (K - U) = K +V = konst. (111)

Wie ersichtlich, ist die Gesamtenergie des Systems konstant.
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11. Schlußbemerkung

Das HAMILTON'sche Extremalprinzip ist das Variationsproblem der

Elastodynamik. Es vereinigt in sich die grundlegenden Differential-

gleichungen. In dieser Eigenschaft kann es, ähnlich wie das Prinzip

von der Stationarität des Gesamtpotentials in der Elastostatik /2/,

unter Umgehung der problemorientierten Differentialgleichungen als

Basis für numerische Näherungsverfahren eingesetzt werden.

Außerdem lassen sich aus dem HAMILTON'schen Prinzip die Bewegungs-

gleichungen eines dynamischen Systems verhältnismäßig einfach ablei-

ten. Dies wurde in der vorliegenden Arbeit an zwei Beispielen aufge-

zeigt. Einmal wurde das HAMILTON'sche Extremalprinzip zur Ableitung

der TIMOSHENKO-Bewegungsgleichung für Balkenbiegeschwingungen heran-

gezogen. Zum anderen diente es als Ausgangspunkt für die Entwicklung

der LAGRANGEIschen Bewegungsgleichungen für konservative und nicht-

konservative holonome Systeme mit rheonomen und skleronomen System-

bindungen.
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