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Zusammenfassung

Ausgangspunkt der Arbeit sind die Differentialgleichungen des
linear-elastischen Kontinuums und die daraus folgenden allge-
meinen Bewegungsgleichungen. Als Randbedingungen werden allge-
meine gemischte Randbedingungen formuliert. Die allgemeinen
Bewegungsgleichungen fiihren auf die Differentialgleichungen

fir transversale und longitudinale Wellenausbreitung. Mit Hilfe
des Prinzips der virtuellen Arbeiten wird dann das HAMILTON'sche
Extremalprinzip der Elastodynamik entwickelt. Die Anwendung die-
ses Prinzips auf Biegeschwingungen von Balken fihrt auf die
TIMOSHENKO-Bewegungsgleichung. Aus dem Variationsproblem der
Elastodynamik (HAMILTON'sches Prinzip) werden ferner die
LAGRANGE 'schen Bewegungsgleichungen fir konservative und nicht-
konservative holonome dynamische Systeme mit rheonomen und sklero-

nomen Filhrungsbedingungen entwickelt.

Conclusion

This work is based upon the differential equations of the linear-
elastic continuum and - as a result thereof - the general eguations
of motion. In this case, as boundary conditions mixed ones are
formulated. The general equations of motion lead to the differen-
tial equations for transversal and longitudinal wave propagation.
With the help of the principle of virtual works HAMILTON's extremal-
principle of elastodynamic is developed. The application of this
principle to bending vibration of beams leads to the TIMOSHENKO-
equation. LAGRANGE's equation of motion for conservative and non-
conservative holonome dynamic systems with rheonome and skleronome
guidance conditions are developed from the variational problem of

elastodynamics.



Abklirzungen und Symbole

i3 Spannungstensor
Eij Dehnungstensor

15 Kronecker-Symbol

i3k 3-stufiger e-Tensor
ap1 Koeffizientenmatrix
ay57 a23, a31 Abstédnde
X Koordinaten
ki Geschwindigkeiten
dy Generalisierte Koordinaten
qk, ék Generalisierte Geschwindigkeiten, Beschleunigungen
u; Verschiebungen
&i Verschiebungen auf Og
n, Normaleneinsvektor
§i Oberfldchenbelastung auf On
Xi Spezifische Volumenkrdfte

Ri Rotation des Verschiebungsvektors

3 Funktionen der Systembindung
Mi i-te Masse des n-Massensystems
Qk Generalisierte Kridfte
F. AuBere Kridfte

t, to’ t1 Zelit, Zeitpunkte
E, G, v E-Modul, Schubmodul, Querkontraktion

A LAME'sche Konstante

o) Dichte
v Volumen

O Volumendilatation
o) Gesamtoberfldche
Og Oberfldche flir geometrische Randbedingungen
0 Oberfldche fir natirliche Randbedingungen



p(x,t)

Formé&nderungsenergie, Verzerrungsenergiedichte
Formdnderungsenergie durch Biegung, Schub
Masse, Masse je Langeneinheit
Querschnittsfaktoren

Verdrehwinkel, Neigungswinkel
Streckenlast

Anzahl der Massen im n-Massensystem
Freiheitsgrad

Radius, Anzahl der Systembindungen
Balkenldngskoordinate

Balkendurchbiegung

Balkenlange

Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten, longitudinal,
transversal

Kinetische Energie
Potentielle Energie
LAGRANGE'sche Funktion
Querschnittsfléache
Biegesteifigkeit
Massentrdgheitsmoment
Abklirzung fir Integral
Biegemoment, Querkraft

Variationssymbol



1. Einleitung

Bei Bewegungsvorgédngen in elastischen Korpern hdngen die Verschie-
bungen u, auBer von den Ortskoordinaten X5 noch von der Zeit t
ab. Dadurch ergeben sich fiir das einzelne Volumenelement Beschleu-
nigungen und in den Gleichgewichtsbedingungen zu berilicksichtigende

Massenkrifte.

Der Ubergang von der Statik zur Dynamik wird durch das Prinzip von

d'ALEMBERT vollzogen. Danach wird ein dynamisches Problem in ein

Gleichgewichtsproblem der Statik libergefiihrt, indem man zu den

einem Volumenelement eingeprdgten Kr&ften die negativen, auf das

Volumen bezogenen Trdgheitskrdfte, auch Massenkrdfte genannt, hin-

zufligt. Die Kr&dftegleichgewichtsbedingungen lauten dann nach /1/:
azu;

.. . o= _ 1
Ei'lj'j +)€L Q 3t ? ) (1)

Man bezeichnet die drei Gleichungen (1) als die allgemeinen Bewe-
gungsgleichungen des Kontinuums 1). Sie gelten fiir kleine Bewegun-
gen ui(xi,t),wie sie etwa bei Wellenausbreitung in elastischen

Festkdrpern oder bei Schwingungen derselben vorliegen.

Die Momentengleichgewichtsbedingungen der Statik werden durch die
im Schwerpunkt des Volumenelementes angreifenden Trdgheitskréadfte
nicht beeinfluBt. Falls keine volumenhaft verteilten Momente vor-
liegen (BOLTZMANN'sches Axiom), gilt die Symmetrie des Spannungs-

tensors .. = O.:
i3 Jji

2. Die Grundgleichungen der Elastodynamik

Es werden kleine Verschiebungen ui(xi,'t) vorausgesetzt. Dann

gelten fir den Zusammenhang zwischen Dehnungstensor ¢ und

ij
Verschiebungsvektor u. die Gleichungen der linearen Kinematik.

Die Gleichgewichtsbedingungen im Innern des Kontinuums werden durch

1) Die Bezeichnung "Bewegungsgleichungen" wird allgemein auch

fir die NAVIER'schen Gleichungen mit Tr&gheitsterm verwendet,
man vergleiche die Gln. (6) im Abschn. 4.



die Bewegungsgleichungen (1) ausgedrickt. Es wird Homogenitdt,
Isotropie und physikalische Linearitdt des elastischen Korpers
angenommen. Dann gilt fir die Koppelung zwischen Dehnungen €ij
und Spannungen Oij das entsprechende Stoffgesetz nach HOOKE.

Damit lauten die Grundgleichungen der linearen Elastodynamik

Kinematik : ey = %- (ugj + uj,i) ) (2.a)
u
Bewegungsgleichung : Glbjj + *i = Q %tz‘ ) (2.b)

q E
Stoffgesetz : (2.c)
g bzw.

E ( % )
611. T e \E T 5 Sij b | -

Aus Gl. (2.a) folgt die Symmetrie des Dehnungstensors Eij = Eji
Auf die Symmetrie des Spannungstensors wurde im Abschnitt 1 hinge-
wiesen. Fir u; = ui(xi) gehen die Gleichungen (2) in die Grund-

gleichungen der Elastostatik liber, man vergl. /2/.

3. Die Randbedingungen

Auf der Korperoberfldche O werden gemischte Randbedingungen ange-
nommen. Zur genauen Beschreibung teilen wir die gesamte Oberfléche O
in die Teilbereiche Og und On auf. Es gilt

0 = 04U 0. (3)

Auf dem Oberfl&chenbereich Og sind die Verschiebungen ﬁi vor-
gegeben. Es gelten hier die sogenannten geometrischen Randbedin-

gungen

u; (x;,t) Fur alle x; € Og - (4)



Auf den Oberfldchenbereich O wirken die duBeren Belastungen ﬁi

ein. Hier gelten die sogenannten natiirlichen Randbedingungen
B (xi,t) = nj () 65 (x;,t) Firalle x; € O, (5)

man vergl. z.B. /1/. Dabei ist nj der aus dem Volumengebiet heraus-

zeigende Normaleneinsvektor des betrachteten Oberfldchenelementes.

Die geometrischen Randbedingungen (4) heiflen auch wesentliche Rand-
bedingungen oder Verschiebungsrandbedingungen. Die natlirlichen Rand-

bedingungen (5) heifen auch Kraftrandbedingungen.

4. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen

Eliminiert man aus den Grundgleichungen (2) die Dehnungen und

€. .
1]

die Spannungen , erhdlt man drei partielle Differentialgleichun-

g. -
1]
gen in den Verschiebungen ui(xi,t), ndmlich

2
1 9 ug
b W s . = (6)
6 (ul’“ + 79 Wi ) + X Q el

Diese Gleichungen bezeichnet man als allgemeine Bewegungsgleichungen
der Elastodynamik. Bis auf den Trédgheitsterm auf der rechten Seite
handelt es sich bei den Gln. (6) um die NAVIER'schen Gleichungen der
Elastostatik /2/.

Die Gln. (6) beschreiben das allgemeine Integrationsproblem der
Elastodynamik. Bei gegebenen spezifischen Volumenkr&ften Xi(xi,t)
sind die L&sungen ui(xi,t) zu suchen, die die geometrischen Rand-
bedingungen (4) erfiillen. Die L&sung dieser Aufgabe ist schwierig.
Deshalb sind analytische Lo&sungen filir den Einzelfall in der Regel

nicht bekannt.

Eine der wichtigsten Folgerungen, die sich aus den allgemeinen Bewe-
gungsgleichungen der Elastodynamik (6) ergeben, sind die Wellen-

gleichungen flr Longitudinal- und Transversalwellen.

5. Die Wellengleichungen fir Longitudinal- und Transversalwellen

Wir betrachten ein unendlich ausgedehntes elastisches Kontinuum
und fragen, wie sich eine Stdrung, verursacht z.B. durch Volumen-
krafte Xi im Zeitpunkt tO , auswirkt und fortpflanzt. In diesem

Falle kann von den Randbedingungen (4) abgesehen werden und fir



t > to gilt Xi(xi,t) = O . Aus Gl. (6) folgt damit:
2
5 (. 1 ) Yy (7)
uh” + 1-2v ufdi g It 2 )

Gleichung (7) beschreibt demnach die freien Schwingungen. Das
sind diejenigen Bewegungen ui(xi,t), die ohne Volumenkréidfte

moglich sind.

Fihrt man in Gl. (7) die LAMﬁ'sche Konstante

- _2v6 (8)
1-2v
ein, ergibt sich fir Gl. (7) die Form:
G u; .+ (G+A)LL-~ = S j{iﬁ_ . (9)
1}l N 'atZ

Die Gleichungen (7) bzw. (9) sind die allgemeinen Wellengleichungen.
Im folgenden wird mit Hilfe von Gl. (9) nachgewiesen, daB sich im
elastischen FestkdOrper Storungen durch zwei Wellensysteme ausbrei-
ten, ndmlich in Form von Longitudinal- und in Form von Transversal-

wellen 2).

Aus Gl. (9) lassen sich zwel Arten von Schwingungen ableiten. Die

erste Art ergibt sich, wenn man von Gl. (9) die Divergenz bildet:

32uuﬂ
6w + (6”‘) it T S o
%u. ;
bzw. (2 G+ ?\) u L, = 8 ’at;" . (10)

Wir betrachten den Ausdruck u; oo Durch Verschiebungen uy und
’

Dehnungen eij entstehen Volumendnderungen. FlUr ein Element be-

trdgt die bezogene Volumendnderung nach Aufbringen des Verschie-

2) Flir die nachfolgenden Ableitungen wird die Divergenz und die
Rotation bendtigt. Entsprechend der hier gewdhlten Indexschreib-
welise wird die Divergenz- und Rotorbildung konsequent in Index-
schreibweise durchgefiihrt, man vergl. /3/. Der fir die Rotorbil-
dung bendétigte e£-Tensor 3. Stufe ¢,. ist in allen drei Index-
paaren alternierend /3/. Eine Ver- ] wechslung mit dem Dehnungs-
tensor 2. Stufe Eij ist nicht zu befiirchten.



bungszustandes im Rahmen der linearen Kinematik nach Gl. (2.a):
AV
0 = v =&y = Ui . (11)

Man nennt u deshalb auch Volumendilatation oder kubische

i,i
Dilatation. Mit (11) ergibt sich aus (10):

0 2G+A 5 (12)
t2 g S

|

Gl. (12) beschreibt die wellenhafte Ausbreitung der Volumendilata-
tion © in einem elastischen Medium. Es handelt sich um Dilata-
tions~ oder Kompressionswellen. Bildet man die Rotation von 0 ,

erhdlt man

Gl. (13) sagt aus, daB das Wellenfeld der Volumendilatation wirbel-
frei ist. Demnach handelt es sich um Longitudinalwellen. Gl. (13)
heiBt auch Longitudinalit&tsbedingung /4/, und Gl. (12) ist die
Wellengleichung fir das longitudinale Wellenfeld der Volumendila-
tation. Auf die Integration der Wellengleichung (12) wird hier
nicht eingegangen. Die allgemeine L&sung der Wellengleichung (12)
findet man z.B. in /5/,/6/. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Longitudinalwellen, auch Phasengeschwindigkeit oder Schallgeschwin-
digkeit genannt, berechnet sich aus der allgemeinen L&sung bzw.
nach Gl. (12) zu

+
v =|28*A (14)

L 8 .

Das zwelte in der allgemeinen Wellengleichung (9) enthaltene Wel-

lensystem ergibt sich, wenn man von Gl. (9) die Rotation bildet
?° (15)
G 8k uyjo t (6+2) Cik Yok = S 5 Bk i

Nach Gl. (13) ist der zweite Term in Gl. (15) Null, und es folgt



Fiir die Rotation des Verschiebungsvektors uy nédmlich fir

Ri = &g Uy a7

gilt demnach die Wellengleichung

3%R; G (18)

Bildet man die Divergenz von Ri , erhdlt man

Rii = Bijk Wi = 0 (19)

Gl. (19) sagt aus, daB das Wellenfeld von R, divergenzfrei ist.
Demnach handelt es sich um Transversalwellen, die auch Torsions-
oder Scherwellen genannt werden. Gl. (19) ist die Transversalitdts-
bedingung. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Transversalwellen

ergibt sich aus der zugehdrigen Wellengleichung (18):

G
vy = ‘/ LA (20)
S

Aus (8), (14) und (20) ergibt sich

v -
_t /-2_(_1__\_7_) . (21)
VT 1"2\7

Aus (21) folgt, daB die Ausbreitungsgeschwindigkeit der longitudi-

nalen Wellen stets grdBer als die der Transversalwellen ist.

Das in der allgemeinen Wellengleichung (9) enthaltene longitudinale
und transversale Wellensystem kann man auch anschaulich nachweisen.
Dazu betrachten wir die eindimensionale Wellenausbreitung in

x1—Richtung in zwei F&llen.

Im ersten Fall legen wir die Longitudinaleigenschaft des Wellen-
feldes, also Teilchenbewegung in Ausbreitungsrichtung X4 durch

das Verschiebungsfeld
u; = { u, (x,,t),olo} (22)

fest. Einsetzen von (22) in die allgemeine Wellengleichung (9)

liefert



azu, 26+4 9%y

otz g 9x? (23)

Gl. (23) entspricht Gl. (12). Damit wird (12) als Wellengleichung
fiir longitudinale Ausbreitung erkannt. Da Bewegungen quer zur
x1—Richtung nach (22) nicht auftreten, ist die Querkontraktionszahl
v = 0 , und der Faktor (2G+X)/p in Gl. (23) muB entsprechend korri-
giert werden. Flir v = O erhdlt man aus Gl. (8) X = O wund fir

2G = E/(1+v) = E . Einsetzen in (23) liefert

9%u, E 9y, (24)
2z ¢

Dies ist die Wellengleichung fiir elementare Lingsschwingungen

eines zylindrischen Stabes.

Im zweiten Fall legen wir die Transversaleigenschaft des Wellen-

feldes, also Teilchenbewegung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung Xq
durch das Verschiebungsfeld

w; = {0/) uz(x,,t),O} (25)
fest. Mit (25) folgt aus (11) fir die Volumendilatation 0 = uj 3 =0
und aus der allgemeinen Wellengleichung (9) ergibt sich

2 ?
Qu, _ 6 u, (26)
2 g 9x]

Gl. (26) entspricht Gl. (18). Damit wird (18) als Wellengleichung

fir transversale Ausbreitung erkannt. Setzt man in (26) fir

u, =rq , mit q(x1,t) als Torsionswinkel, ergibt sich
2 laz
¢ O ¢ (27)
At 2 g ¢

Dies ist die Differentialgleichung filir elementare Torsionsschwin-
gungen eines kreiszylindrischen Stabes. In der Regel werden die
Gln. (24) und (27) direkt am Stabelement abgeleitet, man vergl.
z.B. /7/,/8/.



6. Virtuelle Verschiebungen

Virtuelle Verschiebungen éui(xi,t) sind gedachte, stetige, hin-
reichend kleine und mit den geometrischen Randbedingungen (4) ver-
trdgliche Variationen des realen Verschiebungszustandes ui(xi,t),
man vexrgl. /2/,/8/,/9/. Sie werden am System zu einem festen Zeit-
punkt ausgefiihrt. Dabei &ndern sich die dem System eingepré&dgten
Kr&fte nicht.

Hinreichend klein bedeutet in diesem Zusammenhang auch klein gegen-

iiber den realen Verschiebungen ui(xi,t)

Die geometrische Vertrdglichkeit verlangt, daB die durch die geome-
trischen Randbedingungen (4) auf Og vorgeschriebenen Verschiebun-

gen ﬁi(xi,t) nicht mitvariiert werden. Daraus folgt

Bl‘li (X;)t) =0 Ffur alle X c Og . (28)

7. Die Variation der Formdnderungsenergie

Die Formdnderungsarbeit W berechnet sich aus
w = [ﬂ Wy () av , (29)
v

mit Ws(sij) als spezifische Form&nderungsenergie oder Verzer-
rungsenergiedichte, man vergl. /2/. Fir linear- und nichtlinear-

elastisches Materialverhalten kann die Verzerrungsenergiedichte

Ws(eij) als elastisches Potential gedeutet werden, denn es gilt
IWg (€5
S( LJ) = 6. , (30)
L
'aaij J

man vergl. /2/,/10/,/11/

Das Verhalten der elastischen Formdnderungsenergie W wird nunmehr
durch Aufbringen virtueller Verschiebungen 6ui bei festgehaltener

Zeit untersucht, wobei die 6ui gemdB Gl. (2.a) virtuelle Dehnungen



(31)

‘55£j = 15 {(Sui)|j+ (Su,-)”;}

zur Folge haben. Die Ausfiihrung der virtuellen Verschiebungen 6ui
fiihrt auf die Variation der Formidnderungsenergie W . Unter Beach-

tung von (29), (30) und (31) ergibt sich

bw = [[ §Ws (€;5) dV //[ Vs 5”) 5 dV
j[ 6 gy dV = 1[[[ ”{Su (6u) }dv-

(32)

Wegen der Symmetrie des Spannungstensors 188t sich der letzte Term

der Gl. (32) vereinfachen, und es folgt fir die Variation von W

[// 6 (Su;),j dv . (33)
v

Wir bendtigen jetzt den Integralsatz von GAUSS, den wir in Index-

schreibweise aus der Arbeit /2/ ilbernehmen :

j[ Glij ui,j j[G' u; n; do - f[[ ‘JIJ ' (34)
v

Die Anwendung des GAUSS'schen Satzes (34) auf (33) liefert bei

Bericksichtigung des Variationssymbols ¢§ :

= —_ (35)
6w —[/61] Sui nj do [/ G:,J’SU dv .
0 v

Das Oberfl&dchenintegral in (35) geht iiber 0O = Og U On , man
vergl. (3). Demnach folgt aus (35)



sw = J[ 6 83, n; do +f[ - Su; n; dO [[[61” Su; dV . (36)
09 On

Wegen der geforderten geometrischen Vertrédglichkeit der virtuellen
Verschiebungen wird ﬁi auf OG nicht mitvariiert, und es gilt
nach Gl. (28) dﬁi =0 . Dagegeﬁ gelten auf On die natiirlichen

Randbedingungen (5). Damit erhdlt man aus (36):

6W = //ﬁt Sul dO - [/[61])] 6U,L dV. (37)
On v

8. Das HAMILTON'sche Prinzip als Variationsproblem der
Elastodynamik

Bei Ausflihrung virtueller Verschiebungen &ndern sich die dem
System eingeprdgten Kr&fte nicht. Es gelten die Gleichgewichts-
bedingungen. In der Elastodynamik sind das die Bewegungsgleichun-

gen (1) bzw. (2.b). Einsetzen in (37) liefert

bW = [/ p; du; do +ﬂ[ )8u dv. (38)

Man beachte, daB fiir die Herleitung der Gl. (38) die Kinematik und
die Bewegungsgleichungen ben&tigt wurden, man vergl. die Gln. (2.a),
{317) und (2.b). Dagegen brauchten wir auf das linear-elastische

Stoffgesetz (2.c) nicht zurilickzugreifen.

Die virtuellen Verschiebungen 6ui wurden zu einem festen Zeit-
punkt ausgefihrt gedacht. Betrachtet man das elastodynamische System
nicht nur bei festgehaltener Zeit, sondern iUber ein beliebiges
Zeitintervall tO bis t1 , hdngen die dui auBler von den Koordi=-
naten X5 auch von der Zeit t ab. Die Integration der Gleichung

(38) Uber ein solches Zeitintervall liefert



_ 14 -
t, t, t, t
[6Wdt =[dt[[ﬁi8u£d0+/dt[//)(i8ui dv—]dt
t, te 0y t, V t, V

Wir behandeln zundchst den letzten Integralterm der Gl. (39),

8
SR/ PR

Partielle Integration der Gl. (40) liefert

| [ ][]l o

Man verifiziert (41) am einfachsten durch partielle Differentia-

w;
> 6u; dV. (39)

ndmlich

tion nach t . Als Ergebnis erh&dlt man den Integranden unter dem
Zeitintegral (40).

Es wird jetzt festgelegt, daB die virtuellen Verschiebungen 6ui
fiir die willkirlich wd@hlbaren Zeitpunkte tO und t1 fiur alle

Korperpunkte Xy verschwinden:

Su; (x;,t.) = dy (xL t,) = (42)

Diese Annahme zieht keine Einschrdnkung der Allgemeinheit nach
sich. Leitet man das HAMILTON'sche Prinzip nicht wie hier ab, son-
dern geht den Weg iliber die LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen,
weist HAMEL /6/ auf Einschrd@nkungen durch die Festlegung (42) hin.

Mit (42) folgt aus (41):

'311» Abu; g (43)
ﬂ/” (s at Tat Ov )dt v

Die Berechnung von Bglat ergibt unter Beachtung der Massen-
erhaltung i”ﬂlat o und der Volumendilatation nach Gl. (11):
33,"’_(1“,)=13"‘ m 3V _ mIVv__ au” i (44)
ot otWw/ TVt T VIat Y et —$w



— ‘]5 -

mit ﬁi i als Dilatationsgeschwindigkeit der Volumenelemente.
7
Es handelt sich dabei um die Volumendnderungsgeschwindigkeit, nicht

zu verwechseln mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Dilatations-
wellen nach Gl. (14).

Wie aus (44) ersichtlich, ist die zeitliche Dichteénderung"aglat
endlich. Damit ist der Term Sui(aglat) im Integranden von (43)
gegenliber dem zweiten Term von hdherer Ordnung klein und kann des-—
halb vernachl&dssigt werden. Aus (43) folgt demnach

t
at ot
te Vv

t
=-—]1ﬂ[33“‘63“5dth
g, W7 et et

. (45)
1 2
1 oqu;
=—f 5 [[[-2- g (T) dvdt
to Vv
Y
=-[ 6Kdt)
to
wobeil
1 ”’[ u; \?
K = — L) dv
2 3(‘a’c) (46)

die kinetische Energie des sich in Bewegung befindlichen Ko&rpers
darstellt. Setzt man (45) in (39) ein, erhdlt man

t t 2
fs(w—K)dt =[ [ B; Su; dodt +[ ﬂ ¥; Su; dV dt . “n
t to 0Opn oV

Auf der rechten Seite von (47) erscheinen die dem System einge-
prégten &duBeren Krdfte ﬁi und *i . Die gesamte potentielle

Energie, die durch diese Belastungen umgesetzt wird, betrigt



U=*[/ﬁ£u£d0“[[*iuidv, (48)
On Vv

man vergl. /2/. Man nennt U das Potential aller am System angrei-
fenden Krdfte oder die potentielle Energie des Systems. Bei Varia-
tion des Potentials U werden die eingeprédgten vorgegebenen Krdfte
51 und Xi nicht mitvariiert. Demnach folgt aus (48) fir die

erste Variation von U

SU = — [/ﬁb bu; d0 — f[ X; du; dV. (49)
On v

Wie ersichtlich, entspricht (49) den Integranden unter den Zeit-
integralen auf der rechten Seite von Gl. (47). Fihrt man in (47)

die Variation des Potentials U nach (49) ein, ergibt sich das

Extremalprinzip
t‘l
5[(W”K+U) dt = g} (50)
to
mit
W = Formdnderungsenergie,
K = Kinetische Energie, des Systems.
U = DPotentielle Energie
Gl. (50) ist das HAMILTON'sche Prinzip in seiner "schénen" und

kompakten Form. Diese Form ergibt sich nur, wenn die rechte Seite
von Gl. (47) gem&B Gl. (49) als Potentialvariation geschrieben
werden kann. Oder allgemeiner ausgedrickt: Sind die eingepré&dgten
Krafte konservativ, sind sie also aus einem Potential ableitbar,
ergibt sich das HAMILTON'sche Prinzip in der Form (50). Dies ist

meistens der Fall. Auf Abweichungen davon wird noch hingewiesen.

Die Energiesumme unter dem Zeitintegral (50) wird als LAGRANGE'sche

Funktion oder als kinetisches Potential bezeichnet :

L= W-K+U. (51)
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Damit lautet das HAMILTON'sche Extremalprinzip :
t1 t]
5 j Ldt =0 bzw. [ L dt = Extremum . (52)
t, to

Das Produkt Ldt = Energie x Zeit bezeichnet man gelegentlich als
"Wirkung" und das Zeitintegral (50) bzw. (52) als Wirkungsintegral
/6/,/9/,/14/. Entsprechend heiBt (52) auch das Prinzip der kleinsten
Wirkung. SOMMERFELD /14/ gibt zu dieser Bezeichnung einen lesens-

werten Kommentar.

Die sich wirklich einstellende Bewegung eines Systems ui(xi,t)
wollen wir als reale Bewegung des Korpers oder als reale Bahnkurve
bezeichnen. Man findet fir ui(xi,t) auch den Ausdruck "dynamic path"
/13/. Das HAMILTON'sche Extremalprinzip lautet dann :

Die Bewegung eines konservativen Systems zwischen ts und t1 ver-
lduft so, dafl das Zeitintegral Uber die LAGRANGE-Funktion L fir eine
reale Bewegung eines KO&rpers (reale Bahnkurve) ui(xi,t) einen sta-
tiondren Wert annimmt im Vergleich zu allen Nachbarbewegungen (Ver-
gleichsbahnkurven) ui(xi,t) + Gui(xi,t), die man sich jeweils durch

virtuelle Verschiebungen erzeugt denken kann.

Oder kiirzer : Die reale Bahnkurve macht das Zeitintegral Uber L

stationar.

In der Dynamik starrer Kdérper verschwindet die Formdnderungsenergie
W und die spezifischen Volumenkréafte Xi leisten keine Arbeit. Das
Potential U ergibt sich in diesem Falle nur aus den &duBeren Bela-

stungen. In diesem Falle lautet das HAMILTON'sche Prinzip

ti
6[(K—-U)dt=0’ (53)
)

to
wobei der gegeniber (50) vorgenommene Vorzeichenwechsel der
LAGRANGE 'schen Funktion keine Bedeutung hat. (53) ist das HAMILTON'
sche Prinzip in der klassischen einfachen Form, wie sie in der
Dynamik auftritt /7/,/9/,/12/,/14/. Man bezeichnet L = K - U auch
als natiirliche Form der LAGRANGE'schen Funktion.
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In der Elastostatik verschwindet die erste Variation des Gesamt-
potentials. Das Gesamtpotential ist stationdr /2/. In der Elasto-
dynamik ist das Zeitintegral lber L stationdr. Damit haben wir
mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeiten ein Extremalprinzip

fiir die Elastodynamik gewonnen.

Das HAMILTON'sche Prinzip ist von groBer Bedeutung, da sich mit seiner
Hilfe wichtige andere Beziehungen ableiten lassen. Wir werden es in
dieser Arbeit zur Ableitung der TIMOSHENKO-Gleichung fir Balkenbiege-
schwingungen und zur Ableitung der LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen
anwenden. WIEGHARDT /19/ hat das HAMILTON'sche Extremalprinzip auf

die Wirbelbewegung angewandt.

Man kann also das HAMILTON'sche Prinzip als Axiom an den Anfang der
Dynamik setzen /12/ oder man kann es als alternative Formulierung
zum Grundgleichungssystem (2) der Elastodynamik ansehen. Man kann
auch sagen: Das HAMILTON'sche Extremalprinzip ist das Variations-

problem der Elastodynamik.

Die Formulierungen (50), (52) und (53) des HAMILTON'schen Prinzips
gelten fiir konservative Systeme, bei denen das Potential linear von
den Verschiebungen u,y abhdngt, man vergl. (48). Hdngen die angrei-
fenden Krdfte selbst noch von den Verschiebungen ab, existiert ein
Potential nach Art der Gl. (48) nicht. Dieser Fall ist z.B. in der
Aerocelastizitdt gegeben. Hier sind die an der Kdorperoberfldche wir-
kenden aerodynamischen Belastungen empfindlich von den Verschiebungen
der Korperoberfldche abhdngig. Ein anderer Fall ist das Auftreten von
Reibungskrédften. Diese hdngen meist proportional von den auftreten-
den Reibgeschwindigkeiten ab und sind ebenfalls nicht aus einem
Potential ableitbar.

Flir diese und &dhnliche Probleme kann man das HAMILTON'sche Prinzip
in der Form (50), (52) und (53) nicht anwenden. In solchen F&dllen
geht man von der Variationsform (47) des HAMILTON'schen Prinzips aus.
An dieser Stelle soll auf solche nichtkonservativen Krdfte nicht
weiter eingegangen werden. Sie finden aber Berilicksichtigung bei der

Ableitung der LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen.
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9. Anwendungen des HAMILTON'schen Prinzips

9.1 Ableitung der TIMOSHENKO-Gleichung fiir die Biegeschwingungen

eines Balkens

Gegeben ist ein Balken nach Abb. 1, der durch die Belastungsfunktion
p(x,t) erregt wird. Gesucht wird die Bewegungsgleichung fir die
Biegeschwingungen unter Berilicksichtigung der Rotationstrdgheit und

der Schubverformung der Querschnitte.

- ¢
MO' L X — ] /\Mt
Q, 7 Q,
A(x)

yY p(x,t)
Abb. 1

Die Gesamtneigung der neutralen Faser NF der Biegelinie Qy/ﬁx

an der Stelle x setzt sich aus der Neigung der Biegelinie ¢ ohne
Schubverformung und aus der Schubverformung vy zusammen. Dabei ist ¥y
die Schubverformung des Volumenelementes in der NF, Abb. 2.

Ay [x = g+ ¥ . (54)

Demnach gilt

~ |

Abb.2



Da die Belastung nicht von der Verschiebung abhdngt und keine
Reibungskrdfte einwirken, liegt ein konservatives System vor.
Demnach gilt das HAMILTON'sche Prinzip in der Form (50). Aus der
Sicht der Variationsrechnung lautet die Aufgabe: Das Zeitintegral
iber die LAGRANGE'sche Funktion L , auch Funktional genannt, muB

stationdr gemacht werden. Wir gehen von Gl. (50) aus

tl
6[ (W—K+U)dt = 0. (55)
t

[

Die Formdnderungsenergie W setzt sich aus einem Biegeanteil WB

und einem Schubanteil WS zusammen :

2
_1 (LAY

Wg = > ET (—8?) dx (56)

1]

2 L 2
1 2 1 2 .. 1 Ay 2
Ws“‘z'[ﬁAGK dx—-z—fbg dx———é[b(a"q)) dx.

o o (57)

(56) folgt aus der elementaren Biegetheorie, mit EI als Biege-
steifigkeit. Die durch die Schubspannungen gespeicherte Energie ije
Langeneinheit berechnet sich durch Integration der jeweils vorlie-
genden Schubspannungsverteilung iiber dem Querschnitt A . Das Ergeb-
nis hdngt von der Querschnittsform ab. Es kann in der Form BAGY2 auf
den Scherwinkel vy fir das Querschnittselement in der NF zurlickge-
fihrt werden, man vergl. Abb. 2 und Gl. (54). Dabei bericksichtigt
der Faktor B die unterschiedlichen Querschnittsformen. Flir Rechteck-
querschnitte betrdgt 8 = 8/15. Im folgenden rechnen wir mit der

rechten Seite von Gl. (57) und der Abkirzung b = b(x) = BA(x)G

Die kinetische Energie K ergibt sich aus der Geschwindigkeit des
Balkenlidngenelements dx in y-Richtung 3y/3t und aus seiner Winkel-
geschwindigkeit B?/Bt um die neutrale Linie des Querschnitts

senkrecht zur Lastebene x -y, Abb. 1. Es ergibt sich:



1 2 (58)
- [ dx
2 )

mit m = pA als Masse je Langeneinheit und Im = pI als axialem

BJM*
Q“‘*—s~
3

Massentrdgheitsmoment je Lé&ngeneinheit, bezogen auf die neutrale

Linie des Querschnitts.

Das Potential U , hervorgerufen durch die duBeren Belastungen,
berechnet sich in Anlehnung an (48) und unter Beachtung der Quer-

kr&fte und Momente an den Balkenenden wie folgt :

!
U =—/ plxt) y(x,t) dx + MYy Moo+ QY ~ Qo Yo - (59)

o

Einsetzen von (56) bis (59) in (55) ergibt
t, t

o[ (][4 el 3 of@-o) -t B -3 120" oy

tO

+M€°fz ~Mg@y + szt -84 Vy } dt = 0.

(60)

Wie ersichtlich, hdngt das Funktional von den Funktionen q(x,t) und
y(x,t) ab. Folglich muB der in Gl. (60) vorgeschriebene §-ProzeB auf
diese beiden Funktionen angewendet werden. Die Ausfiilhrung der Varia-

tion nach g und y 1liefert :

¢ g Ay 25 dy by 3¢ 95 J
[ {[ [EI——-— -+ b(ax-— (f)(—,&i—&f)—ma T Im%rﬁc{ —-pby dx

+ M£6(.h —Maa({:o,+(§£6yz ——Qaﬁyo,} dt = 0.
(61)

Die einzelnen Integranden werden jetzt partiell integriert. Dabei

ist nach Gl. (42) zu beachten, daB die virtuellen Verschiebungen am
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Die Gln. (64) und (65) sind die EULER'schen Differentialgleichungen
des vorliegenden Variationsproblems. Es handelt sich um die problem-
orientierten Differentialgleichungen, also um die gesuchten Bewe-
gungsgleichungen zur Bestimmung von q(x,t) und y(x,t) . Die Gln.
(66) und (67) sind die an den Balkenenden zu erfiillenden Randbedin-

gungen.

Die Gln. (64) und (65) heiBen auch TIMOSHENKO-Bewegungsgleichungen.
Sie beschreiben die Biegeschwingungen eines Balkens unter Berilck-
sichtigung der Rotationstrdgheit und der Schubverformung der Balken-

guerschnitte.

Flr einen Balken mit konstantem Querschnitt hdngen EI, b, Im und m
nicht von x ab. In diesem Falle 1&B8t sich (y(x,t) aus (64) und
(65) eliminieren, und man erhd&lt die TIMOSHENKO-Gleichung fir vy (x,t):

Ay Yy ( EL m) Aty m 3%
El axt a2 Tt =5 )oeae T Im 5 ot%

N I % EI 9%
P b 9t? b 9x2 (68)

Die Bewegungsgleichung filir die freien Biegeschwingungen erhdlt man
aus (68) mit p(x,t) = 0.

Fir b = BAG - « unterbleibt die Schubverformung, und (68) geht
in die Bewegungsgleichung
34y 2% *y

ot M T Im ege ~ P 0Y) o)

EL

iber. (69) heiBt auch RAYLEIGH'sche Gleichung. In ihr ist die Rota-
tionstrédgheit der Querschnitte noch bericksichtigt. Vernachl&ssigt
man auch diese, so folgt mit Im = O aus (69):

34y 32y

+ m
Axh 2t2

ET = P (x)t) . (70)

Dies ist die elementare Bewegungsgleichung fiir die Biegeschwingungen
eines Balkens mit konstantem Querschnitt. Mit p(x,t) = O ergibt sich

aus (70) die Bewegungsgleichung filir Biege-Eigenschwingungen.



9.2 Die LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen

9.2.1 Generalisierte Koordinaten und generalisierte

Geschwindigkeiten 3)

Wir betrachten ein System von zwei Massenpunkten, die durch einen
festen Abstand miteinander gekoppelt sind. Der erste Massenpunkt

ist mit drei Freiheitsgraden frei beweglich, der zweite wird auf

der durch den festen Abstand vorgegebenen Kugeloberfldche gefilihrt

und hat zweil Freiheitsgrade. Das System verfligt insgesamt iber finf
(statt sechs) Freiheitsgrade. Demnach kann man seine Lage (Konfigura-
tion) durch fiinf voneinander unabhdngige Koordinaten vollstdndig be-

schreiben.

Bei n Massenpunkten, die durch r Bindungen zwischen ihren Koordi-

naten gekoppelt sind, ist die Anzahl der Freiheitsgrade £

f = 3%n-r. (71)

Demnach kann der Satz von 3 n Ortskoordinaten xi durch einen Satz

von (3 n-r ) unabhdngigen Koordinaten q, ersetzt werden :
1 2 n
Xi)xi) ...)X,: —_— ‘41:92:"')% . (72)

Man nennt q; allgemeine oder generalisierte Koordinaten und ihre
Ableitungen qi nach der Zeit t generalisierte Geschwindigkeiten.
Bei den q; kann es sich um Strecken, Winkel oder daraus abgeleitete
GroBen handeln.

Die Konfiguration eines Systems wird durch die f wunabhé&ngigen

generalisierten Koordinaten d; eindeutig beschrieben.

Jede Ortskoordinate X; 2u einem Systempunkt ist als Funktion der

f unabhidngigen generalisierten Koordinaten darstellbar :

3) In der analytischen Mechanik verwendet man generalisierte Koordi-

naten. Dementsprechend werden auch die LAGRANGE'schen Bewegungs-
gleichungen allgemein in diesen Koordinaten formuliert. Aus diesem
Grunde wird der Ableitung der LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen
hier eine kurze Einfiihrung liber generalisierte Koordinaten voran-
gestellt, in der die Begriffe rheonomes, skleronomes, holonomes und
nichtholonomes System erldutert werden. Eine ausfihrliche Behand-
lung findet man in den Kapiteln iber analytische Mechanik, z.B.

/6/,/9/,/12/,/14/,/15/,/16/,/17/.
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Xi==Xi(q1)qz).n)qF’t), rheonom . (73)

Das durch (73) beschriebene System heiBt rheonom, da die X; von
der Zeit explizit abhdngen. In solchen Fdllen sind die Systemfilihrun-
gen zeitabhdngig (nichtstation&dre Bindungen). Flir das oben genannte
Beispiel wdre dann der Abstand zwischen den zwei Massenpunkten eine

Funktion der Zeit.

Meistens hat man es mit skleronomen Systemen zu tun. Dann sind die

vorgegebenen Flihrungsbedingungen fest, also unabhdngig von t (sta-
tiondre Bindungen). Dann gilt fir die Ortskoordinaten X; zu einem
Systempunkt

Xe =Xi(4,,9,,+--,9 ), skleronom . (74)

Die r Bindungen eines Systems filhren zu r unabhdngigen Bindungs-
gleichungen. Fir ein rheonomes n-Teilchensystem kann man die Bin-

dungsgleichungen in der Form
T 2 n .
gj(xi,xh...)xi’t)—O') (J= 1,2,...,r) ) (75)

und fir ein skleronomes n-Teilchensystem in der Form

12 n :
9j(xijxi)"'lxi ) =0, (1= 1,2, “';r) (76)

darstellen.

Als Beispiel betrachten wir ein skleronomes System von drei Massen-
punkten 1, 2 und 3 (n = 3), die durch stationdre Absté&nde aip0 8y3
und aszy miteinander gekoppelt sind (r = 3, a,5 = Abstand zwischen
1 und 2 usw.). Das System hat nach Gl. (71) sechs (statt neun) Frei-
heitsgrade, und es bestehen nach Gl. (76) r = 3 Bindungsgleichungen

(Zwangsbedingungen) . Diese lauten:

91(’25)’&) = \/Z’h“’%1)2+(;(2"’2(2)2+(’1(3—’2(3)2| -, =0,




Ein System, dessen Fihrungsbedingungen sich in der Form (75) oder

(76) darstellen 1&Bt, wird holonom genannt. Entsprechend bezeichnet

man die Gln. (75) und (76) auch als holonome Bindungsgleichungen.
Das System nach Gl. (75) ist rheonom und holonom, das System nach
Gl. (76) ist skleronom und holonom.

Treten in den Bindungsgleichungen Differentialbeziehungen auf, die
sich auch durch Integration nicht auf die Formen (75) oder (76)
zurickfihren lassen, so heiBft das System nichtholonom. Nichtholonome
Systeme treten nur sehr selten auf. Das klassische Beispiel fir ein
nichtholonomes System ist die Bewegung einer Schneide auf einer
Fl&che /6/.

Im folgenden betrachten wir nur holonome Systeme.

9.2.2 Ableitung der LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen

fiir holonome n-Massensysteme

Mit Hilfe der holonomen Bindungsgleichungen (75) bzw. (76) seien
alle Uberzdhligen Koordinaten eliminiert. Dann wird die Konfiguration
eines Systems durch f unabhidngige generalisierte Koordinaten S

vollstdndig beschrieben, und es gelten flir die Ortskoordinaten x

i
zu einem Systempunkt die Gln. (73) bzw. (74). Wir betrachten zunédchst
das allgemeinere rheonome System und schreiben Gl. (73) in der Form:

(k=1,2,...F ))

(i =1,Z,...,n).

X{ = Xj (qk,t) , (78)

Daraus ergeben sich die realen Geschwindigkeiten ii = dxi/dt der

Korperpunkte

< = dx; _ Ix; dg + ox; _ X, q 4 x;
“ dt  9g, dt 3t g, % et

. (79)

Wie ersichtlich, sind die Geschwindigkeiten ii Funktionen der
generalisierten Koordinaten Ty v der generalisierten Geschwindigkei-

ten <%{ und der Zeit t :

xi=x£(qk,qk,t). (80)
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Die kinetische Energie des Gesamtsystems berechnet sich demnach

wie folgt:

o= 2 =l 'qu at
v
n 2
A S i I S V. PR SV P (81)
2 -1 '\ot =1 ° 9g, 9t % 2 5t agtk 391 e rheonom
(k2= 12..F).

J

Flir ein System mit skleronomen Bindungen gilt nach Gl. (74)

X; = x; (), und der Term Bxilat verschwindet. Nach (81) ist die

kinetische Energie dann eine homogene Form zweiten Grades in den

generalisierten Geschwindigkeiten:

. 1 &n X, I - .
K =— > M, —-—*
(grk"-lk) 2 o v g, dq, 9k 9e
(82)
= a.kc érk q'n ) sklexonom
R, =a, uwd (ke=12 . F).

In den Gln. (81) und (82) bedeutet Mi die i-te Masse des

n-Teilchensystems.

Flir konservative Systeme existiert stets ein Potential der Form 4)

U = U(qk,t). (83)

4) Meist findet man U = U(gy). Eine Abhdngigkeit von der Zeit ist
aber allgemeiner. So ergibt sich z.B. durch die Einwirkung einer
zeitabhdngigen Erregerfunktion auch ein zeitabhdngiges Potential U.
Man vergl. dazu die Gl. (59) im Abschn. 9.1 . Die potentielle

Energie U h&dngt nicht von gy ab. Eine Ausnahme ergibt sich filir die
LORENTZ-Kraft in der Elektrodynamik /14/,/17/,/18/.
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Dann ergeben sich die den generalisierten Koordinaten zugeordneten

generalisierten Kréfte Qk aus

Qg = - U (%) (84)
99

Wir betrachten im folgenden ein konservatives System starrer K&rper

mit rheonomen oder skleronomen Bindungen. Dann ist W = O und die
LAGRANGE'sche Funktion L 1lautet nach Abschnitt 8 und mit den Gln.
(81) und (83):

L(qk,qk,t) = K (qk,qk,t) - U(g,,t)- (85)

Das HAMILTON'sche Extremalprinzip nach den Gln. (52) bzw. (53) lautet

unter Beachtung von (85):

t,

6/L (9,,9,)dt = 0. (86)
t

Die Ausfihrung der Variation liefert:

ty
oL 9L (87)
f — + —— §¢ ]dt = 0.

Partielle Integration des zweiten Integranden ergibt:

t t t
9L .. L d (9L
]‘——_—- Bq’k dt = -5—- Sgrk - /E(a— qu dt . (88)
3Qk I t to QK
t, °
Es gilt die Bedingung (42), ndmlich 6qk(to) = éqk(t1) =0
Damit verschwindet der erste Term auf der rechten Seite von Gl. (88).

Einsetzen von (88) in (87) fihrt demnach auf:
t
1

/ [%_%(2_;;” 8, dt = 0. (89)

[}
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Da die generalisierten Koordinaten Iy voneinander unabhdngig sind,
kénnen sie auch unabhdngig voneinander variiert werden. Ferner sind
die virtuellen Anderungen 6qk (bis auf die Zeitpunkte tO und t1)
beliebig. Daher gilt die Extremalforderung (89) nur dann, wenn der

Integrand verschwindet:

d (aL )_aL S0 (k=12,...F). (90)
dt \9ag,/ 99

Die Gln. (90) sind die LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen zweiter

Art. Sie gelten fiir konservative holonome Systeme. Die Systembindun-

gen kdnnen dabei vom rheonomen oder skleronomen Typ sein.

Treten z.B. Reibungskrédfte auf, ist das System nicht mehr konser-
vativ. In diesem Falle geht man vom HAMILTON'schen Prinzip in der
Formulierung (47) aus. Am Ende von Abschnitt 8 wurde auf diese Mdg-

lichkeit bereits hingewiesen.

Auf der rechten Seite von Gl. (47) steht die virtuelle Arbeit der
eingeprédgten Krdfte, die wir jetzt flir das nichtkonservative System

als 6U Dbezeichnen wollen. Mit W = O ergibt sich dann aus (47):

t,

/ [SK (9,,9,)+ au] dt

t,

o . (91)

Bezeichnet man mit F. die eingeprdgten Krédfte, kann die virtuelle

Arbeit derselben allgemein durch

dU = F; &x; (92)
gekennzeichnet werden, wobei die Gxi aus Gl. (78) wie folgt berech-
net werden:

X,

o
. {(93)
99, T

Da die virtuellen Verschiebungen bei festgehaltener Zeit ausgefiihrt
werden (die Zeit t wird nicht variiert), tritt der Term
(3x; [at) &t =0 in (93) nicht auf. Aus (92) und (93) folgt:



5U = F; % bg, = &, bg, , (94)

'a‘-%k

mit Qk als die auf die generalisierten Koordinaten dy bezogenen

generalisierten Kr&fte. Dabei gilt fir die Qk in nichtkonservativen
Systemen allgemein Qk==Qk(qk,ék,t). Einsetzen von (94) in (91) fihrt
auf

1

]t [6K (qk'g;k)+ak69k]dt=0. (95)

to

Die Ausfihrung der Variation liefert:
t,

/ [ak 9, * ;k qu + Q, bqu dt = 0. (96)

to
Die partielle Integration des zweiten Integranden ergibt:
t, 12 t, ti

K . d (9K '6K
toqu q qk o dt qu qk todt q Qk (97)

(97) in (96) eingesetzt fihrt auf:
t,

%_i_%_) -
/[9‘4 dt(’c)qk +Q quk dt = 0. (98)
t,

Die qu sind beliebig, daher folgt aus (98):
i(ﬁ) 9K _ Q. (k=1,2’ ___’;). (99)
dt \99, ‘aqk k

Die Gln. (99) sind die LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen zweiter
Art fir nichtkonservative holonome Systeme mit rheonomen oder skle-

ronomen Fihrungsbedingungen.

Treten im System Kr&fte auf, die zum Teil aus einem Potential
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U = U(qk,t) ableitbar sind und zum Teil nicht (z.B. Reibungskrédfte),

kann man unter Beachtung von Gl. (84) die Gl. (99) in der Form
d('aK) (aK_'aU) - Q
wla: | o o) Kk (100)
dt 9, 99, 29,
schreiben. Da U nicht von ék abhdngt, folgt daraus
_(_i_ _fi':. _?L=Q (k=12 L F) (101)
dt \ k 1Sr )y
% 9
mit der LAGRANGE'schen Funktion L = K - U , wobei fiir die Formulie-
rung der generalisierten Kridfte Qk nur die nichtkonservativen

Kr&dfte nach G1. (94)

allgemeine LAGRANGE'sche Bewegungsgleichungen genannt. Sie gelten

in Frage kommen. Die Gln. (101) werden auch

fir holonome Systeme mit rheonomen oder skleronomen Systembedingungen.

10. Der Erhaltungssatz der Energie

Wir betrachten ein skleronocmes System flir den Fall, daB das Poten-
tial U abhdngt. Mit den Gln. (82) (85)
gilt dann fiir die LAGRANGE'sche Funktion L = L(qk,ék). Die Ableitung

nicht explizit von t und

nach der Zeit liefert:

dL oL . AW . (102)
20, T T g %«
dt 9y %
Aus Gl. (90) folgt:
L d (’aL )
qu dt 'aqu
Einsetzen in (102) ergibt:
dL d (9L ) - aL .. d (BL . (104)
= : to=q =—-|-=q,).
dt ~ dt (")‘ik H g, He T Tar (g, grk)



Gl. (104) kann in der Form
d [(o . _
dt [(3% Qk)'l']— o (105)

geschrieben werden. Aus (105) folgt das sogenannte Energieintegral:

oL

— — L = konst. (106)
99,

Da U nicht explizit von qk abhdngt, man vergl. (83) und die
FuBnote 4), gilt :

oL BK . (107)

99, he = a‘lk A

Flir zeitunabhdngige Systembindungen ist die kinetische Energie K

nach Gl. (82) eine homogene Funktion zweiten Grades:
K= 0 9% (108)

Daraus folgt durch Ableitung nach den generalisierten Geschwindig-

keiten ék

BK aqe ) . . ) .
qu (‘ik ,aqk+qe, Qy, (qk Skéfq[, ) =2a,4q, - (109)

Einsetzen in (107) liefert:

9L . KL
=2a q q, = . (110)
.aqk 9 -3ng T« ke Te Tk

Dieses Ergebnis findet man auch aus dem EULER'schen Satz Uber
homogene Funktionen /12/. Einsetzen von Gl. (110) in G1l. (106)
ergibt:

2K-L = ZK—(K—-U)=K+U=konst. (111)

Wie ersichtlich, ist die Gesamtenergie des Systems konstant.



11. SchluBbemerkung

Das HAMILTON'sche Extremalprinzip ist das Variationsproblem der

Elastodynamik. Es vereinigt in sich die grundlegenden Differential-
gleichungen. In dieser Eigenschaft kann es, &hnlich wie das Prinzip
von der Stationaritdt des Gesamtpotentials in der Elastostatik /2/,
unter Umgehung der problemorientierten Differentialgleichungen als

Basis flr numerische Ndherungsverfahren eingesetzt werden.

Auflerdem lassen sich aus dem HAMILTON'schen Prinzip die Bewegungs-—
gleichungen eines dynamischen Systems verhdltnismdBig einfach ablei-
ten. Dies wurde in der vorliegenden Arbeit an zwel Beispielen aufge-
zeigt. Einmal wurde das HAMILTON'sche Extremalprinzip zur Ableitung
der TIMOSHENKO-Bewegungsgleichung filir Balkenbiegeschwingungen heran-
gezogen. Zum anderen diente es als Ausgangspunkt flir die Entwicklung
der LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen fir konservative und nicht-
konservative holonome Systeme mit rheonomen und skleronomen System-

bindungen.
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