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Symbolverzeichnis

Matrizen

Ξ Diagonalmatrix ∈ R`×` aller Eigenwertapproximationen µi

B Massenmatrix ∈ Rn×n des allgemeinen Eigenwertproblems

G Messmatrix ∈ Rn×k - B−1=orthogonal: GTB−1G = I

Q Noch zu erfüllende Messbedingungen (spaltenweise): Für Aufdatierungen Y ∈ Rn×`
von Vektoren U ∈ Rn×` muss GTY = Q ∈ Rk×` gelten

U Spalten-Matrix ∈ Rn×` aller Eigenvektornäherungen

W Gewichtungsmatrix ∈ R(n+k)×(n+k)

Operationen

◦H hermitesch konjugiert bzw. konjugiert komplex transponiert

◦T transponiert

◦0 normierte Richtung von ◦

◦̂ optimaler Wert für ◦ bzw. Parameter, der Extremum liefert

O (◦) O-Notation nach Landau

‖◦‖M,m max
06=v∈Rn

‖◦v‖M
‖v‖m

‖◦‖M für ◦ ∈ Rn :
√
◦TM◦, für ◦ ∈ Rn×n : max

06=v∈Rn
‖◦v‖M
‖v‖M

Skalare

α der Spektralradius von B−1 (A− λB)

ε Eigenwertfehler in R: Näherung minus exakt

ηv Messfehler ∈ R

γ der Abstand von λ zum nächsten Eigenwert — der Gap

[◦]i i. Komponente des Vektors ◦

µ Eigenwertnäherung ∈ R
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w̃ Gewichtungsgröße mit der approximativ die zweite Ableitung von 1
‖u‖B

ermittelt
wird

ϑ Skalierungsfaktor für die Messung ∈ R

ξv Messbarkeit des Vektors v

ζv Fehlerwinkel: Winkel zwischen exakter und bekannter Messung von v

k Anzahl der Messwerte pro Messung — in der Regel ≥ `

n Dimension des Vektorraumes, auf dem das Eigenwertproblem formuliert ist

` Anzahl der gemessenen (identifizierten) Schwingungen

Vektoren

m (fehlerbehaftete) Eigenvektormessung ∈ Rk

q noch zu erfüllende Messbedingung: für eine Aufdatierung y von u muss GT y = q ∈
Rk gelten

u Eigenvektornäherung ∈ Rn

v Eigenvektor ∈ Rn
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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit befassen wir uns mit der Berechnung von Näherungspaaren
(u ∈ Rn, µ ∈ R) für Eigenpaare (v ∈ Rn, λ ∈ R) des allgemeinen symmetrischen Eigenwert-
problems

Av = Bvλ,

wobei A = AT ∈ Rn×n ist und B = BT ∈ Rn×n zusätzlich positiv definit.
Entsprechend der praktischen und theoretischen Bedeutung des Eigenwertproblems in Glei-

chung 2.1 ist die zugehörige Literatur fast unüberschaubar. Man findet in [DDRvdV00] einen
aktuellen Überblick über zur Verfügung stehende Techniken zur numerischen Behandlung.
Wir erörtern in dieser Arbeit spezieller die Frage, wie Vorinformationen über die Lö-

sung (v ∈ Rn, λ ∈ R) zur beschleunigten Ermittlung von dem entsprechenden Näherungen
(u ∈ Rn, µ ∈ R) herangezogen werden können.

Tatsächlich sind Vorinformationen über Eigenpaare sehr häufig bekannt: Bei vielen Arbei-
ten, die sich in jüngerer Zeit mit dem allgemeinen Thema „Eigenreanalysis“1 befasst haben
([Ina88], [Chu90], [CYL00], [Hof01], [Kir08]), liegen zum Beispiel Eigenpaare einer benach-
barten Aufgabe, aus der die aktuelle durch Störung hervorgegangen ist, als Näherungen
(u ∈ Rn, µ ∈ R) vor.

Wir wenden uns in dieser Arbeit derartigen Problemen, bei denen bereits approximative
Eigenpaare (u ∈ Rn, µ ∈ R) vorliegen, in Kapitel 3 zu.
In Kapitel 2 dieser Arbeit gehen wir abweichend von der Reengineering-Vorgabe davon

aus, dass neben einer Näherung µ ∈ R des gesuchten Eigenwertes λ ∈ R nur Messungen
des gesuchten Eigenvektors v ∈ Rn vorliegen, worunter wir Werte Fi (v) ∈ R, i = 1, . . . , k
linearer Funktionale von v verstehen. Im Gegensatz zu dem Fall vorliegender „Vollraum-
Approximation“ û (wie bei der Eigenreanalysis), in dem mittels Rayleigh-Quotienten

µ̂ := ûTAû

ûT û

(oder Variationen hiervon) bekanntlich sehr gute Approximationen von λ gewonnen werden
können, ist dies bei lediglich vorliegenden Messungen nicht möglich.
Zur Verdeutlichung betrachten wir das kontinuierliche Randeigenwertproblem2

−y′′ = λy, y (0) = y (π) = 0,
1Eigenreanalysis ist ein in der Literatur üblicher Begriff für die Kombination von Eigenanalysis und
Reengineering.

2Ein diskretes Beispiel wäre ebenso möglich, würde aber bei mehr Schreibarbeit nur die Übersichtlichkeit
beeinträchtigen.
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Kapitel 1 Einleitung

das mathematische Modell einer schwingenden Saite.
Als Konkretisierung nehmen wir hier an, dass wir die Werte der Eigenfunktion y2 = sin (2x)

an den Stellen π/8 und 5π/8 gemessen hätten.

m1 := 2y2 (π/8) = 1/
√

2

m2 := 2y2 (5π/8) = −1/
√

2
(1.1)

Aus diesen beiden Werten lässt sich nicht auf das zugehörige Eigenpaar schließen, da zum
Beispiel, wie in Abbildung 1.1 zu erkennen, die Eigenfunktion y6 = sin (6x) und unendlich
viele weitere Eigenfunktionen an diesen Stellen mit der Messung übereinstimmen.

m1

m2

x
π
4

3π
4

1

1/2

−1/2

−1

y2 y6

Abbildung 1.1: exemplarische Messung einer Saite

Ohne Informationen über den zugehörigen Spektralbereich sind derartige Messungen daher
relativ nichtssagend.
Näherungen µ für Eigenwerte sind hingegen Information genug, um zugehörige Eigen-

funktionsapproximationen zu konstruieren. Dies kann zum Beispiel durch geshiftete inverse
Iteration gemäß

un+1 = (A− µB)−1Bun , u0 ∈ Rn, n ∈ N0

mit einem zufällig initialisierten Startvektor u0 geschehen. Eine weitere Methode wäre das
Lösen eines Ausgleichsproblems

min
u∈Rn:lTu=1

‖Au− µBu‖B−1 , l ∈ Rn

mit zufälligem Abtastvektor l, wie dies für das spezielle Eigenwertproblem (also mit B = I)
bei Hecker und Lurie [HL07] erfolgt.
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Im kontinuierlichen Fall liefert dieser Zugang durch das Ausgleichsproblem

min
y

∫ π

0

(
y′′ (x) + µy (x)

)2 dx, y (0) = y (π) = 0

mit der Bedingung y′ (0) = 1, um eine eindeutige Lösung zu fixieren, über die Euler-Lagrange-
Gleichung zum Beispiel nach [Bär06] (mit der natürlicher Randbedingung y′′ (π) = 0)

y(iv) (x) + 2µy′′ (x) + µ2y (x) = 0 , y (0) = y (π) = 0, y′ (0) = 1, y′′ (π) = 0

die Näherungseigenfunktion

y (x, µ) = π sin (ωx)− x sin (ωπ) cos (ω (x− π))
ωπ − sin (ωπ) cos (ωπ)

mit ω := √µ. Mit einer asymptotischen Entwicklung über µ an der Stelle λ erhalten wir

y (x, µ)−
sin
(√

λx
)

√
λ

(
1 + x (x− 2π)

2
(√

µ−
√
λ
)2
)
∈ O

((√
µ−
√
λ
)3
)
.

Für µ dicht bei einem Eigenwert λ ist somit y (x, µ) eine (in Abbildung 1.2 erkennbar)
gute Näherung für die Eigenfunktion y (x, λ) = 1√

λ
sin
(√

λx
)
.

y6

y6.1

x
π
4

3π
4

−0.15

−0.10

−0.05

0.05

0.10

0.15

Abbildung 1.2: kontinuierliches Fortsetzungsbeispiel

Tatsächlich liegt bei der technischen Messung von Eigenschwingungen (zum Beispiel
[OW09] oder [Irm09]) neben den Messungen von Auslenkungen an gewissen Messpunkten
stets auch eine Schätzung der zugehörigen Eigenfrequenz vor, da die nötige Erregungsfrequenz
so eingerichtet wird, dass auf näherungsweise Resonanz geschlossen werden kann.
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Kapitel 1 Einleitung

Die Fixierung auf einen Teil des Spektrums durch Spezifikation der Näherung µ kann daher
bei der Verwertung von Messungen der Form nach Gleichung 1.1 sicher hilfreich verwendet
werden:
Wir können mit der Information, dass bei

√
λ1 ≈

√
µ1 = 2.1 und

√
λ2 ≈

√
µ2 = 6.1 Eigen-

werte liegen, durch stückweise (an die Frequenz angepasste) Interpolation der vorliegenden
Abtastungen (markiert durch �) an den Stellen x = 0, π/8, 5π/8, π Fortsetzungen bzw. Prolon-
gationen der Daten zu Funktionen des betrachteten Funktionenraumes liefern, die wenigstens
grob (siehe Abbildung 1.3) das richtige Verhalten der Eigenfunktion aufweisen und somit als
Initialdaten für eine Iteration dienen können.

x
π
4

3π
4

−1

−0.5

0.5

1

�

�

�

�

(a) Fortsetzung mit √
µ1 = 2.1

x
π
4

3π
4

−1

−0.5

0.5

1

�

�

�

�

(b) Fortsetzung mit √
µ2 = 6.1

Abbildung 1.3: angepaßte stückweise Interpolation

Eben diese Beobachtung hat bereits Kai Rothe in seiner Dissertation [Rot89] verwendet,
in der er für einen Projektionsansatz zur Lösung elliptischer Eigenwertprobleme in finite
Elemente einen approximativen Eigenwert analog der eben demonstrierten Weise einbrachte.
Ähnliche — von einer Eigenwertschätzung abhängige — Prolongationen sind bei Multigrid-
Lösungen von Eigenwertaufgaben (zum Beispiel [Hac03]) oder bei sogenannten dynami-
schen Kondensationsmethoden (siehe [MV99] — hier genauer „dynamischen Master-Slave-
Fortsetzungen“) zu finden.

Die vorliegende Arbeit behandelt in Kapitel 2 einen Zugang zur Fortsetzung von Messungen
der Eigenvektoren des diskreten Problems in Gleichung 2.1.
Hierbei nehmen wir an, dass für die Vektoren v ∈ Rn aus Gleichung 2.1 Messungen [m]i ∈
R, i = 1, . . . , k als Werte linearer Funktionale von v gemäß

[m]i := gTi v

vorliegen. Hiermit können wir Abtastungen einzelner Einträge und Linearkombinationen
(also auch „energieartige“ Messungen) modellieren.
Da bei Eigenvektoren prinzipiell nur die Richtung und nicht die Länge entscheidend ist, stellen
wir keine Forderung an die Norm von v, müssen jedoch verlangen, dass die Messungen [m]i alle
von der gleich skalierten Eigenrichtung v entstanden sind3. Für bequemere Notation fassen
wir die k Funktionalvektoren gi ∈ Rn spaltenweise zu einer Matrix G ∈ Rn×k zusammen und
definieren damit den Vektor m ∈ Rk der alle Messungen von v gemäß

m := GT v
3Dies wird in der Praxis bedeuten, dass am besten alle Abtastungen zeitgleich gemessen werden.
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zusammenfasst.
Die Wahl der gi beeinflusst die Resultate erheblich. Würden etwa beim kontinuierlichen

Beispiel die Messpunkte jeweils in den Knoten (den Nulldurchgängen) liegen, brächte dies
für die stückweise Interpolation keine zu verwertenden Informationen.
Bei tatsächlichen Messungen in der Mechanik (etwa bei Schwingungen von Tragflächen

wie in [OW09]) wird versucht, die Messungen in den Antiknoten (den „Bäuchen“) der
Schwingung vorzunehmen. Diese Schwingung wird in der Regel über sogenannte Shaker mit
einer Frequenz angeregt, die beim Messobjekt zur Resonanz führt. Diese Anregungsfrequenz
kann demnach also als Näherung für die gesuchte Resonanzfrequenz genutzt werden.
Die Abweichung zwischen Anregungsfrequenz und gesuchter Resonanzfrequenz wird si-

cherlich zusammen mit der Art der Messung das Ergebnis beeinflussen. Wir führen darum
in Abschnitt 2.2 die Begriffe Messbarkeit, Messfehler und Messfehlerwinkel ein. In unseren
Abschätzungen zeigen wir den Einfluss dieser Größen auf die „Qualität“ der fortgesetzten
Vektoren.

Die derart definierten Messungen bringen wir wie Hecker und Lurie in ihrer Arbeit [HL07]
anstelle der dortigen Normierung in ein Ausgleichsproblem ein. Wir erörtern weiterhin eine
mögliche Gewichtung dieser Messinformationen relativ zu den anderen Gleichungen.

Wir zeigen weiter, dass unsere Ergebnisse das Resultat von Hecker und Lurie verallgemei-
nern. Durch die hier eingeführten Begriffe können die in den Abschätzungen auftretenden
Größen anschaulich gedeutet werden. Wir zeigen durch die Abschätzung, dass die von unserer
Methode erzeugten Resultate approximative Eigenvektoren darstellen, die weiterhin der wohl
natürlichen Annahme genügen, umso dichter an den gesuchten zu sein, je besser die Messin-
formationen sind. Im Gegensatz zu der zitierten Methode, können mit der hier eingeführten
auch approximative Eigenvektoren gefunden werden, die nicht zu dem Eigenwert gehören,
der am dichtesten bei dem verwendeten Shift liegt.

Wir widmen uns in Abschnitt 2.4 der Idee, die Fortsetzung der Messdaten mittels bedingter
Minimierung des Eigenresiduums ∥∥∥∥1

2B
−1 (A− µB)u

∥∥∥∥
B

zu erreichen. Wir formulieren eine Methode und geben für diese eine Abschätzung der
Qualität der fortgesetzten Vektoren an. Wir stellen fest, dass diese Art der Fortsetzung ein
Sonderfall der gewichteten vorigen Variante ist. Damit gelingt es uns in Unterabschnitt 2.6.1,
eine quasi iterative Fortsetzung zu definieren, bei der die optimale Gewichtung approximativ
bestimmt wird.
In Abschnitt 2.7 wenden wir die entwickelten Algorithmen an: Wir beginnen mit rein

synthetisch erzeugten Messinformationen zu einem Problem aus der Internet-Datenbank
Matrix-Market; konkret einem Problem der dynamischen Strukturanalyse einer eingespannten
Platte. Weiterhin nutzen wir unsere Fortsetzungsalgorithmen für ein Schallproblem aus
[Irm09]. Dort wurden Messungen angefertigt, wie wir sie für die Fragestellung unserer Arbeit
angenommen haben.
In Kapitel 3 untersuchen wir die Frage, wie Vorinformationen über die Lösung von

Gleichung 2.1 genutzt werden können, um bekannte Iterationen für Eigenpaarnäherungen zu
verbessern.

Wir betrachten in Abschnitt 3.1 die auf Hubert Schwetlick ([LST98] und [SS01]) zurück-
gehende Block-Newton-Iteration. Deren Idee ist es, mit einem Newton-Verfahren für den

5



Kapitel 1 Einleitung

gesamten Block U ∈ Rn×` von Näherungseigenvektoren des Problems in Gleichung 2.1 ein
Aufdatierung Y ∈ Rn×` zu finden, so dass U + Y invariant unter B−1A ist. Zusätzlich zu
den Näherungseigenwerten in der Diagonalmatrix Ξ ∈ R`×` fließt die Normierungsbedingung

〈U,U + Y 〉B = I (1.2)

in den Algorithmus ein.
Wir haben in Unterabschnitt 3.1.2 den Algorithmus insofern angepasst, dass anstelle der
Normierungsbedingung Gleichung 1.2 für alle Spalten i = 1, . . . , ` die Messbedingung

〈G, ui + yi〉 = mi

mT
i G

Tui
mT
i mi

(1.3)

verwendet wird. Durch die Gleichung 1.3 wird sichergestellt, dass für alle aufdatierten Spalten
der Wert von GT (ui + yi) ein Vielfaches der Messung mi ist. Die anschauliche Bedeutung
dieser Forderung ist Abbildung 1.4 zu entnehmen.

m
G
T u

G
T y

·

Abbildung 1.4: Bedingung für Verbesserung y von u

Wir nehmen an, dass für G ∈ Rn×k (höchstens) ` ≤ k Eigenpaare gesucht werden.
Bei ` = k können die Gleichungen analog zu [LST98] aufgestellt und bearbeitet werden;
ansonsten berücksichtigen wir Gleichung 1.3 mit Hilfe von Lagrange-Parametern.
Der numerische Aufwand dieser Block-Newton-Methoden ist dadurch, dass in jedem

Iterationsschritt für jede Spalte ein neues Gleichungssystem in n Dimensionen zu lösen ist, sehr
groß. Wir nutzen in Abschnitt 3.2 sogenannte Chord-Methoden4 zur Lösung der auftretenden
Gleichungen, um den Aufwand zu reduzieren. Die hierdurch entstehenden Algorithmen
sind prinzipiell inverse Iterationen und haben daher eine geringere Konvergenzordnung. Bei
hinreichend guten Startapproximationen der Eigenpaare überwiegt jedoch der Vorteil des
verminderten rechentechnischen Aufwands.

Die vorigen Methoden basieren auf der Idee, für gegebene Näherungen X und Ξ die
Block-Gleichung

A (X + Y ) = B (X + Y ) (Ξ + Γ)

mit den Startwerten Y = 0 und Γ = 0 durch eine Newton-Iteration zu lösen. Hierbei wird
der in den Unbekannten nichtlineare Ausdruck BY Γ vernachlässigt.

4Chord-Methoden sind eine mehrdimensionale Verallgemeinerung der Sehnenmethode.
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Wir nutzen stattdessen in Abschnitt 3.3, analog zu der Idee von Symm und Wilkinson aus
[SW80], eine Fixpunktiteration für dieses allgemeine Eigenwertproblem. Die Normierungs-
bedingung aus der Referenzarbeit haben wir, wie bei den vorherigen Methoden, durch die
Messbedingung aus Gleichung 1.3 ersetzt. Wir formulieren eine Block-Iteration und zeigen
für den Fall k = ` geometrische Konvergenz.

Sowohl die betrachteten Chord-Methoden aus Abschnitt 3.2 als auch die Fixpunktiteration
aus Abschnitt 3.3 haben die Eigenschaft, dass die ermittelten Lösungen Elemente eines
rationalen Krylov-Raumes, wie von Axel Ruhe in den Veröffentlichungen [Ruh84, Ruh94d,
Ruh94e, Ruh94c, Ruh94a, Ruh94b, Ruh98] definiert, sind. Da keine der vorhergehenden
Methoden die spezielle Struktur ausnutzt, widmen wir uns in Abschnitt 3.4 den rationalen
Krylov-Raum-Methoden zur Bestimmung der gesuchten Eigenrichtungen.
In der Literatur (zum Beispiel [Jar03]) wird mehrfach darauf hingewiesen, dass Lock-and-
Purge-Schritte5 dringend notwendig sind, da die Iterationsbasis sonst zu sehr wächst. Wir
nutzen die vorliegenden Abtastungen zur Qualifikation der gesuchten Richtungen.
Die zuletzt genannten Methode hat weiterhin den Vorteil, dass keine Fortsetzung der

Messdaten nötig ist, da diese implizit passieren kann.
In Abschnitt 3.5 wenden wir die hier erwähnten Iterationen auf die fortgesetzten Daten aus

Kapitel 2 an. Wir führen die Algorithmen jeweils solange aus, bis in der Rechnerarithmetik
keine Verbesserung mehr festgestellt werden kann, und vergleichen daraufhin die Resultate:
Wir zeigen Vor- und Nachteile der unterschiedlichen Iterationen auf und gehen auf die
Laufzeit der Methoden ein.

5Lock-and-Purge bezeichnet das Festhalten konvergierter und Verwerfen unnötiger Suchrichtungen.
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Kapitel 2

Prolongation

In diesem Kapitel führen wir Methoden ein, um aus Paaren (µ,m) von Eigenwertnäherungen
µ ∈ R und zugehörigen Messungen m ∈ Rk, k � n der entsprechenden Eigenvektoren v ∈ Rn
Näherungen u ∈ Rn für diese zu ermitteln. Wir nehmen an, dass die Einträge mi, i = 1, . . . , k
des Vektorsm ∈ Rk Approximationen an Werte linearer Funktionale 〈gi, v〉, die wir als exakte
Messungen verstehen, des gesuchten Vektor v sind. Der Approximationsfehler beinhaltet in
unserem Sinne sowohl den Modellierungsfehler als auch die Messungenauigkeit.
Anschaulich werden die Messinformationen durch die folgenden Methoden zu einer vollstän-
digen Approximation u ∈ Rn ergänzt.
Eine derartige Fortsetzung passiert auch bei den sogenannten Multi-Grid-Methoden (siehe
[Hac03]): Der Transfer der Grob-Gitter-Informationen (vgl. Rk) mittels einer linearen injek-
tiven Abbildung auf ein feineres Gitter (vgl. Rn) wird dort Prolongation genannt. Weiterhin
gibt es in diesem Kontext die sogenannte Restriktion — eine lineare surjektive Abbildung
von einem feinen (vgl. Rn) auf ein grobes Gitter (vgl. Rk). Die hier auftretende Messung
kann als solche Restriktion verstanden werden.

2.1 Einführung

Bis auf gekennzeichnete Ausnahmen werden in dieser Arbeit die folgenden grundlegenden
Annahmen an die Steifigkeitsmatrix A und die Massenmatrix B des zu untersuchenden
allgemeinen Eigenproblems

Av = Bvλ (2.1)

sowie die von uns Messmatrix genannte Matrix G ∈ Rn×k getroffen:

A ∈ Rn×n AT = A symmetrisch
B ∈ Rn×n BT = B ∧ ∀x 6= 0 : xTBx > 0 symmetrisch positiv definit
G ∈ Rn×k GTB−1G = I B−1-orthogonal

N 3 k � n ∈ N

Zudem setzten wir für alle gegebenen Näherungseigenwerte µ ∈ R voraus, dass A− µB
regulär ist. Diese Forderung ist sicherlich nicht zu restriktiv, da ansonsten µ bereits ein
gesuchter Eigenwert wäre.

Um die auftretenden Normierungen und inneren Produkte besser verdeutlichen zu können,
führen wir hier einen etwas allgemeineren Formalismus an:
Die gesuchten Eigenvektoren stammen aus dem Vektorraum V = Rn. Da die gesuchten
Eigenvektoren bekanntlich bezüglich der B-Matrix orthogonal sind, ist die Wahl der Norm

9



Kapitel 2 Prolongation

für Elemente x ∈ V = Rn des Raumes der Zustände mittels der Matrix B gemäß

‖x‖V := ‖x‖B =
√
xTBx

naheliegend. Die Spalten g ∈ Rn der Matrix G ∈ Rn×k wirken gemäß des kanonischen
inneren Produkts

〈g, x〉 := gTx

als lineare Funktionale auf Vektoren x ∈ V = Rn und stammen demnach aus dem Dualraum
V∗ = Rn.
Wir versehen daher den Raum V∗ = Rn der Messvektoren g mit der Dualnorm

‖g‖V∗ := sup
‖x‖V=1

|〈g, x〉| .

Aus der äquivalenten Darstellung

‖g‖2V∗ := sup
x 6=0

xT ggTx

xTBx
(2.2)

erhalten wir mittels Differentiation nach x die Gleichung

g gT x̂x̂TBx̂︸ ︷︷ ︸
∈R

= x̂T ggT x̂︸ ︷︷ ︸
∈R

Bx̂

als notwendige Bedingung für den zum Supremum gehörigen Vektor x̂. Die Richtung von g
muss demnach der von Bx̂ entsprechen; es muss die Proportionalität

g ∝ Bx̂

gelten. Da die Länge von x die Definition in Gleichung 2.2 nicht beeinflusst, wählen wir

x̂ = B−1g

und diese Wahl liefert eingesetzt

‖g‖V∗ = gTB−1g√
gTB−1g

=
√
gTB−1g = ‖g‖B−1 .

Es wird für die späteren Rechnungen vereinfachend sein, wenn wir voraussetzen, dass alle
Spalten g im zugehörigen inneren Produkt〈

gi, gj

〉
:= gTi B

−1gj

orthonormiert sind.
Lemma 1:
Es sei G̃ ∈ Rn×k spaltenregulär1. Zu jeder symmetrisch positiv-definiten Matrix B ∈ Rn×n
existiert eine reguläre Matrix R ∈ Rk×k mit der

G := G̃R−1 : GTB−1G = I

gilt.
1Wir nennen eine Matrix spaltenregulär, wenn die Menge aller Spaltenvektoren linear unabhängig ist. Dies
entspricht der Forderung, dass der Spaltenrang (nach [Fis05, Abschnitt 1.5, Seite 96]) gleich der Anzahl
der Spalten ist.
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2.2 Charakteristische Größen der Messung

Anmerkung: Eine derartige Matrix R läßt sich zum Beispiel durch eine kleine
Anpassung des Gram-Schmidt-Verfahrens (siehe Algorithmus 1.2 aus [Saa03,
Kapitel 1.7]) ermitteln: Es ist lediglich nötig, alle im Algorithmus auftretenden
inneren Produkte und Normierungen durch die mit B−1 gewichteten zu ersetzen.

Beweis von Lemma 1:
Mit den Annahmen existiert B−

1
2 und Ǧ := B−

1
2 G̃ ist ebenfalls spaltenregulär. Wir definieren

nun die Spaltenvektoren von Q ∈ Rn×k als die orthogonale Basis des Spaltenraumes von Ǧ.
Damit gilt QTQ = I ∈ Rk×k und die Matrix

R := QT Ǧ ∈ Rk×k

ist regulär. Die Matrix
G := B

1
2Q

ist dann B−1-orthogonal und erfüllt die Aussage. �

Anmerkung: Durch die Freiheit in der Wahl der orthogonalen Basis der Spalten
von Ǧ ist diese Zerlegung nicht eindeutig.

Wir können mit Hilfe der Matrix R aus Lemma 1 einen Vektor m̃ ∈ Rk mit Messungen eines
Zustands x ∈ Rn, der mit einer spaltenregulären Messmatrix G̃ ∈ Rn×k gemäß

m̃ = G̃Tx

erzeugt wurde, zu einem Vektor m := R−T m̃ umrechnen, der der Messung des Zustands x
mit einer B−1-orthogonalen Matrix G := G̃R−1 entspricht.

Anmerkung: Somit ist die Voraussetzung, die Messmatrix G als B−1-orthogonal
anzunehmen, keine Einschränkung der Allgemeinheit.

Lemma 2:
Durch die Forderung GTB−1G = I gilt für alle v ∈ Rn∥∥∥GT v∥∥∥

2
≤ ‖v‖B .

Beweis von Lemma 2:
Da B symmetrisch und positiv-definit ist, existiert B

1
2 ebenfalls symmetrisch und positiv-

definit und damit gilt∥∥∥GT v∥∥∥
2

=
∥∥∥GTB− 1

2B
1
2 v
∥∥∥

2
≤
∥∥∥GTB− 1

2

∥∥∥
2

∥∥∥B 1
2 v
∥∥∥

2
.

Der größte Singulärwert von GTB−
1
2 ist gleich der Wurzel aus dem größten Eigenwert von

C := B−
1
2GGTB−

1
2 6= 0. Diese symmetrische Matrix ist wegen

C2 =
(
B−

1
2GGTB−

1
2
)2

= B−
1
2GGTB−1G︸ ︷︷ ︸

=I

GTB−
1
2 = C

idempotent, und somit gilt ∥∥∥GTB− 1
2

∥∥∥
2

= 1.

�
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m

GT v
‖v‖B

ξv

·

ηv

∣ ∣ ∣̂ϑ∣ ∣ ∣‖m
‖ 2

‖v‖
B

ζv

Abbildung 2.1: Messfehler ηv, Messfehlerwinkel ζv, Messbarkeit ξv und Skalierung ϑ̂

2.2 Charakteristische Größen der Messung

2.2.1 Messmatrix

Wie in der Einleitung bemerkt, modellieren wir eine Messung als lineares Funktional. Für
einen diskretisierten Systemzustand v ∈ Rn ist dies ein inneres Produkt mit einem Vektor
aus dem Rn. Wir nennen diese Vektoren gi ∈ Rn : i = 1, . . . , k Meßfunktionalvektoren und
schreiben damit jede einzelne Messung als mi = gTi v.
Wir fassen alle Meßfunktionalvektoren in den Spalten der Matrix G ∈ Rn×k zusammen und
nennen diese die Messmatrix. Um die Analyse einfacher zu gestalten, werden ihre Spalten
mit der Massenmatrix B des allgemeinen Eigenwertproblems B−1-orthogonal gewählt (wie
in Abschnitt 2.1 begründet); also gilt GTB−1G = I.
Ebenso fassen wir alle einzelnen Messungen mi in einem Vektor m ∈ Rk zusammen. Für
diesen gilt demnach m = GT v.

Anmerkung: Das Zusammenfassen der einzelnen Messvektoren gi für alle i =
1, . . . , k zu der Matrix G und Nutzen dieser als Modell für die Messung entspricht
der Annahme, dass alle Messungen an genau dem selben Zustand (vgl. v ∈ Rn)
passieren — also idealerweise zeitgleich.

2.2.2 Messfehler

Definition 1 (Messfehler):
Zu einer (ggf. fehlerbehafteten) Messung 0 6= m ∈ Rk eines Vektors 0 6= v ∈ Rn unter einer

12



2.2 Charakteristische Größen der Messung

B−1-orthogonalen Messmatrix G ∈ Rn×k definieren wir den Messfehler

ηv := 1
‖v‖B

min
ϑ

∥∥∥GT v − ϑm∥∥∥
2
.

Weiterhin nennen wir
ϑ̂ (m, v) := mTGT v

mTm

die zu diesem Minimum gehörende optimale Skalierung.

Anmerkung: Um die Messung lediglich abhängig von der Richtung des v zu
bewerten, wurde der Fehler mit obiger Definition invariant unter Skalierung von
v und m gewählt.
Für die zugehörige optimale Skalierung gilt

ϑ̂ ∝ ‖v‖B
‖m‖2

.

Beobachtung 1:
Sei v0 := v

‖v‖B
und m0 := m

‖m‖2
so gilt für den Messfehler die Aussage

ηv =
∥∥∥(I −m0m0

T
)
GT v0

∥∥∥
2
.

Anmerkung: Der Messfehler ist gleich der Länge des zur fehlerbehafteten Mes-
sung orthogonalen Anteils der exakten Messung des normierten Vektors v0. In
Abbildung 2.1 ist dies die Länge der Gegenkathete.

Beweis von Beobachtung 1:
Die optimale Skalierung ϑ̂ aus Definition 1 erhalten wir zum Beispiel durch Lösen des
Minimierungsproblems mittels der Normalengleichungen. Das gesuche Minimum ist — wie
in Abbildung 2.1 ersichtlich — die Länge der Abweichung bei einer orthogonalen Projektion.
Setzen wir nun ϑ̂ (m0, v0) = mT

0 G
T v0 ein, erhalten wir die Behauptung. �

Beobachtung 2:
Für jedes 0 6= v ∈ Rn mit zu einer B−1-orthogonalen Messmatrix G ∈ Rn×k zugehörigen
Messungen 0 6= m ∈ Rk können wir mit dem optimalen ϑ̂ (m, v) nach Definition 1 ein

w := B−1G
(
ϑ̂m−GT v

)
definieren. Mit diesem w können wir v so ergänzen, dass die Messbedingung

GT (v + w) = ϑ̂m

erfüllt ist. Weiterhin gilt
‖w‖B = ηv ‖v‖B .

Anmerkung: Die B-Norm des zum Erfüllen der Messbedingung nötigen Korrek-
turvektors w ist proportional zum Messfehler ηv.
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Beweis von Beobachtung 2:
Das Erfüllen der Messbedingung ist durch die B−1-Orthogonalität von G offensichtlich. Wir
betrachten nun

‖w‖2B =
(
ϑ̂m−GT v

)T
GTB−TBB−1G

(
ϑ̂m−GT v

)
.

Da B symmetrisch ist, gilt weiter

‖w‖2B =
(
ϑ̂m−GT v

)T
GTB−1G

(
ϑ̂m−GT v

)
und wegen der schon erwähnten B−1-Orthogonalität von G erhalten wir

‖w‖B =
∥∥∥ϑ̂m−GT v∥∥∥

2
=

∥∥∥ϑ̂m−GT v∥∥∥
2

‖v‖B
‖v‖B .

�

2.2.3 Messbarkeit
Definition 2 (Messbarkeit):
Wir nennen den Quotienten

ξv :=

∥∥∥GT v∥∥∥
2

‖v‖B
die Messbarkeit von 0 6= v ∈ Rn unter der B−1-normierten Messmatrix G ∈ Rn×k.

Anmerkung: Anschaulich gesprochen bewertet die Messbarkeit 0 ≤ ξv ≤ 1
relativ, wie viel Information der Ausgangsrichtung v durch die Messung mit G
detektiert wird.

Beobachtung 3:
In Abbildung 2.1 erkennen wir ξv ≥ ηv und somit gilt für die euklidische Norm der mit
ϑ̂ (m, v0) aus Definition 1 skalierten fehlerbehafteten Messung 0 6= m ∈ Rk eines normierten
Vektors v0 ∈ Rn ∥∥∥ϑ̂m∥∥∥

2
=
√
ξ2
v − η2

v ≥ ξv − ηv.

Beweis von Beobachtung 3:
Da ϑ̂ (m, v0) in Definition 1 das Minimum liefert, gilt

GT v0 − ϑ̂m⊥m

und somit (vgl. Satz des Pythagoras) für die euklidische Norm∥∥∥GT v0 − ϑ̂m
∥∥∥2

2
+
∥∥∥ϑ̂m∥∥∥2

2
=
∥∥∥GT v0

∥∥∥2

2

beziehungsweise ∥∥∥ϑ̂m∥∥∥2

2
=
∥∥∥GT v0

∥∥∥2

2
−
∥∥∥GT v0 − ϑ̂m

∥∥∥2

2
.
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2.3 Ausgleichsproblem

Da ‖v0‖B = 1 gilt, können wir auch∥∥∥ϑ̂m∥∥∥2

2
=
∥∥∥GT v0

∥∥∥2

2
− 1
‖v0‖

2
B

∥∥∥GT v0 − ϑ̂m
∥∥∥2

2
.

schreiben und erhalten durch Nutzen der Definitionen 1 und 2∥∥∥ϑ̂m∥∥∥2

2
= ξ2

v − η2
v .

�

Definition 3 (Messfehlerwinkel):
Wir nennen den Winkel ζv ∈ R zwischen den fehlerbehafteten Messdaten m ∈ Rk einer
Richtung v ∈ Rn unter der B−1-orthogonalen Messmatrix G ∈ Rn×k und der exakten
Messung GT v ∈ Rk Messfehlerwinkel.
Mit Definition 3 können wir nun die Größen Messfehler ηv und Messbarkeit ξv anschaulich
deuten. Wir erkennen in Abbildung 2.1 aus der Definition des Sinus

sin (ζv) = ηv
ξv
. (2.3)

Aus der Definition des Kosinus erhalten wir∥∥∥ϑ̂m∥∥∥
2

‖v‖B
= cos (ζv) ξv

und weiterhin ∣∣∣ϑ̂∣∣∣ = cos (ζv) ξv
‖m‖2

‖v‖B . (2.4)

2.3 Ausgleichsproblem
Wie in der Einleitung bereits angesprochen, berechnen D. Hecker und D. Lurie in der Arbeit
[HL07] zu einem Näherungseigenwert µ ∈ C eines speziellen Eigenwertproblems einer Matrix
A ∈ Cn×n einen Näherungseigenvektor y ∈ Cn. Ihr Vorgehen kann mit einer zufälligen
Richtung v ∈ Cn als das bedingte Minimierungsproblem

y := arg min
y∈Cn

∥∥∥∥∥
(

(A− µI) y
vT y − 1

)∥∥∥∥∥
2

geschrieben werden. Die Autoren geben eine im Wesentlichen von der Güte der Eigenwertnä-
herung µ abhängige Fehlerabschätzung an.

Wir lösen hier das Ausgleichsproblem für das allgemeine symmetrische Eigenwertproblem.
Als weitere Verallgemeinerung ihrer Herangehensweise erweitern wir die Methode durch
Verwendung mehrerer Nebenbedingungen so, dass sie auch zur Prolongation genutzt werden
kann. Weiterhin formulieren wir vergleichbare aber schärfere Schranken.
Das folgende Lemma 3 ist eine Grundlage für die genauere Analyse der Ergebnisse. Die

Grundidee kommt aus [HL07, Abschnitt 4]; wir haben eine Anpassung an das allgemeine
symmetrische Eigenwertproblem vorgenommen.
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Lemma 3:
Sei λ ∈ R ein Eigenwert der Gleichung 2.1. Sei dazu das Residuum

ρ := ‖(A− λB)u0‖B−1 =
∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B

zu einem B-normierten Vektor u0 ∈ Rn bekannt. Sofern der Abstand γ ∈ R von λ zum
nächsten Eigenwert

γ > ρ

erfüllt, gibt es einen B-normierten Vektor v′ ∈ Rn im Eigenraum zu λ, für den

∥∥v′ − u0
∥∥
B ≤

√
2
γ
ρ

gilt. Weiterhin erfüllt der Winkel zwischen v′ und u0 die Ungleichung

tan^
(
v′, u0

)
≤ ρ√

γ2 − ρ2
≤ ρ

γ − ρ
. (2.5)

Beweis von Lemma 3:
Sei der Vektor u0 =: v + w in seinen Anteil v in Richtung des Eigenraumes zu λ und seinen
dazu B-orthogonalen Rest w zerlegt, so gilt

ρ = ‖(A− λB)u0‖B−1 =
∥∥∥B−1 (A− λB) (v + w)

∥∥∥
B
.

Da v laut Voraussetzung im Kern von A− λB liegt, ergibt dies

ρ =
∥∥∥B−1 (A− λB)w

∥∥∥
B

=
∥∥∥B− 1

2 (A− λB)B−
1
2B

1
2w
∥∥∥

2
.

Wir erhalten die Ungleichung
ρ ≥ γ ‖w‖B

und damit die Aussage
‖w‖B ≤

ρ

γ
. (2.6)

Da vTBw = 0 gilt, erhalten wir

1 = ‖u0‖
2
B = ‖v + w‖2B = ‖v‖2B + ‖w‖2B . (2.7)

Dazu gilt mit v′ := v
‖v‖B

∥∥v′ − u0
∥∥2
B =

∥∥∥∥∥ v

‖v‖B
− v − w

∥∥∥∥∥
2

B

= (1− ‖v‖B)2 + ‖w‖2B .

Wir verwenden nun Gleichung 2.7 und erhalten∥∥v′ − u0
∥∥2
B = (1− ‖v‖B)2 + 1− ‖v‖2B = 2 (1− ‖v‖B) .

Da ‖v‖B ≤ 1 ist, gilt dann ∥∥v′ − u0
∥∥2
B ≤ 2

(
1− ‖v‖2B

)
.
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2.3 Ausgleichsproblem

Erneute Verwendung von Gleichung 2.7 liefert∥∥v′ − u0
∥∥
B ≤

√
2 ‖w‖B .

In Kombination mit Gleichung 2.6 erhalten wir die erste Aussage aus Lemma 3. Es ist nun
noch die Winkelbeziehung aus Gleichung 2.5 zu zeigen. Aus

tan^
(
v′, u0

)2 = ‖w‖
2
B

‖v‖2B
= ‖w‖2B

1− ‖w‖2B
erhalten wir nach Nutzen von Gleichung 2.6

tan^
(
v′, u0

)2 ≤ ρ2

γ2

1− ρ2

γ2

= ρ2

γ2 − ρ2

und daraus dann
tan^

(
v′, u0

)
≤ ρ√

γ2 − ρ2
.

Für den hinteren Teil der Behauptung erhalten wir mit der dritten binomischen Formel

tan^
(
v′, u0

)
≤ ρ√

(γ − ρ) (γ + ρ)

und erkennen, da γ > ρ > 0 gilt

tan^
(
v′, u0

)
≤ ρ√

(γ − ρ) (γ − ρ)
.

Radizieren liefert die zu beweisende Aussage. �

Satz 1:
Für ein Eigenpaar (λ ∈ R, v ∈ Rn) der Gleichung 2.1 seien Approximationen R 3 µ ≈ λ :
µ 6= λ und 0 6= m ≈ GT v zu einer B−1-orthogonalen Messmatrix G ∈ Rn×k bekannt. Sei
γ ∈ R der Abstand von λ zum nächsten Eigenwert und α ∈ R der Spektralradius von
B−1 (A− λB).
Mit der Gewichtungsmatrix

W :=
[
B O
O I

]
∈ R(n+k)×(n+k)

sei
u := arg min

u∈Rn

∥∥∥∥∥
[
B−1 (A− µB)

GT

]
u−

(
0
m

)∥∥∥∥∥
W

und u0 := u
‖u‖B

die B-normierte Richtung. Sei ε := µ − λ und seien ηv, ζv und ξv die
Kenngrößen nach Abschnitt 2.2 der gegebenen Informationen µ und m.
Mit diesen Größen gilt „a-posteriori“∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B
≤ |ε|+ |ε|+ ηv

ξv cos (ζv)
‖m‖2
‖u‖B

.
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Es existiert ein normiertes v′ ∈ Rn im Eigenraum zu λ für das

∥∥v′ − u0
∥∥
B ≤

√
2
γ

(
|ε|+ |ε|+ ηv

ξv cos (ζv)
‖m‖2
‖u‖B

)
.

erfüllt ist.
„A-priori“ gilt mit h := (α+|ε|)2+1

ξv−ηv∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B
≤ |ε| (1 + h) + ηvh

und auch ∥∥v′ − u0
∥∥
B ≤

√
2
γ

(|ε| (1 + h) + ηvh) .

Anmerkung: Die Gliederung der Schranken in „a-priori“ und „a-posteriori“
wurde gewählt, da für letztere Wissen über den zur Lösung zugehörigen Vektor
u nötig ist. Sie verdeutlichen den Einfluss der Kenngrößen ηv, ξv, ζv und ε auf
die Genauigkeit des Resultats.

Beobachtung 4:
Nutzt man die Schranken aus Satz 1, um eine Aussage für die in [HL07] gestellte Problem-
stellung zu erhalten, müssen die Kenngrößen zunächst angepasst werden.
Da in der zitierten Arbeit die Abtastung nur eindimensional (mit einem einzelnen Messvektor
g) erfolgt, wird der Messfehler und somit der zugehörige -Winkel verschwinden: ηv = 0 und
ζv = 0. Die Messbarkeit ist somit ξv = gT v0. Die Messung ist eine skalare Größe; in der
genannten Arbeit wurde m = 1 gewählt. Somit vereinfachen sich die Schranken zu einerseits

∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B
≤ |ε|

1 + 1∣∣∣gT v0

∣∣∣ ‖u‖B
 (2.8)

und andererseits

∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B
≤ |ε|

1 + (α+ |ε|)2 + 1∣∣∣gT v0

∣∣∣
 (2.9)

Der Vergleich mit der genannten Arbeit zeigt, dass die dortige erste Schranke mit der aus
Gleichung 2.8 übereinstimmt. Die Schranke in Gleichung 2.9 ist durch die abweichende
Herleitung etwas schärfer — in der Arbeit steht bis auf vergleichbare Größen im Zähler
anstelle der 1 eine 2.

Beweis von Satz 1:
Zunächst gilt ∥∥∥B−1 (A− µB)u

∥∥∥
B

‖u‖B
≤ 1
‖u‖B

∥∥∥∥∥
(
B−1 (A− µB)u

GTu−m

)∥∥∥∥∥
W

.
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2.3 Ausgleichsproblem

Wir wählen die normierte gesuchte Eigenrichtung v0 := v
‖v‖B

und ϑ̂ (m, v0) = mTGT v0
mTm

als die
zu v0 passende optimale Skalierung nach Definition 1. Da u die rechte Seite minimiert, wird
der Ausdruck für v0

ϑ̂
höchstens größer. Wir erhalten∥∥∥B−1 (A− µB)u

∥∥∥
B

‖u‖B
≤ 1
‖u‖B

∥∥∥∥∥
(
B−1 (A− µB) v0

ϑ̂
GT v0

ϑ̂
−m

)∥∥∥∥∥
W

und nach Abschätzung der W -Norm∥∥∥B−1 (A− µB)u
∥∥∥
B

‖u‖B
≤ |ε|+ ηv

‖u‖B
∣∣∣ϑ̂∣∣∣ . (2.10)

Dazu gilt ∥∥∥B−1 (A− µB)u
∥∥∥
B

‖u‖B
≥

∥∥∥B−1 (A− λB)u
∥∥∥
B

‖u‖B
− |ε| ‖u‖B
‖u‖B

und kombiniert mit Gleichung 2.10 erkennen wir∥∥∥B−1 (A− λB)u
∥∥∥
B

‖u‖B
≤ |ε|+ |ε|+ ηv

‖u‖B
∣∣∣ϑ̂∣∣∣ (2.11)

Einsetzen von Gleichung 2.4 unter Berücksichtigung, dass hier ϑ̂ zu einem normierten v
gehört, liefert die erste „a-posteriori“-Aussage.
Für die „a-priori“-Aussage ist eine untere Schranke für ‖u‖B zu bestimmen.
Mit

S :=
[
B−1 (A− µB)

GT

]
gilt aus den Normalengleichungen

u =
(
STWS

)−1
Gm. (2.12)

Wir multiplizieren von links mit B
1
2 und erhalten

B
1
2u = B

1
2
(
STWS

)−1
Gm.

Durch Einfügen von B
1
2B−

1
2 ergibt dies

B
1
2u =

(
B−

1
2STWSB−

1
2
)−1

B−
1
2Gm. (2.13)

Wir erhalten daraus die Abschätzung

‖u‖B ≥
1∥∥∥B− 1

2STWSB−
1
2

∥∥∥
2

∥∥∥B− 1
2Gm

∥∥∥
2
.
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Wir setzen S ein und nutzen die B−1-Orthogonalität von G, um zu

‖u‖B ≥
‖m‖2∥∥∥B− 1

2
(
(A− µB)T B−1 (A− µB)T +GGT

)
B−

1
2

∥∥∥
2

zu gelangen. Wir erhalten durch Auflösen der äußeren Klammer dann

‖u‖B ≥
‖m‖2∥∥∥B− 1

2 (A− µB)T B−1 (A− µB)T B−
1
2 +B−

1
2GGTB−

1
2

∥∥∥
2

.

Mit Weyls-Monotonie-Theorem (aus [Par98, Kapitel 10-3]) und α sowie ε aus der Behauptung
erkennen wir

‖u‖B ≥
‖m‖2

(α+ |ε|)2 + 1
und damit dann

1
‖u‖B

≤ (α+ |ε|)2 + 1
‖m‖2

.

Zusammen mit Gleichung 2.11 ergibt dies die Abschätzung∥∥∥B−1 (A− λB)u
∥∥∥
B

‖u‖B
≤ |ε|+ |ε|+ ηv

‖m‖2
∣∣∣ϑ̂∣∣∣

(
(α+ |ε|)2 + 1

)
. (2.14)

Wir nutzen nun Beobachtung 3 und erhalten∥∥∥B−1 (A− λB)u
∥∥∥
B

‖u‖B
≤ |ε|+ |ε|+ ηv

ξv − ηv

(
(α+ |ε|)2 + 1

)
.

Mit dem dort gewählten h ist nun die erste „a-priori“-Ungleichung gezeigt.
Die beiden Aussagen des Satzes zu

∥∥v′ − u0
∥∥
B erhalten wir mit Lemma 3. �

2.3.1 Gewichtung
Zusätzlich zu der für das allgemeine Eigenwertproblem angepassten Gewichtung2 W be-
trachten wir hier eine Gewichtung w ∈ R+ der Block-Gleichungen zueinander. Hierdurch
kann entweder die Messbedingung oder die Bedingung durch das Eigenresiduum stärker
berücksichtigt werden.

Anmerkung: Falls zum Beispiel die Eigenwertmessung wesentlich präziser erfolgen
konnte als die Abtastung, kann mit dieser Gewichtung dann dementsprechend
der Bedingung des Eigenresiduums mehr Einfluss gegeben werden.

Satz 2:
Mit den Voraussetzungen aus Satz 1 und einer gegebenen Gewichtung w ∈ R+ sei u0 =
u
‖u‖B

∈ Rn die normierten Richtung der Lösung des gewichteten Ausgleichsproblems

u := arg min
u

∥∥∥∥∥
[
wB−1 (A−Bµ)

GT

]
u−

(
0
m

)∥∥∥∥∥
W

. (2.15)

2Mit der Gewichtung W berücksichtigen wir, dass die Eigenvektoren des allgemeinen Eigenwertproblems
paarweise B-orthogonal sind.
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A-posteriori gilt ∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B
≤ |ε|+ w |ε|+ ηv

wξv cos (ζv)
‖m‖2
‖u‖B

.

Weiterhin existiert ein B-normiertes v′ ∈ Rn im Eigenraum zu λ mit dem∥∥v′ − u0
∥∥ ≤ √2

γ

(
|ε|+ w |ε|+ ηv

wξv cos (ζv)
‖m‖2
‖u‖B

)

gilt. Mit h (w) := w2(α+|ε|)2+1
w(ξv−ηv) gilt a-priori∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B
≤ |ε| (1 + wh (w)) + ηvh (w)

und auch ∥∥v′ − u0
∥∥ ≤ √2

γ
(|ε| (1 + wh (w)) + ηvh (w)) .

Anmerkung: Wie schon bei Satz 1 wurden die Schranken in a-priori und a-
posteriori gegliedert, da für letztere Wissen über den zur Lösung zugehörigen
Vektor u nötig ist. Auch hier verdeutlichen sie den Einfluss der Kenngrößen ηv,
ξv, ζv und ε auf die Genauigkeit des Resultats.

Beweis von Satz 2:
Die Aussagen ergeben sich analog zu dem Beweis von Satz 1, wobei eben die Gewichtung w
zusätzlich mit berücksichtigt wird. �

Lemma 4:
Es gibt, da wir ε = µ − λ 6= 0 gefordert haben, für ξv > ηv > 0 genau eine optimale
Gewichtung ŵ ∈ R+, die die „a-priori-Fehlerabschätzung“ aus Satz 2 minimiert.

Anmerkung: Die mögliche Verbesserung durch die zusätzliche Gewichtung ist,
wie ein Blick in Tabelle 2.1 zeigt, nur gering. Die Betrachtung ist dennoch inter-
essant: Die Gewichtung kann nach Gleichung 2.19 als Regularisierungsparameter
verstanden werden. Weiterhin entspricht die Methode für den Grenzübergang
der Gewichtung w → 0 dem Vorgehen in Abschnitt 2.4.

Beweis von Lemma 4:
Es gilt gemäß Satz 2∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B
≤ |ε| (1 + wh) + ηvh =: d (w)

und mit den Abkürzungen κ := ηv
|ε| ≥ 0 und b := α+ |ε| > 0 sind die stationären Punkte von

d (w) gleich denen von

g (w) := (ξv − ηv)
(
d (w)
|ε|
− 1

)
− 1

= (ξv − ηv)h (w + κ)− 1

=w2b2 + 1
w

(w + κ)− 1

=b2w2 + b2κw + κ

w
.
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Durch Differentiation erhalten wir

g′ (w) =2b2w + b2κ− κ

w2

und daher ist die notwendige Bedingung für Extrema

0 !=w3 + κ

2w
2 − κ

2b2 =: f (w) . (2.16)

Die direkte Lösung ist mit Hilfe der Formeln von Cardano möglich aber aufwendig. Mit Hilfe
der folgenden Umwandlungen können wir jedoch zeigen, dass es eine eindeutige positive
Lösung ŵ gibt:
Wie schreiben zunächst die Bedingung aus Gleichung 2.16 zu

κ

2b2 = w3 + κ

2w
2 (2.17)

um. Die rechte Seite der Gleichung 2.17 verschwindet bei w → 0 und strebt für w → +∞
gegen +∞. Sie ist streng monoton für w ∈ R+, da die erste Ableitung der rechten Seite von
Gleichung 2.17 nach w nur positive Werte annimmt. Diese stetige Funktion nimmt also im
Bereich R+ jede positive Konstante — und damit insbesondere den Wert κ

2b2 > 0 der linken
Seite der Gleichung 2.17 — nur genau einmal an.
Da für w ∈ R+

g′′ (w) = 2b2 + 2κ
w3 > 0

gilt, ist das gefundene eindeutige Extremum ein Minimum. �

Um die Methode angemessen zu gewichten, kann Gleichung 2.16 approximativ gelöst werden.
Die quadratische Taylor-Approximation3 um w = 0 lautet

t0 (w) = κ

2w
2 − κ

2b2 = κ

2

(
w2 − 1

b2

)
und motiviert mit ihrer positiven Lösung die Gewichtung

w̃ = 1
b

oder eine weitere Verbesserung dieser mit Hilfe eines Newton-Schrittes zu

w̌ = w̃ − 1
3b+ κb2 = 1

b

(
1− 1

3 + κb

)
.

Die Approximations-Schritte sind in Abbildung 2.2 skizziert. Die quadratische Näherung t0
verläuft unterhalb der gesuchten Funktion f , da der fehlende Term w3 im zulässigen Bereich
w > 0 positiv ist.

Die Angabe einer optimalen Gewichtung für die a-posteriori-Schranke ist durch die (nicht
lineare) Abhängigkeit der Norm der Lösung ‖u‖B schwierig (wenn nicht gar unmöglich). In
Unterabschnitt 2.6.1 wird diese iterativ ermittelt.

3Die lineare Taylor-Approximation ist konstant.

22



2.3 Ausgleichsproblem

w

f

t0

w̃

w̌

Abbildung 2.2: Problem und Approximation

2.3.2 Interpretation und explizite Lösung
Ähnlich zu Gleichung 2.13 erhält man unter Berücksichtigung der Gewichtung w die Darstel-
lung

B
1
2u =

(
w2B−

1
2 (A− µB)B−1 (A− µB)B−

1
2 +B−

1
2GGTB−

1
2
)−1

B−
1
2Gm. (2.18)

Mit Hilfe der Koordinatentransformation ũ := B
1
2u und den zugehörigen Matrizen Ã :=

B−
1
2AB−

1
2 und G̃ := B−

1
2G, mit denen das allgemeine Eigenwertproblem

Au = Buλ

für symmetrisch positiv definite Matrizen B in das spezielle Eigenwertproblem

Ãũ = ũλ

tranformiert werden kann, erhalten wir aus Gleichung 2.18

ũ =
(
w2
(
Ã− µI

)2
+ G̃G̃T

)−1
G̃m.

Mit der Annahme, die Messung sei exakt, also

m = GT v = GTB−
1
2B

1
2 v = G̃T ṽ,

ergibt dies

ũ =
(
w2
(
Ã− µI

)2
+ G̃G̃T

)−1
G̃G̃T ṽ. (2.19)

G̃G̃T ist ein Projektor auf einen Unterraum und demnach singulär. Der vordere Summand
w2
(
Ã− µI

)2
regularisiert diesen, so dass die Summe invertiert werden kann. Insofern kann

Gleichung 2.19 und damit die gesamte Methode aus Abschnitt 2.3 so verstanden werden,
dass der irreversible Prozess der Messung (die Projektion auf einen Unterraum) mit Hilfe
der Eigeninformation in

(
Ã− µI

)2
approximativ rückgängig gemacht wird.

Für die Rechnung kann dies mit Hilfe von Lemma 5 vereinfacht werden.
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Lemma 5:
Sei A ∈ Rn×n eine reguläre Matrix. Existiert zu einer mit U, V ∈ Rn×k und regulärem
D ∈ Rk×k als A + UDV T notierten Modifikation von A die Inverse, so gilt für diese
angewandt auf U (

A+ UDV T
)−1

U = A−1U
(
D−1 + V TA−1U

)−1
D−1.

Beweis von Lemma 5:
Die hier gegebene Gleichung ist ein Sonderfall der Identität von Sherman-Morrison-Woodbury
(siehe [GL96, Seite 50]) und läßt sich gemäß der folgenden Schritte herleiten.
Ausgehend von(

A+ UDV T
)−1

=A−1 −A−1U
(
D−1 + V TA−1U

)−1
V TA−1

erhalten wir nach Anwendung auf U(
A+ UDV T

)−1
U =A−1U −A−1U

(
D−1 + V TA−1U

)−1
V TA−1U.

Durch Ausklammern von A−1U ergibt dies(
A+ UDV T

)−1
U =A−1U

(
I −

(
D−1 + V TA−1U

)−1
V TA−1U

)

und nach weiterem Ausklammern von
(
D−1 + V TA−1U

)−1
dann

(
A+ UDV T

)−1
U =A−1U

(
D−1 + V TA−1U

)−1

(
D−1 + V TA−1U − V TA−1U

)
.

Da sich die letzten beiden Summanden auslöschen, erhalten wir mit(
A+ UDV T

)−1
U =A−1U

(
D−1 + V TA−1U

)−1
D−1

die formulierte Aussage. �

Wir erhalten mit der Abkürzung

H := (A− µB)−1B (A− µB)−1G

dann
u = H

(
w2I +GTH

)−1
m (2.20)

als die Lösung der Minimierungsaufgabe aus Gleichung 2.15.
Der wesentliche Rechenaufwand muss beim Lösen mit der um µB geshifteten Matrix A

betrieben werden. Insofern bietet es sich an, eine Zerlegung von A− µB zu ermitteln, da
auch die anschließenden Verfahren aus Kapitel 3 diese nutzen können.
Da GTH symmetrisch positiv definit ist, können wir mit Gleichung 2.20 eine stetige

Fortsetzung für w = 0 definieren. Diese Gewichtung entspricht der Forderung, dass die
Messbedingung GT v = m exakt erfüllt wird. Wir diskutieren diesen Ansatz in Abschnitt 2.4.
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2.4 Eigenresiduen-Minimierung

2.4 Eigenresiduen-Minimierung
In diesem Abschnitt ermitteln wir zu einer Eigenwertnäherung µ ∈ R und Messungen m ∈ Rk
einen Vektor u ∈ R, der die Messbedingung GTu = m zu einer B−1-orthogonalen Matrix
G ∈ Rn×k erfüllt und die Residuennorm

∥∥∥B−1 (A− µB)u
∥∥∥
B

minimiert.
Durch die Hinzunahme der Nebenbedingung, kann auch ein Eigenpaar gefunden werden,
dessen Eigenwert nicht am dichtesten bei µ liegt.
Wir fordern, dass G spaltenregulär ist, woraus die Regularität von

GT
(
(A− µB)B−1 (A− µB)

)−1
G

folgt.
Das Problem

min
u:GTu=m

∥∥∥∥1
2B
−1 (A− µB)u

∥∥∥∥
B

(2.21)

führt mit dem Lagrange-Parameter-Vektor l auf die notwendigen Bedingungen

∂

∂u

{1
2u

T (A− µB)B−1 (A− µB)u+ lT
(
GTu−m

)} != 0

∂

∂l

{1
2u

T (A− µB)B−1 (A− µB)u+ lT
(
GTu−m

)} != 0

und liefert nach Differentiation das System[
(A− µB)B−1 (A− µB) G

GT O

](
u
l

)
=
(

0
m

)
(2.22)

mit den Komponenten

l = −
(
GT (A− µB)−1B (A− µB)−1G

)−1
m

u = − (A− µB)−1B (A− µB)−1Gl

des Lösungsvektors. Mit der einleitend erwähnten Forderung an G sind die notwendigen
Bedingungen auch hinreichend.
Korollar 1:
Mit

r :=

√
− lTm

uTBu

gibt es ein λ̂ :
∣∣∣λ̂− µ∣∣∣ ≤ r für das det

(
A− λ̂B

)
= 0.

Anmerkung: Da l durch Anwendung einer symmetrisch-positiv-definiten Matrix
auf −m entsteht, ist lTm ≤ 0 und somit ist der Ausdruck unter der Wurzel
positiv.
Wir haben mit dem r aus Korollar 1 also eine obere Schranke für den Abstand
von µ zu einem Eigenwert λ̂ und können diesen zur Laufzeit prüfen.
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Beweis von Korollar 1:
Die erste Blockzeile aus Gleichung 2.22 lautet

(A− µB)B−1 (A− µB)u = −Gl.

Wir erhalten daraus den Rayleigh-Quotienten

uT (A− µB)B−1 (A− µB)u
uTBu

= − u
TGl

uTBu
.

Da gemäß der Nebenbedingung GTu = m erfüllt ist, vereinfacht sich die rechte Seite zu

uT (A− µB)B−1 (A− µB)u
uTBu

= − lTm

uTBu
=: R (u) .

Dieser Ausdruck ist der Rayleigh-Quotient des allgemeinen Eigenwertproblems

(A− µB)B−1 (A− µB)u = λBu

und hierfür gilt mit der B-orthogonalen Spektralzerlegung u =
∑n
i=1 αivi und den zugehörigen

Eigenwerten λi dann

R (u) =
∑n
i=1 α

2
i (λi − µ)2∑n
i=1 α

2
i

.

Wir wählen nun λ̂ = λk : (λk − µ)2 = minλi (λi − µ)2 und erhalten daraus die Aussage

R (u) ≥
∑n
i=1 α

2
i

(
λ̂− µ

)2

∑n
i=1 α

2
i

=
(
λ̂− µ

)2
.

Radizieren dieser Aussage liefert die Behauptung. �

Satz 3:
Für ein Eigenpaar (λ ∈ R, v ∈ Rn) des Problems in Gleichung 2.1 seien Werte R 3 µ ≈ λ :
µ 6= λ und Messungen 0 6= m ≈ GT v zu B−1-orthogonalem G ∈ Rn×k bekannt.
Sei γ ∈ R der Abstand von λ zum nächsten Eigenwert und α ∈ R der Spektralradius von
B−1 (A− λB).
Sei u ∈ Rn die Lösung von

u := arg min
u:GTu=m

∥∥∥∥1
2B
−1 (A− µB)u

∥∥∥∥
B

(2.23)

und u0 := u
‖u‖B

die B-normierte Richtung.
Mit ε := µ− λ und den Kenngrößen der Messung gemäß Abschnitt 2.2 gilt die Abschätzung∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B
≤ |ε|

(
1 + 1 + ηv

ξv − ηv

)
+ ηv

α

ξv − ηv
. (2.24)

Zudem existiert ein B-normierter Vektor v′ ∈ Rn :
∥∥v′∥∥B = 1 im Eigenraum zu λ, für den

∥∥v′ − u0
∥∥
B ≤

√
2
γ

(
|ε|
(

1 + 1 + ηv
ξv − ηv

)
+ ηv

α

ξv − ηv

)
ist.
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Anmerkung: Es stellt sich an dieser Stelle die Frage, ob die Hinzunahme der
Messinformationen im Vergleich zur Verwendung lediglich einer (beliebigen)
Normierungsbedingung4 einen Vorteil liefert.
Bei Normierung gilt ηv = 0 und wir erhalten aus Gleichung 2.24 für letzteren
Fall die Schranke

snrm := |ε|+ |ε|
ξv
.

Unter der Annahme, dass sich die Messbarkeit ξv durch die zusätzlichen Infor-
mationen um den Faktor c > 1 zu cξv verbessert, erhalten wir für den Fall mit
Messungen die Schranke

smeas := |ε|+ |ε|+ |ε| ηv + αηv
cξv − ηn

.

Durch Umformung der Forderung smeas < snrm erhalten wir die Bedingung

c > 1 + ηv

(
1 + α

|ε|
+ 1
ξv

)
(2.25)

mit der wir eine geringere Schranke erreichen. Wir können also annehmen, dass die
zusätzliche Nutzung von Messinformationen nur hilfreich ist, wenn die hierdurch
erreichte multiplikative Verbesserung c der Messbarkeit ξv die Ungleichung 2.25
erfüllt.

Beweis von Satz 3:
Da für u ∈ Rn ein Minimum in Gleichung 2.23 angenommen wird, gilt mit dem normierten
Eigenvektor v ∈ Rn zum Eigenwert λ ∈ R und einem nach Beobachtung 2 gewählten
Korrekturvektor w ∈ Rn, mit dem die Messbedingung erfüllt werden kann, dann∥∥∥B−1 (A− µB)u

∥∥∥
B
≤
∥∥∥∥B−1 (A− µB) v + w

ϑ̂

∥∥∥∥
B

≤ 1
ϑ̂

(∥∥∥B−1 (A− µB) v
∥∥∥
B

+
∥∥∥B−1 (A− µB)w

∥∥∥
B

)
≤ 1
ϑ̂

(
|ε|+

∥∥∥B−1 (A− λB)w
∥∥∥
B

+ ‖(λ− µ)w‖B
)
.

Da nach Wahl ‖w‖B ≤ ηv ‖v‖B = ηv gilt, folgt

∥∥∥B−1 (A− µB)u
∥∥∥
B
≤ |ε|+ αηv + |ε| ηv

ϑ̂

und somit auch ∥∥∥B−1 (A− µB)u
∥∥∥
B

‖u‖B
≤ |ε|+ αηv + |ε| ηv

ϑ̂ ‖u‖B
.

4Mit dieser Forderung wird der triviale Vektor als Lösung ausgeschlossen.
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Aus der Nebenbedingung m = GTu erhalten wir mit Lemma 2

‖m‖2 =
∥∥∥GTu∥∥∥

2
≤ ‖u‖B

und zusammen dann∥∥∥B−1 (A− µB)u
∥∥∥
B

‖u‖B
≤ |ε|+ αηv + |ε| ηv

ϑ̂ ‖m‖2
= |ε| (1 + ηv) + αηv

ϑ̂ ‖m‖2
.

Die Dreiecksungleichung besagt∥∥∥B−1 (A− µB)u0
∥∥∥
B

=
∥∥∥B−1 (A− λB)u0 + (λ− µ)u0

∥∥∥
B

≥
∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B
−
∥∥∥(λ− µ)u0

∥∥∥
B
,

also gilt ∥∥∥B−1 (A− µB)u0
∥∥∥
B
≥
∥∥∥B−1 (A− λB)u0

∥∥∥
B
− |ε| .

Zusammen mit Gleichung 2.4 erhalten wir∥∥∥B−1 (A− λB)u
∥∥∥
B

‖u‖B
≤ |ε|+ |ε| (1 + ηv) + αηv

ϑ̂ ‖m‖2
.

Hieraus ergibt sich mit Beobachtung 3 die erste Behauptung.
Die zweite Aussage des Satzes ergibt sich durch Anwendung von Lemma 3. �

2.5 Kondensation bzw. Quasi-Rayleigh-Quotienten-Minimierung

Das Prinzip der Kondensation eines Problems wird häufig eingesetzt, um Approximationen
zur Lösung von sehr großen Systemen durch die Lösung von deutlich kleineren Problemen
zu erlangen.
Spricht man von nodaler Kondensation, so werden die Freiheitsgrade5 des Problems in
sogenannte Master6 m und Slaves s unterteilt.
Das Gleichungssystem wird dementsprechend partitioniert. Der zu den Mastern m gehörigen
Teil wird anschließend mit vernachlässigten (dies wird statische Kondensation genannt)
oder approximativen (dies wird dynamische Kondensation genannt) Trägheitskräften an den
Slave-Freiheitsgraden gelöst. In Abhängigkeit dieser so ermittelten Masterwerte, werden mit
Hilfe der verbleibenden Gleichungszeilen, die Slaves s (m) berechnet; die Informationen der
Master werden fortgesetzt.
Zum Beispiel in den Arbeiten [MV99, Hof01] wird gezeigt, wie man dieses Vorgehen zu
sogenannten nicht nodalen Kondensationsmethoden verallgemeinern kann.

5Die Freiheitsgrade heißen häufig Knoten (eng. nodes), daher nodal.
6Wir verwenden den Bezeichner m hier erneut, da die Master gerade so gewählt wurden, dass sie mit diesem
übereinstimmen.
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2.5 Kondensation bzw. Quasi-Rayleigh-Quotienten-Minimierung

Für die Notation führen wir eine (B−1-orthogonale) Matrix R ∈ Rn×(n−k) ein, mit der[
G R

]T
B−1

[
G R

]
= I ∈ Rn×n

gilt. Gemeinsam bilden die Spalten von
[
G R

]
also eine B−1-orthogonale Basis des Rn. Wir

gehen zunächst davon aus, dass die im Folgenden auftretenden inversen Matrizen existieren.
In Lemma 7 und dem zugehörigen Beweis gehen wir kritisch auf diese Annahme ein.
Da für exaktes µ = λ der gesuchte Vektor u

(A− µB)u = 0

erfüllt, betrachten wir zunächst

(A− µB)B−1
[
G R

] [
G R

]T
︸ ︷︷ ︸

I

u = 0

und erkennen durch Auswerten des letzten Produkts

(A− µB)B−1
[
G R

](GTu
RTu

)
= 0

in dem oberen Block des Vektors genau die Messinformation GTu = m und nennen diese Ko-
ordinaten Master. Die verbleibenden Informationen im unteren Block des Vektors definieren
die Slaves s := RTu. Da die Master als bekannt vorliegen, erhalten wir das überbestimmte
Gleichungssystem

(A− µB)B−1
[
G R

]( m
s (m)

)
= 0

welches uns somit eine Fortsetzung der Master-Informationen (und somit der Messungen)
auf die restlichen Freiheitsgrade (sprich die Slaves s (m)) definiert.
Wir schwächen die Überbestimmung ab, indem wir lediglich fordern, dass die Gleichung im
Spaltenraum von B−1R — also in dem Raum der Slaves — gelöst sein soll7. Dies ergibt die
Gleichung

RTB−1 (A− µB)B−1
[
G R

]( m
s (m)

)
= 0

mit der Lösung

s (m) = −
(
RTB−1 (A− µB)B−1R

)−1
RTB−1 (A− µB)B−1Gm

Hieraus können wir den gesuchten Vektor u ∈ Rn aus

u = B−1Gm+B−1Rs (m)

ermitteln. Wir erhalten nach dem Einsetzen

u =
(
I −B−1R

(
RTB−1 (A− µB)B−1R

)−1
RTB−1 (A− µB)

)
B−1Gm.

Da R häufig größere Dimension hat als G, oder gar nicht zur Verfügung steht, kann u mit
Lemma 6 alternativ ermittelt werden.

7Diese Wahl der Abschwächung hat den Vorteil, dass mit einer symmetrischen Matrix gelöst werden muss.
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Kapitel 2 Prolongation

Lemma 6:
Das wie oberhalb beschrieben ermittelte u kann auch via

u = (A− µB)−1G
(
GT (A− µB)−1G

)−1
m

berechnet werden.

Anmerkung: Diese Lösung ist ein über u und l stationärer Punkt von

1
2u

T (A− µB)u+ lT
(
GTu−m

)
.

Wir haben daher diese Methode auch Quasi-Rayleigh-Quotienten-Minimerung
genannt.

Beweis von Lemma 6:
Die oberhalb notierten Forderungen an u sind äquivalent zu[

GT

RTB−1 (A− µB)

]
u =

(
m
0

)
.

Laut der unteren Blockzeile ist (A− µB)u dann B−1-orthogonal zu R und liegt somit im
Spaltenraum von G. Daher existiert ein l (vgl. Lagrange-Parameter) mit dem[

GT

(A− µB)

]
u =

(
m
Gl

)
(2.26)

gilt. Nun folgt [
GT

I

]
u =

(
m

(A− µB)−1Gl

)

und durch Multiplikation der unteren Zeile mit GT auch[
GT

GT

]
u =

(
m

GT (A− µB)−1Gl

)
.

Aus den beiden Einträgen der rechten Seite erhalten wir

l =
(
GT (A− µB)−1G

)−1
m.

Durch Einsetzen dieser Teillösung in die zweite Zeile von Gleichung 2.26 erhalten wir die
Behauptung

u = (A− µB)−1G
(
GT (A− µB)−1G

)−1
m.

�

Für die weitere Bewertung ist Lemma 7 wichtig:
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2.6 Bewertung der Verfahren

Lemma 7:
Sofern von G ∈ Rn×k nur Spaltenregularität gefordert wird, kann der Ausdruck∥∥∥B−1 (A− µB)u

∥∥∥
B

für ein gemäß Lemma 6 bestimmtes u ∈ Rn nicht beschränkt werden.

Anmerkung: Da wir auch punktweise Abtastungen zulassen wollen, können wir
kaum weitere Annahmen an G treffen. Sollte die Matrix G aus approximativen
Eigenvektoren bestehen, so bietet sich für G eine additive Zerlegung in die Anteile
der gesuchten Richtungen und die Anteile der dazu orthogonalen Richtungen an,
um weitere Aussagen zu formulieren.

Beweis von Lemma 7:
Wir multiplizieren u aus Lemma 6 mit B−1 (A− µB) und erhalten in der B-Norm∥∥∥B−1 (A− µB)u

∥∥∥
B

=
∥∥∥∥(GT (A− µB)−1G

)−1
m

∥∥∥∥
2
.

Durch die Identität(
GT (A− µB)−1G

)−1
=
(
GTB−

1
2
(
B−

1
2AB−

1
2 − µI

)−1
B−

1
2G

)−1

ist zu erkennen, dass im Inneren der Inversen eine orthogonale Projektion (auf den Spal-
tenraum von B−

1
2G) der Inversen der gegebenenfalls indefiniten Matrix B−

1
2AB−

1
2 − µI

auftritt. Für die Eigenwerte dieser projizierten Matrix gilt das Interlacing-Theorem von
Cauchy (siehe [Par98, Seiten 186-188]); sie sind demnach ohne weitere Annahmen nicht von
der Null separierbar. Die untersuchte Norm kann nicht beschränkt werden. �

2.6 Bewertung der Verfahren
Wir stellen in diesem Abschnitt die Fehlerschranken der erwähnten Methoden gegenüber.
Zum Überblick geben wir in Tabelle 2.1 nochmals die „a-priori-Schranken“ an — jeweils
entweder für verschwindenden Eigenwertfehler ε verschwindenden Messfehler ηv bzw. gleiche
Fehlergrößen f := |ε| = ηv. Für das „Kondensations-Prolongationsverfahren“ aus Abschnitt

ηv = 0 f := |ε| = ηv ε = 0

Eigenresiduen |ε|
(
1 + 1

ξv

)
f α+1+ξv

ξv−f
ηv

α
ξv−ηv

Ausgleich |ε|
(
1 + w2(α+|ε|)2+1

ξv

)
f

(α+f)2(w3+w2)+w(1+ξv−f)+1
w(ξv−f) ηv

w2α2+1
w(ξv−ηv)

Ausgleich w̃ |ε|
(
1 + 2

ξv

)
f 2α+2+ξv+f

ξv−f
ηv

2α
ξv−ηv

Ausgleich w̌ |ε|
(
1 + 13

9ξv

)
f

2α+2+ξv+f+O( 1
α)

ξv−f
ηv

2α
(ξv−ηv)

Tabelle 2.1: „A-priori“-Fehlerschranken der Prolongationsmethoden
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Kapitel 2 Prolongation

2.5 können wegen der dort angeführten Gründe keine Schranken gegeben werden; es wird
von dieser Methode abgeraten.

Da der Spektralradius α ∈ R+ ist, zeigen die Tabellen-Einträge der verbleibenden Me-
thoden, daß das hier vorgestellte Verfahren der Eigenresiduenprolongation kleinere Fehler-
schranken liefert: Es ist bei Betrachtung der „a-priori“-Schranken zu empfehlen.

2.6.1 Fast optimale Prolongation
Dieser Abschnitt befasst sich mit der optimalen Gewichtung w für die „a-posteriori“-Schranke
aus Satz 2. Mit Sµ := (A− µB)B−1 (A− µB) wird hier eine Methode zur approximativen
Lösung diese Problems definiert, die kaum mehr Rechenaufwand benötigt, als die Prolongation
gemäß Abschnitt 2.4.

Davon ausgehend, dass keine Informationen für eine angemessene Gewichtung w vorliegen,
wird anfangs ein Schritt der Residuen-Prolongation ausgeführt (vgl. Abschnitt 2.4 — ent-
spricht einem Ausgleich mit limw→0) . Die auftretenden Matrizen H1 ∈ Rn×k und H2 ∈ Rk×k
sind Hilfsgrößen, durch deren Nutzung der numerischer Aufwand vermindert wird. Wir
bestimmen zunächst

H1 := S−1
µ G

und
H2 := GTH1.

Mit diesen Größen und einer Zerlegung8 von H2 berechnen wir

u0 := H1H
−1
2 m

und für spätere Zwecke nach Gleichung 2.30 auch

d2

dw2u

∣∣∣∣∣
w→0

= ü0 = −2H1H
−2
2 m. (2.27)

Nach Lemma 8 stehen hiermit alle notwendigen Größen für die Taylor-Entwicklung vom
Grad 2 zur Aproximation von 1

‖u‖B
um w = 0 zur Verfügung.

Lemma 8:
Sei u (w) ∈ Rn der zur Lösung des gewichteten Ausgleichsproblems aus Satz 2 zugehörige
Vektor, so sind die Ableitungen für limw→0

d
dwu

∣∣∣∣
w→0

=: u̇0 = 0

d2

dw2u

∣∣∣∣∣
w→0

=: ü0 = −2S−1
µ G

(
GTS−1

µ G
)−2

m.

Beweis von Lemma 8:
Die Ableitungen des Vektors u ∈ Rn nach dem Parameter w ∈ R entnehmen wir den
impliziten Darstellungen. Wir setzen w ∈ R+ nach Satz 2 undW aus Satz 1 in Gleichung 2.12
ein und erhalten (

w2Sµ +GGT
)
u = Gm.

8Aus Effizienzgründen sollte eine geeignete Zerlegung bestimmt werden, da mehrfach mit H2 gelöst wird.
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2.6 Bewertung der Verfahren

Mittels Differentiation nach w ergibt dies

2wSµu+
(
w2Sµ +GGT

)
u̇ = 0

und nach erneuter Differentiation nach w dann

2Sµu+ 4wSµu̇+
(
w2Sµ +GGT

)
ü = 0.

Wir überführen diese beiden Darstellungen mit Hilfe von Lemma 5 in die expliziten Glei-
chungen

u = S−1
µ G

(
w2I +GTS−1

µ G
)−1

m,

u̇ = −2wS−1
µ G

(
w2I +GTS−1

µ G
)−2

m

und

ü = 8w2S−1
µ G

(
w2I +GTS−1

µ G
)−3

m− 2S−1
µ G

(
w2I +GTS−1

µ G
)−2

m

Weiterhin können wir die Ausdrücke

u0 = S−1
µ G

(
GTS−1

µ G
)−1

m, (2.28)

u̇0 = 0, (2.29)

ü0 = −2S−1
µ G

(
GTS−1

µ G
)−2

m. (2.30)

als stetige Fortsetzungen für limw→0 einführen. �

Beobachtung 5:
Für die Ableitung der B-Norm eines Vektors u (w) nach einem reellen skalaren Parameter w
gilt mit u̇ := d

dw u

d
dw ‖u‖B = 〈u, u̇〉B

‖u‖B
,

und für die Ableitung des Kehrwertes der B-Norm von u (w) gilt

d
dw

1
‖u‖B

= −〈u, u̇〉B
‖u‖3B

.

Beweis von Beobachtung 5:
Die Gleichung

d
dw ‖u‖B = d

dw

√
uTBu

kann mit der Regel für verkettete Funktionen abgeleitet werden. Dies ergibt dann

d
dw ‖u‖B = 1

2
√
uTBu

(
u̇TBu+ uTBu̇

)
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Kapitel 2 Prolongation

und durch Ausnutzung der Symmetrie von B erhalten wir

d
dw ‖u‖B = uTBu̇√

uTBu
= 〈u, u̇〉B
‖u‖B

.

Der weitere Teil der Beobachtung folgt aus der Verwendung der Kettenregel. �

Für die weiteren Schritte benötigen wir
Beobachtung 6:
Mit ε := µ− λ gilt für die beiden Ausdrücke

Sµ := (A− µB)B−1 (A− µB) (2.31)

und
Sλ := (A− λB)B−1 (A− λB) (2.32)

die Identität
Sλ = Sµ + 2ε (A− µB) + ε2B. (2.33)

Satz 4:
Seien R 3 µ ≈ λ : µ 6= λ und m 6= 0 ≈ GT v Approximationen zu einem Eigenpaar λ, v des
Eigenwertproblems in Gleichung 2.1 mit einer B−1-orthogonalen Messmatrix G ∈ Rn×k. Mit
Sµ gemäß Gleichung 2.31 existieren die Vektoren u0 und ü0 gemäß den Gleichungen 2.28
und 2.30. Sofern für ε := µ− λ mit

a := uT0 Sµ

(
I − u0u

T
0 B

uT0 Bu0

)
ü0

und

b := uT0 (A− µB)
(
I − u0u

T
0 B

uT0 Bu0

)
ü0

die Ungleichung
a+ 2εb < 0 (2.34)

erfüllt ist, liegt bei w = 0 ein lokales Maximum von∥∥∥B−1 (A− λB)u (w)
∥∥∥
B

‖u (w)‖B

vor. Für a < 0 ist mit
|ε| <

∣∣∣∣ a2b
∣∣∣∣

Gleichung 2.34 erfüllt.

Anmerkung: Sofern Gleichung 2.34 erfüllt ist, gibt es also ein w > 0, mit dem
u (w) eine bessere Näherung als u0 an die gesuchte Eigenrichtung v ist.
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2.6 Bewertung der Verfahren

Beweis von Satz 4:
Wir untersuchen bei w = 0 das Verhalten des Ausdrucks

q (w) :=

∥∥∥B−1 (A− λB)u (w)
∥∥∥2

B

‖u (w)‖2B
.

Um die Lesbarkeit zu erhöhen, verzichten wir in den folgenden Schritten auf die Notation der
Abhängigkeit von w. Um auftretende Brüche zu vermeiden, schreiben wir mit Gleichung 2.32

quTBu = uTSλu.

Mit Hilfe der Kurzschreibweisen u̇ := ∂
∂w u und q̇ := ∂

∂w q und analog für die höheren
Ableitungen gilt dann

q̇uTBu+ 2quTBu̇ = 2uTSλu̇
und

q̈uTBu+ 4q̇uTBu̇+ 2qu̇TBu̇+ 2quTBü = 2u̇TSλu̇+ 2uTSλü.
Da u0 := u (0) 6= 0 gilt, erhalten wir bei w = 0 mit Gleichung 2.29

∂

∂w
q (w)

∣∣∣∣
w=0

=: q̇0 = 0

und mit analoger Definition

q̈0u
T
0 Bu0 = 2uT0 Sλ

(
I − u0u

T
0

uT0 Bu0
B

)
ü0.

Wir untersuchen nun das Vorzeichen von q̈0 und erhalten mit Gleichung 2.33

sgn (q̈0) = sgn
(
uT0

(
Sµ + 2ε (A− µB) + ε2B

)(
I − u0u

T
0

uT0 Bu0
B

)
ü0

)
.

Wir vereinfachen dies zu

sgn (q̈0) = sgn
(
uT0

(
Sµ + 2ε (A− µB)

)(
I − u0u

T
0

uT0 Bu0
B

)
ü0

)
.

Mit den im Satz eingeführten Variablen a und b gilt dann

sgn (q̈0) = sgn (a+ 2εb)

und somit für ein lokales Maximum die Forderung

a+ 2bε < 0.

Hiermit ist gezeigt, dass Ungleichung 2.34 eine hinreichende Bedingung ist. Es gilt äquivalent
b

|b|
ε = sgn (b) ε < −a2 |b| .

Für a < 0 ist die rechte Schranke positiv. Die Ungleichung

|ε| <
∣∣∣∣ a2b

∣∣∣∣
impliziert dann die Gültigkeit von Gleichung 2.34. �
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Mit Satz 4 können einige Fälle erkannt werden, in denen die Prolongation mit einer Gewich-
tung w > 0 eine bessere Approximation des gesuchten Eigenvektors v liefern kann.
Wir versuchen nun, eine (zumindest lokal) optimale Gewichtung ω für die „a-posteriori“-
Fehlerschranke zu finden.
Die Abhängigkeit dieser Größe von w ist kompliziert. Um wenigstens eine Approximation
an die optimale Lösung zu finden, ersetzen wir 1

‖u‖B
durch die zugehörige Taylor-Approxi-

mation zweiten Grades. Hierzu ermitteln wir mit den Kurzschreibweisen u̇ := ∂
∂w u (w) und

ü := ∂2

∂w2u (w) für

f (w) := 1
‖u‖B

die ersten beiden Ableitungen

f ′ (w) = −〈u, u̇〉B
‖u‖3B

und

f ′′ (w) = 3〈u, u̇〉
2
B

‖u‖5B
− 〈u, ü〉B + 〈u̇, u̇〉B

‖u‖3B
.

Da u̇ am Entwicklungspunkt w = 0 verschwindet, erhalten wir das Approximationspolynom

tf0
(w) = 1

‖u0‖B
− 〈u0, ü0〉B
‖u0‖

3
B

w2

2 . (2.35)

Beobachtung 7:
Da die Funktion f (w) ∈ C∞ nur quadratisch von w abhängt, verschwinden alle Koeffizienten
der Terme ungerader Potenzen. tf0

ist deswegen sogar eine Approximation vom Grad 3. Es
gilt

1
‖u (w)‖B

− tf0
(w) =: r (w) ∈ O

(
w4
)
.

Wir erhalten mit Gleichung 2.35 aus der „a-posteriori“-Fehlerabschätzung von Satz 2 das
Optimierungsproblem

ω := arg min
w

{(
|ε|+ ηv

w

)
tf0

(w)
}

um eine approximativ (lokal) optimale Gewichtung w zu finden. Wir ermitteln dafür die
notwendige Bedingung (

|ε|+ ηv
ω

)
t′f0

(ω) = ηv
ω2 tf0

(ω) (2.36)

beziehungsweise für ηv 6= 0 äquivalent auch( |ε|
ηv
ω2 + ω

)
t′f0

(ω) = tf0
(ω) . (2.37)

Durch Einsetzen von Gleichung 2.35 und Sortieren erhalten wir

|ε|
ηv
w3 + w2

2 = ‖u0‖
2
B

−〈u0, ü0〉B
. (2.38)
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2.6 Bewertung der Verfahren

Die linke Seite der Gleichung 2.38 ist über R+ stetig und monoton. Bei w → 0 geht sie gegen
den Wert 0 und strebt für w → +∞ gegen +∞. Demnach wird jeder positive Wert genau
einmal angenommen.
Für 〈u0, ü0〉B > 0 existiert über R+ keine reelle Nullstelle von p (w).
Für 〈u0, ü0〉B < 0 gibt es eine eindeutige Nullstelle. Wir qualifizieren nun das zugehörige
lokale Extremum mit Hilfe der zweiten Ableitung

∂2

∂w2

{(
|ε|+ ηv

w

)
tf0

(w)
}

=
(
|ε|+ ηv

w

)
t′′f0

(w) + 2
w

(
ηv
w2 tf0

(w)− ηv
w
t′f0

(w)
)

der untersuchten Größe. Wir werten diesen Ausdruck bei w = ω aus und erhalten durch
Einsetzen von Gleichung 2.36 in der hinteren Klammer

∂2

∂w2

{(
|ε|+ ηv

w

)
tf0

(w)
}
w=ω

=
(
|ε|+ ηv

ω

)
t′′f0

(ω) + 2
ω
|ε| t′f0

(ω) .

Da für die Existenz von ω ohnehin 〈u0, ü0〉B < 0 gefordert wurden, gilt sowohl t′′f0
(ω) > 0

als auch t′′f0
(ω) > 0 und damit dann

sgn
{
∂2

∂w2

{(
|ε|+ ηv

w

)
tf0

(w)
}}

w=ω
> 0.

Das Extremum der Approximation ist also ein lokales Minimum. Wir gehen wegen Beobach-
tung 7 davon aus, dass dies auch eine Verbesserung der gesuchten Größe liefert und führen
darum mit diesem ω einen gewichteten Prolongationsschritt aus:

uω := H1

(
ω2I +H2

)−1
m.

Prinzipiell könnte dieses Ergebnis zum Beispiel mit Newton-Methoden noch verbessert
werden — da aber nur eine gute Basis für anschließende Iteration (Kapitel 3) gefunden
werden soll, wird diese Idee nicht weiter verfolgt.

Bei der numerischen Ermittlung von ü0 ist durch das zweifache Lösen (also Verdoppeln
der Kondition) mit H2 = GTS−1

µ G Vorsicht geboten. Um derartige Probleme zu vermeiden,
kann anstelle von Gleichung 2.35 auch die Konstante c̃ in dem Interpolationspolynom zweiten
Grades

t̃f0
(w) = 1

‖u0‖B
+ w2

2c̃ ‖u0‖B
bestimmt werden, so dass es für ein berechnetes Paar (w̃, ‖u (w̃)‖B) exakt ist.
Diese Konstante muss dann explizit

c̃ = ω̃2

2‖u(ω̃)‖B
‖u0‖B

− 2

lauten. Somit stimmt t̃f0
(ω) dann mit f (ω) bei w = 0 in Funktions- und Ableitungs- und

bei w̃ im Funktionswert überein. Das bestimmte c̃ ist eine Approximation für ‖u0‖
2
B

−〈u0,ü0〉B
und

hiermit kann weiter verfahren werden.
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Satz 5:
Es sei ω die approximativ optimale Gewichtung des vorhergehenden Abschnittes für die
Ausgleichsprolongation.
Mit dieser Gewichtung gilt „a-posteriori“ für den Ergebnisvektor uω mit der Abkürzung
‖u0‖

2
B

−〈u0,ü0〉B
=: c > 0 die Fehlerschranke

∥∥∥B−1 (A− λB)uω
∥∥∥
B

‖uω‖B
> |ε|+

(
|ε|
(

1 + 3
2cω

2
)

+ ηv
c
ω

) ‖m‖2
ξv cos (ζv) ‖u0‖B

.

Anmerkung: Es fällt in dieser Darstellung der Schranke auf, dass selbst ein
kleiner Wert ω sich nicht negativ auswirkt, da nur positive Potenzen existieren.
Bei praktischer Verwendung diese Methode ergab sich ein sehr geringer Einfluß
von w auf ‖u (w)‖B und resultierend ein deutlich von 0 verschiedener Wert für c.

Beweis von Satz 5:
Die notwendige Bedingung aus Gleichung 2.37 ergibt nach Umformung

ηv
ω
tf0

(ω) = (|ε|ω + ηv) t′f0
(ω) .

Die Behauptung ergibt dich durch Einsetzen in die Abschätzung aus Satz 2. �

Abschließend sind in Tabelle 2.2 für die Fälle optimaler Eigenwert- oder Eigenvektormessung
und einem dazwischen liegenden Sonderfall die approximativ optimalen Gewichtungen und
die zugehörigen Fehlerschranken notiert.

Annahme Gewichtung Schranke für
∥∥∥B−1 (A− λB)u

∥∥∥
B

ε = 0 ω =
√

2c tan (ζv)
√

2
c
‖m‖2
‖u0‖B

54cε2 = η2
v ω = n

6e =
√

3
2c |ε|+ 49‖m‖2

4ξv cos(ζv)‖u0‖B
|ε|

ηv = 0 ω = 0 |ε|+ ‖m‖2
ξv‖u0‖B

|ε|

Tabelle 2.2: „A-posteriori“-Schranken bei approximativ optimaler Gewichtung

2.7 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt wende wir die angeführten Algorithmen numerisch an. Die Berechnungen
erfolgten auf einer Intel Core i7 950 3.07 GHz CPU mit 12 GB DDR3 RAM, Windows 7
und Matlab 7.8.0 (R2009a).
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2.7.1 MatrixMarket
In der Datenbank Matrix-Market (siehe [Mat]) liegen diverse Problem-Matrizen vor — unter
anderem auch diverse Eigenwert-Probleme. In dem Paket BCSSTRUC3 (BCS Structural
Engineering Matrices siehe [BCS]) der Harwell-Boeing Collection (siehe [HBC]) gibt es das
Masse- und Steifigkeitspaar BCSSTM21 und BCSSTK21 der dynamischen Strukturana-
lyse einer eingespannten Platte. Das Problem wurde auf ein 20 × 30 Gitter mit jeweils 6
Freiheitsgraden diskretisiert. Daraus entstehen die Matrizen A,B ∈ R3 600×3 600.
Hierzu passend wurde eine B−1-orthogonale Messmatrix G ∈ R3 600×10 erzeugt, die mit

103 von Null verschiedenen Einträgen die Messung von 10 Linearkombinationen von Kno-
tenwerten (der z-Richtung) simuliert. Aus den ersten 20 Eigenformen wurden (zufällig) 5
ausgewählt: 1, 7, 10, 13 und 14. Von diesen wurden mittels G Messungen durchgeführt, in
denen durch Skalierung auf Länge 5 und anschließende ganzzahlige Rundung Meßfehler
enthalten sind. Die Eigenwerte wurden durch zufällige Störung durch Zufallszahlen mit 6%
Standardabweichung simuliert gemessen.
Ausgehend von dieser Datenbasis wurde die Methode der fast optimal gewichteten Prolon-
gation (siehe Unterabschnitt 2.6.1) angewandt. Die Qualität der approximativ optimalen
Gewichtung (mit w̃ = 1e− 5 erzeugt) aus diesem Verfahren ist in Abbildung 2.3 zu erkennen:
Die diamantenförmigen Markierungen zeigen diese in den blauen Plots der B-Norm der
Fehlergröße B−1 (A− λB) u

‖u‖Bλ
über der logarithmischen Gewichtung log10 (w). In grün ist

die Abschätzung dargestellt; in rot deren Approximation.
Der Plot unten rechts zeigt die Korrelation der prolongierten mit den gesuchten Vektoren.
Eine numerische Bewertung der Ergebnisse ist in Tabelle 2.3 notiert.

Index Messwert [Hz] Eigenwert [Hz] Messfehler Fehlerwinkel (◦)

1 303.7836 300.4260 0.0230 4.6058
2 237.2875 220.3927 0.0203 9.4447
3 195.3425 193.4214 0.0176 1.7325
4 161.5634 160.8854 0.0450 0.1384
5 143.8823 137.5200 0.0299 2.7942

Tabelle 2.3: Iterationsprolongation der Platte
Die Spalten für Messwert und Messfehler geben an, wie gut die synthethisch er-
zeugten Messungen die gesuchten Daten approximieren. Die Spalte Fehlerwinkel
zeigt die Richtungsabweichung der fortgesetzten Vektoren zu den gesuchten.

2.7.2 Schallproblem
Um die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Methoden am praktischen Beispiel zu demons-
trieren, verwenden wir in diesem Abschnitt Messdaten, die uns freundlicherweise von der
Professur für Mechatronik der Helmut-Schmidt-Universität9 unter der Leitung von Herrn
Univ.-Prof. Dr.-Ing. Delf Sachau zur Verfügung gestellt wurden.
Die Daten stammen aus der Diplomarbeit [Irm09], die im Rahmen der Entwicklung von
Methoden zur Schallquellenortung mit Hilfe der inversen FEM endstand.

9Dies ist die Universität der Bundeswehr in Hamburg.
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Präprozessing

Die zur Verfügung gestellten Daten bestanden aus sechs Paaren von jeweils einer identifizierten
(fast) Resonanzfrequenz und den zugehörigen Schallamplituden und Phasenwinkeln an
180 definierten Messpunkten. Weiterhin war ein auf 91 705 Knoten diskretisiertes Masse-
/Steifigkeits-System des vermessenen Schallinnenraums gegeben.
Definition 4 (baryzentrische Interpolation):
Wir betrachten ein Simplex S in n Dimensionen — also ein von n + 1 Eckpunkten: xi ∈
Rn, i = 1, . . . , n + 1 aufgespanntes Polytop, welches in keinem n-dimensionalen affinen
Unterraum enthalten ist (siehe z. B. [Nak90, Kapitel 3.2]). Es gibt dann (bis auf Normierung)
eindeutige sogenannte baryzentrischen Koordinaten αi, i = 1, . . . , n+ 1 eines Punktes p ∈ Rn
die definitionsgemäß

p
n+1∑
i=1

αi =
n+1∑
i=1

αixi

beziehungsweise

p =
∑n+1
i=1 αixi∑n+1
i=1 αi

erfüllen. Hiermit definieren wir

f (p) :=
∑n+1
i=1 αif (xi)∑n+1

i=1 αi

als die (lineare) baryzentrische Interpolation einer Funktion f am Punkt p.

Anmerkung: In [BT04] ist eine detaillierte Analyse dieser Interpolation abge-
handelt.

Die notwendigen Schritte lassen sich wie folgt gliedern:

1. Zunächst musste die Matrix G̃ ∈ Rn×` mit n := 91 705 und ` := 180 konstruiert werden:
Jede Spalte gi, i = 1, . . . , ` entspricht einer Messung.
Sofern die Position eines Messpunktes genau auf einen Gitterknoten fällt, wird die zu-
gehörige Vektorkomponente in gi gleich eins gesetzt — eine Anwendung dieses Vektors
selektiert also den Wert an der Stelle.
Für zwischen den Gitterknoten liegenden Messpositionen entnimmt man die Koeffizi-
enten nach Triangulierung10 aus Definition 4.
Wir bestimmen die normierte baryzentrische Koordinate der Messposition bezogen auf
die Eckpunkte des zugehörigen Simplex (aus der Triangulierung). Diese Koeffizienten
tragen wir an den durch die Simplex-Eckpunkte gegebenen Stellen in den zugehörigen
Vektor gi ein: Durch diesen Vektor wird mit dem (euklidischen) inneren Produkt eine
Konvexkombination gebildet.

2. In einem weiteren Schritt müssen die reellen Schwingungsamplituden aus den Messwer-
ten extrahiert werden. Eine ausführliche Behandlung dieser Frage ist in [FM95, speziell
Kapitel 4.3] zu finden. Im vorliegenden Fall treten jedoch Phasenwinkel auf, die den

10Die Zerlegung eines Gebietes in Simplizes wird Triangulierung genannt.
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in der Referenz genannten Anforderungen widersprechen, und somit wird eine eigene
Methode verwandt:
Da im Resonanzfall alle Knoten gleichphasig schwingen würden und Messungen von
Resonanzen betrachtet werden, wird für alle Messwerte jeder gemessenen Schwingung
der gemeinsame Phasenwinkel ermittelt, um den diese zur (normartigen) Maximierung
des Realteils11 gedreht werden müssen.
Der Vorteil dieser Methode wird in Tabelle 2.4 deutlich: Es sind die Winkel12 zwischen
den Vektoren der exakten Messungen und den Vektoren der mit den unterschiedlichen
Methoden erzeugten reellen Messungen aufgeführt. Der kleinste Winkel wird jeweils
mit der hier formulierten Methode (rechte Spalte) erreicht.
Eben dieser optimierte Realteil wird fortan als Messung M genutzt. Die Berechnung
dieser Werte erfolgt mit Beobachtung 8.
Beobachtung 8:
Für einen komplexen Vektor m ∈ Ck wird für

−π2 < φ =
− arg

(
mTm

)
2 <

π

2

der Ausdruck
∥∥∥< (meiφ)∥∥∥

2
maximal.

Beweis von Beobachtung 8:
Um den gegebenen Ausdruck zu maximieren, kann gleichwertig auch

f (φ) := 4
∥∥∥< (meiφ)∥∥∥2

2

maximiert werden. Hierfür gilt

f (φ) =
(
meiφ + m̄e−iφ

)T (
meiφ + m̄e−iφ

)
oder ausmultipliziert

f (φ) = mTme2iφ + m̄T m̄e−2iφ +mT m̄+ m̄Tm

und für die Ableitungen

f ′ (φ) = 2i
(
mTme2iφ − m̄T m̄e−2iφ

)
und

f ′′ (φ) = −4
(
mTme2iφ + m̄T m̄e−2iφ

)
.

11Die Norm des Realteilvektors wird maximiert.
12Zur besseren Veranschaulichung haben wir diese im Gradmass angegeben.
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Sei nun µ := arg
(
mTm

)
so gewählt13, dass µ ∈ (−π, π), so gilt für φ̂ := −µ

2 ∈
(
−π

2 ,
π
2
)

f ′
(
φ̂
)

= 2i
(
mTme2iφ̂ − m̄T m̄e−2iφ̂

)
.

Mit der Abkürzung ρ :=
∣∣∣mTm

∣∣∣ erhalten wir

f ′
(
φ̂
)

= 2i
(
ρeiµe2iφ̂ − ρe−iµe−2iφ̂

)
und durch Nutzung der Beziehung zwischen µ und φ̂ dann

f ′
(
φ̂
)

= 2i (ρ− ρ) = 0,

so dass bei φ̂ ein stationärer Punkt vorliegt. Dieser ist wegen

f ′′
(
φ̂
)

= −4
(
ρeiµe2iφ̂ + ρe−iµe−2iφ̂

)
= −4 (ρ+ ρ) = −8ρ < 0

ein lokales Maximum. �

Messung Betrag mit komplexe Maximierung des
Kosinus-Vorzeichen Transformation Realteils

1 13.430 12.156 11.937
2 10.811 8.360 8.110
3 83.372 68.419 39.639
4 52.150 17.234 10.591
5 76.688 76.289 76.261
6 21.689 16.072 16.006

Tabelle 2.4: Wir bewerten die „Qualität“ der rellen Messungen durch den Fehlerwinkel (aus
Gründen der Anschaulichkeit im Gradmaß) zwischen den extrahierten Messdaten
und der exakten Messungen (mittels G) der exakten Eigenvektoren.

3. Nach diesen Schritten existieren reelle Messungen M und eine Matrix G̃, die transpo-
niert angewandt auf einen beliebigen Vektor x ∈ Rn die Messung simuliert:

m̃x := G̃Tx

Wird nun hierzu einer verallgemeinerte QR-Zerlegung

G̃ = GR ,GTB−1G = I

13Das ist in vielen Programmiersprachen genau so implementiert.
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ermittelt, folgt somit

m̃x = RTGTx

und damit

mx := R−T m̃x = GTx. (2.39)

Es kann also eine B−1-orthogonale Messmatrix G ermittelt werden, die angewandt auf
einen Vektor die Messung simuliert. Die vorhandenen Messungen müssen also gemäß
Gleichung 2.39 umgerechnet werden.

Die Qualität der approximativ optimalen Gewichtung (mit w̃ = 1e− 5 erzeugt) aus diesem
Verfahren ist in Abbildung 2.4 zu erkennen: Die ermittelten Gewichtungen sind mittels der
diamantenförmigen Markierungen in den blauen Plots der Fehlergröße

∥∥∥(A− λB) u
‖u‖Bλ

∥∥∥
B−1

über der logarithmischen Gewichtung log10 (w) dargestellt. Die Abschätzung ist grün und
die Approximation dieser ist rot dargestellt.
Der Plot unten links zeigt die Korrelation der prolongierten mit den gesuchten Vektoren.
Eine numerische Bewertung der Ergebnisse ist in Tabelle 2.5 notiert. Wir bewerten

die fortgesetzten Vektoren gemäß des eingeschlossenen Winkels zu dem jeweils gesuchten
Eigenvektor. Wir erkennen für die dritte, vierte und sechste Messung trotz geringer Messfehler-

Messung Messwert Eigenfrequenz Messfehler Fehlerwinkel
[Hz] [Hz] [◦]

1 102 85.7502 0.0097 0.3058
2 178 171.5013 0.0067 1.6195
3 198 188.4631 0.0301 21.6868
4 218 207.0548 0.0086 1.5585
5 262 254.8176 0.0464 79.3889
6 266 257.2544 0.0130 11.7273

Tabelle 2.5: Iterationsprolongation des Schalldrucks
Der hier angegebene Fehlerwinkel zwischen den gesuchten und den fortgesetzten
Vektoren ist ein „Gütekritierium“. Der Vollständigkeit halber wurden die jeweils
zugehörigen Messwerte, gesuchten Eigenwerte und Messfehler ηv mit angegeben.

Werte große Richtungsabweichung in der Spalte der Fehlerwinkel.
Zusätzlich zeigen wir in Tabelle 2.6 mit den Rayleigh-Quotienten und den zugehörigen

Schranken nach Krylov-Bogoliubov, dass zu den fortgesetzten Vektoren ebenfalls gute
Näherungen der gesuchten Eigenwerte gehören. Lediglich in einem Fall (markiert mit �) ist
der approximierte Eigenwert nicht der gesuchte.
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Messung Rayleigh-Quotient rel. Unschärfe Eigenfrequenz
[Hz] [Hz]

1 85.7541 0.0236 85.7502
2 171.5173 0.0073 171.5013
3 188.6764 0.0713 188.4631
4 207.0485 0.0135 207.0548

� 5 257.1740 0.0038 � 254.8176
6 257.1536 0.0053 257.2544

Tabelle 2.6: Iterationsprolongation des Schalldrucks
Die „Güte“ der approximativen Eigenwerte wird durch den zugehörigen Rayleigh-
Quotient und die angegebene relative Unschärfe im Vergleich zum gesuchten
Eigenwert verdeutlicht. Die erwähnte Unschärfe wurde mit Hilfe der Schranke
von Krylov-Bogoliubov ermittelt.
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Abbildung 2.3: Iterationsprolongation Platte
Aufgetragen sind in grün die Abschätzung, in rot die Taylor-Approxima-
tion der Abschätzung und in blau die B-Norm der relativen Fehlergröße
B−1 (A− λB) u

‖u‖Bλ
über der logarithmischen Gewichtung log10 (w). Die dia-

mantenförmigen Markierungen zeigen die approximativ ermittelte optimale
Gewichtung.
Unten rechts ist die Korrelation der fortgesetzten Vektoren mit den gesuchten
Eigenvektoren dargestellt.
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Abbildung 2.4: Iterationsprolongation Schallproblem:
In der Abbildung sind in den oberen sechs Darstellungen für jeden gesuchten
Eigenwert, die exakte relative Fehlergröße

∥∥∥(A− λB) u
‖u‖Bλ

∥∥∥
B−1 über der

logarithmischen Gewichtung log10 (w) in blau zu finden. Die Abschätzung
dieser Größe gemäß Gleichung 2.15 wurde in grün eingezeichnet. Die für
die Suche nach der optimalen Gewichtung genutzte Approximation ist rot.
Die sich ergebenden optimalen Gewichtungen sind durch die Diamanten
gekennzeichnet. Darunter zeigt ein Korrelationsplot (im B-inneren Produkt)
die Eigenschaften der fortgesetzten Vektoren.
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Iteration

Nach der Fortsetzung der Messinformationen aus Kapitel 2 stehen nun für alle i = 1, . . . , ` zu
den erwähnten Messdaten µi ∈ R und mi ∈ Rk Näherungsvektoren ui ∈ Rn zur Verfügung.
Im Regelfall wird mit diesen Näherungsvektoren das Block-Residuum

R := AU −BUΞ

für die zusammengesetzten Matrizen

U :=
[
u1 · · · u`

]
∈ Rn×`

und

Ξ :=

µ1
. . .

µ`

 ∈ R`×`

nicht verschwinden, denn sonst wären bereits ` Eigenpaare gefunden.
Wir untersuchen in diesem Kapitel Methoden, mit denen die Matrizen U und Ξ durch
erneutes Einbringen der Vorinformationen verbessert werden.
Diese Verbesserungen seien im Folgenden die Korrekturmatrizen Y ∈ Rn×` (bestehend

aus den Spaltenvektoren yi, i = 1, . . . , `) und Γ ∈ R`×`, mit denen

A (U + Y ) = B (U + Y ) (Ξ + Γ) (3.1)

erfüllt wird. Diese sind nicht eindeutig festgelegt. Wir versprechen uns jedoch von der Suche
nach Lösungen dieser Gleichung, mit kleinem Y und Γ, die dicht bei U und Ξ liegenden
Eigenpaare zu finden.

Anmerkung: Wir erlauben auch Außerdiagonalelemente in Γ, da hierdurch die
kommenden Algorithmen blockartig arbeiten und somit den gesamten durch die
Spalten von U aufgespannten Unterraum berücksichtigen können.
Zur Bestimmung von Eigenpaaren des ursprünglichen Problems ist nur noch das
Lösen des speziellen Eigenwertproblems in

(Ξ + Γ) v = λv

nötig.

Definition 5:
Wir nennen Gleichung 3.1 Bestimmungsgleichung für einen invarianten Unterraum; der durch
die Spalten von U + Y aufgespannte Raum ist invariant unter B−1A.
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Zur Verwendung der Messinformationen ist es zweckmäßig, eine angemessene Forderung
an die Korrektur yi ∈ Rn unser vorliegenden Approximation ui ∈ Rn zu stellen. Hierzu
kombinieren wir die längenunabhängige Messbedingung GT (ui + yi) ∈ span {mi} mit der in
Abbildung 1.4 durch die Orthogonalität veranschaulichten Forderung

∥∥∥GT yi∥∥∥2
!= min. Wir

erhalten die Gleichung

GT yi = mT
i G

Tui
mT
i mi

mi −GTui. (3.2)

Für die Verwendung in den Algorithmen definieren wir

qi :=
(
mim

T
i

mT
i mi

− I
)
GTui (3.3)

und können mit der Matrix Q der Spalten qi die Blockbedingung

GTY = Q (3.4)

formulieren.
Die mathematische Literatur ([Kos89, OR70, Sch84, Saa03, DH08, Vog01]) enthält diverse

Methoden zum Lösen nichtlinearer Probleme. Vielfach werden Newton-Methoden eingesetzt.
Wir untersuchen eine derartige Methode zum Lösen der in Y und Γ nichtlinearen Bestim-

mungsgleichung 3.1 in Abschnitt 3.1.
Wir greifen in Unterabschnitt 3.1.1 die Block-Newton-Rayleigh-Quotienten-Iteration von
Hubert Schwetlick (aus [LST98] beziehungsweise [SS01]) auf. Wir werden diese Iteration in
Unterabschnitt 3.1.2 so anpassen, dass die Messinformationen gemäß Gleichung 3.2 genutzt
werden können.

Die erwähnten Newton-Methoden haben gemeinsam, dass in jedem Iterationsschritt für
jeden Näherungseigenwert ein Gleichungssystem mit einer anderen Matrix aus dem Rn×n
gelöst werden muß. Es bietet sich zur Vermeidung dieses numerischen Aufwands an, das
Problem mit Hilfe der Sehnenmethode zu lösen. Diese ist auch als vereinfachtes Newton-
Verfahren oder Chord-Methode bekannt.
Wir setzten diese Idee in Abschnitt 3.2 leicht abgewandelt ein, da die (berandete) Struktur
der auftretenden Gleichungen es ohne deutlichen numerischen Mehraufwand ermöglicht,
einen Teil weiterhin exakt zu lösen. Die aus dieser Idee resultierenden Änderungen der obigen
Algorithmen sind in den Unterabschnitten 3.2.1 und 3.2.2 vorgenommen worden.

Ein anderer Ansatz zum Lösen des Problems aus der Bestimmungsgleichung 3.1 sind
Fixpunkt-Iterationen, die wir in Abschnitt 3.3 behandeln.
In der Arbeit [SW80] haben H. J. Symm und J. H. Wilkinson eine Fixpunktiteration für ein
approximatives Eigenpaar eines speziellen Eigenwertproblems erklärt, für die geometrische
Konvergenz gezeigt werden kann. Wir haben diese Iteration an das allgemeine Eigenwert-
problem angepaßt und für die gleichzeitige Iteration mehrerer approximativer Eigenpaare —
ähnlich wie in der Arbeit [DMW83] (hier als numerisch stabile Implementation der Newton-
Methode bezeichnet) von J. J. Dongarra, C. B. Moler und J. H. Wilkinson — verallgemeinert.
Weiterhin wird die ursprünglich für eine Vektorkomponente enthaltene Normierungsbedin-
gung so generalisiert, dass allgemeine Bedingungen, die sich als inneres Produkt schreiben
lassen, eingebracht werden können.
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Wir werden je nach Anzahl der Vorinformationen entweder einen eindeutigen Fall wie in
Unterabschnitt 3.3.1 oder wie in Unterabschnitt 3.3.2 einen überbestimmten betrachten.

Bei den hier erwähnten nicht Newton’-schen Methoden fällt auf, dass die Resultate jeweils
in einem rationalen Krylov-Raum (wie von Axel Ruhe in seinen diversen Arbeiten eingeführt)
liegen. Es werden in jedem Iterationsschritt etliche neue Suchrichtungen bestimmt — aber
außer einer ausgewählten Linearkombination werden alle anderen verworfen. In Abschnitt 3.4
gehen wir darauf ein, die berechneten Richtungen weiter zu nutzen. Derartige Methoden sind
Verallgemeinerungen des sogenannten Arnoldi- (siehe [Arn51]) oder des Lanczos-Verfahrens
(siehe [Lan50]).
Wir werden in Unterabschnitt 3.4.2 einen Algorithmus für Block-Rationale-Krylov-Räume
formulieren. Es zeigt sich zudem in Unterabschnitt 3.4.3, dass wir mit der Idee, die zu
erhaltenden Richtungen mit Hilfe der vorliegenden Messinformationen auszuwählen, eine
neue Lock-and-Purge-Strategie1 für Blöcke definieren können.

3.1 Block-Newton-Iteration
In diesem Abschnitt werden zwei verschiedene Newton-Verfahren zum Lösen der Gleichung
3.1 nach dem gesamten Block Y und Γ — sogenannte Block-Newton-Verfahren — eingesetzt.
Entsprechend der Grundidee von Newton-Methoden wird die Gleichung bei U und Ξ
linearisiert; der quadratische Term Y Γ wird vernachlässigt.
Das Verfahren in Unterabschnitt 3.1.1 ist aus diversen Veröffentlichungen (siehe dort

angeführte Referenzen) bekannt, während das Verfahren aus dem Unterabschnitt 3.1.2 hier
neu eingeführt wird.

3.1.1 Die Methode nach Schwetlick
Dieses Verfahren ist als Block-Rayleigh-Quotienten-Iteration bekannt, da das Verfahren auch
als Minimierung der Rayleigh-Quotienten verstanden werden kann.
Die Verwendung dieses Verfahrens scheint vielversprechend zu sein. In [Fat98] zeigt Jean-
Luc Fattebert lokal quadratische Konvergenz. Hubert Schwetlick gelingt es auf Basis der
Verallgemeinerung nach [LST98] kubische Konvergenz (vgl. gewöhnliche Newton-Verfahren)
zu zeigen2.

Wir wandeln das gegebene Verfahren für das allgemeine Eigenwertproblem aus Gleichung
2.1 ab. Wir benötigen hierzu die
Definition 6 (allgemeine Winkelmessung):
Zu zwei B-orthogonalen Matrizen U ∈ Rn×` und V ∈ Rn×` und einer zu V B-orthogonalen
Matrix W ∈ Rn×(n−`) :

[
V W

]T
B
[
V W

]
= I ∈ Rn×n definieren wir

sinB ^ (U, V ) :=
∥∥∥UTBW∥∥∥

2
.

Anmerkung: Wenn wir auf die Matrizen U , V und W die Transformationen
anwenden, mit denen das Eigenwertproblem Av = Bvλ in das spezielle Eigen-
wertproblem Ãṽ = ṽλ überführt wird, erhalten wir die (euklidisch-)orthogonalen

1Mit solchen Methoden wird die Größe der Iterationsbasis handhabbar gehalten.
2Details sind dem Vortrag [SS01] des GAMM-Workshops „Numerical Linear Algebra 2001“ in Berlin zu
entnehmen.
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Matrizen Ũ = B
1
2U , Ṽ = B

1
2V und W̃ = B

1
2W . Betrachten wir nun den

definierten Ausdruck, so erhalten wir

sinB ^ (U, V ) =
∥∥∥ŨT W̃∥∥∥

2
= sin^

(
Ũ , Ṽ

)
.

Der zu dem Sinuswert aus Definition 6 gehörige Winkel ^ (U, V ), ist gleich
dem Winkel zwischen den für das spezielle Eigenwertproblem transformierten
Spaltenvektoren in U und V .

Die Gleichung 3.1 soll mittels einer Newton-Methode in den Unbekannten Y und Γ gelöst
werden. Wie in den genannten Artikeln sollen die verbesserten Vektoren U + Y eine Nor-
mierungsbedingung — hier W TB (U + Y ) = I — für ein gegebenes W ∈ Rn×` erfüllen. Es
ergeben sich die Gleichungen

AY −BY Ξ −BUΓ = −AU +BUΞ (3.5)
W TBY = I −W TBU (3.6)

die ein Sylvestersystem3 in Y sind. Mit den Annahmen, dass Ξ diagonal ist und dass
die Spalten von U bereits die Normierungsbedingung (W TBU = I) erfüllen, können die
Gleichungen 3.5 und 3.6 für alle Spalten i = 1, . . . , ` als[

A−Bµi −BU
W TB 0

](
yi
γi

)
=
(
− (A−Bµi)ui

0

)
(3.7)

gelesen werden. Diese Gleichungssysteme sind, sofern die Schurkomplemente

K := W TB (A−Bµi)
−1BU

regulär sind, eindeutig lösbar. Wir nehmen an, dass sich die Näherungen U ∈ Rn×` der
gesuchten Eigenvektoren V1 ∈ Rn×` : V T

1 BV1 = I mit den verbleibenden Eigenvektoren
V2 ∈ Rn×(n−`) : V T

2 BV2 = I, einer regulären Matrix X ∈ R`×` und einer Matrix F ∈
R(n−`)×` = V T

2 BU als
U = V1X + V2F (3.8)

schreiben lassen. Mit den Diagonalmatrizen D1 und D2 der jeweils zu V1 und V2 zugehörigen
Eigenwerte gilt dann

K = W TBV1 (D1 − µiI)−1X +W TBV2 (D2 − µiI)−1 F.

Isolieren wir nun V1 in Gleichung 3.8 und setzen dies ein, erhalten wir

K =W TBUX−1 (D1 − µiI)−1X +W TBV2 (D2 − µiI)−1 F

−W TBV2FX
−1 (D1 − µiI)−1X.

Mit der Normierungsannahme W TBU = I erhalten wir

K =X−1 (D1 − µiI)−1X

+W TBV2

(
(D2 − µiI)−1 F − FX−1 (D1 − µiI)−1X

)
.

3Ein Problem in X der Form AX +XB = C wird Sylvestersystem genannt.
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Wir klammern aus und gelangen zu der Darstellung

K =
(
I +W TBV2

(
(D2 − µiI)−1 FX−1 (D1 − µiI)X − F

))
X−1 (D1 − µiI)−1X.

Mit δ :=
∥∥∥(D1 − µiI)−1

∥∥∥
2

=
∥∥∥X−1 (D1 − µiI)−1X

∥∥∥
2
, γ := 1

‖(D2−µiI)−1‖2
und der Annahme∥∥∥W TBV2

∥∥∥
2
‖F‖2

(
δ
γ + 1

)
< 1 ergibt dies

1∥∥∥K−1
∥∥∥

2

≥ 1
δ

(
1−

∥∥∥W TBV2

∥∥∥
2
‖F‖2

(
δ

γ
+ 1

))
.

Mit Hilfe von Definition 6 gelangen wir zu der anschaulichen Darstellung

1∥∥∥K−1
∥∥∥

2

≥ 1
δ

(
1− sinB ^ (W,V1) sinB ^ (U, V1)

(
δ

γ
+ 1

))
.

Mit der Annahme
sinB ^ (W,V1) sinB ^ (U, V1)

(
δ

γ
+ 1

)
< 1 (3.9)

ist die Existenz von K−1 gesichert. Wir erhalten dann aus Gleichung 3.7 die Lösungen

γi =
(
W TB (A−Bµi)

−1BU
)−1

W TBui

ui + yi = (A−Bµi)
−1BUγi

Im Sinne einer Iteration kann im nächsten Schritt der Vorteil, dass Ξ diagonal ist, jedoch
nicht ausgenutzt werden, da im Allgemeinen die γi auch Außerdiagonalaufdatierungen liefern
werden.
Um dieses Problem zu umgehen, wird in der neu ermittelten Basis U + Y ein Rayleigh-Ritz-
Schritt durchgeführt, wodurch eine neue Diagonalmatrix der approximativen Eigenwerte
entsteht. Insbesondere ist dieser Schritt durch geschickte Nutzung von Γ mit geringem
numerischen Aufwand durchführbar. Dies ist die von Hubert Schwetlick in [LST98] genutzte
Verallgemeinerung.
Lemma 9:
Wir betrachten das Eigenwertproblem aus Gleichung 2.1. Es seien die Spalten von U ∈ Rn×` B-
orthogonale, linear unabhängige Approximationen der Eigenvektoren und die entsprechenden
Einträge der Diagonalmatrix seien Approximationen an die zugehörigen Eigenwerte.
Wird ein Schritt des Verfahrens gemäß Gleichung 3.7 mit der Gewichtung W = U ausgeführt,
so gilt mit der B-orthogonalen QR-Zerlegung ÛR = (U + Y ) der aufdatierten Spalten die
Aussage

ÛTAÛ = RΞR−1 +R−TΓR−1. (3.10)

Anmerkung: Die zu einem Rayleigh-Ritz-Schritt nötige Projektion auf den
Spaltenraum von U + Y ist durch die Identität in Gleichung 3.10 aus Lemma 9
mit geringem numerischen Aufwand (ohne Operationen auf dem Rn) zu ermitteln.

51



Kapitel 3 Iteration

Beweis von Lemma 9:
Für W = U kann A (U + Y ) in der Gleichung

ÛTAÛ = ÛTA (U + Y )R−1

gemäß Gleichung 3.5 ersetzt werden:

ÛTAÛ = ÛT (B (U + Y )Ξ +BUΓ)R−1

= ÛT
(
BÛRΞ +BUΓ

)
R−1

= ÛTBÛRΞR−1 +R−T (U + Y )T BUΓR−1.

Da Û per Konstruktion B-orthogonal ist, ergibt dies zusammen mit der Normierungsbedin-
gung aus Gleichung 3.6 dann

ÛTAÛ = RΞR−1 +R−TΓR−1

�

Wir können den Algorithmus mit dem jeweils i.-ten Einheitsvektor ei wie folgt zusammen-
fassen:

• Starte mit B-orthogonalem U und diagonalem Ξ

• Iteriere bis zur Konvergenz
– HR = BU

– Lösen der Newton-Gleichung für alle i
∗ HL = (A−Bµi)

−1HR

∗ γi =
(
HT
RHL

)−1
ei

∗ ui + yi = HLγi

– Bilden der B-orthogonalen QR-Zerlegung: ÛR = U + Y

– vollständiges Lösen des speziellen Eigenwertproblems (in V und D)(
RΞR−1 +R−TΓR−1

)
V = V D

– Aufdatieren der Näherungen: U ← ÛV , Ξ ← D

3.1.2 Die Methode mit Messinformationen
Das Verfahren in Unterabschnitt 3.1.1 berücksichtigt für die Iteration — zumindest im
ersten Schritt — die Messungen µi der Eigenwerte. Es wird diese Methode hier derart
verallgemeinert, dass auch die Messungen mi der Eigenvektoren berücksichtigt werden.

Die Grundidee ist folgende: Die Normierungsbedingung (in Gleichung 3.6) wird durch die
Messbedingung (Gleichung 3.2) ersetzt.
Wir setzen k ≥ ` und GT (A− µiB)−1BU ∈ Rk×` für alle i spaltenregulär für U ∈ Rn×`

und G ∈ Rn×k voraus.
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3.1 Block-Newton-Iteration

Mit diesen Annahmen wird das Residuum der Gleichung 3.5 in der B−1-Norm4 unter der
Nebenbedingung GTY = Q (aus Gleichung 3.4) minimiert. Mit dem Vektor li der Lagrange-
Parameter erhalten wir für alle i = 1, . . . , ` mit den Abkürzungen Si := (A− µiB) die
Gleichungssysteme SiB

−1Si −SiU G

−UTSi UTBU 0
GT 0 0


yiγi
li

 =

−SiB
−1Siui

UTSiui
qi

 .
Diese können äquivalent auch als Si −BU BS−1

i G

−UTSi UTBU 0
GT 0 0


yiγi
li

 =

 −SiuiUTSiui
qi


dargestellt werden. Durch Blockelimination können die Gleichungen mit den Spaltenvektoren

mαi := mmT

mTm
GTui, i = 1, . . . , `

in I −S−1
i BU S−1

i BS−1
i G

0 0 UTBS−1
i G

0 GTS−1
i BU −GTS−1

i BS−1
i G


yiγi
li

 =

−ui0
mαi

 (3.11)

überführt werden.
Es bietet sich an, eine Fallunterscheidung anhand der Einträge der zweiten Matrix-Zeile
durchzuführen:

1. GTS−1
i BU regulär, k = `:

Es folgt direkt, dass alle Lagrange-Parameter li = 0 sein müssen und Gleichung 3.5
exakt erfüllt werden kann. Die zweite Zeile und dritte Spalte kann gestrichen werden
und es bleibt das Problem[

I −S−1
i BU

0 GTS−1
i BU

](
yi
γi

)
=
(
−ui
mαi

)

mit den Lösungen

γi =
(
GTS−1

i BU
)−1

mαi

ui + yi = S−1
i BUγi.

2. GTS−1
i BU (nur) spaltenregulär, k > `:

Das Gleichungssystem muss vollständig gelöst werden; die Lösung minimiert die Norm
des Residuums aus Gleichung 3.5.

4Die Wahl dieser Norm ergibt sich durch den Vergleich mit einem Residuenvektor eines speziellen Eigen-
wertproblems.
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Mit der Abkürzung H :=
(
GTS−1

i BS−1
i G

)−1
(die nach dem Interlacing-Theorem

existiert, da G spaltenregulär und S−1
i BS−1

i symmetrisch positiv definit ist) erhalten
wir durch Umschreiben der ersten Unbekannten zu ui + yi aus Gleichung 3.11 dannI −S−1

i BU S−1
i BS−1

i G

0 0 UTBS−1
i G

0 GTS−1
i BU −H−1


ui + yi

γi
li

 =

 0
0
mαi

 . (3.12)

Wir nutzen die Abkürzungen Hl := S−1
i BU und Hr := HT

l GHG
T . Nach einem Gauss-

Schritt erhalten wirI −Hl S−1
i BS−1

i G
0 HrHl 0
0 −HGTHl I


ui + yi

γi
li

 =

 0
HrB

−1Gmαi

−Hmαi

 .
Da HrHl nach analoger Begründung wie oberhalb für H regulär ist, führt dies zu den
Lösungen Hl (HrHl)

−1HrB
−1Gmαi − S−1

i BS−1
i Gli

(HrHl)
−1HrB

−1Gmαi

HGT
(
Hl (HrHl)

−1Hr − I
)
B−1Gmαi

 =

ui + yi
γi
li

 .
Notiert man Hl (HrHl)

−1Hr und S−1
i BS−1

i GHGT als die schiefwinkligen Projektoren
P und Q, so lesen sich die Lösungen alsui + yi

γi
li

 =

I − (I −Q) (I − P)
(HrHl)

−1Hr

HGT (P − I)

B−1Gmαi.

Wir zeigen als nächstes, wie auch hier für die Iteration die Verallgemeinerungsidee mit
geschickter (numerisch günstiger) Rayleigh-Ritz-Methode angewandt werden kann. In diesem
Fall ist eine Galerkin-Bedingung nötig, die Orthogonalität des Residuums auf einem vom
Ansatzraum verschiedenen Raum fordert.

Sei zunächst Q := Mα −GTU die Matrix der verbleibenden Messinformationen und F die
aus den Spalten

fi := S−1
i Gli, i = 1, . . . , `

gebildete Matrix.
Mit einer GGT -orthogonalen Zerlegung5 ÛR = U + Y, ÛTGGT Û = I, die existiert, wenn
GT (U + Y ) spaltenregulär6 ist, ergibt dies

ÛTGGTB−1AÛ = ÛTGGTB−1A (U + Y )R−1.

Durch Nutzen der ersten Zeile aus Gleichung 3.12 erhalten wir

ÛTGGTB−1AÛ = ÛTGGTB−1 (B (U + Y ) (Ξ + Γ)−BY Γ−BF )R−1

5Die Zerlegung ist vergleichbar mit einer QR-Zerlegung.
6Dann sind die Vektoren GT (ui + yi) , i = 1, . . . , ` linear unabhängig.
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und nach Ausmultiplizieren und Nutzen der speziellen Orthogonalität von Û ergibt dies

ÛTGGTB−1AÛ = R (Ξ + Γ)R−1 −R−TMT
α

(
QΓ +GTF

)
R−1.

Die Berechnung des vorderen Terms ist mit nur geringem numerischen Aufwand verbunden, da
die auftretenden Matrizen lediglich aus R`×` sind. Der vordere Summand des hinteren Terms
ist nur im ersten Iterationsschritt präsent — da in den weiteren Schritten GTY = Q = 0
gilt. Im Fall k = ` ist F = 0 und somit entfällt der letzte Summand. Ansonsten ist dieser zu
ermitteln.
Insofern legt dies die Rayleigh-Ritz-Approximation nahe, Vektoren ũ in dem Spaltenraum
von Û und passende Eigenwertapproximationen µ̃ zu suchen, deren Residuum Aũ− Bũµ̃
bezüglich GGTB−1 zu Û orthogonal ist.
Die ungewöhnliche Zerlegung ist der B-orthogonalen Zerlegung sehr ähnlich, da GGT =
B

1
2
(
B−

1
2GGTB−

1
2
)
B

1
2 gilt und der eingeklammerte Ausdruck lediglich ein Projektor ist.

Nun können wir auch für Messnebenbedingungen anstelle der Normierung einen Algorith-
mus formulieren:

• Starte mit B-orthogonalem U und diagonalem Ξ

• Bestimmen von Mα und Q

• Iteriere bis zur Konvergenz
– Lösen der Newton-Gleichung für alle Spalten i
∗ γi, ui und li bestimmen
∗ i. Spalte fi = (A−Bµi)

−1Gli von F errrechnen
– Bilden der GGT -orthogonalen QR-Zerlegung: ÛR = U + Y

– Lösen des speziellen Eigenwertproblems

[V,D] = eig
(
R (Ξ + Γ)R−1 −R−TMT

α

(
QΓ +GTF

)
R−1

)
– Aufdatieren der Näherungen: U ← ÛV , Ξ ← D

• nach dem ersten Schritt Q = 0 setzen (bzw. in den folgenden Schritten nicht mehr
berücksichtigen)

3.2 Die Chord-Methoden
Die Methoden aus Abschnitt 3.1 haben einen wesentlichen Punkt gemeinsam: In jedem
Iterationsschritt wird für jede Spalte wieder ein (in der Regel) neues Gleichungssystem
gelöst. Die Vermutung liegt nahe, dass bei hinreichend guten Näherungen der Eigenwerte
der numerische Aufwand nicht gerechtfertigt ist.
Die sogenannte Chord-Methode7 vereinfacht die Newton-Iteration, indem die Inverse der
Ableitung nur zum Iterationsstart ermittelt wird. Alle weiteren Schritte werden mit dieser
iteriert (entspricht schrittweise der gleichen Steigung — wie im Sehnenverfahren).

7Eindimensional ist diese Methode genau das sogenannte Sehnenverfahren.
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Wir verwenden diese Grundidee hier, um die Algorithmen aus Abschnitt 3.1 abzuwandeln.
Da in beiden Algorithmen die (vom Spaltenindex i abhängige) Systemmatrix A − µiB
berandet auftaucht, wird die Chord-Methode insofern verallgemeinert, als dass nur die
Systemmatrix nicht neu ermittelt wird — die in der Matrix auftretenden Berandungen
werden in jedem Schritt aufdatiert.

3.2.1 Die Chord-Schwetlick-Methode

In Unterabschnitt 3.1.1 ist das Problem bereits blockweise gelöst worden. An dieser Stelle
wird nun lediglich die Systemmatrix nicht mit iteriert. Dies zieht jedoch die Konsequenz mit
sich, dass die aufdatierten Eigenwertnäherungen (außer für das Ergebnis bei Konvergenz)
nicht verwendet werden. Insofern ist dies eher eine abgewandelte Block-Inverse-Iteration.

• Starte mit B-orthogonalem U und diagonalem Ξ

• Ermittle für alle i eine Zerlegung Zi von A−Bµi

• Iteriere bis zur Konvergenz
– HR = BU

– Lösen der Newton-Gleichung ∀ Spalten i
∗ HL = Z−1

i HR

∗ γi =
(
HT
RHL

)−1
HT
Rui

∗ ui + yi = HLγi

– Aufdatieren der Näherungen: U ← U + Y

• Bilden der B-orthogonalen QR-Zerlegung: ÛR = U

• Lösen des speziellen Eigenwertproblems

[V,D] = eig
(
RΞR−1 +R−TΓR−1

)
• Aufdatieren der Näherungen: U ← ÛV , Ξ ← D

3.2.2 Die Chord-Block-Newton-Methode mit Messungen

Wir verwenden die Blocklösungen aus Unterabschnitt 3.1.2 und iterieren mit spaltenweise kon-
stanter Systemmatrix. Wie in Unterabschnitt 3.2.1 kann die Lösung des Eigenwertproblems
entfallen. Dies ergibt zusammengefasst diesen Algorithmus:

• Starte mit B-orthogonalem U und diagonalem Ξ

• Bestimmen von Mα und Q

• Ermittle für alle i eine Zerlegung Zi von A−Bµ
(0)
i

• Ermittle für alle i die Hilfsmatrix Hi = Z−1
i BZ−1

i G
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• Ermittle für alle i die Hilfsmatrix hi =
(
GTHi

)−1

• Iteriere bis zur Konvergenz
– Lösen der Newton-Gleichung für alle Spalten i
∗ HL = Z−1

i BU

∗ HR = HT
LGhiG

T

∗ γi = (HRHL)−1HT
LGhimα

∗ li = hiG
THLγi − himα

∗ ui + yi = HLγi −Hil

– Aufdatieren der Näherungen: U ← U + Y

– nach dem ersten Schritt Q = 0 setzen (bzw. in den folgenden Schritten nicht mehr
berücksichtigen)

• Bilden der GGT -orthogonalen QR-Zerlegung: ÛR = U

• Bilden von F aus allen Spalten fi = Z−1
i Gl

• Lösen des speziellen Eigenwertproblems

[V,D] = eig
(
R (Ξ + Γ)R−1 −R−TMT

α

(
QΓ +GTF

)
R−1

)
• Aufdatieren der Näherungen: U ← ÛV , Ξ ← D

3.3 Fixpunktiteration
Die bisher betrachteten Methoden aus Abschnitt 3.1 und Abschnitt 3.2 berücksichtigen
jeweils nur einen linearisierten Anteil der Gleichung 3.1. In diesem Abschnitt hier soll nun
auch der nichtlineare Teil berücksichtigt werden.
Wir gehen zu diesem Zweck wie in den Arbeiten [SW80] und [DMW83] vor: Die in den
Unbekannten nichtlineare Matrix-Gleichung über mehrere Spalten (also einen Block) wird
mit Hilfe einer Fixpunktiteration gelöst.
Wir haben dieses Vorgehen an das allgemeine Eigenwertproblem angepasst und so ver-

allgemeinert, dass anstelle der sonst enthaltenen Normierungskriterien auch vorliegende
Messungen von Eigenpaaren genutzt werden können.
Wir gehen von Gleichung 3.1 aus und sortieren diese nach linearem Auftreten der Unbe-

kannten Y und Γ. Wir erhalten

AY −BY Ξ −BUΓ = BUΞ −AU +BY Γ.

Unter Berücksichtigung der Messbedingung aus Gleichung 3.2 mit den Spalten qi der Matrix
Q aus Gleichung 3.3 erhalten wir das für k > l überbestimmte Gleichungssystem[

A−Bµi −BU
GT O

](
y

(p+1)
i

γ
(p+1)
i

)
=
(
− (A−Bµi)ui

qi

)
+
(
BY (p)γ

(p)
i

0

)
(3.13)
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in Iterationsform über den Index p.
Die Gleichung 3.13 ist für alle Spalten i zu erfüllen und besteht jeweils aus n+ k skalaren
Gleichungen für n+ ` skalare Unbekannte.
Wie bereits bei den Newton-Methoden unterscheiden wir den Fall k = `, den wir in

Unterabschnitt 3.3.1 behandeln, und den Fall k > `, dem wir uns in Unterabschnitt 3.3.2
widmen.

3.3.1 Verallgemeinerung der Normierung durch Messinformationen
In diesem Unterabschnitt betrachten wir die Lösungen von Gleichung 3.13 für k = `. Mit
Si := (A− µiB)−1B ist dieser Fall für reguläre GTSiU eindeutig bestimmt; dies kann mittels
der Forderung aus Gleichung 3.9 gesichert werden.

Anmerkung: Sofern die Messvektoren mi, i = 1, . . . , ` linear unabhängig sind,
können wir die Messung als Verallgemeinerung der Normierung betrachten.

Die Lösung des Problems lautet

γ
(p+1)
i =

(
GTSiU

)−1 (
qi +GT

(
ui − SiY (p)γ

(p)
i

))
=
(
GTSiU

)−1 (
mαi −GTSiY (p)γ

(p)
i

)
ui + y

(p+1)
i =Si

(
Y (p)γ

(p)
i + Uγ

(p+1)
i

)
.

Mit diesen Gleichungen können somit alle Spalten der gesuchten Aufdatierungsmatrizen
Y und Γ schrittweise ermittelt werden. Wir gehen davon aus, dass die in U enthaltenen
Startnäherungen bestmöglich sind, und initialisieren die Aufdatierungen mit Y = 0 und
Γ = 0.
Da die Si unabhängig von dem Iterationsindex p sind, bietet es sich an, diese in jedem

Schritt benötigten Matrizen vorab zu zerlegen, um den numerischen Aufwand gering zu
halten.

Konvergenz der Fixpunkt-Iteration

In [SW80] wird ein Beweis geführt, der zeigt, dass die Fixpunkt-Iteration für die Lösung
der dortigen Matrix-Gleichung (zur Berechnung eines invarianten Unterraums) geometrisch
konvergiert.
Wir verallgemeinern diesen Beweis für das zu lösende Problem in[

A−Bµi −BU
GT O

](
y

(p+1)
i

γ
(p+1)
i

)
=
(
− (A−Bµi)ui

qi

)
+
(
BY (p)γ

(p)
i

0

)
. (3.14)

Mit Hilfe der Abkürzung ri := − (A−Bµi)
(
ui +B−1Gqi

)
und einer Koordinatentransfor-

mation überführen wir das Problem in die Form[
A−Bµi −BU
GT O

](
y

(p+1)
i −B−1Gqi

γ
(p+1)
i

)
=
(
ri
0

)
+
(
BY (p)γ

(p)
i

0

)
. (3.15)

Diese bietet den Vorteil, dass die untere Blockzeile eine homogene Nebenbedingung darstellt,
so dass wir das folgende Lemma 10 nutzen können.
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Anmerkung: Die Koordinatentransformation kann anschaulich gedeutet werden:
Es wird ein Teil der Aufdatierung y(p+1)

i schon vor der Rechnung an ui angebracht.
Dieser Teil lautet B−1Gqi und sorgt dafür, dass die verbleibende Aufdatierung
y

(p+1)
i −B−1Gqi verschwindend unter der Messmatrix G gewählt werden kann.
Gemäß der Definition aus Gleichung 3.3 sind die qi ohnehin sehr klein, wenn
die Anfangsapproximationen ui gut mit der Messbedingung übereinstimmen.
Weiterhin erhalten wir durch Einsetzen

ui +B−1Gqi =
(
I −B−1GGT

)
ui +B−1Gmαi

und können daraus erkennen, dass mit diesem Schritt lediglich derartige Korrek-
turen an ui angebracht werden, durch die die Messbedingung erfüllt wird. Die
nicht messbaren Richtungen in ui bleiben unverändert.
Mit dieser Erklärung ist zu erkennen, dass ui +B−1Gqi bei hinreichend guten
Messinformationen eine gute Approximation an die gesuchte Eigenrichtung ist.
Damit wird ‖ri‖B−1 ebenfalls klein sein.

Lemma 10:
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem[

S N

GT 0

](
x
y

)
=
(
c
0

)
(3.16)

mit S ∈ Rn×n, N ∈ Rn×m und G ∈ Rn×m, wobei rang (G) = m = rang (N) gelte. Mit
B ∈ Rn×n sei weiterhin GTB−1G = I erfüllt. Dazu sei x ∈ Rn, c ∈ Rn und y ∈ Rm. Das in
Gleichung 3.16 genannte Gleichungssystem ist mit h := x+B−1Gy äquivalent zu[

S
(
I −B−1GGT

)
+NGT

GT

]
h =

(
c
y

)
.

Anmerkung: Sofern GTS−1N regulär ist, existiert für symmetrische B die Inverse
von S

(
I −B−1GGT

)
+NGT und wir können

h =
(
S
(
I −B−1GGT

)
+NGT

)−1
c

ermitteln. Wir erhalten dann y = GTh und x = −B−1Gy.
Die Existenzbehauptung folgt aus diesen Schlüssen: Sofern

S
(
I −B−1GGT

)
+NGT

regulär ist, ist auch

SB−
1
2
(
I −B−

1
2GGTB−

1
2
)

+NGTB−
1
2

regulär. Äquivalent ist dann auch

SB−
1
2
(
I −B−

1
2GGTB−

1
2
)
B−

1
2ST +N GTB−

1
2B−

1
2G︸ ︷︷ ︸

I

NT
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invertierbar. Die beiden Summanden sind symmetrisch positiv semidefinit. An-
genommen, die Summe wäre singulär, so müsste ein 0 6= x ∈ Rn existieren, mit
dem

xTSB−
1
2
(
I −B−

1
2GGTB−

1
2
)
B−

1
2STx+ xTNNTx

verschwindet. Aus dem ersten Summanden folgt, dass ein 0 6= h ∈ Rm existieren
muss, mit dem dann STx = Gh gilt. Damit auch der zweite Summand verschwin-
den könnte, müsste das Produkt GTS−1N singulär sein — und dies ist durch die
Regularitätsforderung ausgeschlossen.

Beweis von Lemma 10:
Es gilt

GTx = 0⇔ B−1GGTx = 0⇔
(
I −B−1GGT

)
x = x.

Somit kann das Gleichungssystem[
S N

GT 0

](
x
y

)
=
(
c
0

)

äquivalent in [
S
(
I −B−1GGT

)
N

GT 0

](
x
y

)
=
(
c
0

)

umgeformt werden. Mit der Voraussetzung GTB−1G = I ergibt dies[
S
(
I −B−1GGT

)
NGT

GT 0

](
x

B−1Gy

)
=
(
c
0

)
.

Nach Addition von S
(
I −B−1GGT

)
B−1Gy = 0 in der ersten Zeile erhalten wir[

S
(
I −B−1GGT

)
NGT

GT 0

](
x+B−1Gy
B−1Gy

)
=
(
c
y

)
.

Wegen GTx = 0⇔ NGTx = 0 gilt auch[
S
(
I −B−1GGT

)
NGT

GT 0

](
x+B−1Gy
x+B−1Gy

)
=
(
c
y

)
.

Mit h = x+B−1Gy erhalten wir die äquivalente Darstellung[
S
(
I −B−1GGT

)
NGT

GT 0

](
h
h

)
=
(
c
y

)

und durch Zusammenfassen dann[
S
(
I −B−1GGT

)
+NGT

GT

]
h =

(
c
y

)
.

�
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Wir nutzen Lemma 10 und schreiben für alle n die Gleichungen 3.15 mit jeweils nur einer
unbekannten Variablen

h
(n)
i := y

(n)
i −B−1Gqi +B−1Gγ

(n)
i ∈ Rn

und den Gleichungen
GTh

(n)
i = γ

(n)
i .

und (
I −B−1GGT

)
h

(n)
i = y

(n)
i −B−1Gqi. (3.17)

Wir erhalten damit die Gleichung(
(A−Bµi)

(
I −B−1GGT

)
−BUGT

)
h

(p+1)
i = ri +BY (p)γ

(p)
i . (3.18)

Fassen wir die so gebildeten Vektoren h(p)
i zu einer Matrix

H(p) :=
[
h

(p)
1 . . . h

(p)
`

]
zusammen, erfüllt diese mit Q aus Gleichung 3.4

Y (p) =
(
I −B−1GGT

)
H(p) +B−1GQ.

Wir schreiben die Iterationsmatrizen als

Ci := (A−Bµi)
(
I −B−1GGT

)
−BUGT .

Gemäß der Anmerkung zu Lemma 10 werden diese Ci durch die Forderung, dass die Matrizen
GTSiU regulär sind, invertierbar sein.

Anmerkung: Sofern der Spaltenraum von U gute Approximationen an die
gesuchten Eigenrichtungen zu µi enthält, kann dies wohl angenommen werden:
Die „fast-Singularität“ in A−Bµi wird durch BUGT sozusagen regularisiert.

Mit der Matrix H(p) kann die Gleichung 3.18 dann als

Cih
(p+1)
i = ri +B

((
I −B−1GGT

)
H(p) +B−1GQ

)
GTh

(p)
i

notiert werden.
Zur genaueren Analyse benötigen wir weitere Abkürzungen:

εiρi := C−1
i ri mit ρi ∈ Rn : ‖ρi‖B = 1, εi > 0

κi :=
∥∥∥B 1

2C−1
i B

1
2

∥∥∥
2

Υi := ‖qi‖2
ε := max

i
εi (3.19)

κ := max
i
κi (3.20)

Υ := max
i

Υi (3.21)

~(p) := max
i

∥∥∥h(p)
i

∥∥∥
B

(3.22)

Für die Abschätzungen der auftretenden Matrizen benötigen wir
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Lemma 11 (Idee aus [HJ85] Seiten 313 und 314):
Sei A ∈ Rn×` und ai ∈ Rn, i = 1, . . . , ` ihre Spaltenvektoren, so gilt

‖A‖2 ≤
√
`max

i
‖ai‖2 .

Beweis von Lemma 11:
Es gilt

‖A‖2 = max
v 6=0

‖Av‖2
‖v‖2

= max
v 6=0

‖
∑
i aivi‖2
‖v‖2

.

Wir nutzen die Dreiecksungleichung und erhalten

‖A‖2 ≤ max
v 6=0

∑
i ‖aivi‖2
‖v‖2

= max
v 6=0

∑
i ‖ai‖2 |vi|
‖v‖2

≤ max
v 6=0

max
j

∥∥∥aj∥∥∥2

∑
i |vi|
‖v‖2

.

Sei nun
s := sgn (v) ∈ R`

der Vorzeichenvektor von v, so gilt

‖A‖2 ≤ max
j

∥∥∥aj∥∥∥2
max
v 6=0

sT v

‖v‖2

und wir erhalten mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

‖A‖2 ≤ max
j

∥∥∥aj∥∥∥2
max
v 6=0

‖s‖2 ‖v‖2
‖v‖2

= max
j

∥∥∥aj∥∥∥2
‖s‖2 ≤

√
`max

j

∥∥∥aj∥∥∥2
.

�

Es gilt definitionsgemäß ∥∥∥H(p)
∥∥∥
B,2

=
∥∥∥B 1

2H(p)
∥∥∥

2

und daraus nach Lemma 11∥∥∥H(p)
∥∥∥
B,2
≤
√
`max

i

∥∥∥B 1
2h

(p)
i

∥∥∥
2

=
√
`~(p). (3.23)

Für die Iteration gilt dann

h
(p+1)
i = εiρi + C−1

i B
((
I −B−1GGT

)
H(p) +B−1GQ

)
GTh

(p)
i . (3.24)

Mit den Startdaten H(0) = 0 kann nun die Iteration ausgeführt werden.
Um die Konvergenz dieser Iteration zu zeigen, beweisen wir in Satz 6 zunächst die Existenz
einer Schranke für

∥∥∥h(p)
∥∥∥
B
.

Satz 6:
Es seien die Voraussetzungen aus Unterabschnitt 3.3.1 erfüllt. Wir nutzen die Abkürzungen
aus Gleichung 3.19, Gleichung 3.20 und Gleichung 3.21. Die Ausdrücke

c1 := 1− κΥ
√
`
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3.3 Fixpunktiteration

und

c2 := κ
√
`ε(

1− κΥ
√
`
)2 = κ

√
`ε

c2
1

mögen sowohl
0 < c1 ≤ 1

als auch
c2 <

1
4

erfüllen. Sei hierzu α die kleinere Lösung von

α = (1 + c2α)2 (3.25)

so erfüllen die gemäß Gleichung 3.24 iterierten Variablen die Abschätzung

∥∥∥h(p)
i

∥∥∥
B
≤ ε
√
α

c1
. (3.26)

Anmerkung: Die Voraussetzung an c1 führt grob gesprochen zu lokaler Kon-
vergenz: Die enthaltenen Konstanten sind ein Maß für die Güte der Startdaten
in U und Ξ. Sind diese gut genug, das bedeutet dicht genug an den gesuchten
Eigenpaaren, so konvergiert das Verfahren.

Beweis von Satz 6:
Wir beweisen zunächst durch Induktion, dass∥∥∥h(p)

i − εiρi
∥∥∥
B
≤ ε

c1
(1− c1 + αc2) (3.27)

gilt. Wir beginnen bei p = 0 mit den Startdaten H(0) = 0 und erhalten aus Gleichung 3.24

h
(1)
i = εiρi.

Hiermit ist die Behauptung in Gleichung 3.27 für den ersten Iterationsschrittes erfüllt; dies
ist der Induktionsanfang.
Wir zeigen nun, dass aus der Aussage in Gleichung 3.27 für p = n die Aussage für p = n+ 1
folgt. Zunächst erhalten wir aus der Dreiecksungleichung∥∥∥h(n)

i

∥∥∥
B
≤ ε

c1
(1− c1 + αc2) + ε = ε

c1
(1 + αc2) .

Mit Gleichung 3.25 ergibt dies ∥∥∥h(n)
i

∥∥∥
B
≤ ε

c1

√
α.

Gemäß der Definition aus Gleichung 3.22 gilt dann auch

~(n) ≤ ε

c1

√
α. (3.28)
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gelten. Zusätzlich untersuchen wir nun

d
(n+1)
i :=

∥∥∥h(n+1)
i − εiρi

∥∥∥
B
.

Aus der Bestimmungsgleichung 3.24 erhalten wir

d
(n+1)
i =

∥∥∥C−1
i B

((
I −B−1GGT

)
H(n) +B−1GQ

)
GTh

(n)
i

∥∥∥
B
.

Wir schreiben den Ausdruck zum Vereinfachen der Norm mit Hilfe des orthogonalen Projek-
tors

PG := B−
1
2GGTB−

1
2

als
d

(n+1)
i =

∥∥∥B 1
2C−1

i B
1
2
(
(I − PG)B

1
2H(n) +B−

1
2GQ

)
GTB−

1
2B

1
2h

(n)
i

∥∥∥
2
.

Die Submultiplikativität liefert zusammen mit der Dreiecksungleichung und den Abkürzungen
aus den Gleichungen 3.19, 3.20 und 3.21

d
(n+1)
i ≤ κ

(∥∥∥H(n)
∥∥∥
B,2

+ ‖Q‖2
)∥∥∥h(n)

i

∥∥∥
B
.

Mit Gleichung 3.23 erhalten wir dann

d
(n+1)
i ≤ κ

√
`
(
~(n) + Υ

)
~(n). (3.29)

Wir setzen nun Gleichung 3.28 ein und notieren

d
(n+1)
i ≤ κ

√
`

(
ε2

c2
1
α+ ε

c1

√
αΥ
)

= ε

c1

(
κ
√
`ε

c1
α+ κ

√
`Υ (1 + c2α)

)
.

Durch erneutes Nutzen der eingeführten Werte c1 und c2 erhalten wir

d
(n+1)
i ≤ ε

c1
(c2c1α+ (1− c1) (1 + c2α)) = ε

c1
(1− c1 + c2α)

Wir haben hiermit die Gültigkeit von Gleichung 3.27 bewiesen. Die Aussage des Satzes ist
durch Gleichung 3.28 ebenfalls bewiesen. �

Hiermit gelingt es nun, die Konvergenz von h
(p)
i gegen einen Grenzwert (Vektor) ĥi zu

beweisen.
Satz 7:
Seien die Spalten ui ∈ Rn der Matrix U ∈ Rn×` zusammen mit den Einträgen µi ∈ R der
Diagonalmatrix Ξ ∈ R`×` Näherungen für Eigenpaare des allgemeinen Eigenwertproblems
aus Gleichung 2.1.
Sei weiterhin G ∈ Rn×k eine B−1-orthogonale (Mess-)Matrix und liegen (ggf. fehlerbehaftete)
Messungen der gesuchten Eigenrichtungen vi ∈ Rn in M ∈ Rk×k vor.
Die weiteren Größen c1 ∈ R+, c2 ∈ R+, ε ∈ R+, κ ∈ R+ und Υ ∈ R+ seien wie in Satz 6 und
den Gleichungen 3.19, 3.20 und 3.21 definiert.
Wenn k = ` und die Voraussetzungen von Satz 6 gelten, dann konvergiert die Fixpunkt-
Iteration gemäß Unterabschnitt 3.3.1 im Sinne von

∥∥∥h(n)
i − ĥi

∥∥∥
B

geometrisch mit dem
Konvergenzfaktor

γ = 1− c1
√

1− 4c2

für alle Spalten i gegen die Lösung ĥi.
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Anmerkung: Die Lösungsvektoren ĥi beinhalten gemäß Lemma 10 die Informa-
tionen ŷi und γ̂i für einen invarianten Unterraum von B−1A.

Beweis von Satz 7:
Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird auf den geschriebenen Index i verzichtet. Für zwei
aufeinander folgende Iterationslösungen gilt

h(p+1) =ερ+ C−1B
((
I −B−1GGT

)
H(p) +B−1GQ

)
GTh(p)

h(p) =ερ+ C−1B
((
I −B−1GGT

)
H(p−1) +B−1GQ

)
GTh(p−1).

Somit ergibt sich für die Differenz

δ(p+1) :=h(p+1) − h(p)

durch Einsetzen

δ(p+1) =C−1B
(
I −B−1GGT

) (
H(p)GTh(p) −H(p−1)GTh(p−1)

)
+ C−1GQ

(
h(p) − h(p−1)

)
.

Mit analog definierten Differenzmatrizen

∆(p) := H(p) −H(p−1)

erhalten wir dann

δ(p+1) =C−1B
(
I −B−1GGT

)
((
H(p−1) + ∆(p)

)
GT

(
h(p−1) + δ(p)

)
−H(p−1)GTh(p−1)

)
+ C−1GQδ(p).

Vereinfachen liefert

δ(p+1) = C−1B
(
I −B−1GGT

) (
H(p)GT δ(p) + ∆(p)GTh(p−1)

)
+ C−1GQδ(p).

Betrachten der B-Norm führt dann auf∥∥∥δ(p+1)
∥∥∥
B
≤ κ
√
`
(
~(p) + ~(p−1) + Υ

) ∥∥∥δ(p)
∥∥∥
B
.

Mit Gleichung 3.26 erhalten wir

∥∥∥δ(p+1)
∥∥∥
B
≤ κ
√
`

(
2 ε

√
α

1− κΥ
√
`

+ Υ
)

︸ ︷︷ ︸
=:γ

∥∥∥δ(p)
∥∥∥
B
. (3.30)

Wir benötigen hier eine explizite Darstellung des in Satz 6 genutzten α und ermitteln hierfür

α =
(1−

√
1− 4c2

2c2

)2
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Der Ausdruck in der Klammer ist nach den Voraussetzungen positiv und so setzen wir

√
α =

(1−
√

1− 4c2
2c2

)
in γ aus Gleichung 3.30 ein. Wir nutzen zusätzlich die Definition von c1 und erhalten

γ = 2εκ
√
`

c1

(1−
√

1− 4c2
2c2

)
+ 1− c1.

Mit der Definition von c2 ergibt dies

γ = 2c1c2
1−
√

1− 4c2
2c2

+ 1− c1 = 1− c1
√

1− 4c2.

Gemäß der Voraussetzungen ist dieses γ < 1. Die Korrektur ist also eine geometrische
Nullfolge und somit konvergiert die zugehörige Reihe. �

3.3.2 Lösung des überbestimmten Problems: Es stehen mehr Messpunkte zur
Verfügung, als für die Bestimmung des gesuchten Blocks nötig sind

Der im Vorherigen vorgestellte Algorithmus basiert auf der Annahme, dass die Matrix
GT (A−Bµi)

−1BU für alle i regulär ist. Insbesondere muss somit gelten, dass G und U
gleich viele Spalten haben. Dies ist sicherlich zu restriktiv.
Wir formulieren den Algorithmus hier so um, dass er auch genutzt werden kann, falls
GT (A−Bµi)

−1BU für alle i (nur) spaltenregulär ist.
Auf die Notation der Spaltenindizes verzichten wir aus Gründen der Übersichtlichkeit. Seien

alle Variablen wie in Unterabschnitt 3.3.1 so lösen wir anstelle des sonst überbestimmten
Gleichungssystems 3.14 das Minimierungsproblem

min
γ,y:GT y=q

1
2

∥∥∥∥∥[(A−Bµi) −BU]
(
u+ y
γ

)
−BỸ γ̃

∥∥∥∥∥
2

B−1

mit Nebenbedingungen. Mit den Lagrange-Parametern in dem Vektor l ∈ Rk und der
Abkürzung S := (A−Bµi) lautet die notwendige BedingungSB

−1S −SU G

−UTS UTBU 0
GT 0 0


yγ
l

 =

 SỸ γ̃ − SB−1Su

UTSu− UTBỸ γ̃
q

 . (3.31)

Nach Blockelimination erhalten wir die Darstellung I −S−1BU S−1BS−1G

0 0 UTBS−1G

GT 0 0


yγ
l

 =

S
−1BỸ γ̃ − u

0
q

 (3.32)

und erkennen in der zweiten Zeile, dass falls UTBS−1G regulär ist, der Lagrange-Parameter-
Vektor l = 0 sein muss. Dieser Ansatz beinhaltet den vorherigen, denn durch Streichung
der zweiten Zeile und letzten Spalte ist das verbleibende Gleichungssystem äquivalent zu
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Gleichung 3.14.
Für die algorithmische Analyse hingegen wird Gleichung 3.31 mit den Variablen z :=
y −B−1Gq und r := u+B−1Gq zuSB

−1S −SU G

−UTS UTBU 0
GT 0 0


zγ
l

 =

 SỸ γ̃ − SB−1Sr

UTSr − UTBỸ γ̃
0


umgeformt. Diese Form zeichnet sich durch die homogene Nebenbedingung (in der letzten
Zeile) aus. Durch Einführen einer Hilfsvariable8 h := z + B−1Gl (mit den Eigenschaften
GTh = l ∧

(
I −B−1GGT

)
h = z ) kann das Problem als

SB−1S
(
I −B−1GGT

)
+GGT −SU

−UTS
(
I −B−1GGT

)
UTBU

(h
γ

)
=
(
SỸ γ̃ − SB−1Sr

UTSr − UTBỸ γ̃

)

notiert werden. Das Vorgehen in der Anmerkung zu Lemma 10 zeigt, dass der linke obere
Block der Matrix invertierbar ist, da GTS−1BS−1G regulär ist.
Durch die strukturelle Ähnlichkeit zu Gleichung 3.18 liegt die Vermutung nahe, dass bei
entsprechenden Forderungen an die Matrix der linken Seite, die Iteration konvergieren wird.
Bei Tests konnte diese Konvergenz bisher nicht sichergestellt werden.

3.4 Krylov-Unterraum-Verfahren
Die bisherigen Methoden haben gemein, dass nach jedem Iterationsschritt nur noch die
Lösungen nicht aber die vorherigen Approximationen genutzt werden.
Bei den sogenannten Krylov-Raum-Methoden wird iterativ der Suchraum für die Lösungen
vergrößert. Die Vorteile derartiger Verfahren sind bekannt und sollen auch hier genutzt
werden.

3.4.1 Das rationale Krylov-Verfahren nach Ruhe

Dadurch, dass jedoch unterschiedliche Shifts (die Eigenwertnäherungen) vorliegen, ist das mit
den klassischen Methoden (Arnoldi-Verfahren, Shift-Invert-Verfahren) so nicht möglich. Axel
Ruhe hat in den Veröffentlichungen [Ruh84, Ruh94e, Ruh94d, Ruh95a, Ruh95b, RS98, Ruh98,
Ruh00] die Krylov-Raum-Idee verallgemeinert: Während im klassischen Fall jedes Element
des Krylov-Raumes als ein Polynom in dem Operator über dem Startvektor dargestellt
werden kann, enthält der von Axel Ruhe definierte rationale Krylov-Raum die Elemente, die
durch eine rationale Funktion in dem Operator (mit durch die Shifts vorgegebenen Polen)
dargestellt werden können.
Die wesentliche Erkenntnis dieser Methode ist, dass ein Krylov-Raum über einer geshifteten
inversen Matrix in einen Krylov-Raum über eine anders geshiftete inverse Matrix umgerechnet
werden kann.
Hierdurch erwächst der Vorteil, dass ein bereits aufgebauter Unterraum auch für eine Iteration
mit einem anderen Shift weiter verwendet werden kann.

8Diese Variable ist vergleichbar mit der in Gleichung 3.17.
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3.4.2 Das Block-Rationale-Krylovraum-Verfahren
Informationen liegen häufig nicht nur als Vektor sondern als gesamter Block mehrerer
Vektoren vor — so wie in dieser Arbeit die Matrix U der approximativen Eigenvektoren,
die iterativ verbessert werden sollen. Eine rationale Iteration dafür wäre wünschenswert. In
[EL97] haben Elfadel und Ling versucht, eine derartige Iteration einzuführen. Leider gelingt
dort die Umrechung der Unterrauminformationen nicht, so dass bei einem neuen Shift (siehe
Algorithmus 1 der Arbeit) wieder über der Startblock iteriert wird.
In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Umrechnung durchaus möglich ist. Wir gehen
zunächst davon aus, dass kein „Lucky-Breakdown“9 passiert.
Wir betrachten das Eigenwertproblem aus Gleichung 2.1 mit zusätzlich ` verschiedenen Shifts
µi ∈ R, i = 1, . . . , ` und einem B-orthogonalen Startblock U ∈ Rn×`.
Das Verfahren beginnt wie (siehe [DDRvdV00]) die Block-shift-invert-Arnoldi-Methode.
Nach j Schritten existiert eine B-orthogonale Basis Uj+1 ∈ Rn×(j+1)` und eine oberen
Hessenbergmatrix10 Hj+1,j ∈ R(j+1)`×n`. Mit der Untermatrix Uj ∈ Rn×j`, der vorderen
Spalten von Uj+1 ist die Rekursion

(A− µ1B)−1BUj = Uj+1Hj+1,j (3.33)

erfüllt.
Um diese Informationen für den nächsten Shift µ2 nutzen zu können, wird die Rekursion
umgerechnet.
Satz 8:
Für die Matrizen A,B mit Forderungen wie in Abschnitt 2.1 lasse sich die Rekursion der
Block-invers-geshifteten Arnoldi-Methode mit dem Shift µ1 als

(A− µ1B)−1BUj = Uj+1Hj+1,j

notieren.
Sei weiterhin

Qj+1,j+1Rj+1,j = Kj+1,j

die vollständige QR-Zerlegung von Kj+1,j := Ij+1,j + (µ1 − µ2)Hj+1,j und Pj die Matrix der
akkumulierten zeilenweise aufwärts angewandten Householder-Transformationen mit denen

QTj+1,j+1Hj+1,jR
−1
j,j Pj

obere Hessenberggestalt hat.
Mit

Ũj+1 := Uj+1Qj+1,j+1

[
P 0
0 I

]
und

H̃j+1,j :=
[
P T 0
0 I

]
QTj+1,j+1Hj+1,jR

−1
j,j Pj

9Unter „Lucky-Breakdown“ wird die Situation verstanden, bei der der Algorithmus abbricht, weil bereits
eine Lösung (fast) exakt ermittelt wurde.

10Bei einer Hessenbergmatrix ist maximal das rechte obere Dreieck und die erste Subdiagonale besetzt.
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gilt nun
(A− µ2B)−1BŨj+1 = Ũj+1H̃j+1,j

wobei die Spalten von Ũ den selben Raum aufspannen, wie die Spalten von U .

Anmerkung: Der mit dem Shift µ1 erzeugte rationale Krylov-Raum kann also in
einen zu dem Shift µ2 gehörigen rationalen Krylov-Raum umgerechnet werden.

Beweis von Satz 8:
Es gilt

BUj = (A− µ1B)Uj+1Hj+1,j

und durch beidseitigen Addition von (µ1 − µ2)BUj+1Hj+1,j

BUj + (µ1 − µ2)BUj+1Hj+1,j = (A− µ2B)Uj+1Hj+1,j .

Etwas lesbarer ist die Darstellung

BUj+1

(
Ij+1,j + (µ1 − µ2)Hj+1,j

)
= (A− µ2B)Uj+1Hj+1,j

und mit der Matrix Kj+1,j = Ij+1,j + (µ1 − µ2)Hj+1,j wieder in Shift-Invert-Notation

(A− µ2B)−1BUj+1Kj+1,j = Uj+1Hj+1,j . (3.34)

Hier treten links und rechts obere Hessenbergmatrizen Kj+1,j und Hj+1,j auf. Prinzipiell
können mit deren quadratischen Untermatrizen Kj,j ∈ Rj`×j` und Hj,j ∈ Rj`×j` durch Lösen
des allgemeinen Eigenwertproblems in

Hj,jw = Kj,jwλ

Rayleigh-Ritz-Approximationen zu dem gegebenen Problem ermittelt werden.
Durch folgende Zeilen ist es jedoch möglich, die Rekursion aus Gleichung 3.34 in eine zu
Gleichung 3.33 analoge umzuformen:
Begonnen wird mit einer (vollständigen) QR-Zerlegung von

Kj+1,j = Qj+1,j+1Rj+1,j ,

die eingesetzt dann

(A− µ2B)−1BUj+1Qj+1,j+1

[
Rj,j

0

]
= Uj+1Hj+1,j

liefert. Durch Rechtsmultiplikation mit R−1
j,j (diese Inverse existiert, sofern die Hessenberg-

matrix Kj+1,j unreduziert ist) erhalten wir

(A− µ2B)−1BUj+1Qj+1,j = Uj+1Hj+1,jR
−1
j,j .

Aus der äquivalenten Darstellung

(A− µ2B)−1BUj+1Qj+1,j = Uj+1Qj+1,j+1Q
T
j+1,j+1Hj+1,jR

−1
j,j
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erkennen wir, dass QTj+1,j+1Hj+1,jR
−1
j,j auf obere Hessenberggestalt gebracht werden muss, um

der Struktur von Gleichung 3.33 zu gleichen. Mit Hilfe von zeilenweise aufwärts angewandten
Householder-Transformationen kann dies geschehen. Nur zur Notation werden diese in der
Matrix Pj „gesammelt“, so dass QTj+1,j+1Hj+1,jR

−1
j,j Pj obere Hessenberggestalt hat. Mit

dieser Matrix Pj definieren wir die „neue“ Hessenbergmatrix

H̃j+1,j :=
[
P T 0
0 Ij,j

]
QTj+1,j+1Hj+1,jR

−1
j,j Pj .

Mit Hilfe dieser schreiben wir nun

(A− µ2B)−1BUj+1Qj+1,jP = Uj+1Qj+1,j+1

[
P 0
0 Ij,j

]
H̃j+1,j

so dass mit der „neuen“ B-orthogonalen Basis

Ũj+1 := Uj+1Qj+1,j+1

[
P 0
0 Ij,j

]
dann die gewünschte Form

(A− µ2B)−1BŨj+1 = Ũj+1H̃j+1,j (3.35)

erreicht ist. �

Somit kann die Rekursion aus Gleichung 3.35 mit der Block-shift-invert-Arnoldi-Methode
fortgesetzt werden. Der bereits aufgebaute Krylovraum kann also erweitert, und die bisherigen
Rechenergebnisse können somit weiter verwendet werden.
Die erwähnten Shifts werden gemäß den Messungen (der Eigenwerte) gewählt. Insofern nutzt
die Methode die approximativen Eigenwerte. Die Eigenwertmessungen werden hier nicht
genutzt — werden aber in Unterabschnitt 3.4.3 berücksichtigt.

3.4.3 Lock and Purge
Wie diverse Autoren (zum Beispiel [Jar03]) betonen, ist es bei derartigen Methoden nö-
tig, konvergierte Richtung festzuhalten („locking“) und ungewünschte Richtungen aus der
Iterationsbasis zu entfernen („purging“), da sonst die Basis zu sehr wächst.
Bei Iterationen über einzelne Vektoren wird häufig so vorgegangen, dass hinreichend

konvergierte Richtungen festgehalten werden und nur eine weitere Richtung — die für die
weitere Iteration am meisten Erfolg verspricht — in der Basis belassen wird. Wir übertragen
dies hier auf Blöcke, in dem wir die Vektoren gemäß Ihrer Übereinstimmung mit den
vorliegenden Messungen bewerten.
Wir belassen für jede noch gesuchte Richtung genau den Vektor in der Suchbasis, der am
besten zu den vorliegenden Messdaten passt: Wir bewerten die Übereinstimmung mit Hilfe
des Korrelationskoeffizienten zwischen dem vorliegenden Messdatenvektor m und der zur
ermittelten Approximation y zugehörigen Messungen GT y.
Ausgehend von der Situation mit einer Iterationsbasis aus j Vektoren und bereits d

„gelockten“ Eigenpaaren bei einer Blockgröße b, kann die Arnoldi-Rekursion als

(A− µB)−1BUj = Uj+bHj+b,j (3.36)
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geschrieben werden. Die Hessenbergmatrix Hj+b,j hat mit Ȟ ∈ R(j−d)×(j−d) und ȟ ∈ Rb×(j−d)

die besondere Struktur

Hj+b,j =

Dd,d 0
0 Ȟ

0 ȟ

 . (3.37)

Seien nun in X1 ∈ R(j−d)×g die zu den neu zu lockenden Vektoren zugehörigen Eigenvektoren
von Ȟ und in X2 ∈ R(j−d)×(b−g) die zu den dann fehlenden gesuchten Eigenvektoren
am besten passenden Eigenvektoren von Ȟ notiert. Nun gilt mit den jeweils zugehörigen
Eigenwert-Diagonalmatrizen ρ1 ∈ Rg×g und ρ2 ∈ R(b−g)×(b−g)

Ȟ
[
X1 X2

]
=
[
X1 X2

] [ρ1 0
0 ρ2

]
.

Wir wählen nun mit Z :=
[
Id,d 0 0
0 X1 X2

]
∈ Rj×(d+b)

Ũd+b = UJZ.

Zusammen mit der kompakten QR-Zerlegung

ȟX2 = zh̃, (3.38)

mit der also z ∈ Rb×(b−g) gilt, definieren wir[
ũd+b+1 . . . ũd+2b−g

]
:=
[
uj+1 . . . uj+b

]
z

und nutzen nun für i = 1, . . . , d+ 2b− g die Menge aller Vektoren ũi als neue Basis.
Durch Multiplikation der Rekursion in Gleichung 3.36 mit Z erhalten wir

(A− µB)−1BUjZ = Uj+bHj+b,j .

Mit der Struktur von Hj+b,j aus Gleichung 3.37 gilt dann

(A− µB)−1BŨd+b = Uj+b

Dd,d 0
0 Ȟ

0 ȟ

[Id,d 0 0
0 X1 X2

]
.

Ausmultiplizieren liefert

(A− µB)−1BŨd+b = Uj+b

Dd,d 0 0
0 X1ρ1 X2ρ2
0 ȟX1 ȟX2

 .
Wir können nun zusammen mit der Annahme, dass X1 zu den konvergierten11 Vektoren
gehört (daher folgt ȟX1 = 0 ) und der QR-Zerlegung von ȟX2 nach Gleichung 3.38 auch

(A− µB)−1BŨd+b = Uj+b

Id,d 0 0 0
0 X1 X2 0
0 0 0 z



Dd,d 0 0

0 ρ1 0
0 0 ρ2
0 0 h̃


11Dies kann zur Laufzeit geprüft werden — und insofern kann auch zur Laufzeit entschieden werden, welche

Richtungen konvergiert (also in X1) sind.
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schreiben. Es ergibt sich mit Dd+g,d+g :=
[
Dd,d 0

0 ρ1

]

(A− µB)−1BŨd+b = Ũd+2b−g

Dd+g,d+g 0
0 ρ2
0 h̃

 .
Aus dieser Darstellung können wir mit der neuen Basis Ũ , der neuen Anzahl gelockter
Vektoren d̃ := d+ g, der neuen Basisgröße j̃ := d+ b und der neuen Blockgröße b̃ := b− g
zusammen mit der neuen Hessenbergmatrix

H̃d+2b−g,d+b :=

Dd+g,d+g 0
0 ρ2
0 h̃


mit dem rationalen Block-Krylov-Algorithmus fortfahren (also Shift-Umrechnung und weitere
Block-Arnoldi-Iterationen durchführen).
Zusätzlich können wir, falls der konvergierte Vektor der dichteste am Shift ist, die Idee
aus [ER80] nutzen: Mit sehr geringem Aufwand kann der Lösungsvektor ein weiteres mal
invers iteriert werden — und damit verbessert werden. Wir gehen auf diesen Aspekt in
Unterabschnitt 3.4.4 ein. Diese Verbesserung können wir nicht in den Algorithmus (in
die Basis) einfließen lassen, aber wir können die Richtung als Ergebnis des Verfahrens
präsentieren.
Die hier notierte Hessenbergmatrix beinhaltet einen Diagonalblock. Dieser ist bei der Shift-
Umrechnung (vgl. Satz 8) besonders zu behandeln.
Satz 9:
Es seien A,B ∈ Rn×n Matrizen, die Abschnitt 2.1 genügen. Weiterhin seien Uj+b ∈ Rn×(j+b)

undHj+b,j die Matrizen, die sich aus einer inversen mit µ1 geshifteten Block-Arnoldi-Iteration
ergeben.
Es bezeichne T (◦) die notwendige Transformation der Hessenbergmatrix beim Shiftwechsel
von µ1 nach µ2. Werde nun gemäß Unterabschnitt 3.4.3 ein „Lock-and-Purge“-Schritt
durchgeführt, so gilt:

T
(
H̃
)

=


(
D−1
d+g,d+g + (µ1 − µ2) I

)−1
0

0 T

([
ρ2
h̃

])


Die auf der rechten Seite notierte Transformation kann gemäß Satz 8 ermittelt werden.

Beweis von Satz 9:
Seien in der Matrix V ∈ Rn×d+g die zu Dd+g,d+g ∈ R(d+g)×(d+g) zugehörigen Spalten der
Matrix Uj+b ∈ Rn×j+b, so gilt

(A− µ1B)−1BV = V Dd+g,d+g.

Durch Multiplikation mit A− µ1B erhalten wir

BV = (A− µ1B)V Dd+g,d+g.
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Wir addieren nun auf beiden Seiten BVDd+g,d+g (µ1 − µ2) und erhalten

BVDd+g,d+g (µ1 − µ2) +BV = (A− µ2B)V Dd+g,d+g

Nach Verwendung des Distributivgesetzes ergibt dies

BV
(
Dd+g,d+g (µ1 − µ2) + I

)
= (A− µ2B)V Dd+g,d+g

und wir können durch Multiplikation mit (A− µ2B)−1

(A− µ2B)−1BV = V Dd+g,d+g

(
Dd+g,d+g (µ1 − µ2) + I

)−1

schreiben. Vereinfachen der rechten Seite liefert nun

(A− µ2B)−1BV = V
(
I (µ1 − µ2) +D−1

d+g,d+g

)−1

und beinhaltet somit die Aussage. �

3.4.4 Effiziente Verbesserung
Wir präsentieren hier eine Methode, mit der für einen Näherungsvektor aus dem rationalen
Krylov-Raum zu dem Shift µ ein weiterer Schritt mit um µ geshifteter inverser Iteration
fast ohne numerischen Aufwand ermittelt werden kann. Sofern bekannt ist, dass der zur
approximierten Eigenrichtung zugehörige Eigenwert am dichtesten bei dem gewählten Shift
µ liegt, ist dies eine Verbesserung der Approximation.
Diese Prozedur ist eine Block-Verallgemeinerung der Methode aus [ER80, Abschnitt 3].
Satz 10:
Es seien mit den Matrizen aus Abschnitt 2.1 einige Schritte der um µ geshifteten Block-
inversen Arnoldi-Iteration ausgeführt worden, so dass sich die dann gültige Rekursion als

(A− µB)−1BV = V Ȟ + vȟ

schreiben läßt.
Für einen Ritzvektor y = V u zu dem Ritzwert d kann ein (weiterer) Schritt um µ geshifteter
inverser Iteration effizient gemäß

z := y + 1
d
vȟu

ermittelt werden.

Anmerkung: Es gilt z ∝ (A− µB)−1By.

Beweis von Satz 10:
Sei die Hessenbergmatrix gemäß

H =
[
H̆

0 h̆

]
partitioniert. Wir können nun die Block-Arnoldi-Rekursion auch als

(A− µB)−1BV = V Ȟ + vȟ
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schreiben. Mit dem Eigenpaar
u, d : Ȟu = ud

und y := V u gilt nach Multiplikation mit u

(A− µB)−1BV u = V Ȟu+ vȟu.

Durch Ausnutzen der Eigenwertgleichung erhalten wir dann

(A− µB)−1By = yd+ vȟu.

�

3.4.5 Gesamtalgorithmus

• Startblock U0 sei B-orthogonal

• Initialisiere H = [] und D = [] (also leer)

• iteriere bis alle gesuchten Richtungen konvergiert sind
– wähle i so, dass µi der Median aller ist, wenn bekannt clusterweise
– ab zweiter Durchlauf: Shiftumrechnung ausführen
– ermittle angemessene Zerlegung Zi = (A− µiI)−1B

– führe Block-inverse-Arnoldi-Methode mit Zi durch, Suchrichtungen B-orthogonal
Abbruchkriterium z. B. aus oberer Dreiecksmatrix

∥∥∥ȟ∥∥∥
2
< tol1 (also nur maximales

Diagonal-Element)
– führe „Lock-and-Purge“ durch:

konvergierte Richtungen k werden gemäß
∥∥∥ȟxk∥∥∥2

< tol2 erkannt

– konvergierte Messungen aus M und Ξ streichen

3.4.6 Lucky-Breakdown

Bisher wurden sogenannte „Lucky-Breakdowns“ ausgeschlossen.
Für den Fall, dass während der Block-Arnoldi-Methode Diagonaleinträge der R-Matrix
(aus der QR-Zerlegung der neuen Richtungen) verschwinden, ist ein „Lucky-Breakdown“
eingetreten. In diesem Fall ist mindestens ein Teil des Unterraumes (nämlich in der zugehöri-
gen Richtung) — zumindest numerisch — invariant. Es kann sofort (also ohne Prüfen der
Abbruchbedingung) zu dem „Lock-and-Purge“-Schritt übergegangen werden. Mit diesem
Schritt werden die invarianten Richtungen „gelockt“ und es kann mit der verbleibenden
Iterationsbasis fortgefahren werden.

3.4.7 Abstrakte Deutung der Lösungsstruktur

Die in diesem Abschnitt definierte Methode liefert Lösungen aus dem rationalen Krylov-
Raum über der aus den prolongierten Vektoren bestehenden Basis.
Wir stellen hier den Zusammenhang zwischen den Lösungen und den Messungen her.
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Satz 11:
Seien alle Bezeichner wie in Abschnitt 2.1 gewählt, so liegen die Ergebnisvektoren der Methode
aus Unterabschnitt 3.4.2 angewandt auf prolongierte Vektoren mittels der Verfahren aus
Kapitel 2 alle in einem rationalen Krylov-Raum über dem Block B−1G.

Methode Struktur

Residuenprolongation
ui = (A− µiB)−1B (A− µiB)−1Gc1 (µi,mi)Abschnitt 2.4

Kondensationsprolongation
ui = (A− µiB)−1Gc2 (µi,mi)Abschnitt 2.5

Ausgleichsprolongation
ui = (A− µiB)−1B (A− µiB)−1Gc3 (µi,mi, w)Abschnitt 2.3

Tabelle 3.1: Abstrakte Darstellung der prolongierten Vektoren

Beweis von Satz 11:
Wir untersuchen zunächst die Prolongationsmethoden: Die prolongierten Vektoren lassen
sich mit den „Koordinatenfunktionen“12 cn, n ∈ {1, 2, 3} gemäß Tabelle 3.1 notieren.
Mit den Abkürzungen Oi := (A− µiB)−1B schreiben sich diese jeweiligen Matrizen als

O2
iB
−1G

für die Residuen- oder Ausgleichsprolongation und

OiB
−1G

für die Kondensationsprolongation. Da B−1G als B-orthogonaler Startblock verstanden
werden kann, sind die prolongierten und dann auch die gemäß Unterabschnitt 3.4.2 weiter
iterierten Vektoren Elemente eines rationalen Krylov-Raumes über diesem Startblock. �

Anmerkung: Es ist davon auszugehen, dass die Suche in dem gesamten rationalen
Krylov-Raum zu besseren Ergebnissen führt, als nur in dem letzten Block — wie
es bei den hier genannten Prolongationsmethoden passiert. Der numerische
Mehraufwand ist gering. Insofern liegt es nahe, eine weitere Methode basierend
auf dieser Idee zu definieren: Diese beinhaltet dann sowohl die Prolongation als
auch die iterative Verbesserung.

3.4.8 Das Block-Rationale-Krylovraum-Gesamtverfahren

• Startblock U0 := B−1G (ist B-orthogonal)

• Initialisiere H = [] und D = [] (also leer)
12Die Werte dieser Funktionen ergeben in der Basis, bestehend aus den Spalten der Matrix, die vor dieser

Funktion steht, die Koordinaten der Lösung.
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• Iteriere bis alle gesuchten Richtungen konvergiert sind
– Wähle i so, dass µi der Median aller ist, wenn bekannt clusterweise
– Ab zweiter Durchlauf: Shiftumrechnung ausführen
– Ermittle angemessene Zerlegung Zi = (A− µiI)−1B

– Führe Block-inverse-Arnoldi-Methode mit Zi durch, Suchrichtungen B-orthogonal
Abbruchkriterium z. B. aus oberer Dreiecksmatrix

∥∥∥ȟ∥∥∥
2
< tol1 (also nur maximales

Diagonal-Element)
– Führe „Lock-and-Purge“ durch:

konvergierte Richtungen k werden gemäß
∥∥∥ȟxk∥∥∥2

< tol2 erkannt

– Konvergierte Messungen aus M und Ξ streichen

3.5 Numerische Ergebnisse
In diesem Abschnitt stellen wir die Ergebnisse13 der Iterationsmethoden gemäß Kapitel 3
angewandt auf das Schallproblem aus Unterabschnitt 2.7.2 dar. In Abbildung 3.1 beschränken
wir uns auf die eigentlichen Iterationsmethoden, davon ausgehend, dass hinreichend gute
Näherungen als Ausgang zur Verfügung stehen. Wir nutzen hier die Ergebnisse der „fast
optimal gewichteten Prolongation“ nach Unterabschnitt 2.6.1.
Bei der Verwendung der hier eingeführten Block-rationalen-Krylov-Iteration sind die Er-

gebnisse in jedem einzelnen Iterationsschritt schwierig für den gesamten Block zu bewerten,
da unter Umständen sowohl vollständig konvergierte als auch noch unbrauchbare Approxima-
tionen existieren können. In Abbildung 3.2 ist eine Skizze des zeitlichen Ablaufs der Iteration
dargestellt. Markante Iterationsschritte sind durch die Markierungen verdeutlicht. Nach
wenigen Sekunden ist die erste nötige Zerlegung (zu dem dritten approximativen Eigenwert)
ermittelt. Der dann anschließende Iterationsschritt inklusive Orthogonalisierung benötigt
fast eine Minute. Mangels Güte sind zwei weitere Iterationsschritte mit etwa dem selben Zeit-
aufwand nötig. Nach der dritten Iteration ist der aufgebaute Unterraum von ausreichender
Qualität — und der Algorithmus erkennt, dass die dritte und vierte Eigenrichtung konvergiert
sind. Für alle verbleibenden gesuchten Richtungen werden die am besten zu den vorliegenden
Meßdaten passenden (wie einleitend erwähnt) in der Iterationsbasis belassen. Es wird nun
die aufgebaute Arnoldi-Rekursion auf den nächsten Shift (zum zweiten approximativen
Eigenwert) umgerechnet. Ebenso wird für diesen Shift eine Zerlegung ermittelt. Es folgt
ein weiterer Iterationsschritt, der wegen des Lock-and-Purge-Schrittes erheblich schneller
durchführbar ist. Bereits jetzt stellt der Algorithmus für alle verbleibenden Richtungen
Konvergenz fest; die Methode ist beendet.

Eine Überprüfung der ermittelten Ergebnisse lieferte (nach Krylov-Bogoliubov-Kahan) die
(gerundete) Schranke 3388. Relativ zu den gesuchten Eigenwerten (in der Größenordnung
von 106) ist dieser Wert klein — etwa im Promillebereich. Die durch die anderen iterativen
Verfahren erreichten Ergebnisse weisen geringere Werte auf. Durch eine weitere Anpassung
der Abbruchbedingungen im rationalen Block-Krylov-Algorithmus wären diese vermutlich
auch erreichbar.
13Die Berechnungen erfolgten auf einer Intel Core i7 950 3.07 GHz CPU mit 12 GB DDR3 RAM, Windows 7

und Matlab 7.8.0 (R2009a)
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Abbildung 3.1: Iteration des Schallproblems: Gezeigt werden in den oberen 6 Plots jeweils
die Eigenresiduen

∥∥∥(A−Bλi)u(p)
i

∥∥∥
B−1 der normierten approximativen Ei-

genvektoren u(p)
i über der benötigten Iterationszeit (in Sekunden). In grün

ist die Konvergenz der Newtonmethode nach Unterabschnitt 3.1.2, in rot die
Konvergenz der Chord-Methode nach Unterabschnitt 3.2.2 und in blau die
Konvergenz der Fixpunktiteration nach Unterabschnitt 3.3.1 dargestellt.
Im unteren Plot ist die Schranke nach Krylov-Bogoliubov-Kahan ebenfalls
über der Iterationszeit für den gesamten Block dargestellt.
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t [s]

0 50 100 150

�Zerlegung
�Iteration

�Iteration
�Iteration
�Lock 3 und 4
�Shiftwechsel
�Iteration
�Lock alle anderen
� fertig

Abbildung 3.2: Eine Skizze des zeitlichen Verlaufs der Block-rationalen-Krylov-Iteration
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Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit verdeutlicht durch die aufgezeigten Ergebnisse, wie zur Lösung des
Problems, aus Abtastungen von Eigenvektoren und Approximationen möglichst effizient
Eigenpaare zu ermitteln, vorgegangen werden sollte.
Es wurden in Kapitel 2 zunächst die Größen Messfehler ηv und Messbarkeit ξv eingeführt, mit
denen die vorliegenden Abtastungen bewertet werden können. Zusammen mit dem Abstand
ε zwischen Approximation und gesuchtem Eigenwert können diese Werte die Eigenschaften
der eingeführten Verfahren beschreiben.
Es wurden unterschiedliche Methoden zur Vervollständigung vorliegender Abtastungen von
Eigenvektoren zu „Vollraumapproximationen“ der gesuchten Eigenrichtungen mit Hilfe der
zugehörigen Eigenwertnäherungen erarbeitet und bewertet. Es empfiehlt sich die Verwendung
der gewichteten Prolongation aus Unterabschnitt 2.3.1.
Das Kapitel 3 widmet sich der Verbesserung von vorliegenden approximativen Eigenpaaren
unter Verwendung der zugehörigen Abtastungen. Die iterative Verbesserung von Eigenpaaren
ist ein in der Literatur (zum Beispiel [RW72, Ruh74, DDRvdV00]) sehr häufig behandeltes
Thema; die Fragestellung mit den hier zusätzlich vorliegenden Informationen ist jedoch
abweichend.
Mit Hilfe der in Definition 6 neu eingeführten „problemangepassten Winkelinterpretation“
werden Forderungen an die Ausgangsdaten gestellt und so unterschiedliche Algorithmen
zu dieser Aufgabenstellung formuliert. Die Methoden wurden auf ein hochdimensionales
Problem aus der Praxis angewandt. Durch den Vergleich des zeitlichen Aufwandes wird
zur Verwendung der in Abschnitt 3.3 vorgestellten Block-Fixpunkt-Iteration geraten. Unter
gewissen Voraussetzungen wurde hierfür Konvergenz bewiesen.

Die positiven Ergebnisse öffnen den Blick für weitere Untersuchungen. Für den Fall, dass
mit der Matrix G modale Messungen anstelle von Punktabtastungen modelliert werden,
können mit einer Zerlegung in die gesuchten Richtungen und die dazu B−1-orthogonalen
„Störrichtungen“ (ananlog zu [Par98, Abschnitt 14-4]) an einigen Stellen dieser Arbeit noch
weitere Ergebnisse erwartet werden.
Weiterhin besteht Forschungsbedarf bei der Nutzung der Messungen bzw. bei den Nebenbe-
dingungen in den Gleichungen: Es könnten zusätzlich die Orthogonalitätseigenschaften der
Eigenvektoren mit genutzt werden. Mit diesen Zusatzinformationen kann die Beschränkung,
dass die Anzahl der Abtastpositionen größer oder gleich der Anzahl der gemessenen Eigen-
paare ist, entfallen.
Um bei der hier eingeführten Lock-and-Purge-Methode zu verhindern, dass ungewünschte
Richtungen, die zufällig mit den Messungen übereinstimmen (wie in der Einleitung erwähnt),
in der Basis verbleiben, kann zudem als zusätzliches Bewertungskriterium der Rayleigh-
Quotient der Richtung betrachtet werden: Die Abweichung vom approximativen Eigenwert
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sollte einen gewissen Wert nicht überschreiten.
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