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Vorwort

In Buchern der Festigkeitslehre oder der Elastizitatstheorie sucht man vergeblich nach einer zu-
sammenhingenden Darstellung tiber Eigenspannungszustande. Man findet, wenn uberhaupt,
nur kurze Hinweise. Demnach ist der interessierte Ingenieur, Werkstoftkundler oder auch der
Studierende der Ingenieur- und Naturwissenschaften, der sich in das Gebiet der Eigenspan-
nungen einarbeiten muf}, auf die Literatur angewiesen, in der der gesamte Wissensstand uber
Eigenspannungen in zahlreichen Einzelarbeiten dokumentiert ist. Hier wiederum findet man
nur selten ubergreifende und zusammenhangende Darstellungen des Themas. In der Regel
behandeln diese Arbeiten die Eigenspannungen als Einzelproblem: Eigenspannungszustande
werden an einem bestimmten Bauteil mit einem bestimmten Mef- oder Rechenverfahren fur

einen ganz bestimmten Zweck ermittelt.

Die geschilderte Situation ist insgesamt unbefriedigend. Sie fuhrt dazu, dafi den interessierten
Fachleuten und Studierenden eine moglichst allgemeine und zusammenhangende Einarbeitung
in das Fachgebiet Eigenspannungen erschwert wird. Und dies zu einem Zeitpunkt, in dem
die Eigenspannungsforschung durch Anwendung numerischer Methoden und hochentwickelter
Mefitechnik an Bedeutung gewonnen hat. Diese Bedeutung spiegeln z.B. zahlreiche Forschungs-
arbeiten und bestehende Arbeitsgruppen wieder, die sich mit der Bestimmung von Eigenspan-

nungszustanden und ihrem Einflufl auf das Werkstoff- und Bauteilverhalten beschaftigen.

Die vorliegende Arbeit macht deshalb den Versuch, eine einfihrende und zusammenhangende
Darstellung uber Eigenspannungszustande zu geben. Eine solche Darstellung ist aus der Sicht
der Kontinuumsmechanik moglich. Aus diesem Grunde wird in dieser Arbeit vom Standpunkt
der Elastizitatstheorie aus argumentiert. In diesem Rahmen ist auch die Erweiterung und An-
passung der Theorie an das vorliegende Eigenspannungsproblem moglich, z.B. die Berucksich-
tigung von Anisotropie bei der Figenspannungsbestimmung in Verbundwerkstoffen. Auflerdem
kommt die Beschreibung von Eigenspannungszustanden aus der Sicht der Elastizitatstheorie
den numerischen Methoden entgegen, da vorhandene Programme fiir Probleme der Kontinu-

umsmechanik zur Berechnung von Eigenspannungszustanden genutzt werden kénnen.

Hamburg, im August 1990 Heinrich Schimmoller



Inhaltsverzeichnis
0 Symbole
1 Einleitung

2 Einfiihrung an einem Beispiel

2.1 Folgerungen aus dem Einfuhrungsbeispiel . . . . . . . ... ... ...

3 1D-1K-ES-Zustinde bei gegebener ¢4(y)-Verteilung
3.1 Anwendung auf uberelastische Biegung . . . . . . . . .. ...
3.2 Einwirkung eines Temperaturfeldes t(y) . . . . .. . . ... .. .. .. .. ...

3.3 Lineare gq(y)-Verteilungen . . . . . . .. ...
4 Zur Kompatibilitat im 1D-1K-ES-Fall

5 Ursachen fir eg(xi)-Felder
5.1 Plastische Deformationen . . . . . . . . . . . ... o0
5.2 Temperaturfelder . . . . . . . . ..o

5.3 Volumendilatationen, insbesondere in der Warmeeinflufizone von Schweifiverbin-

6 Die Grundgleichungen der Elastizitatstheorie
6.1 Problemorientierte Differentialgleichungen . . . . . . . . .. .. .. .. ... ..

6.2 Randbedingungen . . . . . . ...

10

12

14

16

18

21

22

23

24

24

24

25

26

27



7 3D-3K-ES-Zustinde bei gegebenem ¢}(x;)-Feld 31
7.1 Problemorientierte Differentialgleichungen . . . . . . . . .. .. .. ... .. .. 31
7.2 Randbedingungen . . . . . . ..o 32
7.3 Zur Kompatibilitat im 3D-3K-ES-Fall . . . . . . .. .. .. ... .. ... 33
7.4 Warmespannungen . . . . . . . . . . oo oo 34
7.5 Lineare Temperaturfelder . . . . . . . . . . . ..o 34

8 2D-2K-ES-Zustande bei gegebenem

€7, (x1,%2), €35(x1,x2), €}a(x1,x2)-Feld 35
8.1 Problemorientierte Differentialgleichungen . . . . . . .. ... ... .. ... .. 35
8.2 Randbedingungen . . . . . . . ..o 37
8.3 Das ebene Warmespannungsproblem . . . . . . .. ... ... 40

9 2D-1K-ES-Zustande bei Drehsymmetrie
und gegebener eq(r)-Verteilung 41

9.1 Warmepunkt t(r) . . . . . ..o 45

10 2D-1K-ES-Zustande in ebenen n-fach geschichteten Werkstoffen bei

vollstindiger Anisotropie der Einzelschichten und gegebenem eg(x3)-Feld 47
10.1 Die Gleichungen zur Berechnung der Eigenspannungen o,(x3) . . . . . . . . .. 49
10.2 Der allgemeine Bimetalleffekt . . . . . . .. ... ... ... 000 51
11 2D-1K-ES-Zustande in der homogenen anisotropen Platte 53

12 2D-1K-ES-Zustande in der homogenen isotropen Platte 55



13 Experimentelle Verfahren zur Bestimmung

von Eigenspannungen 58
14 Abtragemethode 61
14.1 Abtragemethode fuar 1D-1K- und 2D-1K-ES-Verteilungen . . . . . . . . . . . .. 61
14.2 Abtragemethode fur 1D-2K-ES-Verteilungen . . . . . . . . . . .. ... .. . 62
14.3 Finflufl der Abtrageschrittweite auf die Bestimmungs-
genauigkeit der Eigenspannungen . . . . . . .. ... o000 63
14.4 Anwendung der Abtragemethode zur Bestimmung

14.5

von 1D-1K-ES-Verteilungen . . . . . . . .. ... 64

Anwendung der Abtragemethode zur Bestimmung von 2D-1K-ES-Verteilungen

in ebenen n-fach geschichteten Werkstoffen bei vollstandiger Anisotropie der Ein-

zelschichten, Spezialisierung fur Isotropie und einfache Schichtung . . . . . . .. 70

15 Die Uberlagerung von Last- und Eigenspannungen 80

15.1 Der lineare oder elastische Uberlagerungsfall . . . . . . . . ... ... .. .. . 80

15.2 Der nichtlineare oder elastisch-plastische Uberlagerungsfall . . . . . . . . . . . . 81
15.3 Der nichtlineare elastisch-plastische

1D-1K-Uberlagerungsfall . . . . . . . . . . ... ... ... ... 82

15.4 Ein Beispiel aus der Praxis . . . . . . . . . ... 89

16 Schrifttum 92



0 Symbole

Die Zusammenstellung enthalt die wichtigsten Symbole. Durch Anwendung der Indizes ergeben
sich weitere hier nicht aufgefiihrte Formelzeichen, deren Bedeutung durch den jeweiligen Index

festgelegt wird. Weitere Bezeichnungen folgen aus dem Text und aus den Bildern.

Indizes
a,b, c,d 1 bis 6 oder 1,2,6
e elastisch, tief- oder hochgestellt
1,7, k,1 1 bis 3
P plastisch
q Figenspannungsquelle, tief- oder hochgestellt
r radial
t tangential

Lateinische Buchstaben

Ci,Cy,C1,C, Konstante

Cab Matrix der Elastizitatskonstanten

Cop angepafite Matrix der Elastizitatskonstanten
e Volumendilatation, Vergleichsdehnung

E Elastizitatsmodul

F Airy’sche Spannungsfunktion

G Schubmodul

M Moment

n; Normaleneinsvektor

@) Gesamtoberflache

O, Oberflache fur geometrische Randbedingungen
On Oberflache fur natirliche Randbedingungen
%,' Oberflachenspannung auf O,

Polarkoordinaten

=3
)



-,

Koordinaten des elastisch-plastischen Ubergangs
Koordinaten des elastisch-plastischen Ubergangs
veranderliche Temperatur

konstante Temperaturen

Temperaturdifferenz

Verschiebung

Verschiebung auf Oy

Volumen

Koordinaten

Spezifische Volumenkrafte

Koordinate

Plattendicke

Anfangsplattendicke

Schichtungsgrenze bei Verbundplatten

Griechische Buchstaben

Ao,

oF

Warmeausdehnungskoeffizient
Schubverformung durch Eigenspannungsquelle
Einheitstensor (Kronecker-Symbol)
Gesamtdehnung

Tensor der Gesamtdehnung
Streckgrenzendehnung op/E
Gesamtdehnungstensor in der Ebene z3 = 0
Zeta-Matrix

Krummungstensor in der Ebene z3 = 0
Querkontraktionszahl

Eigenspannung, Lastspannung
Eigenspannungstensor, Lastspannungstensor
Randeigenspannung, Lastspannung

Sprung des ebenen Eigenspannungstensors

FlieBgrenze bzw. Streckgrenze



Ableitungen

Neben der dblichen Schreibweise fur partielle Ableitungen wird folgende Abkurzung benutzt:

o(.-- ai,
()1 = 5‘3:81) ) Eijkl — £l usw.

aSEk aiI:l

Summationskonvention

Uber doppelt vorkommende Indizes wird bei %,7,k,! von 1 bis 3 und bei a,b,c,d von 1 bis 6

oder uber 1,2,6 summiert. Beispiel:

80'1j 80‘2]' 80’33'

Oz, Oz, Ozs

Tiji =
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1 Einleitung

Bei der Beschaftigung mit Eigenspannungen stellt man fest, dal Grundlagen der Werkstoff-
kunde und der Mechanik (Elastizitatstheorie) bendtigt werden. Man kann deshalb eine fach-
bezogene Ortsbestimmung fur alle Eigenspannungsprobleme vornehmen: Sie liegen im Uber-

deckungsbereich der Grundlagenfacher Werkstoffkunde und Mechanik. In Bild 1 wird dieser

Zusammenhang veranschaulicht.

Der Gesamtbereich, der sich als facheriibergreifender Zusammenhang zwischen den umfangrei-
chen Fachgebieten Werkstoffwissenschaften einerseits und Mechanik andererseits darstellt, wird
als Werkstoffmechanik bezeichnet, siehe Bild1. Neben dem Gesamtkomplex Eigenspannungen

liegen in diesem Bereich Fachgebiete wie Bruchmechanik und Technische Plastomechanik.

Werkstoff Mechanik

Eigenspannungen

Werkstoffmechanik

Bild 1: Eigenspannungen als facherubergreifendes Problem

Aus der Sicht der Werkstoffkunde unterscheidet man Eigenspannungen I., II. und III. Art,
siehe [1]. Eigenspannungen 1. Art werden durch Stérungen im regelmafigen Aufbau der

Kristallgitter (z.B. Versetzungen) verursacht. Diese Eigenspannungszustande haben nur einen
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Wirkungsbereich in der Gréflenordnung der jeweils vorliegenden Gitterkonstanten. Eigenspan-
nungen II. Art werden durch den kornartigen Aufbau der metallischen Werkstoffe ermoglicht.
Sie entstehen z.B. durch unterschiedliche thermische Ausdehnungskoeflizienten 1in zweiphasi-
gen Legierungen bei Temperaturanderung. Thr Wirkungsbereich beschrankt sich auf die jeweils

vorliegende Korngrofle.

In der vorliegenden Arbeit werden nur die Eigenspannungen I. Art behandelt. Das sind die
Eigenspannungszustande, die sich, genau wie die Lastspannungen, uber das gesamte Bauteil
erstrecken. Im Gegensatz zu den mikroskopisch und submikroskopisch wirkenden Eigenspan-
nungen II. und III. Art spricht man bei den Eigenspannungen I. Art daher auch von makro-
skopisch wirkenden Eigenspannungszustanden. Beil der Behandlung dieser Eigenspannungen
vernachlassigt man den physikalischen Werkstoffaufbau (Kristallgittertyp und Korngréfie), in-
dem man, genau wie in der Elastizitatstheorie, von den Stetigkeitseigenschaften des Konti-
nuums (Werkstoffs) ausgeht, siehe [2-5]. Dieser Standpunkt ermoglicht die in dieser Arbeit
durchgefihrte allgemeine Behandlung von Eigenspannungszustanden mit den Grundlagen der
Elastizitatstheorie. Daraus folgt auflerdem, dafl die in dieser Arbeit gegebene Darstellung nicht
auf metalhische Werkstofte beschrankt ist. Die durchgefuhrten Betrachtungen und die abgelei-

teten Gleichungen gelten z.B. fur Kunststoffe und Keramiken entsprechend.

Da die Eigenspannungen I. Art (im folgenden stets als Eigenspannungen oder Eigenspannungs-
zustande bezeichnet) iber das gesamte Bauteil einwirken, iiberlagern sie sich bei auftretenden
Betriebslasten elastisch oder elastisch-plastisch mit den Lastspannungen. Daraus folgt: Eigen-

spannungszustande konnen das Bauteilverhalten beeinflussen.

Der Gesamtkomplex Eigenspannungen umfafit folgende Probleme: Bestimmung von Eigenspan-
nungen, Umlagerung von Eigenspannungszustinden durch Glithbehandlung oder durch Uber-
lagerung mit Lastspannungen, Einflul von Eigenspannungen auf das mechanische, chemische

und physikalische Werkstoffverhalten.
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2 Einfuhrung an einem Beispiel

Wir gehen von einem elastisch ideal-plastischen Stoffgesetz nach Bild 2 aus. Die grofite mogliche

elastische Dehnung, auch Streckgrenzendehnung er genannt, betragt
EF = O'F/E- (1)

Die Belastung OF G fuhrt zur Gesamtdehnung e. Nach elastischer Entlastung ist die plastische
Dehnung ¢, eingepragt, siehe Bild 2.

Bild 2: FElastisch ideal-plastisches Stoffgesetz

Ein Balken mit dem Rechteckquerschnitt b x 2H wird jetzt unter Zugrundelegung des Stoff-
gesetzes nach Bild 2 durch ein Moment M elastisch-plastisch verformt. Dabei entsteht der
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im Bild 3 dargestellte Lastspannungsverlauf. Bei einer Plastizierung bis zur Balkenfaser s 1st

das Moment

+H 1
M = b/ yo(y)dy = bop(H? — 552) (2)
_H
erforderlich. Nach der Kompatibilitatsbedingung (Bernoullihypothese) bleiben die Balkenquer-
schnitte eben, siehe [6-8]. Demnach verlauft die durch M erzeugte Gesamtdehnung ¢ linear
uber dem Querschnitt, wahrend im plastischen Bereich die grofitmogliche elastische Dehnung

er auftritt. Man kann aus diesem Zusammenhang, der in Bild 4 dargestellt ist, den Verlauf der

plastischen Dehnung ¢,(y) bestimmen.

Wendet man in Bild 4a den Strahlensatz an, und beriicksichtigt man fur er die Gl.(1), ergibt

sich die Verteilung der plastischen Verformung im oberen Balkenbereich zu

&) = F(¢ 1) (3)

8

Im elastischen Bereich ist €, = 0. Der Gesamtverlauf der plastischen Deformationen, die durch

den Lastspannungszustand nach Bild 3 eingepragt werden, gibt Bild 4b wieder.

4

y=H Or

ZL y=s plastisch 7
IY | . G(y)' 1

elastisch 5

plastisch W

M

ey =

_GF 0

Bild 3: Lastspannungsverlauf durch Biegemoment M
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H
plastisch J

S
elastisch _ € Iy €p (y) | l
} a >
L 1,

f—eeeenn

Bild 4: Zur Bestimmung des plastischen Dehnungsverlaufs

Bei Riicknahme des Biegemomentes M konnen die einzelnen Fasern nicht vollstandig zuruckfe-
dern, da sie durch die ungleichmafige €,-Verteilung nach Bild 4b behindert werden. Dadurch
bildet sich in dem betrachteten balkenartigen Bauteil bei Entlastung ein Eigenspannungszu-
stand aus. Es besteht demnach ein kausaler Zusammenhang zwischen den eingepragten blei-
benden Dehnungen und den entstehenden Eigenspannungen. An dieser Stelle wird noch darauf
hingewiesen, dafl Eigenspannungen, die wie hier im Beispiel durch lokale uiberelastische Verfor-

mungen entstehen, aligemein als lastinduzierte Eigenspannungen bezeichnet werden.

2.1 Folgerungen aus dem Einfuhrungsbeispiel

Den an diesem Einfuhrungsbeispiel abgeleiteten Kausalzusammenhang zwischen eingepragten
Deformationen und der Ausbildung von Eigenspannungen kann man verallgemeinern: Eigen-
spannungen entstehen durch bleibende und ungleichmaflige Verformungen. Diese werden im
folgenden mit €, (eindimensional) oder mit ef; (dreidimensional) bezeichnet. Man nennt die
die Eigenspannungen verursachenden ¢;-Felder auch Eigenspannungsquellen oder Anfangs-
formanderungen [9], Extradehnungen [10,11], Restdeformationen [12], Eigendeformationen [14]

oder eingepragte Dehnungen.
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Wir wiederholen: Eigenspannungen entstehen durch bleibende und ungleichmafige Verformun-

gen. Der Begriff bleibende Verformungen ist physikalisch eindeutig. Der Begniff ungleichmafige

Verformungen ist aber mathematisch zunachst unklar. In dieser Arbeit wird nachgewiesen, dafl
eingepragte Dehnungen dann als ungleichmafig gelten, wenn sie die fur das jeweilige Bauteil
(Balken, Scheibe, Platte, allgemeines Kontinuum) giltigen Kompatibilitatsbedingungen nicht
erfillen. Die Bezeichnung “ungleichmaflig” in der hier festgelegten Bedeutung, namlich 1m Hin-
blick auf Eigenspannungsentstehung durch bleibende Verformungen, ist damit mathematisch

eindeutig definiert.

Wie man aus den gegebenen Beanspruchungen die Lastspannngen ermittelt, wird in der Ela-
stizitatstheorie bzw. in der Festigkeitslehre behandelt, siehe z.B. [2-8]. Hier besteht jetzt die
Frage, wie man aus gegebenen ¢f;-Feldern die zugehdrigen Eigenspannungszustande ermittelt.
Dieser Aufgabe wollen wir uns im folgenden zuwenden. Die Frage nach den physikalischen oder

chemischen Ursachen fur die Entstehung der Extradehnungsfelder wird in einem gesonderten

Abschnitt kurz behandelt.
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3 1D-1K-ES-Zustande bei gegebener ¢,(y)-Verteilung

1D-1K-ES-Zustande sind eindimensionale bzw. einachsige Eigenspannungszustande, die von
einer Koordinate abhangen. Wir wahlen diese eindeutige Kurzbeschreibung des Eigenspan-
nungszustandes auch in den folgenden Abschnitten entsprechend fur mehrdimensionale bzw.

mehrachsige Eigenspannungsverteilungen, die von mehreren Koordinaten abhangen.

Das hier zu behandelnde 1D-1K-ES-Problem entspricht dem Einfuhrungsbeispiel, siehe Ab-
schnitt 2. Wir kénnen deshalb von Bild 4b ausgehen. Statt der speziellen ¢,(y)-Verteilung
nach Bild 4b nehmen wir jetzt eine ganz allgemeine Verteilung der Extradehnungen an, die wir
mit €,(y) bezeichnen. Damit wird ausgedriickt, dafl die physikalische Ursache der eingepragten
Dehnungen fiir die nachfolgenden Berechnungen keine Rolle spielt. Zur Beantwortung der
Frage, wie die durch g4(y) erzeugten Eigenspannungen berechnet werden, formulieren wir die

elastischen Grundgleichungen des Problems:

€ = € t¢&, (4)

o = Fe,, (5)

e = Ciy+Cs (6)
+H

b dy = 0 7
/~H ody , (7)
+H

b/ yody = 0. (8)
-H

In diesem Gleichungssystem hangen alle Goflen von der Koordinate y ab, siehe Bild 4.

Gl.(4) nennen wir die Dehnungsbeziehung: Die Gesamtdehnung ¢ einer Balkenfaser setzt sich
aus der elastischen Dehnung e, und aus der eingepragten Dehnung ¢, zusammen. Da die
Eigenspannungsentstehung durch ¢, rein elastisch ablaufen soll, tritt in der Dehnungsbeziehung

kein zusatzlicher plastischer Dehnungsanteil auf.

Gl.(5) ist das Stoffgesetz nach Hooke: Die gesuchten Eigenspannungen o berechnen sich aus den
elastischen Dehnungen e.. Die iiber das Stoffgesetz mit den Eigenspannungen o verknupften

Dehnungen e, werden auch spannungswirksame Dehnungen genannt.
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GL.(6) ist die Kompatibilitats- bzw. Vertraglichkeitsbedingung des Balkens, auch Bernoullihy-
pothese genannt. Danach sind die Gesamtdehnungen ¢ linear iiber dem Querschnitt verteilt.
Wir merken uns bereits an dieser Stelle ganz allgemein: Die Gesamtdehnungen miussen stets

die Vertraglichkeitsbedingungen des vorliegenden Bauteils erfullen.

Die Gln.(7) und (8) sind die Kréafte- und Momentengleichgewichtsbedingungen des Balkens.
Wie aus den Gln.(7) und (8) ersichtlich, mussen die aus dem gesuchten Eigenspannungsver-
lauf o(y) gebildeten resultierenden Krafte und Momente verschwinden. Demnach treten keine
auferen Beanspruchungen auf, und die aus dem Gleichungssystem (4) bis (8) ermittelten Span-

nungen o sind reine Eigenspannungen ohne Lastspannungsanteil.
Zur Auflésung des Gleichungssystems (4) bis (8) nach den gesuchten Eigenspannungen o(y)
setzen wir die Gln.(4) und (6) in Gl.(5) ein. Man erhalt:

o = E(Ciy+Co—g,) . (9)

Mit Gl.(9) sind die gesuchten Eigenspannungen bis auf die Konstanten C; und C, bekannt.
Diese Konstanten mussen jetzt so bestimmt werden, daff die Eigenspannungen nach Gl.(9) die
Gleichgewichtsbedingungen (7) und (8) erfilllen. Einsetzen von Gl.(9) in die Gln.(7) und (8)

liefert:

+H
b/_H E(Ciy+Cy —e)dy = 0, (10)

+H
b/_H E(Ciy+ Cy — eg)ydy = 0. (1)

Dies sind die beiden Gleichungen zur Bestimmung von C; und C,. Die einfache Integration der

Gln.(10) und (11) und die Aufldsung nach C; und C, ergibt:

C 3 o d d C ! +H d 1
1—2H3/_Hysqy an 2—55/_H€qy' (12)
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Einsetzen in Gl.(9) liefert:

1 p+H y [+H
o) = Blay [ ey + 5 [ veav)dy — ea0)} (13)
Gl.(13) ist die Gleichung zur Berechnung der gesuchten 1D-1K-ES-Zustande. Wie ersichtlich,
sind die Eigenspannungen o(y) eine eindeutige Funktion der Eigenspannungsquelle ,(y). Das
zugrunde gelegte Gleichungssystem (4) bis (8) bertiicksichtigt nur elastische Vorgange bei der
Eigenspannungsentstehung durch die Eigenspannungsquelle. Aus diesem Grunde missen die
nach Gl.(13) berechneten Eigenspannungen im Gesamtbereich —H < y < H unterhalb der
Streckgrenze or liegen. Diese Bedingung ist meistens erfullt, sieche Abschnitt 3.1.

Wie aus der Ableitung ersichtlich, gilt Gl.(13) in der vorliegenden Form nur fur Rechteckquer-
schnitte. Bei veranderlicher Balkenbreite, z.B. bei Profilen, steht b = b(y) in den Gln.(7), (8),
(10) und (11) jeweils unter dem Integral. Die Gln.(4), (5), (6) und (9) bleiben gultig. Demzu-
folge andern sich fur b = b(y) nur die aus den Gln.(10) und (11) zu bestimmenden Konstanten
Ci und C5 .

3.1 Anwendung auf iiberelastische Biegung

Wir wenden Gl.(13) jetzt auf die im Einfithrungsbeispiel behandelte iberelastische Biegung an,
siche Abschnitt 2. Ein Biegemoment M erzeugt den Lastspannungsverlauf o(y), siehe Bild 3.
Dieser pragt uber den physikalischen Vorgang der Plastizitat die ungleichmafBigen und blei-
benden Dehnungen €,(y) nach Bild 4b ein. Die genannte ¢,(y)-Verteilung ist nach Entlastung
durch das Biegemoment M verantwortlich fur die im Balken verbleibenden Eigenspannungen.
Wir setzen e,(y) = e4(y) in Gl.(13) ein und kontrollieren anschlieflend, ob die ermittelten

Eigenspannungen fur jede Balkenfaser unterhalb der Streckgrenze op liegen.

Um konkrete Eigenspannungswerte zu erhalten, legen wir s = H/2 fest, siehe Bild 3 und 4.
Aus Gl.(3) folgt damit fur den oberen plastischen Balkenbereich
OF 2y

( ) -

qly) = 2 -

2 (14)

Die grofite auftretende plastische Randdehnung bzw. Randstauchung betragt nach Gl.(14)
eq(H) = op/E. Der zugrunde gelegte €,(y)-Verlauf ist in Bild 5a eingetragen. Einsetzen
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dieses Verlaufs in Gl.(13) fithrt auf den in Bild 5b dargestellten Eigenspannungsverlauf o(y).
Aus Grinden der Ubersichtlichkeit wird die Auswertung der Gl.(13) mit der e,(y)-Verteilung
nach Bild 5a hier nicht wiedergegeben. Bei der Nachrechnung beachte man, dafi der erste
Integralterm in Gl.(13), es handelt sich um die Flache unter der g,(y)-Verteilung, wegen der
schiefsymmetrischen Form von g,(y) verschwindet, siehe Bild 5a. Wie aus Bild 5b ersichtlich,
liegen die nach Gl.(13) berechneten Eigenspannungen unterhalb der Streckgrenze op . Die

Anwendung dieser Gleichung ist demnach berechtigt.

]

1y €qly)

o]
a Gl. (13) b
0 0]

Bild 5: Extradehnungsverlauf ¢,(y) und zugehoriger Eigenspannungs-
zustand o(y) nach GIl.(13)

T
J
|

Man kann den Eigenspannungsverlauf nach Bild 5b auch zeichnerisch ermitteln. Da die plastisch
verformten Balkenfasern ber Entlastung elastisch zuruckfedern, kann man die Entlastung durch
negative Uberlagerung der zu M gehorenden vollstandig elastischen Lastspannungsverteilung
mit den wahren Lastspannungen erreichen. Das Ergebnis der Uberlagerung sind die gesuch-
ten Eigenspannungen. Die Uberlagerung ist in Bild 6 dargestellt. Der zeichnerisch ermittelte
Eigenspannungsverlauf o(y) in Bild 6 entspricht den nach Gl.(13) berechneten Eigenspannun-
gen, siehe Bild 5b. Der in Bild 6 eingetragene elastische Lastspannungsverlauf folgt aus der
elastischen Randspannung o = M/W . Das Moment M berechnet sich mit s = H/2 aus Gl.(2)
zu M = 11bH?%0r/12. Das Widerstandsmoment ergibt sich nach Bild 3 zu W = b(2H)?/6.
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Demnach betragt die elastische Lastspannung am Rand o = M/W = 1lor /8, siehe Bild 6.

11
6 - 0
H © E_l A
B
Gly) ~ C

~

0

Bild 6: Zeichnerische Ermittlung der Eigenspannungen o(y)

Den Vorgang der Be- und Entlastung der einzelnen Balkenfasern kann man auch 1im Span-
nungsdehnungsdiagramm darstellen. In Bild 7 sind fur die Fasern A, B und C, siehe Bild 6,
die zugehorigen Zyklen eingetragen, z.B. fur die Faser A: Belastung 0A, Entlastung AA’. Die
zuruckbleibenden Eigenspannungen in den einzelnen Fasern werden im Spannungsdehnungsdia-
gramm durch die Punkte A’, B’ und C’ gekennzeichnet, siehe Bild 7. Die bleibenden Deforma-
tionen, es handelt sich um die Strecken CB und CA in Bild 7, erhalt man aus dem zugehérigen
gq(y)-Verlauf nach Bild 5a. Wie aus Bild 7 ersichtlich, ist der Bereich fur elastisches Entlasten
im eindimensionalen Fall gleich der doppelten Streckgrenze op . In diesem Bereich 20f gilt die

Bestimmungsgleichung (13).
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5 ¢
%6 OF of 4 | e
T » - OF
A y
-GF

Bild 7: Darstellung der Eigenspannungen im o-e-Diagramm

3.2 Einwirkung eines Temperaturfeldes t(y)

Als zweites Anwendungsbeispiel der Gl.(13) betrachten wir den Fall, dafl auf den Balken mit
dem Rechteckquerschnitt b x 2H, siehe Bild 3, ein Temperaturfeld t(y) einwirkt. Fur die

einzelnen Balkenfasern ergibt sich dadurch die Extradehnung bzw. Eigenspannungsquelle

e(y) = oft(y) —t} = oT(y), (15)

mit a als Warmeausdehnungskoeffizient, ¢y als Bezugstemperatur (z.B: Raumtemperatur) und
T als Temperaturdifferenz. Einsetzen von Gl.(15) in Gl.(13) liefert unter der Voraussetzung,
dafl a nicht von der Koordinate y abhangt:

+H

oy) = Balgy [ Ty + 5o [T yT )y — T} (16)
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Gl.(16) beschreibt die durch das Temperaturfeld ¢(y) erzeugten Eigenspannungen. Diese wer-
den mit Riicksicht auf das verursachende Temperaturfeld auch als Warmespannungen bezeich-
net. Bei der Rechnung fallt der konstante Anteil —aty heraus. Daher kann in Gl (16) statt
T(y) auch t(y) eingesetzt werden, man vergleiche dazu Abschnitt 3.3.

Im vorliegenden Fall hangt die Streckgrenze von der Temperatur ab. Bezeichnet man op(t)
als Warmstreckgrenze, so gilt Gl.(16) nur fiir den Fall, daB in keiner Faser y die Warmstreck-
grenze erreicht wird. In diesem Falle sind die Extradehnungen nach Gl.(15) und die daraus
resultierenden Warmespannungen nach Gl. (16) nur solange vorhanden, wie das Temperaturfeld
einwirkt. Aus diesem Grunde bezeichnet man die durch Temperaturanderung hervorgerufenen

Extradehnungen nach Gl.(15) auch als quasiplastisch, siehe [13].

3.3 Lineare ¢,(y)-Verteilungen

Wir betrachten die folgenden linearen Verteilungen von g,(y):

&(y) = 0, (17)
&y) = a, (18)
e (y) = by, (19)
&(y) = a+by. (20)

Die Groflen a und b sind Konstante. Setzt man die Gln.(17) bis (20) einzeln in die Eigenspan-
nungsbestimmungsgleichung (13) ein, verschwinden in allen vier Fallen die Eigenspannungen.
Auf die einfache Rechnung wird hier verzichtet. Dieses Ergebnis entspricht fur die Gln. (17) und
(18) den Erwartungen, da verschwindende oder konstante Extradehnungen keine Eigenspan-
nungen erzeugen konnen. Bemerkenswert ist die Tatsache, dafl in den Fallen nach Gl. (19) und
Gl.(20) die Eigenspannungen ebenfalls verschwinden. Da die Gln.(19) und (20) der Kompati-
bilitdtsbedingung Gl.(8) gentuigen, besteht offensichtlich folgender Zusammenhang: Erfullt die
Eigenspannungsquelle die fur das Bauteil gultige Vertaglichkeitsbedingung, ergeben sich aus ihr
keine Eigenspannungen. Dieser Sachverhalt wird im folgenden Abschnitt durch Betrachtung

der Kompatibihitatsbedingung bestatigt.
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4 Zur Kompatibilitat im 1D-1K-ES-Fall

Wir betrachten die Vertraglichkeitsbedingung Gl.(6) und das Stoffgesetz fur den einachsigen
Lastspannungszustand, namlich ¢ = Ciy + C, und ¢ = FEe. Wie ersichtlich, sind die im
Stoffgesetz auftretenden spannungswirksamen Dehnungen € gleich den kompatiblen Gesamt-

dehnungen.

Fiur den einachsigen Eigenspannungszustand betrachten wir die Gln.(4), (5) und (6). Aus den

Gln.(4) und (6) folgt in diesem Falle fiir die spannungswirksame Dehnung
€e = Ciy+Cy —gq4 . (21)

Wie aus Gl.(21) ersichtlich, sind die im Stoffgesetz Gl.(5) auftretenden spannungswirksamen
Dehnungen e, bei allgemeiner Eigenspannungsquelle €., also bei Anwesenheit von Eigenspan-
nungen, nicht vertraglich, da sie die Kompatibilitatsbedingung Gl.(6) nicht erfilllen. Setzt man
die linear verteilten Eigenspannungsquellen nach den Gln.(17) bis (20) einzeln in Gl.(21) ein,

so ergibt sich fur die spannungswirksamen Dehnungen

ge = Ciy+Co —0

Cly"JFCz,
Ee = C’ly+Cz—a = 01y+62,
Ee :C’1y+Cz—by=?J_1y+Cz,

e = Ciy+Cy—a—by = Ciy+C,,

mit C; = C; — b und C, = O, — a als neue Konstante. Wie aus den letzten vier Gleichun-
gen ersichtlich, ist die spannungswirksame Dehnung ¢, in den vier Fallen nach Gl.(17) bis
Gl.(20) vertraglich. Dies entspricht aber, wie oben beschrieben, dem reinen Lastspannungs-
zustand: Es treten keine Eigenspannungen auf. Da die vier untersuchten e,-Verteilungen die
Kompatibilitatsbedingung Gl.(6) erfullen, erkennt man auch ohne den Weg tiber die Gl.(13):
Erfullt die Eigenspannungsquelle ¢,(y) die Vertraglichkeitsbedingung Gl. (6), ergeben sich aus
ihr keine Eigenspannungen. Dieser Zusammenhang wird im 3D-3K-ES-Fall noch ganz allgemein

nachgewiesen.
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5 Ursachen fiir ¢j(x;)-Felder

Im folgenden werden die wichtigsten Ursachen fir das Entstehen von Eigenspannungsquellen

genannt.

5.1 Plastische Deformationen

Bei der Belastung von Bauteilen und Konstruktionen ist das ortliche Erreichen der Fliefigrenze
infolge von Spannungskonzentrationen unvermeidlich. Zum anderen kann eine gewollte Ausnut-
zung des Werkstoffs bis zur Fliefigrenze in Teilbereichen des Bauteils der Berechnung zugrunde
gelegt sein, siehe Bild 3. In beiden Fallen gewahrleistet die verformungsbehindernde Wirkung
der die plastischen Zonen umschlieflenden elastischen Werkstoffbereiche die Tragfahigkeit des
Bauteils oder der Konstruktion. Flieflen tritt dann auf, wenn im einachsigen Spannungszu-
stand die giiltige Streckgrenze erreicht wird. Im mehrachsigen Fall mufl orthich das fur den
vorliegenden Werkstoff gultige Fliefkriterium erfullt sein, siehe z.B. [3,15]. Durch das lokale
Flieflen werden bleibende und ungleichmaflige Dehnungen eingepragt, die nach Entlastung einen

Figenspannungszustand verursachen. Man vergleiche das Einfuhrungsbeispiel im Abschnitt 2.

5.2 Temperaturfelder

Bei Einwirkung eines Temperaturfeldes ¢(z;) auf einen Korper mit thermischer Isotropie ergeben
sich fur die einzelnen Volumenelemente gestalttreue Form- bzw. Volumenanderungen. Es
werden keine Gleit- bzw. Scherdeformationen erzeugt: e, = €33 = €7, = 0. Demnach berechnet

sich das eingepragte Feld der Extradehnungen wie folgt:
ef5(zi) = oft(zi) —to}b; = ol(2:)bi; , (22)

mit é;; als Einheitstensor. Die durch die eingepriagten Dehnungen nach Gl.(22) erzeugten

Eigenspannungen heiflen auch Warmespannungen.
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5.3 Volumendilatationen, insbesondere in der Warmeeinflufizone

von Schweiflverbindungen

Treten im Kontinuum chemische Reaktionen oder physikalische Vorgange auf, die fur ein Volu-
menelement dV den neuen Volumenbedarf dV +A(dV') erzeugen, so wird dadurch die spezifische

Volumenanderung bzw. die Volumendilatation
e, = A(dV)/dV (23)

eingepragt. Dies fuhrt zur Entstehung von Eigenspannungen. Im Rahmen der linearen Ela-
stizitatstheorie hangt die Volumendilatation mit den drei eingepragten Normaldehnungen wie

folgt zusammen

eq = €1 + €35 + €35, (24)

siehe [2-5,16]. In der Regel laufen die chemischen Reaktionen oder die physikalischen Vorgange,
wie bei Einwirken eines Temperaturfeldes, als gestalttreue Volumenanderung ab, wobei keine

Raumrichtung bevorzugt wird. Demnach gilt €}, = €3, = €, und aus Gl.(24) folgt:
eq = 3¢}, = -+ bzw. €, = e usw. (25)

Nach Gl.(25) berechnet sich das durch Volumendilatation erzeugte Extradehnungsfeld wie folgt:

(o) = sealmi) b (26)

Als Beispiel fur physikalisch verursachte Volumendilatation wird auf das Umwandlungsverhal-
ten der Stahle durch Warmebehandlung und durch Schweifien hingewiesen, siehe [17-20]. So
entsteht bei Abkuhlung mit der oberen kritischen Abkthlungsgeschwindigkeit durch Umklapp-
vorgange im Kristallgitter ein martensitisches Gefuge, siehe [17,20]. In diesem ist der Koh-
lenstoff zwangsgelost, wodurch eine eingepragte vom Kohlenstoffgehalt etwa linear abhangige
Volumenvergroflerung entsteht, siehe [18]. Schatzt man die durch Martensitbildung entstehende
Volumenanderung fir einen mittleren Kohlenstoffgehalt von 0.2 Prozent mit ¢, = 0.01 ab, siehe

[18], so ergeben sich nach Gl.(26) die drei eingepragten Extradehnungen in der Groflenordnung
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von

e, = €}, = €33 = 0.003. (27)

Zur Beurteilung dieses Wertes berechnen wir die ungefahre Grofle der Streckgrenzendehnung

eines unlegierten Baustahls nach Gl.(1) zu

oOF 210
= IF _ ~ 0.001 . 28
F T F T 210000 (28)

Der Vergleich von Gl.(27) mit Gl.(28) zeigt auf, dafi die durch martensitische Umwandlungen
erzeugten Eigenspannungsquellen ein vielfaches der grofiten moglichen elastischen Dehnungs-
werte € betragen konnen. Demnach ist zu erwarten, dafl sich die Eigenspannungen in der

Wiarmeeinflulzone von Schweifiverbindungen charakteristisch ausbilden.

Neben Martensit tritt in der Warmeeinflulzone von Schweifiverbindungen vor allem Zwischen-
stufengefige auf. Dieser Gefugebestandteil entsteht durch gleichzeitiges Auftreten von Um-
klappvorgiangen und Kohlenstoffdiffusion, siehe [17,20]. Das Zwischenstufengefuge hat ebenfalls
einen grofleren Volumenbedarf als das ungestérte Grundgitter bzw. der Gleichgewichtsferrit.
Die durch den Vergleich von G1.(27) mit Gl.(28) gefolgerte charakteristische Ausbildung der
Eigenspannungen in der Warmeeinfluzone von Schweiflverbindungen kann man demnach wie
folgt beschreiben: Durch den erhohten Volumenbedarf von Martensit und Zwischenstufengefuge
bilden sich in der Warmeeinfluflzone Druckeinsattelungen im Eigenspannungsverlauf aus. Bel
der Interpretation von gemessenen Eigenspannungsverteilungen in Schweifiverbindungen kom-

men wir auf den hier aufgezeigten Zusammenhang zurick.

5.4 Phasengrenzwanderung und Magnetostriktion

Beim Gieflen tritt mit Beginn der Erstarrung eine Zustandsanderung des Kontinuums mit
wandernder Phasengrenze bzw. Erstarrungsfront auf. Dies hat die Entstehung einer Eigen-
spannungsquelle zur Folge, siehe {21]. Mit Eigenspannungen durch magnetostriktive Effekte
kommt man bereits in den Bereich der Festkorperphysik, siehe {11].
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6 Die Grundgleichungen der Elastizitatstheorie

Das nachste Ziel ist die Formulierung der Grundgleichungen und der zugehorigen Randbe-
dingungen zur Beschreibung des allgemeinen rdumlichen Eigenspannungsproblems (3D-3K-ES-
Problem) bei gegebenem &};(x;)-Feld. Eine solche Formulierung setzt jedoch die Grundglei-
chungen der klassischen Elastizitatstheorie voraus. Das sind die problemorientierten Differen-
tialgleichungen mit den zugehorigen Randbedingungen zur Berechnung der Verschiebungen,
Dehnungen und Lastspannungen, welche durch auflere Beanspruchungen und durch vorgege-
bene Verschiebungen verursacht werden. In den beiden folgenden Abschnitten werden diese
Grundgleichungen und Randbedingungen ohne Ableitung angegeben. Die Herleitung dieser
Gleichungen ist Aufgabe der Elastostatik bzw. Elastizitatstheorie, siche z.B. [2-5,16,30-35].

6.1 Problemorientierte Differentialgleichungen

Es werden kleine Verschiebungen u;(z;) vorausgesetzt. Dann gelten fiir den Zusammenhang zwi-
schen Dehnungstensor €;; und Verschiebungsvektor u; die Gleichungen der linearen Kinematik.
Die Gleichgewichtsbedingungen im Innern des Kontinuums (Statik) werden am unverformten
Volumenelement aufgestellt (Theorie I. Ordnung). Es wird Homogenitat, Isotropie und physi-
kalische Linearitat des elastischen Korpers angenommen. Dann gilt fir die Koppelung zwischen
Dehnungen ¢;; und Lastspannungen o;; das entsprechende Stoffgesetz nach Hooke. Damit lau-

ten die Grundgleichungen:

1
Kinematik €ij = E(ui,j + ;) , (29)
Statik i +X; = 0, (30)
140 v
Stoffgesetz E; = T(O’ij - 1—:;51”0%) . (31)

Die Gln. (30) sind die drei Kraftegleichgewichtsbedingungen. Die drei Momentengleichgewichts-
bedingungen werden durch die Symmetrie des Lastspannungstensors o;; erfullt. Die Symmetrie
des Dehnungstensors ¢;; folgt aus den Gln.(29). Eliminiert man die Verschiebungen wu; aus

den Gln.(29), erhalt man die Kompatibilitatsbedingungen. Das Grundgleichungssystem (29)
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bis (31) lautet dann:

Komp. Bed. €ijkl + Ekiij — Eikgl — Ejtik = 0, (32)

Statik oiji +X; =0, (33)
1+v v

Stoffgesetz €5 = T(Uij - '1__‘+_-‘1;5ij0'kk) . (34)

Schreibt man die Gln.(32) fir alle méglichen Kombinationen der Indizes 1,7, k, [ aus, ergeben
sich 3* = 81 Gleichungen. Diese Anzahl reduziert sich allerdings auf sechs Gleichungen. Die
restlichen Gleichungen sind wegen der Symmetrie von ¢;; entweder identisch erfullt oder es

handelt sich um Wiederholungen. Die sechs Kompatibilitatsbedingungen nach den Gln.(32)

lauten:
(92611 + (92622 _ 62612 S )
Oz? Oz? Oz 0z,
82622 n 52633 _ 62623 -0 ’
Oz 03 Oz, 03
82533 + 82511 B 82513 -0 ,
6.’13% (9113:2; 8931 8I3

(35)

02611 _ 6 *6623 8613 + 8612) — 0
aiﬂzaiﬂg 8(171 (91:1 (9112 (9:133 N ’
82622 3 6613 (9612 5523 .
Dor0z;  Bzs\ Bay | Bmy | Bm) O
62633 8 8612 4 5623 + 6613 - 0

8z,0x, Oxs B Ora Oz, Oz, )

Die Gln.(35) sind die Kompatibilitdtsbedingungen des allgemeinen rdumlichen Verzerrungs-
zustandes. Es sei kurz darauf hingewiesen, dafl die sechs Gleichungen (35) nicht unabhangig
voneinander sind. Es gelten namlich die Bianchi’schen Identitaten, siehe [3,16]. Danach bleiben
fur die Bilanz von Gleichungen und Unbekannten aus den Kompatibilitatsbedingungen (35) drei
Gleichungen librig. Zur Schreibvereinfachung kiirzen wir die Gln.(35) wie folgt ab,

[TLk(Eij) = O, (36)
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mit Ink als linearem Differentialoperator zweiter Ordnung, der die Differentiationsprozeduren
nach den Gln.(35) auf £;; anwendet. Mit der Schreibweise nach GIl.(36) schreibt sich das
Grundgleichungssystem (32) bis (34) in der Form:

ITL]C(EiJ‘) = 0, (37)

Oi5i + Xj =0 R (38)
14+v v

61']' = —-E——(Cl'ij — r{——;&jo‘kk) . (39)

Das Gleichungssystem (37) bis (39) gilt fur Lastspannungen. Daher erfullen die im Stoffgesetz
Gl.(39) mit den Lastspannungen gekoppelten spannungswirksamen Dehnungen die Kompati-

bilitatsbedingungen nach Gl.(37).

Es wird noch darauf hingewiesen, dafl die Bilanz zwischen den zur Verfugung stehenden Glei-
chungen einerseits und den auftretenden Unbekannten andererseits ausgeglichen ist. So stehen
mit dem Gleichungssystem (29) bis (31) insgesamt 15 Gleichungen fur die 15 Unbekannten wu;,
gi; und oj; zur Verfugung. Im Gleichungssystem (37) bis (39) treten die Verschiebungen nicht
auf. Bei diesem Gleichungssystem handelt es sich um insgesamt zwdlf Gleichungen fur die zwolf

Unbekannten €;; und o;;.

6.2 Randbedingungen

Die in den Grundgleichungen auftretenden Unbekannten, namlich die Verschiebungen u;, die
Dehnungen ¢;; und die Lastspannungen o;; werden im allgemeinen durch Volumenkrafte X;,
durch Oberflachenbelastungen f)i und durch vorgegebene Oberflachenverschiebungen u; her-
vorgerufen. Daraus folgt, daBl die Losungen der problemorientierten Differentialgleichungen

bestimmte Randbedingungen erfullen mussen.

Wir gehen hier vom allgemeinen Fall gemischter Randbedingungen aus. Danach sind auf einem
Teilbereich O, der Gesamtoberflache O die Verschiebungen 'gi, und auf dem Teilbereich O, die
Oberflachenbelastungen %i vorgegeben. Zunachst gilt

0=0, U O, . (40)
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Auf dem Oberflachenbereich O, sind die Verschiebungen U vorgegeben. Demnach muf} die

Losung fiir das Verschiebungsfeld u; auf O, folgende Bedingung erfullen:

31- (z;) furallez; € O, . (41)

Man bezeichnet Gl.(41) als Verschiebungsrandbedingung, als wesentliche Randbedingung oder
als geometrische Randbedingung.

Auf dem Oberflachenbereich O, wirken die dufleren Belastungen Zo)i ein. Demnach mufl die
0 .
Loésung fur den Lastspannungstensor o;; am Oberflachenelement mit p; im Kraftegleichgewicht

stehen:

D; (iEl) = nj(:ci)m-j(:ci) fur alle z; € O, . (42)

Man bezeichnet Gl.(42) als Kraftrandbedingungen oder als natiirliche Randbedingungen.

Abschlieflende Bemerkungen

Die das elastische Kontinuum beschreibenden Differentialgleichungen mit den zugehorigen
Randbedingungen bezeichnet man auch als allgemeines Integrationsproblem oder als Randwert-
problem der Elastizitatstheorie. Das Auffinden von analytischen Losungen fur den allgemeinen
raumlichen Fall unter Einhaltung der Randbedingungen ist nur in wenigen Fallen moglich. Aus
diesem Grunde werden die Randwertprobleme der Elastizitatstheorie heute ganz allgemein mit

den numerischen Methoden der finiten Elemente behandelt, siehe z.B. [22-28].

Es sei noch darauf hingewiesen, dafl man die problemorientierten Differentialgleichungen bei
Erfullung der geometrischen und der naturlichen Randbedingungen alternativ als Variations-
problem formulieren kann, siehe [27,28]. Wendet man das Variationsproblem direkt an, um
Naherungslosungen fur Verschiebungen, Dehnungen und Spannungen zu erhalten, so beinhal-
ten diese Losungen die Erfullung der das System beschreibenden Differentialgleichungen, ohne

dafl man diese selbst braucht.
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7 3D-3K-ES-Zustande bei gegebenem cj}(x;)-Feld

Wie aus Abschnitt 6 ersichtlich, entstehen durch spezifische Volumenkrafte X;, durch
Oberflachenbelastungen %i und durch vorgegebene Oberflachenverschiebungen 4; im elastischen
Kontinuum Verschiebungen, Dehnungen und Lastspannungen. Demgegentuber liegt ein reiner
Eigenspannungszustand vor, wenn ein Extradehnungsfeld ef;(z;) eingeprdgt ist und die ge-
nannten aufleren Einwirkungen entfallen. Eigenspannungen sind demnach Spannungen, die in
einem Korper bei Abwesenheit der Volumenkrafte, der Oberflachenbelastungen und der vor-
gegebenen Oberflachenverschiebungen auftreten. Im folgenden werden die problemorientierten
Differentialgleichungen und die zugeh6rigen Randbedingungen fir den allgemeinen raumlichen

3D-3K-ES-Zustand unter Beriicksichtigung der Eigenspannungsquelle ef;(z;) aufgestellt.

7.1 Problemorientierte Differentialgleichungen

Bei Anwesenheit von Extradehnungen berechnen sich die Gesamtdehnungen entsprechend der
Dehnungsbeziehung Gl.(4) aus den eingepragten Extradehnungen und den spannungswirksa-
men elastischen Dehnungen. Die Kompatibilitatsbedingungen Gl.(37) gelten wie bei Lastspan-
nungen auch im Eigenspannungsfall fur die Gesamtdehnungen, man vergleiche den eindimen-
sionalen Fall Gl.(6). In den Gleichgewichtsbedingungen Gl.(38) miissen die Volumenkrafte X;
verschwinden. Das Stoffgesetz G1.(39) ist mit den elastischen spannungswirksamen Dehnungen
zu formulieren, man vergleiche den eindimensionalen Fall Gl.(5). Die Grundgleichungen fur

3D-3K-ES-Zustande lauten demnach wie folgt:

€ = €5 +el, (43)
Ink(e;;) = 0, (44)
o = 0, (45)
&; = ‘l—z;'z(f’ij - I—_T_—I;&jo'kk) : (46)

Im Gleichungssystem (43) bis (46) sind die o;; die gesuchten Eigenspannungskomponenten.
Wie im eindimensionalen Fall nach Abschnitt 3 soll die Eigenspannungsentstehung durch die

Eigenspannungsquelle €}, rein elastisch, also ohne Bildung plastischer Dehnungen, ablaufen.
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Aus diesem Grunde tritt in den Dehnungsbeziehungen (43) kein zusatzlicher plastischer Deh-
nungsanteil auf. Bei der im Rahmen dieser Arbeit noch behandelten elastisch-plastischen
Uberlagerung von Last- und Eigenspannungen wird die Neubildung plastischer Verformungs-
anteile mit berticksichtigt. Die Gleichungen (45) beschreiben das Kraftegleichgewicht der
Eigenspannungskomponenten am Volumenelement im Innern des Korpers. Das Momenten-
gleichgewicht wird durch die Symmetrie des Eigenspannungstensors gewahrleistet. Wie ersicht-
lich, erfullen die im Stoffgesetz Gl.(46) mit den Eigenspannungen gekoppelten spannungswirk-
samen Dehnungen nicht die Kompatibilitdtsbedingungen GI.(44). Mit dem Gleichungssystem
(43) bis (46) stehen 18 Gleichungen fir 18 unbekannte Funktionen zur Verfigung.

7.2 Randbedingungen

Beir Eigenspannungszustanden treten auf dem Oberflachengebiet O, keine vorgegebenen Ver-
schiebungen 2; auf und auf dem Oberflachengebiet O, verschwinden die dufleren Belastun-
gen ?7,-. Demnach ist die Gesamtoberflache spannungsfrei. Betrachtet man ein Volumenelement
(Elementartetraeder) an der Oberflache, miissen die an diesem Element wirkenden Eigenspan-
nungen wegen %1- = 0 fur sich allein im Kraftegleichgewicht stehen. Demnach gelten fur die

Gesamtoberflache O in Anlehnung an Gl.(42) die Randbedingungen:
0 = nj(z;)oiy(z;) furallez; € O . (47)

Die problemorientierten Differentialgleichungen (43) bis (46) mit den zugehorigen Randbedin-
gungen (47) beschreiben das allgemeine Integrationsproblem bzw. das allgemeine Randwert-
problem zur Berechnung der durch die Figenspannungsquelle ef;(z;) verursachten Eigenspan-
nungen. Man bezeichnet das Gleichungssystem (43) bis (46) auch als die Grundgleichungen des

gestorten elastischen Kontinuums, siehe [10].

Wie im Lastspannungsfall nach Abschnitt 6 ist das Auffinden analytischer Losungen unter Ein-
haltung der Randbedingungen fur den hier beschriebenen allgemeinen raumlichen 3D-3K-ES-
Fall in der Regel nicht mdéglich. Es wird jedoch an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl in der
vorliegenden Arbeit noch analytische Losungen fur das einfachere 2D-1K-ES-Problem in zwei
unterschiedlichen Fallen abgeleitet werden. Man beachte in diesem Zusammenhang, dafl mit

Gl.(13) die analytische Losung des einfachen 1D-1K-ES-Problems vorliegt.
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Der Vollstandigkeit halber sei noch auf eine zur Gl.(47) alternative Randbedingung hingewie-
sen. Fiir das unendlich ausgedehnte Kontinuum kann man den durch die Randbedingung (47)
vorgegebenen Randeffekt verschwindender Oberflichenbelastung vernachlassigen. In diesem

Fall geht die Randbedingung (47) uber in die Integralbedingung
/ O’ijdv = 0, (4—8)
14

siehe [11,29,30]. Die Integralbedingung Gl.(48) bedeutet: Fur jede kartesische Komponente

des Eigenspannungstensors o;; verschwindet das Volumenintegral.

7.3 Zur Kompatibilitat im 3D-3K-ES-Fall

Setzt man die Dehnungsbeziehung Gl.(43) in die Kompatibilitatsbedingung Gl.(44) ein, und
beachtet man die Linearitat des Ink-Operators, kann der nachfolgende Zusammenhang hinge-

schrieben werden:

Ink(ei;) = 0,

Ink(eg; +e;) = 0,

Ink(e;) + Ink(el;) = 0, (49)
Ink(es;) = — Ink(el;) # 0,

Ink(efj) # 0.

Die im Abschnitt 5 aufgezdhlten Mechanismen zur Bildung der Eigenspannungsquelle &f;
erfullen in der Regel nicht die Vertraglichkeitsbedingungen des Kontinuums. Demnach folgt
aus der letaten Gl.(49), dafl die spannungswirksamen Dehnungen ef; bei Anwesenheit von

Eigenspannungen nicht vertraglich sind.

Ist ef; zufillig vertrdglich, gilt nach Gl.(49) Ink(ef;) = 0, und das Gleichungssystem (43)
bis (46) beschreibt formal einen reinen Lastspannungszustand. Da in diesem Falle die Volu-
menkrafte X; verschwinden, siehe Gl.(45), und nach der geltenden Randbedingung (47) die

Gesamtoberflache spannungsfrei ist, konnen auch im Innern des Korpers keine Spannungen
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auftreten. Aus dieser Betrachtung folgt ganz allgemein: Eine Eigenspannungsquelle, welche die

Vertraglichkeitsbedingungen erfullt, erzeugt keine Eigenspannungen.

7.4 Warmespannungen

Wirkt ein Temperaturfeld ¢(z;) auf den Korper ein, so gilt fir die dadurch eingepragten Extra-
dehnungen die G1.(22). In diesem Falle liegt mit dem Gleichungssystem (43) bis (46) und den
Randbedingungen (47) das allgemeine Warmespannungsproblem vor. Da hier die Eigenspan-
nungsentstehung ohne Neubildung plastischer Deformationen angenommen wurde, mussen die
aus den Gln.(43) bis (47) berechneten Eigen- bzw. Warmespannungen fur alle Stellen z; un-
terhalb der Warmstreckgrenze or(t) liegen. Im dreidimensionalen Fall gilt ein Fliefikriterium.
Wahlt man das Flieflkriterium nach v.Mises, siehe [3,6,15], so muf} fur die Losung an jeder

Stelle z;

aeftlzi)} > {5lor = 02 + (o2 = 0a)' + (o3 — )} (50)

gelten, mit oy, 03 und o3 als Hauptspannungen des Eigenspannungszustandes o;; im Punkte z; .

7.5 Lineare Temperaturfelder

Wir betrachten das lineare Temperaturfeld
t(z;) = a+bxy + cxy + daa (51)
mit a, b, ¢ und d als Konstante. Nach Gl.(22) folgt damit
eli(zi) = afa +bzy + cay + dza — o }6i; . (52)

Da der Ink-Operator von zweiter Ordnung ist, man vergleiche die Gln.(35), verschwindet
Ink(e};). Demnach erfullt die Eigenspannungsquelle nach Gl.(52) die Vertraglichkeitsbedin-

gungen und daraus folgt: Lineare Temperaturfelder erzeugen keine Warmespannungen.
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8 2D-2K-ES-Zustande bei gegebenem

e11(X1,X2), €32(X1,X2), €72(X1,%2)-Feld

Wir betrachten jetzt den Fall, daf} die Eigenspannungen in z3-Richtung verschwinden:
o3 = 033 = o33 = 0. (53)

Dann verbleiben noch die Normalkomponenten der Eigenspannungen o1, und oy, und die
Schubeigenspannungen oy,. Das ist der gesuchte zweidimensionale bzw. zweiachsige Eigen-
spannungszustand der in der z;-z;-Ebene wirkt und der nur von den beiden Koordinaten z;

und z, abhangen soll:
o1 (z1,2), o2a(z1,22) und o12(z1,22) . (54)
Diese Eigenspannungen werden durch das eingepragte Extradehnungsfeld
5‘{1(3917332)7 532@1’332) und 5({2(‘”1:"’2) = 7;12/2 (55)

verursacht. Solche Eigenspannungszustande heiflen, da ihre Komponenten nur in einer Ebene
wirken, auch ebene Eigenspannungszustande. Bei der Formulierung der Grundgleichungen
bzw. der problemorientierten Differentialgleichungen kann auf die Theorie ebener Lastspan-
nungszustande, auch Scheibentheorie genannt, zuruckgegriffen werden, siehe z.B. [2-5,30-35].
In Anlehnung an diese Theorie bezeichnen wir die Gl.(53) als Definitionsgleichung des ebe-
nen Eigenspannungszustandes und die Eigenspannungskomponenten nach Gl.(54) als ebenen
Eigenspannungstensor. Es wird ausdrucklich darauf hingewiesen, dafl die Eigenspannungs-
komponenten gemafl Gl.(54) nicht von der Dickenkoordinate z3 abhangen. Das bedeutet, die
gesuchten Eigenspannungskomponenten sind iber der Scheibendicke bzw. tber der Blechdicke

konstant.

8.1 Problemorientierte Differentialgleichungen

Die im folgenden formulierten Grundgleichungen gelten fiir Scheiben. Das sind ebene Bauteile

(Bleche), deren konstante Dicke klein ist gegentuiber den Flachenabmessungen.
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Das Gleichungssystem (43) bis (46) gilt fur das allgemeine raumliche Eigenspannungsproblem.
Spezialisiert man das genannte Gleichungssystem durch Zugrundelegung der Gln. (53), (54) und
(55), erhalt man die Grundgleichungen fiir 2D-2K-ES-Zustande:

€11 = €5, +¢€l, € = €5, + €3y, €12 = €5, + 5;12 ) (56)
D%e1; O%eqy 0%e1s

-2 =0 57
Oz3 * Oz? Oz, 0z, ' (57)
80’11 (9012 -0 , (90'22 0012 -0 , (58)
8.’151 8132 8132 81:1

1 1 o

e = plon —vom), &, = plom—von), & = o5 (59)

Bei den Gln. (56) handelt es sich um die Dehnungsbeziehungen. GI.(57) ist die Vertraglichkeits-
bedingung in der betrachteten z;-z,-Ebene, man vergleiche die erste Gleichung der Gln.(35).
Das Kraftegleichgewicht in z;- und in z,-Richtung wird durch die beiden Gln.(58) ausgedruckt.
Das Momentengleichgewicht am Scheibenelement wird durch die Gleichheit der Schubeigen-
spannungen o1z = o0y gewahrleistet. Demnach ist der ebene Eigenspannungstensor nach
Gl.(54) symmetrisch. Schliefllich beschreiben die Gln.(59) das Stoffverhalten. Mit dem Glei-
chungssystem (56) bis (59) stehen neun Gleichungen fiir neun unbekannte Funktionen zur

Verfugung.

Durch die nachfolgende Behandlung wird die Anzahl der Gleichungen im Gleichungssystem
(56) bis (59) reduziert. Zunachst setzt man die Gln.(56) und die Gln.(59) in die GlL.(57) ein.
Die Vertraglichkeitsbedingung Gl.(57) erhalt damit folgende Form:

L& 52 1 &or
Elog (o mvonl ¥ palon —venlt = G5

2
2

(60)
ety Py, Pl

= (G 822 “8z,0z,

Leitet man die erste Gleichgewichtsbedingung aus Gl.(58) nach z; und die zweite nach z, ab,

erhalt man

2 2 2 2
(9 099 . (9 J11 und 8 J12 N 5 T99
Oz, 0z, Oz? Oz,0z, Oz3
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und hieraus

820'12 . 1 620'11 820’22

8z, 0z, 5! dz2 ' Ozl

) (61)

Setzt man GL.(61) in G1.(60) ein, und beachtet man den Zusammenhang zwischen den Stoff-
kennwerten G = I/2(1 + v), so ergibt sich:

0 0* 0%e}y, 0%, 0%el,
— = - - : 2
{oat + ey llom T n) 0001 * et omon (62)

Das Gleichngssystem (56) bis (59) ist damit auf die drei Gleichungen (58) und (62) reduziert.
In diesen drei Gleichungen treten die drei gesuchten Eigenspannungskomponenten oy;, 03, und
o012 als Unbekannte auf. Man 18st nunmehr das Gleichungssystem (58) und (62) formal auf,
indem man eine skalare Ortsfunktion F(z1,z;), genannt Airy’sche Spannungsfunktion, wie folgt
einfuhrt, siehe [2-5,30-35):

*F 02F o*F

011 = > 029 — -8;1;—% und dg19 = '—amlamz .

2 !
oz}

(63)

Der Ansatz nach GI.(63) erfullt die beiden Gleichgewichtsbedingungen nach Gl.(58). Dies
kann man durch Einsetzen bestatigen. Demnach bleibt Gl.(62) ubrig. Einsetzen von Gl.(63)
in Gl.(62) ergibt schliefilich:

OF 4o *trF + &*F _ E(825‘111 N Pejy 5 0%ed,
Oz} 0z?0z% Oz} Oz} Oz? Oz,0zy”

(64)

Die Auflésung von Gl.(64) nach der Spannungsfunktion F' hat unter Beachtung der Randbedin-
gungen zu erfolgen, die F' auf der Scheibenberandung erfillen mufl. Wir formulieren zunachst

diese Randbedingungen und kommentieren anschlieend die grundlegende Gl.(64).

8.2 Randbedingungen

Die problemorientierten Differentialgleichungen (56) bis (59) und die GI.(64) konnten hier
vollstandig abgeleitet werden. Bei der Formulierung der Randbedingungen zur Gl.(64)
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bendtigen wir die bekannten Randbedingungen fiur ebene Lastspannungszustande, auf deren

Wiedergabe hier verzichtet wird, siehe {2-5,30-35].

Wir gehen also vom ebenen Lastspannungszustand aus. Das Scheibenrandelement mufl dann
mit den auf der Berandung angreifenden Beanspruchungen p; und p, in z;- und in z,-Richtung
im Kraftegleichgewicht stehen. Daraus folgen zwei Randbedingungen fur die Spannungsfunk-
tion F. Fur ebene Eigenspannungszustande gilt die raumliche Oberflachenbedingung Gl. (47)
entsprechend: Die Scheibenberandung ist spannungsfrei. Man kann deshalb die beiden Rand-
bedingungen des Lastspannungsfalles mit p; = p, = 0 fur ebene Eigenspannungszustande

spezialisieren. Es ergibt sich:

F =0 und Z—F = 0 auf dem Rand, (65)
n

mit n als nach auflen gerichteter Randnormale in der z;,-z,-Ebene. Die beiden Gln.(65) sind

die Randbedingungen zur Differentialgleichung (64).

Gl.(64) ist eine lineare inhomogene partielle Diffentialgleichung 4. Ordnung zur Bestimmung
der Spannungsfunktion F. Die auf F' angewandten Differentiationen, man vergleiche die linke
Seite der Gl.(64), bezeichnet man als biharmonischen Differentialoperator, siehe [2-5,30-35].
Demnach ist Gl.(64) eine inhomogene biharmonische Differentialgleichung zur Beschreibung
des 2D-2K-ES-Zustandes. Gelingt die Auflésung der Gl.(64) nach F unter Beachtung der
Randbedingungen (65), so sind nach den Gln.(63) auch die drei gesuchten Eigenspannungs-

komponenten bekannt.

Setzt man die eingepragten Extradehnungen gleich Null, ergibt sich aus Gl. (64) eine homogene
biharmonische Differentialgleichung fir die Spannungsfunktion F'. Diese homogene Gleichung
ist die bekannte Scheibengleichung fiir ebene Lastspannungszustinde, siehe [2-5,30-35]. In
Anlehnung an diese Bezeichnung nennen wir die grundlegende Gl.(64) die erweiterte oder die
modifizierte Scheibengleichung fur ebene Eigenspannungszustande. Wie ersichtlich, tritt die
Eigenspannungsquelle nach Gl.(55) in Gl.(64) gegenuber der homogenen Scheibengleichung
fur Lastspannungszustande als Storfunktion auf. Die im Abschnitt 7.2 gebrauchte Bezeichnung

“gestortes elastisches Kontinuum” wird aus Gl.(64) besonders offenkundig.

Auf der rechten Seite von Gl.(64) wird die Kompatibilititsbedingung auf
die Eigenspannungsquelle angewandt, man vergleiche Gl.(57). Ist diese zufallig kompatibel,
verschwindet die Storfunktion und Gl.(64) geht in die homogene Scheibengleichung fur ebene
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Lastspannungszustande uber. Mit den Randbedingungen nach Gl.(65) verschwinden dann F'

und mit den Gln.(63) auch die Eigenspannungen im gesamten Scheibenbereich.

Abschlielende Bemerkungen

Bisher gelang nur im 1D-1K-ES-Fall mit der Gl.(13) eine explizite Auflosung der gesuchten

Eigenspannungen als Funktion der gegebenen Eigenspannungsquelle.

Mit Gl.(64) liegt formal ebenfalls eine explizite und iibersichtliche Losung fur den ebenen
Eigenspannungszustand als Funktion der vorgegebenen zweidimensionalen Extradehnung vor,
allerdings fithrt der Weg zu den gesuchten Eigenspannungen in diesem Falle uber die Auflésung

der partiellen Differentialgleichung (64).

Wie ersichtlich, erschweren die im 3D-3K- und im 2D-2K-ES-Fall auftretenden partiellen Diffe-
rentialgleichungen die Aufldsung nach den gesuchten Eigenspannungen erheblich. Das Auffin-
den analytischer Losungen fur partielle Differentialgleichungen oder deren numerische Behand-
lung sind aber umfangreiche Sondergebiete der Mathematik und der Numerik, auf die in dieser

Arbeit nicht eingegangen werden kann.

Es wird aber darauf hingewiesen, dafl das Auffinden einzelner analytischer Losungen fur die
Gl.(64) in Anlehnung an die fur ebene Lastspannungszustande entwickelten Methoden moglich
ist, siehe z.B. [2-5,30-35]. Meist verwendet man heute numerische Verfahren, siehe z.B. [22-28].
Diese ermoglichen auch die Einhaltung der Randbedingungen an Oberflachen und Berandungen

kompliziert geformter Bauteile.

Bei der mathematischen Beschreibung von 2D-1K-ES-Zustanden hangen alle Groflen nur von
einer Koordinate ab. Demzufolge treten bei der Behandlung solcher Eigenspannungszustiande
nur gewohnliche Differentialgleichungen auf. Dies ermoglicht in der Regel die Angabe von
vollstandigen analytischen Losungen fur die gesuchten Eigenspannungen, man vergleiche die

Abschnitte 9, 10, 11 und 12.
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8.3 Das ebene Warmespannungsproblem

Wirkt ein Temperaturfeld #(z;,z,) auf die Scheibe ein, wird dadurch nach GI.(22) die

Eigenspannungsquelle
el = €33 = oft(zr,22) —to}, el = 0 (66)

eingepragt. Einsetzen von GIl.(66) in die modifizierte Scheibengleichung fur ebene

Eigenspannungszustande Gl.(64) ergibt:

O4F 5 OF O F 0%t 0%t

5t T2 T - PG taa) (67)

Dies ist die Differentialgleichung, die das ebene Warmespannungsproblem beschreibt. Da bei
reiner Temperaturbelastung die Scheibenberandung spannungsfrei bleibt, gelten auch hier die

beiden Randbedingungen (65).

Die aus Gl.(67) ermittelten Warmespannungen diirfen an keiner Stelle (z;,z,) die Warmstreck-
grenze o (t) erreichen, siehe Abschnitt 7.4. Im vorliegenden ebenen Fall ist die Hauptspannung

in z3-Richtung o3 = 0. Dann mufl unter Zugrundegegung von Gl.(50)

=

op{t(z1,22)} > (0F + 05 — 0102) (68)

gelten, mit o7 und o, als Hauptspannungen des berechneten Warmespannungszustandes oy,
032 und o1, im Punkte (z;,z,). Bel Gl. (68) handelt es sich um das Fliefkriterium nach v. Mises

im ebenen Fall.

Fur den Sonderfall eines linearen Temperaturfeldes t(z;,z;) = a + bz; + cz, verschwindet
die rechte Seite von Gl.(67). Es treten keine Warmespannungen auf, man vergleiche die Ab-

schnitte 7.5 und 8.2.
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9 2D-1K-ES-Zustande bei Drehsymmetrie

und gegebener ¢,(r)-Verteilung

Wir betrachten jetzt zweidimensionale bzw. zwelachsige Eigenspannngszustande, die nur von
einer Koordinate abhangen. Solche 2D-1K-ES-Zustande treten bei drehsymmetrischen Prob-
lemen auf. Die Grundgleichungen des 2D-2K-ES-Problems, es handelt sich um die Gln.(56)
bis (59), werden daher zweckmafig in Polarkoordinaten (r,¢) formuliert, man vergleiche dazu
die entsprechenden Gleichungen fur ebene Lastspannungszustande im r-p-Koordinatensystem
[2,4,5,30-35]. Bel Drehsymmetrie tritt keine -Abhangigkeit auf. Aufierdem verschwinden
die Schubeigenspannungen und alle Schubverformungen. Das drehsymmetrische 2D-1K-ES-

Problem wird dann durch folgende Grundgleichungen beschrieben:

& = € +el, e = € +e€f, (69)
du, Uy

. = ==, 70
E d'r } Et r ( )
do, o, — oy

=0 71
dr r ’ (71)
& = ), = ) (72)

= —(o, —voy) , = — —vo,) .

» I Vo, € E dy 14

Die Gln.(69) sind die Dehnungsbeziehungen in radialer und in tangentialer Richtung. Bei den
Gln.(70) handelt es sich um die Gleichungen der Kinematik, mit u, als Verschiebung in radialer
Richtung. GIl.(71) ist die Kraftegleichgewichtsbedingung in radialer Richtung, mit o, und o; als
gesuchte radiale und tangentiale Eigenspannungskomponenten. Die Gln.(72) beschreiben das
Stoffverhalten. Mit dem Gleichungssystem (69) bis (72) stehen sieben Gleichungen fir sieben

unbekannte Funktionen zur Verfiigung. Diese hangen nur vom Radius r ab.

Wir betrachten hier den in der Regel auftretenden Fall, daff die in radialer und tangentialer
Richtung eingepragten Dehnungen gleich grofl sind. Demnach gilt fir die Eigenspannungsquelle

el(r) = el(r) = (). (73)

In Bild 8 ist der gesuchte drehsymmetrische 2D-1K-ES-Zustand mit einer diesen Eigenspan-
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nungszustand verursachenden Eigenspannungsquelle ¢,(r) dargestellt.

£q (0)

Bild 8: Drehsymmetrischer 2D-1K-ES-Zustand mit Eigenspannungsquelle

Wir 1osen jetzt das Gleichungssystem (69) bis (72) unter Beachtung von Gl.(73) nach den
gesuchten Eigenspannungskomponenten o, und o; auf. Zunachst setzen wir die Gln.(72) in die

Gln.(69) ein. Aus diesen beiden neuen Gleichungen folgt, wenn man sie nach o, und o, auflost:

E
o, = 1_V2{6, +vey — (1 +v)eg}
(74)
E
o, = 1_V2{6t +ve, — (1 +v)egt .
Einsetzen der Gln.(74) in die Gleichgewichtsbedingung Gl.(71) liefert:
d d
r—(er +ve) + (1= v)(er — &) = (1+u)rdi:. (75)
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In GL.(75) werden die Gln.(70) eingesetzt. Damit erhalt man:

Pu 1du U de
™ - T _ __T — 1 q 76
dr? v dr r? (1+v) dr ’ (76)
oder identisch:
d 1d(ru,) deg
—{= = (1 — 77
dr "r dr } (1+v) dr (77)

Mit der G1.(77) ist das drehsymmetrische 2D-1K-ES-Problem auf eine inhomogene gewohnliche
Differentialgleichung 2. Ordnung zuriickgefiithrt. Die zweimalige Integration der Gl.(77) liefert
die allgemeine Losung fur das radiale Verschiebungsfeld u,(r), welches durch die Eigenspan-

nungsquelle ¢,(r) induziert wird, namlich

Cy

)
T

1 T
u(r) = (1+u)~;/0 gqrdr + Cir + (78)

mit C) und C; als Integrationskonstante. Aus Gl.(78) folgen mit den Gln.(70) die Gesamtdeh-

nungen in radialer und tangentialer Richtung:

d’LL,- 1 T Cz
Er = dr = —(1+u)ﬁ/0eqrdr+(1+u)5q+01——?2—,
(79)
. 1 gr C
Et:u—-‘-' +(1+I/)—2/€q7‘d'f'+C1+—22‘,
T T 0 T

Setzt man die Gln.(79) in die Gln.(74) ein, erhélt man die allgemeine Losung fir die gesuchten

Eigenspannungen:

o (r) = —Eiz/reqrdr—}— b {Cl(l+u)—C’2(1——V)—1—},
r2 Jo 1 2

— 12 r

1 rr E 1
O't('l") = +Eﬁ EquT—E5q+ {01(1+V)+02(1—V)—2} .

0 1— 2 r

Die beiden Integrationskonstanten C; und C, stammen aus der Integration der gewdhnlichen
Differentialgleichung 2. Ordnung Gl.(76) bzw. GL.(77). Sie konnen mit Hilfe von zwei Randbe-

dingungen bestimmt werden. Da im Scheibenmittelpunkt » = 0 keine Verschiebung auftreten
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kann, gilt %,(0) = 0. Auflerdem muf} die Scheibenberandung spannungsfrei sein, man ver-
gleiche die Abschnitte 7.2 und 8.2. Daher muf}l die Eigenspannungskomponente o, fur r = b
verschwinden, siehe Bild 8. Es gilt 0, (b) = 0. Demnach lauten die beiden Randbedingungen

%,(0) = 0 und o, (b) = 0. (81)

Aus der ersten Randbedingung (81) folgt mit G1.(78):

/Taq'r'dr C
u(0) = (1+v)lim?®——+C; - 0+lim = = 0. (82)

r—0 T r—0 p

Nach der I’'Hospital’schen Regel, siche z.B. {36}, verschwindet der erste Limes in Gl1.(82). Um
Gl.(82) zu erfullen, mufl demnach Cy = 0 sein. Damit ist die erste der beiden Randbedingungen
(81) ausgewertet.

Aus der zweiten Randbedingung (81) folgt mit ¢, aus den Gln.(80) und mit C; = 0:

b2 —

1 rb E
o.(b) = —E—/; sqrdr+1

und daraus
1 b
Cl = (1 — V)EA Eq'l"d'r .

Einsetzen der Integrationskonstanten C; und C, in die Gln.(80) liefert endgultig die gesuchten

Eigenspannungskomponenten als Funktion der Eigenspannungsquelle g,(r):

b

1 1/
o.(r) = E{EE ; Eqrdr—_;z—/o gqrdr} ,

(83)

1 b 1
o(r) = E{EE | Eqrerr;—z—/o gqrdr — gq(r)} .

Fur » — 0 mussen sich fur 0,(0) und 0,(0) eindeutige Werte ergeben. Wir berechnen deshalb

nach der Regel von I'Hospital den Grenzwert

/ €qr dr Eq(T)r €q(T) 1
im2%—— = lim*<4L. = lim%*<. = _
lm% ) 11_11% o }u% 9 2esq(O) ) (84)
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mit €,(0) als Extradehnung im Scheibenmittelpunkt, siehe Bild 8. Mit Gl.(84) ergibt sich fur

die Eigenspannungen im Scheibenmittelpunkt » = 0:

5, (0) = (0) = E{-bl2 Obsqrdr—%eq(O)}. (85)

Mit den Gln.(83) und (85) ist das drehsymmetrische 2D-1K-ES-Problem vollstandig gelost.

9.1 Wairmepunkt t(r)

Bei punktformiger Erwarmung einer Scheibe bildet sich ein drehsymmetrisches Temperaturfeld

t(r) aus. Dadurch wird die Eigenspannungsquelle
gq(r) = a{t(r) —to} = oT(r) (86)
eingepragt. Einsetzen von Gl.(86) in die Gln.(83) liefert fur die Warmespannungen:

o.(r) = ocE{b—l2 ObT(r)r dr — lefor T(r)rdr},

(87)
= aB{E [(Twdr+ L [ T@yrdr - T
a(r) = ab{y A T(r)r 'r’+;3/0 (r)rdr — T(r)} .
Die Warmespannungen im Scheibenmittelpunkt » = 0 betragen nach Gl.(85):
1 rb 1
0.(0) = o0(0) = aE{Zﬁ T(rYrdr — iT(O)}’ (88)
0

mit T(0) = #(0) —to als Temperaturdifferenz im Scheibenmittelpunkt. In den Gln.(87) und (88)
kann statt 7'(r) und 7(0) auch ¢(r) und ¢(0) eingesetzt werden, da die Terme mit der konstan-
ten Bezugstemperatur ¢, herausfallen und aus diesem Grunde keinen Warmespannungsanteil

verursachen. Man vergleiche hierzu die Bemerkungen zur G1.(16) und Abschnitt 3.3.

Die durch t(r) verursachten Warmespannungen nach den Gln.(87) durfen die Streckgrenze
nicht erreichen. Demnach gilt die Warmstreckgrenzenbedingung nach GI.(68). Da im vorlie-

genden drehsymmetrischen Fall die Schubeigenspannungen verschwinden, liegt mit o, und oy
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nach den Gln.(87) im ganzen r-Bereich bereits ein reiner Hauptspannungszustand vor. Aus
diesem Grunde lautet die Bedingung nach GI.(68) fur den vorliegenden drehsymmetrischen

Warmespannungszustand:

(Mg

or{t(r)} > (oF +0F — ,0) (89)

Im Scheibenmittelpunkt gilt o, (0) = 0,(0), siche GI.(88). Damit lautet die Bedingung (89) fiir
den Scheibenmittelpunkt

or{t(0)} > .(0) . (90)

Mit den Bedingungen (89) und (90) wird sichergestellt, dal die nach den Gln.(87) und (88)

berechneten Warmespannungen die Warmstreckgrenze nicht erreichen.
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10 2D-1K-ES-Zustande in ebenen n-fach geschichteten
Werkstoffen bei vollstandiger Anisotropie der Ein-

zelschichten und gegebenem c3(x3)-Feld

Ebene metallische Schichtwerkstoffe konnen z.B. durch Warmwalzen, Sprengplattieren oder
Auftragsschweiflen hergestellt werden. Auflerdem wird auf die verschiedenen faserverstarkten
Werkstofle hingewiesen, wobei besonders faserverstarkte Kunststoffe eine Rolle spielen. Die
Faserverstarkung fuhrt zu richtungsabhangigen mechanischen und thermischen Werkstoffeigen-

schaften, also zur Anisotropie.

Um die Faserverstarkung allgemein zu berucksichtigen, sollen in diesem Abschnitt die moglichen
Eigenspannungszustande in einem ebenen n-fach geschichteten Werkstoff bei vollstandiger An-
isotropie der Einzelschichten fur eine gegebene Eigenspannungsquelle berechnet werden. Aus
diesen allgemeinen Gleichungen konnen dann die fur isotrope Schichtwerkstoffe gultigen Be-
ziehungen hergeleitet werden. Ein vollstandig anisotropes Werkstoffverhalten kann durch das
generalisierte Hooke’sche Gesetz beschrieben werden. Wir fuhren dieses Gesetz in der nach den

Spannungen aufgelésten Form

Oa = Captb, (a,b =1 bis6) (91)
ein, siehe (2,37}, mit
- - ~ 5 - - - -
a1 o1 €1 €11
Oy 022 €2 €22
03 033 €3 €33
O = = und € = = (92)
et 023 €4 Y23
05 031 €5 Y31
Os 012 €6 Y12 ]

als die symmetrischen Tensoren der Spannungen und Dehnungen in Form von Spaltenmatrizen.

In der zweiten Gl.(92) ist va3 = 2€23, y31 = 2631 und v1, = 2615 .

Die 6x6-Matrix c¢g in Gl1.(91) heifit Matrix der Elastizitatskonstanten. Mit Hilfe von Energie-

betrachtungen kann die Symmetrie von ¢, nachgewiesen werden, siehe {3,4,33,37]. Demnach
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benotigt man zur vollstandigen Beschreibung einer allgemeinen Anisotropie 21 Werkstoftkenn-
werte. Fiur Isotropie werden dagegen nur zwei Werkstoffkonstante benotigt: £ und G, oder E

und v, oder G und v.

Bei der Herstellung ebener Schichtwerkstoffe oder bei Belastung derselben z.B. durch eine Tem-
peraturanderung (dies fihrt zu dem bekannten Bimetalleffekt) entstehen Eigenspannungen.
Diese hingen im allgemeinen nicht von den Flachenkoordinaten ab. Legt man die Schich-
tungsebenen parallel zur z,-z,-Ebene, hangen die gesuchten Eigenspannungen nur von der
z3-Koordinate ab. Es liegt damit ein zwelachsiger parallel zu den Schichtungsebenen wirken-
der und nur von der Dickenrichtung z3 abhangiger 2D-1K-ES-Zustand vor. Ausgehend von
der in den Gln.(91)und (92) eingefihrten Indizierung und in Anlehnung an die Gln. (54) und
(55) konnen dann der beschriebene ebene Eigenspannungszustand und die wirksame Eigen-

spannungsquelle wie folgt geschrieben werden:

ot o1 €] el1
oa(3) = o5 = Ta9 und €f(z3) = el = e, ) (93)
(o a1 Eg 7;12

Wie aus den Gln.(93) ersichtlich, laufen die Indizes a, b iber 1, 2 und 6. Dies gilt auch fir
alle nachfolgenden Gleichungen dieses Abschnitts. Der beschriebene Eigenspannungszustand
i1st 1in Bild 9 an einem Scheiben- bzw. Plattenelement eines zweifach geschichteten Werkstoffs

veranschaulicht.
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X3

Og
Cg G,
Lz
Y O,
X2
Z
X3 dx
dX2

Ebene x3 =

J’ X1

Bild 9: Eigenspannungszustand o,(z3) am zweifach geschichteten

Scheibenelement dz; X dzy X Z

10.1 Die Gleichungen zur Berechnung der Eigenspannungen o,(x3)

Zur Behandlung des vorliegenden Problems muff man die Grundgleichungen fur den kombi-
nierten Scheiben-Plattenspannungszustand unter Berucksichtigung der Eigenspannungsquelle
€d(z3) wie in den vorangegangenen Abschnitten formulieren und in geeigneter Weise nach
den gesuchten Eigenspannungen auflosen. Auf die Wiedergabe dieser Grundgleichungen und
der Auflésungsprozeduren wird hier verzichtet, siche [38,39]. Stattdessen geben wir hier das

endgiltige Gleichungssystem an, dessen Auflosung bei gegebener Eigenspannugsquelle €4(z3)
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direkt zu dem gesuchten ebenen Eigenspannungszustand o,(z3) fuhrt:

z z z
0 = Eb/ cpdzs + nb/ r3c,,dzs —/ cpeqdes (94)
0 0 0
z z z
0 = Eb/ msc:bda:;; + Nb/ wﬁczbdms '*/ ;n3c;bt‘gd:1)3 ) (95)
0 0 0
Ta = Cop(Eb + T3k — &) , (96)
(a,b = 1,2,6) .

Zundachst werden die im Gleichungssystem (94) bis (96) auftretenden Groflen erklart. €, ist der
Tensor der Gesamtdehnung in der Ebene z3 = 0, sieche Bild 9:

€1 €11
& = €9 = €92 . (97)
Es 212

Bei k, handelt es sich um den Krummungstensor der Ebene z3 = 0:

K1 K22
Ko — Ka = —Ki1 . (98)
Ke 2/‘.‘,12

Im Hinblick auf die in dieser Arbeit noch behandelte Zerlegemethode fur geschichtete Platten
wird bereits an dieser Stelle darauf hingewiesen, daf €, z.B. mit einer aufgeklebten Dehnungs-
mefstreifenrosette und x, z.B. mit Hilfe eines Krimmungsmefigerates in der Ebene z3 = 0

mefbar sind.

Die Matrix ¢, 1st die von der Dickenkoordinate 3 abhangige an das geschichtete Kontinuum

angepafite Matrix der Elastizitatskonstanten:



Cab Ca3 Cas4 Cas
Capb €33 C34 C3s
Cap €43 Caq (45
Csp Cs3 Cs4 Css
* _— —
cp(z3) = ,  (a, b=1,2,6) . (99)

C33 C34 C3p

€43 Caq Cys

C53 Cs4 Css

Wegen der Symmetrie von c, ist auch ¢, symmetrisch. Die Gesamtdehnung €, in einer belie-

bigen Plattenebene z3 berechnet sich iber die Gln.(97) und (98) zu
Eb(mg) = €p + Lakp ) (b = 172,6) . (100)

Wir kommen zuriick auf das Gleichungssystem (94) bis (96). Fur einen bestimmten Schicht-
werkstoff ist die Matrix ¢, (z3) nach Gl.(99) berechenbar. Bei gegebener Eigenspannungsquelle
eg(z3) stehen dann mit dem Gleichungssystem (94) und (95) insgesamt sechs lineare Gleichun-
gen zur Bestimmung der insgesamt sechs Komponenten von &, und &, zur Verfugung. Lost man
das inhomogene lineare Gleichungssystem (94) und (95) nach g, und &; auf, lafit sich der durch
die Eigenspannungsquelle ¢} (z3) induzierte ebene Eigenspannungszustand o, (z3) nach Gl (96)
direkt berechnen. Mit dem Gleichungssystem (94) bis (96) liegt damit die explizite Losung des
2D-1K-ES-Problems in n-fach geschichteten anisotropen Werkstoffen vor.

10.2 Der allgemeine Bimetalleffekt

Erwarmt man einen Bimetallstreifen, treten Spannungen und Verformungen auf. Man bezeich-
net dies allgemein als Bimetalleffekt. Mit Hilfe des Gleichungssystems (94) bis (96) kann der
allgemeine Bimetalleffekt einer n-fach geschichteten Platte (zweidimensionales n-Metall) bei

Anisotropie berechnet werden.

Bei von den Ortskoordinaten z; unabhéngiger Erwarmung der Platte von tq auf ¢; 1afit sich die

Eigenspannungsquelle €2 wie folgt berechnen:

ea(za) = aa(zs)(ts — to) , (101)
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mit a, = (a1, az,as) als transponierte Spaltenmatrix der Warmeausdehnungskoeffizienten fiir
thermische Anisotropie. Einsetzen von Gl.(101) in das inhomogene lineare Gleichungssystem
(94) und (95) fuhrt nach Aufldsung zu den durch die Erwarmung verursachten Deformationen
g und kp in der Ebene z3 = 0, siehe Bild 9. Die durch die Temperaturanderung erzeugten
Warmespannungen berechnen sich dann aus den dre1 Gleichungen (96). Die Gesamtdehnungen

in der Platte als Funktion von z3 ergeben sich schliefilich aus den Gln.(100). Damit sind alle

Groflen bekannt.



11 2D-1K-ES-Zustande in der homogenen anisotropen

Platte

In diesem Abschnitt sollen die allgemein giiltigen Gleichungen des Abschnitts 10 fur ungeschich-
tete bzw. homogene Platten spezialisiert werden. Die allgemeine Anisotropie des Werkstoffs
soll vorerst erhalten bleiben. Es werden also die 2D-1K-ES-Zustande in ungeschichteten aber
anisotropen Platten berechnet. Diese Annahmen treffen z.B. auf faserverstarkte und in Dicken-

richtung homogen aufgebaute Kunststoffplatten zu.

Bei der homogenen Platte hangen die Komponenten der angepafiten Matrix der Elastizitats-
konstanten ¢, nicht mehr von z3 ab. In dem Gleichungssystem (94) und (95) kénnen deshalb
die ¢,-Matrizen vor die Integrale gesetzt werden. Anschliefende Multiplikation mit der Kehr-
matrix (c,)”" ermdglicht die direkte Auflésung des Gleichungssystems (94) und (95) nach 2,

und K, . Nach einer Zwischenrechnung erhalt man

= 417 4 6 17 4

€y — 2/(; €bdll?3 — -ﬁ/(‘) .’133€bd.’133 N (102)
6 2 12 %

Kp = — ‘—Z_Z\/‘O Egdmg + —Z—S/O $3€gd$3 ) (103)

mit Z als Plattendicke, siehe Bild 9. Setzt man die Gln.(102) und (103) in die GI1.(96) ein,
ergibt sich

.., 4 6z z 12z 6 z
cales) = il — o) [ eldea + (52 = ) [ aacidey —f(aa)y . (109)

Dies sind die gesuchten Eigenspannungen in Abhangigkeit von der Eigenspannungsquelle ¢f(z3)

fur homogene anisotrope Platten.

Fur eine homogene Platte legt man das Koordinatensystem zweckmafig in die Mittelebene der
Platte. In Anlehnung an die Bilder 3 und 4 und im Hinblick auf Gl.(13) bezeichnen wir jetzt
die Dickenkoordinate bezogen auf die Mittelebene mit y und die Plattendicke mit 2H. Es gilt

dann:

Z =2H, 23 = y+H, dzz = dy. (105)

Wendet man die Transformation nach Gl.(105) konsequent auf Gl.(104) an, ergibt sich fur die
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Eigenspannungen

N 1 +H 3y +H
0uly) = ulyy [yt ooy [ veldy - elw)} (106)
Der Aufbau von GI. (106) entspricht formal dem von GI.(13). GI.(106) ist die zweidimensionale
Erweiterung der GIl.(13) unter Berticksichtigung von allgemeinen anisotropen Werkstoffeigen-
schaften. Es wird allerdings darauf hingewiesen, dafl der Doppelindex b iber 1,2,6 zu summieren
ist. Daher unterscheidet sich Gl.(106) in ausgeschriebener Form und wegen der anisotropen

elastischen Konstanten ¢, doch betrachtlich von Gl.(13).
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12 2D-1K-ES-Zustande in der homogenen isotropen
Platte

In G1.(106) beinhaltet die angepafite Matrix der Elastizitatskonstanten ¢, noch die vollstandige
Werkstoffanisotropie. Spezialisiert man ¢, fur Isotropie, erhalt man aus Gl.(106) die Bestim-

mungsgleichung des ebenen Eigenspannungszustandes fur die homogene und isotrope Platte.

Die Matrix ¢, berechnet sich nach G1.(99) aus der Matrix cz. Daher benotigt man zunachst
die Matrix der Elastizitatskonstanten cq, fur Isotropie. Diese ergibt sich aus dem fur Isotropie
gultigen Stoffgesetz G1.(39). Lost man Gl.(39) nach den Spannungen o;; auf, und beachtet
man den Zusammenhang F = 2G(1 + v), ergibt sich

v
o = 26 (&5 + i 5 ewe) (107)

wobel iiber den Doppelindex k von 1 bis 3 summiert wird. Ausschreiben der Gl.(107) fur
1,7 = 1,2,3 liefert die sechs bekannten Beziehungen zwischen Spannungen und Dehnungen fur
den isotropen Hooke’schen Korper. Bringt man diese sechs Gleichungen dann in die Form der

GL.(91), ergibt sich daraus die Matrix ¢, fur den isotropen Korper zu:

l-v v v 0 0 0
v 1 —v v 0 0 0
2G v v 1l-v 0 0 0
Cap = (108)
1—2v 0 0 0 (1-2v)/2 0 0
0 0 0 0 (1-2)/2 0
0 0 0 0 0 (1 - 20)/2
Mit Gl.(108) 1aBt sich iiber Gl.(99) die Matrix ¢, berechnen. Man erhalt:
G 2 2v 0
= . 109
Gho= | w 2 0 (109)
0 0 1—-v

Dies ist die angepafite Matrix der Elastizitatskonstanten fir isotropes Werkstoffverhalten. Ein-
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setzen von Gl.(109) in GIl.(106) liefert:

= B e ey + B [T e ety dy — (¢ 4 ved)
T AT eg Sy TR T s |y T VRS T T e
E 1 +H 3y [+H
% = Tty /_H (62 +vel)dy + o7 /.H (€3 4 velly dy — (63 + vel)} (110)

o = i~ [T e +—3y—/+qu dy — €2}
° T Yap g Y T s [y YW TS

Nach den Gln.(110) 148t sich der in einer homogenen und isotropen Platte herrschende ebene
Eigenspannungszustand o,(y) als Funktion der Eigenspannungsquelle €2(y) bestimmen. Die aus
Abschnitt 10 ibernommene 1-2-6-Indizierung kann in Anlehnung an GI.(93) in die gebrauchh-
chere Doppelindizierung 11-22-12 umgeschrieben werden.

Warmespannungen

Durch Einwirkung einer von den Flichenkoordinaten unabhingigen Temperaturverteilung ¢(y)

wird die Eigenspannungsquelle

ely) = eily) = o{t(y) —t} = aT(y) und € =0 (111)

eingepragt. Einsetzen von GIl.(111) in Gl.(110) liefert die durch ¢(y) induzierten Warmespan-
nungen

ak

1—v

oy = 0Oy =

1 +H 3y +H
G [, T+ [ Tewdy-Tw)},  (112)
wobel T(y) wieder durch ¢(y) ersetzt werden kann. Der zweiachsige Warmespannungszustand
unterscheidet sich gegentuber dem einachsigen Fall durch den Faktor 1/(1 — v), man vergleiche
Gl.(112) mit Gl.(16). Da die Schubeigenspannungen og verschwinden, liegt ein Hauptspan-
nungszustand vor, fur den die Warmstreckgrenzenbedingung nach Gl.(68) erfullt sein mu$.

Nach Gl.(112) ist oy = 0. Damit ergibt sich aus Gl.(68):

or{t(y)} > oi(y) - (113)
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Gl1.(113) stellt sicher, dafl in keiner Plattenebene y die Warmstreckgrenze erreicht wird. Die
Warmespannungen entstehen dann rein elastisch, also ohne Ausbildung von plastischen Defor-

mationen. Nur in diesem Falle ist die Anwendung von GI.(112) gerechtfertigt.
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13 Experimentelle Verfahren zur Bestimmung

von Eigenspannungen

Zu Anfang dieses Abschnittes gestatten wir uns einen kurzen Riickblick. Beil den bisherigen
Betrachtungen gingen wir davon aus, dafl fir den jeweils vorliegenden Fall die Eigenspannungs-
quelle €;(z;) bekannt ist. Dies ermoglichte uns die vollstandige Formulierung der Grundglei-
chungen zur Bestimmung der herrschenden Eigenspannungen. Diese Grundgleichungen ergaben
sich aus den Gleichungen der Kinematik, der Statik und aus dem Stoffgesetz fur das linear ela-
stische Kontinuum, wobei die Eigenspannungsquelle als zusatzlicher Dehnungsanteil eingefuhrt
wurde und die kennzeichnenden Merkmale von Eigenspannungszustanden, namlich verschwin-
dende spezifische Volumenkrafte und spannungsfreie Gesamtoberflache, berucksichtigt wurden.
Eigenspannungszustande, die nur von einer Koordinate abhangen, fuhrten auf gewohnliche
Differentialgleichungen. In diesen Fallen gelang auch die explizite Auflésung nach den gesuch-
ten Eigenspannungen, die sich als eindeutige Funktion der eingepragten Eigenspannungsquelle
ergaben. Wir fassen zusammen: Die bisherige Betrachtungsweise erlaubt uns bei bekannter
Eigenspannungsquelle ef;(z;) die vollstandige Beschreibung, und damit auch bei Heranziehung
geeigneter analytischer oder numerischer Verfahren die Berechnung beliebiger Eigenspannungs-

zustande.

In den meisten Herstellungsprozessen und Fertigungsverfahren werden die Bauteile mit Eigen-
spannungen “beladen”. Als Beispiele seien genannt: Walzen, Gieflen, Pressen, Schmieden,
Ziehen, Richten, Harten, Schweiflen, Auftragsschweifilen, Brennschneiden, Spreng- und Walz-
plattieren, Drehen, Frasen, Hobeln und Schleifen. Die durch den jeweiligen Fertigungsprozef}
eingepragten Eigenspannungsquellen entziehen sich aber meistens unserer Kenntnis. Daher
kann man sagen, daf} in vielen praktischen Fallen die durch das jeweilige Fertigungsverfahren
eingebrachten Eigenspannungsquellen, die den Eigenspannungszustand erzeugen, nicht bekannt

sind.

Als Beispiel betrachten wir eine Unterpulver-Auftragsschweiflung von austenitischem Stahl auf
einen dickwandigen Grundwerkstoff aus Feinkornbaustahl, siehe [40,41]. Dabei entsteht durch
die plastischen Deformationen des Grundwerkstoffes, durch die Umwandlungsvorgange in der
Warmeeinfluzone des Grundwerkstoffes und durch die unterschiedlichen Warmeausdehnungs-
koeffizienten von Grundwerkstoff und Plattierung ein resultierender Figenspannungszustand.

Fur den Fall, dafl man eine nachtragliche Warmebehandlung vornimmt, wird der urspriingliche
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durch das Schweifiplattieren induzierte Eigenspannungszustand nochmals umgelagert.

Es ist offensichtlich, dal man fiir den im Beispiel geschilderten komplexen Vorgang der
Eigenspannungsentstehung nicht in der Lage ist, auswertbare Informationen uber die Eigen-
spannungsquelle zu erhalten. Fur das genannte Beispiel und in vielen praktischen Fallen mit
ahnlich komplexen Ursachen fir die Eigenspannungsausbildung versagen deshalb die bislang in

dieser Arbeit angewendeten Methoden, iiber €f;(z;) die Eigenspannungszustande zu berechnen.

Zur Bestimmung von Eigenspannungszustanden in Bauteilen ohne Kenntnis der Eigenspan-
nungsquelle wurden deshalb zahlreiche und zum Teil sehr unterschiedlich arbeitende experimen-
telle Eigenspannungsmefiverfahren entwickelt. Diese Verfahren werden im folgenden aufgezahlt,

siehe [42]:

Abtrage- oder Zerlegemethoden,
Nutverfahren,

Ringkernverfahren,
Bohrlochmethode,
Tandemfreischnittverfahren,
Rontgenografie,

Neutronenbeugung,
Spannungsoptik und Moirémethode,
Ultraschallverfahren und

e I A o

—
o

Magnetische Verfahren.

Die Methoden 1 bis 5 werden gelegentlich auch als mechanische Verfahren bezeichnet. Bei 6
und 7 handelt es sich um Beugungsverfahren. Die Methoden unter 8 heiflen auch optische
Verfahren. Die mechanischen Verfahren 1 bis 5 kennzeichnen nur die Art und Weise, mit der
man durch spanabhebende Bearbeitung oder durch chemischen oder funkenerosiven Abtrag
das Gleichgewicht des eigenspannungsbehafteten Korpers stort, um dadurch am Restkorper
mefibare Verformungsreaktionen auszulosen. Dagegen bezeichnen die Verfahren 6 bis 10 nur die
Mefimethoden. So kann man beispielsweise die Abtragemethode 1 anwenden und die dadurch
ausgelosten Verformungen des Restkorpers mit Hilfe der Moirétechnik 8 messen, siehe [43]. Die
gebrauchliche Einteilung der EigenspannungsmeBmethoden nach der Aufzahlung 1 bis 10 ist

demnach nicht streng systematisch.



— 60 -

Das Thema dieser Arbeit ist die Beschreibung von Eigenspannungszustanden aus der Sicht
der Kontinuumsmechanik. Daher wird auf die aufgezahlten experimentellen Methoden zur
Eigenspannungsbestimmung im einzelnen nicht eingegangen. Dies ware auch angesichts der
Methodenvielfalt und der unterschiedlichen physikalischen Prinzipe der Mefimethoden eine viel

zu umfangreiche Aufgabe.

Wir wollen in dieser Arbeit aber die Abtragemethode behandeln, da diese Methode auf die

Grundlagen der Elastizitatstheorie in besonderem Mafle angewiesen 1st.
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14 Abtragemethode

14.1 Abtragemethode fiir 1D-1K- und 2D-1K-ES-Verteilungen

Wir stellen uns einen Balken nach Bild 5 oder eine Platte nach Bild 9 vor. Der herr-
schende Eigenspannungszustand soll beim Balken nur von der HShenkoordinate y (1D-1K-
ES-Verteilung) und bei der Platte nur von der Dickenkoordinate zz (2D-1K-ES-Verteilung)
abhangen, man vergleiche die Bilder 5b und 9.

Bei der Abtragemethode wird der eigenspannungsbehaftete Balken oder die eigenspannungs-
behaftete Platte in hinreichend dunnen Schichten Schritt fur Schritt abgetragen. Die in den
abgetragenen Schichten ausgelosten Eigenspannungen verursachen am Restbalken oder an der
Restplatte Verformungsreaktionen, die man nach jedem Abtrageschritt als Krimmung oder
Dehnung mit Hilfe eines geeigneten Mefiverfahrens registriert. Bei Balken und Platte mifit

man diese Verformungsreaktionen zweckmafig auf der der Abtragung gegenuberliegenden Seite

(MeBseite).

Der Zusammenhang zwischen den in den abgetragenen Schichten herrschenden urspriungli-
chen Eigenspannungen (das sind die Eigenspannungen, die in diesen Schichten im unzerlegten
Original-Bauteil wirken) und den registrierten Formanderungen am Restkorper wird durch die
fur das jeweilige Bauteil geltenden Grundgleichungen der Elastizitatstheorie hergestellt. Diese
Gleichungen nennt man Auswertegleichungen. Die Auswertegleichungen sind fur das jeweils
vorliegende Bauteil abzuleiten oder dem Schrifttum zu entnehmen. Demnach ermoglichen die
Auswertegleichungen die Umrechnung der im Abtrageversuch ermittelten Verformungsreaktio-

nen in die gesuchten Eigenspannungen.

Wie ersichtlich, besteht das Abtrageverfahren aus einem experimentellen Teil (Bauteilabtra-
gung und Messung der ausgelosten Verformungen) und aus einem rechnerischen Teil (Berech-
nung der Figenspannungen iber die Auswertegleichungen). Aus diesem Grunde bezeichnen wir
die Methode derart ermittelter Eigenspannungen auch als experimentell-rechnerische Methode
der Bauteilabtragung oder als experimentell-rechnerische Methode der Bauteilzerlegung durch

Abtragen.

Die Abtragemethode ermdoglicht die Bestimmung der Eigenspannungsverteilung tuiber der Héhe

bzw. uber der Dicke des Bauteils. Man spricht in diesem Zusammenhang auch ganz allgemein



- 62 -

von der Tiefenverteilung der Eigenspannungen. Es wird darauf hingewiesen, dafl der Ermitt-
lung der Tiefenverteilung allgemein grofie Bedeutung zukommt, siehe [42]. Die Ermittlung
der Eigenspannungsverteilung bezeichnet man auch als vollstandige Eigenspannungsanalyse,

im Gegensatz etwa zur Eigenspannungsbestimmung nur an der Bauteiloberflache.

14.2 Abtragemethode fur 1D-2K-ES-Verteilungen

Im vorstehend beschriebenen Fall fur Balken und Platte hdngen die Eigenspannungen nur
von einer Koordinate ab. Dementsprechend ist in einer abgetragenen Schicht der ausgeloste

Eigenspannungszustand nicht verdnderlich.

Betrachtet man dagegen einen durch Kehlnahtschweiflen hergestellten T-Trager, so hangen
die durch das Schweiflen eingebrachten und in Langsrichtung wirkenden Eigenspannungen von
den beiden Querschnittskoordinaten ab. Es liegt demnach eine 1D-2K-ES-Verteilung vor. In
diesem Falle ist der in einer gedachten Schicht wirkende Eigenspannungszustand veranderlich.
Daher stellen die durch Schichtenabtrag ausgelosten Dehnungsreaktionen am Restkorper keinen

eindeutigen Bezug zu den urspringlichen Eigenspannungen in der abgetragenen Schicht her.

Man muf deshalb im Falle des geschweifiten T-Tragers mit 1D-2K-ES-Verteilung die Abtragung
des Querschnittes durch hinreichend kleine Flachenstiicke vornehmen. Fur diese konnen dann
die im jeweiligen Flachenstick wirkenden urspriinglichen Eigenspannungen iber die abzulei-
tenden Auswertegleichungen aus den gemessenen zugehorigen Dehnungsreaktionen bestimmt

werden.

Im Falle des T-Tragers besteht eine Flachensymmetrieachse, und die abzuleitenden Auswerte-
gleichungen werden aus den Grundgleichungen der sogenannten “geraden Biegung” ermittelt.
Ber Profilen ohne Flachensymmetrieachse (z.B. L- oder Z-Profile) miissen zur Ableitung der
Auswertegleichungen die Grundgleichungen der sogenannten “schiefen Biegung” herangezogen
werden, siehe z.B. [44]. Wie aus diesen kurzen Hinweisen nochmals ersichtlich, benotigt man

zur Auswertung der Abtragemethode die Grundgleichungen der Elastizitatstheorie.
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14.3 Einflul der Abtrageschrittweite auf die Bestimmungs-

genauigkeit der Eigenspannungen

Die nach dem Abtrageverfahren ermittelten Eigenspannungen werden als Mittelwert fur die
jeweils abgetragene Schicht oder fur das jeweils abgetragene Flachenstiick berechnet. Bei sehr
kleinen Abtrageschritten wird der experimentelle Aufwand grof}, bei sehr grob ausgefuhrten
Abtragungen wachsen die Bestimmungsfehler der ermittelten Eigenspannungen. Im vorstehen-
den Text wurden deshalb die Formulierungen “hinreichend dunne Schichten” und “hinreichend

kleine Flachenstucke” gewahlt.

Da man allgemein keinen quantitativen Zusammenhang zwischen Abtrageschrittweite und Be-
stimmungsfehler zur Verfugung hat, wird man zunachst auf eigene oder fremde Erfahrungswerte
bei der Wahl der Abtrageschrittweite zuruckgreifen. Haufig wird die Eigenspannungsverteilung
(Tiefenverteilung) nur in einer oberflachennahen Zone von einigen Millimetern bendtigt. In
solchen Fallen ist die Wahl einer relativ diinnen Abtrageschichtdicke in der Groflenordnung
Zehntelmillimeter moglich. Als Beispiel wird auf durchgefuhrte Eigenspannungsanalysen nach
der Abtragemethode hingewiesen. So wurden in der Arbeit [45] 0.1 mm, in [46,47] 0.2mm, in
(48] 0.4mm und in [40,41,49] 0.5mm fur die Abtrageschrittweite gewahlt.

Die Bestimmungsgenauigkeit der Abtragemethode wurde nach Kenntnis des Autors erstmals
fur einen Balken mit 1D-1K-ES-Verteilung systematisch untersucht, siehe [50]. In der ge-
nannten Arbeit wird neben der Berechnung des Bestimmungsfehlers der Eigenspannungen als
Funktion unterschiedlich dicker Schichtenabtragungen auch die Rechengenauigkeit von drei un-
terschiedlich aufgebauten Auswertegleichungen iberprift. Der Bestimmungsgenauigkeit der
Randeigenspannung wird besondere Beachtung geschenkt. Auflerdem wird auf die Méglichkeit
hingewiesen, den Einflufl des Mefifehlers auf die Bestimmungsgenauigkeit der Eigenspannungen
mit Hilfe der Auswertegleichung zu berechnen. Das angewendete Prinzip der Fehleranalyse kann
auch auf andere nach dem Abtrageverfahren auf Eigenspannungen zu untersuchende Bauteile
ubertragen werden. Insofern liegt mit der Arbeit [50] eine allgemeine Methode fiir die Fehler-
bestimmung beim Abtrageverfahren vor, die man im Einzelfall als Erganzung und Absicherung

der Eigenspannungsanalyse heranziehen kann.
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14.4 Anwendung der Abtragemethode zur Bestimmung

von 1D-1K-ES-Verteilungen

In einem Balken mit Rechteckquerschnitt, Anfangshéhe h, und Dicke 1, liege ein nur von der
Hoéhenkoordinate abhangiger und in Balkenlangsrichtung wirkender 1D-1K-ES-Zustand vor.
Als Beispiel vergleiche man Bild 5b. Eine solche Eigenspannungsverteilung soll mit der in

Bild 10 veranschaulichten Abtragemethode bestimmt werden.

Wie aus Bild 10 ersichtlich, wird der Balken durch Schichtenabtrag ¢, (p = 1 bis v) von hg auf
h, (p = 1 bis v) Schritt fur Schritt abgetragen. Nach jeweils Abtragen einer Schicht ¢, wird
auf der Mefiseite des Restbalkens die zu h, zugehorige Verformung s, = s,(h,) als Durchbie-
gung uber der Balkenlange 2a gemessen und registriert. Man nennt die Durchbiegung s, auch
Biegepfeil. Die in Bild 10 skizzierte Mefleinrichtung bezeichnet man als Biegepfeilmefigerat. In
Bild 10 wurde die Zerlegung bis zum v-ten Abtrageschritt vollzogen. Entsprechend wurde am
Biegepfeilmefigerat in Bild 10 der aktuelle Wert s, eingetragen. Zur praktischen Ausfuhrung

von Biegepfeilmefigeraten vergleiche man die Arbeiten [45,47].

Die gesuchten Eigenspannungen o, (g = 1 bis v) sind jeweils Mittelwerte in der Schicht ¢,.
Bei 0p handelt es sich um die Randeigenspannung, siehe Bild 10. Die ¢, (g = 1 bis v) sind
die Hebelarme von der Neutralen Faser NF des Restbalkens der Hohe h, bis zur jeweiligen

Schichtmitte ¢,. Unter der Voraussetzung eines hinreichend dunnen Schichtenabtrages wirken
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die gesuchten Eigenspannungen o, jeweils in der Mitte von ¢,, siehe Bild 10.

Abtragseite

T |

Me(iseite

Bild 10: Abtragemethode mit Biegepfeilmessung fur Balken
mit Rechteckquerschnitt

Wendet man die Balkenmechanik auf den in Bild 10 dargestellten Schichtenabtrag konsequent

an, ergibt sich nach [50] die benodtigte Auswertegleichung in der Form:

EhB v—1
3a;(30—3y)—20'#t“(h0—t1 —tz —...——t“_l +t#+1 ++t1,)
u

- =1 114
7 Lk + 1) (114)
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mit v = 1,2,3,--- . In Gl.(114) treten die Hebelarme ¢, nicht explizit auf, da sie als Funktion
von hg und ¢, geschrieben wurden, siehe [50]. Aus Gl.(114) folgen die gesuchten Eigenspan-

nungen in den einzelnen Schichten:

Eh3
—‘—3(121 (30 - 31)
0y = T
ti(hy -+ t1)
Eh3
o 3a2‘(30_32)*0’1t1(h0+t2) (115)
27 ta(hy + to) ’
Eh3
a2 (so — 83) — o1ty (ho + ta + t3) — oata(ho — t1 + t3)
O3 = a usw.

ts(hs +t3)

Die Randeigenspannung oo, siehe Bild 10, ergibt sich aus o7 durch den Grenzubergang:

O = llm o e hm M . 1m E(ho - tl )3(30 — 31)
i amo 6o 3a2ty(hy + )  a—0 3a?t; ho
(116)
Eh} . so—s  Eh%ds

3a? tl'% ho — hq 3a2 dh he

Zu Beginn der Messung setzt man zweckmaflig so(ho) = 0. Die Meigenauigkeit der Biegepfeile
liegt be1 Verwendung von mechanischen Mefluhren bei 0.001 mm, bei induktiven Wegaufneh-
mern erreicht man 0.0001 mm. Die Abtrageschrittweite ¢, braucht nach den Auswertegleichun-
gen (114) und (115) nicht konstant zu sein. In der Praxis wahlt man jedoch haufig ¢, = konst.
Wie die Gln.(115) zeigen, handelt es sich bei der Auswertegleichung (114) um eine numerisch
einfach zu handhabende und leicht zu programmierende Rekursionsformel: Nach der Berech-

nung von oy ergibt sich oy usw.

Die Biegepfeilmefimethode hat sich im Zusammenhang mit der Auswertegleichung (114) prak-
tisch bewahrt, siehe [45-47,50]. Es sei noch angemerkt, dafl auf der Mefiseite ebensogut
Krummung oder Langsdehnung gemessen werden konnen. In diesen Fallen mufl allerdings

die Auswertegleichung entsprechend abgeandert werden.

Gegenuber Gl.(114) anders aufgebaute Auswertegleichungen findet man in den Arbeiten [51,52].

In diesen Gleichungen treten allerdings Integrationen und Differentiationen der gemessenen und
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deshalb nur punktweise bekannten Biegepfeilfunktion s,(h,) auf. Da besonders das numerische
Differenzieren eine bekannte Fehlerquelle darstellt, siehe [46], geben wir hier der finit aufgebau-
ten Auswertegleichung (114) den Vorzug. In diesem Zusammenhang wird noch darauf hinge-
wiesen, daf} die Gl.(114) und die Auswertegleichungen nach [51,52] auf ihre Rechengenauigkeit
tberprift wurden, siehe [50].

Fir die Bestimmung der Randeigenspannung oo nach Gl.(116) ist eine Differentiation der
Mefwerte allerdings unerlafilich. Liegt die Stutzstellenfunktion der Biegepfeile s,(h,) vor,
kann man z.B. eine Kurve durch die Mefipunkte legen und durch Anlegen der Tangente den
benotigten Wert ds/dh an der Stelle hy grafisch bestimmen. Einfacher (da programmierbar)
und genauer ist die numerische Differentiation mit Hilfe eines Lagrange’schen Interpolationspo-

lynoms durch finf Mefipunkte, wobei die Stutzstellenfunktion vorher geglattet wird, siehe [46].

Eigenspannungen durch Brennschneiden

Beim Brennschneiden von Stahl treten zwei Randeffekte auf, die zur Erzeugung eines in Schneid-
richtung wirkenden und von der Koordinate y abhangigen 1D-1K-ES-Zustandes o(y) fuhren,
Bild 11. Es handelt sich um die Aufhartung und die plastische Stauchung des warmebeein-
fluBten Bereichs, siehe [47].

Die Aufhartung entsteht durch die hohe Abkihlungsgeschwindigkeit und durch die Aufkohlung
der Schneidzone. Die die Hartesteigerung verursachende Martensitbildung ist mit einer Volu-
menvergroferung verbunden, die Druckeigenspannungen in der Brennschneidflache hervorruft,

man vergleiche dazu Abschnitt 5.3.

Die plastische Stauchung des brenngeschnittenen Randes erfolgt durch die Erwdrmung einer
schmalen Zone wahrend des Schneidevorganges. Nach Abkiithlung entstehen hierdurch Zug-

eigenspannungen, man vergleiche dazu Abschnitt 5.1.

Fur die vorgenannten beiden Mechanismen kann die resultierende Eigenspannungsquelle und
damit die resultierende Eigenspannungsverteilung nicht bestimmt werden. Deshalb ist man auf

experimentelle Verfahren zur Bestimmung der Eigenspannungen angewiesen.
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o (y) )
-100
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Bild 11: Eigenspannungen in brenngeschnittenen Stahlblechen
a: Veranschaulichung des 1D-1K-ES-Zustandes
b: An zwei Probekorpern gemessene Tiefenverteilung o(y),

Werkstoff St E 36, nach [47]
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Die Tiefenverteilung der Eigenspannungen in brenngeschnittenen Stahlblechen wurde fir den
schweilgeeigneten Feinkornbaustahl St E 36 nach dem Abtrageverfahren entsprechend Bild 10
in Kombination mit der Auswertegleichung (114) im Tiefenbereich von 4mm bestimmt. Das
Ergebnis nach [47] fur “kalt” brenngeschnittene Bauteile gibt Bild 11 wieder. Wie ersicht-
lich, herrschen im Randbereich Druckeigenspannungen in der Groflenordnung von 200 N/mm?.
Damit erweist sich in diesem Falle der Mechanismus der Aufhartung als bestimmend. Man
vergleiche dazu Abschnitt 5.3, wo auf die charakteristische Ausbildung von Eigenspannungen

durch Volumendilatation bereits hingewiesen wurde.

Erganzende Hinweise

Der Einflufl von Kohlenstoffgehalt, Schneidgeschwindigkeit und Heizflammengrofie auf die Tie-
fenverteilung der Eigenspannungen in der Brennschneidzone wurde in der Arbeit [46] naher

untersucht.

Im Rahmen eines Beitrages zur Gutesicherung unterwasser-plasmageschnittener Blechkanten
wurden fur einen hoherfesten Schiffbaustahl auch die Eigenspannungen durch Unterwasser-

Plasmaschneiden bestimmt [45].

In der Praxis wird die aufgehartete und riefenbehaftete Brennschneidflache haufig durch Uber-
schleifen abgearbeitet. Dadurch ergibt sich eine Storung des Gleichgewichts und eine Umlage-
rung der urspriinglichen Eigenspannungen. Ist die Biegepfeilfunktion s,(h, ) bekannt, kann man
die fur eine beliebige Bearbeitungstiefe sich einstellende umgelagerte Eigenspannungsverteilung

mit der zugehorigen neuen Randeigenspannung nach [46,47] berechnen.

Der Einflul der durch Brennschneiden induzierten Eigenspannungen auf die Dauerschwingfe-
stigkeit wurde an Proben aus Stahl St52-3 auf der Grundlage von Rififortschrittsmessungen
untersucht [53].

Abschlielend wird noch auf die Arbeit [54] hingewiesen. Sie beschaftigt sich mit der Entstehung
und Bestimmung von Schweifleigenspannungen. In der genannten Arbeit werden ferner Maf-
nahmen zur Herabsetzung der entstehenden Schweifleigenspannungen besprochen. Der Abbau
von Schweifleigenspannungen wird eingehend behandelt. Auflerdem findet man in der Arbeit

[64] allgemeine Hinweise iiber den Einflul von Eigenspannungen auf das Werkstoffverhalten.
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14.5 Anwendung der Abtragemethode zur Bestimmung von 2D-
1K-ES-Verteilungen in ebenen n-fach geschichteten Werk-
stoffen bei vollstandiger Anisotropie der Einzelschichten,

Spezialisierung fur Isotropie und einfache Schichtung

Wir setzen einen 2D-1K-ES-Zustand o,(z3) nach Bild 9 und GI.(93) voraus. Die zu untersu-
chende Platte mit der Anfangsdicke Z; wird in Schichten Schritt fur Schritt abgetragen. In
Abhangigkeit von der variablen Plattendicke Z erfolgt auf der Mefiseite 3 = 0 mit Hilfe einer
Dehnungsmefistreifenrosette (DMS-Rosette) die Messung und Registrierung des ebenen Tensors
der Gesamtdehnung &,(Z), siehe G1.(97) und Bild 12. Zu Beginn der Abtragungen gilt fiir die
drei Komponenten der Gesamtdehnung &,(Z,) = 0. In Bild 12 wurde ein zweifach geschichteter
Werkstoff, bestehend aus drei unterschiedlichen Werkstoffschichten, angenommen. Die beiden

Schichtungsgrenzen bzw. Schichtungsebenen sind mit Z; und Z, gekennzeichnet.

Abtragseite

____________ 1

____________ .
Werkstoff 3
Z;
Werkstoff 2
| X3
74
Werkstoff 1
. . I_o

DMS - Rosette : €, (Z)

Mefliseite

Bild 12: Veranschaulichung der Abtragemethode an einer zweifach

geschichteten Platte, bestehend aus drei Werkstoffschichten
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Als Verformungsreaktion der Restplatte kann auch der Krummungstensor der Mefiseite z3 = 0,
namlich k,(Z) nach Gl.(98), bestimmt werden. Wir entscheiden uns hier aber fur die bewahrte

Messung der Gesamtdehnungen mit einer DMS-Rosette, siehe Bild 12.

Die benotigte Auswertegleichung zur Bestimmung der gesuchten Eigenspannungen o,(Z) aus
den Meflwerten £,(Z) kann iiber die im Abschnitt 10 dargestellten Grundgleichungen der kombi-
nierten Scheiben-Plattentheorie fir anisotrope und eben geschichtete Werkstoffe gefunden wer-
den. Die vollstandige Ableitung wurde in den Arbeiten [38,39] durchgefithrt. Wir beschranken
uns deshalb auf die Wiedergabe des Endergebnisses. Die gesuchte Auswertegleichung lautet:

1 d C ZO * *
7u(2) = {Ca(Z) — 28} {5 [ (o) +126(2) — Gu(Z)eca(2)
(117)
dty. 12 z z de
O [ e 2a(2) 4 ([ wsciadas — 6u(2) [ et FAD)y

a,bc,d =1,2,6 .

Die in Gl.(117) auftretende ¢,-Matrix ist bereits bekannt, siehe G1.(99). Die vorkommende
Cab-Matrix ergibt sich dadurch, dafl in der Ableitungsprozedur bei Messung der £,(Z)-Werte
der nicht benotigte Krummungstensor x,(Z) der Ebene z3 = 0 eliminiert werden mufi. Nach
[38,39] gilt:

1

Z Z -
Go(2) = [ afciades {[ @acidaa} (118)
a,b,d =1,2,6 .

Damit sind alle Grofien in der Auswertegleichung (117) bekannt, und die gesuchten Eigenspan-
nungen o,(Z) konnen als Funktion der gemessenen &,(Z)-Werte berechnet werden. Bevor wir
auf diese Berechnung naher eingehen, sollen zuvor die wirksamen Oberflacheneigenspannungen
0a(Zo) bestimmt werden. Setzt man Z = Z,, siehe Bild 12, und beachtet man &,(Z,) = 0,
so ergibt sich aus der Auswertegleichung (117) fir die in der Plattenoberflache herrschenden

Eigenspannungen:

dgqa(Z2)
17 ]Z“ : (119)

Zy Zy
(Ta(Zo) = {Cab(ZO) - ZO5ab}—1{-/() Iscgddms - Cbc(Zo)/O c:ddm3}|

Im Zusammenhang mit Gl.(119) wird auf die sogenannte Spannungsriikorrosion (SRK) hin-

gewiesen. Sie fuhrt zur Rifibildung in einer benetzten Metalloberfliche, wenn ein fur den
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Werkstoff kritisches Angriffsmittel vorliegt und wenn in der benetzten Metalloberflache Zug-
eigenspannungen vorliegen, siehe [54]. Bei Druckeigenspannungen in der Oberflache tritt SRK
nicht auf. Die nach Gl.(119) berechenbaren Oberflacheneigenspannungen geben daher einen
wichtigen Hinweis zur Beurteilung der Empfindlichkeit gegenuber SRK.

Wir kommen zuriick auf die Auswertegleichung (117). Die auftretenden Doppelindizes sind
iber 1, 2, 6 zu summieren. Da die gesuchten Eigenspannungskomponenten auch auf der rechten
Gleichungsseite unter dem ersten Integral auftreten, handelt es sich bei Gl.(117) um drei gekop-
pelte lineare Gleichungen zur Bestimmung von 01(Z), 02(Z) und og(Z). Der Vollstandigkeit
halber wird angemerkt, daB es sich vom Typ her bei Gl.(117) um ein lineares, inhomogenes
Volterra’sches Integralgleichungssystem 2. Art handelt. Diese mathematische Kennzeichnung
darf allerdings nicht zu der Annahme verleiten, die Auflésung von GI.(117) nach den gesuchten
Eigenspannungen o,(Z) mit bekannten Meflwerten £,(Z) sei besonders schwierig. Wie durch
Vergleich ersichtlich, bestehen zwischen den Auswertegleichungen (114) und (117) formale Ahn-
lichkeiten. Hier wie dort stehen die Eigenspannungen jeweils auf der linken Gleichungsseite.
Hier wie dort treten die Eigenspannungen auflerdem noch auf der rechten Gleichungsseite un-
ter dem Summen- bzw. Integralzeichen auf. Dieser spezielle Aufbau der Gl.(117) gestattet
es daher, ahnlich wie im Falle der Auswertegleichung (114), die Bestimmung der Eigenspan-
nungen als Rekursionsrechnung durchzufihren. Im Falle der Gl.(117) mufl dabei allerdings
die Koppelung der drei Gleichungen (117) beriicksichtigt werden. Diese Berechnungen sind
numerisch unproblematisch. Zur Vereinfachung der Auswertung ist ein Rechenprogramm zu

empfehlen, welches die Bestimmung der Oberflacheneigenspannungen o,(Zo) nach Gl.(119) mit
einschliefit.

Spezialisierung fuiir Isotropie

Man beachte, dafi die Auswertegleichung (117) noch ganz allgemein fur n-fache Schichtung
und vollstandige Anisotropie der Einzelschichten gilt. In der Regel haben wir es jedoch mit
1sotropen metallischen Werkstoffen zu tun. Daher wird die Anisotropie der Einzelschichten
jetzt aufgegeben. Fur Isotropie ist die Matrix ¢, = ¢, (v;, G;) nach Gl.{109) bekannt, wobei

far die 1-te Werkstoffschicht die zugehorigen Werte 1; und G; gelten, man vergleiche Bild 12.
Einsetzen von GI.(109) in Gl.(118) liefert nach [38,39] die (u(Z)-Matrix fir Isotropie in der
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Form:

(ab(Z) = (bab - (120)

Wegen der in Gl.(118) auftretenden Integrationen iber die veranderliche Plattendicke Z treten

dabei in der {-Funktion neben der veranderlichen Plattendicke Z noch die n- Schichtungsgren-

zen 7y, Zy, ..., Zn, sowie die Werkstoffkonstanten der n + 1 Werkstoffschichten vy, Gy, 15, G,
-y Unt1, Gny1 auf, siehe Bild 12. Demnach gilt fir die {-Funktion in Gl.(120):

C - C(Z;ZI,ZZZ; ,Z",Vl,Gl,I/g,Gz, --->Vn+1>Gn+l) . (121)

Wie aus Gl.(120) ersichtlich, ist (,4(Z) eine reine Diagonalmatrix. Einsetzen von GI.(120) in
GL.(117) fuhrt auf die Auswertegleichung fur Isotropie:

d¢ 1% d¢ 2

2 [ oulea)das + (264(2) — (ul(2) — T2 [ cundaal(2)

0(Z) = ((-2)7 -

z z dz (7
+ [/0 T3¢ des — C/O CZbd‘”:i]—&;(Z )} ,
(122)

a,b=1,2,6.

Gegenuiber Gl.(117) ist Gl.(122) entkoppelt. Bei isotropen Einzelschichten hat man es deshalb
nicht mehr wie bei Gl.(117) mit einem Gleichungssystem zu tun, sondern mit drei einzelnen
Auswertegleichungen fur die drei gesuchten Eigenspannungskomponenten o1(Z), 05(Z) und
06¢(Z). Die numerische Auswertung kann in Anlehnung an Gl.(114) durch Rekursion erfolgen,

siehe auch [38,39].

Die Oberflacheneigenspannungen ergeben sich mit Z = Z; und &,(Z,) = 0 aus Gl.(122):

dey(2)

-1 %o * % *
UG(ZO) = (CO - ZO) {/(; m3cabd$3 - COA ca,bdm3} | dZ IZ() ) (123)

a,b=1,2,6,

mit (o = {(Zo,Z1, ... ,Gpne1) nach Gl (121).
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Spezialisierung fur einfach geschichtete Werkstoffe

Grofiflichige einfach beschichtete Werkstoffe, haufig auch plattierte Werkstoffe genannt, spielen
in der Praxis eine grofie Rolle. Ein Grundwerkstoff, auch als Tragerwerkstoff bezeichnet, wird
zur Oberflachenverbesserung (Korrosionsschutz, Verschleififestigkeit, Reflexionsverhalten) mit

einem geeigneten Sonderwerkstoff plattiert.

Die wichtigste Werkstoffpaarung besteht aus unlegiertem oder niedrig legiertem Stahl als
Tragerwerkstoff und austenitischem Cr-Ni-Stahl als Plattierung. Einsatzgebiete sind z.B. der
chemische Apparatebau, die Kerntechnik und der Bau von Chemikalientankern. Der Trager-
werkstoff hat die mechanischen Beanspruchungen aufzunehmen. Die Plattierung, haufig auch

als Auflagewerkstoff bezeichnet, soll den Tragerwerkstoff vor korrosivem Angriff schutzen.

Im Hinblick auf den verbreiteten Einsatz der plattierten Werkstoffe werden jetzt die fur Isotro-
pie geltenden Auswertegleichungen fur einfache Beschichtung spezialisiert. In Bild 13 ist der
Querschnitt einer einseitig plattierten Platte, bestehend aus dem Grundwerkstoff 1 und der
Plattierung 2, dargestellt. Da fur die meisten Metalle die Querkontraktionszahl v ungefahr 0.3
betragt, setzen wir fur die nachfolgenden Berechnungen 1, = v, = v. Fur die Werkstoffschicht 1
(Grundwerkstoff) ergibt sich dann nach Gl.(109) é;b = é;b (v, G1) und fur die Werkstoffschicht 2
(Plattierung) %;b = g;b (v,Gy), siehe Bild 13. Einsetzen in Gl.(118) liefert fur ¢ die Funktion

2923+ 73
397224 727

EaY

(124)

wobel zur Abkurzung g = G;/Gy — 1 gesetzt wurde. Setzt man die Matrix g;b (v, G,) nach
Gl.(109) und ¢ nach Gl.{124) in Gl.(122) ein, ergibt sich nach umfangreicher Zwischenrechnung
fur den Abtragebereich 7; < Z < Z; die Auswertegleichung

-2 Zo —gV?2 429V +1 5
(Z) = ————»/ ad -
“0) = gavrin e et s

(125)
GV +4gV2 —6gV2+4gV +1 Z 2, des(Z)
—2gV3 4+ 3gV2 +1 2 e 4z

—+

mit V = Z,/Z als Abkurzung fur das durch Abtragung veranderliche Plattierungsverhaltnis.
Gl.(125) gilt demnach nur fir die Bestimmung der Eigenspannungen in der Plattierungsschicht,
siehe Bild 13. Fur den homogenen Plattenteil 0 < Z < Z;, also fur den Grundwerkstoff, ergibt
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sich die Auswertegleichung zur Bestimmung der Eigenspannungsverteilung aus Gl.(125), wenn
man V = 0 oder g = 0 setzt. Auflerdem muf} an Stelle von %:b die Matrix ét’;b verwendet werden,
siehe Bild 13. Man erhalt damit aus Gl.(125):

2 Zy Z
0.(Z) = - 7 ) ogdrs+ é;b &(Z) + 5 ey

(126)

Abtragseite

2y
Cab (V,Gz )
Zy

£
Cab (v, G, )

Mefliseite

Bild 13: FEinseitig plattierter Werkstoff, bestehend aus dem

Grundwerkstoff 1 und der Plattierung 2, mit vy = 1, = v
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Die Eigenspannungskomponenten in der Plattierungsoberflache folgen mit Z = Zp, £,(Zo) = 0

und Vo = Zy/Zy aus Gl.(125):

gZVO4 + 4gV03 — 69V02 + 4gV0 +1 é g* t d?b(Z) ‘
—2gV3 +3gV2 +1 2 ' dZ 'z

O'a(Z()) - (127)
Da die Werkstoffkonstanten in der Schichtungsebene Z; unstetig sind, ergibt sich fur 7 — 2,
ein Sprung in der Eigenspannungsverteilung. Dieser wird mit Ac,(Z;) bezeichnet. Man kann
diesen Wert durch Stetigkeitsbetrachtungen in der Umgebung der Stelle Z; exakt bestimmen.
In [38,39] wurden diese Berechnungen durchgefihrt. Es ergibt sich danach fur den Spannungs-

sprung an der Schichtgrenze Z; bei einfacher Schichtung und Isotropie:

dew(2) dev(2)
“oe _ e\
2 Cab 51_{13{ dZ |Zl te dz lz1 —e}

Aoa(Zy) =
(128)

Anwendung auf austenitische Cr-Ni-Stahl Plattierungen

Die Auswertegleichungen (125) bis (128) wurden im Zusammenhang mit der Abtragemethode
nach Bild 12 auf unterschiedlich hergestellte austenitische Cr-Ni-Stahl Plattierungen angewen-
det. In der Arbeit [48] wurden die Eigenspannungsverlaufe in warmgewalzten und sprengge-
schweifiten austenitplattierten Stahlblechen ermittelt. Die Bestimmung der Schweifleigenspan-
nungen und der Warmespannungen in einem mit Bandelektrode aus nichtrostendem Stahl un-
terpulverschweifiplattierten Blech aus unlegiertem Baustahl erfolgte in der Arbeit [49]. Aufler-
dem sind die Verteillungen der Schweifleigenspannungen in durch Unterpulverschweiflen auste-

nitisch plattierten dickwandigen Feinkornbaustahlen bestimmt worden, siehe {40,41].

In den vier zitierten Untersuchungen [40,41,48,49] ergaben sich die Schubeigenspannungen
06(Z) als klein gegeniiber den Normaleigenspannungen 0,(Z) und 03(Z), man vergleiche dazu
nochmals Bild 9. Ebenfalls als vernachlassigbar klein gegeniiber den Normaleigenspannungen
erwies sich der jeweils nach Gl.(128) berechnete Spannungssprung in der Schichtungsebene
Acy(Z1). Aus diesem Grunde blieb er in allen Auftragungen der Eigenspannungsverteilungen
unberiicksichtigt. Eine zusammengefafite Darstellung der Arbeiten [40,41,48,49] findet man in
dem Beitrag [54].
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Als Beispiel fur die Eigenspannungsverteilung in einem austenitisch plattierten dickwandigen
Feinkornbaustahl geben wir hier die Ergebnisse der Arbeit [40] wieder. Ein Grundwerkstoff
aus dem Feinkornbaustahl 22 NiMoCr37 (DIN-Nr.1.6751, ASTM A508-Class2) mit einer
Dicke von Z, = 86mm, siehe Bild 13, wurde durch zweilagiges Unterpulverauftragsschweiflen
von je 4.5mm mit einer Bandelektrode aus austenitischem Cr-Ni-Stahl plattiert. Die gesamte

Plattierungsdicke Zy — Z; betrug 9 mm, die Gesamtdicke der Platte Z, = 95 mm, siehe Bild 13.

In Bild 14 sind die experimentell-rechnerisch ermittelten Eigenspannungsverteillungen der Nor-
maleigenspannungen in Schweifirichtung ¢1(Z) und der Normaleigenspannungen quer zur
Schweifirichtung o3(Z) fur den geschweifiten Zustand (ohne Wairmenachbehandlung) darge-
stellt. Wie aus Bild 14 ersichtlich, wurden die Eigenspannungsverteilungen bis zu einer Tiefe
von etwa 19 mm ermuttelt. Die in Bild 14 eingetragenen Verlaufe sind die Mittelwertkurven aus

zwel untersuchten Proben.

Der durch Unterpulverbandplattieren induzierte Eigenspannungszustand entsteht durch plasti-
sche Deformationen und durch Umwandlungsvorgange in der Warmeeinflulizone (WEZ) des
Grundwerkstoffes. Diese beiden Mechanismen treten auch beim Brennschneiden auf, man
vergleiche Abschnitt 14.4. Bei der vorliegenden Schweifiplattierung sind auflerdem noch die
unterschiedlichen Warmeausdehnungskoeffizienten von Grundwerkstoff und Plattierung fur die

Entstehung der resultierenden Eigenspannungen verantwortlich.

In der WEZ des Grundwerkstoffes verlauft die Umwandlung vorwiegend in der Zwischenstufe,
man vergleiche Abschnitt 5.3. Dadurch bedingt ergibt sich hier gegentiber dem unbeeinflufiten
Grundwerkstoff ein groflerer Volumenbedarf. Die dadurch lokal entstehenden Druckeigenspan-
nungen fuhren in der WEZ des Grundwerkstoffes zu einer Einsattelung im resultierenden Eigen-
spannungsverlauf. In Bild 14 tritt diese charakteristische Ausbildung der Eigenspannungen in
der Unterplattierungsschicht Z < Z; ausgepragt in Erscheinung. Wie aus Bild 14 ersichtlich,
fahren die Umwandlungsvorgange zu einem Minimum der Eigenspannungen im Zugeigenspan-

nungsgebirge.

Die in der Plattierungsoberflache Z = Z; herrschenden Zugeigenspannungen sind in
Schweifirichtung kleiner als quer zur Schweifirichtung, siehe Bild 14. Dieses Ergebnis kann
durch die spezielle Geometrie des Schmelzbades beim Unterpulverbandplattieren erklart wer-
den, siehe [40]. Auflerdem wurde die Umlagerung der in Bild 14 dargestellten Eigenspannungs-

verlaufe durch eine nachtragliche Warmebehandlung bestimmt [40].
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Der Einflufl der Grundwerkstoffdicke auf die Eigenspannungsverteilung in austenitisch plat-
tierten dickwandigen Feinkornbaustdhlen wurde in [41] ermittelt. In der genannten Arbeit
wurde auflerdem die Eigenspannungsumlagerung durch nachtraglich durchgefithrte induktive
Stofigluhungen bestimmt. Anhand der ermittelten Eigenspannungsverteilungen, die ahnlich
charakteristisch wie in Bild 14 verlaufen, konnte der Bildungsmechanismus von Unterplattie-

rungsrissen erklart werden [41].
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Bild 14: Verlauf der Normaleigenspannungen in Schweifirichtung oy (Z)
und der Normaleigenspannungen quer zur Schweifirichtung o (Z2)
in einem austenitisch unterpulverbandplattierten dickwandigen

Feinkornbaustahl ohne Warmenachbehandlung, nach {40]
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15 Die Uberlagerung von Last- und Eigenspannungen

15.1 Der lineare oder elastische Uberlagerungsfall

Bei Belastung eines Bauteils uberlagern sich die Lastspannungen aus den Betriebslasten o;; mit
den im Bauteil vorliegenden Eigenspannungen 51-1-. Der auf das Bauteil einwirkende resultie-
rende Spannungszustand o;; kann als Addition von Last- und Eigenspannungstensor berechnet

werden:

1

oij(m:) = 0y (w)+ 0y (2:) - (129)

Die lineare oder elastische Uberlagerung nach GL.(129) gilt nur dann, wenn fur alle Stellen
z; des Bauteils das Flieflen durch den resultierenden Spannungszustand o;;(z;) ausgeschlossen
werden kann. Dies ist mit Hilfe eines fir den Werkstoff gultigen Fliefkriteriums nachzupriifen.
Ein Fliefkriterium fur duktile metallische Werkstoffe ist das Kriterium nach v.Mises, siehe
Gl.(50). Diesem liegt die sogenannte Gestaltdnderungsenergiehypothese zugrunde. Danach
wird Flieflen ausgeschlossen, wenn im ganzen Bauteil

1
2

or > {3lor =) + (o~ o) + (s — )]} (130)

gilt, mit o1 (z;), 02(z;) und o3(z;) als Hauptspannungen des resultierenden Spannungszustandes

o;; im Punkte z; .

Im linearen Uberlagerungsfall kann man nach getrennter Durchfithrung der Last- und Eigen-
spannungsanalyse die im Bauteil wirkenden resultierenden Spannungen o;; nach GIl.(129) be-
rechnen. Es besteht aber auch die Méglichkeit, den clastischen Uberlagerungsfall zur Bestim-

mung der resultierenden Spannungen o;; als ein geschlossenes Randwertproblem zu formulieren.

Fur die durch die spezifischen Volumenkrafte X;, durch die Oberflachenbelastungen ;)1’
und durch die Oberflachenverschiebungen U; verursachten Lastspannungen gilt das problem-
orientierte Differentialgleichungssystem (37) bis (39) mit den zugehdrigen Randbedingungen
(41) und (42). Fir die durch die Eigenspannungsquelle €];(z;) induzierten Eigenspannungen
gelten die problemorientierten Differentialgleichungen (43) bis (46) mit der zugehdrigen Rand-
bedingung (47).
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Wegen des linearen Charakters konnen die beiden vorgenannten Randwertprobleme wie folgt

linear kombiniert werden:

€5 = €+, (131)
Ink(ei;) = 0, (132)
oiji +X; = 0, (133)
£ = I—E—V (i — 1—:-; bijokk) (134)

mit den beiden zu erfullenden Randbedingungen

[=}

u; (x;) furallez; € O, , (135)

P; (ac,) = TL]'(:E,‘)O','j(.’I}i) fur alle z; € On‘ (136)

Fir den Fall, dafl die Eigenspannungsquelle €{,(z;) bekannt ist, beschreibt das Randwertproblem
(131) bis (136) den linearen Uberlagerungsfall in geschlossener Form. Die Aufiésung fithrt direkt

zu den auf das Bauteil einwirkenden resultierenden Spannungen o;; .

15.2 Der nichtlineare oder elastisch-plastische Uberlagerungsfall

In der Regel ist die Anwendung von Gl.(129) unzulassig, da bei der Uberlagerung von Last-
und Eigenspannungen haufig lokale Fliefivorgange eingeleitet werden. Diese kommen dadurch
zustande, dafl sich die aufgebrachten Lastspannungen mit den groften Eigenspannungswerten
vorzeichengleich addieren konnen. Tritt dies auf, entstehen ortlich hohe resultierende Spannun-

gen, die in aller Regel lokales Flieflen auslésen.

Als Beispiel betrachten wir die Eigenspannungsverteilung in einem Balken nach Bild 11 mit dem
Grofitwert der Druckeigenspannungen am Balkenrand. Beim Aufbringen eines Biegemoments
kann sich die ebenfalls am Balkenrand auftretende grofite Druckbiegespannung vorzeichengleich
mit den grofiten Druckeigenspannungen iberlagern. Die daraus resultierende Druckspannung
erreicht schon bei verhaltnismaflig geringen Lastspannungen in den Randfasern des Balkens die

Druckflielgrenze und fihrt hier zu ortlichem Flieflen.
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Als weiteres Beispiel zur Uberlagerung von Last- und Eigenspannungen betrachten wir die
Eigenspannungsverteilung in einem plattierten dickwandigen Feinkornbaustahl nach Bild 14.
Danach liegen im Unterplattierungsbereich Zugeigenspannungsmaxima vor. Bei Auftreten einer
gleichmafligen Zugspannung, z.B. in Schweifirichtung, iberlagern sich die Zugeigenspannungen
oy und die Zuglastspannungen wieder vorzeichengleich. Auch in diesem Falle fuhren schon
verhaltnismafig geringe Lastspannungen in der Umgebung des Eigenspannungsmaximums zum

ortlichen Flieflen.

Die Uberlagerung von Last- und Eigenspannungszustdnden unter Beriicksichtigung lokaler
Fliefvorgange ist ein nichtlineares elastisch-plastisches Randwertproblem der Kontinuumsme-
chanik. Die Behandlung im ebenen oder raumlichen Fall ist aufwendig und kann nur mit Hilfe

numerischer Methoden durchgefihrt werden.

Nimmt man nach der nichtlinearen elastisch-plastischen Uberlagerung von Last- und Eigen-
spannungen die Belastung wieder zuriick, so liegt nach Entlastung ein veranderter Eigenspan-
nungszustand vor. Die ursprunglichen Eigenspannungen wurden durch den einmaligen Be- und
Entlastungsvorgang umgelagert. Der Grund fur diese Umlagerung sind die durch das ortliche
Flieflen erzeugten ungleichmafligen plastischen Deformationen. Diese verandern die urspring-

liche Eigenspannungsquelle und damit den ursprunglichen Eigenspannungszustand.

15.3 Der nichtlineare elastisch-plastische
1D-1K-Uberlagerungsfall

Wir wollen jetzt den einfachsten mdglichen Fall der nichtlinearen Uberlagerung von Last- und
Eigenspannungen analytisch behandeln. Dieser Fall entsteht, wenn ein langer zylindrischer Stab
mit einer 1D-1K-ES-Verteilung durch eine gleichmaflig verteilte Lastspannung og beansprucht
wird. Um das Knickproblem zu vermeiden, wahlen wir als Belastung eine Zugspannung. Diese
wird so gewahlt, daf durch die Uberlagerung mit den vorhandenen Eigenspannungen ortliches
Flieflen auftritt. Fur unsere Betrachtungen legen wir ein elastisch ideal-plastisches Stoffgesetz

ohne Verfestigung nach Bild 2 mit der Streckgrenze or zugrunde.

Wir betrachten einen Flachzugstab mit dem Rechteckquerschnitt 2H x Dicke 1, siehe Bild 15.
Die Eigenspannungsquelle sei mit g4(y) allgemein vorgegeben, man vergleiche Abschnitt3. Die

zugehorige Eigenspannungsverteilung berechnet sich nach Gl.(13). Sie ist in Bild 15 als Span-
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nungsverlauf a dargestellt. Uberlagert man die gleichméafige Lastspannung o, gemaf Gl.(129)
linear, ergibt sich der in Bild 15 gestrichelte Spannungsverlauf b. Dieser stellt sich in Wirklich-

keit nicht ein, da die Streckgrenze op nicht iiberschritten werden kann.

Bild 15: Der elastisch-plastische 1D-1K-Uberlagerungsfall
a: Eigenspannungsverlauf
b: Resultierender Spannungsverlauf aus linearer Uberlagerung
c¢: Resultierender Spannungsverlauf aus nichtlinearer Uberlagerung

r, s: Koordinaten des tatsachlichen Fliebereiches

Der durch die konstante Fliefspannung o abgeschnittene Spannungsverlauf b genugt, wie aus
der schraflierten Flache in Bild 15 ersichtlich, nicht den Gleichgewichtsbedingungen. Infolge-
dessen hat die in Bild 15 zunachst grafisch ermittelte Flieflzone ro < y < so noch nicht 1hre
endgiiltige Ausdehnung erreicht. Die Werkstoffbereiche oberhalb von sy und unterhalb von
7o werden vielmehr durch die Belastung o soweit auf Fliefniveau angehoben, bis die Krafte-
und Momentengleichgewichtsbedingung erfilllt sind. Damit ist der elastisch-plastische Uber-
lagerungsvorgang abgeschlossen und der endgultige lokale Fliebereich » < y < s bestimmt,

Bild 15. Die aus der elastisch-plastischen Uberlagerung hervorgehende resultierende Beanspru-
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chung ist in Bild 15 als Spannungsverlauf ¢ dargestellt.

Die Grundgleichungen zur Beschreibung des vorliegenden nichtlinearen 1D-1K-Uberlagerungs-

falles lauten in Anlehnung an das Gleichungssystem (4) bis (8) wie folgt:

€ = € +&, (137)

o = Ee,, (138)

oF

£ = E+eq+e,,, (139)
o = or = konst. (140)
fur r <y <s,
e = Ciy+0Cy (141)
+H
/ ody = 2Ho, , (142)
—~H
+H
/ yody = 0 (143)
-H

Alle veranderlichen Grofien hangen nur von y ab. Die Gln.(137) und (138) beschreiben die bei-
den elastischen Bereiche, die Gln.(139) und (140) den Bereich des ortlichen Flieflens, man ver-
gleiche Bild 15. In GI.(139) kennzeichnet ¢, = ¢,(y) die durch den Uberlagerungsvorgang ein-
geleiteten plastischen Deformationen, die Grofle of / E die Streckgrenzendehnung nach GI.(1).
Unabhingig vom elastischen oder plastischen Werkstoffverhalten gelten im Gesamtbereich die

Vertraglichkeitsbedingung Gl.(141) und die beiden Gleichgewichtsbedingungen Gl.(142) und
Gl.(143).

Zunachst werden die Spannungen fur die beiden elastisch gebliebenen Bereiche berechnet. Ein-

setzen von Gl.(137) und GI.(141) in Gl.(138) liefert:

o = E{Ciy+ Cs—e,(y)} . (144)
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Jetzt werden die beiden Gleichgewichtsbedingungen ausgewertet. Einsetzen von Gl.(140) und
Gl.(144) in die Kraftegleichgewichtsbedingung Gl.(142) und in die Momentengleichgewichts-
bedingung GI.(143) ergibt:

r 8 +H
/HE(Cly+C2 —aq)dy+/ apdy+/ E(Ciy+ Cy —€,)dy = 2Hoy , (145)

/_TH yE(Ciy + Cs — e,)dy + / yordy + /fH YE(Ciy + Cy —eg)dy = 0. (146)
In diesen beiden Gleichungen treten vier Unbekannte auf. Es handelt sich um die beiden
Konstanten C; und C; aus der Kompatibilitatsbedingung GI1.(141) und um die Bereichsgrenzen
7 und s des ortlichen Flieflens. Die beiden noch fehlenden Gleichungen ergeben sich aus Gl.(144)
wie folgt: An den beiden Stellen y = s und y = r mufl die Spannungsverteilung in den
elastischen Bereichen nach Gl.(144) die Fliefigrenze oF erreichen, siehe Bild 15. Damit stehen
zwei zusatzliche Bedingungen zur Verfiigung, die den Spannungsibergang vom elastischen zum

plastischen Bereich regeln.

Ausrechnen der Integrale in den Gln.(145) und (146) und zweimaliges Ausschreiben der
G1.(144) als elastisch-plastische Ubergangsbedingung fir die Spannungen liefert:

2 T +H
(r2 —s2)0y +2(r — s+ 2H)C; = E{2HUO+JF(T—S)+E[/_H &, dy+A e dy)},  (147)
, 6 r? — s T +H
2r =5 +2H°)C1 +3(° ~%)0s = p{or— +E[/_H ve, dy+/8 e, dyl},  (148)
or = E{Cis+ Cy —¢4(s)}, (149)
OfF — E{Cl’f‘ + Cz — Eq(T')} . (150)

Das Gleichungssystem (147) bis (150) beschreibt den nichtlinearen elastisch-plastischen
1D-1K-Uberlagerungsfall. Bei vorgegebener Eigenspannungsquelle €,(y) konnen die vier Grofien
Ci, C3, 7 und s aus den Gln.(147) bis (150) berechnet werden. Mit C; und C, ergibt sich
aus Gl.(141) die Gesamtdehnung e, die elastische Dehnungsverteilung ¢, berechnet sich aus
G1.(137), die Spannungsverteilung o in den elastischen Bereichen liefert Gl.(138). Die durch
den ﬁberlagerungsvorgang ausgelosten lokalen plastischen Deformationen ,(y) lassen sich aus

der Gl.(139) bestimmen. Damit sind alle Grofien bekannt.
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Wir kommen zuriick auf das den elastisch-plastischen Uberlagerungsmechanismus beschrei-
bende Gleichungssystem (147) bis (150). Zur Auflésung desselben kann man die beiden letzten
Gln.(149) und (150) nach C; und C, auflésen:

C, = Ei(-’?—:—iﬁ (151)
C, - %?-+T5q(33.::€q(7‘) ‘ (152)

Einsetzen dieser beiden Gleichungen in die Gln.(147) und (148) liefert zwei nichtlineare Glei-
chungen zur Bestimmung der Flieflbereichsgrenzen r und s. Damit ist das Gleichungssystem
(147) bis (150) auf zwei nichtlineare Gleichungen reduziert. Diese kénnen durch Iteration auf-
gelost werden, wobel als Schatzung fur die bendtigten Anfangswerte des Iterationsverfahrens
nach [55] die grafisch oder rechnerisch bestimmten Schnittpunkte rq und s, gewahlt werden
konnen, siehe Bild 15.

Bei ansteigender Lastspannung oo wird der vollplastische Zustand bei » = —H und s = +H er-
reicht, siehe Bild 15. Einsetzen dieser Werte in die Momentengleichgewichtsbedingung Gl.(148)
zeigt, dafl diese identisch erfullt ist. Aus der Kraftegleichgewichtsbedingung G1.(147) folgt mit
r=—H und s = +H die von ¢,(y) und damit von den Eigenspannungen unabhangige Grenz-
spannung oo = oF. Die von dem Stab ertragbare grofite Belastung, auch Traglast genannt,
ist demnach 2Hop. Dieser Wert, vom vorliegenden Eigenspannungszustand vollstandig un-

abhangig, entspricht der Traglast eines eigenspannungsfreien Stabes.

Spezialisierung fur symmetrische Eigenspannungsverteilungen

Far symmetrische Eigenspannungsquellen bzw. fur symmetrische Eigenspannungsverteilungen

gilt

€q(y) = €(~y) und r = —s. (153)

C, =0 und O = 2 4e(s). (154)
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Mit den Gln.(153) und (154) ergibt sich aus Gl.(147)

H

% | Hey(s) — /+ £, dy} (155)

8

1 oF —
= H
8 eq(s){ E

als Bestimmungsgleichung fur die symmetrische Ausdehnung s der plastischen Zone 1n
Abhangigkeit von €,(y), or und oo . Gl.(155) ist bereits auf die fur Iterationsverfahren gunstige
Form s = f(s) gebracht. Die Konvergenz ist gewahrleistet, siehe [55].

Als Beispiel wurde die in y symmetrische Eigenspannungsquelle

eay) = e(+; —1) (156)

behandelt, mit e = o4/ E als auf die Lastspannung oy bezogene Dehnung, man vergleiche hierzu
die Arbeit [55]. Die zur Eigenspannungsquelle Gl.(156) zugehdrige Eigenspannungsverteilung,
berechnet nach Gl. (13), lautet
I T

oly) = o3 = ) (157)
Die Eigenspannungsverteilung nach GI.(157) ist in Bild 16 als Spannungsverlauf a dargestellt.
Aus der linearen I“Jberlagerung mit der Lastspannung oo = 12/13 - o ergibt sich der Spannungs-
verlauf b und so = H/2, siche Bild 16. Die iterative Auflésung der fur Symmetrie geltenden
Gl.(155) liefert fur die endgiltige Ausdehnung des 6rtlichen Flieflens s = 0.6735 H und den aus

Last- und Eigenspannungen entstehenden resultierenden Spannungsverlauf ¢, siehe Bild 16.

Bei Zurucknahme der Lastspannung oo werden die einzelnen Fasern des Stabquerschnittes ela-
stisch entlastet. Dies fuhrt nach Entlastung zu dem veranderten Eigenspannungsverlauf d,

Bild 16.
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Bild 16: Symmetrischer elastisch-plastischer 1D-1K-Uberlagerungsfall, nach [55]
a: Urspriunglicher Eigenspannungsverlauf
b: Resultierende Spannungen aus elastischer Uberlagerung

Resultierender Spannungsverlauf aus elastisch-plastischer Uberlagerung

a

Durch ortliches Flieflen veranderte Eigenspannungen

s
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Vergleicht man die urspringliche Eigenspannungsverteilung a mit der durch den einmaligen
Belastungsvorgang veranderten Eigenspannungsverteilung d, erkennt man aus Bild 16 den fol-
genden grundlegenden Sachverhalt: Die Eigenspannungsspitzen werden sowohl im Zug- als
auch im Druckbereich abgebaut. Einmalige Be- und Entlastung fihrt demnach bei Auslosen

von oOrtlichen Fliefivorgangen zu einem Abbau der Eigenspannungen.

Der beschriebene Vorgang wird daher als Verfahren zum Abbau der Eigenspannungen einge-
setzt. Dabei versucht man, durch gezielte einmalige Be- und Entlastung von Bauteilen und
Konstruktionen den vorliegenden Eigenspannungszustand zu entscharfen. Das Verfahren be-
zeichnet man als Uberbelasten oder als Overstressing. Nach den Erfahrungen, die man an
Brucken, Fahrzeugen, Druckbehaltern, Dukern und Rohrleitungen gesammelt hat, kann man
das Overstressing als Mittel zum Eigenspannungsabbau da empfehlen, wo thermisches Entspan-
nen nicht moéglich ist, siehe [54,56]. Auf das Verhalten innerer Fehlstellen (Mikrorisse, Kerben)
bei Anwendung der Overstressing-Behandlung wird in der Arbeit [54] eingegangen.

15.4 Ein Beispiel aus der Praxis

Der Abbau von Eigenspannungen durch elastisch-plastische Uberlagerung mit Lastspannungen
wurde im Abschnitt 15.3 analytisch nachgewiesen, siehe Bild 16. Als Erganzung dieser Dar-
stellung wird jetzt ein Beispiel aus der Praxis angefihrt, welches der Arbeit {54] entnommen

wurde.

An einer geschweifiten Doppelschalenkonstruktion wurden die an der Innenschale herrschenden
Oberflacheneigenspannungen in geschweifftem Zustand und nach einer mit plastischen Verfor-
mungen gekoppelten Belastungsprobe bestimmt. Die innere Schale, bestehend aus schmalen
Gurt- und breiten Deckblechen, ist uber die an den Gurtblechen befestigten Stege mit der
Auflenschale verbunden, siehe Bild 17. Die Auflenschale ist in Bild 17 nicht dargestellt. Die
Eigenspannungsmessungen erfolgten in einem Grofiversuch (Mafistab 1:1) mit Hilfe von Deh-

nungsmefstreifenrosetten.

In Bild 17 sind die gemessenen Normaleigenspannungen in Schweifirichtung, genannt Langs-
eigenspannungen o, im Bereich der Stumpfnaht zwischen Gurt- und Deckblech in Abhangig-
keit vom Nahtabstand y aufgetragen. Die Kurve a kennzeichnet die Eigenspannungen in ge-
schweifltem Zustand, die Kurve b gibt den Eigenspannungsverlauf nach einmaliger Be- und

Entlastung wieder, Bild 17.
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Bild 17: Langseigenspannungen o, an der Oberflache der Innenschale
einer Doppelschalenkonstruktion, nach [54]
a: In geschweifltem Zustand

b: Nach einmaliger Be- und Entlastung
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Wie aus den beiden Eigenspannungsauftragungen ersichtlich, fihrt die durchgefuhrte elastisch-
plastische [“Jberlagerung von Lastspannungen zu einem bemerkenswerten Abbau der Eigenspan-
nungen im untersuchten Bereich. Aus der Zuordnung von Querschnitt und Eigenspannungsver-
lauf erkennt man, dafl im Bereich der beiden Warmeeinfluizonen die fur Umwandlungsvorgange
charakteristischen Einsattelungen in der Eigenspannungsverteilung auftreten, man vergleiche
Abschnitt 5.3. Diese umwandlungsbedingten Einsattelungen bleiben nach der Umlagerung der
Eigenspannungen erhalten, siehe Kurve b, Bild 17. Aus Vergleich der Kurven a und b erkennt
man ferner, dafl der im Deckblech (links von Nahtmitte) erzielte Eigenspannungsabbau etwa
doppelt so grofl wie im Bereich des Steges (rechts von Nahtmitte) ausfallt. Dies hangt offenbar
mit der gegeniiber dem Deckblech grofieren Steifigkeit des Gurt-Steg-Bereiches zusammen. Der
Mechanismus des Eigenspannungsabbaus durch Overstressing setzt deshalb, wie am Beispiel

von Bild 17 besonders gut erkennbar, eine méglichst flieBweiche Gestaltung voraus.
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