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h Einleitung

In den letzten dreißig Jahren sind durch die Entwick-

lung der Offshore-Konstruktionen und durch die weiterent-

wicklung der Schiffshydrodynamik bemerkenswerte Fortschritte

auf dem Gebiet der hydromechanischen Analyse erzielt worden.

Grundlage dieser Analyse ist die Untersuchung des Verhaltens

von Konstruktionen unter der Wirkung harmonischer Elementar-

welIen (regelmäßiger Seegang). Dabei beeinflussen Typ und

Größe der jeweiligen Struktur relativ zu den Wellenparame-

tern die Kräfte, die vom umgebenden Medium auf die Struktur

ausgeübt werden.

Die Gruppe der großvolumigen kompakten Strukturen läßt

sich in guter Näherung potential theoretisch behandeln. Dies

ist in den vergangenen Jahren mit Hilfe verschiedener nume-

rischer Verfahren, vorwiegend in Form von linearen Rechnun-

gen, durchgeführt worden.

Es wurden für kompakte Schwimmkörper beliebiger geome-

trischer Form die zwei- bzw. dreidimensionalen linearisier-

ten Randwertaufgaben der Diffraktion und der Abstrahlung ge-

löst. Die gebräuchlichsten Methoden sind analytische und

halbanalytische Verfahren, die Methode der konformen Abbil-

dung (für ebene Probleme) und die Integralgleichungsverfah-

ren /5/,/6/. In den letzten fünfzehn Jahren wurde zunehmend

auch die Finite-Elemente-Methode verwandt /39/.

Die Klasse der rotationssymmetrischen Körper mit verti-

kaler Achse läßt sich vorteilhaft mit Hilfe spezieller Ver-

fahren (vgl. z.B. /4/) behandeln.

In vielen Fällen konnte eine bemerkenswert gute Über-

einstimmung mit dem Experiment festgestellt werden. Aller-

dings sind insbesondere die rein numerischen, allgemeingül-

tigen Verfahren mit erheblichem Rechenaufwand und mit ver-

fahrensspezifischen Schwierigkeiten verbunden (z.B. Irregu-

laritäten beim Integralgleichungsverfahren, Erfüllung der

Abstrahlbedingung bei der Finite-Elemente-Methode).

Viele Offshore Bauwerke bestehen aus zwei oder mehreren

I



Komponenten, die sehr nahe beieinander liegen, so daß ihre

hydrodynamische Wechselwirkung nicht außer Acht gelassen

werden kann. Solche Strukturgruppen sind z.B. mehrbeinige

Schwerkraftstrukturen, Halbtaucher, Speicherbehälter; außer-

dem Strukturen, die in bestimmten Freiheitsgraden miteinan-

der gekoppelt sind.

In den letzten zehn Jahren wurde eine Reihe von Unter-

suchungen an benachbarten Schwimmkörpern mit Berücksichti-

gung der hydrodynamischen Interaktion unter Verwendung ver-

schiedener Verfahren durchgeführt (z.B. /16/,/28/,/30/).

Zylindrische Säulen, die auf dem Meeresboden stehen und

bis über die Meeresoberfläche hinausragen, wurden bereits

früher untersucht.

Das Diffraktionsproblem zweier vertikaler Zylinder ha-

ben Spring und Monkmeyer /35/ basierend auf den theoreti-
schen Konzepten von Mc Camy und Fuchs /17/ und Twersky /37/

gelöst. Ohkusu /27/ erweiterte das Verfahren der "Vielfach-

streuung" /37/ (multiple scattering) für schwimmende Zylin-

der.

Neuere Untersuchungen auch experimentelle haben

Reddy et. ale /32/ an Anordnungen von zwei und drei stehen-

den Zylindern durchgeführt.

Im Abschnitt 2. der vorliegenden Arbeit werden zunächst

die allgemeinen potential theoretischen Grundlagen zur Be-

handlung der Randwertaufgabe für einen Körper, der sich un-

ter der Wirkung einer Schwerewelle befindet, widergegeben.

Das Vorgehen zur Linearisierung der Randwertaufgabe zur Er-

mittlung des Geschwindigkeitspotentials des Strömungsfeldes,

das sich infolge einer erregenden Welle um einen schwimmen-

den Körper ausbildet, wird dargestellt. Dabei wird die Rand-

wertaufgabe aufgespalten in das Diffraktionsproblem und das

Abstrahlungsproblem. Diese Betrachtung wird dann auf eine

Anordnung mehrerer Körper unter Berücksichtigung der gegen-

seitigen hydrodynamischen Wechselwirkung erweitert.

In Abschnitt 3. werden die Grundzüge des hier benutzten
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Verfahrens zur hydrodynamischen Analyse eines einzelnen ro-

tationssymmetrischen Körpers mit vertikaler Achse darge-

stellt. Dieses Verfahren wurde bereits in /8/,/20/ und /11/

ausführlich dargestellt und kann als konsequente weiterent-

wicklung der von Garret /4/ für einen einfachen schwimmenden

Zylinder aufgestellten Lösungsmethode angesehen werden.

Der Grundgedanke des hier benutzten halbanalytischen

Verfahrens liegt in der Aufteilung des strömungsfeldes in

koaxiale Ringelemente - sogenannte Makroelemente - um den

Körper herum. Durch die stufen bei den aneinandergrenzenden

Makroelementen wird dabei die Körperkontur idealisiert.

Das Potential des strömungs feldes wird in den einzelnen

Makroelementen durch geeignete Fourier-Reihenansätze be-

schrieben. Aus der Forderung nach Stetigkeit des Potentials

und seiner Ableitung in radialer Richtung an den Grenzen be-

nachbarter Elemente ergibt sich ein lineares Gleichungssy-

stem für die Fourierkoeffizienten.

Die Makroelemente-Methode für den einzelnen rotations-

sYmmetrischen Körper wird dann mit Hilfe des von Twersky

/37/ aufgestellten Verfahrens der Vielfachstreuung ("multi-

ple scattering") auf eine Anordnung mehrerer Körper erwei-

tert (/10/). Es wird ein einheitliches Konzept sowohl für

das Diffraktions- als auch für das Abstrahlungsproblem dar-

gelegt.

Im Abschnitt 4. wird gezeigt, wie die Haskind-Newman-

Beziehung /24/,/21/ vorteilhaft eingesetzt werden kann, um

die erregenden Wellenkräfte und auch Kopplungskoeffizienten

der hydrodynamischen Masse und der potentialdämpfung zu er-

mitteln. Dazu wird eine Betrachtung der Potentiale im äuße-

ren Element auf einer Zylindermantelfläche als Kontrollflä-

che, die einen einzelnen Körper innerhalb der Anordnung um-

schließt, durchgeführt. Es werden weiter einige energetische

Betrachtungen dargelegt. Hiermit ergibt sich eine Reihe von

Kontrollmöglichkeiten für die Ergebnisse, die nicht auf die

rotationssYmmetrischen Körper beschränkt sind.

Schließlich wird im Abschnitt 5. abgeleitet, wie die

3



Driftkräfte auf einen einzelnen Körper innerhalb der Anord-

nung in den horizontalen Richtungen ebenfalls aus der Be-

trachtung des Potentials im äußeren Element gewonnen werden

können. Dazu wurde das von Newman /25/ aufgestellte Konzept,

das auf einer Betrachtung des Fernfeldes bei unbeschränkter

Wassertiefe beruht, modifiziert.

Auswirkungen der Interaktion auf Kräfte, Massen und

Dämpfungskoeffizienten sowie auf die Bewegungen frei schwim-

mender Körper werden an einer Reihe ausgewählter Beispiele

gezeigt und in Abschnitt 6. diskutiert.

Vergleiche von Ergebnissen, die mit Hilfe des hier dar-

gestellten Verfahrens gewonnen wurden, mit veröffentlichten

Ergebnissen anderer Autoren zeigen eine ausgezeichnete Über-

einstimmung.

Das Verfahren bietet gegenüber einem Integralglei-

chungsverfahren (/8/) erhebliche vorteile sowohl in Hinsicht

auf die Rechenzeit als auch in Hinsicht auf die Genauigkeit

der Ergebnisse.
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~ Formulierung der Randwertaufqabe

2.1 Allgemeine Formulierung

Betrachtet wird ein beliebiger starrer Körper, frei

schwimmend oder auf dem Meeresboden stehend, in einer harmo-

nischen Elementarwelle (Abb. 1). Der Flüssigkeitsbereich um

den Körper herum erstreckt sich in der Vertikalen vom star-

ren ebenen Meeresboden bis zur freien Meeresoberfläche und

in der Horizontalen allseitig bis ins Unendliche. Die Flüs-

sigkeit wird als reibungs frei und inkompressibel angenommen.

Es wird ein globales Koordinatensystem , (x, y, z) bzw.

(r,~,z), mit Ursprung auf dem Meeresboden zugrundegelegt.

Für das strömungsfeld um den Körper herum läßt sich das

Geschwindigkeitspotential
<I

, das eine Funktion des Ortes

und der zeit ist (; =; (x,y,z,t», definieren.

Das Potential hat im gesamten Flüssigkeitsbereich die

Kontinui tätsgleichung zu erfüllen und an den Rändern des

Flüssigkeitsbereiches,

an der benetzten Körperoberfläche

am Meeresboden

an der Meeresoberfläche

im Unendlichen

die im weiteren näher ausgeführten Randbedingungen.

Die hier aufgeführten Grundlagen findet man z.B. bei

stoker /36/ in ausführlicher Form.

Für die Geschwindigkeit der Wasserteilchen 11 = (u,v,w)

gilt unter der Voraussetzung rot i1 = 0 (isentrope strö-

mung)

-..

". = 3'ro..d ~

oder

( lL I ~ I li) = (u., V, W)
~)( c)y Jz

(2.1-1)

(2.1-2).
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Der Druck

Bernoulli mit

p im Flüssigkeitsbereich wird nach

~,,< 1 ( 2. 2. 2 ) )~ = - f if - l) u...,. V + W -! 3 (z - cl

= - s 1t-1r[(-MY T (~r T (-#/J - jJ(z-d)

(2.1-3)

beschrieben. (Der konstante Umgebungsdruck wird nicht mit in

die Betrachtung einbezogen.)

Das Potential muß weiter der Kontinuitätsgleichung im

gesamten Strömungsfeld genügen. Diese lautet in allgemeiner

Form

.lf.
~t

+ div(~;;)=o (2 . 1-4) .

Für inkompressibles Medium f = fo = konst. nimmt dann die
Kontinuitätsgleichunq die Form der Laplace'schen Differenti-

algleichung an

oder
cl i. V ( 9 ra. cl f) = 0

~ 1> ('J.
I '/,

z, t )

(2.1-5),

-- o
(2.1-6).

Betrachtet wird nun eine Grenzoberfläche, bewegt oder

festgehalten, die die Flüssigkeit von einem anderen Medium

trennt, und die die Eigenschaft hat, daß die Teilchen, die

sich auf der Oberfläche befinden, auch auf ihr bleiben. Sol-

che Oberflächen sind z.B. Körperoberflächen, der Meeresboden

und die freie Meeresoberfläche. Ist eine solche Oberfläche

S etwa durch die Gleichung "'l. (x,y,z,t) = 0 gegeben, so

liefert das totale Differential nach der Zeit

4:+
dt

-- (AlL T V.!2+wtz
Jx ~y Jz.

....
N ("')1.,7 Y , ('Z)

1.2 = 0-t
Jt

(2.1-7).

Der Vektor ist ein Vektor normal zu

6



der Oberfläche S. Mit GIg (2.1-2) kann dann

~=
~n

d'7
d~

(~t -t rt;-f-tritt
= v"

(2.1-8)

geschrieben werden, wobei mit a / a n die Differentiation

in Richtung der Oberflächennormalen und mit v" die gemein-

same Normalkomponente der Geschwindigkeit der Oberfläche und

der Teilchen an dieser Oberfläche bezeichnet sind. Am Mee-

resboden SB und auf der Oberfläche S~ eines in der Welle

festgehaltenen Körpers sind die kinematischen Randbedinqun-

qen

~ ~

I

S8
-_ _0

dh
zu erfüllen.

. JiL
j

SI(

= 0
I ~,., (2.1-9)

Die freie bewegte Meeresoberfläche läßt sich durch die

Gleichung

,(X,'Ilt) = Z-rJ. (2.1-10)

die Stillwasserfläche istin expliziter Form beschreiben;

dabei dann Referenzfläche.

Aus der Betrachtung der zeitlichen Änderung der Ober-

fläche und der Teilchengeschwindigkeiten an der Oberfläche

erhält man die kinematische Randbedinqunq an der Meeresober-

fläche. GIg (2.1-10) differenziert nach der Zeit liefert:

J. 7
( )1.,

Y I
t)

~

cJ.t

..t2

Jt
TJ.1l.(.,.4 V = VI

~" Jy (2.1-11)

oder umgestellt

lj
dt

-- li-l1li-~li
Jz J)C. J)( ~7 J7 (2.1-12).
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Für den Druck an der Meeresoberfläche gilt

..-()

I

% = cl.,. "J

= 0 (2.1-13).

Daraus folgt mit den Glgn (2.1-3) und (2.1-10):

n J(~'Y/~) = - f# -1.j [(ff)\ (tfl t (-Nf]
(2.1-14),

die dynamische Randbedingunq an der freien Meeresoberfläche.

Auf der benetzten Oberfläche Sk= S~(X,y,z,t) eines in

der Welle bewegten Körpers ist die kinematische Randbedin-

gyng gemäß GIg (2.1-8) zu erfüllen

d ,.,(

I

j je

= \1....~.. (2.1-15).
c\n

Weiter ist die Abstrahlbedinqunq zu erfüllen, die ge-

währleistet, daß sich das als Folge der Präsens des Körpers

ausbildende Ringwellensystem vom Körper weg bis ins Unendli-

che ausbrei tet. Diese Bedingung wird im folgenden in Form

der allgemeinen Sommerfeld'schen Abstrahlbedingung einge-

führt (/34/).

An dieser Stelle wird noch eine kurze energetische Be-

trachtung ausgeführt, die in Abschnitt 4. benutzt wird, um

einen Zusammenhang zwischen den Dämpfungskoeffizienten auf-

zuzeigen.

Die in einem räumlichen Gebiet R der Flüssigkeit vor-

handene Energie kinetische und potentielle läßt sich

mit dem folgenden Volumenintegral

E = j JJJf-1[(f!)\ (f!t.,. (1!/J T J{Z-clJjr)~J1 Jz

R
(2.1-16),

oder auch wegen der Gültigkeit der GIg (2.1-3) mit

8



E = - JJJ (f + ! -#) rfy: J'f Jz
R

beschreiben /36/,/21/.

Von Interesse ist die zeitliche Änderung der Energie im

(2.1-17)

Gebiet R.

Im Zusammenhang mit der Betrachtung eines Flüssigkeits-

bereiches R wird für die weiteren Auführungen der Vektor der

Flächennormalen ~ der Oberfläche des Gebietes positiv defi-
-+niert, wenn er nach außen gerichtet ist. Für den Vektor n

gelte die Definition: ri = -nt.

Die Energie ist gegeben in Form der Gleichung

E =
J11 f

(.,.,

Y I
Z( t) rJ J(

J'I
J%

R
Für die zeitliche Änderung der Energie in einem abge-

schlossenen Gebiet R folgt dann allgemein

(2.1-18).

= IJ1 ddt cJx Jy Jz T ff f V.,~ ds
R S

wobei v". die Normalengeschwindigkeit der Randfläche S des

Gebietes R ist, die unabhängig von den Teilchengeschwin-

digkeiten, positiv in Richtung der äußeren Flächennormalen

an der Randfläche S ist.

GIg (2.1-16) partiell differenziert nach der Zeit, ein-

gesetzt für ~ f/ ~ t , und GIg (2.1-17)eingesetztfür f

in GIg (2.1-19) ergibt

c:JE-
dt

(2.1-19),

clc _
Jj
7r[ :# ~2rJ jJ !i.

dt - f JJ c))( bTt
t

d~ d~~t
R

-
ff (p + ! #- ) V.,,, ds
s

Das Volumenintegral in GIg (2.1-20) kann aber nach dem

ersten Green'schen Satz (Anhang 9.6) unter Beachtung der La-

place' schen Differentialgleichung durch ein Oberflächen in-

+ Jili] dx d
'/
Jz

Jz. Az~t

(2.1-20) .

9



tegral ersetzt werden. Mit

-flY. flY. ti~
J[J l ~x~t ~ T JyH ~y

T
Jz.~t dZ.] d J.,Jz

= JJ
ii~ ds
..\

J.. ..\ /"),..

t:::.LUcU..l. -IUc1U cru~ °1.:..1.9 l.t:. .L-.t:U)

(2.1-21)

:l!- :: f fJ
jj ~ cis - Ir (r +! 4) v,," rl5

dt J d t d" S
d

= g
[f -# (it.. - v".) - f v...] rls (2.1-22).

Ist ein Teil der Randfläche S des Gebietes R in Ru-

he ( v"* = 0), d.h. die Teilchen durchströmen die Fläche S,
so ist der Energiefluß durch S

:!.!. =
f ff

H li rls

clt
.r

~ t d h*

Bewegt sich die Randfläche S wie die Flüssigkeitsteilchen

(~" / a n* = V.,fI) , so gilt für den Energiefluß über S

(2.1-23) .

nF~~~
~

An der freien Oberfläche findet wegen der zu erfüllen-

den kinematischen und dynamischen Randbedingungen kein Ener-

gieaustausch mit der Umgebung statt (p = 0, GIg (2.1-13».

Betrachtet wird nun ein abgeschlossenes Gebiet R um

den Körper herum (Abb. 2) mit den Randflächen SH als be-

netzter Körperoberfläche,
~

der freien Meeresoberfläche, S8

dem Meeresboden und einer vertikalen räumlich fixen Beran-

dF _--cLt: (2.1-24) .

dung SR in einigem Abstand von dem Körper. Die zeitliche

Änderung der Energie in dem Gebiet R ist gleich dem Ener-

giefluß über die Randflächen S des Gebietes. Da kein Ener-

gieaustausch mit der freien Meeresoberfläche und dem Meeres-

boden stattfindet, erhält man

10



j.f
I

p.

= - Jf f V". JS t f
({ li li rIS

d t .t
JJ dt d"*"

It SR

ZU beachten ist, daß der Normalenvektor aus dem Gebiet R

nach außen zeigt.

Betrachtet werden hier periodische Vorgänge. Da im In-

neren des Gebietes R keine Energie dissipiert wird (die

Flüssigkeit ist reibungs frei), muß für die Änderung der

mittleren zeitlichen Energie (Änderung der Energie über eine

(2.1-25) .

Periode) in R

-l;

Tf(fli~ d
i::

JJ Jt ~,,*
S

SR

-t

j

R

~~
= 0 = - II f V". J~

SI(
(2.1-26)

gelten (/36/), d.h.

die Körperoberfläche

führt wird, muß über

Energie, die im zeitlichen Mittel über

Sx der Flüssigkeit im Gebiet R zuge-
den Rand SR abgeführt werden.

11



Da eine vollständige analytische Lösung der nichtlinearen

Randwertaufgabe nicht möglich ist, beschränkt man sich auf

Näherungslösungen unterschiedlicher Ordnung, die man mit

Hilfe der Theorie der kleinen störungen gewinnt.

Unter der Annahme, daß die Amplitude der erregenden

Wellen H/2 relativ klein ist, läßt sich das Potential

; und die Oberflächenkontur
~

mit den folgenden Potenz-

reihenansätzen annähern (/36/)

N
I.

(,,)

f>
(~,

/'
Z
I
t) =

",~

[t't

r ( X, Y I
%, t ) ( 2 . 2-1) ,

N n ~ (#'1)

J
(X, YI

t) =~ l. ) (X fy, t)
(2 . 2_2) ,

wobei E. ein kleiner dimensionsloser Parameter ist (t <:. 1)

und rf
(,,),

~
(r1) geeignetezu wählende Funktionensind. Die

Summe über die Glieder n =l,..,N beschreibt dann die Lö-

sung N-ter Ordnung.

Weitere Schwierigkeiten ergeben sich dadurch, daß die

Randbedingungen der Glgn (2.1-12), (2.1-14) und (2.1-15) an

bewegten Oberflächen zu erfüllen sind. Man umgeht diese

Schwierigkeiten, indem man die in den Randbedingungen auf-

tretenden Ableitungen der Potentialfunktion in eine Taylor-

reihe an der zeitlichen Mittellage der entsprechenden Ober-

fläche entwickelt.

So werden die an der freien Meeresoberfläche zu erfül-

lenden Randbedingungen auf Randbedingungen an der stillwas-

serfläche (z=d) zurückgeführt. Mit

9i = J1.
J l.

(2.2-3)

(i=x,y,z,t)

ergibt sich allgemein für die partiellen Ableitungen

z=d-t,
1

%='"

I

OZ=C/

1

'&=01

f; I = rfi + rfiz 'f 1- liz-z. t/2 (;:~-4).

12
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Setzt man die Entwicklungen (2.2-1), (2.2-2) und (2.2-4) in

die Gleichungen der beiden Oberflächenbedingungen (2.1-12)

und (2.1-14) ein und ordnet nach Potenzen von E , so erhält

man

~
(<t)

rJ
(~J

1 t - TZ = 0 (2.2-5),

(z = d)

~
(2)

_ ,,(2.) _ ,,(-1) r (-1)

7 't rZ - Tzz J
~ ('I),J (..) ~ ('t) "(-1)- )~ rx - /7 ry (2.2-6),

· · · (z = d)

und

~
('I)

T .!- .J
(,,)

=- 0 (2 . 2-7)

/ j 'ft
(z = d)

~
(z.) :1.. ,./.

(z.) _ -1,1
('I)

r
(-f)

/

-t

J
Y't - -

J rtz
J

_
.:! [( '"

(A)

)

2.

(
J.

{tIt»2.

(
"('I»)

2.

J2J rX + ry / t TZ/ (2.2-8).

.
·

. (z = d)

Mit Hilfe der Glgn (2.2-7), (2.2-8) ,..., bzw. deren

partiellen Ableitungen lassen sich die Terme der Oberflä-

chenfunktion
~

(#'t',
j;

(#'t) in den Gleichungen(2.2-5),(2.2-
6) ,..., eliminieren. Man erhält so jeweils eine kombinier-

te Oberflächenbedingung für die Teilpotentiale f(~)der Ord-

nung n.

Analog kann bei der Aufstellung der Randbedingung an

der bewegten Körperoberfläche vorgegangen werden. Die Funk-

tion für die bewegte Körperoberfläche kann wie folgt ange-

nommen werden

Sk(~/'/' Zlt) = So(~,,/,z) + S.IJ.(~(t}II{t), ZLi)}
(2.2-9)

mit So als Funktion, die die Geometrie der ruhenden Ober-

fläche beschreibt, und

13



S~(Xlt)I'/{t),Z(t)) =
N ,., * (,,)

)L. E S (x,y,z,t
If)~1

(2.2-10)

als Funktion, die die Bewegungen der Punkte der Körperober-

fläche angibt.

Für die Normalkomponente der Geschwindigkeit der Kör-

peroberfläche kann geschrieben werden:

--
w

Z. E.
n

V
(n)

"'=~
,., (2.2-11) .

Die Taylorreihenentwicklung der partiellen Ableitungen

der Potential funktion auf der Oberfläche des Körpers lautet

dann:

I
SI<

/

.5'0

f
So

~ " = f,. t f;M S: T l
SO(S~)2

f:nn
2 °<"2°.2-12),

wobwei mit s~ die Normalkomponente der Bewegung der Ober-

fläche (s.) bezeichnet ist.

Aus der Randbedingung der GIg (2.1-15) ergibt sich dann

unter Berücksichtigung der Entwicklungen der Glgn (2.2-1),

(2.2-10) bis (2.2-12)

~ ,/.. C-t)

I

S'o (..).::!...L ::: V,., (2.2-13),
eh,,,

(2)

I

So
J 2." t..>

!

So
.lL + S..tJl) _

V
(2.) (2.2-14).

~., J,.,~" - h
.. .

Jedes Teilpotential rpin) der Ordnung n hat für sich

noch die Kontinuitätsgleichung (2.1-6) sowie die Randbedin-

gung am Meeresboden zu erfüllen (2.1-9).

Demnach gilt also für die Randwertaufgabe 1. Ordnung

(lineares Randwertproblem)

L11>(~) = 0 (2.2-15)

im gesamten Flüssigkeitsbereich,

14



die kinematische Randbedingung am Meeresboden

~J
/

Z_O_

~Z
- 0 (2.2-16) ,

die kinematische Randbedingung auf der benetzten Kör-

peroberfläche So

~(.) ro = (2.2-17) ,

die kombinierte Randbedingung an der Stillwasserfläche

(z=d)

:!
~

'-

f

('I)

j

Z "J.

#!::.
j

z e t{

:: 0
3

~t:& T c)z.
(2.2-18) .

Für das Problem 2. Ordnunq gilt:

A 1
(z)

= 0
im gesamten Flüssigkeitsbereich,

(2.2-19)

die kinematische Randbedingung am Meeresboden

iE!
/

ZPO

JZ
= 0 (2.2-20) ,

die kinematische Randbedingung auf der Körperoberfläche

J2ri(~J

I

So

~ S-t(1)::
V

(L)

~n2. h ,.,
~

/

.1'0

t~h
(2.2-21) ,

die kombinierte Randbedingung an der Stillwasserfläche

(z=d)

-1
-
9

~2t2) lE. =
J.rL)lC- i~)~

Ji'z
;-

Jz 3 Jz2 dt t
3~ dt dz at

_ ~
[

J.i!.~) Jyt'l) Jj::.) J2.ll~)
+ ~~ ]9 ~ ~ d)l. ~ t -t

~
7 Jy J t ~ ~ ~% ~t

(2.2-22).
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2.3 Aufspaltunq der linearen Randwertaufqabe.

Diffraktions- und Abstrahlunqsproblem.

Das Geschwindigkeitpotential 1.

Wassers läßt sich mit t} =
Ordnung der Bewegung des

, (x,y,z,t) beschreiben (vgl.

2.1).

Betrachtet werden hier ausschließlich periodische Vor-

gänge, d.h. das Potential oszilliert mit der Kreisfrequenz

der erregenden Welle w. Führt man für die Zeitabhängigkeit

des Potentials die komplexe Funktion e-lw t: ein, so läßt

sich der zeitunabhängige Anteil des Potentials mit 'f be-

schreiben:

~
( X, y, %, 1:) = 'J ("', y, % )

. e

-,:, tJ t
(2.3-1).

1(x,y,z) ist dann die komplexe Amplitude des Potentials in

Abhängigkeit vom Ort.

Man vereinbahrt bei dieser Schreibweise stillschwei-

gend, daß nur der Realteil des zeitabhängigen Potentials

nach GIg (2.3-1) zu nehmen ist:

Re [rf {)C,'{,%, t)] = Re [ Y()(, 'I, z). e- ;wt]

(vgl. dazu auch Anhang 9.7, (A.7-1) - (A.7-3»

Die hier betrachtete linearisierte Randwertaufgabe wird

prinzipiell in zwei Teilprobleme aufgespalten, die überla-

gert sind (/7/,/8/):

~("I'f,z,t;) = 1])(X,y,z/t) + f8(X,~,z:/t) (2.3-2).

f~
stellt dabei das Diffraktionsproblem dar,

1!;
(X,

'/,
%, t:) = 10 (1-, 'I, %, t) T 17 {"',

{'
%/ t)

= [':I;, ()C,y, z.) + :t; ()C,y, z)re-'w t (2.3-3),

16



d.h. das Problem des in der harmonischen Elementarwelle

festgehaltenen Körpers mit
'0

dem Potential der ungestörten

Elementarwelle und ~ dem störpotential, das durch die Prä-

sens des Körpers entsteht.

&

18 = ~ $jo fj ("',Y , 7:, t)

..;. tP ( )

-lwt (2.3-4)
= 4- SJ'O~J' X, 'V,Z. · e

J~"f I

beschreibt das Abstrahlungsproblem, d.h. das Problem der er-

zwungenen Oszillation des Körpers in ursprünglich glattem

Wasser mit ~. (j=1,...,6~ dem Potential, das durch die har-
J

monische Bewegung des Körpers in Richtung j mit einer Ein-

heitsamplitude entsteht.

Sjo ist die komplexe Amplitude der Geschwindigkeit des

Körpers in Richtung j. Gemäß den Definitionen der Abbildung

1 kennzeichnen die Indizes j=1,2,3 die translatorischen Be-

wegungskomponenten, j=4,5,6 die rotatorischen.

Sjo (j=1,2,3) sind also translatorische Geschwindigkei-

ten, während Sjo (j=4,5,6) Winkelgeschwindigkeiten bezeich-

nen.

Für das strömungsfeld um einen schwimmenden Körper he-

rum gilt also:

cl>(y., y,
Z I t) ::

f 0
(.,.,

'f,
%, t) ;-

f7
(

"',
y, z, t)

6

-t ~ Sjo ~j ("', '/, z, t)

J-01

=
[

':f. (~,
'I,

z.) T:t? (~, 'I, Z)

~
J

-,:wt
-t- ~ .5jo ~ r.,.,y, z) · e

(2.3-5) .

Die Bewegungen Sj des Körpers sind periodisch, daher

gilt

17



-;~t
S'. = s. . e ( 2 3 -6 )
J Jo

. ,

. , -iw1:. -i.wt
Sj = -, w Sj

0 · e = Sj 0 e (2 . 3 -7) ,

.. 2. -iwt.. -i.wtSj = -W S'O.e =!. e (2.3-8),
J \10

mit Sj der zeitabhängigen Bewegung und Sj der Beschleuni-

gung.

Für ein Element des Abstrahlungspotentials kann auch

.
s. 'f . D-iwt

JO j L = ~o 1i
.

== .s. '1.
J J

geschrieben werden (,

alteil des jeweiligen

nehmen ist).

Die Teilprobleme der Diffraktion und der Abstrahlung

können unabhängig voneinander formuliert und gelöst werden.

Bei dem mit GIg (2.3-5) formulierten Problem für einen frei

schwimmenden Körper sind zunächst auch die Bewegungen des

Körpers als Antwort auf die Erregung durch die Welle Unbe-

kannte des Problems. Diese können erst nach der Lösung der

oben beschriebenen Teilprobleme durch Formulierung und Lö-

sung einer Bewegungsgleichung ermittelt werden (vgl. 2.5).

Die Geschwindigkeitspotentialet}J' und damit auch die
zeitunabhängigen Anteile ~ ' j=O,1,...,7 müssen im gesamten

Flüssigkeitsbereich der Laplace'schen Differentialgleichung

wobei vereinbahrungsgemäß nur der Re-

Produktes als zeitabhängige Größe zu

(GIg. (2.2-15»

~ ~j (X, ,/, Z
I

't ) = 0 i.1 Yj ('1-,y, z) = 0 (2.3-9)

genügen und sowohl die linearisierte Randbedingung an der

Meeresoberfläche (GIg. (2.2-18» als auch die kinematische

Randbedingung am Meeresboden (GIg. (2.2-16» erfüllen:

18



F (
J'1j
J....

Jti=
Jz

o i
2. J y.W '-P. -t ---:!.. : 0

( 2.3-10),
-- J,j

Jz.9

für z=di j =0, 1, . . . , 7

U1
Jz

=- 0 .
I

J J:,' :: 0
~Z

(2.3-11) .
für Z=Oi j=0,1,...,7

haben weiter die allgemeine

/34/ zu erfüllen, die sich

Die Potentiale ;j, j=1,2,...,7

Sommerfeld'sche Abstrahlbedingung

durch den Grenzwert

..e~m
1'"-+ 00

1 fiL -t
~ Jt:t

- i ~ ~.) = 0
(2.3-12)

für j= 1, 2 , . . . , 7

mit der Wellenzahl ~ ausdrücken läßt (~ = 2 1r /). i >. =
Wellenlänge).

Für den in der Welle festgehaltenen Körper, d.h. vom

Potential r)., =
"0

...
f?

'

muß die kinematische Randbedin-

gung an der Körperoberfläche erfüllt werden i die Geschwin-

digkeitskomponente der Wasserteilchen normal zur Körperober-

fläche muß verschwinden,

~
I

So

=
d ( r/>o.,. cf?)

/

S:
0 . i1I

l

S: J(~o +Y?J

j

to=

0
~n J" /~,., ~,.,

(2.3-13).

(So ist die in der Ruhelage des Körpers benetzte

des Körpers.)

Beim Abstrahlungsproblem
'j

matische Randbedingung gemäß GIg

Körperoberfläche So zu erfüllen,

Oberfläche

, j=1,...,6 ist die kine-

(2.2-17) auf der ruhenden

. .
S. n . e-t. CA) t
JO J · (2.3-14),
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d.h.

Jii
I

So -
c\

- _;~>t
"".e. iJ

~r .
/

So

~ =,.,.
~n J (2.3-15),

wobei die Funktionen nj für das ortsfeste kartesische Ko-

ordinatensystem (x,y,z) wie folgt definiert sind:

n" = (0.$ (n,)C.) (2.3-16),

n2 = (O~ (n,7) (2.3-17),

h3 = co~(n,-z) (2.3-18),

n" == '/ (OS (M,'Z.) -Z cos(n,,/)= 7"3 -ZhZ (2.3-19),

"'5 = z. cos (n,'1o) - )( COJ(11,Z) = % n.., - )< n 3 (2.3-20) ,

n6 = X Co~ (n, '!) - '! (0.1 (n,)() ': )c n,2- '! '"'., (2.3-21) .

Die nj sind durch die Gestalt der Körperoberfläche

und die Wahl des Koordinatensystems bestimmt, es sind die

n1, nz
' n3 die Richtungskosinus der Normalen an der Kör-

peroberfläche.

Für das Profil und das Potential der ungestörten ebenen

harmonischen Elementarwelle mit Kreisfrequenz ~, Wellenzahl

~ , Wellenhöhe Hund Wellenanlaufwinkel p werden die fol-

genden Ansätze gemacht (Airy'sche Welle):

'0
()t,'�,t) _ H--

2

i ~ X CD!>)1 + /.' r. y si,.., ( - i w t
e

(2.3-22),
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i )e)(
c0Y" -f i )t 7 s..~ - "c".)t

e

::; ~ (~I YIz)
- i ~ t

~

-- · Htw-
2

COJ}, (k z)
k S~h I, (~ tf. )

'Po ()<, YI %, t)

(2.3-23) .

Daß mit diesen Ansätzen die oberflächenbedingung der

GIg (2.2-5) erfüllt wird, ist leicht zu prüfen. Die Forde-

rung nach Erfüllung der zweiten Oberflächenbedingung (GIg

(2.2-7» führt auf die Dispersionsgleichung

(2.3-24),

die den Zusammenhang zwischen der Wellenzahl )C. bzw. der

Wellenlänge ). und der Kreisfrequenz W beschreibt.

Damit wird vom Potential Po auch die linearisierte

Randbedingung an der Meeresoberfläche (GIg (2.3-10» er-

füllt. Daß ~o auch die kinematische Randbedingung am Mee-

resboden (GIg (2.3-11» erfüllt, ist leicht zu sehen.
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2.4 Die lineare Randwertaufqabe einer Anordnunq mehrerer

Körper

Das in 2.3 dargestellte Problem eines einzelnen Körpers in

einer harmonischen Welle kann ohne Schwierigkeiten für eine

Anordnung mehrerer Körper (Abb.3) erweitert werden. Da sich

die Körper Q=1, ..,N unabhängig voneinander in den sechs

Freihei tsgraden bewegen können, ist entsprechend das Ab-

strahlungsproblem zu ergänzen /12/.

Es ist zweckmäßig, neben dem globalen Koordinatensystem

für die einzelnen Körper innerhalb der Anordnung lokale Ko-

ordinatensysteme zu definieren, deren Ursprung jeweils in

einern ausgezeichneten Punkt des Körpers in der Ruhelage

liegt (etwa in einer SYmmetrieebene, bei schwimmenden Kör-

pern im Massenschwerpunkt oder im Schwerpunkt der Wasserli-

nienfläche). Die Kräfte und Bewegungen des Körpers Q wer-

den dann bezüglich des lokalen Systems definiert.

Für das Strömungsfeld um die Körper herum gilt

1> (X/ y,
Z
/

t) =

AI 6

-rLI
Q~1 j':.-1

f 0 (X
Iy, Zt t) ""'7

(,,/
y, Z, t)

.Q
rl.

SJ'o rJ&
(~I

7'
Zt t) (2.4-1) ,

bzw. für die komplexe Amplitude des Potentials

'J ("',y, Z) = Y;, (X I 't , Z) -t ~'l
(X, y, z.)

W ,,>' . Q
-r Z. ~ Sj

0 ~~ (1-, 'I,
Z) (2 . 4-2) .

Q.:" J--'1

Das Diffraktionsproblem !f = ':f..,. ~
'1

ist hierbei unter der
~ 0

Berücksichtigung aller Körper Q=1, . . . , N zu lösen. Es ist
die Randbedingung
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d 'fj)

~n
-- ~ (JOo -r

~n

'f? )

I

SOl

== 0

für Q=1, . . . , N

(2.4-3)

auf den benetzten Oberflächen SQ der einzelnen Körper Q

zu erfüllen. s~ sind die Geschwindigkeitskomponenten desJD
Körpers Q in Richtung j bezüglich des lokalen Koordinaten-

systems. Die Definitionen für die niQ der Glgn (2.3-16)

bis (2.3-21) gelten für die Q lokalen Koordinatensysteme

mit xQ 'YQ ,z~ anstelle von x,y,z.

Beim Abstrahlungsproblem wird der einzelne Körper Q mit

einer Einheitsamplitude erregt

~ 'f'

I

SQ
JQ - n .- - JG

~"
(2.4-4),

j=1,...,6

während die anderen Körper P (pfQ) ruhen

J 'fJ'd

J n I Q:f:P ; j =1, .. , 6

Die Laplace'sche Gleichung (2.3-9) sowie die Randbedingungen

an den verbleibenden Grenzen des Flüssigkeitsbereiches Glgn

(2.3-10) bis (2.3-12) gelten weiterhin.

Die hier benutzte Lösungsmethode zur Ermittlung der Po-

tentiale
~?' ~jQ (Q=1,..,N; j=1,..,6) wird in den Abschnit-

ten 3.1 und 3.2 aufgezeigt.

Sind die Potentiale bekannt, so kann der instationäre

Druck Pinst innerhalb der Flüssigkeit aus der linearisier-

ten Bernoulli-Beziehung (vgl. GIg (2.1-3»

Sp
-- o (2.4-5).

= - ! ~Jt (2.4-6)

gewonnen werden.
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nJG. dS · e
-/.wt

Unter Berücksichtigung der Glgn (2.4-1) und (2.4-2) kann der

instationäre Druck pinJt (GIg (2.4-6» im gesamten Flüssig-

keitsbereich um die Körper herum mit

r ' t - - p ~
lIU -

..J ~t -
AI ,

..,.. Z Z. 'sJ'o
Q=#f J'~'"

beschrieben werden.

Es ist notwendig,

per ausgeübten Kräfte

trennt zu formulieren.

Aus der Lösung des Diffraktionsproblems durch die In-

tegration des entsprechenden Anteils des instationären

Druckes über die benetzte Oberfläche des Körpers Q erhält

man die infolge der Welle induzierte Erregungskraft in Rich-

tung j für den Körper Q (im lokalen Koordinatensystem)

i w .f [ Yo (x, y, z) T J? ()<,y, Z)

tD ( )]
_ Lt..<Jt

J
"

X,,:z. · e
J G. 1 11

(2.5-1)

die von der Flüssigkeit auf die Kör-

für die einzelnen Teilprobleme ge-

2.5 Belastungen und Bewegunqen

Fw~ (t) :: - LW! fI ~
J

Se.

Jf
I -iwt= - i W f J (~+ '11] ) t1j ~
q S .

e-

s'"
(2.5-2)

Q= 1, . . , N ; j=1,..,6

(alle Körper festgehalten in der Welle).

Wird der einzeln Körper Q innerhalb der Anordnung mit

der Amplitude s~ erregt, während die anderen Körper als

festgehalten betrachtet werden, so ergeben sich als Folge

dieser Erregung die auf den Körper P in Richtung I ausgeüb-

ten Reaktionskräfte bezüglich des lokalen Koordinatensystems

P nach der Integration über die entsprechende Körperober-

fläche zu (/12/)
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F 'PQ
l f) -R ~.J

. .Q (r
IW f Jjo JJ

Sp

'I. n cis . b-iwt

Jt1 top C (2.5-3) .

P,Q=l,..,N: j,I=1,..,6

GIg (2.5-3) gilt auch für Q=P: j=l

Die hier benutzten Bezeichnungen für die Körper P und Q

und die Bewegungsrichtungen I und j sind natürlich aus-

tauschbar. Im Abschnitt 3.2 wird dann noch für den in Rich-

tung j bewegten Körper die Bezeichnung Teingeführt. Die

Auswirkungen dieser Bewegung werden dann auf den Körpern P

und Q betrachtet.

Führt man für das Oberflächenintegral in GIg (2.5-3)

die Definition

Pa
. PQ- r If YjQ h(J> JS :: Q.tJ -t" -6 btj (2.5-4)

S,

ein, d.h. definiert man die reellen Größen a~f - hydrodyna-

mische Masse - und b:~ - Koeffizient der Potentialdämpfung -

Q.:~ :: - r Re [ If ~'tA htp ciS] (2.5-5),
J

SP

b~.Q. ~ - w S I~ L-fJ ~'Q "'ep ciS] (2.5-6)

~p

und berücksichtigt man, daß die Glgn (2.3-6) bis (2.3-8) für

dem Körper Q analog gelten, so kann die hydrodynamische Re-

aktionskraft der GIg (2.5-3) in der Form

'PG.

FR tj =- - 0. 'PG .. a~. S.
~J J

b
PG ·Q

t' r.J J
(2.5-7)

geschrieben werden.

Zur Ermittlung des Bewegungsverhaltens der frei schwim-

menden Körper als Antwort auf die Erregung durch die harmo-

nische Elementarwelle ist ein System von Schwingungsglei-

chungen - das System der Bewegungsgleichungen - aufzustellen
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und zu lösen.

Für eine Anordnung mehrerer starrer Körper lautet das

System der Bewegungsgleichungen in allgemeiner Form

,

~
J:~

p .. p
I'ne' S.

J J

IV .,

-t Z Z (Cl:~s. ~ -t b:~ j ~
)

Q::~ i~"
J J J J

, p P P
(f)T:t. C'j Si = F""e (2.5-8).

J
=..,

P= 1, . . ,N ; 1=1, . . , 6

mit m;j den Massenkoeffizienten und c~ den hydrostati-

schen Rückstellkoeffizienten.

Es ist m:-1:: m~ == m~ :: mP die Masse des Körpers P. Die

1 I ' d 'P
J) ;>

''P 'P PKopp ungsg le er m..,z
'

mz''3 ' m~... SOWle
m-1't '

m
25" '

m
3'

entfallen. m
t~ ' m;'$", m~, sind die Massenträgheitsmomente

bezüglich der x-, y-, bzw. der z-Achse des lokalen Systems.

Im allgemeinen Fall verbleiben also die Kopplungsglieder
, 'P P

po P ,. P
pp,

mA~, mAG' mZ.' mZ6' mJt' mJ5"' m~S", m~, und ms-, ln der Mas-

senmatrix. ( m~ = mle)
Es ist zu beachten, daß mit den Potentialen ; und da-

mit definitionsgemäß mit dem instationären Druck p it'ltt
(GIg (2.5-1» der Druckanteil -!g (z-d) (GIg (2.1-3» nicht

erfaßt ist. In der Ruhelage befindet sich jeder einzelne

Körper unter der Wirkung von Gewicht und Auftrieb in einer

stabilen Gleichgewichtslage.

Die Rückstellkoeffizienten c~ (j,1=3,4,5) werden aus

einer statischen Betrachtung der Wirkung des Auftriebs bzw.

der Auftriebsverteilung und der Gewichtskraft bzw. den Mo-

menten infolge der Gewichtskraft bei einer Einheitsauslen-

kung st (j=3, 4,5) des Körpers aus der Gleichgewichtslage

gewonnen /33/. So ist c:; die linearisierte Änderung der

Auftriebskraft infolge einer Tauchung si

1> "P
c
33 =

f J
A wL.

(2.5-9) ,
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mit A~L der Wasserlinienfläche des Körpers.

Für das rücksteIlende Moment infolge einer Drehung s~

des Körprs gilt:

--
'P 7> V

f 3
I

W L "']I.

T jJ
V z.,

1> m-
9'" zp (2.5-10) ,

mit IWL~~ dem Trägheitsmoment der Wasserlinienfläche bezüg-

lich des gewählten lokalen Koordinatensystems, vP dem ver-

drängten Wasservolumen, z~ Verdrängungs schwerpunkt und

z r:;Massenschwerpunkt der Höhe nach.

Bei einer allgemeinen Lage des Körpers treten noch Kop-

plungsglieder auf. Es gilt

= S ~ ~ '!p

AwJ,.

c.t~
::: -!:1 ~ Xi' 'I."

A 11ft,

Die Integrale sind über die jeweilige Wasserlinienfläche be-

züglich des lokalen Systems auszuführen. Für die Drehung s;

gilt analoges.

Im allgemeinenFall sind alle Glieder a~~ , b
~~

des

Systems besetzt. Aus Symmetriegründen entfällt bei den mei-

sten Anordnungen jedoch eine größere Anzahl der Koeffizien-

ten; damit kann sich Glg (2.5-8) erheblich vereinfachen.

Die hier ausgeführten Betrachtungen wurden bezügl ich

der N lokalen ortsfesten Koordinatensysteme durchgeführt

(Q,P=l,..,N). Es ist ebenso möglich die Bewegungen und Kräf-

te auf ein einziges globales System zu beziehen. Die Kräfte

und Bewegungen sollten dann aber noch bezüglich der lokalen

Systeme transformiert werden /12/, da erst die so umgerech-

neten Größen anschaulich, leichter zu beurteilen und zu ver-

gleichen sind.

r/Xr dyp

Jxp

(2.5-11) ,

(2.5-12) .
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~ Lösunq der linearen Randwertaufgabe
3.1 Das Makroelemente-Verfahren für rotationssvrnmetrische

Körper mit vertikaler Achse

Das Makroelemente-Verfahren für den einzelnen rotationssym-

metrischen Körper ist ausführlich in /8/,/20/ und /11/ dar-

gelegt. An dieser Stelle werden daher nur die Grundzüge des

Verfahrens angegeben, die zum Verständnis der in Abschnitt

3.2 ausgeführten Erweiterung dieses Verfahrens auf eine An-

ordnung mehrerer Körper notwendig sind.

Die Meridianlinie des einzelnen Rotationskörpers kann

mit einer Treppenkurve angenähert werden; das strömungsfeld

um den Körper herum wird entsprechend den Stufen der Trep-

penkurve in koaxiale Ringelemente konstanter vertikaler Er-

streckung aufgeteilt (Abb.4). Das Koordinatensystem (r,~,z)

wird zweckmäßigerweise in die Achse des Rotationskörpers ge-

legt.

Es lassen sich drei Typen von Makroelementen definie-

ren. Das Element des Typs I (infinites Makroelement) er-

streckt sich von der äußeren vertikalen Berandung des Kör-

pers (r=a) bis ins Unendliche. Die horizontalen Grenzflächen

werden durch den Meeresboden und die freie Meeresoberfläche

gebildet. Die Elemente des Typs 11 reichen von der horizon-

talen Körperoberfläche bis zur Meeresoberfläche, während die

Elemente des Typs 111 durch Meeresboden und untere Körper-

oberfläche begrenzt werden. Die vertikalen Grenzflächen der

Elemente des Typs 11 und 111 werden durch Zylindermantelflä-

chen gebildet, die jeweils mit einer Stufe in der ideali-

sierten Körperkontur verbunden sind (Abb. 4).

Im folgenden wird gezeigt, wie prinzipiell mit Hilfe

von Fourierreihenansätzen in Verbindung mit partikulären Lö-

sungen der Laplace'schen Differentialgleichung die Geschwin-

digkei tspotentiale in den verschiedenartigen Ringelementen

um den Körper herum beschrieben werden können.

Die Formulierung der Ansätze für die Geschwindigkeits-

potentiale in den einzelnen Elementen wird so gewählt, daß
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alle geforderten Randbedingungen an den horizontalen Rändern

der Elemente (Meeresboden, Teil der horizontalen Körperober-

fläche, freie Meeresoberfläche) durch den jeweiligen Ansatz

erfüllt werden. Dabei werden die partikulären Anteile im An-

satz benötigt, um bei den Abstrahlungsproblemen die inhomo-

genen Randbedingungen auf den horizontalen Teilen der Kör-

peroberfläche zu erfüllen.

Aus der Forderung nach stetigkeit des Potentials und

seiner Ableitung in radialer Richtung an den vertikalen Rän-

dern benachbarter Elemente ergeben sich nach Anwendung des

Galerkin-Verfahrens /3/ Beziehungen zwischen den unbekannten

Fourierkoeffizienten der benachbarten Elemente, die zu einem

linearen Gleichungssystem mit den Fourierkoeffizienten aller

Elemente als Unbekannten führen.

Die Kontinuitätsgleichung in Form der Laplace'schen

Differentialgleichung (GIg.(2.3-9» lautet bekanntlich für
den zeitunabhängigen Anteil des Potentials in Zylinderkoor-

dinaten

~2.,! A J'f ..., d2J ~2.r
L1 'f = - .,..- - +-- -:-T:+- =' 0 (3.1-1).

~.,..1. ~ Jy ",:a.d-v2. ~Z1.

Mit dem Produktansatz für ein Element der Lösung

\j = R (r)- e (,J) .2 (z) (3.1-2)

erreicht man die Trennung der Variablen. Man erhält so die

drei linearen gewöhnlichen Differentialgleichungen (/23/)

eJZS ~- + A e =0 (3.1-3),J,JZ
JZz

+ B2Z = 0 (3.1-4),
rJz2..

2-
';2R

1- .!. JR - (82 t A2.) R =- 0 ( 3 . 1-5) .

cJy1 Y Jr Y

Die Lösung der Randwertaufgabe des jeweiligen Teilpro-
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blems wird dann zusammengesetzt aus den Summen der Lösungs-

elemente.

Im Gegensatz zu /8/ wurde in GIg. (3.1-4) + B'Z.Z ver-

einbart; man gelangt so mit GIg. (3.1-5) zu der Differenti-

algleichung der modifizierten Besselfunktionen. Da B sowohl

reelle als auch imaginäre Werte annehmen kann, beeinflußt

die Definition des Vorzeichens die Lösung nicht.

Aus der Forderung nach Stetigkeit des Potentials in Um-

fangsrichtung (i (-t) = e ( ~ + 2 fr» folgt A=m, m: ganz-

zahlig, - 00 < m <. + 00 . Damit sind die

8tn
(.J) :: e

i rY' ~
(3.1-6)

Lösungen der GIg (3.1-3) und bilden ein Orthogonal system

über ~ . An dieser Stelle werden in Hinblick auf den Ab-

schnitt 3.2 nicht, wie sonst üblich, die reellen Funktionen

cos ~ , sin ~ eingeführt, da die Erweiterung des Problems

auf eine Anordnung mehrerer Körper bei der Beibehaltung der

komplexen Schreibweise für 8 sehr viel einfacher wird als

bei Benutzung der reellen.

Allgemeine Lösung der GIg (3.1-4) ist

Z(z) = e
~~z

(3.1-7),

wobei B im allgemeinen Fall auch eine komplexe Zahl sein

kann. Es folgt dann für R(r) die Lösung

R ('r) = c"., 4n (8 'r) + Dm kM (B 'r")
(3.1-8)

als Linearkombination der modifizierten Besselfunktionen 1.

bzw. 2. Art, Iln0' K",O (/1/ ,/18/).
Betrachtet wird zunächst das Diffraktionsproblem

~
= 'fo+ y? .

Das Potential der ungestörten harmonischen Elementar-

welle ist bekannt (GIg (2.3-23». Mit dem im Anhang 9.4 ge-

gebenen Entwicklungssatz läßt sich fo in Zylinderkoordinaten
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formulieren

. t +tP

fi\.P (y,)- Z ) e-I. W _ _' H cod, rr.z) ~ l.'''''''J 0 ' , - Iw- . L-2- K. 1;'" h (~q)

""
:: _~

. e
i,.." { -

;''-i' -l' w't ]
Jro-t ()er)

(3. 1-9) .

J () sind dabei die Besselfunktionen der Ordnung m.
".,

Da die Winkelabhängigkeit der GIg (3.1-6) im gesamten

Strömungs feld um den Rotationskörper herum gilt, kann der

Ansatz für das Potential des Diffraktionsproblems formal

'wt H f
-f.o ('rt') ] -:wt

1:])
e-I = -..'w- Z i m ~J) (r,z) e e

2. 17') (3.1-10)
"'=---

geschrieben werden. Man erkennt aus der Form

10), daß das Problem für die Eigenwerte m

ist.

der GIg (3.1-

entkoppelbar

Für den einzelnen Körper ist es natürlich sinnvoll, die

Symmetrie in Bezug auf die Wellenlaufrichtung~ zu nutzen.

Für das Diffraktionsproblem kann dann

· t 80 f
(JJ -, W

· H;-
'5"" . /'r) .,.. I j

-tw t
J» e = -I, w 2' L- Ern t '1 ( r, z) COJ ("" - joot}1 j e

,... = 0 1)m / _
(3.1-11)

geschrieben werden (t,.., = Neumann-Symbol; Eo = 1; fm = 2 für

m~l ).

Bei den Abstrahlungsproblemen j=l,3,5 reduzieren sich

die Ansätze der Art der Glgn (3.1-10), (3.1-11) wegen der

Rotationssymmetrie des Körpers und der auf der Körperober-

fläche zu erfüllenden Randbedingungen der GIg (2.3-15) auf

'f e -,'wt
-1 = I. ('r z.) ::!.. (e

,-/ -/J-
)

-,' LA)t
-1" I l. -+ e e.

[= I'f {.,. z:l co.\,J- e - i wfJ-11 1-; (3.1-12),
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V> -~~t -LWt:
J3 e = 1'30 ('(",'2.) e. (3.1-13) ,

'f. e
-(\..,t

= 1+ (r 2 ) d. ( ~;J- -iJ- ) e
-,'wi-

S- 'S-1 , 2 Co -te

[= 1'01 (~oz.) cos ~ e -,'wt]
(3.1-14) .

Die Randbedingungender Glgn (2.3-13) und (2.3-15) auf

der benetzten Oberfläche des Körpers sind wegen der benutz-

ten Idealisierung auf Flächen r=konst. bzw. z=konst. zu er-

füllen.

Diese Randbedingungen werden für die Funktionen ~. (r,z)
J

am Beispiel des Elementes 1 (Abb.4) wie folgt definiert:

J Af.;/?'I

Jr
= UJ. (3.1-15),

für r=a~ ; dC ~ z ~ d~_1

(3.1-16).J"tjM

Jz
= Wj f

..
d ~ur z=

~
; at. ~ r at 1"-1

Für die Funktionen Uj und Wj gilt dann:

beim Diffraktionsproblem j=D

d l' Dt'> = Up == 0
(3.1-17),

~ r
für r~a ; d~ ~ z ~ dL'1e

(3.1-18)}1Dm
== 'WO == 0 für z~d~ ; a~ ~r ~ a~'1~'Z

und bei den Abstrahlungsproblemen j=1,3,5

o "t
"'1;1 =

~r-
== 1 .

/
J 130

= U3
~r-

= 0
(3.1-19),
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Element des Typs I (infinites Element)

(3.1-20),

für r=a~ ; d( ~ z ~ dt_1

d"t"..
= VIA = 0 J~Z

~ 1'f~1
== Ws- = - Y'

~'Z

a 1'30
=

~:z.
W3 ::-1 (3.1-21),

(3.1-22).

für z=dt. ;
at ~ r ~ a

f+-1

Die Glattwasserprobleme j=2,4 erhält man einfach mit

der Drehung des Koordinatensystems um ~/2. Das Glattwasser-

problem j=6 (Drehung um die Hochachse) existiert für einen

rotationssYmmetrischen Körper nicht.

Die Wahl der Funktionen Z(z) (GIg. (3.1-7» für die un-

terschiedlichen Elementtypen und damit auch die der Funktio-

nen R(r) in den Ansätzen für ~(r,z) werden durch die zu er-

füllenden homogenen Randbedingungen an den horizontalen

Grenzen der verschiedenen Elemente bestimmt.

d 'tS~ :: Us = :z:

~Y"

Für die Funktionen ~ (r,z) des Diffraktionsproblems (GIg

infiniten Element I wird der folgende(3.1-10» im äußeren

Ansatz gemacht:

.i. 'r I
(yz.) =

1
:1 (k:r) -

J,..,(~o.J
flM(x~)1cosh(xz) i"7

cl.. Vrt'I I m HM (X~) 'jXJS,'l'Ih r'ld)

kM (o<r)
Zo«(z)

kW\(GlC1.)

-I
i- L J-Dmo(

0(.
(3.1-23).

Der erste Teil des Ansatzes ist so formuliert, daß das

Potential der ungestörten Welle 10 - verbunden mit den Bes-
seI funktionen J,..,(~r), GIg (3.1-9) - auf dem Rand r=a gera-

de aufgehoben wird.

Die H ( ) sind die Hankelfunktionen erster Art der Ord-
~
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nung m.

Mit den Funktionen H~(~r), K~(~r) ist das Störpotenti-

al ~? erfaßt: nur diese Funktionen gewährleisten die Erfül-

lung der allgemeinen Sommerfeld'schen Abstrahlbedingung

(GIg. (2.3-12» beim störpotential ~?

;F; sind dabei die unbekannten Fourierkoeffizienten.v~~
An den horizontalen Grenzen des Elementes (Meeresober-

fläche, Meeresboden) sind die Randbedingungen der Glgn

(2.3-10) und (2.3-11) zu erfüllen, d.h.

~2. ~z--2-+ =0
~

J%
für z = d

JZ
-= 0

J z. für z = 0

Die Funktionen
-A/2

Z c< (Z) = W t>( CO S (0( 'Z.)

(3.1-24) ,

(3.1-25).

(3.1-26)

erfüllen die geforderten Randbedingungen und bilden ein Or-

thogonalsystem über ihren Geltungsbereich (0 ~ z ~ d), wo-

bei ~ (B=~, GIg (3.1-4» die Wurzeln der transzendenten

Gleichung

0( t(l.n
('" ci) +

2
~:: 0
3

(3.1-27)

sind. GIg (3.1-27) hat zwei imaginäre ( OC:o = j: i ~) und un-

endlich viele reelle Lösungen. Hier sind die Lösungen ~o =
-i)C. und ~ > 0 für reelle 0( zu berücksichtigen, entspre-

chend ist in GIg (3.1-23) die Summe über ~ zu bilden. Die

Zusammenhänge zwischen den Funktionen Hm( ) und Km( ) bzw.

zwischen den Funktionen J~( ) und Im( ) sind im Anhang 9.1

gegeben.

NK ist die Normierungsgröße:

1/ _..i [ 1 +0( - 2
sin (2KJ)]

2 0<. cL
(3.1-28),
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Es gilt dann
f:l JzJ Zo( (z) Zo{~ (z)

7 = Jolol4t
z.o

(3.1-29)

mit
Sc'01."

dem Kronecker-Symbol.

Auch für 0<:0 = - i ~ ist die Funktion Zo((z) reell, es

gilt

-~
Z)t.. (z) = IJ~ cosh (~Z)

mit

N =...i [ 1 +
si",h (2. ~ cL)

]~ 2 2~cI.

(3.1-30)

(3.1-31).

In diesem Fall geht die GIg (3.1-27) in die Dispersionsglei-

chung (2.3-24) über.

Die Funktionen ~ (r,z) der Glgn (3.1-12) bis (3.1-14)

für die Abstrahlungsprobleme j=1,3,5 lauten

/f I I km (o(v-)

11 0 = ?i ~,.,'" k {oto.}Z.JZ) (3.1-32)

(m=O für j=3i m=l für j=1,5) mit der Normierungsgröße

J. = cl für j = 1,3 (3 . 1-33) ,J

Jj = J.
2.

für j = 5 (3 . 1-34) .

Element des Typs 11

Die Elemente I des Typs 11 liegen über dem Körper und haben

wie das infinite Element eine freie Oberfläche.

Der allgemeine Ansatz für die Funktionen ~(r,z) lautet
J
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/f-
~j

T L.. ( R.., "r c'r) ~..,~tX.t.

(i)
'r- ('r ,z.)

Jrr1
- ( t)

gJ'm ('r, '2.)

T R* ('f) FJ':" }Z~ (z)'"«t t.« t!

(3.1-35);

j = D,1,3,5

dabei sind die Funktionen g. partikuläre Anteile zur Erfül-
J

lung der inhomogenen Randbedingungen auf der horizontalen

Körperoberfläche nach Glgn (3.1-21) und (3.1-22); es gilt

lt) Z
;} 30 (Y, z.) =-;j

(t) r [ ! ]9S";f ( r, 'Z.) = -;[i ( 'Z -cl) ..,.
tu:z.

-1 -t..L",,2..
(3.1-36),

(3.1-37) .

Daß diese Funktionen auch die Randbedingung an der Meeres-

oberfläche nach GIg (2.3-10) erfüllen, ist leicht nachzuprü-

fen.

Es wird noch vereinbart

li)

~ 1>m
(V; z.) =

(1.)

:J",~
('r, z) = 0 (3.1-38).

Die Funktionen

km ('4 r-)
p «t (r) =

k,." (~"-t.)

I,.", (o(t r)
. R"" er) =

) (3.1-39)/ m~(
IM {#l.ta.~","

werden mit den modifizierten Besselfunktionen 1. und 2. Art

gebildet. In /11/ werden Linearkombinationen aus den oben

definierten Funktionen R_ (r) und R* (r) angesetzt, so daß
r~~ ~~

auf den vertikalen Rändern des Elementes 1 (r = ae ;

r = a. ) jeweils ein Anteil des Potentials zu Null wird,
~t~

was aber nicht zwingend ist und keine nennenswerten Vorteile

bringt. Bei einem getauchten Körper existiert ein Element

1=1 mit der Rotationsache r=O des Körpers im Zentrum. Für so
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ein Element entfallen die Funktionen R~~r) im obigen Ansatz
(GIg (3.1-35)), da die K~( ) für r~O unbeschränkt werden.

Die Funktionen Z~(z) sind analog zu den Z~(z) des äus-

seren Elementes I zu bilden

Zo(.
(%.)=

C.

-4k

No( c.os (o{.t(z - d{ »

c.
(3.1-40).

sie sind orthonormale Funktionen über dt ~ z ~ d, mit

IV
olt

==
1:.

[ 1 T s~"
(2 ()(~ (J -dt! )

J

]
2 Kt: (cl - rlt! )

(3.1-41),

wobei <t die Wurzeln der transzendenten Gleichung

w2- ..,.
3

tXt tel" ("'t (d - ~ )) = 0 (3.1-42)

sind, mit o(t. = -i ~t' der ersten imaginären Wurzel.

Elemente des Typs 111

Die Elemente p des Typs 111 liegen unter dem Körper (Abb.4).

Der allgemeine Ansatz für die Funktionen ~.(r,z) lautet
J

(formal ähnlich zu dem des Typs 11)

+ R~ Y1 (y) f.
*

J
t (OS(

hp IrZ
)p Jrn"p Mp hP

(3.1-43)

Die Funktionen g. erfüllen die inhomogenen Randbedingungen
J

auf der horizontalen Körperoberfläche z=h~ (Element p) ana-

log zu den Glgn (3.1-21), (3.1-22) und die Randbedingung am

Meeresboden (2.3-11). Es gilt

4
17

'J

T L IRmnfi~J ~m..p
""p=o

(fJ
't j 1'rI

( ." z) = ('I')

~j/rl (., z)

(f)

9Jo
(.,., z) =

2
Z - (-1/z.)

2 h-p cl..

(3.1-44) ,
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(1')

~ ~1
(.,.,z..) --

_ r [Z
2. _ (-1/'1 ) r 2 ]

2 h d2.
P

(3.1-45) .

Es wird noch vereinbart:

(~) (p)

3D f't"\

(y, 2.) =
~
AA (Y, z.) = 0

Die Funktionen R(r) sind

(3.1-46).

!Z,...,
( ) =

k,." (. /.
....

)
"',.

p.

k", (np 11Q.p)
I

hp

Im ( nph:~)
R

* (.,.) =J'rInp _
(-

y)fO r,-
ctP-+A ) (3.1-47)1m

~D

für np~ 1 und

R (y) = Rn (J:.) ,
.

00 Q.p

(
r 1",,/

A
* (r)::: -

)rno a.,.,..

1""1

R
(.,.)=

f a.fO

) (I m
I ~ 1)

"",0
{-.....

(Iml = 0,1,2,...) (3.1-48)

für n~ = 0 . Die Glgn (3.1-48) können als Sonderfälle der
Glgn (3.1-47) aufgefaßt werden, die man beim Grenzübergang

np -+ 0 erhält (vgl. Anhang 9.3); sie sind die Lösungen der

Differentialgleichung (3.1-5) für B=O.

Bei einem frei schwimmenden Körper existiert ein Ele-

ment p=l um die Rotationsachse des Körpers. Bei diesem

Element verschwinden (wie bei einem solchen des Typs 11) die

Summenglieder, die mit den Funktionen R~~(r) im Ansatz der

GIg (3.1-43) verbunden sind.
. .

(
~p ~ Z,

)
. f

U

llDle Funktlonen cos
h

mlt n~ = 0,1,2,... er u en

die homogenen Randbedingungeri

d Z
"1'

(z)
= 0

~'Z
für z = 0 (3.1-49)

und z = hf; ap~ r ~ a-pi'-1
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an den horizontalen Elementgrenzen; die Orthogonalitätsbe-

ziehungen lauten:

~
· cl.

f f
np 1r Z

) (
np r,-Z

)
z

E. co.s ·
(Oj - =

np hp "p h,
z=o

J"p": (3.1-50).

Rand- und Überqanqsbedinqunqen an den horizontalen Element-

grenzen

Im folgenden wird am Beispiel der benachbarten Elemente

1-1 und 1 des Typs 11 gezeigt, wie die Beziehungen zwischen
den Fourierkoeffizienten benachbarter Elemente abgeleitet

werden.

Aus der Forderung nach stetigkeit des Potentials und

seiner Ableitung in radialer Richtung im strömungsfeld an

einem übergang vom Element 1-1 zum Element 1 und mit den

Randbedingungen der GIg (3.1-15) folgt:

1
(t-,,)

_ --1 Af /t)
- "tjm - c: ..Jm

(3.1-51),d' (JJ
J

r = a d (z ~ dt
' t-1

(t)
d't

/1-..)

Q.. d 'tJm _ ~ -JWt
~. ~

r- -
J
J'

~ r
:J

r = a d 'Z "
d

c.' t-1(t)

~ J 1'jm _ ~ U.
(3.1-52)- - J

~j ~ ~ AJ. r = aC.
'

dc ~ z ~ d
t-"

Das Element 1 ist in diesem Fall das Element mit der größe-

ren vertikalen Erstreckung (d-d~ > d-dt_~). Das a in GIg

(3.1-52) ist lediglich Normierungsgröße.

Aus der Anwendung des Galerkin-Verfahrens (/3/) auf GIg

(3.1-51) mit z~. (z) als Gewichtsfunktion, d.h. aus
~e-..
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J

I

r= 0.. d.

I

r-o..t

..i. /.rt-#f).Z d-z =.:! /.l~) .z dz

'sjJ J"'" <;_. (" - Jt_~) &jJ J'" 0<:.., y
- ~t-A

z= Je_.. z-:It....
(3.1-53)

erhält man unter Berücksichtigung der GIg (3.1-35) für die

Elemente 1 und (1-1)

~o( 0( ~ t Rh"I t{
(o..t) r:

~
... R: a(.

(Qe)r,:
}

t--1 e-1 t-1 J'" t-<1 ~ J ol~_..,

= L ~~ 0( { Rrn I(
( ttt) 'f:

J''''' oe
0(. ( t ( t

e

~* );- R* (~) J-'".,aL,,".ct J--c

;. Q j rn oe.
~--'1 (3.1-54).

Dabei sind nach GIg (3.1-39)

R ,.. 0(
(Q.t) =.

K.., (olt_.. ~ )
l-..

J<m (ol.t-1 Q.
t-1 )

· R
4

( Q.t) = ",
I fTI ()(t-1

(3.1-55) ,

R", ol (Q.t.) = -1 i
~

Ir~.."'t
( Q.t) =

rrn (o{t Q.t )

1"""
(O(.( Cl )

t+.,

(3.1-56).

Es sind die Integrale
cl

Lo(."A ol = j z ~ ·Z
t { Olt_., o{~

%-clt-1

J.

f
(t)

Qj,...,o(~ = (jjm
t-"

z-=dt--f ( 3 . 1-58) .

Die Anwendung des Galerkin Verfahrens auf die Glgn (3.1-52)

mit ZK; (z) als Gewichtsfunktion (d( ~ z ~ d) liefert die

zweite Beziehung auf dem Rand r = ae zwischen den Fourier-

koeffizienten

Jz.
(rJ. - t/t )

(3.1-57),

und

_ .le-")

)/
~.Z ~9Jrn 0«('_..,

t:/oz.

(J - Jt _..,)
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J

=o.J
zr: rl.t._

tf

J -~ 1 ( ' f R
ifl

f
...

J=
a

t-.. J.,~-M0( aRrnc< (QtJ
'J'm-<_ ..,. ~ ,."e((~)

J'''''IIC_ J 0( t 1-1 e-1 e 1 t-1 l-1t (-1

T P,j m o{: (3.1-59)

mit

I
R (t1.t,) = ~ R ( ~ )

I

r-:: Cle,

~r
(3.1-60)

P . rn fI.*J ~

{
J r *, ..

J
S_I OL

4 a. Rm.L (~) .I ;
J' rn,c T Q.. R,." IC.(G.e.J f. ~

-~ e. ~ e (. J f"I"1"'t.

(t_tJ

j
~::. Cl tJSi'" .Z ... (z)

~ .(l

rJz
( 0/ - Je )

und

Jz
( tI- ril )

J. l t. )

I

Y =CLt

- 0.
J : ~'" · Z-<~ (2:)

z ':d.t

dt-..

I

"os Ct~
r/ %-

~. J Uj · Zol: (r) "rJ- "'. )
z..J(

(3.1-61).

Zu beachten sind die unterschiedlichen Integrations-

grenzen für die Integrale in GIg (3.1-61).

Die Rand- und übergangsbedingungen an den Grenzen der

unter dem Körper liegenden Elemente p , sowie die übergangs-

bedingungen zum infiniten Element können in Analogie zu den

obigen Ausführungen formuliert werden.

An dieser stelle werden nur noch die Beziehungen ange-

geben, die sich aus der Ableitung des Potentials am Rand

r = a des infiniten Elementes ergeben. Es ist dies die ein-

zige Gleichung, die Beziehungen zwischen den Fourierkoeffi-

zienten dreier Elemente angibt. I=L und p=P sind die
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Elemente des Typs 11 und 111, die an das infinite Element I

anschließen. Es folgt:

, r

~ 0(.0(.
0.. R

hu(
(Q.) 'fj

me(

--
J - JL.

L. L.. [Cl R ~ I((tL) f
J''''~

T ~ R~~{o.) f
J':1( f0(

0(
oC&., l.

'"

... ~

"

h
I

I ","I ~ 2
+ ~ Z

/"'ol"'" n 0. R
I'n"!

Cl) ~,.,...np
-+ ~ ~ rY1 Y'lp

(0.)

~ ITI t1pJ

d..
"'p

~

+ rj ,.,.,
0<.

4 .

(3.1-62)

mit den Funktionen R' (a) nach GIg (3.1-60) für die unter-

schiedlichen Elementtypen,

hp

L oi.
-M ,., ::

J
Z 01( (z1

· E CO!
(

n-p 1';-Z

)

r.I'Z

P ~"/ np
J" h

Zr D
f P

und J

j
d

ft)

I

t =Cl

p".rnol* = 0. ~ · Z~iI (z) .

Z~d.
J~

~
hp

('P)

I

r=- ~

"t (\
J
~ · Zo<:O'

(z.)
rJZ

Z~o
J y- d..

J.

J
(I)

I

y = ~
cl

+ Q.

f
~ · Zo<.~ ("Z) --=

~y- ~
z~o

d.
r~ ~

0...

J

l.

U
I

J-z
+

Aj
j · Z.<~{z)

t1.

%::17,.

(3.1-63)

dZ

J.

(3.1-64),
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wobei

( r)
9nM = ! J"JKr) - Jrn (~C).)

ftM (v. 0..)
H lx-r-)l

cOlh ()tZ) "e-t'M./"4-

'" 1 kri s;r»h(~i)
(3.1-65)

als partikulärer Anteil der GIg (3.1-23) beim Diffraktions-

problem aufgefaßt werden kann. Andere partikuläre Anteile,

etwa für die Abstrahlungsprobleme, (GIg (3.1-32», existie-

ren im äußeren Feld nicht.

Die kompletten Randbedingungen an den Rändern aller

Elemente sowie auch die Werte der Integrale über die verti-

kalen Ränder, die alle analytisch zu lösen sind, werden in

/11/ angegeben.

Die Formulierung der Randbedingungen an den vertikalen

Grenzen aller Elemente nach den Glgn (3.1-54), (3.1-59) und

(3.1-62) führt zu einem linearen Gleichungssystem mit den

Fourierkoeffizienten aller Elemente als Unbekannten.

Die unbekannten Fourierkoeffizienten der Elemente des

Typs 11 können beginnend beim innersten Element rekursiv aus

dem Gleichungssystem eliminiert werden. Ebenso verfährt man

mit den Fourierkoeffizienten der Elemente des Typs 111. Auf

diese Weise gelangt man zu m Gleichssystemen mit den unbe-

kannten Fourierkoeffizienten des infiniten Elementes, dessen

rechte seiten aus den inhomogenen Randbedingungen auf der

Körperoberfläche resultieren:

[ C", o<~o< 71 Jj:'o<j= I ~':o(* }
(3.1-66)

Die Matrix
C'"

ist unabhängig davon, ob es sich bei der

Problemstellung j um das Diffraktions- oder um ein Abstrah-

lungsproblem handelt. Sie ist weiter für m = -m identisch

wegen der Ansätze R(r) in den Funktionen ~ (Glgn (3.1-23),

(3.1-35) und (3.1-43». Bei den Abstrahlungsproblemen werden

für den einzelnen Körper allerdings nur die Fälle m=O, 1

benötigt. Beim Diffraktionsproblem geht wegen der Formulie-

rung der GIg (3.1-65)
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( l:J pc:.J = 0 für r = a )

als einzige inhomogene Randbedingung nach GIg (3.1-64)

rJ.

J
(.i)

I

y=q,

PD,." 0(*
:. Q.

f
J D,.,

Z~* (z.)
dz

~Y" tl

z~ 0 (3 . 1-67)

mit GIg (3.1-62) in das gesamte Gleichungssystem ein. Die

PD rn0(."bilden dann die rechten seiten der Gleichungssysteme

(3.1-66), da bei der Elimination der Fourierkoeffizienten

der inneren Felder beim Diffraktionsproblem keine weiteren

inhomogenen Randbedingungen zu berücksichtigen waren.

Nach Lösung der m Gleichungssysteme (3.1-66) ist das

Potential im infiniten Element bekannt. Die unbekannten Fou-

rierkoeffizienten der inneren Felder erhält man dann aus den

Beziehungen der Glgn (3.1-54) und (3.1-59), die zuvor be-

nutzt wurden, um diese Koeffizienten aus dem gesamten System

zu eliminieren. Damit sind die Potentiale im gesamten Flüs-

sigkeitsbereich bekannt.
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3.2 Die Erweiterunq des Makroelemente-Verfahrens auf mehre-

re rotationssvrnmetrischeKörper nach der Methode der

"Vielfachstreuunq"

Zur Erweiterung des im vorigen Abschnitt dargelegten Makro-

elemente-Verfahrens auf mehrere rotationssymmetrische Körper

mit vertikaler Achse wurde die Methode der Vielfachstreuung

(multiple scattering) nach Twersky /27/,/10/ benutzt. Twers-

ky hat diese Methode ursprünglich für ebene akustische oder

elektromagnetische Wellen aufgestellt, die an einer paralle-

len Anordnung zylindrischer Körper gebeugt bzw. reflektiert

werden. Dabei werden auch alle Wellensysteme mitberücksich-

tigt , die durch Reflektion zwischen den einzelnen Körpern

entstehen. Die Ebene der erregenden Wellen und die des ge-

samten resultierenden Störwellensystems steht senkrecht zu

den Zylinderachsen der Körper.

Innerhalb der Anordnung wird zunächst ein einzelner

Körper unter der Wirkung der erregenden Welle betrachtet.

Von dem Körper geht als Antwort auf diese Erregung ein stör-

wellensystem "0. Ordnung" aus. Die erregende Welle erfüllt

zusammen mit diesem Störwellensystem die geforderten Randbe-

dingungen auf der Körperoberfläche.

Ebenso gehen von den übrigen Körpern als Antwort auf

die erregende Welle Störwellensysteme "0. Ordnung" aus. Die

von den übrigen Körpern ausgehenden Störwellensysteme "0.

Ordnung" treffen dann auf den gerade betrachteten einzelnen

Körper auf und können hier zu einem einfallenden Wellensy-

stem "1. Ordnung" zusammengefaßt werden. Als Antwort auf

diese Erregung "1. Ordnung" geht wiederum ein Störwellensy-

stern "1. Ordnung" vom Körper aus, das man aus der Erfüllung

der geforderten Randbedingungen auf der Körperoberfläche er-

hält.

Rekursiv können so die einfallenden und abstrahlenden

Wellensysteme der Ordnung u+1 der Vielfachstreuung aus den

Systemen der Ordnung u gewonnen werden. Die Wellensysteme

klingen mit wachsender Ordnung u ab, so daß die Rekursion
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nach einer bestimmten Anzahl von Schritten abgebrochen wer-

den kann.

Die Lösung der Randwertaufgabe kann dann als Summe über

die Ordnung u der auf den einzelnen Körper einfallenden und

der von diesem Körper ausgehenden Wellensysteme dargestellt

werden. Für die gesamte Anordnung der Körper kann die Lösung

auch mit der erregenden Welle und der Summe über alle ab-

strahlenden Wellensysteme aller Körper beschrieben werden.

Die Wellensysteme der Diffraktion und der Abstrahlung

im äußeren infiniten Element des einzelnen rotationssymme-

trischen Körpers sind mit den Potentialen ~ der Glgn (3.1-

10) bis (3.1-14) in Verbindung mit den Glgn (3.1-23) und

(3.1-32) für die Funktionen ~ gegeben.

Wegen der Orthogonalität der Funktion Zo(,(z) (0 ~ z ~ d)

in den Ansätzen für die Potentiale im äußeren infiniten Ele-

ment lassen sich bei den hier betrachteten Randwertaufgaben

die Wellensysteme entkoppeln. Man hat also im äußeren Ele-

ment eine Summe von Wellensystemen mit den verschiedenen c<

in der (x,y) bzw. (r,~) Ebene vorliegen, die überlagert

sind (~ sind die Wurzeln der GIg (3.1-27).).

Betrachtet wird nun eine Anordnung von N rotations-

sYmmetrischen Körpern mit vertikaler Achse (Abb.5) unter der

Wirkung einer harmonischen Elementarwelle. Neben einem glo-

balen Koordinatensystem (x,y,z) werden N lokale Koordina-

tensysteme mit den Ursprüngen am Meeresboden (x~ ,y~
'

za, = z) (Q=l,..,N) vereinbart (Abb.6); die z-Achsen fallen
mit den jeweiligen Rotationsachsen der Körper zusammen. Die

geometrischen Definitionen an zwei benachbarten Körpern Q

und P können den Abbildungen 6 und 7 entnommen werden.

Für die mit dem Wellenanlaufwinkel ~ (Abb.5) auf die

Anordnung der Körper einfallende ungestörte Welle kann die

komplexe Amplitude des Potentials ~o (vgl. Glgn (2.3-23),

(3.1-9» bezüglich des lokalen Koordinatensystems des Kör-

pers Q mit
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--

(3.2-1)

B =Q (3.2-2) ,

I

Z~ (d) = (3.2-3) .

(GIg (3.2-1» wird noch auf eine der GIg (3.1-10) analo-

ge Form gebracht,

l
+110

~ (~ I~, z.) = - ,oe..;!:!..

I
5'"

i
~(J.

7: (r-a.
z)

'"' 2 L OmA ,-;
,..,C -ID

'"'Q
mit der Definition

e ;MQJQ]

(3.2-4) ,

A QIV- (y. 'Z) - G-I 0,.,.,

a
Q
I -

0 tn A0(0

1""4
(t<o ~)

I~&. (o/.o dQ.)

Zo( (z)
o

-
rJ

i '10 (Tot, .tQ ,:z.) = -;
"" 1- Bo. ZIC

(:z.)

· f L
'"8.

3",,/1t t"1I.)e
1",0.J, - ..

'""f"

"'" 0.. = - tJb

beschrieben werden, mit der Konstanten Bo..

e
; ~ (XoQ Cos.~ + Yoa. Si",/,)

r1 . Z~ (rI)

~
G- 0 I'r\Q ~

J~G1{~r.)
Z~ (z)

Jhot.Jk. Cl.J

(3.2-5)

(oiO = -i ~ ), wobei dann für G

Q.

G-
0 I"I"1a ~

--
"'" - """dt"" B

-
lo<. 0.. )

i
Q

e I
dl

lrnQ D Q.

--
- ~ '""ai 12

J ('t.Q. )e .u
Q. IY\

&. 4.

(3.2-6)

gelten muß.

Als Antwort auf die erregende Welle geht vom Körper ein

störwellensystem aus. Für das störpotential mit der Ordnung
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u = 0 der gegenseitigen Beeinflussung gilt

J'\
.,

+00"

'f.
~ .,0

J . H ~ · ""'0. Q8#0

'1
(

I .. I~) = - ,w
z: ~_~

"t
7m..

('r'"q , z)
.

''''caJ
e.

0.

(3.2-7),

mit

A-
d.

l'
G.,o"

=
1

_ ~
Q

7m.. Orn_olo
km. (0(0 y~)

2""0
(z)

k~.. (0<0 Ct.Q.J

Qo
-r L

T?t"'~O(0(

J</n,,{oI.ra)
Zo«(x) }k mQ. (0( Q.~ \

(3.2 -8) .

Die unbekannten Fourierkoeffizienten des störpotentials

erhält man aber aus der Lösung des Diffraktionsproblems ~p

für den einzelnen Körper Q ohne Berücksichtigung der Beein-

flussung durch die anderen Körper. Es gilt analog zu GIg

(3.1-23) für die Funktionen " im äußeren infiniten Element

:!.. "h
Go -

r1 1),.~Q
- 7 ~~Q

-1 ~
Qo

-;[
'1 ""Q

k,." Q (DLo'rQ.
) jz (z)-

.lok IV! Q {()(o o..GJ

-- Q.

(;0
""Q 0(0 I

I ~ (0(.0 YQ.)
Q

Im (olo CtQ)Q

- Qo
!

'lrnG. 0(
J<" [o('(a)..

KPr\Q (o( Ct.Q)
ZfI( (z)

(3.2-9) .-t

Der Anteil

Q,o _
9 V""Q - &

Q.

(
~Q{~ YQ) _ kWlQ{O<o YQ.)j Zo< (z)

o ""Q 0(0
Im (\ («o ~ ) k

""a
(I(o 4.(~)

0
(3. 2 -1 0 )

in GIg (3.2-9) kann wie der in GIg (3.1-65) als ein partiku-

lärer Anteil aufgefaßt werden; er unterscheidet sich vom gD

der GIg (3.1-65) lediglich dadurch, daß mit B~ nach GIg

(3.2-2) der Ursprung der Welle um XoG. 'YoQ verschoben wurde.

Die m Gleichungsysteme für die unbekannten Fourierko-

effizienten der GIg (3.2-9) lauten dann analog zur GIg
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(3.1-66) für den Körper Q

[C,.,~ ~*~ ] I f7~:o( f :: I?)~: 0(> j (3.2-11)

mit
cl

J Qo

I

rQ=~
I

Qo _ Jl>ma.. dZ
'P':\ ~ - ~ J Z~*{Z), (3.2-12).
v 1""(1 ol. ~ )"Ci%=0

Wegen der orthogonalität der Funktionen Z~ (z) gilt

P
9.0

1>
,.,.,

~ f>(,JI. = 0 für ~:~ t 0(0 (3.2-13)

und

Qo
PD MQ olo = 0(0 Q,(i G

6.

f

l~Q (<<0 ~) _ k~( Olo~)

!o""Qo{o
I,"Q(eXo ~) kWtG(,tc) ~)

(3.2.14) ,

J I_ (cl ...".)

I

rQ ':'Q.~

'PI 0
'"

J (0(0 r6\ )
(3.2-15)

J~

I

rQ 0;.Q.Q

J
"""'li

(0/.0 )"'Q)

'
(

(3.2-16)

d 0<6
.,..

tt
)

wobei

IJ (olo ~) =

und

k~ (eXolla) =
ist.

Wegen der Gül tigkei t der Bez iehungen der Glgn

(A.1-12) und (A.1-13) kann für GIg (3.2-14) auch
Q

(;
O~Q. 0(0

I~Q, (~D ~) kM~ (olo a.Q)

'= _ 2; Go ~Q Je.

1i
)""4 (X ~Q) H t'nQ. (l(. a.eJ

geschrieben werden.

Für das vom Körper Q ausgehende Störwellensystem der

Ordnung u kann allgemein in Analogie zur GIg (3.2-7) der

folgende Ansatz gemacht werden
+110 ~ .,

u Q"", HZ . ~a
r..

U\t,t 'M~ 1fS

J7 (YQ,J"'r 'Z.) = -,'w 2: C.

?tnQ
(Ya,-z) e (3.2-18)

""Q.= -tP
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mit

/! /U. Q", Z I
~ Q\.t

7 117
( r. ,Z) = :Jn

a ~~ ~mQ~
0(

G:

Q
"'

}

k
MQ.

( 0(
"Q.

)

Zt;l
( Z)

7MQ.o(
k~fJ.

(f)/. o..Q)

(3.2-19) .
Dieses Wellensystem kann nun als Teil eines auf den

Körper P einfallenden Systems betrachtet werden.

Mit Hilfe eines Additionstheorems der Besselfunktionen

kann das Potential der GIg (3.2-18) bezüglich des lokalen

Koordinatensystems des Körpers P transformiert werden. Es

gilt (vgl. Anhang 9.5)

k G, (0( YG, ) e imQ JQ

..,..80 ,.,..,

::. L (--1) P
km -M (0{ Rap)

-- .Q P
rnp = -00

' ( ) ~ ,',...,., J. l""'Q -""p r(J..~ I (ot. r. ) e. 'P p
e rYtp P (3.2-20) .

(R
Q'P

'> rp

Die in GIg (3.2-20) benutzten geometrischen Größen können

der Abb. 7 entnommen werden.

Mit Hilfe der GIg (3.2-20) kann nun für das Potential

der Glgn (3.2-18), (3.2-19) im lokalen Koordinatensystem des

Körpers P

-+,,0
Q

'" ( \.. J..I '5"" "'"
Y7 rp ,oJP,z) = -,. w 2' L- i P

""p =-00

"I'
Q u.

''lmp ('P,Z)
""'p ~e

(3.2-21)

geschrieben werden, mit

~ 't '7~p ("PI "ZJ

= L [ f i I'Y'a.

! r Q&4 _
6-.

~~

J
. k""Q-~p (0<RQ,p)

?""Q 0(
'1"'"

0( k ( )0( M~= -eo ~""'G
0(, Q.Ci

l{t't1 -M }1 ] ''''''p I [ Z ( )·e G P/ &P · l rMj> 00-'7» -<
2 (3 . 2- 22) .
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Durch die Addition aller von den Körpern Q' (Q'=l,..,N)

mit Ausnahme des Körpers P (Q'f P) - ausstrahlenden Poten-

tiale der Ordnung u erhält man das auf den Körper P einfal-

lende Potential der Ordnung (u+1) der gegenseitigen Beein-

flussung),

'i
0\'- 7>(c.c<t~)

( r. J-. )
'J

p","Z.

. J.I ""eO.1'M ","P{f.4.,.Jf)= -lW2:L L P.1'lmp rt"p,-z.)

"",=-00
N

,

= Z. 'fI'JG (,((rpt J-p,-z.)
Q'~~

,

e ' ft'1p Jp

(Q'=l,..,N; Q'tP) (3.2-23)

mit

.i. r
tF'P{I.(+",J_ 5"" P(I.tM) Il'r'tp{o(r.,)

(z )
d. 'I,."

- L "7 tri CI( I
Z e(. ( 3 . 2 -24 )

P oe. ."
l'Y'tp

(<< o.p )

und
IV + ob I I

(;.

P{Lt+Jf)

= [
>" ~

i
""Q'

!
T

G 14 _ G
Q L4

j7m 0(. L- L- 7MQ'o(.7"'A'f)(P Q'=1 ,
~, = -00 ""

K/'r'IQ'-mp(o<.Ro./p) i(rn~,-mpJI:>(lp7. Mp
l / )· e / I

j l
'"p

l cl o.p

k/-l'lQ' (tXQ.e.') (3.2-25) .

Für das daraufhin vom Körper P ausgehende Potential der

Ordnung (u+l) kann dann nach GIg (3.2-18)

u PtLt -+Jf) . J..I ~ eO . ""p Ai" 'Pt ,.,,)
(r. ):/7 =-It.AJ-L- L '7/'V1'P

p,"%.

2
""'p= __

geschrieben werden, mit

l'
p(L4+",)

t: "'Z. =
>"

I
t

'P{... +1)

_ G
-pt Li +if) I

'1,.., p
(p ,) ~ ? rnr>o( 7 IYtp 0<. J

"
""P Jpe

(3.2-26)

-1-
d.

.
K~ (ol r;»

p

J<m p (()(
o..p)

Zo{ (z) (3.2-27).
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. . ~ '* p(tt'fo") U "Pll.t+1)M1t den Potent1alen J ? + ;;;)'1 nach den Glgn

(3.2-23) und (3.2-24) liegt ein Diffraktionsproblem der Ord-

nung (u+1) für den einzelnen Körper P vor. Auf dem Körper P

ist die Randbedingung

\ ( ~ Pl&.t-MJ
o '17 {"'p,Jp,oz.} -t

~n

I.p ~("'+"'J { J )
1)

/

Sp
J? ~P' "7.. 'J = 0

(3.2-28)

zu erfüllen.

Die unbekannten Fourierkoeffizienten der Ansätze der

Glgn (3.2-26), (3.2-27) erhält man aus der Lösung der m

linearen Gleichungssysteme für den Körper P wie für die Ord-

nung u=O nach GIg (3.2-11)

[ C
1>

~11 ] I ~
Y{Lt+-f) ]= ( 'f

'P{W+'fJ )~ 0<. 7 ""p c(. -p mp o(.1f. (3.2-29) ,

P(I.t+<1)
wobei die P~,.,p~ analog

P
1>{L.t+<1)

1)mpo(" =

zur GIg (3.2-12)

G-
1'(\04+-1)

'1rnp~~

zu bilden sind

I"..,'P
(0I.. Cl.p) k"." 'P

( ol '" 0..., ) (3.2-30)

(vgl. GIg (3.2-17». Im Unterschied zur GIg (3.2-11) sind im

allgemeinen Fall in GIg (3.2-29) alle P: ~::~ besetzt.

Mit Hilfe der Glgn (3.2-23) bis (3.2-27) und (3.2-29)

können dann rekursiv die Potentiale der nächst höheren Ord-

nung der gegenseitigen Beeinflussung ermittelt werden.

Praktische Rechnungen haben gezeigt, daß etwa nach der

Ordnung u=6 oder 7 die Rekursion abgebrochen werden kann.

Beiträge höherer ordnung wirken sich auf die numerischen Er-

gebnisse nicht mehr aus.

Damit sind aber die Potentiale im äußeren infiniten

Für das stör-Element um die einzelnen Körper herum bekannt.

potential des Diffraktionsproblems gilt

N WIA,

'f.=ZZ7
Q.=" (A = 0

J flv..

'1
(3.2-31),
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Q
wobei dann die ~7 ~

bezüglich der verschiedenen lokalen

Koordinatensysteme vorliegen.

In der näheren Umgebung des Körpers Q kann das gesamte

Wellensystem im äußeren Element mit der Summe der aus- und

einstrahlenden Potentiale bezüglich des lokalen Koordinaten-

systems des Körpers Q beschrieben werden

YJ)
(y~ ..J-

& 1

:t.) = ~o (y
Q"

JQ
I

'Z. ) T y?
~ 0

( .,.

Q.,

J-

~ ,
'Z)

tll.{

T

1.4~

(':I7"4'{
YQ.,

$-
Q,/ "'L) -t Y;

A...

('fit,JQ
I

Z)
)

(3.2-32) .

Nach der Summation über die Ordnungen u kann für das

Potential des Diffraktionsproblems nach GIg (3.2-32) noch

formal

~ (rG.'~,-z.) = y7J1-G{ro.,Jo.,z) ..,. J?Q{'rQ,J~/-Z) (3.2-33)

geschrieben werden, wobei hier 1';8.das Potential der unge-

störten Welle ~ beinhaltet. Es gilt dann

A *&
Ci :/7 (~,JQ/'%.)

"
~.o

= - ;w !j 2. L. l
rn~

0'- "".=-00

Q

G7mQ..-<

L (cl Yca) ;""~ JQ
7 (Z )~Q

e. L~
II'nQ{cl Q.a) (3.2-34)

und
"A

Q

Cl
'f
'7

(rc1,"" G. . %)

_ . H ~
~flfQ

t'
I?"1Q?- Q KyY')Q..{o<.r&)

e.
i Q JQ

Z~ (z )--tW-L L- "J'l2. 0( Q.=-~ I"'1Go(k,.."G..{eX.~) (3.2-35).

Mit der rein formalen Definition

G-
~o

7,..., Ci.0(
0

werden die

= G G.o.
G.

&0
= 0 f

u
..4-o I"'"JQoto I 7"""'Q 0<.

ur 0{ T 010

Fourierkoeffizienten wie folgt gebildet:

G.

G-7~Qo(

N....

=2-
Lt=o

Bu.
G-? fY1QO<:

(3.2-36),
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~I.A

!= 2 ~ Q",
- G- Q.~

1<=. 7""'/110< ?""Q.rI. J (3.2-37).

Das Potential des Diffraktionsproblems erfüllt die
Randbedingung der GIg (2.4-3) auf den Körperoberflächen Sa .

Aus GIg (3.2-28) folgt mit GIg (3.2-33) als Summe über u so-

fort

Q.'f
'7 M~ 0(.

~
I

SI.
= ~ ( 'f7U + 'f.

Q. )
I

s..
= 0

~n ~n 7 (3.2-38).

Vertauscht man in GIg (3.2-20) die Indizes P und Q, so liegt

das Additionstheorem für die Transformation von den lokalen

Koordinatensystemen P auf das System Q vor. Wegen der Ein-

schränkung rp< RQp ist die Darstellung des Potentials des

Diffraktionsproblems in Form der GIg (3.2-33) nur in einem

begrenzten Gebiet gültig.

Für rp> Rap lautet das Additionstheorem mit den modi-

fizierten Besselfunktionen 2. Art (vgl. Anhang 9.5)

j{~G. (ol r~) e im~ J~

=
-IoD (_-1)

t'rIp -I'VtQ
1- (0( R. ) e-i.(mp - /"nQ)fQ'P

L- ,.."p - f'W't~
QP, =-00p

k ( )
I' ,.,., p J-p

·
""p

(J(. rp e ( 3 . 2 -3 9) .
(r p > RQF)

Mit Hilfe dieses Additionstheorems können die f
'f/J..",.

(Q=l,..,N) der GIg (3.2-31) auf ein einziges lokales System
p* transformiert werden. Die so gewonnene Darstellung des

Störpotentials ist gültig in einem Gebiet, das sich von ei-

nem Kreis (r~* = konst.), der alle Körper einschließt, bis
ins Unendliche erstreckt. Für eine Transformation bezüglich

des globalen Koordinatensystems gilt das oben Gesagte ana-

log.

Innerhalb der Anordnung wird nun das Abstrahlungspro-

blem eines Körpers T , der mit einer Einheitsamplitude in

Richtung j erregt wird, betrachtet. Die Lösung des Problems

der Ordnung der gegenseitigen Beeinflussung u=o ist iden-

55



tisch mit der Lösung für den Einzelkörper .

füllt die Randbedingung

J '1'

I

Sr J lf.
'1' ,,0"

I

tr

J'r = .,1' = hj'T'

~n C\,.,

Die Lösung er-

(3.2-40)

auf der Körperoberfläche S -r
'

mit n
j"

dem Richtungskosinus

bezüglich des lokalen Koordinatensystems des Körpers T.

Für alle anderen Körper T 4= Q gilt für das Potential

der Ordnung u=O
Q...o"

~i'" = 0 T t Q (3.2-41).

Für das von einem Körper Q ausgehende Störwellensystem

der Ordnung u des hier betrachteten Abstrahlungsproblems

kann in Anlehnung an die Glgn (3.2-18) und (3.2-19)

~-. + 00 Q
""

'1J''P (Yo..,J-Q,Z) = 2. "tjT'f'YJQ (Y!).,L)
Wla.:-~

geschriebenwerden, mit

A G~
( "t. r (ra , ~)

Oj <I t"""ta 'It

0.", j
k M..l cl Y'~)- Gjf' ,",.0( k & (Ota..)

; ,...,

Q ~
e

Q
(3.2-42)

! Q",
::: ~ ~r~Q~ Zo(tz)

(3.2-43) .

Das Potential der Ordnung u=O für den erregten Körper

T kann als Sonderfall der obigen Gleichung aufgefaBt werden,

wobei dann
70

(d-. 0
J'r MiT' 0(. =

vereinbart wird. Die unbekannten Fourierkoeffizienten Fj~.

sind nur für j= 3 ; m = 0 und j= 1,2,4,5 ; m = +1,-1 be-

setzt; sie sind aus der Lösung der GIg (3.1-66) bekannt. Es

gilt

7'0
'f-1'r -1,( =

1'0
J:, r (-..) 0(.

'lL 'Po-t ""'"= e 2.
f2r-1 I(

,
1r' 'j'0

= e'T
~?(-A) 0(

(3.2-44) ,
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j t'/l _ "J' 0

e !t 'T'{-1).c

(3.2-45) ,

d.h. bei den Bewegungsrichtungen j=1,5 werden Wellen er-

zeugt, deren Winkelabhängigkeit mit cos ~ beschrieben wird,

während bei j=2, 4 die Wellen mit sin.r verbunden sind. Das

Vorzeichen _etät'/2..in GIg (3.2-45) für j= 4 resultiert aus

dem gegenüber j= 5 vertauschten Drehsinn der Bewegung (vgl.

ro _
't

S-''''..,0(. -
"'0 -i. 1rh, _ 7'0r -- e fS-'" (-1) 0( -

"
r.., K -- -

Abb. 1).
Wie beim Diffraktionsproblem kann das vom Körper T aus-

gehende Wellensystem als auf den Körper P einfallendes Sy-

stem betrachtet werden. Es gilt analog zu den Glgn (3.2-23)

bis (3.2-25)
.. 'P(w."..) ~ob

l' *"
1>CU+-1)

{ )
i,.,.,p.J-p

'1. r = L- Jr tY\
~p, '% e

J ".,.., =- "DfO
p

N=z,
Q=-f

Q't.t
J~'f' {Yp ,.)p, z

(Q'=l,..,N;Q'~ P) (3.2-46)

mit

:!... '\J, :1'( W.,,,)
= Z 6-..:

(~+1 J

~j
I J I /'n j> 0( J' """pol

I (c(.y~)
Z (z )

mp

itL (3.2-47)I (ci. Op )
"""1>

und

1> ( &.4+-1)
Gj.,. ~p Dl

fJ -+ tP
~'P

I
Q ,t4 Q

,
'-4

J
- -1 r: - (]..- [z Z ()

Jr~Q'o( J7fYtQ'o{
Q':...,

""".., =-tJIO

Kt't'tG.' -t"r't
(o< RQlp) ; ( rr'lQ' -,..., p) fQ.'

r} 1: I' )·
p e ~

(O(tt.p (3.2-48).

KI?"tQ I
(D(

Q.a'
) P

Bei der Ordnung u =0 existiert nur das vom Körper T ausge-

hende Wellensystem (vgl. GIg (3.2-41». Die Summe über Q' in

GIg (3.2-48) reduziert sich in diesem Fall auf ein Glied mit

Q' = T. Auf dem erregten Körper T (P = T) verschwinden daher

die ein- und ausfallenden Systeme der Ordnung u=l
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':!
~ r 1."'* _

'f
'1' It;f'*_jr - jr - 0 (3.2-49).

Das als Antwort auf das einfallende System u+1 vom Kör-

per P ausgehende System kann nach den Glgn (3.2 -4 2), (3.2-

43) mit P anstelle von Q und (u+1) anstelle von u beschrie-

ben werden.

Auf der Oberfläche des Körpers P haben die Potentiale

die Randbedingung

(
.. P ( Lt ) p {I.( 1'1J

I

sp
~ 'fjr (Yp,J?,"t) ... 'Ij". (YP,Jp,"Z}) =0

~,.,

(3.2-50)

zu erfüllen wie beim Diffraktionsproblem nach GIg (3.2-28),

da die einzige inhomogene Randbedingung der AufgabensteIlung

mit GIg (3.2-40) bereits vollständig erfüllt wurde. Die un-

bekannten Fourierkoeffizienten der Ordnung (u+1) erhält man

daher wie beim Diffraktionsproblem durch die Glgn (3.2-29)

mit GIg (3.2-30):

[ "P ] If
P (1.(.,1)

] _

I
PlW-+1)

]
C, 0(+0(.' - P

P J r rn p t:J( jr I'np 0{ ~
(3.2-51) ,

'P.ft"'..1)
J r m~ol.'*

--
j>{t.t+1)

G-j 'i' f"t'"tp 01.. '*

Im.p (ol.4t!1.p) Kmp (o(~a.p)
(3.2-52) .

Rekursiv können dann die Potentiale der nächst höheren

Ordnung ermittelt werden.

Für das Abstrahlungsproblem

AI "'",

'1'r = Z LJ A= , 14=0

gilt dann allgemein

v 6t '"'
JJ7' (3.2-53) ,

wobei die Glgn (3.2-41) und (3.2-49) zu beachten sind. Die

abstrahlenden Teilpotentiale Yj~~ in GIg (3.2-53) liegen

bezüglich der einzelnen lokalen Koordinatensysteme vor.

In den lokalen Koordinatensystemen der Körper T bzw. Q

gilt für das Potential des Abstrahlungsproblems in der nähe-

ren Umgebung der Körper

58



';'0
'!j l'

('r r I ,J-". , 2.) = ~. r ( "r'f', J 'i' I
Z.)

Nu.

( 4 ?'" ,,"" )-+ Z 'f. r
(.,.,

J". z) .,. ':t' r (r'j' J'j' Z)
CA=-2. J ' I J

"

(3.2-54)

und
).I

~A'" Q",
':fj

f'
(Y"Q. .JQ.Z) =0 l (~'f' (YQ.JQ I

z) ... ~f' (~Q ,Ja I 'Z.) )
(T =t= Q) (3.2-55) .

Nach Summation über die Ordnungen kann dann ähnlich wie

beim Diffraktionsproblem

~ r ('r7' I ~'i' (z) -- 1'f
~T (Y'j'I~'-Z)

*1' 7'.,.
~'r (r", J'j', z) ~ ~'7' (Yr, J"., "2) (3.2-56)

und

.rQ Q
~. 'j7 (YQ

I Ja , 'Z) + Yj-r ('("Q,Ja. f
Z)

(T
*

Q) (3.2-57),

geschrieben werden, wobei das Potential der Ordnung der ge-

genseitigen Beeinflussung (u=O) abgespalten wurde. (Das Po-

tential der Ordnung u=O ist aber das Potential des Abstrah-

lungsproblems für den Einzelkörper T ohne Einfluß der ande-
.. Te 7..0"ren Korper, ':tj.,.. =}j r . )

Es ist

't (r.Q -3" Z ) ':J'r ,..,

." 'i'~ ( J Z)T 'I. r Y,., 1',
)

oj J
1/ (ol.Yr-r 00 Tri. f',.,,,.

== Z Z JJ.,.'"T'" /( ,. (0( "-r)0< ,,...=- 00
.6-weiter gilt für '!j'r

~~

~j"r (YG ,JQ I
-Z)

e: , J".

2./z) (3.2-58) .

A-J.
J

-+ .0
Go.

= ~ ~ G-j'rYr'lQc/.
0<. 0.=--00

I Ma
(tX YQ )

l' ,...,~ (0( Ct0. )

"/""'GJ~ z (2)e ~ (3.2-59),
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..
':/

Q
und fur

j'"

Q.

~'i' (YQ. ,JQ,z)

+10 Q

-= L. Z. 1),. rnQel
0<. h'tcQ.Ir- 00

",-
dj

k "'4 (Dl."e.)
e ;"'Q J'I~ (z)

K""Q (o(~) (3.2-60)

für alle Q einschließlich Q = T, wobei die Fourierkoeffi-

zienten analog zu den Glgn (3.2-36) und (3.2-37) des Dif-

fraktionsproblems zu bilden sind. (Die Summe ist hierbei al-

lerdings über u= 2,..,N~ bei Q = T bzw. über u= 1,..,N~ bei
Q + T zu bilden., s.o.).

Daß das Potential des Abstrahlungsproblems Yjp (Glgn

(3.2-56) und (3.2-57» die Randbedingungen auf den Körpero-

berflächen gemäß Glgn (2.4-4) und (2.4-5) erfüllt, ist

leicht zu zeigen. Es gilt GIg (3.2-50), und damit für die

Summe über u (u ~ 1)

J ( ~ ~ Q. Q

I

J'Q
j ., ( 't'"Q. ,JQ, 'Z) T '1; r {Y'fi,.} Q, z) )

::: 0 (3 . 2_61 )

~h
für alle Q (einschließlich Q = T).

Mit der GIg (3.2-40) ist die einzige inhomogene Randbe-

dingung der AufgabensteIlung bereits vollständig erfüllt:

~ ~1' ("r", ,-/7, ~)

j
sr:::

~h I

SrTi:
,J; Zn.~ ~r ( ,., r,)

= J'F'
(3.2-62).~n

Auch die Teilpotentiale des Abstrahlungsproblems der

GIg (3.2-53) können wie die des Diffraktionsproblems mit

Hilfe des Additionstheorems der GIg (3.2-39) auf ein globa-

les Koordinatensystem transformiert werden. Als Besselfunk-

tionen treten dann im Ansatz für die Potentiale im äußeren

Bereich um die Körper herum ausschließlich die Funktionen

K (otr) auf (mit 0( = -i ~ ), was in übereinstimmung mit der
~ 0

Abstrahlbedingung der GIg (2.3-12) steht.

Damit sind aber alle Potentiale der Glgn (2.4-1), (2.4-
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2) im äußeren Element um den einzelnen Körper herum bekannt.

Die Potentiale für die inneren Felder des einzelnen

Körpers sind dann nach Abschnitt 3.1 wie beim Einzelkörper

zu bestimmen. Damit können die einzelnen Anteile des linea-

risierten instationären Druckes nach GIg (2.5-1) bestimmt

werden.

Aus der Integration über die in der Ruhelage benetzte

Oberfläche des Körpers können die erregenden Wellenkräfte

(GIg (2.5-2» und die Koeffizienten der hydrodynamischen

Masse und der Potentialdämpfung (Glgn (2.5-5),(2.5-6» ge-

wonnen werden.

Für die weiteren Ausführungen in den folgenden Ab-

schnitten ist es zweckmäßig die Potentiale des Diffraktions-

problems (Glgn (3.2-33) bis (3.2-35» und die des Abstrah-

lungsproblems (Glgn (3.2-56) bis (3.2-60» in einer etwas

abgeänderten Form darzustellen. Die im vorigen benutzte Nor-

mierung der Besselfunktionen wird nun aufgehoben und die

Glieder, die mit der imaginären Wurzel ~o = -i ~ verbunden

sind, werden aus der Summe über die ~ herausgelößt. Bei-

spielhaft kann für das abstrahlende Potential des Diffrakti-

onsproblems

1. \J)
Q

( \':
,),.,

I Z) =- J7 ~ I
'"d

~~ . I

· H_ ~ ~G
'

~..,,~

IW"2L- ~~)t.
H~(xY~)e ~(2:)

..., :- - t:fIa

. +- ~Q ;rnJ
-

'''' 1~ ?;_~rn-<)
K",,(o('Ya) e ~Zo<'

(z.)

(3.2-63)

bzw. für das abstrahlende Teilpotential des Abstrahlungspro-

blems

Q +00 *Q
-+ r,'I'

(YQ, Ja
I

z) = L.
~''1'

""
at

d J r<'1=-.oJ

~~ 1
.,. L L t'i'*:«" K".,

(o<'rG)e"~ GZ ,tz J
0(' ,: - 00

J '.(

; ,.,..JQ
11m (K rQ) e Lx. (z)

(3.2-64)
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geschrieben werden.

Die Summe über die ~) beinhaltet also nur noch die

Funktionen mit den reellen ~ . Die Fourierkoeffizienten er-

hält man durch einen einfachen Koeffizientenvergleich mit

den o.a. Gleichungen. Es gilt

T*Q '''"7: G
/J

?,.,.,~ = L J
?Y\'\ ~

H rn (k.ClQ)

T~Q "., a / ( ')J'1mo(l = ( 171'\"0(' Krrt
0(, °a

und

o\f& G /fj T rn v.. = ~'r"., ~ J..II"t1 (X Q.~ )

'fj~~o(l = rj:rn,xl / k".,(o(la~1

(3.2-65) ,

(3.2-66)

(3.2-67) ,

(3.2-68).

Die einfallenden Potentiale können ebenso dargestell t

werden. Für das einfallende Potential des Diffraktionspro-

blems gilt
~oO

~ . (

"
~ Ci . I-/L 'fl' U( ,, ( )

,,.,., tla 7- 'f. (~ ,.JQ ,Z') = - IW - G
7 J,." ~Ye. e ~.. (z.)

cl '1 ~ 2. ",:-00 ""'
x.. ~

-t oe , 41-
. H ~ '> ~ Q , rn tI~- l W _

2 L- L &7 , Im (t>l'rQ)e L ,(z )
t mD{ 0< (0<. n.u:-oo 3.2-69),

und für das einfallende Potential des Abstrahlungsproblems

-+.0
""

.., G ~
0)(- Q ; "., J

-;- ~r (YQ,J~ 2) = L- ~"'tY\X Jm(X"rQ) e ~Z (%)
dj

J ,
t't"t':-OO

~

+00

""
. 0

c;;- ~ /' '*
U(

I ( ' ) I rn
"'Go...,..

L- L Cr''r ' rn 0( rQ e Z ,(z)
0<.' 1"'n=

_ ob
J ,.,., 0( 01

(3.2-70) .
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Die Glgn (3.2-65) bis (3.2-68) gelten dann analog für

die ~ in Verbindung mit den Besselfunktionen 1. Art. Da-

neben können die Potentiale noch unter Benutzung der reellen

Winkelfunktionen dargestellt werden. Für das abstrahlende

Potential y~a kann beispielhaft

4 (po. .,., ~ Ge (
d J7 = - , W T ~o

c-rn T;m ~
11 ~ Y".) (0$ (rn J~)~(z)

H
OD Ge- ; Wz 2. 2. f."",t7moe, kW\(o('ro)lOl(rnJQ) Z~,(z)

t>t..' ~ =0

- ,.w.!i ~ 2... f <1$
H (--. y~) S,'n (m J-Q )~(z)

2 L 'lrn~ m
M':::;f

- ,.w~ ~ ~ 2 f
- &1'

t<. (6I.'v;Q) s:YI(ynJ~ )Z~,(z) )2 L L- '7,..,.,,(' I'YI « (3.2-71
~,

"""-Jf

geschrieben werden.

sammenhang mit den

gilt dann

Em ist das Neumann-Symbol. Für den Zu-

Fourierkoeffizienten der GIg (3.2-63)

r * Q
= r.

Ge - i f
Qf

'I,..,., ~ 'J f"'n)( 7 rn )l

T ~ Q m[ Ge. QS

JJ 7(-,...,»)l. "='
(-,11) f7M1k T (. ~~ ~

(m ~ 0)

und

t * Go
= f"

QC - i I ~~

'1 rt') t{' 'l,.,..,o(.
, ?,..,.,Dl'

~ ~ Q. Q c . - G..1

f7 (_"""')0('
=- f? rn,L' + L tr",,, I

(m > 0)
'"

(3.2-72) ,

(3.2-73)

(3.2-74),

(3.2-75) ,

wobei die Glgn (A.1-8) bis (A.1-11) zu beachten sind.

QS
( f'lool. -- o )
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~ Ermittlunq von Kräften aus der Betrachtunq des infini-
ten Elementes. Beziehunqen zwischen den Dämpfunqskoef-

fizienten

Die Matrix der hydrodynamischen Reaktionskräfte, bzw. der

hydrodynamischen Massen und Dämpfungen, ist bei einer Anord-

nung mehrerer Körper relativ groB. Die Integration der in-

stationären Druckanteile über die Körperoberfläche zur Er-

mittlung der Kräfte ist, wenn sehr viele Elemente bei der

Idealisierung des Strömungsfeldes eingesetzt wurden, aufwen-

dig. Hier wird gezeigt, wie mit Hilfe der Haskind-Newrnan-

Beziehung /24/,/21/ die Kräfte zum Teil aus der Betrachtung

der Potentiale im infiniten Element gewonnen werden können.

Die im folgenden ausgeführten Betrachtungen gelten all-

gemein für eine Anordnung mehrerer Körper in Schwerewellen

bei beschränkter Wassertiefe und sind nicht auf rotations-

sYmmetrische Körper beschränkt.

Die linearen Potentiale des Strömungsfeldes um einen

Körper allgemeiner geometrischer Form lassen sich in einiger

Entfernung von dem Körper ebenfalls mit Hilfe von Fourier-

reihenansätzen beschreiben, so wie sie für den rotationssym-

metrischen Körper in der allgemeinen Form (vgl. GIg (3.1-

10» aufgestellt wurden. Liegt etwa die Lösung für ein Rand-

wertproblem mehrerer Körper in Schwerewellen nach dem Inte-

gralgleichungsverfahren /5/,/6/ vor, so können die Potentia-

le für das Strömungs feld um den einzelnen Körper herum mit

Hilfe der Additionstheoreme nach Fourierreihen entwickelt

werden, wie sie in Form der Glgn (3.2-33) bis (3.2-35) und

(3.2-55) bis (3.2-57) ,bzw. (3.2-63), (3.2-69) und (3.2-

64), (3.2-70) gegeben sind. Es ist zu beachten, daß bei ei-

nem Einzelkörper allgemeiner geometrischer Form bei den Ab-

strahlungspotentialen ~~t alle mT' besetzt sind.

Betrachtet wird die Anordnung mehrerer rotationssymme-

trischer Körper (Abb. 5,6). Der Flüssigkeitsbereich um die

Körper herum sei das Gebiet R. Analog zum Einzelkörper der

Abb. 2 ist das Gebiet R von den Oberflächen der Körper Sa
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der stillwasserfläche Sq (z = d),

von einer vertikalen geschlossenen

stand von der Anordnung begrenzt.

Nach dem zweiten Green'schen Satz (Anhang 9.6) gilt für

zwei beliebige Potentiale ~ und ,~, die die Laplace'sche

Gleichung erfüllen, in einem abgeschlossenen Gebiet R /14/,

dem Meeresboden S8 und

Fläche S R in einigem Ab-

/21/

IJ
(1

J.tf.
- ",; li) ds = 0

dn" r d...,"" (4.-1),

J
~

wobei S die Oberfläche des Gebietes Rund n* der nach außen

gerichtete Normalenvektor der Oberfläche ist.

So werden beispielsweise die beiden Potentiale

strahlungsprobleme ~jr und Ptp der Randwertaufgabe

(2.4-1) überlagert

der Ab-

der GIg

5) (y>J'P
Jrtp

s ah'"

J/J'''') ds == 0
d n'-

(4.-2).

(l,j=1,..,6; P,T=1,..,N)

Grundsätzlich gilt die GIg (4.-1) für alle mögl ichen

Kombinationen der Potentiale der GIg (2.4-1). (Überlagert

man zwei identische Potentiale, so wird die GIg (4.-2) na-

türlich trivial.)

Betrachtet wird hier die lineare Randwertaufgabe, daher

gilt GIg (4.-2) ebenso für die komplexen Amplituden der Po-

tentiale

jj ('f.
J ~p _

'!. d~jl'
) ds =0

.s
Jl' d,.,

.. tP ~ 1'\'"

(4.-3) .

Wegen der Randbedingungen der Glgn (2.3-10) und (2.3-

11) an der Stillwasserfläche und am Meeresboden, die von al-

len Potentialen der GIg (2.4-1) erfüllt werden, entfallen
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die Integrale über diese Oberflächen.

Damit sind aber die Integrale in GIg (4.-3) über alle

Körperoberflächen SQ (Q=l,..,N) und über die Randfläche S~

zu bilden.

~
i
rr ('f

~~p
- tt

J~.'P
)

rl.ScC- J Jr!., e:p \ ~
Q.::

"".s:
Q t"\ ~ ,.,

~

+ fJ ('/'7'
~y~: - 'ftp JY,ir) ds = 0

J'R
J

~ n dh (4. -4) .

Nach dem, was in Abschnitt 3.2 über die formale Ent-

wicklung der abstrahlenden Potentiale bezüglich des globalen

bzw. eines einzigen lokalen Koordinatensystems für den äuße-

ren Bereich um die Körper herum gesagt worden ist, kann ana-

log zu den Glgn (3.2-63), (3.2-64)

+- . .}A \ ,H Z !!-"
-iL H ( )

Im
- ':f. (y '11Z ) = - IW - T. xy e Z (z)
cl '7 " 2 m: -,0 ?rn'X.

,.,..
l

~- j, ~L L ~
'* K I'"''- , W - f (o(''r) e Z, (z)Z '7 tn 0(

,
1'7\

-'
Di' ..,,~_oo

(4.-5)

und +10
· J

i Yj'i'
("i"', 'Z.) '" ?; Jj:... It Hm{ X'<')

e'~ 'Z
~
('Z)

+ L L !.i/mol' k",
(o(ly) e irn~Z",,(z)

«'
,.,.,:-... (4.-6)

geschrieben werden.

Zweckmäßigerweise wird die Randfläche S~ als Zylinder-

mantelfläche mit einem Radius r=konst., der alle Körper ein-

schließt, und mit 0 ~ z ~ d angenommen. Im Anhang 9.8 wird

gezeigt, daß für das Integral über S
R

allgemein
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J 1j l'

d h~

1

r= ko" tf 0

4,J-=o

(4.-7)

gilt, sofern mit 'f und ':IJidie Potentiale zweier abstrahlen-

der oder zweier einfallender Wellensysteme bezeichnet sind.

(Für die Kombination eines einfallenden Wellensystems mit

einem abstrahlenden System gilt GIg (4.-7) nicht.)

Es gilt also nach GIg (4.-7) für die zwei Potentiale

des Abstrahlungsproblems ~,. und 'f(P

S
r

(CfOr:"f
J ':!tp _ 'f

J ttjP
) d S -= 0 (4.-8).J J ' ~ h* tf'

~
n-Jt

SA.

Die Potentiale ~ und ~
"

erfüllen nach den Glgn (2.4-tp J
4) und (2.4-5) die folgenden Randbedingungen auf den Körper-

oberflächen SG (Q=l,..,N):

J~

I

S~

{

-nt.ptp _
-

d h~
0

r( ( ~
~., - '1 ~ lJ.. ) risJJ ~". J h*

JA
. 1.;;- J

I f ( dy~
-I' J tt )= ~ - - VJ - dz

~h. J d~~
~C"O z.<;.o

SQ.

= {-
"j'f'

für Q = P

für Q t P (4.-9),
(Q = 1,..,N)

für Q = T

für Q t T
(Q = 1,..,N)

wobei zu beachten ist, daß die Richtung der Flächennormalen

n entgegengesetzt ist gegenüber n* (vgl. GIg (2.4-4».

Setzt man die Glgn (4.-7), (4.-9) und (4.-10) in GIg

(4.-4) ein, so verbleiben in GIg (4.-4) nur noch die Inte-

o (4.-10),
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grale über die Körperoberflächen Spund S.,.

Sf ('1. ~ ~p ) d s - ff ('f a 'fiT ) d.sJ f
~ h'"

e'P ~n ..
S, 'sT

= - SI (':fjr "tp) d 5 T If (~tP nJr )dS

Sp .s.;. (4.-11).

Diese Integrale multipliziert mit
f

sind aber als Koef-

fizienten der hydrodynamischen Massen und der potentialdärnp-

fung nach Glgn (2.5-4) bis (2.5-6) zu interpretieren. Damit

sind bereits die Reziprozitätsbeziehungen zwischen den Koef-

fizienten hergeleitet (vgl. auch /21/):

PT
Qti -- "'PP

a.. ~J I
b!.r = h:r

~J 'J!
(4.-12) .

Analog zu den Glgn (4.-1) bis (4.-4) wird nun das Po-

tential des Diffraktionsproblems ~ = ~ +)-'7 mit dem
Potential eines Abstrahlungsproblems ~p überlagert. Es gilt

(vgl. GIg (4.-4»

:t SI
Q:" Ja

('f. J ~!P
J)

~".
'ft p

J Yl>) r/s
J ,,*

+ Ir ('I) J~ P

SR
Nach GIg (2.4-3) verschwindet die Ableitung des Poten-

tials des Diffraktionsproblems normal zu den Oberflächen auf

allen Körperoberflächen SQ' Mit den Randbedingungen der GIg

(4.-9) folgt dann aus GIg (4.-13)

_ ~p
J ~P) d r = 0
~n"

(4.-13) .

If (JD nl P ) cl J
Sp

= JI (~ J~Y~~- 'f(P ~~~) ds
(4.-14).

SR
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. .. . . -iwtMultlpllzlert man GIg (4.-14) mlt -lW1 e , so er-

hält man damit nach GIg (2.5-2) die erregende Kraft, die in-

folge der Elementarwelle auf den festgehaltenen Körper P in-

nerhalb der Anordnung ausgeübt wird. Das Potential des Dif-

fraktionsproblems auf der rechten seite der GIg (4.-14) wird

durch das Potential der ungestörten Welle Yo und das Stör-

potential .>; ersetzt.
Damit folgt aus GIg (4.-14)

Fw: (1:) :: - ; W f ff (YD "tr) " S . e--i""t.

Sp

::' - ,.t.AJp

1

- ~
7 (y, JCfeP - 'i ~ ) d s~ J) 0 ~h-tr (P ~,,-

SR

T ff (Y.. JY'e p - 'f.
7 \ h- tp

r"
Der Vollständigkeit halber wird noch einmal das Poten-

tial der einfallenden ungestörten Welle (vgl. GIg (3.2-1)ff)

aufgeführt

J v

]
- IW t

-:!!L ) dS.~ (4.-15).
d h*

A (IJ
c.- :10

rJ "
w l!.f

. ~ r;. *
2 L.- 0"..,')(.

"" :--oD
1m (~y) e iMJ4 (z)f

(4.-16)

mit

~
-

GO,,"k - ( i )

,..,., e-"~/'

cl Z~(d)
(4.-17) .

Im Anhang 9.8 wird das Ergebnis der Integration über

die Randfläche SR
'

wie sie bei der überlagerung zweier be-

liebiger Teilpotentiale auftritt, diskutiert.

Nach dem, was bereits im Zusammenhang mit GIg (4.-7)

gesagt wurde, entfällt das zweite Integral über SR in GIg

(4.-15) .
Setzt man die Entwicklungen für die Potentiale nach

Glgn (4.-16) und (4.-6) in GIg (4.-15) ein, so erhält man

dann unter Beachtung der Glgn (A.8-1), (A.8-2) und (A.a-6)
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Fw~ (t) = ( - ,.
W f )( - ,.

0.) ~ J S~)- l,~J

[
-+.0 t'n

*" *" j
_ ,'wt· !;:...(-.<f) &-0 K ~p ( ),. ·e (4.-18) .

Da das Potential der ungestörten Welle nur mit der

Funktion Z~ (z) verbunden ist, treten in Glg (4.-18) keine

Koeffizienten mehr mit den reellen 0(.' auf.

Bildet man die Summe für positive m (m = 0,1,2,...) und

stellt man die Konstanten um, so gilt

Fw: (t) = - i. 2 w2r ~ J2 de . e-,'wt

00 ,..,.,

/
- * -.. i'

G:
~

1:
~ 7· L l", (-A) Gö, ~ f fP(-, )l.

-t O{-M)X. t, mK..(4.-19).
m,=o

Mit der Einführung des Neumann'schen Symbols Em in Glg

(4.-19) wurde berücksichtigt, daß in Glg (4.-18) nur ein

Glied mit m = 0 auftritt.

Das Ergebnis mußte unabhängig von der Wahl des Radius r

= konst. sein.

Auf ähnliche Weise lassen sich noch Beziehungen für die

hydrodynamischen Reaktionskräfte (vgl. Glg (2.5-3» aus der

Betrachtung der einfallenden und der abstrahlenden Wellensy-

steme in der näheren Umgebung des einzelnen Körpers Q inner-

halb der Anordnung ableiten.

Die Potentiale der Abstrahlungsprobleme (Glgn (3.2-56)

bis (3.2-60» liegen in der Form der Glgn (3.2-64) und (3.2-

70) vor in Zylinderkoordinaten bezüglich der lokalen Koordi-

natensysteme. Das Gebiet R um den Körper Q sei so durch SR
(mit r = konst.) abgegrenzt, daß kein zweiter Körper P ein-

geschlossen oder berührt wird (aQ ~ rQ. ~ RGtP - ap , vgl. Ab-

bildungen 6,7 und 2).

überlagert wird nun das Potential des Abstrahlungspro-

blems ':l mit dem des Abstrahlungsproblems ~,Q
Q
F des ein-

t? J
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zeInen Körpers Q ohne Einfluß der anderen Körper.

Die Anwendung des zweiten Green' schen Satzes auf die

Potentiale .:I~'Pund Yj:6 im Gebiet R liefert nun VÖllig ana-

log zur GIg (4.-4), hier nur im lokalen Koordinatensystem

des Körpers Q,
tiIi

[r (Cf ~ ~;Q _ !l:QE d ~ep
) d S

J
t~

Jh'" JG. ~)")..
Q

Q-

ff ( u J ~Q
l;

Q,; a SIep )

d ST 7~p J. - 'f.~
.

~
411 = 0 (4.-20).

r ~n IIUC'"
R

Auf der Körperoberfläche Q gelten die Randbedingungen

der Glgn (3.2-61) und (3.2-62). Auf der Kontrollfläche S~

muß wieder nach ein- und abstrahlenden Potentialanteilen un-

terschieden werden. Nur die Konbinationen von einfallenden

und abstrahlenden Potential anteilen (vgl. Glgn (4.-13) bis

(4.-15) und Anhang 9.S) liefern Beiträge zum Integral über

SR.
Es gilt für P t Q

Ir ~p n'~ ds
SQ

J~

:= ff
( Jr:Q J y;~f

SR
~ ,,*

- ':tQ'"

t-Q

a~~:
)
cis (4.-21)

n (P =1=Q)

und nach GIg (2.5-4)

. Gi>

+ ~ b 'AW J~

Q;>

a.i~ -- Y'ep MJQ J s
f ff

SQ

~~
~ 'I.

G,; ((€
J,r,

)= -
f

ry (fJ..
"
Q - fJ,.

t.p r/s (4 -22 )

J~ tp .If (JQ. \ ~
..

rA
~ h '"n (P + Q)

Setzt man für die Potentiale in GIg (4.-22) die Ent-

wicklungen in Form der Glgn (3.2-64) und (3.2-70) ein und

integriertüber S~
'
so erhält man unter Berücksichtigung

der Glgn (A.S-6) und (A.S-7)
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Q P i o.p r (Q.
j ~

... w bJe.:: - f d~ c)j

(
+- G 11- Q - n-)· It i.J

Z:_ Ge 'P1t-",
'X- JjQ (_:) It

(-1)

+~
~ Q tIrQ,ii

f-2" L, L r;.~pmDt I ~'Q (_~)o/.'
eJ< rn =-GI)

(4.-23) .
(P :f= Q)

Bildet man noch die Summe für positive m (m =
0,1,2,...), so gilt

QP
Q.je

. QP
T ..L b.~ = - p dt 1. J.

w J~ J J

I
00

"" [
Jf G ~ Q G ~ ~ - -11GE

]· 2 i ?;o l"", (--1) b-t Pm ~ Jj~{ ))(.'" 6t.P(.M)1l ~'Q rn"X.

.0
~ ci '"

Q,;
i'- Q ~ G,:-

1
7{- rrZ 2- l, [Gtpf71-<' !jQ(-M)&" -t G-tP{-M),,{1 Jj~m#ll ~ol' 1"1"::0

(P ~ Q) (4.-24).

Bei dem Potential des Abstrahlungsproblems eines ein-

zelnen rotations symmetrischen Körpers sind nur die Fourier-

koeffizienten der Reihe über m mit m = 0 bzw. m = 1 zu be-

rücksichtigen (vgl. Abschnitt 3.1).

Es muß noch der Fall Q = P diskutiert werden, d.h.

die Kombination zweier abstrahlender Potentiale, die von ein

und demselben Körper ausgehen. GIg (4.-20) gilt auch für P =
Q. Wegen der Randbedingungen der Glgn (3.2-61) und (3.2-62)

gilt aber nun anstelle von GIg (4.-21):

1f ('{p hj~ - ~:t ,.,~~ ) d J
Sa

( f Ir
QE .Q 61 )

Q€

J J'::) ~eQ
..,. 'ft.Q + .r~Q hJ'Q. - ~'G.Mt ti S

SG
, (I)~J;" ~.JtQ

-= sr (~:a. 4 ~'o. _ 'f/~t J ~ep ) d S
s ~,,*

JQ J~fC.

A.
(4.-25).
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Mit der Definition der GIg (4.-22) erhält man aus GIg

(4.-25)

Q~ i Q~ Qt ~ Qf
a. .A 1" - ~ .A - C\.. - - b~.J ~ W J ~ ~J W coJ

- -f If ( 1"'(,( v "J~ - ':f.';"
v

"J~ ) d S ( 4 -26)
S eQ ~,,'" 'Juc ~)"). .,
I't

wobei hier mit a:r und b:r die Koeffizienten der hydro-

dynamischen Masse und Dämpfung des Einzelkörpers ohne Ein-

fluß irgendwelcher anderer Körper bezeichnet sind.

Die Reziprozitätsbeziehungen der GIg (4.-12) gelten

auch für den Einzelkörper. Mit GIg (4.-26) ist dann der An-

teil der Koeffizienten der hydrodynamischen Masse und Dämp-

fung gegeben, der als Folge der Präsens der anderen Körper

auftritt. Das Ergebnis der Integration in GIg (4.-26) läßt

sich sofort aus der rechten seite der GIg (4.-24) bestimmen,

indem man dort formal den Index P durch Q ersetzt.

Die Koeffizienten der hydrodynamischen Masse und der

Dämpfung für den Einzelkörper können auf die oben gezeigte

Art nicht gewonnen werden.

Die in Abschnitt 2.1 abgeleitete Beziehung für die ei-

nem Gebiet der Flüssigkeit R zu- bzw. abgeführte Energie

(Glgn (2.1-23) bis (2.1-26» wird hier bei der linearen

Randwertaufgabe benutzt, um einen Zusammenhang zwischen den

Potentialen der Abstrahlungsprobleme aufzuzeigen. Für den

mittleren zeitlichen Energiefluß über eine räumliche feste

Fläche S gilt nach GIg (2.1-26) (vgl. hierzu auch /21/)

-t

i

S

I

s,jE' -
-;-t -

/;r
~)- -E -r

Jt Jt
S

U!:->
~

,,~

t

dS (4.-27) .

Für den Energiefluß über die Oberfläche eines Körpers Q

gilt nach GIg (2.1-24)
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d t:

I

s~ - t

/

sf.\
'

1;
.-:. = E = - JJ l'

(#I)
V~;) ds

dt ~
Wegen der Randbedingung auf der Körperoberfläche (GIg

(2.2-17» und wegen der für den instationären Druck vorge-

nommenen Linearisierung (GIg (2.4-6»

(4.-28) .

Ji!:..)
~n*

(~)
= VnJl

,

I

(#I) ~J. (..,

1> :: - f
r

~+-
(4.-29)

gilt aber GIg (4.-27) ebenso auf der bewegten wie auf der

festgehaltenen Körperoberfläche
't

-'t

j
Stl t \ ,j(It) ),,<{A)

E = - I{ f{A)V~:) ,JS = f ff ;; ~ cis

SQ. Sa

(4.-30) .

Der Index (1), der die lineare AufgabensteIlung kenn-

zeichnet, wird im weiteren fortgelassen.

Die einfache zeitliche Abhängigkeit der Potentiale 1.
Ordnung ist mit GIg (2.3-1) gegeben.

Der zeitliche Mittelwert des Produktes zweier Funktio-

nen mit der zeitlichen Abhängigkeit e-,'~twird im Anhang 9.7

hergeleitet (GIg (A.7-7).

Für GIg (4.-27) kann also mit der komplexen Amplitude

:J des Potentials ; unter Beachtungder zeitlichenAbhän-
gigkeit

it
l

s:.x. (f e ~ y + Y ~ )45~ JJ ~t ~tI" ~t ~n"
.s

= .i. SI ~-"u.> 'f)i!. + (-iV-') 'i JI ) rls
't .s

« ~". ah*

=
i ~ f- [J (y g -

.r 0"
'j'!J. ) ds

~h-lr (4.-31)

geschrieben werden. Mit '! ist dabei die zu 'f konjugiert
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komplexe Amplitude bezeichnet.

Wegen der Randbedingung an der Stillwasserfläche nach

GIg (2.3-10) geht selbstverständlich auch über diese Fläche

im zeitlichen Mittel keine Energie.

Betrachtet wird wieder das Gebiet R um die N Körper he-

rum, das von der äußeren Kontrollfläche SR' die alle Körper

einschließt, begrenzt wird. Als Kontrollfläche SR wird

zweckmäßigerweise wieder eine Zylindermantelfläche mit r =
konst. und 0' z ~ d genommen.

Auch bei der linearisierten AufgabensteIlung ist die

Änderung der mittleren zeitlichen Energie in R Null (vgl.

(GIg (2.1-26»; d.h. also Energie, die etwa der Flüssigkeit

in R über eine Körperoberfläche zugeführt wird, muß über die

Kontrollfläche SR abgeführt werden. Nach GIg (4.-31) gilt

dann unter Beachtung der Randbedingungen an der stillwasser-

fläche und am Meeresboden

-;-t
j

S
E ::

.

lWf

;.

~ wf
2..

(

7
(y;-i! -

; ~ JJ ~M*
JQ -

[J (Cf!J - ~ .!1
) dS

~h-N ~n.
SR.

'fE
)
ds

c\,,*

= 0 (4.-32).

Betrachtet wird zunächst das Abstrahlungsproblem eines

Körpers P innerhalb der Anordnung, der mit der Amplitude ~:o

erregt wird. Anstelle von 'f in GIg (4.-32) kann nun

s:o '�t.'P eingesetzt werden (vgl. GIg (2.4-2) und Abschnitt

2.3). Wegen der Randbedingungen der GIg (4.-9) entfallen die

Integrale über die Körperoberflächen SQ mit p f Q. Es gilt

-t

I

r

i
P
:= -

; ~ f...
(r ( i

P
'f. i

p
J flP _ i

P
Cf i P a Y~p

) J s

't

JJ (0 tOP ~o - tD lP ~D-
Sp ~ h'" d n

~

-= ~ (
f e i P '!.

f;> d ~p _ r'P
'f. S

p ~ 'ft'P
) ds

'f
JJ to tp t.o

~,,*
~D tP eo

~n'"
)R (4.-33).

Die Randbedingungen der GIg (4.-9) werden auch von der
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konjugiert komplexen Amplitude ~tP des Potentials erfüllt

U 21/) .

Es gilt

SQ
d 'fe'P

I

J- n~p:: - ntp für Q = P
--

J n*'. . o für Q + P (4.-34),

(Q=1,..,N)

da nep reell ist.

Mit der Definition der GIg (2.4-4) erhält man dann

J
t

I

Sp

= _ ;Wf.
{ Se.P

,

2. (r
( ~ J ~ p _ ~ J ~p

) rI S
't

0
f,J

tp
J,,'"

lp
~h~

'P

(f w
f...

/

· 'P

/

2 (r - I -1

/

.
;:>

1

2.

h
PP

':: Sto JJ
('ftp - Cftp)MtpClfS =

2" StD ~t
1 SP (4.-35).

Mit GIg (4.-35) bzw. (4.-33) ist die Energie gegeben,

die im zeitlichen Mittel der Flüssigkeit über die Körper-

oberfläche zugeführt werden muß, damit der SChwingungsvor-

gang nicht abklingt. Der Dämpfungskoeffizient b:: - d.h.
ein Diagonalglied der Dämpfungsmatrix - muß immer positiv

sein, da mit einem erzwungenen Schwingungsvorgang keine

Energie gewonnen werden kann.

Mit der Entwicklung der GIg (4.-6) kann die Integration

über SR leicht ausgeführt werden. Mit den im Anhang 9.8 ge-

gebenen Glgn (A.8-4) bis (A.8-12) erhält man aus den GIgn

(4.-33) und (4.-35)

-:- t

I
$1> _ :!

I
· 'P

/

2 b
1>P

E - 2. Jeo ft.

+10

1

8'
/

2. 2. ~ ( t'd.) 'f~ f*
S~o Se ~-tIO

- L
f1' rnX- epm~- i. l.t.,)

f-
it

(4.-36) ;

bzw. für positive m (m ~ 0)
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-:- t j ~p A

I
·P

I

2.
b 'PP

E == z: Sto te

01'

J 2 d I f P 122:, l r f. f · * f
~

J
- c..vf f t.o

""'=0"'" tPm~ tPf'7'l~ 1- ftPl-rn»)C tP(-,.,)~

(4.-37) .
Die im zeitlichen Mittel zugeführte Energie wird also

nur von den Wellen, die mit 0<0 = -i)( verbunden sind, abge-

führt; und zwar führt jede Einzelwelle der Summe über m

Energie ab. (Alle Glieder der Summe über m in GIg (4.-36)

bzw. (4.-37) sind reell und positiv; folglich ist auch b~:
positiv.) Für einen einzelnen rotationssymmetrischen Körper

ohne Einfluß anderer Körper reduziert sich die Summe in GIg

(4.-37) auf ein Glied.

überlagert werden nun die Abstrahlungsprobleme zweier

Körper P und T innerhalb der Anordnung. Dabei wird der Kör-

per P mit der Amplitude sl erregt, während gleichzeitig der

Körper T mit der Amplitude s To und mit derselben Kreisfre-

quenz w bewegt wird. Die zeitlichen Phasen der Bewegungen

sowie die Verhältnisse der Amplituden sind willkürlich ange-

nommen.

Die Beschreibung dieses Experimentes ist physikalisch

nur richtig, wenn unabhängig von den Phasen und den Amplitu-

den der Bewegungen der Anordnung im zeitlichen Mittel Ener-

gie stets zugeführt werden muß, so daß der Vorgang nicht ab-

klingt.

Analog zu den Bewegungsgleichungen (2.5-8) können die

von außen auf die Körper aufgebrachten Kräfte F: und F T
formuliert werden, die zur Aufrechterhaltung der Schwin-

gungsvorgänge notwendig sind:

'P P .. 'P 'PP" ? 'PP · 'P 'P 1>
F~ (t) = rrt(t S't. -t C\.tl St,. + btt Se ... Ce~ Se

pr ..,.. 'P" .7'+ Q.e' S. + b... S.J J LJ J
(4.-38),
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'1' 'r .. l' f8'r .. r 7'T' · l' "T' 'i'
F. (t) = m.. oS. .,. Q. .. !. + b.. t. -t c... J.

J JJ J JJ J J J J JJ J

T Q.:rp fP b':P i? (4.-39).
Jt. e T Je. e

Daneben treten noch weitere hydrodynamische Reaktions-

kräfte auf, die aber nicht mit einem Energieaustausch ver-

bunden sind. Diese Kräfte sind bei einer praktischen Ausfüh-

rung des Experimentes, etwa durch Führungen bzw. Auflager,

aufzunehmen.

Wegen der einfachen zeitlichen Abhängigkeit der Kräfte

und der Bewegungen in den Glgn (4.-38) und (4.-39) können

diese durch ihre komplexen Amplituden ersetzt werden.

Für die im zeitlichen Mittel der Anordnung zugeführte

Energie gilt dann (vgl. Anhang 9.7)

-;-t"

f
Sp t

I

S.,. _ p. p t
E T E - Fe Je -+ FJ' i T

t

J
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T FJo Sjo

= :i Re !L
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(rn 'P ..,. q PP) .r
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..,. b
pp i P + r}> S

p
.2. olt tL ~o 'l. ~o ~t ~o

'Pr ::-r 'PT :T l ·P.,. Q.~i oSJ 0 -+ btj S jo · S"o- - -
[( 'r "1' )

.. r Tr · 'i' 'j' r't m J" + Q.. S . + b.. S. TC.. s,,J J J J 0 J J J 0 JJ" 0

-t Q.:P r P T 13:P '1
p ]. i.

'P

jJ~ t.o J~ (!o J0
Aus den Glgn (2.3-6) bis (2.3-8) folgt

(4 .-40) .

R /
-;-;p · p l A ( · J> · j) I · ~ -.-p

)~ St.o s~o :: 2' -,'w 5"0 Seo - Ic..Js~o S'o = 0

(4.-41)

und

R
/
' · p

J
A (P { '

'P p . ~ )e Jto rto ::! Sto -'w) Sto ..,.
~to (-'W) ~t'o := 0

(4.-42) .
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Die Glgn (4.-41) und (4.-42) gelten analog für die Be-

wegung si des Körpers T. Damit verbleiben auf der rechten

seite der GIg (4.-40) nur noch die Glieder, die mit den

Dämpfungskoeffizienten verbunden sind (vgl. hierzu auch

/21/) : -;- t

j

S~ ...t

{
S"

E + C
- -_ A

!

pp.
'P · 7> A 'P, ,.. j> · T - j>

-
2.

bt~ oSt" Seo "":2 bej (5..10 Seo + Sjo Seo )

.,. i b
er P

(
:-:;;

· f · ~ ...,.
7'r

-;;;;
· l'

}") J
.

·
S..

-
fJ'1) -t St S

'
) -+ b" I . S 'L ~ - 0 JO JJ J0 JO

(4.-43) .

Die der Flüssigkeit im Gebiet R zugeführte Energie nach

GIg (4.-43) muß mit den Wellensystemen über die Kontrollflä-

che SR abgeführt werden. Analog zu den Glgn (4.-32) und

(4.-33) kann

-;-t
{

Si>
.. t

/

Sr
E T C =

fJ { ( i~ 'j~p

JA

(r' 'P v
-t S

.
l'

'! ) (
. p

~ Ytp- .~o Jtp jo J'T'° St. . +

--
.,w~
't

Et;

I
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· 7"
't )

j;- P J ~p · ';'

-t S
J' 0 j-r °l

Seo ---;- + Sjo
~"

~ ~r )

an*

',r
J~~ )

)l J S (4.-44)SJo
~h 'J

geschrieben werden. Dabei können die Amplituden ':ft.P und '!j'f'

der Potentiale wegen GIg (4.-6) wie folgt zusammengefaßt

werden

'P 'fSto tP
· r V

-r Sr J.' rJO J

- Z
+~

( · 1> ~ ~
- Jt .r~o ftprn)( -+

"" =-00

~tP
(

.P '* (. 'i' 'Z' * ) 1/ I' j,." J
-t Z. L Jt ~to tePMD(I T dj !jo Jj~ J'T\0(1 Ii",

(cl 'r) f ~/(Z)
t:K

,.,.,::-,p

(4.-45).

Damit läßt sich die über SR abgeführte Energie analog

·T ~ *" )
ImJ

~irJ'o jr",~ I1mt;:r)e ~(Z)
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zur GIg (4.-37) direkt formulieren:
-;- 't
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/
S".e P T E

80
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( 4 . -47) .

Damit ist bereits gezeigt, daß die Wellensysteme die

Energie im zeitlichen Mittel abführen - unabhängig von den

Phasen und den Amplituden der Bewegungen der Körper.

Nach Ausmultiplizieren der GIg (4.-47) und Zusammenfas-

sen erhält man
-:- t
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J -:- t
j
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t
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-t E

(
eO r2 .P-:-P { ~ 7:~ t-~~ :r.,w. )= W f J. ?: 0
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h"\;-oO

(4.-48).
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Man erhält offensichtlich dasselbe Ergebnis für die ab-

geführte Energie, wenn man in den Glgn (4.-43) bis (4.-48)

die komplexen Geschwindigkeitsamplituden durch ihre konju-

giert komplexen Werte ersetzt. Damit folgt aber aus Glg (4.-

48), daß

00 -
r "p'" (

~.. ~~ :F:* x'" )L ftrt dt di Sto Sjo .rep tt'\)t TjTtn)(. + tP(-P'\):t. ~Jr(-r'Y\)~
"... e 0

00
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M=o

- ---;-;p
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f,.,.. Sel

j Seo ~Jo F( p 1"'\x.. ~ j-r rn ~ + ~ P (-r-"J)( jf (-""')k

00 - --

+ '"" r -1.'P ( ... f. 4- ;=-+ 2"'~ )L E,..,.. d t !J' ~j;) ~o ~'r rn k.. ~ j>". x...
..,. .JJ'1'l -.-r\ J ~ I t.,") {-rrl)l..

"., = 0

(4.-49)

gelten muß, unabhängig von den Phasen und den Amplituden der

Geschwindigkeiten. Daraus ergibt sich

80 r ( --* F. 1: '* -. ~
)Z f,.,.. de Ii f( P rn )(. J' -r '"" x.. + (P ( _,..., ) ~ tj 'r(_,.,..)~,.,., ~ 0

CIt:I

= E e~ f~ Jj ("f(~ rn 'i- ~I~~)( + Te; (-rn)~ ~';{-rn) ~ )rn::0
(4.-50) .

Mit GIg (4.-36) sind die Diagonalglieder der Dämpfungs-

matrix b:: und brr bestimmt. Es gilt die Reziprozitätsbezie-

hung (GIg (4.-12». Damit folgt aus den Glgn (4.-43), (4.-

48) und (4.-50) für die Kopplungsglieder der Dämpfungsmatrix

A b
'Pr _ A L 7 P

z: LJ - z: 0j t

': W" cl dl [. i:.. E,.,..( Ft;lW'I~ fJ
';-

rr'I'l(.
T f~:C-M);L 'fJr~l-M))l. )J J ""'::'0

D()

'== W f rJ Jt Jj ~o EM (J~~~ ~ Jj':",,~ .,.
f~~{_""'):It 15':{-rn)k.)

(4.-51).
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Die Wellensysteme können auch mit den reellen Funktio-

nen cos (m .J"), sin (mJ-) beschrieben werden (vgl. Glgn (3.2-

71) - (3.2-75».

Aus der im vorigen ausgeführten Betrachtung der Überla-

gerung der abstrahlenden Wellensysteme läßt sich nun ganz

allgemein mit Hilfe der Cauchy-Ungleichung (/1/)

?:" I f~jml ~ -Vi~lf>nrtJ~mt
die Beziehung:

11
- ~ · 'i'

I I

- r;p · p

I }
2-

'V bji Jio
..,. -V bt~ S 10

"''r
J

.r
J

2.
~ bjj ~jo ..,. b

pp

I

· P
{

2

tt. S~o -t
'PT · r ·p

bti Sjo Sto +
-tj''P. p .7

bj e Sl 0 ~'o ~0
(4.-52) ,

und Phase will-ableiten, bzw. da

kürlich sind:

s! und s P
JO ~o

nach Betrag

b
:.r .

b
i>P

JJ t~ !b:t
I

(4.-53) .

Würde die Ungleichung (4.-53) nicht erfüllt, widersprä-

che sie der GIg (4.-47) und damit geltenden physikalischen

Grundlagen. (Es wäre Energiegewinnung möglich.)

Für einen einzelnen schwimmenden rotationssymmetrischen

Körper folgt aus den Glgn (4.-43), (4.-47), (T = Pi l,j=1,5)

sofort

J''j' 77'
b.. bt't

::
JJ I

1'7'

I I

'i''i'

I
btj ~ bjt. (4.-54) ,

da hierbei nur ein Ringwellensystem mit

vom Körper ausgeht, das von den beiden

als Folge der Bewegungen des Körpers in

und j=5 gebildet wird (vgl. 3.1).

Praktische Rechnungen zeigen,

den Abstrahlungsproblemen (l,j=1,5

m = 1 ( ~ cos ~ )

Ringwellensystemen

den Richtungen j=l

daß GIg (4.-54) auch bei

; l,j=2,4) einzelner Kör-
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per, die zur x-z-Ebene und zur y-z-Ebene symmetrisch sind,

erfüllt wird. (Bei Rechnungen nach den Integralgleichungs-

verfahren allerdings nur im Rahmen der erzielbaren numeri-

schen Genauigkeit.)

Die hier angegebenen Beziehungen der Glgn (4.-53) und

(4.-54) können vom Leser' anhand eigener Rechenergebnisse

überprüft werden.

Von Newman /24/ wurden allgemeingültige Beziehungen

zwischen den erregenden Wellenkräften und den Dämpfungskoef-

fizienten aus Fernfeldbetrachtungen der abstrahlenden Wel-

lensysteme abgeleitet.

An dieser stelle wird nur noch kurz auf die überlage-

rung des Diffraktionsproblems mit einem Abstrahlungsproblem

eingegangen.

Durch die harmonische Elementarwelle (Potential ~o )

wird im zeitlichen Mittel dem Gebiet R keine Energie über

die geschlossene Kontrollfläche sR. zu- oder abgeführt (vgl.

Anhang 9.8). Mit den abstrahlenden Wellensystemen des Stör-

potentials
'7

und dem Potential des Abstrahlungsproblems ;{p

wird Energie nach außen abgeführt. Aus der Betrachtung der

Überlagerung des Potentials der ungestörten Welle
'0

mit den

Potentialen ~7 und f{p erhält man dann die dem Gebiet R zu-

geführte Energie.
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~ Driftkräfte in den horizontalen Richtungen nach dem Im-
pulssatz

Die an der freien bewegten Meeresoberfläche zu erfüllenden

nichtlinearen Randbedingungen und die Abstrahlbedingung im

Unendlichen erschweren die Behandlung des Diffraktionspro-

blems. Bislang konnte daher noch keine befriedigende Lösung

der Randwertaufgabe 2. Ordnung aufgestellt werden, die das

gesamte strömungsfeld um einen dreidimensionalen Körper, der

von einer harmonischen Welle 2. Ordnung erregt wird, voll-

ständig beschreibt. In den letzten fünf Jahren wurden jedoch

Arbeiten vorgestellt, die zeigen, wie die auf einen dreidi-

mensionalen Körper ausgeübten doppelharmonischen Kräfte auch

ohne Kenntnis aller Potentialanteile 2. Ordnung ermittelt

werden können /22/,/13/. Der numerische Aufwand zur Bestim-

mung dieser zeitabhängigen Kräfte 2. Ordnung ist erheblich.

Neben den zeitabhängigen Kraftanteilen 2. Ordnung wir-

ken noch mittlere zeitunabhängige Kraftanteile 2. Ordnung,

die Driftkräfte, auf einen Körper. Die Driftkräfte sind aber

unabhängig von den Potentialen 2. Ordnung und lassen sich

aus dem instationären Druck mit Hilfe der Potentiale 1. Ord-

nung bestimmen.

Newrnan /25/,(/21/) hat gezeigt, wie die auf einen Kör-

per in den horizontalen Richtungen ausgeübten Driftkräfte

vorteilhaft unter Anwendung des Impulssatzes aus einer Be-

trachtung des Fernfeldes gewonnen werden können.

Im folgenden werden die prinzipiellen Aussagen von New-

man benutzt, um die Driftkräfte auch für die einzelnen Kör-

per Q innerhalb einer Anordnung mehrerer rotationssymmetri-

scher Körper herzuleiten. Dabei werden die Potentiale im in-

finiten Element des einzelnen Körpers auf einer Kontrollflä-

che betrachtet, die nur einen einzelnen Körper innerhalb der

Anordnung umschließt.

Für die zeitliche Änderung des Impulses I in den hori-

zontalen Richtungen 1,2 im Gebiet R des Körpers Q (vgl.

Abb.2, /25/) reibungsfreie, inkompressible Flüssigkeit
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vorausgesetzt - kann geschrieben werden

d. ['"

J.t
-- ff [f CDS ( ,.,11-, )c)

S
+ f

\.l ((An. - V"t )] rJ S (5.-1) ,

dI2.

d.t

- ff
s

L f co~ {n ~, y
J

+ f V (u.n~ - v,.,..)] ds
(5.-2) ,

wobei S (S =
7 + S8 + S~ + S~ ) die Oberfläche des Gebietes

R (vgl. Abschnitt 4) ist und cos (n*,x), cos(n*,y) die Rich-

tungskosinus der Oberflächennormalen sind. u und v sind die

horizontalen Geschwindigkeitskomponenten der Teilchen an der

Oberfläche. un* (un.= ~~ / ~ n*) ist die Teilchengeschwin-

digkei t normal zur Oberfläche und v,.,*die Normalkomponente

der Geschwindigkeit der Oberfläche.

Die Glgn (5.-1) und (5.-2) sagen aus, daß die zeitliche

Änderung des Impulses in R gleich ist dem Impuls, der mit

den Teilchen pro Zeiteinheit durch die Oberfläche strömt,

und der Summe der äußeren Horizontalkräfte infolge des

Druckes.

Die freie Meeresoberfläche und der Meeresboden werden

nicht durchströmt (u" v".= 0 auf
~

bzw. u =vn*= 0 auf

SB ). Der Druck an der Meeresoberfläche ist p =0; am ebenen

horizontalen Meeresboden sind die Richtungkosinus Null, d.h.

die Integrale in den Glgn (5.-1) und (5.-2) über die Meeres-

oberfläche und über den Meeresboden entfallen. Die Integrale

über die Körperoberfläche liefern die vom Körper auf die

Flüssigkeit ausgeübten Kräfte; das gilt für den festgehalte-

nen Körper
J r)

I

SQ.

= LLh" = Vn" == 0
~ h+ (5.-3)

und auch für den bewegten Körper

!L
I

S~::
Ut"Iif = V,.,....

a nlf- (5.-4).
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Die Kontrollfläche SR ist festgehalten, damit gilt

ci I 4 := -
II [1
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~ 1 d S
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7) cl s

Sei.

" d"- H c l'
~os ("+,

1) T j * -g ]
J S

s~
'

und für die auf den Körper Q ausgeübten Kräfte

(5.-6)

F."

Q
:-

:: -
If

SR

51
[

r
c-os (~~ X)] d s

S~

[f COS (" ~
x).,.

.f

Ji li ] d s -
dX ~,,+

t:/I-1

rJt
(5.-7) ,

F2-Q '= J1 [r COj (n~ y )] d s

SQ

= - [f
[f cos{n~y) + f> Jj !.iU S _Jlz (5.-8).

S~
J dy ~t'\* dt

(Zu beachten sind die Richtungen der Flächennormalen.)

Betrachtet werden nun die zeitlichen Mittelwerte der

Glgn (5.-7) und (5.-8), um die mittleren zeitunabhängigen-

Kraftanteile zu bestimmen. Die letzten Terme in den obigen

Gleichungen liefern keinen Beitrag, da der hier betrachtete

Vorgang periodisch ist und es daher, etwa von Periode zu Pe-

riode, keine Änderung des mittleren zeitlichen Impulses im

Gebiet R geben kann. Wie in Abschnitt 4 wird als Kontroll-

fläche SA die Zylindermantelfläche mit dem Zylinderradius

r_ = konst. (0 ~ z "d) betrachtet. Es gilt bezüglich des
lokalen Koordinatensystems des Körpers Q
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-li.:
~x~

li.:
~Ya

li ~ Y&
T li ~ J-Q

:: H Cos J-~ - ~ :!. si." JQ
~YQ ~~ JJt( J~ ~y~ d Q.Y(1

(5. -9) ,

li- ~ Q

~Y", ~7~
+ Y-

~ J-~
= lt JLn .Ja

JJ(1 ~{U ~y~
t Ai .i c~.JQ

~JQ V"Q

(5.-10) .
Damit folgt aus den Glgn (5.-7) und (5.-8)

- t J..~ 27; t
F.,

Q
:: -J fit CO! .J~

z.~o J':.o I
. t

I

VQ. = kOM,)r.

..,.. ! ~ {.::.L Cos Ya - v; ...:... Sln NQ)ll ~ d.JQ rJ'%.

~y~ ~..,..~ ~VQ. y~ J
i ,+~ 2. r,- · t

Fz.
Q

== -J f (f SLn JQ

%"'0 J-=o
. t.. y~ ':: 1<0'"11.

T f ~ (~ .s~11J~ -r \~rJ ~ COS,J~)}
y~

I
d.JQ. J7..

(5.-12),

o'rQ aY'G, ~ Ya

(5.-11) ,

wobei mit t der zeitliche Mittelwert angedeutet ist.

Das Ergebnis muß unabhängig sein von der Wahl des Radius

rQ = konst., wenn dieser Radius nur den einzelnen Körper Q

umschließt. Handelt es sich bei dem Körper um einen frei

schwimmenden Körper, so halten die Kräfte den Körper in ei-

ner mittleren Position, um die er oszilliert.

Bei den Ausführungen bezüglich des Impulses wurde bis-

her keine Linearisierung vorgenommen. Im folgenden muß die

Betrachtung auf das Problem 2. Ordnung beschränkt werden.

Wie in Abschnitt 2.2 gezeigt, lassen sich zur näherungswei-

sen Lösung der nichtlinearen Randwertaufgabe der Diffraktion

prinzipiell Potentialansätze unterschiedlicher Ordnung auf-

stellen.

Aus der Oberflächenbedingung der Glg (2.2-22) erkennt
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man, daß für die zeitliche Abhängigkeit des Potentials 2.

Ordnung

~
ll)

--
(2)

f"
(X,'/, -z) +

- l~) 2' t
Rt

1
fz

(~I 't,'Z). e.

-

1
(5.-13)

gelten muß (/7/), d.h. es existiert ein zeitunabhängiger An-

teil und ein Anteil, der mit der doppelten Kreisfrequenz os-

zilliert. Beschränkt man sich bei den Glgn (5.-11) und (5.-

12) ausschließlich auf die Terme 2. Ordnung, so erkennt man,

daß das Potential 2. Ordnung nur mit p in die Gleichungen

eingehen könnte. In den Druckanteil 2. Ordnung geht das Po-

tential ~
(1..'nach GIg (2.1-3) mit ~, / ~ t ein. Der zeitliche

Mittelwert ist aber
t

(
Jt:1))

= 0 (5.-14) .

Damit ist gezeigt, daß zur Ermittlung der Driftkräfte

die Kenntnis der Potentiale 1. Ordnung ausreichend ist.

Es wird zunächst die Integration des Druckes über z

durchgeführt, dabei ist zu beachten, daß die Integration

formal erst einmal bis zur Wellenoberfläche 1. Ordnung z =
d + )

(i)durchzuführen ist, um alle Anteile des Druckes 2.

Ordnung zu erfassen.

Mit GIg (2.1-3) kann geschrieben werden
-t

(
t~f Jz

)

U.)

=

zco J

Jt~

!

_ le.)
j

Jt
zr:: 0

j J (z-ei)

t

--::!
f
[(1~.)t-tef'))1;- f~

)
27

j
dz

2. ~)Ca ~
Ys. / l ~ %

j (5.-15) ,

wobei nur Terme bis zur 2. Ordnung berücksichtigt sind.

Für die ersten beiden Terme der rechten Seite der GIg

(5.-15) gilt
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't

J

d-t,
J~ (..)

\ 7[-j-Ti- - r,(z-r:1)JJz
2. :0

cl t r/. t t

J
~

,/.c"')

f
-t~ \ .J(")

l

z:: J+,
= - r~ Jz - p ..!r- oIz _.:1. f1 (7: -clJ).

'%-=0 ~t z::,j) ~t 2 z.~o

t t
_ 0 _ Ct (1)~)

/
'Z r cl _ :!. ( <<t

Li»)2 -:1 ci2

f) ~t. 2.S, J I .2.!3 (5.-16).
Das Potential 1. Ordnung liefert keinen zeitunabhängi-

gen Anteil 2. Ordnung im Bereich 0 ~ z ~ d. Die Konstante

1/2
~
g dL folgt aus dem hydrostatischen Druck. Sie hat kei-

nen Einfluß auf die Kräfte, da sie bei der Integration über

4r entfällt. Sie wird im weiteren fortgelassen. Die Integra-

tion der vom Quadrat der Geschwindigkeiten abhängigen Terme

in GIg (5.-15) - wie auch in den Glgn (5.-11) und (5.-12) -

ist bis zur stillwasserfläche z = d durchzuführen; die dar-

über hinausgehende Integration ergäbe Terme 3. Ordnung. Dar-

aus folgt für das Integral des Druckanteils 2. Ordnung

J+;
t t t:

(f f dz t' = -
f

~(4]Jt:.)

I

Z.~"_ .!n (J l1'l2
%co I ~ t 1.

d t
- :!.f J

[(J.l~) 2. T (d~(1))2 t (~}2] Jz
2 ~XQ ~Ya ~z.

Z..o
(5.-17) .

Wegen der linearisierten Oberflächenbedingung der GIg

(2.2-7)

J riCi)

I

'% ~d

rJ = - ; -Tt
kann noch zusammengefaßt werden (vgl. /21/)

t t -t- f 'f41 J~~("I"':" - ;n fr1f= ~~
{-~~(T':"t

(5.-19) .

(5.-18)
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Der Anteil der Vertikalkomponenten der Teilchenge-

schwindigkeit ~,,/ ~z in GIg (5.-17) kann einmal partiell

integriert werden. Unter Berücksichtigung der Randbedingun-

gen der Glgn (2.2-16) und (2.2-18) gilt dann

J t

- ~
J (
~»

)

l
Jz.

1.
J Az
Z=o

't J t.

_ A J.C")\.Jl")

I

%~J
-1

J
,/.(AJJ2rj>l"J

- - -! T tL- T -
~ r - Jz

1.. Jz %==0 2 ~22.
Zo:o

~ t

:= +1-
ri(~} .rr.:..)

/

Z9'J
d-

J
('IJ J2.rf("J

2" Jt:2. + 2.. f f tJ
J:L

J-z. (5.-20).

,
1~o Z

Die Glgn (5.-19) und (5.-20) werden in GIg (5.-17) ein-

gesetzt. weiter werden für die Anteile der Horizontalkompo-

nenten der Teilchengeschwindigkeit Polarkoordinaten nach den

Glgn (5.-9) und (5.-10) eingeführt. Damit ergibt sich
t t ~

( t+~
l' ./,Z.t> = f (~1 J2.

I
%~:' -! 1(4) ~"

J

'% := ~

Z.. D 2, Jt ! 23 dt

J ~ J t

+"" f rl li
(4)

J.z - -I .r[(Jt:}) 2 .,. f" .!t.:')
:L

J dz2. f ~:o Jz~ 2f)I ~'rfAJ (~~~/
zco (5.-21).

Die zeitliche Abhängigkeit
. -iw't.1st e . M1t Glg (A.7-7) folgt

Seite der Glg (5.-21)

t

-f (~)2
I

Z=d
= f r-iwtW-ic.>I"»r=J

2~ Jt ~3

= J. W2.fA' f(4) r~J
lt3 (5.-22),

der Potentiale 1. Ordnung

für den 1. Term der rechten
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wobei mit ; wieder die konjugiert komplexe Funktion von 9
bezeichtnet ist. Für den 2. Term in GIg (5.-21) gilt

1;

P ) j 1.~('�)

I

"Z~J P - J
~
r -17 =

t;"
[f(-)(-w''l('~+ ft'r-,,}f"Jg"L'

=J.. (_w2) f/~) ,("J
/

7'::.1

lt9
(5.-23) .

Damit heben sich aber diese beiden Terme der GIg (5.-21)

auf.

Im weiteren wird die Formulierung der Driftkraft für

das Diffraktionsproblem in X-Richtung nach GIg (5.-11) abge-

leitet. Die Kraft in y-Richtung erhält man, indem man in GIg

(5. -11) cos.J-e.., sin""''l durch cos (J-Q- ii/2.), sin ( Ja - rr-/2.) er-

setzt.

Der Index (1) zur Kennzeichnung der 1. Ordnung bei den

Potentialen wird im weiteren fortgelassen.

Für die Driftkraft in x-Richtung folgt dann aus GIg

(5.-11) mit GIg (5.-21) und dem oben Gesagten

t

F
11)~ =

1
J 2fT t

I

~~ /(.,.,.,,1.

- .i
! J J ["ii - -

('Ji.)
~
- (~

J ~ )J.] CO! JQ YQ. rJ,JQ d-z.

2 r J
,%2.

~ ~Q YC\ dJQ.
%=0 ~=o

..

_
fJ

4

f
~[li (Ji CO\JQ _ li

.:::!.r"nJo.

1
17 ~

/

;~Qk;:t.

J y.. dYQ ~~ ...~ lj

Z=o ~i 0

(5.-24) .

Die Quadrate der Ableitung der Potentiale in radialer

Richtung können folgendermaßen zusammengefaßt werden:
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t.

F u.)~ _
-1 -

J 1~ ~

-1!)o lo { [, ~ -t {f!;)2 - (~ ~tJ ~DrJQ

f

I

~: 1(O~sl.

- 2 11 ~, .:!. Si,., ~Q) · t'~ cI-JQ.dz.
A\'-~ ~ YQ

Betrachtet man nun das Potential des Diffraktionspro-

blems, so kann man mit der komplexen Amplitude ~ des Poten-

tials unter Beachtung der zeitlichen Abhängigkeit (vgl. An-

hang 9.7) für die Driftkraft

t
F (1) ~ _
" -

J. .11l' -
- ~ f J J {[ Y..

J~~ ;- ß ~ ..{ ~ ~ ] J
L D:1 \ - -2 \.) . .J

(OS G...,
Z:=O "Q.:O Jz CJY"~ ~Y6\ rQ, Q ~

_ [.!!» dYJ)
T

d~ JYJ) ]:!. J t" -PG.). r~

I
~~

k~n;i.

J\'"Q ~-1Q ~Ya ~.JQ Y"6I.
(5.-26)

(5.-25) .

schreiben.

Die Potentiale des Diffraktionsproblems der Glgn (3.2-

33) bis (3.2-35) liegen in Form der Glgn (3.2-63), (3.2-69)

vor. Wegen der Orthogonalität der Funktionen Zo(.(z) und we-

gen
~ 'Z 0( (z)

=
_ ~

2.2 (z)

~ x' ~

können die Integrale über .r für alle 0<: getrennt gelöst

werden. Für GIg (5.-26) kann formal auch

t
f

(2.} 0.
= -.i { ( '! Y )

-1 Ir! P,])

- A [I ( :ta ,,~Q

) f ( ~ ~ a )- - -;; ! ... Y'l , J7 -+.z 'I '1 I .17

+ 13 (Yrt~ ~G) T f., ( Y7~ ':I7Q) I
(5.-27)
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geschrieben werden.

Die einzelnen Integrale sind im Anhang 9.9 gegeben. Daß

das Integral f~ () zu Null werden muß, kann auch direkt ab-

geleitet werden. Die Potentiale dieses Integrals beschreiben

nur einfallende Wellensysteme, die auch ohne Präsens eines

Körpers existieren können bzw. die nicht durch einen Körper

gestört sind.

Für die Driftkraft in x-Richtung ergibt sich dann mit

den Teilintegralen - Glgn (A.9-11), (A.9-12), (A.9-14),

(A.9-21) und (A.9-22) , (Anhang 9.9) - nach Umordnen

t

f (2)Q _.., 2.(H )~d"L

1 - 2'.fw l-T

!
+00

i (xrl) Z. [- (G?:~ T r?:~ )
",: -ob

,.\IG.
f ?fm+1»)c.

.I( ~-t (G-? (rn+AJ~
.y.~

)..,.
T? ( rn i- ,,) Je.

r ~6\
J '1 "... )t.

( .,. Go-t 6-'1rn)<
*a.. ) ~~G...,. f

7 rn x. f'1 (rn1-")~

- ( G-"'Q rl-a. ) "-Q ]7 (t-n+-t) ~ -t J 'l{,...,,+1) ~ f '1
~ ')(.

+110
iI ~ I Z [ altQ

"1:- 4 Q
*0. rtlrQT_ L. (tKcI) G'llnfl(.l J?(rt'I+A)O<' -t

'7{1'YI't-'f)",-f7"'(1/'2. ol.' "..,=-- tIO

~ ,tQ Jj*'et *"-Q ~
1: 5 -28)

..,.
6-7"","I'

7f, (rn.,,It)cl ' + G-?
("" +-1)~, ?m #i

'

(.

Die Summe über 0(1 ist die Summe über die reellen oe..

Die Driftkraft in y-Richtung erhält man, indern man je-

weils die erste Summe der f:LX.' der f.,.\C.und der f 2.CI(..(Glgn

(A.9-8), (A.9-19» mit e-rTrfl..=-i und die zweite Summe

(Glgn (A.9-9), (A.9-20» mit e+i~/l..= +i multipliziertent-
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sprechend den geänderten Richtungskosinus. (Die Integrale

fJO' sind die konjugiert komplexen Integrale zu f20<.)

Für die Driftkraft in y-Richtung gilt dann

't

F
Cl.} G _ -1 Z
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2. JZ.

., __!W_
'" 2 2.

+ttIO

I
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) r
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x.
-t f?, ~ J ? (,-r't ~ ~) ~

- ( · G.
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0.

)

~Q
7G-7(m+-f} x. .,.

f? (""'+A)~ f?
"""

~

.~
· Ti I '5" [_

o1fG
:r: t1P-G. ~ Go ,- ~ ~;- l

z .2
{o( dJ L- tr7rw-tP(' J

?{",,"'''l oL'
+ G-7(rn+,y~ 1-1,.,.,jX'

K I
t't'\~-oo

it'G. T-G.

7}67(,,"+".) ol.' 7m/! I (5. -29) .

..,~
*Q.

T G-? ~tIi I J=? (P'\.,~,,)ol'

Für einen einzelnen Körper entfällt die Summe über die

reellen ~, in den Glgn (5.-28), (5.-29), da die harmonische

Elementarwelle keine Glieder mit den reelen 0(.enthäl t.

Ebenso entfällt diese Summe bei einer Anordnung einfacher

rotationssymmetrischer Körper mit konstantem Durchmesser,

die auf den Meeresboden aufgestellt sind und sich bis über

die Stillwasserfläche hinaus erstrecken.

Zur Errechnung der Driftkräfte für die frei schwimmen-

den Körper sind die Potentiale der Abstrahlungsprobleme und

die Bewegungen der Körper (vgl. GIg (2.4-2» mit zu berück-

sichtigen. Es sind lediglich die Fourierkoeffizienten der

einfallenden und abstrahlenden Wellensysteme in den Glgn
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(5.-28) und (5.-29) so abzuändern, daß die

tentiale multipliziert mit den normierten

Körper mit in die Gleichungen eingehen.

Abstrahlungspo-

Bewegungen der

Für die Koeffizienten des gesamten Potentials gilt

dann:

.v-Q

G,.."ol. ::' G.
Q.

7~e(

~, .p
S.

)

*QZ ~
(

SJo J GJ.p rn fJl.
..,.

~ -;w
11/2. r1.p=~ J=~

(5.-30),

und
-r-~Q
J

I'n 0(
--

4-Q.
f? rn

"

,

(
· ca.

J..,..
L.

~'o J' - ~ QE

J"" - i..., HA rI.) fJG. rn0(

AI' -,?J' *Q
+ Z l C~.It/~ ,,) ~'1''''0(

P; A J :A
(5.-31) .

Für einen rotations symmetrischen Körper gibt es kein

Moment um die Hochachse (j=6). Für Körper allgemeiner geome-

trischer Form kann leicht analog zu den vorigen Betrachtun-

gen mit Hilfe der von Newman /25/ abgeleiteten Beziehungen

für den Impuls das Driftmoment um die Hochachse bestimmt

werden, wenn die Potentiale in Form von Fourierreihen vor-

liegen.

Zur Bestimmung der Driftkraft in vertikaler Richtung

und der Driftmomente um die horizontalen Achsen sind nach

Lee und Newman /15/ wohl Integrationen über die stillwasser-

fläche und den Meeresboden nicht zu umgehen. Die Anwendung

des Impulssatzes bietet dann aber kaum vorteile gegenüber

dem Verfahren der direkten Integration (/31/) beim Diffrak-

tionsproblem der rotationssymmetrischen Körper.
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~ Numerische Erqebnisse

Auf der Basis des Rechenprogramms (DIFRAC-R) für die Analyse

eines einzelnen rotations symmetrischen Körpers beliebiger

Form wurde nach dem in dieser Arbeit dargelegten theoreti-

schen Konzept das Rechenprogramm DIFRAC-M für die Analyse

einer Anordnung mehrerer Körper erstellt und lauffähig ge-

macht.

In einer umfangreichen Reihe von Testrechnungen wurden

die Ergebnisse überprüft. Zum Vergleich wurden in der Lite-

ratur gegebene theoretische sowie experimentelle Ergebnisse

nachgerechnet (/2/,/9/,/19/,/26/,/27/,/29/,/35/). Dabei

konnte in der Regel eine sehr gute Übereinstimmung erzielt

werden.

Alle Rechnungen wurden auf der CYBER 175 des Rechenzen-

trums der RWTH-Aachen durchgeführt. Die Erfahrungen, die bei

der Analyse einzelner rotationssymroetrischer Körper bezüg-

lich der Anzahl der Fourierkoeffizienten und der Idealisie-

rung gewonnen wurden /11/ konnten übernommen werden. So wur-

de die Anzahl der Fourierkoeffizienten für die vertikale

Richtung in den Elementen des Typs I und 11 auf 20, die für

Elemente des Typs 111 auf 50 festgelegt.

Bei der Anzahl 11 der Fourierkoeffizienten (-5 ~ m -!+5)

in Umfangsrichtung zeigte sich bereits eine ausreichende Ge-

nauigkei t der Ergebnisse. Bei den ausgeführten Rechnungen

(mit -9 ~ m ~ +9) beträgt die Genauigkeit der Ergebnisse

ca. 1%. Für die Ordnung der gegenseitigen Beeinflussung war

u=7 in der Regel ausreichend. Für kleine Werte der dimensi-

onslosen Wellenzahl (x.a <::0.3) wurde bereits mit u=3 aus-

reichende Genauigkeit erzielt.

Das hier dargelegte spezielle Verfahren für die rota-

tionssymroetrischenKörper erwies sich im Vergleich mit einem

Integralgleichungsverfahren (/8/,/12/) sowohl in Hinsicht

auf Speicherplatzbedarf als auch auf Rechenzeit (1/10) effi-

zienter.

Im Rahmen dieser Arbeit werden beispielhaft Ergebnisse
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der Untersuchungen von Körpern, die eine relativ einfache

geometrische Form aufweisen, gezeigt. Bei Anordnungen dieser

Körper lassen sich die Effekte der gegenseitigen hydrodyna-

mischen Beeinflussung am deutlichsten zeigen.

Im folgenden werden auch Wellenkräfte für die horizon-

talen Richtungen auf stehende, über die Meeresoberfläche

hinausragende zylinder angegeben, die bezogen sind auf die

Kraft, die auf einen einzelnen alleinstehenden Zylinder

wirkt. In der Abb. 8 wird daher die Horizontalkraft nach der

bekannten Lösung von Mc Camy und Fuchs /16/ in Abhängigkeit

von der dimensionslosen Wellenzahl angegeben. Beim Diffrak-

tionsproblem des einfachen stehenden Zylinders ist der

Kraftverlauf über z (0~ z" d) proportional zu cosh (X. z) .

Beim Potential des Diffraktionsproblems treten wegen der

einfachen Randbedingung auf der Zylindermantelfläche keine

Summenglieder mit den reellen 0( auf (vgl. Abschnitt 3.1).

Die Wellenkraft 1. Ordnung läßt sich sehr einfach durch

Integration des instationären Druckes über die Körperober-

fläche ermitteln.

Mit der Normierung

f ~"o
F

"'40
=

r 1
Tl'"

Q.:a. H /2. 'bLn h (~tL )

läßt sich dann der dimensionslose Koeffizient f~1oder Hori-

zontalkraft definieren, der unabhängig von der Wassertiefe d

ist. Es ist sinnvoll, diese Art der Normierung auch für eine

Anordnung mehrerer stehender Zylinder zu übernehmen, da auch

bei dieser Randwertaufgabe die einfache Abhängigkeit des

Kraftverlaufs über z wie für den einzelnen Zylinder gilt

(vgl. Abschnitt 3.2) und damit die so normierte Kraft unab-

hängig von der Wassertiefe ist.

Wie für die Kraft läßt sich

wirkende Kippmoment bezüglich des

onsloser Koeffizient definieren, der ebenfalls unabhängig

von der Wassertiefe ist.

Für das Verhältnis von Kippmoment zu Horizontalkraft

für das auf den Zylinder

Meeresbodens ein dimensi-
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gilt d

FW!r J Z (OS I, (kZ.) dz.
o = %1:0

FW4t> f d
c.osh (~z.) r/z

Z~O

Für den dimensionslosen Koeffizienten des Kippmomentes

gelte die Definition:

f W 5"0 = FW"o
Daraus folgt dann:

tw~"o ::'
fw~o

f j Ti 0.2. cl H/2.! ronft (~') "l" _..,.
ij'CCo1h {1La) 1)J

Für einfache auf dem Meeresboden stehende Zylinder hat

man also sofort mit der Auftragung für fW~o auch das Kipp-

moment.

Bei einer Anordnung mehrerer gleichartiger Körper er-

fährt jeweils derjenige Körper, der sich als erster in der

Wellenlaufrichtung befindet, die größten Interaktionseffekte

bei den erregenden Kräften. Die Vergrößerung der Kraft ge-

genüber der, die auf den einzelnen Körper wirkt, kann bei

bestimmten Frequenzen durchaus 50% betragen und zwar in ei-

nem Bereich, der maßgeblich sein kann für die Auslegung der

Struktur.

Van Oortmerssen /29/ zeigt theoretische und experimen-

telle Ergebnisse einer Untersuchung zweier benachbarter auf

dem Meeresboden stehender Zylinder. Diesen Ergebnissen wer-

den in der Abbildung 9 eigene Rechenergebnisse gegenüberge-

stellt.

Die Zylinderachsen haben einen Abstand R = 6 a von-

einander. Aufgetragen ist in Abb. 9 ader Vergrößerungsfak-

tor der Horizontalkraft für den ersten Zylinder, d.h. die

auf diesen Zylinder ausgeübte Kraft bezogen auf die Kraft,

die auf einen einzelnen alleinstehenden Zylinder wirkt. Die

übereinstimmung der Ergebnisse - auch der experimentellen -
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ist sehr gut. In der Abb. 9 b ist der Vergrößerungs faktor

für die Kraft, die auf den zweiten Zylinder ausgeübt wird,

gezeigt. Die Interaktionseffekte sind für diesen Zylinder

deutlich kleiner.

In der Abb. 10 sind die Ergebnisse der Untersuchung ei-

ner Anordnung dreier Zylinder, die von Ohkusu in /26/ veröf-

fentlicht wurden, dargestellt. Aufgetragen sind die dimensi-

onslosen Wellenkräfte in den horizontalen Richtungen, die

bei zwei Abständen R (R = 5 a bzw. R = 10 a) auf die Zylin-

der ausgeübt werden. Die Ergebnisse der Nachrechnung zeigen

kaum Abweichungen.

Die Abb. 11 zeigt einige Ergebnisse einer vergleichen-

den untersuchung zweier schwimmender Zylinder, die von Mat-

sui und Tamaki /19/ analysiert wurden. Beispielhaft sind die

erregenden Wellenkräfte für die horizontale Richtung (Abb.

11 a), ein Kopplungsglied der Massen- und der Dämpfungsma-

trix (Abb. 11 b) und die Übertragungs funktionen für die

Tauchbewegung der Zylinder (Abb. 11 c) gezeigt.

Als eine Erweiterung der von Ohkusu /27/ für eine Kon-

figuration dreier schwimmender Zylinder durchgeführten Un-

tersuchung werden in der Abb. 12 für die hydrodynamischen

Massen und die Koeffizienten der Potentialdämpfung für die

x-Bewegung (j=l) und die Drehbewegung um die y-Achse (j=5)

gezeigt.

In der Abbildung 13 sind die Übertragungs funkt ionen der

Horizontalkräfte für drei abgestufte Zylinder dargestellt.

Eine derartige Anordnung von AUftriebskörpern kann man bei

Halbtauchern finden.

Schließlich zeigt die Abb. 14 den Einfluß einer stehen-

den Struktur auf die Horizontal- und die Vertikalbewegung

eines in der Nähe frei schwimmenden Zylinders bei zwei Ab-

ständen R.
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Die im folgenden aufgeführten Ergebnisse für die auf

die Körper wirkenden Driftkräfte beschränken sich auf das

Diffraktionsproblem.

Es finden sich in der Literatur nur wenige Beispiele

für die Driftkräfte, die auf rotationssymmetrische Körper

unter Berücksichtigung der gegenseitigen Beeinflussung wir-

ken.

Um die Gültigkeit der in Abschnitt 5. abgeleiteten For-

meln für die Driftkräfte zu überprüfen, wurden zunächst ein-

mal Vergleichsrechnungen mit einzelnen rotationssymmetri-

schen Körpern (/9/) durchgeführt.

Beispielhaft wird in der Abb. 15 der Verlauf der Drift-

kraft aus dem Diffraktionsproblem für einen einfachen

schwimmenden zylinder, der in der Welle festgehalten ist,

gezeigt. Die mit dem Rechenprogramm DIFRAC-M erzielten Er-

gebnisse müssen identisch sein mit jenen, die mit dem Pro-

gramm DIFRAC-R aus der Fernfeldbetrachtung nach Newman ge-

wonnen wurden, da die in Abschnitt 5 dieser Arbeit abgelei-

teten Beziehungen auch für den Einzelkörper unabhängig vom

Radius der Kontrollfläche gelten.

Zum Vergleich sind in Abb. 15 auch Ergebnisse aufgetra-

gen, die mit Hilfe eines Integralgleichungsverfahrens (Pro-

gramm SING-A) durch direkte Integration des zeitunabhängigen

Anteils des instationären Druckes über die Körperoberfläche

nach Pinkster /31/ gewonnen wurden.

Es ist bekannt, daß die auf diese Art ermittelten Werte

in starkem Maße abhängig sind von der Idealisierung der Kör-

peroberfläche durch finite Oberflächenelemente, d.h. die

Werte sind nur zuverlässig bei Verwendung einer sehr großen

Anzahl von Elementen.

Die in Abb. 15 benutzte Normierung für die Driftkraft
'f:

F11.)

1

;f
/2. fJ

C\. (H /2. )
2.

ist üblich. Mit dieser Normierung wird bei größeren Wellen-

zahlen ein konstanter Grenzwert erreicht, da sich die Wel-
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lenbildung dann nur noch in unmittelbarer Nähe der Stillwas-

serfläche abspielt und an der Körperoberfläche Totalreflexi-

on stattfindet (/7/).

Der Bereich der mittleren und größeren Wellenlängen

(kleinere Wellenzahl) kann bei dieser Art der Auftragung un-

terschätzt werden. Die mittleren Wellenlängen sind mit grö-

ßeren Wellenhöhen verbunden. Das Verhältnis Wellenhöhe zu

Wellenlänge kann praktisch den Wert 1/7 nicht überschrei-

ten, darüberhinaus bricht die Welle.

In der Abbildung 16 ist für den einfachen stehenden Zy-

linder der Abb. 8 die Driftkraft für die x-Richtung in nor-

mierter Form in Abhängigkeit von der dimensionslosen Wellen-

zahl angegeben.

Ähnlich wie bei der Wellenkraft 1. ordnung kann für den

einfachen auf dem Meeresboden stehenden Zylinder ein dimen-

sionsloser Koeffizient der Driftkraft angegeben werden, der

von der Wassertiefe unabhängig ist.

Nach dem, was in Abschnitt 5. im Zusammenhang mit der

Integration über die Kontrollfläche S 1t zur Ermittlung der

Driftkraft gezeigt wurde, kann die Integration über z

(0~ z~ d) für den einfachen Zylinder separat ausgeführt wer-

den:

't 2;;-

I

Y<e Ic ot'tsI.
J.

F.,(1)
'" J {"

(V;J) rN.
J 12.

(z.) <1%

.j:O
%ro

Die Funktion f~ (z) ist proportional zum Quadrat des

Diffraktionspotentials und auch proportional zum Quadrat der

horizontalen Teilchengeschwindigkeiten an einer beliebigen

stelle des Strömungsfeldes (x = konst., y = konst.).

Man kann ganz formal die Driftkraft so formulieren, als

ob sie aus einem staudruck resultierte

F (2.)

... - ""
2

r1

C (~o..) j .Z~ f IUo{%)124,
z:o
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Für die Geschwindigkeit IUo(z)
I

Teilchengeschwindigkeit der ungestörten

richtung eingesetzt werden.

Mit GIg (2.3-23) erhält man dann

kann der Betrag der

Welle in Wellenlauf-

I
Uo l~)

I
= I..! 10 (x,z)

1

'1(1:0

~)(
= w..H (oJ'h(~Z.)

1.. {,',., h (~d)

für JA = o.

Die Kreisfrequenz w kann mit Hilfe der Dispersionsglei-

chung (2.3-24) ersetzt werden. Nach Ausführung der Integra-

tion über z erhält man für die Driftkraft:

t 2

1
r:./'-> =

i
c. ('l/.Q.) f J ~ (1-) . 1-t 2~J

jS;"h (2 )tel)

oder für den dimensionslosen Koeffizienten der Driftkraft:

~
F (Z)-~

~{}2I (= C("Lil))=
% r , ... {H/2.J2 !-t T 2. )(.d

J$&',., I-. (2 ___ci)

Diese Normierung für die Horizontalkräfte wird bei der

Auftragung der Ergebnisse für die einfachen auf dem Boden

stehenden, bis über die Meeresoberfläche hinausragenden Zy-

linder benutzt.

Eatock Taylor und Hung /2/ geben Vergrößerungs faktoren

der Driftkräfte für eine Anordnung zweier benachbarter ste-

hender Zylinder an, wie sie in der Abb. 17 skizziert ist.

Für den Bereich relativ großer Wellenlängen haben Eatock

Taylor und Hung den Einfluß des Abstandes der Zylinder auf

die Driftkräfte in x-Richtung untersucht. Für den Bereich

sehr großer Abstände R geben sie eine Näherung an.

Die Abbildung 17 zeigt, daß im Bereich größerer Wellen-

längen die Driftkraft bei kleiner werdenden Abständen bis
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auf das 4-fache des Wertes der Kraft für den Einzelzylinder

anwachsen kann. Für die betrachtete Konfiguration wurden die

Driftkräfte für den hauptsächlich interessierenden Bereich

der normierten Wellenzahl 0 ~ )ta~ 2.0 (d. h. also 0 ~ ~R ~ 10

für Rja = 5 bzw. 0 ~ JLR ~ 4 für Rja = 2) nachgerechnet und

den Ergebnissen von Eatock Taylor und Hung gegenüberge-

stellt. Es zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung der Er-

gebnisse. Lediglich für den Fall der sich nahezu berührenden

Zylinder ergeben sich Abweichungen, die vertretbar sind.

Weiter sind in den Abbildungen 18 und 19 die Driftkräf-

te in y-Richtung für den Zylinder I gezeigt. Bei großen Ab-

ständen R im Bereich kleinerer Wellenlängen ist diese Kraft

wesentlich kleiner als die x-Kraft.

Für den Bereich der größeren Wellenlängen bei kleineren

Abständen ist die Auftragung mit der Normierung der Abb. 18

nicht mehr sinnvoll. Für kleine Abstände R wurde daher in

Abb. 19 die y-Kraft mit der Normierung, wie sie für den ein-

zelnen Zylinder der Abb. 16 eingeführt wurde, aufgetragen.

Es zeigt sich, daß bei kleinen Abständen sehr große y-Kräfte

auftreten können.

In der Abbildung 20 sind vergrößerungs faktoren der

Driftkräfte für die Konfiguration der zwei Zylinder der Abb.

9 gezeigt. Aufgetragen sind über der Wellenzahl die Kräfte

auf die Zylinder bezogen auf die Kraft, die auf einen ein-

zelnen zylinder wirkt. Die Ergebnisse einer Nachrechnung mit

dem Programm SING-A sind zum Vergleich gezeigt.

Für die drei auf dem Meeresboden stehenden bis über die

Meeresoberfläche hinausragenden Zylinder der Abb. 10 sind in

Abb. 21 die Driftkräfte für die horizontalen Richtungen auf-

getragen.

Diese Abbildung und auch Abb. 20 machen deutlich, daß

sich die gegenseitige Beeinflussung bei den Driftkräften

stärker bemerkbar macht als bei den Wellenkräften 1. Ord-

nung. Es ist zu beachten, daß die Driftkräfte absolut aller-

dings kleiner sind als die Kräfte 1. Ordnung. Der Einfluß

des Abstandes R (Abb. 21) auf den Verlauf der Driftkräfte
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und auf den Verlauf der Kräfte 1. Ordnung (Abb. 10) über

der Wellenzahl ist qualitativ vergleichbar.

Schließlich sind in der Abb. 22 noch die Driftkräfte

des Diffraktionsproblems für die zwei schwimmenden Zylinder

der Abb. 11 gezeigt. Es werden Abschattungseffekte, die der

zweite Zylinder erfährt, deutlich.
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~ Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden einige Effekte der gegen-

seitigen hydrodynamischen Beeinflussung an Strukturen unter

der Wirkung von harmonischen Schwerewellen am Beispiel rota-

tionssYmmetrischer Körper mit vertikaler Achse aufgezeigt.

Zunächst wurden die allgemeinen Grundlagen der potenti-

altheoretischen Behandlung von Strukturen, die auf dem Mee-

resboden stehen bzw. frei schwimmen, unter der Wirkung von

Wellen dargelegt. Das prinzipielle Vorgehen zur Linearisie-

rung der Randwertaufgaben der Diffraktion und der Abstrah-

lung wurden gezeigt.

Es wurden dann die Grundzüge eines Makroelemente-

Verfahrens zur hydrodynamischen Analyse rotationssYmmetri-

scher Körper mit vertikaler Achse und die Erweiterung dieses

Verfahrens auf Anordnungen mehrerer Körper beschrieben.

Der Grundgedanke des Makroelemente-Verfahrens liegt in

der Aufteilung des Strömungs feldes um die Körper herum in

koaxiale Ringelemente. Die Potentiale in den Elementen wer-

den durch Fourierreihen angenähert.

Auf diese Weise läßt sich das Strömungsfeld innerhalb

der einzelnen Elemente durch analytische Funktionen be-

schreiben. Alle notwendigen Integrationen über die Begren-

zungsflächen der Elemente können analytisch ausgeführt wer-

den.

Im Abschnitt 4. dieser Arbeit wurde aufgezeigt, wie

vorteilhaft aus der Betrachtung des Strömungsfeldes um ein-

zelne Körper innerhalb der Anordnung bzw. um die Anordnung

der Körper hydrodynamische Kräfte ermittelt und Beziehungen

zwischen den Dämpfungskoeffizienten abgeleitet werden kön-

nen. Diese Betrachtungen sind nicht auf rotationssYmmetri-

sche Körper beschränkt und bieten eine Reihe von Kontroll-

möglichkeiten.

Schließlich wurden im

Formeln zur Ermittlung der

kräfte in den horizontalen

Abschnitt 5. allgemeingültige

auf die Körper wirkenden Drift-

Richtungen nach dem Impulssatz
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abgeleitet.

Zur überprüfung des Verfahrens wurden Beispiele aus der

Literatur nachgerechnet. Die vergleichenden Rechnungen zeig-

ten eine sehr gute Übereinstimmung der Ergebnisse.

Die Auswirkungen der gegenseitigen hydrodynamischen Be-

einflussung auf die Kräfte, hydrodynamische Massen und Dämp-

fungskoeffizienten sowie auf die Bewegungen frei schwimmen-

der Körper wurden an ausgewählten Beispielen demonstriert.

Die Vergrößerung der Kräfte gegenüber jenen, die auf den

einzelnen Körper wirken, kann bei bestimmten Konfigurationen

nicht mehr vernachlässigt werden und muß bei einer zuverläs-

sigen Bemessung der Strukturen mit berücksichtigt werden.

Es zeigte sich, daß das hier benutzte Verfahren bei ei-

nem Vergleich mit einem Integralgleichungsverfahren erhebli-

che vorteile sowohl in Hinsicht auf die Rechenzeit als auch

in Hinsicht auf die Genauigkeit der Ergebnisse bietet.
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9.1 Beziehungen zwischen den Besselfunktionen

Die allgemeinen Beziehungen für die Besselfunktionen findet

man in /1/, /18/, /38/.

Die hier aufgeführten Beziehungen zwischen den Bessel-

funktionen, den Hankelfunktionen und den modifizierten Bes-

selfunktionen gelten ohne Einschränkungen nur für ganzzahli-

ge (positive, wie negative) Ordnungen m. Die Argumente $
dürfen auch komplexe Werte annehmen.

Die Hankelfunktion 1. Art (H () = H(~~) ) wird gebildet
,..,

""

H ~ (f) = 'J!TI (f ) + i Ytn (!) (A.1-1)

mit den Besselfunktionen 1. und 2. Art (Jrn , Y"",). Beide

Funktionen liefern für reelles Argument reelle Werte. Y,...,O

wird auch als Neumann 'sche Funktion bezeichnet. Auch die

Werte der modifizierten Besselfunktionen sind bei reellem

Argument reell.

Die Besselfunktionen sind durch folgende Beziehungen

miteinander verbunden

1m (- i j) :: (- i )

rn
Jm (f) (A.1-2),

k (

,.. rnof'A

m -if)= i (~) H~(!) (A.1-3).

Es gilt speziell für ein reelles Argument r = ~r:

I1'n
(- ,: x.

y
)

:: (- i )

I'n

Jm (X- 'r ) (A.1-4),

k~ (-:.~y-) :
H . ,.,.,+A

Y (t) Hm (V-'" ) (A.1-S) ,
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und für ein imaginäres Argument
f
= i o(.r ( 0<. reell) :

I ~
(0{ 'r) = (- i )

r""

J~ ("ct."r )
(A.1-6),

--
Kt'Y'1(o/...,-) =

~
(i)rnO+A HI'P1(iQl-r) (A.1-7).

Für die Funktionen mit negativer Ordnung m gelten die

linearen Abhängigkeiten:

Jm ( ~ y) = (- -1)
rn

J{_M) (t-Y)

/-In, ('I<.Y) = (--'1)
rr"I

J-I{_M) (~..r)

I tn ( v..y) = Ir.-m) (r;{...)

krn(~Y) = kt_,.,) (Dl."r)

(A.1-S),

(A.1-9) ,

(A.1-10) ,

(A.1-11) .

Die Funktionen 1. und 2. Art sind verbunden durch

I :.. (f) 1<"',($) - I ,..fr )1.(':' (r) = f (A.1-12),

, ,
( 2' )J", (s) HM(f) - J"",(f) H)"\'I(f) = -1/; (A.1-13) ,

I
"

.
)Ii~(f) Hr.,(f) - H...,(rJ H",fJ) = (-

11;
(A.1-14) ,

mit R~(f) = J R",,(r)/dr und HIn(]) als konjugiert komplexer

Funktion zu H",,(j).
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9.2 Rekursionsformeln

Für die Besselfunktionen R~(f) = J~(f) bzw. R~(f) = H~(r)

gelten allgemein die Rekursionsformeln

,
Rrn_~ Cf) - R~"'1 (f) == 2 R,...,(f) (A. 2-1) ,

R tn _~ (r) T R~ +~ (I ) --- 2m

f
Rtn (r) (A.2-2).

Für die modifizierten Besselfunktionen I~(f)' K~(~) mit

t
= (0<. r) gilt

f JIm ((;1.'t') ,
1 ,.,.._~ (o(.T) + Irn+1l~v) == 2 J(~y)

::: 2 I,.,.., (c/..r)

(A.2-3) ,

r~_., (o(y) - Irn+A (o<.v"j2: 2m
Im (d.Y-)0(.... (A.2-4)

und

J k,.."
(r;/...,. ) ,

Kt-n_-t(0<..,.)T J(1-n-f1(fÄ~)= - 2
"

, = - 2 k"," (o<.r)

(A. 2-5) ,

kY"-A
(p( ) -

k~-+... (e;l.y):: - :: Km (o<..,.) (A.2-6).

Die Glgn (A.2-3) bis (A.2-6) können auch aus den Glgn

(A.2-1) und (A.2-2) mit Hilfe der Glgn (A.1-6) und (A.1-7)

hergeleitet werden.

Auch die Werte der Ableitungen J~(f)' Y~(f)' I~(f) und

K~(f) sind bei reellem Argument reell.
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9.3 Grenzwerte

Im zusammenhang mit den Funktionen für die unter dem Körper

liegenden Elemente können die folgenden Grenzwerte gebildet

werden:

,

(
l~ ( n"i;-Y

))
~

,,,,,1

,(lr-r-t h =-
"-'"0 I... (" :0.)

{o.}
(A.3-1) ,

Iml = 0,1,2,..

k (Tt 'n"'~

J)
/ml

.e . "'" h =
a.

n~(k"'("~o.}
(-;-) (A.3-2),

Im I = 1,2,3,..

(
I( (rI'irY

)).,(,'fPr'\ 0 h
= ,R,., X. (A. 3-3) .

"+,, k" (M:o. ) (0. ) (m = 0)

9.4 Der Entwicklungssatz der Besselfunktionen

Mit Hilfe des Entwicklungssatzes kann das Potential der un-

gestörten Welle in Zylinderkoordinaten transformiert werden

(Jacobi-Anger Formel). Es gilt

e
~ (~X (OS/" ... fL,/ ~"M~)

= e i ~Y (.01 (.)-,?)

+dJ

=2-
~f't-I(J-"'l") 1 (kr)L e ,.,... (A. 4-1) .

rn'" -00

mit

~ = tLrc rQ h
f r)
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9.5 Die Additionstheoreme

Die Additionstheoreme für die Bessel- und die Hankelfunktio-

nen J~ (JA) bzw H,..,,(f1) lauten

+-
'J"",(!~) ~~~ ('" 'tot) = L.. J"'-t~ (f~) 'Jn{fJ)

~~~
(n ~:L) (A.5-1),

I't.. -_

+.0

H...,.(~.,) ~~ (rn~) = L 1-/, , (!2.) J" (f3) ~~~(~'1:/.) (A.5-2) .
"=-00 (

1z. > f3
)

Die Bezeichnungen können den Skizzen entnommen werden.

Skizze 1 Skizze 2

Für die modifizierten Besselfunktionen lauten die Additions-

theoreme

( ) (01
I,..,. 1-1 1i"

+00

(rn '1:.) =L (--1)"lrn+h(f~) I,,{ja) ~~~(I't"'1;)(A.5-3),
"'--80

+OD

k ( f ) l~S (t"r1"1A ) =z k (p. ) L (p ) tOl ( n"t.. ) (A.5-4)., <1 $",.,
"'" +... J~ h J 3

S~"
2

h'=-/ID
(

f~ > f3
)

Mit rQ.= f..,

; RQp = f~
; rp = f) (vgl.Skizze 1 mit Abb. 7)

und "f'..,= ~Q. -
~ &P

; Ti'""- ""Z -+f~p. = J.,. erhält man nach Umformung

Glg (3.2-20)

Mit r
Cl = f...

; r'J>=!~ ; RQp = /3 (vgl. Skizze 2 mit Abb.

7 ) und 2t,--- "f;,- '1'z. =,J Q - f6'l.p
;

q. -1-; .f
~ ().p =,J?

erhält man nach Umformung Glg (3.2-39).
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9.6 Die Green'schen Sätze

Nach dem 1. Green'schen Satz gilt für zwei harmonische Ge-

schwindigkeitspotentiale
"

und 1* in einem abgeschlossenen

Gebiet R, sofern keine Quellen oder Senken innerhalb des Ge-

bietes vorhanden sind, /14/:

(fr
(
li Y-~ ... li}.i* + if !i* ) dx J Jz

JJJ ~)(.~)C ~7 ~7 ~z ~z .,

R

= [r rp 1fdS -
ffJ f (.6r) "" Jy dz

S R (A. 6-1) ,

wobei S die Oberfläche des

J / ~ n* die Ableitung in

normalen bezeichnet ist.

Der 2. Green' sehe Satz folgt unmittelbar

Satz. Da rf und ~* austauschbar sind, gilt:

betrachteten Gebietes ist und mit

Richtung der äußeren Oberflächen-

aus dem 1.

fff ( , ( /j rf
~) - ( ~

I ) p~) r/)( Jy cI%

R

=
fJ

(,I. Ji I>

- Ji.
~
~
) dsr

~
noJ ~ h'l-

S (A.6-2).
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9.7 Das Produkt zweier zeitabhänqiqer komplexer Funktionen

Die Funktionen FA und F~ haben die einfache Zeitabhängig-

keit e -twt

F.",:L = Re r /A,2..
e-c'wt]

(A. 7-1) ,

Amplituden sind.wobei f4.~ komplexe Funktionen bzw. komplexe
I

Sind die Funktionen mit

f
-;'~f:

F1,2. = "',2..e
gegeben, so wird stillschweigend

alteil der komplexen Funktion zu

(A.7-2)

vereinbart, daß nur der Re-

beachten ist. Es gilt auch
. t ·A

({
-lW -,wf

)_ F",2==T A,~' e T 1",,2.. e
mit fA,a.' der zu fit.konjugiert komplexen Funktion.

dukt der Funktionen F~ und Fz ist dann

(A. 7-3)

Das Pro-

F . F =- " ( r. -,'wt
+ r. - r'~-f

)..,
2. 2 t.-l e r"

t!-

·

i (/2.e f t f~.e i)
(A.7-4).

Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen erhält man

" (
-2,'wt:

FA' Fz. = 1j: f-1
.
12. e ..,.

{""
f1

+
Z ( f,. · f~ + f~

. (1 )

e
-2:&.AJf

)

(A. 7-5) ,

oder

AF -
F.z. ==;:~ Rt,

[{"-{la e
-Z~ wt

+ f..
.
r: ]

(A.7-6).

Der mittlere zeitunabhängige Anteil des Produktes ist

dann

t 1 -
FA' F2 = 7f ( f;t. (~ "'!;t' f~ )

A -
= T

Re ( f". fz.) (A.7-7) .
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9.8 Oberflächeninteqrale

Die Integration über eine Kontrollfläche S
~'

wie sie bei

der Kombination zweier Teilpotentiale der Randwertaufgabe

auftritt, wird abgeleitet.

Die Kontrollfläche S~ ist eine Zylindermantelfläche mit

einem Radius r=konst. und 0 ~ z ~ d. Die komplexen Amplitu-

den zweier Teilpotentiale liegen in der Form der Glgn (3.2-

63), (3.2-64) und (3.2.69), (3.2.70) vor:

+oD
· J

'1-1 = C.., L Z 6-,..,0( 1<: (o<v) e
~m

Z.< (z.)
lJtl. ,.,..= -.0

(A. 8-1) ,

+00 · ~J-

~.l = C-.zL L frn"o( 1<, ,.. (o<.'r) e l rn

z< (z.)
~ """tI- -= -oe»

(A. 8-2) .

R* ( .(. r), R .( 0(. r) seien Besselfunktionen.
"'

,."

Es wird das Integral

I = ff ('! ~ - ~ ß ) dJ
s

...
d"~ 2 d h*

A.
2 ... r1.

:= J f (Cf ~ ~ - l J~ ) y J-z rfJ- (A. 8-3)

,(==0 ,&~i)
.., ~r '2. ~ """

gebildet.

Wegen der Orthognalität über z kann das Integral der

GIg (A.8-3) mit der einfachen Summe über ~

I = L.. I~
ol

(A.8-4)

beschrieben werden.

Wegen der Orthogonalität über ~ liefern nur die Antei-

le mit m = -m* einen Beitrag. Für I~ ergibt sich die ein-

fache Summe über m:
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10[.

o#-ee[,

= CA' c.2. L lGrn-<-~-"')e( (R:' ~
~""

. I- I
b ko. .1-°1 Jr.-

cl"" /zo<.2.( z.) JZ

";-: 0 Z. = D

~R
t.

- Rc-rt'1)~ )
~.,..

--
+00

C . c . 2fT. d z ~ t (R~ JR(-rn)
... % "... 0( (-"...).(

"'" ~-
y

tt'1- - 00

..
_ R J P,""'j . y

E:""") ~r

(A.S-5).

Es gelten die Abhängigkeiten der Glg. (A.1-S) bis (A.1-

11). Damit ist aber schon gezeigt, daß das Integral der Glg

(A.S-5) zu Null wird, wenn es sich bei den Teilpotentialen

und um zwei abstrahlende Potentiale (R* = R = K~() bzw R*
'"

-M rn ,..,

= (_l)M R =
H"""

(» oder um zwei einfallende Potentiale (R~
I't"

= R_"" = Im() bzw. R~ = (-1) R_rn = J,..,..(» handelt.

Bei der Kombination eines einfallenden Teilpotentials

~ mit einem abstrahlenden Teilpotential Yz ergibt sich mit

den Glgn (A.1-S) bis (A.1-13) aus Glg (A.S-5)

+~ ,I ~ = C..,'2
. Z. Ti" J. L Grnv. f,")~ (--'1)"'( j"...l1,,"- H,."1~).z r

"..
... - fJIO

+00 , ,

~
.

c C4C282.IiJZ. r;.~)t 1(-m»)t(--1) _2L ) at'r
"'" = -.0 " ~ 'r

+00
"""' .......

= CA '2. 't i.. eIZ- (--'I) G-/'T"\~f(_M-»~
M~-.o

(A.S-6),

bzw.
-+-00

[0(. = (:A C;z. 2.;;0/ Z 6-""'K1(_,.,,)t( (In-.k,!.. -km.L~}tXY'
,.".= -.0

-+-00

= - C c 2. 7r ri L G/'T"\« T(-,.,..) 0<-.., 2.
"" =

_ 00 (A.S-7).
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Es werden noch die Integrale der Kombination mit dem
.....

konjugiert komplexen Potential ~~ benötigt.

Es gilt

I.IJ
=

~
r

( 'f E _ Y.
J }-..,

)
cl s

)J ,,~ h* L a t'1if

SIl

21r J.

= f J
('f ~ - r: J jO~

) 'r 012.. dJ-

~':o %'=0

..,
~ -r

2.
~ Y" (A.S-S).

Wegen der Orthogonalität über z kann für das Integral

der GIg (A.S-S) wieder die Summe über ~

r* : z..- 0(
(A.S-9)

gebildet werden.

Die Integrale I:C sind wieder einfache Summen über m

(im = -i m* = i m*):

.f-

Iot.

+00 -
_ c.C

. 2?rcL > G- ~ ( R
~ J~M n J R::'

)
.. 2. L,.,..o(,""',c. M, -"

""

.r

"..= -00
Q y a '("

(A. S-10) .

Handel t es sich bei den Teilpotentialen ~ und '12. um
die Teilpotentiale zweier einfallender Wellensysteme, so

sind die Funktionen R* = R_ = I () bzw. R* = R = J_(),., ,.. rn ,...,..." ,n

reell.

Es gilt dann:

R"", = R~
i

J Rtn

~'r"

--
~R~
~y

(A. S-ll) .

für reelle R rn

Die Integrale I* werden zu Null.~
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Handelt es sich bei den Funktionen
~.., und ~ um die

Teilpotentiale zweier abstrahlender Wellensysteme, so gilt

die GIg (A.8-11) für die reellen Funktionen R,..,= K"..,(),die

mit den reellen o{.verbunden sind. Das Integral der GIg

(A.8-10) wird Null. Für olo= -i x.. ist
R""

= R":; = H""O zu set-

zen. Aus GIg (A.8-10) ergibt sich mit GIg (A.1-14)

+~

(
lt-.

)
I * = C (

2.

. 2 rr J.. L G-rnx. Fm ~ -
'ii

~
.X . r~..,

- , ~y
H'''' -oe.

+tIO

= - L C.., Cz i J. L Go,"", k f=
IT'I~

tri: -1:/0
(A.8-12).

Es sind noch die Integrale der Kombination eines ein-

fallenden Wellensystems ~ mit einem abstrahlenden System Y,

zu bilden. Für die reellen Funktionen R_ = K 0; R* = I 0
...

,..,..
f'\'\

,....

( ~ reell) folgt aus GIg (A.8-10) mit GIg (A.1-12)

~ +I/C

(
-'1r0(

::;c.1 C
Z 2" J Z. G-m0< fn--.o<. - -;z; e<) r

~=-ob
""00

= - c.-'1Cz 2 'ir 01Z G""ol r,.,... 01.

1"t'1= - 00 (A. 8-13) ,

und für R = H (); R* = J () mit GIg (A.1-13)
"., ,... ,.,... ".,

+-

( 2..' )I;
"" c" Cz -2;;- J .?;-__

G-mk
f", 1<. -

'fI /l."...
- k r

+r;b

:. - L C..., C2. 4 d L G-tn')(. f,.,..')C.

m= -00 (A.8-14).
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9.9 Integrale zur Berechnung der Driftkräfte

Betrachtet wird das Teilintegral f~ () der Glg (5.-27). We-

gen der Orthogonalität über z läßt sich das Integral wieder

mit der einfachen Summe über 0(

f z.

(
'f'7

U

I
'!

7
Il) = ? f

20(
(A.9-1)

beschreiben.

Es wird für die Potentiale des Diffraktionsproblems die

vereinfachte Schreibweise der Glgn (A.8-1) und (A.8-2) be-

nutzt mit R~( ~r) = J~ () bzw. R~ (o!r) = I"..() und

R~..(«.r) = H, () bzw. R (o<.r) = K ().

Es wird das erste Glied (Glg (A.9-1» der Summe über ~

mit 0<:..= - i~ abgeleitet. Nach Glg (5.-26) gilt dann:

_ J 2
f2k. = c.~ C,2

f
Zx.(Z)dz.

z.:: j)
'2 7i" 4110 - -

J i

+00 I t

z
I .(1I~~ - Im Y[-t~.z L

6-t'n)(. J~(k'r) e · t,." H ...(~'r) ~
,." 3C.. P7'\

1": - cO tr'i:.- ob,w:o

":rP r J) {..:r) ,' 1- Z
of-fIO

r JH~*("'~) I"'tlJ

1".L- lT,...)t. e.. ,.,..oft
~ e

m=-oO ~"r , It=-eD ~y

f).
i'"

G-,.,~ J...b<,) ~~;
J. Z f",..: H:"(kY}

J ~,.(}l.J j-

h-Ic-oo m~~ -ooD ~

+~

-[Z J 'f { ) +tJO

J
i

Ji"j

r ~}t'(
I''''''~.5"' ~ +:" 11

( \.. ) e rrt

er,...,)L. e. L J~"')("Mit ...,

M = -oD ~'r r"I.-r=-:
~,}

+~ .

1J'
.,...

1
-+ Z .:::!..

(T. 'J (~ )

~t (1""1

. ~ -r: d
J1,..".,,(n) trn~J

J '
(L

r ,.,...~ t"O'\ T

~t
L- JmCk., e S'n~

tn=-oO ,..,.JI=_Db ,y

· r J,)-

(A.9-2) .
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Die Konstante C..,.Cl ist beim Diffraktionsproblem

reell. Es gilt:

,
-

f
2

C1'C2' Z)f.(z)Jz. = (-iwi')(-iwf')'c(
Z'8c)

= W2(-!f:)2J3 (A.9-3).

Die Funktionen der Richtungskosinus cos J-
, sin J' in

GIg (A.9-2) werden mit Hilfe der komplexen Winkelfunktionen
'.J '.J-

e i'L und e
-,

ersetzt.

Wegen der Orthogonalität über / ergeben sich bei der

Integration zwei einfache Summen über m mit m - m* + 1 = 0

und m - m* - 1 = 0, d.h. m* = m + 1 bzw. m = m* + 1.

Es folgt aus GIg (A.9-2)

f2'L = (...)2.(~)1..d3:' .2ir.

+,p

l
"'" G- T: · [ k

2
Jm () H

m..."
L J

L- m ')L ,.,.,.,...,x..
1'n~-oD

'

2 ,,'
(

,
( ) rn

( "'''
l'..

)+- ~ .J,.,..,
)

H",
+"

- 7 , M
( )

)" H,." + -t
l )

+ Jt. '1,!, ()
(

f1"\-+
"'

) H m"'-t
() - 1:!:!..

J "",l)
)(, 1J

I
(
>J. r..- y n," of.,

+00

2... G-
rvf'.,..f)t. f~~ ~

·
L- ~

~
J

,.,,"'-+...,

() H m-4f
(

)

",,"",: -ob '

2. f'1 I () H-'- ( ( "'*+"" ) ( )
rn4

-t ~
.J,." , M.} - Y Jm"" +-t y Hr<'\4f

( )

~ j
,

~ () ( """ j NM"
() + ( m" -fA) ]nl'+'1l ) ~ f1~it ( )]. 'rj

M +..,)" r (A. 9-4) .

Die erste Summe über m ist mit e +;j, die zweite Summe

über m* ist mit e -,'.J'" der Funktionen der Richtungskosinus

verbunden.

Die Glieder in der ersten Summe der GIg (A.9-4) werden

unter Beachtung der Rekursionsformeln (Glgn (A.2-1), (A.2-2)
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zusammengefaßt:

2. Glied + 4. Glied «A.2-1) + (A.2-2»

Ir.
J':'

()

!
It

11':'~..
() -t ('".,.~") 11 CJ

J

= ~ J~ ()
I
~ H".,

()
f

(A. 9-5) ,

3. Glied + 5. Glied

- 7 ] m ()
!

(""y
H )

fI tn
""

() + IL H,:, , l)
J

= - ~ J yY\
( )

{
k J1In ()

f

:: - K Jrn ( )

I f- Hrn
() j

(A.9-6),

1.Glied + (A.9-6) ( (A. 2-1) - (A. 2-2) )

~ ) M
()

!
k hm ~

-f
() -

r;: Hrt~
()

f

= ~ J,-n() {- k H~, ( )
j

(A.9-7).

Mit den Glgn (A.9-5) und (A.9-7) erhält man für die er-

ste Summe der GIg (A.9-4)

"'.0

S..,It.=
1;__

er'" x F"'...f1<.
jt..2

[ J.!.
{j

H",
(J - J,.J) H:" Oj-

.,.

(A. 9-8) .

Die Zusammenfassung der Glieder der zweiten Summe er-

folgt nach demselben Muster für die Funktionen J__ ().
... ~A

«2. + 5. Glied), (3. + 4. Glied, + 1. Glied.)

Es folgt für die zweite Summe

"'00

IS2.~ = L (;.~+A,~ f~k')( ·~
2

'J/'Y)~ () H~+() -
t"r"t"'::-OD

Hrn4f() J~.,{)J. y-

(A.9-9).
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Damit folgt aus GIg (A.9-4) mit GIg (A.1-13)

2-

f~~
= w2(:) dJ."

I

+~

[ (
2 '

)]G f: ~ ~~
.,.,

·

?;:~
,.,.,1C "'+",~

'
1; ~.,.

+~ -

(
2.'

)]}-t L G-
""~-+-""~ f,."...)e.'~ L

){}'"

; ~; (A.9-10) .
~J.I~ -00

GIg (A.9-10) wird zusammengefaBt, und m* wird durch m

ersetzt:

f 2. ~ = W
2.

(1:)
~ cl 2. ( 'L cl) 1."

+(10

· L [G ,.,.,

~
'f

rn +.. X
-

G-".,
"'''',''

f rn )t.7
rn. -10 '

(A.9-11).

Die Funktion f3k ist die konjugiert Komplexe der Funk-

tion f2~, es folgt aus (A.9-11)

f 3)(. = f2x. '" w~(.il J2(~,,) .2.
-1,0 _

· L [- G-rn)( F"",+..., ~ -t 6".,1"", k. f rn x. ]
"'"

:-d::I

Es gelten dieselben Rekursionsformeln für die Funktio-

nen J~() und H~(), sowie HM(). Das Integral f,,~erhält man,

indem man in den Glgn (A.9-2) bis (A.9-9) die Funktionen

H,...() durch J,..,() und die f", durch die G", ersetzt. Die Funk-

tionen J".,() sind reell ; damit werden die Summen der Glgn

(A.9-8), (A.9-9) zu Null:

(A.9-12).

!..). = 0 (A. 9-13) .

weiter erhält man die f
'f~ '

indem man in den obigen

J,.,.,() durch H".,() und die G"..,Gleichungen die Funktionen

durch die J~ ersetzt.

Unter Beachtung der GIg (A.1-14) erhält man so aus den
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Glgn (A.9-S) bis (A.9-11):

!"x. = w2. (.!:!..}2 ci 2 (kJ) 'ti
2.

~;o

· L.. [f M1l Fm"..,x. -
f~+~)( F""K 1

'.,.11=- oea '
(A.9-14).

Die Rekursionsformeln (Glgn (A.2-1), (A.2-2» gelten

auch für die JI'hO und H""O bzw. HMO mit imaginärem Argu-

ment (vgl. Glgn (A.1-6), (A.1-7)). Man kann daraus sofort

schließen, daß die Integrale f~~f bzw. f~~, für die reellen
Funktionen I~() bzw. KM() zu Null werden:

l-1ol1 '=
fit.<.'

'= 0 (A. 9-15) .

für reelle 0(

Es müssen noch die Integrale f~., bzw. fJ~, für reelle

0( untersucht werden.

Es ist nicht ratsam die mit GIg (A.9-2) durchgeführte

Ableitung mit imaginärem Argument durchzuführen, da diese

Ableitung dann sehr bald unübersichtlich wird.

Die Ableitung erfolgt hier mit den reellen Funktionen

I ",,0 ,K""O. Man erhält aus GIg (A.9-4) die entsprechende

Formel für f 2.~' , wenn man ~ durch,(', die Funktionen

J".f.)durch I () und die H".,()durch KM() ersetzt. Zu be-

achten ist, daß jeweils das erste Glied in den Summen wegen

J2Z.(.,{Z>

~Z2
= - o(l2.ZK" (z) für reelle 0(,

negativ wird.
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Es folgt:

f 20<' = w2 (.!fr J3. ir

{
+GO

· 2.. 6-,..,.,0(' Ff'r\41 ol' [- ol':/' Im ( ) km +'"
( )

"":-410 I

i" tX,2 I ~ () k!-t1 () - ~ I"" () (rn'r'~
1 kt'r\+",( )

t 0(I
r':' ( ) ( rr:,,+-1) km-t,,l)- r; Im () 0<' k

~+'"
()].r

+00

+~ 6-,...,. .. .,iJ.' f,."...
'"

1 [ - 0<'2 I.., ~.. ..,() t<, ()

+ ~ /2 r:
"

() k:"" () - (- rr;, ..,,) I, ( ) ;" k"",,{)

- 0<I I
~"+'"
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(A. 9-16) .

Die Zusammenfassung der Glieder in der ersten Summe der

GIg (A.9-16) erfolgt wieder nach dem Muster der Glgn (A.9-S)

bis (A.9-7) hier mit den Rekursionsformeln der Glgn (A.2-S),

(A. 2-6) .

Es ergibt sich daraus

S., ol
, :: f.. &,., ol' F",.., ,,,,

cl:I
2!-I~ (j «MO "t .Z-,.,( I

J<':'
(
1.

.,.

(A.9-17) .
Die Glieder in der zweiten Summe der GIg (A.9-16) wer-

den analog zur Summe S.2~ (GIg (A.9-9», hier mit den Rekur-

sionsformeln der Glgn (A.2-3), (A.2-4), zusammengefaßt.

Es ergibt sich daraus
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(A. 9-18) .
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Mit GIg (A.1-12) folgt
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,." : -00
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(A.9-19) ,

(A. 9-20) .

(A. 9-21) ,

(A.9-22) .
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10. ABBILDUNGEN
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Abb. 1: Körper in der Welle. Koordinatensystem;

Definition der Bewegungsrichtungen

Abb. 2: Bezeichnungen im Zusammenhang mit der Betrachtung

des Gebietes R der Flüssigkeit

/ /

/

Abb. 3: Mehrere Körper unter der wirkung einer

Elementarwelle

134



l= 1,.., L

l-1

l
d

.-al

dl-1 raH
a

dl
z P

I

PJ

p-1 I

-op ~:

IOp+1 I

p=1...,P

Abb. 4: Diskretisierung durch Makroelemente
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Abb. 5: Anordnung mehrerer rotationssymmetrischer Körper

unter der Wirkung einer Welle

z

0""

Abb. 6: Definitionsskizzei Bezeichnungen
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Xp

Abb. 7: Bezeichnungen an. zwei benachbarten Körpern P und Q

zu den Additionstheoremen der Besselfunktionen

v

FW10
fW10= Q9na2H/2 tanh(xd)

z d

~x

2.0

o
o 2.01.0

Abb. 8: Einfacher auf dem Boden stehender Zylinder.

Horizontalkraft nach Mc Camy und Fuchs in

Abhängigkeit von der Wellenzahl
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Abb. 9 a,b: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.

Wellenkraft in der horizontalen Richtung auf den

Zylinder I bzw. 11 bezogen auf die Kraft,

die auf einen einzelnen Zylinder wirkt
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Zylinder Q

Q = I

Q = 11

einzelner

Zylinder

2.0
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o

o

Ohkusu DIFRAC-M

+
------

0.5 1.0 1.5

R = 10 a

o 0.5 1.~
><0

1.5

Abb. 10 a,b: Drei auf dem Boden stehende Zylinder. Wellen-

kräfte in x-Richtung auf die Zylinder für zwei

Abstände in Abhängigkeit von der Wellenzahl
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Abb. 10 c: Drei auf dem Boden stehende Zylinder.

Wellenkräfte in y-Richtung auf den Zylinder II

für zwei Abstände R in Abhängigkeit von der

Wellenzahl
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Abb. 11 a: Zwei schwimmende Zylinder.

Wellenkräfte in der horizontalen Richtung in

Abhängigkeit von der Wellenzahl
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Abb. 11 b: Zwei schwimmende Zylinder.

Koeffizienten der hydrodynamischen Masse und

der Potentialdämpfung der gegenseitigen

Beeinflussung
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Abstände R : 3 a; 5 a

Masse eines Zylinders
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Gewichtsschwerpunkt

Wellenanlaufwinkel
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Abb. 11 c: Zwei schwimmende Zylinder.

Übertragungs funktionen der Tauchbewegung der

Zylinder
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Abb. 12 a: Drei schwimmende Zylinder.

Koeffizienten der hydrodynamischen Masse
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Abb. 12 b: Drei schwimmende Zylinder.

Koeffizienten der Potentialdämpfung
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Abb. 13: Drei abgestufte schwimmende Zylinder.

Wellenkräfte in den horizontalen Richtungen in

Abhängigkeit von der Wellenzahl
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Abb. 14: Schwimmender Zylinder in der Nähe einer Struktur.

Übertragungs funktionen der Horizontalbewegung und

der Tauchbewegung des Zylinders

1 2

o 21
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Abb. 15: Schwimmender Zylinder, in der Welle festgehalten.

Driftkraftverlauf über der Wellenzahl

+ direkte Integration

(Integralgleichungsverfahren)

DIFRAC-M
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/T wert

I
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/
/+

/+

/
1.0 2.0
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Abb. 16: Einfacher auf dem Boden stehender Zylinder.

Driftkraftverlauf über der Wellenzahl
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Abb. 17 a-c: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.

Driftkraft in x-Richtung auf den Zylinder I

bezogen auf die Driftkraft, die auf einen

einzelnen Zylinder wirkt, für mehrere Abstände
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Abb. 17 d,e: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.

Driftkraft in x-Richtung auf den Zylinder I

bezogen auf die Driftkraft, die auf einen

einzelnen Zylinder wirkt, für mehrere Abstände
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Abb. 18: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.

Driftkraft in y-Richtung auf den Zylinder

auf die Driftkraft, die infolge der Welle

einzelnen Zylinder wirkt
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Abb. 19: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.

Driftkraft in y-Richtung auf den Zylinder I

bei kleinen Abständen für den Bereich

großer Wellenlängen
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Abb. 20: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.

Driftkräfte in x-Richtung bezogen auf die

Driftkraft, die auf einen einzelnen Zylinder wirkt

152



f(2)Q
t

=1

1.0

2,0
t

f(2) Q
1

r

1.0

Welle

F(2) Q
t

1

1 H 2 [ 2xd l
2" Qga("2} 1 +

sinh(2Kd}j

R=5a

Körper Q D1FRAC-M

Q = I
Q = 11 -- ---

einzelner ...............

Körper
..-..-.--.-............

.......
.......

o
o

,-
/ .'

/ ./
I .....

//
/0.'-

<1('.0"

-- - ,/'"/' , "/ - ---,

1.0 2.0

Körper Q D1FRAC-M

Q = I
Q = 11 -----

einzelner' .................

Körper

o
o

R=10a

1.0 . 'Ka 2.0

Abb. 21 a,b: Drei auf dem Boden stehende Zylinder.

Driftkräfte in x-Richtung über der Wellenzahl

für zwei Abstände R
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Abb. 21 c: Drei auf dem Boden stehende Zylinder.

Driftkräfte in y-Richtung für zwei Abstände R
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Abb. 22: Zwei schwimmende Zylinder. Driftkräfte auf die

in der Welle festgehaltenen Körper
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