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Richtung j wirkt
Amplitude der erregenden Wellenkraft
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1. Einleitung

In den letzten dreiBig Jahren sind durch die Entwick-
lung der Offshore-Konstruktionen und durch die Weiterent-
wicklung der Schiffshydrodynamik bemerkenswerte Fortschritte
auf dem Gebiet der hydromechanischen Analyse erzielt worden.
Grundlage dieser Analyse ist die Untersuchung des Verhaltens
von Konstruktionen unter der Wirkung harmonischer Elementar-
wellen (regelmdBiger Seegang). Dabei beeinflussen Typ und
GréBe der Jjeweiligen Struktur relativ zu den Wellenparame-
tern die Krafte, die vom umgebenden Medium auf die Struktur
ausgeubt werden.

Die Gruppe der grofvolumigen kompakten Strukturen 1l1ast
sich in guter Naherung potentialtheoretisch behandeln. Dies
ist in den vergangenen Jahren mit Hilfe verschiedener nume-
rischer Verfahren, vorwiegend in Form von linearen Rechnun-
gen, durchgefihrt worden.

Es wurden fur kompakte Schwimmkérper beliebiger geome-
trischer Form die zwei- bzw. dreidimensionalen linearisier-
ten Randwertaufgaben der Diffraktion und der Abstrahlung ge-
lost. Die gebrauchlichsten Methoden sind analytische und
halbanalytische Verfahren, die Methode der konformen Abbil-
dung (fur ebene Probleme) und die Integralgleichungsverfah-
ren /5/,/6/. In den letzten funfzehn Jahren wurde zunehmend
auch die Finite-Elemente-Methode verwandt /39/.

Die Klasse der rotationssymmetrischen Korper mit verti-
kaler Achse laBt sich vorteilhaft mit Hilfe spezieller Ver-
fahren (vgl. z.B. /4/) behandeln.

In vielen Fallen konnte eine bemerkenswert gute Uber-
einstimmung mit dem Experiment festgestellt werden. Aller-
dings sind insbesondere die rein numerischen, allgemeingul-
tigen Verfahren mit erheblichem Rechenaufwand und mit ver-
fahrensspezifischen Schwierigkeiten verbunden (z.B. Irregu-
laritaten beim Integralgleichungsverfahren, Erfullung der
Abstrahlbedingung bei der Finite-Elemente-Methode).

Viele Offshore Bauwerke bestehen aus zwei oder mehreren



Komponenten, die sehr nahe beieinander liegen, so daB ihre
hydrodynamische Wechselwirkung nicht auBer Acht gelassen
werden kann. Solche Strukturgruppen sind z.B. mehrbeinige
Schwerkraftstrukturen, Halbtaucher, Speicherbehalter; auBer-
dem Strukturen, die in bestimmten Freiheitsgraden miteinan-
der gekoppelt sind.

In den letzten zehn Jahren wurde eine Reihe von Unter-
suchungen an benachbarten Schwimmkérpern mit Berlcksichti-
gung der hydrodynamischen Interaktion unter Verwendung ver-
schiedener Verfahren durchgefuhrt (z.B. /16/,/28/,/30/).

Zylindrische Saulen, die auf dem Meeresboden stehen und
bis Uber die Meeresoberflache hinausragen, wurden bereits
friher untersucht.

Das Diffraktionsproblem zweier vertikaler Zylinder ha-
ben Spring und Monkmeyer /35/ basierend auf den theoreti-
schen Konzepten von Mc Camy und Fuchs /17/ und Twersky /37/
gelost. Ohkusu /27/ erweiterte das Verfahren der "Vielfach-
streuung" /37/ (multiple scattering) fur schwimmende Zylin-
der.

Neuere Untersuchungen - auch experimentelle - haben
Reddy et. al. /32/ an Anordnungen von zwel und drei stehen-

den Zylindern durchgefihrt.

Im Abschnitt 2. der vorliegenden Arbeit werden zunachst
die allgemeinen potentialtheoretischen Grundlagen =zur Be-
handlung der Randwertaufgabe fir einen Korper, der sich un-
ter der Wirkung einer Schwerewelle befindet, widergegeben.
Das Vorgehen zur Linearisierung der Randwertaufgabe zur Er-
mittlung des Geschwindigkeitspotentials des Strémungsfeldes,
das sich infolge einer erregenden Welle um einen schwimmen-
den Korper ausbildet, wird dargestellt. Dabei wird die Rand-
wertaufgabe aufgespalten in das Diffraktionsproblem und das
Abstrahlungsproblem. Diese Betrachtung wird dann auf eine
Anordnung mehrerer Koérper unter Berucksichtigung der gegen-
seitigen hydrodynamischen Wechselwirkung erweitert.

In Abschnitt 3. werden die Grundzuige des hier benutzten



Verfahrens zur hydrodynamischen Analyse eines einzelnen ro-
tationssymmetrischen Koérpers mit vertikaler Achse darge-
stellt. Dieses Verfahren wurde bereits in /8/,/20/ und /11/
ausfihrlich dargestellt und kann als konsequente Weiterent-
wicklung der von Garret /4/ fir einen einfachen schwimmenden
Zylinder aufgestellten Losungsmethode angesehen werden.

Der Grundgedanke des hier benutzten halbanalytischen
Verfahrens liegt in der Aufteilung des Stromungsfeldes in
koaxiale Ringelemente - sogenannte Makroelemente - um den
Korper herum. Durch die Stufen bei den aneinandergrenzenden
Makroelementen wird dabei die Koérperkontur idealisiert.

Das Potential des Strémungsfeldes wird in den einzelnen
Makroelementen durch geeignete Fourier-Reihenansatze be-
schrieben. Aus der Forderung nach Stetigkeit des Potentials
und seiner Ableitung in radialer Richtung an den Grenzen be-
nachbarter Elemente ergibt sich ein lineares Gleichungssy-
stem fuir die Fourierkoeffizienten.

Die Makroelemente-Methode fur den einzelnen rotations-
symmetrischen Korper wird dann mit Hilfe des von Twersky
/37/ aufgestellten Verfahrens der Vielfachstreuung ("multi-
ple scattering") auf eine Anordnung mehrerer Korper erwei-
tert (/10/). Es wird ein einheitliches Konzept sowohl fur
das Diffraktions- als auch fur das Abstrahlungsproblem dar-
gelegt.

Im Abschnitt 4. wird gezeigt, wie die Haskind-Newman-
Beziehung /24/,/21/ vorteilhaft eingesetzt werden kann, um
die erregenden Wellenkrafte und auch Kopplungskoeffizienten
der hydrodynamischen Masse und der Potentialdampfung zu er-
mitteln. Dazu wird eine Betrachtung der Potentiale im aufe-
ren Element auf einer Zylindermantelflache als Kontrollfla-
che, die einen einzelnen Korper innerhalb der Anordnung um-
schlieft, durchgefihrt. Es werden weiter einige energetische
Betrachtungen dargelegt. Hiermit ergibt sich eine Reihe von
Kontrollméglichkeiten fur die Ergebnisse, die nicht auf die
rotationssymmetrischen Korper beschrankt sind.

SchlieBlich wird im Abschnitt 5. abgeleitet, wie die



Driftkrdafte auf einen einzelnen Kérper innerhalb der Anord-
nung in den horizontalen Richtungen ebenfalls aus der Be-
trachtung des Potentials im AuBeren Element gewonnen werden
koénnen. Dazu wurde das von Newman /25/ aufgestellte Konzept,
das auf einer Betrachtung des Fernfeldes bei unbeschrankter
Wassertiefe beruht, modifiziert.

Auswirkungen der Interaktion auf Krafte, Massen und
Dampfungskoeffizienten sowie auf die Bewegungen frei schwim-
mender Korper werden an einer Reihe ausgewahlter Beispiele
gezeigt und in Abschnitt 6. diskutiert.

Vergleiche von Ergebnissen, die mit Hilfe des hier dar-
gestellten Verfahrens gewonnen wurden, mit verdffentlichten
Ergebnissen anderer Autoren zeigen eine ausgezeichnete Uber-
einstimmung.

Das Verfahren bietet gegeniber einem Integralglei-
chungsverfahren (/8/) erhebliche Vorteile sowohl in Hinsicht
auf die Rechenzeit als auch in Hinsicht auf die Genauigkeit

der Ergebnisse.



2. Formulierung der Randwertaufgabe

2.1 Allgemeine Formulierung

Betrachtet wird ein beliebiger starrer Korper, frei
schwimmend oder auf dem Meeresboden stehend, in einer harmo-
nischen Elementarwelle (Abb. 1). Der Flussigkeitsbereich um
den Kérper herum erstreckt sich in der Vertikalen vom star-
ren ebenen Meeresboden bis zur freien Meeresoberflache und
in der Horizontalen allseitig bis ins Unendliche. Die Flus-
sigkeit wird als reibungsfrei und inkompressibel angenommen.
Es wird ein globales Koordinatensystem ,(x,y,z) bzw.
(r,+ ,2), mit Ursprung auf dem Meeresboden zugrundegelegt.

Fir das Stromungsfeld um den Korper herum laBt sich das
Geschwindigkeitspotential ¢ , das eine Funktion des Ortes
und der Zeit ist (¢ = ¢ (x,y,z,t)), definieren.

Das Potential hat im gesamten Flussigkeitsbereich die
Kontinuitatsgleichung 2zu erfillen und an den Randern des
Flussigkeitsbereiches,

- an der benetzten Korperoberflache

- am Meeresboden

= an der Meeresoberflache

- im Unendlichen
die im weiteren naher ausgefihrten Randbedingungen.

Die hier aufgefihrten Grundlagen findet man z.B. bei
Stoker /36/ in ausfihrlicher Form.

Fir die Geschwindigkeit der Wasserteilchen ¥ = (u,v,w)

gilt unter der Voraussetzung rot ¥ =0 (isentrope Stro-
mung)

—

v = srad 9( (2.1-1)
oder

( gf ! 3)"6 ! aa:) = (u,v,w) (2.1-2) .



Der Druck p im Flussigkeitsbereich wird nach

Bernoulli mit

P=- yf -7 8 (W view?) - gg(z-d)

- g - Lo () (Y + (D] -sa0=-

(2.1-3)
beschrieben. (Der konstante Umgebungsdruck wird nicht mit in
die Betrachtung einbezogen.)

Das Potential muB weiter der Kontinuitatsgleichung im

gesamten Strémungsfeld genigen. Diese lautet in allgemeiner

Form
R4 v (o
+ dLV (gfv') = 0 (2.1-4) .
at
Far inkompressibles Medium ¢ = @, = konst. nimmt dann die

Kontinuitdtsgleichung die Form der Laplace’schen Differenti-

algleichung an

div (grad ?5) =0 (2.1-5),
A ¢(x'7'z't) =0 (2.1-6)

Betrachtet wird nun eine Grenzoberfldche, bewegt oder

oder

festgehalten, die die Flussigkeit von einem anderen Medium
trennt, und die die Eigenschaft hat, daBR die Teilchen, die
sich auf der Oberflache befinden, auch auf ihr bleiben. Sol-
che Oberflachen sind z.B. Korperoberflachen, der Meeresboden
und die freie Meeresoberflache. Ist eine solche Oberflache
S etwa durch die Gleichung m (x,¥,2,t) = 0 gegeben, so

liefert das totale Differential nach der Zeit

dv _ , 32 Iy _

—s
Der Vektor N ( ’ ’ ) ist ein Vektor normal zu
ey (=



der Oberflache S. Mit Glg (2.1-2) kann dann

d
Y R &

a W.:_;Z)z-r ) () " (2.1-8)

geschrieben werden, wobei mit & / 9dn die Differentiation

in Richtung der Oberflachennormalen und mit v, die gemein-
same Normalkomponente der Geschwindigkeit der Oberflache und
der Teilchen an dieser Oberflache bezeichnet sind. Am Mee-
resboden SB und auf der Oberflache S, eines in der Welle

K
festgehaltenen Korpers sind die kinematischen Randbedingun-

Jéié. =0 . _éjé_ =0
dh I dn (2.1-9)
zu erfullen.

Die freie bewegte Meeresoberfldche 1aRt sich durch die

Gleichung

3{"’71 t) = Z—d (2.1-10)

in expliziter Form beschreiben; die Stillwasserflache ist
dabei dann Referenzflache.

Aus der Betrachtung der zeitlichen Anderung der Ober-
flache und der Teilchengeschwindigkeiten an der Oberflache
erhalt man die kinematische Randbedingung an der Meeresober-
flache. Glg (2.1-10) differenziert nach der Zeit liefert:

IO JRFL NN S

7 (2.1-11)

oder umgestellt

g _ g 35 L4

It =z X t;7 dy (2.1-12).



Fur den Druck an der Meeresoberflache gilt

p lz=d+7

Daraus folgt mit den Glgn (2.1-3) und (2.1-10):

5’33("7't)"53t [( ) ) )]

(2.1-14),

die dynamische Randbedinqung an _der freien Meeresoberflache.

= 0 (2.1-13).

Auf der benetzten Oberflache §K= Sk(x,y,z,t) eines in

der Welle bewegten Korpers ist die kinematische Randbedin-

qgung gemaB Glg (2.1-8) 2zu erfillen
Sk

_‘)_f; = V, (2.1-15).

an

Weiter ist die Abstrahlbedingung zu erfillen, die ge-

wahrleistet, daB sich das als Folge der Prasens des Korpers
ausbildende Ringwellensystem vom Korper weg bis ins Unendli-
che ausbreitet. Diese Bedingung wird im folgenden in Form
der allgemeinen Sommerfeld’schen Abstrahlbedingung einge-
fahrt (/34/).

An dieser Stelle wird noch eine kurze energetische Be-
trachtung ausgefuhrt, die in Abschnitt 4. benutzt wird, um
einen Zusammenhang zwischen den Dampfungskoeffizienten auf-
zuzeigen.

Die in einem raumlichen Gebiet R der Flussigkeit vor-
handene Energie - kinetische und potentielle - 1laft sich

mit dem folgenden Volumenintegral

£=g j]//4[[a¢) (L) + (22)] + g0 by e

(2.1-16),
oder auch wegen der Gultigkeit der Glg (2.1-3) mit



jg/(f + [t —;;lt:i) dx ¢{7 dz (2.1-17)

beschreiben /36/,/21/.

Von Interesse ist die zeitliche Anderung der Energie im
Gebiet R.

Im Zusammenhang mit der Betrachtung eines Flussigkeits-
bereiches R wird fur die weiteren Aufihrungen der Vektor der
Flachennormalen n* der Oberfliche des Gebietes positiv defi-
niert, wenn er nach auBen gerichtet ist. Fur den Vektor';
gelte die Definition: . = -nx.

Die Energie ist gegeben in Form der Gleichung

E= f[/ flxy,zt) a{xdy dz (2.1-18).
R

Fir die zeitliche Anderung der Energie in einem abge-
schlossenen Gebiet R folgt dann allgemein

‘/j/_f_tf dx J)’ Jz T //f Vs dS$ (2.1-19),
R S

wobei v, die Normalengeschwindigkeit der Randfldche S des
Gebietes R 1ist, die unabhangig von den Teilchengeschwin-
digkeiten, positiv in Richtung der &uBeren Flachennormalen
an der Randflache S ist.

Glg (2.1-16) partiell differenziert nach der Zeit, ein-
gesetzt fur d f/ 3 t , und Glg (2.1-17) eingesetzt fur f

in Glg (2.1-19) ergibt

?ff/[‘)“z“‘ 5 YL didyd

dx  Ixdt 67 Jyat dz dzit

- ff (P f )Vn* ds (2.1-20) .

Das Volumenlntegral in Glg (2.1-20) kann aber nach dem

ersten Green’schen Satz (Anhang 9.6) unter Beachtung der La-

place’schen Differentialgleichung durch ein Oberflachenin-



tegral ersetzt werden. Mit

34 3
‘Uf[ Ix ¢ 8)& + éy%é 6;{ T Jzdt ?g.] dx JV dz

ﬂ _Z ds (2.1-21)

eLudl L maill ;LIb 'ng (£.1-2V)

f;f‘;f s = [[(p s 3E) v 45
g [f e [6»-."‘ - ,,,v) - P Vn¢] dS (2.1-22).

Ist ein Teil der Randfladche S des Gebietes R in Ru-
he ( v,« = 0), d.h. die Teilchen durchstrdémen die Flache S,

so ist der EnergiefluB durch S

o/E /_2‘_! JJ (2.1-23).

dt dt dn*

Bewegt sich die Randfléche S wie die Flussigkeitsteilchen
(3¢ / dn* = v,«), so gilt fir den EnergiefluB uber S

.E{_k_ = - fffvn" d$ (2.1-24).
dt
3

An der freien Oberflache findet wegen der zu erfillen-
den kinematischen und dynamischen Randbedingungen kein Ener-
gieaustausch mit der Umgebung statt (p = 0, Glg (2.1-13)).

Betrachtet wird nun ein abgeschlossenes Gebiet R um
den Kérper herum (Abb. 2) mit den Randflachen S, als be-
netzter Kérperoberfléche,y der freien Meeresoberflache, Sg
dem Meeresboden und einer vertikalen raumlich fixen Beran-
dung Sg in einigem Abstand von dem Korper. Die zeitliche
Anderung der Energie in dem Gebiet R ist gleich dem Ener-
giefluB uber die Randflachen S des Gebietes. Da kein Ener-
gieaustausch mit der freien Meeresoberflache und dem Meeres-
boden stattfindet, erhalt man

10



de |°
— = - j}xf>vg¢.c/S 1‘.f ./ 11211&! dS
dt s 3t dn* (2.1-25).
k {k
Zu beachten ist, daB der Normalenvektor aus dem Gebiet R
nach auBen zeigt.

Betrachtet werden hier periodische Vorgange. Da im In-
neren des Gebietes R keine Energie dissipiert wird (die
Flissigkeit ist reibungsfrei), muB fur die Anderung der
mittleren zeitlichen Energie (Anderung der Energie uber eine

Periode) in R

t IR

dE =o=-'gfvn‘dsf"'ff/§'g§)_ré({$
K SR

dt

(2.1-26)
gelten (/36/), d.h. Energie, die im zeitlichen Mittel uber

die Korperoberflache Sy der Flussigkeit im Gebiet R zuge-

fihrt wird, muB uber den Rand SR abgefuhrt werden.

11



2.2 Linearisierung der Randwertaufgabe

Da eine vollstandige analytische Lésung der nichtlinearen
Randwertaufgabe nicht moglich ist, beschrankt man sich auf
Naherungslésungen unterschiedlicher Ordnung, die man mit
Hilfe der Theorie der kleinen Stérungen gewinnt.

Unter der Annahme, daB die Amplitude der erregenden
Wellen H/2 relativ klein ist, 1aBt sich das Potential
¢ und die Oberflachenkontur mit den folgenden Potenz-

reihenansatzen annahern (/36/)

N
(n)
O, y,7t) = Z € P (ny2t) (2.2-0),

_ 2%{ £1ﬂ n) ‘
5 {X'y’t) " hea [X'y} ) (2.2-2),

wobei € ein kleiner dimensionsloser Parameter ist (& < 1)
und f‘h), 5(") geeignete zu wahlende Funktionen sind. Die
Summe uUber die Glieder n =1,..,N beschreibt dann die Lo-
sung N-ter Ordnung.

Weitere Schwierigkeiten ergeben sich dadurch, daf die
Randbedingungen der Glgn (2.1-12), (2.1-14) und (2.1-15) an
bewegten Oberflachen zu erfullen sind. Man umgeht diese
Schwierigkeiten, indem man die in den Randbedingungen auf-
tretenden Ableitungen der Potentialfunktion in eine Taylor-
reihe an der zeitlichen Mittellage der entsprechenden Ober-
flache entwickelt.

So werden die an der freien Meeresoberfldche zu erful-
lenden Randbedingungen auf Randbedingungen an der Stillwas-

serflache (z=d) zuruckgefuhrt. Mit

¢- = _‘)_é (2.2-3)

L ,
d¢ (i=x,y,2,t)
ergibt sich allgemein fur die partiellen Ableitungen

z=d

z=d+ z= z=d
2 I R A T

12



Setzt man die Entwicklungen (2.2-1), (2.2-2) und (2.2-4) in
die Gleichungen der beiden Oberflachenbedingungen (2.1-12)
und (2.1-14) ein und ordnet nach Potenzen von § , so erhalt

man
(1) ()
;t - @0 = (2.2-5),
(z = 4d)
(2) 2) (1) ¢ (4)
t T Pz = Pzz
(1) 1 (4 (1) 4 (1)
3)‘ %)( = }7 )/ (2.2-6),
vee (z = d)
und
() 1 (1) (2.2-7)
— = (0
} "7 e (z = Q)

(1)

}(z} _’_:;I_ t(z)= "‘:;‘,f(tz ;{4}

CELORP BT ()]

Mit Hilfe der Glgn (2.2-7), (2.2-8) ,..., bzw. deren
partiellen Ableitungen lassen sich die Terme der Oberfla-
chenfunktion 5("’, ;("’
6) ,..., eliminieren. Man erhalt so jeweils eine kombinier-

in den Gleichungen (2.2-5), (2.2-

te Oberflachenbedingung fir die Teilpotentiale 77")der Ord-
nung n.

Analog kann bei der Aufstellung der Randbedingung an
der bewegten Korperoberflache vorgegangen werden. Die Funk-
tion fir die bewegte Korperoberflache kann wie folgt ange-

nommen werden

Sk()(/7/ zt)= So("/V'z) * 57’*(‘)/7(*)/2({)) (2.2-9)

mit S, als Funktion, die die Geometrie der ruhenden Ober-
flache beschreibt, und
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¥ ;Zg? rt‘S * (n)
\) ()((f}/ 7(&) Iz(t?)) = - 3 X,\/,z,f} (2.2-10)

als Funktion, die die Bewegungen der Punkte der Koérperober-
flache angibt.
Fir die Normalkomponente der Geschwindigkeit der Kor-

peroberflache kann geschrieben werden:

(n)
" (2.2-11).

N
n
v, = 2 €7V,
h=4
Die Taylorreihenentwicklung der partiellen Ableitungen

der Potentialfunktion auf der Oberflache des Kdérpers lautet

dann:

Sk So So So (S*)z
1] - . . *
¢' - f’ .r f,n Sh + fl'nﬂ h oo e
2 (2.2-12),
wobwel mit S: die Normalkomponente der Bewegung der Ober-

flache (S%) bezeichnet ist.

Aus der Randbedingung der Glg (2.1-15) ergibt sich dann

unter Berucksichtigung der Entwicklungen der Glgn (2.2-1),
(2.2-10) bis (2.2-12)

€4) SO
i¢ / = y® (2.2-13),

In n

3 (2) |So ‘)z (2 | % o
}é I + —L:. S, D vh(?-) (2.2-14).
dn dn
.‘Jedes Teilpotential ¢(") der Ordnung n hat fur sich
noch die Kontinuitatsgleichung (2.1-6) sowie die Randbedin-
gung am Meeresboden zu erfullen (2.1-9).

Demnach gilt also fir die Randwertaufgabe 1. Ordnung

(lineares Randwertproblem)
(1)
A ¢ =0 (2.2-15)
im gesamten Flussigkeitsbereich,

14



o1y

die kinematische Randbedingung am Meeresboden

3g M |E=0
_é_ =0 (2.2-16),

iz

die kinematische Randbedingung auf der benetzten Kor-

peroberflache S,

)
_f_. ] v, (2.2-17),

die kombinierte Randbedingung an der Stillwasserflache
(z=d)

2 /04 Z'—'d () z=‘{
A é_.ﬁ_/ + -J—Ié——/ = 0 (2.2-18).

9 3t 9z
Fiar das Problem 2. Ordnung gilt:

(
A ¢ Y= (2.2-19)

im gesamten Flussigkeitsbereich,

die kinematische Randbedingung am Meeresboden
Z=0

(2)
._f_ 0 (2.2-20),
die kinematische Randbedingung auf der Koérperoberfléache

(2) [So )2 () | 3o
d l + —L S:(«) = vn(") (2.2-21),

In in?

die kombinierte Randbedingung an der Stillwasserflache
(z=d)

az {(:) s ) { %l"i 9{(1} ;1 1 33?((4) ?{(4}

142 Iz 3 322 I AR IR
[ 9;(4)()29{(41 9{0) 32,{(4) N 39/“) 429(64)]
et Ty Wit Yz 3=zt

(2.2-22).
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2.3 Aufspaltung der linearen Randwertaufgabe.
Diffraktions- und Abstrahlungsproblem.

Das Geschwindigkeitpotential 1. Ordnung der Bewegung des
Wassers l1lapft sich mit ¢ = ¢ (x,Y,2,t) beschreiben (vgl.
2.1).

Betrachtet werden hier ausschlieflich periodische Vor-
gange, d.h. das Potential oszilliert mit der Kreisfrequenz
der erregenden Welle ¢ . Fihrt man fur die Zeitabhangigkeit
des Potentials die komplexe Funktion elwt ein, so 1last
sich der =zeitunabhidngige Anteil des Potentials mit ¥ be-
schreiben:

—dwt

¢(x17121t) = Y(X,Y,Z)'C (2.3-1).

¥ (x,Y,2z) ist dann die komplexe Amplitude des Potentials in
Abhangigkeit vom Ort.

Man vereinbahrt bei dieser Schreibweise stillschwei-
gend, daB nur der Realteil des zeitabhangigen Potentials

nach Glg (2.3-1) zu nehmen ist:

- —o'wt
RC[¢(XI\/I.Z/6)]= Re [7’()(17/2).6 ]
(vgl. dazu auch Anhang 9.7, (A.7-1) - (A.7-3))

Die hier betrachtete linearisierte Randwertaufgabe wird

prinzipiell in zwei Teilprobleme aufgespalten, die uberla-
gert sind (/7/,/8/):

B(xy,2,6) = doix 5 t) + fgry.5t) o).

éb stellt dabei das Diffraktionsproblem dar,

¢D “/7: z/t) = f{o ()(,7,2, t) * f7[x,7//z/(~)
= [52()(,7, z) + %(xlylz)}-e".“’t (2.3-3),

16



d.h. das Problem des in der harmonischen Elementarwelle
festgehaltenen Koérpers mit #o dem Potential der ungestérten
Elementarwelle und #v dem Storpotential, das durch die Pra-

sens des Korpers entsteht.

é
Py = J; $io B; (y,2, ¢)
6 o "l.'wt (2.3-4)
= ; S/o yJ (X,)’,Z)’C

beschreibt das Abstrahlungsproblem, d.h. das Problem der er-
zwungenen Oszillation des Koérpers in urspriunglich glattem
Wasser mit q& (j=1,...,6), dem Potential, das durch die har-
monische Bewegung des Koérpers in Richtung j mit einer Ein-
heitsamplitude entsteht.

éjo ist die komplexe Amplitude der Geschwindigkeit des
Korpers in Richtung j. Gemdf den Definitionen der Abbildung
1 kennzeichnen die Indizes j=1,2,3 die translatorischen Be-
wegungskomponenten, j=4,5,6 die rotatorischen.

éjo (j=1,2,3) sind also translatorische Geschwindigkei-
ten, wahrend éjo (J=4,5,6) Winkelgeschwindigkeiten bezeich-
nen.

Fir das Stromungsfeld um einen schwimmenden Kérper he-

rum gilt also:

¢(XIYIz’t) = 7‘0()(/71216) M %7()(/7121 t)
&
'l" g‘ S.Jo ¢J' (X/ 7, Z/t)

= [ %%y, 2) t J"? (xy, z)
¢, —lwt
*Z 8 Y, (":7,1)}‘ ¢

J (2.3-5).

Die Bewegungen SJ des Korpers sind periodisch, daher

gilt

17



S:i = SJ-o'e (2.3-6),
- _ B 5 —iw’b [ —iwt 5.3=7
;= rw Jig e = §jo (< (2. ).
T - 2 ¢, omiwt _ e —lwt 2.3-8
§ = -~ w SJO = e ( )

mit éj der zeitabhangigen Bewegung und gj der Beschleuni-
gung.
Fir ein Element des Abstrahlungspotentials kann auch

. . .

SJD%'C “‘*S‘o?‘j'sibfi
geschrieben werden (, wobei vereinbahrungsgemaB nur der Re-
alteil des jeweiligen Produktes als zeitabhdngige Gréfe zu
nehmen ist).

Die Teilprobleme der Diffraktion und der Abstrahlung
konnen unabhdngig voneinander formuliert und geldst werden.
Bei dem mit Glg (2.3-5) formulierten Problem fir einen frei
schwimmenden Korper sind zunachst auch die Bewegungen des
Korpers als Antwort auf die Erregung durch die Welle Unbe-
kannte des Problems. Diese koénnen erst nach der Loésung der
oben beschriebenen Teilprobleme durch Formulierung und Lo-
sung einer Bewegungsgleichung ermittelt werden (vgl. 2.5).

Die Geschwindigkeitspotentiale ’% und damit auch die
zeitunabhangigen Anteile 3} , j=0,1,...,7 missen im gesamten
Flissigkeitsbereich der Laplace’schen Differentialgleichung
(Glg. (2.2-15))

\ = . . \ = 2.3-9
A¢J (x,y, zt)=0 ; 4 5‘3 (xy,2) =0 ( )
genigen und sowohl die linearisierte Randbedingung an der

Meeresoberflache (Glg. (2.2-18)) als auch die kinematische
Randbedingung am Meeresboden (Glg. (2.2-16)) erfullen:
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134, 40 '_wz dY;
-éi_éu.-r :0/ Tjj-f.__:'._—,o

Jt? z iz (2.3-10),
fur z=4; j=0,1,...,7
—3—9‘4 = 0 / _‘;_-‘YL = 0 (2.3-11).
z Z fir z=0; j=0,1,...,7
Die Potentiale ¢% , j=1,2,...,7 haben weiter die allgemeine

Sommerfeld’sche Abstrahlbedingung /34/ zu erfillen, die sich

durch den Grenzwert

L 7/ % - ) -
r::r:o ( L& ‘YJ =0 (2.3-12)

far j=1,2,...,7

mit der Wellenzahl ¥ ausdricken 1lagt (x =2MT/A ; X =

Wellenlange).
Fir den in der Welle festgehaltenen Kérper, d.h. vom

Potential %p = #o + %q , muB die kinematische Randbedin-
gung an der Korperoberflache erfillt werden; die Geschwin-
digkeitskomponente der Wasserteilchen normal zur Korperober-

flache muf verschwinden,

A [* A(¢o+¢7>l‘° / ‘W_Kz:f_vz - 0

In In

(2.3-13).

(Sp ist die in der Ruhelage des Korpers benetzte Oberflache

des Korpers.)
Beim Abstrahlungsproblem ¢J , J=1,...,6 ist die kine-
matische Randbedingung gemaf Glg (2.2-17) auf der ruhenden

Korperoberflache S, 2zu erfullen,

* 50 . . SO * -— t
350 ‘ ’Sjo 35{! - S’o ”j ‘e et (2.3-14),
dn In J
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)4, [* s S AR
-— hJ' L] c ,- __J_ - nJ' (2. 3_15) ,
dn dn
wobei die Funktionen n; fir das ortsfeste kartesische Ko-

ordinatensystem (X,y,2z) wie folgt definiert sind:

n, = Cos§ (H,X) (2.3-16),
Nn, = cos (n,y) (2.3-17),
hsy = Cos (n, z) (2.3-18),

7 cos (n,z) -2 cos(n,\/)z 7,-.3 -z n, (2.3-19),

3
<+
]

=z cos (N,x) = x cos(n,z) = Zn, —xn; (2.3-20),

3
)

X cos (n,y)—y cos(n,x) = x n, —7n4 (2.3-21).

Die n; sind durch die Gestalt der Koérperoberflache
und die Wahl des Koordinatensystems bestimmt, es sind die
n,, n; , n3 die Richtungskosinus der Normalen an der Koér-
peroberflache.

Fir das Profil und das Potential der ungestorten ebenen
harmonischen Elementarwelle mit Kreisfrequenz w , Wellenzahl
X , Wellenhdhe H und Wellenanlaufwinkel/u_ werden die fol-

genden Ansatze gemacht (Airy’sche Welle):
H XX oy Mo c'xy sin pm -lw t
;O(XIYIt}:: 7 i

(2.3-22),
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-t t

}50(7‘/7121“‘5) = Yo()‘,}’,z) (2

H CO.Sh[Y_Z) er:!x co_y«-#i!ys.‘n/n—c.’wt
2 x Sinh (xd)

=-—¢'w
(2.3-23).

DaB mit diesen Ansatzen die Oberflachenbedingung der
Glg (2.2-5) erfullt wird, ist leicht zu prifen. Die Forde-
rung nach Erfullung der 2zweiten Oberflachenbedingung (Glg
(2.2-7)) fuhrt auf die Dispersionsgleichung

2
L = x tanh (xcl) (2.3-24),

die den Zusammenhang zwischen der Wellenzahl x bzw. der
Wellenldange A und der Kreisfrequenz w beschreibt.

Damit wird vom Potential f; auch die linearisierte
Randbedingung an der Meeresoberflache (Glg (2.3-10)) er-
fullt. DaB #o auch die kinematische Randbedingung am Mee-
resboden (Glg (2.3-11)) erfillt, ist leicht zu sehen.
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2.4 Die lineare Randwertaufgabe einer Anordnung mehrerer

Korper

Das in 2.3 dargestellte Problem eines einzelnen Koérpers in
einer harmonischen Welle kann ohne Schwierigkeiten fur eine
Anordnung mehrerer Kérper (Abb.3) erweitert werden. Da sich
die Korper Q=1,..,N unabhidngig voneinander in den sechs
Freiheitsgraden bewegen koénnen, 1ist entsprechend das Ab-
strahlungsproblem zu erganzen /12/.

Es ist zweckmdBig, neben dem globalen Koordinatensystem
fir die einzelnen Kérper innerhalb der Anordnung lokale Ko-
ordinatensysteme 2zu definieren, deren Ursprung jeweils in
einem ausgezeichneten Punkt des Korpers in der Ruhelage
liegt (etwa in einer Symmetrieebene, bei schwimmenden Kor-
pern im Massenschwerpunkt oder im Schwerpunkt der Wasserli-
nienflache). Die Krafte und Bewegungen des Koérpers Q wer-
den dann bezlglich des lokalen Systems definiert.

Fur das Stromungsfeld um die Korper herum gilt
?‘(’Y/y/ Z/ t) = %0 ()‘/}', z,t) t %’] 0‘/7, Z/t)
N 6
T ZZ— SJ, ?{I‘Q (X,y,z, ¢) (2.4-1),

Q=g J=1

bzw. fur die komplexe Amplitude des Potentials

y()‘lylz) = %, (xv,2) 1 f’? (% v.2)

N _6
+ Z Z 3:)0& bj'Q (xy,2) (2.4-2).

Q=1 j=4
Das Diffraktionsproblem ); = )l; + Yq ist hierbei unter der
Berucksichtigung aller Korper Q=1,...,N zu 1ldsen. Es ist

die Randbedingung
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3% | A%t

dn Iin

(2.4-3)
fir Q=1,...,N

auf den benetzten Oberflachen SQ der einzelnen Koérper Q
zu erfullen. éft sind die Geschwindigkeitskomponenten des
Korpers Q in Richtung j bezlglich des lokalen Koordinaten-
systems. Die Definitionen fiur die njq der Glgn (2.3-16)
bis (2.3-21) gelten fur die Q 1lokalen Koordinatensysteme
mit Xq 1Yq r2q anstelle von x,y,2Z.

Beim Abstrahlungsproblem wird der einzelne Korper Q mit

einer Einheitsamplitude erregt

) e | 3@
S ue = nJ'a (2.4-4),
dn j=1,...,6
wihrend die anderen Kérper P (P$Q) ruhen
, S
J YJQ P - 0 (2.4-5).
ari Q¥P; j=1,..,6

Die Laplace’sche Gleichung (2.3-9) sowie die Randbedingungen
an den verbleibenden Grenzen des Flussigkeitsbereiches Glgn
(2.3-10) bis (2.3-~12) gelten weiterhin.

Die hier benutzte Lésungsmethode zur Ermittlung der Po-
tentiale ¢7, ¢Ja_(Q=1,..,N: j=1,..,6) wird in den Abschnit-
ten 3.1 und 3.2 aufgezeigt.

Sind die Potentiale bekannt, so kann der instationare
Druck p;,s¢t innerhalb der Flussigkeit aus der linearisier-

ten Bernoulli-Beziehung (vgl. Glg (2.1-3))

d

| — - 2.4-6
fm.st = [ TE ( )

gewonnen werden.,
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2.5 Belastungen und Bewegungen

Unter Berucksichtigung der Glgn (2.4-1) und (2.4-2) kann der
instationare Druck P/nst (Glg (2.4-6)) im gesamten Flussig-
keitsbereich um die Korper herum mit

J :
?in:‘[‘ = _ng = (.wf[.ﬁ{x,‘//Z}'fY,]()(,‘/,z)

N 6 .

+ 2 2 S:,‘o Y. (xyz)]-e”"wt (2-574)
Q=4 J\=4 Ja Il

beschrieben werden.

Es ist notwendig, die von der Flussigkeit auf die Kor-
per ausgeubten Krafte fur die einzelnen Teilprobleme ge-
trennt zu formulieren.

Aus der Loésung des Diffraktionsproblems durch die In-
tegration des entsprechenden Anteils des instationaren
Druckes Uber die benetzte Oberflache des Koérpers Q erhalt
man die infolge der Welle induzierte Erregungskraft in Rich-
tung j fir den Korper Q (im lokalen Koordinatensystem)

' ~dwt
S (t) = -mf{/ $ ng dS-e

= -awf{/ (+% ) njg 45 e F
Q

(2.5-2)
Q=1,..,N; j=1,..,6
(alle Korper festgehalten in der Welle).

Wird der einzeln Koérper Q innerhalb der Anordnung mit
der Amplitude éfL erregt, wahrend die anderen Korper als
festgehalten betrachtet werden, so ergeben sich als Folge
dieser Erregung die auf den Koérper P in Richtung 1 ausgelb-
ten Reaktionskrafte bezlglich des lokalen Koordinatensystems
P nach der Integration uber die entsprechende Koérperober-

flache zu (/12/)
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PG -I‘wt
F {' = - ‘[/ J * .5- .
Rej ( ) lwf Y e (2.5-3)
P,Q=1,..,N; j,1=1,..,6

Glg (2.5-3) gilt auch fur Q=P; j=1

Die hier benutzten Bezeichnungen fur die Kdérper P und Q
und die Bewegungsrichtungen 1 und j sind natuirlich aus-
tauschbar. Im Abschnitt 3.2 wird dann noch fur den in Rich-
tung j bewegten Korper die Bezeichnung T eingefuhrt. Die
Auswirkungen dieser Bewegung werden dann auf den Koérpern P
und Q betrachtet.

Fihrt man fur das Oberflachenintegral in Glg (2.5-3)

die Definition

_ . Pa ¢ | PQ
- r/f Yia Nep dS = Qi+ o ch. (2.5-4)

ein, d.h. deflnlert man die reellen GroBen aPa - hydrodyna-

mische Masse - und bPQ - Koeffizient der Potentlaldampfung -

ag = - ¢ Re[f/ La Pep d5] (2.5-5),

J

b;.a - we I [ﬂ ff Nep JS] (2.5-6)

und beriicksichtigt man, daB die Glgn (2.3-6) bis (2.3-8) fur
dem Korper Q analog gelten, so kann die hydrodynamische Re-
aktionskraft der Glg (2.5-3) in der Form

i

F PR a8 @ PR ¢@ (2.5-7)

Rej ~ g i e
geschrieben werden.
Zur Ermittlung des Bewegungsverhaltens der frei schwim-
menden Korper als Antwort auf die Erregung durch die harmo-
nische Elementarwelle ist ein System von Schwingungsglei-

chungen - das System der Bewegungsgleichungen - aufzustellen
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und zu lodsen.
Fur eine Anordnung mehrerer starrer Koérper lautet das

System der Bewegungsgleichungen in allgemeiner Form

6 P o N 6 QA PQ-Q
> me.s.P-y-ZZ{af.s.‘”-rbe.s.)
S J J Q=1 4o J J J

(2.5-8),

¢
P P P
T Z % S; = Fwe (t)
J=
P=1,..,N; 1=1,..,6

mit mzj den Massenkoeffizienten und cz: den hydrostati-

schen Ruckstellkoeffizienten.

Es ist m® = n® = m3'°3 =m® die Masse des Kérpers P. Die

M- T
Kopplungsglieder m:,"z , mz’; ’ m; sowie m:; ’ mzps. ’ m;‘
entfallen. n\;z ’ m;;., m?‘ sind die Massentragheitsmomente
beziglich der x-, y-, bzw. der z-Achse des lokalen Systems.
Im allgemeinen Fall verbleiben also die Kopplungsglieder
WA;’ m/Z' mzz, mz:' nb; nb;, m,i,
senmatrix. ( mg = mf})

Es ist zu beachten, daB mit den Potentialen ‘f und da-
mit definitionsgemaB mit dem instationaren Druck ©p inst
(Glg (2.5-1)) der Druckanteil -¢9 (2-d) (Glg (2.1-3)) nicht
erfaBt ist. In der Ruhelage befindet sich jeder einzelne

Korper unter der Wirkung von Gewicht und Auftrieb in einer

P P
m,, und M. in der Mas-

stabilen Gleichgewichtslage.

Die Ruckstellkoeffizienten czzi (3,1=3,4,5) werden aus
einer statischen Betrachtung der Wirkung des Auftriebs bzw.
der Auftriebsverteilung und der Gewichtskraft bzw. den Mo-
menten infolge der Gewichtskraft bei einer Einheitsauslen-
kung s;? (j=3,4,5) des Korpers aus der Gleichgewichtslage

J
gewonnen /33/. So ist c;; die linearisierte Anderung der

Auftriebskraft infolge einer Tauchung s;
P 4P
33 5573 "wme (2.5-9),
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mit AWL der Wasserlinienflache des Kérpers.
Fir das ruckstellende Moment infolge einer Drehung s *
des Korprs gilt:
P I P P_v P_m
= + Viz, —gm =z -
Cyy = 3 twix TEPV Zp —gm Zp 2520,

mit IwL xx dem Tragheitsmoment der Wasserlinienflache bezlg-
lich des gewahlten lokalen Koordinatensystems, vP dem ver-
drangten Wasservolumen, z; Verdrangungsschwerpunkt und
z'-;' Massenschwerpunkt der Hohe nach.

Bei einer allgemeinen Lage des Korpers treten noch Kop-

plungsglieder auf. Es gilt
P

€3 = 8§73 JZ )P dxs "/)’P (2.5-11),
S -

Die Integrale sind uber dle jeweilige Wasserlinienflache be-
ziglich des lokalen Systems auszufuhren. Fur die Drehung s;
gilt analoges.

Im allgemeinen Fall sind alle Glieder a;a', k)Z? des
Systems besetzt. Aus Symmetriegrinden entfallt bei den mei-
sten Anordnungen jedoch eine gréBere Anzahl der Koeffizien-
ten; damit kann sich Glg (2.5-8) erheblich vereinfachen.

Die hier ausgefuhrten Betrachtungen wurden beziglich
der N lokalen ortsfesten Koordinatensysteme durchgefihrt
(Q,P=1,..,N). Es ist ebenso moglich die Bewegungen und Kraf-
te auf ein einziges globales System zu beziehen. Die Krafte
und Bewegungen sollten dann aber noch bezuglich der 1lokalen
Systeme transformiert werden /12/, da erst die so umgerech-
neten Gréfen anschaulich, leichter zu beurteilen und zu ver-

gleichen sind.

27



28



3. Losung _der linearen Randwertaufgabe

3.1 Das Makroelemente-Verfahren fur rotationssymmetrische

Korper mit vertikaler Achse

Das Makroelemente-Verfahren fur den einzelnen rotationssym-
metrischen Koérper ist ausfuhrlich in /8/,/20/ und /11/ dar-
gelegt. An dieser Stelle werden daher nur die Grundziuge des
Verfahrens angegeben, die zum Verstandnis der in Abschnitt
3.2 ausgefuihrten Erweiterung dieses Verfahrens auf eine An-
ordnung mehrerer Koérper notwendig sind.

Die Meridianlinie des einzelnen Rotationskérpers kann
mit einer Treppenkurve angenadhert werden; das Stromungsfeld
um den Koérper herum wird entsprechend den Stufen der Trep-
penkurve in koaxiale Ringelemente konstanter vertikaler Er-
streckung aufgeteilt (Abb.4). Das Koordinatensystem (r,v,z)
wird zweckmdBigerweise in die Achse des Rotationskorpers ge-
legt.

Es lassen sich drei Typen von Makroelementen definie-
ren. Das Element des Typs I (infinites Makroelement) er-
streckt sich von der &auBeren vertikalen Berandung des Kor-
pers (r=a) bis ins Unendliche. Die horizontalen Grenzflachen
werden durch den Meeresboden und die freie Meeresoberflache
gebildet. Die Elemente des Typs II reichen von der horizon-
talen Korperoberflache bis zur Meeresoberflache, wahrend die
Elemente des Typs III durch Meeresboden und untere Koérper-
oberflache begrenzt werden. Die vertikalen Grenzfldchen der
Elemente des Typs II und III werden durch Zylindermantelfla-
chen gebildet, die jeweils mit einer Stufe in der ideali-
sierten Korperkontur verbunden sind (Abb. 4).

Im folgenden wird gezeigt, wie prinzipiell mit Hilfe
von Fourierreihenansatzen in Verbindung mit partikuldren Loé-
sungen der Laplace’schen Differentialgleichung die Geschwin-
digkeitspotentiale in den verschiedenartigen Ringelementen
um den Kérper herum beschrieben werden kénnen.

Die Formulierung der Ansatze fur die Geschwindigkeits-

potentiale in den einzelnen Elementen wird so gewahlt, daB
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alle geforderten Randbedingungen an den horizontalen Randern
der Elemente (Meeresboden, Teil der horizontalen Kérperober-
flache, freie Meeresoberflache) durch den jeweiligen Ansatz
erfullt werden. Dabei werden die partikularen Anteile im An-
satz benotigt, um bei den Abstrahlungsproblemen die inhomo-
genen Randbedingungen auf den horizontalen Teilen der Kor-
peroberflidche zu erfullen.

Aus der Forderung nach Stetigkeit des Potentials und
seiner Ableitung in radialer Richtung an den vertikalen Ran-
dern benachbarter Elemente ergeben sich nach Anwendung des
Galerkin-vVerfahrens /3/ Beziehungen zwischen den unbekannten
Fourierkoeffizienten der benachbarten Elemente, die zu einem
linearen Gleichungssystem mit den Fourierkoeffizienten aller
Elemente als Unbekannten fihren.

Die Kontinuitdatsgleichung in Form der Laplace’schen
Differentialgleichung (Glg.(2.3-9)) 1lautet bekanntlich fur

den zeitunabhangigen Anteil des Potentials in Zylinderkoor-

dinaten
_ Y L ady 4y Vo
A Y = e + - t)—Y- +Y"WZ + Y22 =0 (3.1-1).

Mit dem Produktansatz fur ein Element der Lésung
¥ = R (~)- @[4’) Z(z} (3.1-2)

erreicht man die Trennung der Variablen. Man erhalt so die

drei linearen gewohnlichen Differentialgleichungen (/23/)

d%6

2
7‘71 + A @ =0 (3.1-3),
2
-{,—;Z—z + B’z =0 (3.1-4),
2 1 dR _ (a2, A® _
mria T (Frnlr-o e

Die Lésung der Randwertaufgabe des jeweiligen Teilpro-
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blems wird dann zusammengesetzt aus den Summen der Ldsungs-
elemente.

Im Gegensatz zu /8/ wurde in Glg. (3.1-4) + B% 2 ver-
einbart; man gelangt so mit Glg. (3.1-5) 2zu der Differenti-
algleichung der modifizierten Besselfunktionen. Da B sowohl
reelle als auch imaginare Werte annehmen kann, beeinflust
die Definition des Vorzeichens die Lésung nicht.

Aus der Forderung nach Stetigkeit des Potentials in Um-
fangsrichtung (@ (4) = @ (v + 27)) folgt A=m, m: ganz-
zahlig, - oo €< m < + ee ., Damit sind die

O (¥) = em”" (3.1-6)
m

Lésungen der Glg (3.1-3) und bilden ein Orthogonalsystem
iiber 2" . An dieser Stelle werden in Hinblick auf den Ab-
schnitt 3.2 nicht, wie sonst ldblich, die reellen Funktionen
cos v , sin g eingefuhrt, da die Erweiterung des Problems
auf eine Anordnung mehrerer Korper bei der Beibehaltung der
komplexen Schreibweise fur ® sehr viel einfacher wird als
bei Benutzung der reellen.
Allgemeine Lésung der Glg (3.1-4) ist

Z(z) = eLBZ (3.1-7),

wobei B im allgemeinen Fall auch eine komplexe Zahl sein
kann. Es folgt dann fur R(r) die Lésung

R(x) = C., I, (8r) + Drm km(B*) (3.1-8)

als Linearkombination der modifizierten Besselfunktionen 1.

bzw. 2. Art, I, (), K,0 (/1/,/18/).

Betrachtet wird zunachst das Diffraktionsproblem
=Y + J% .

Das Potential der ungestdrten harmonischen Elementar-
welle ist bekannt (Glg (2.3-23)). Mit dem im Anhang 9.4 ge-
gebenen Entwicklungssatz l1agt sich 3; in Zylinderkoordinaten

Y

D
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formulieren

—-(wt - oD -
5‘:, (’(r 4”,2) e = -l cosh(x2) 7 ¢ :}m (X‘r)

2 x $inh ()u.{)m . e
- e “"f-iwr"‘”t] (3.1-9) .

Jn1( ) sind dabei die Besselfunktionen der Ordnung m.

Da die Winkelabhangigkeit der Glg (3.1-6) im gesamten
Stréomungsfeld um den Rotationskorper herum gilt, kann der
Ansatz fir das Potential des Diffraktionsproblems formal

‘

—o‘u.)t ' H +.°' m "m J
pet = —“"_z_[,..%..f T (n?) € Je (3.1-10)

geschrieben werden. Man erkennt aus der Form der Glg (3.1-
10), daB das Problem fur die Eigenwerte m entkoppelbar
ist.
Fir den einzelnen Korper ist es natdrlich sinnvoll, die
Symmetrie in Bezug auf die Wellenlaufrichtung /4 zu nutzen.
Fir das Diffraktionsproblem kann dann

—lwt . -2 “Jut
y, e tw - _ fiz, Nz 2 _ tw
: ceo 2 é_ofm t ’)‘Dm(r,z)cm(m} Va3
(3.1-11)
geschrieben werden (§£,, = Neumann-Symbol; & = 1; £, =2 fur

m31 ).

Bei den Abstrahlungsproblemen j=1,3,5 reduzieren sich
die Ansatze der Art der Glgn (3.1-10), (3.1-11) wegen der
Rotationssymmetrie des Korpers und der auf der Kérperober-
flache zu erfullenden Randbedingungen der Glg (2.3-15) auf

]

—irwt : N _
e = ) F (e s e

[= % (52 csd e ]
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_{.A)t' - o
503 e = '7'30 (r,z) e ¥ (3.1-13),

-dwt , , —1'
fs_ e ?054 (,72)2/1 [en)'_re—n") e wt

[= /yﬁ (v;2) cos + C—t'wf] (3.1-14).

Die Randbedingungen der Glgn (2.3-13) und (2.3-15) auf
der benetzten Oberflache des Korpers sind wegen der benutz-
ten Idealisierung auf Flachen r=konst. bzw. z=konst. zu er-
fidllen.

Diese Randbedingungen werden fur die Funktionen 73(r,z)
am Beispiel des Elementes 1 (Abb.4) wie folgt definiert:

9.
_am = Y.
é\’ d (3.1-15),
fur r=a, ; dcs z £ dc_4
é’y‘jm - W. (3.1-16).
— 0 = "3 fur z=d, ; a,¢r < a
JZ ¢ (A et4
Fir die Funktionen Uj und W; gilt dann:
- beim Diffraktionsproblem j=D
_()_(_YL'I‘ = U, =0
Yr D (3.1-17),
fur r=ac H dcg z € de—1
}'Ypm = W. = 0 (3.1-18)
) Z D fur z=<:1C ia,sr < acM
- und bei den Abstrahlungsproblemen j=1,3,5
jiﬁﬁﬁl = U =1 . J,x30 = (13 = 0
1
dr / Ir (3.1-19),
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d s _ Us

Ye (3.1-20),

I
N

|

¥ 330

Mo _ - . - - (3.1-21),

3z z

3"’51 = We = =y (3.1-22).
o g — . _ .

Y=z fur z--dc ; acg r € L

Die Glattwasserprobleme j=2,4 erhalt man einfach mit
der Drehung des Koordinatensystems um /2. Das Glattwasser-
problem j=6 (Drehung um die Hochachse) existiert fUr einen
rotationssymmetrischen Koérper nicht.

Die Wahl der Funktionen Z(z) (Glg. (3.1-7)) fur die un-
terschiedlichen Elementtypen und damit auch die der Funktio-
nen R(r) in den Ansatzen fur ‘¥ (r,z) werden durch die zu er-
fullenden homogenen Randbedingungen an den horizontalen

Grenzen der verschiedenen Elemente bestimmt.

Element des Typs I (infinites Element)

Fir die Funktionen A (r,z) des Diffraktionsproblems (Glg
(3.1-10)) im &auBeren infiniten Element I wird der folgende
Ansatz gemacht:

4 I _ _ Jm[x‘\) L&'h&z‘)_ 7
7 Yo (v2) = /Jm(xr) Hrn (xa) P (1 )xol.smh(!d)

+ 5 FT _Hnlxn) Z.(z)

3.1-23).
= Dmux k o(,CL) ( )

Der erste Teil des Ansatzes ist so formuliert, daB das
Potential der ungestérten Welle ¥, - verbunden mit den Bes-
selfunktionen th(:cr), Glg (3.1-9) - auf dem Rand r=a gera-
de aufgehoben wird.

Die HM( ) sind die Hankelfunktionen erster Art der Ord-
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nung m.

Mit den Funktionen Hngr), K, (xr) ist das Stoérpotenti-
al 3% erfaBt; nur diese Funktionen gewahrleisten die Erful-
lung der allgemeinen Sommerfeld’schen Abstrahlbedingung
(Glg.(2.3-12)) beim Stérpotential ¥,.

?&iﬂﬂ_sind dabei die unbekannten Fourierkoeffizienten.

An den horizontalen Grenzen des Elementes (Meeresober-
flache, Meeresboden) sind die Randbedingungen der Glgn
(2.3-10) und (2.3-11) zu erfullen, d.h.

< J Z

J dz (3.1-24),
fur z = d
Z
—2—— = 0 (3.1-25).
= fur z = 0

Die Funktionen “AVZ
- (3.1-26)
L, (z) = Nu = cos (xZ)

erfillen die geforderten Randbedingungen und bilden ein Or-
thogonalsystem iber ihren Geltungsbereich (0 € z < 4), wo-
bei & (B= «, Glg (3.1-4)) die Wurzeln der transzendenten

Gleichung >
w —
< tan (xd) + T = 0 (3.1-27)
sind. Glg (3.1-27) hat zwei imagindre ( &, = * ix) und un-

endlich viele reelle Lésungen. Hier sind die Losungen o, =
-i % und « >0 fir reelle o 2zu berucksichtigen, entspre-
chend ist in Glg (3.1-23) die Summe uber o& 2zu bilden. Die
m( ) bzw.

zwischen den Funktionen J,( ) und I _( ) sind im Anhang 9.1

Zusammenhange zwischen den Funktionen Hm( ) und K

gegeben.
N, 1ist die NormierungsgréBe:
A Sin (2=d
VN, = — [’/ + ( ) (3.1-28),
b 2 2Zxo
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Es gilt dann

d
_f Z_. (2) Zd-x (Z) fé{i = Jde(k (3.1-29)

=0

mit {xa* dem Kronecker-Symbol.
Auch fur &, = -i % ist die Funktion 2,(2) reell, es

gilt
(z.) cosh (xz) (3.1-30)

mit

(3.1-31).

In diesem Fall geht die Glg (3.1-27) in die Dispersionsglei-
chung (2.3-24) uber.

Die Funktionen % (r,z) der Glgn (3.1-12) bis (3.1-14)
fur die Abstrahlungsprobleme j=1,3,5 lauten

4 I Km(xr)
—_ . = é Z (Z) (3.1-32)

§ Jm ko (xa)

(m=0 fur j=3; m=1 fur j=1,5) mit der Normierungsgréfe

SJ' = d far j = 1,3 (3.1-33),
2
cSJ‘ = d fir j = 5 (3.1-34).

Element des Typs II

Die Elemente 1 des Typs II liegen Uber dem Koérper und haben
wie das infinite Element eine freie Oberfléache.
Der allgemeine Ansatz fur die Funktionen Qj(r,z) lautet
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»*
+ Z [Ro, ) B+ RE ) Bl 2,00
(4 (3.1-35);
j =D0,1,3,5
dabei sind die Funktionen 9; partikulare Anteile zur Erful-

lung der inhomogenen Randbedingungen auf der horizontalen
Korperoberflache nach Glgn (3.1-21) und (3.1-22); es gilt

4

(¢)
ga ) = Z -4 1 4,

35_[:) (r,z) - - ,d_‘:_ [{z—c[) -r.z."?_:_] (3.1-37) .

DaB diese Funktionen auch die Randbedingung an der Meeres-
oberflache nach Glg (2.3-10) erfullen, ist leicht nachzupru-

fen.
Es wird noch vereinbart
315::» (v,z) = j,,(:) (Y,Z) = 0 (3.1-38).
Die Funktionen
Ry Sl gy ()
e B K., (24 9) /M Im(xcam)(3.1—39)

werden mit den modifizierten Besselfunktionen 1. und 2. Art
gebildet. In /11/ werden Linearkombinationen aus den oben
definierten Funktionen R, o (¥) und Rt‘CUﬂ angesetzt, so daB
auf den vertikalen Randern des Elementes 1 (r = a, ;
r=ag,., ) Jjeweils ein Anteil des Potentials zu Null wird,
was aber nicht zwingend ist und keine nennenswerten Vorteile
bringt. Bei einem getauchten Koérper existiert ein Element

1=1 mit der Rotationsache r=0 des Koérpers im Zentrum. Fur so
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ein Element entfallen die Funktionen Rm (r) im obigen Ansatz
(Glg (3.1-35)), da die K,() fur r— 0 unbeschrankt werden.
Die Funktionen Z*c(z) sind analog zu den Zy(2) des aus-

seren Elementes I zu bilden

Z"‘c (z) = N;:lz cos (°‘c (z -d, )) (3.1-40).

Sie sind orthonormale Funktionen uber de £ z £ d, mit
N < [ 1 + Sen (2 e (‘/-Je))] (3.1-41)
% ~ 2 ' '

2 «, (d-d,)

wobei < die Wurzeln der transzendenten Gleichung

2
L 4+ x, tan (xe(cf"ﬁé)) =0 (3.1-42)
sind, mit e, = —1U,, der ersten imagindren Wurzel.

Elemente des Typs III

Die Elemente p des Typs III liegen unter dem Kérper (Abb.4).
Der allgemeine Ansatz fur die Funktionen Nﬁ(r,z) lautet

(formal ahnlich zu dem des Typs II)

(p) (p)
T ¥z = gim (n2)
J
i * ¥ ne 2
+ ZZ-O/Rmn,fr) 33"""? * R "P(Y) j:l"”""'r]]é”f’ms/ he )
P (3.1-43)

Die Funktionen 9; erfillen die inhomogenen Randbedingungen
auf der horizontalen Koérperoberflache z=h, (Element p) ana-
log 2z2u den Glgn (3.1-21), (3.1-22) und die Randbedingung am
Meeresboden (2.3-11). Es gilt

z%— (1) r?
2 hf o

(3.1-44),

(p)
93: (v,z2) =
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) g,y o r L27 - CA]
Jse N - 2 h, d* (3.1-45) .

Es wird noch vereinbart:

r)
Jom (vi2 34" (' z) = (3.1-46) .

Die Funktionen R(r) sind

k {"pn"') ’ R* (r) = Im(_n.‘.’;?.:.

mnp a
_[m (L’z__ez} (3.1-47)
hp

R ) =
P np ap
K. - )

far nP; 1 und

/ml
R, (v) = &n ({;), R, = [—':&) (Im] > 1

Imf
R:-.o(") = (-CT:,) (Im} = 0,1,2,...)  (3.1-48)

far nP = 0 . Die Glgn (3.1-48) koénnen als Sonderfalle der
Glgn (3.1-47) aufgefaft werden, die man beim Grenzubergang
np, -+ 0 erhalt (vgl. Anhang 9.3); sie sind die Lésungen der
Differentialgleichung (3.1-5) fur B=0.

Bei einem frei schwimmenden Kérper existiert ein Ele-
ment p=1 um die Rotationsachse des Koérpers. Bei diesem
Element verschwinden (wie bei einem solchen des Typs II) die
Summenglieder, die mit den Funktionen anh(r) im Ansatz der
Glg (3.1-43) verbunden sind.

Die Funktionen cos (:E%EEJ mit ng 0,1,2,... erfullen

die homogenen Randbedingungen

AZZ?(Z) =0 far z = 0 (3.1-49)

I3z undz=h'a?£r$a1>+4
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an den horizontalen Elementgrenzen; die Orthogonalitatsbe-
ziehungen lauten:

h
P *
[£ cos {_."E__ﬁ.:f e COS (hp rz dz’ — J’ .
Pp he hp hp n, n¥ (3.1-50).
2=0

P

Rand- und Ubergangsbedingungen an den horizontalen Element-
drenzen

Im folgenden wird am Beispiel der benachbarten Elemente
1-1 und 1 des Typs II gezeigt, wie die Beziehungen zwischen
den Fourierkoeffizienten benachbarter Elemente abgeleitet
werden.

Aus der Forderung nach Stetigkeit des Potentials und
seiner Ableitung in radialer Richtung im Strdomungsfeld an
einem Ubergang vom Element 1-1 zum Element 1 und mit den
Randbedingungen der Glg (3.1-15) folgt:

(€-1) (e)
4 ‘Y N :z' ﬁﬁjnﬂ

é; 47 § (3.1-51),
[e) r=a,, de_1$z £4d
(¢) -4
AJ' ir JJ' dr
ce) r=a, , d@452 ¢t d
a )‘Ysrn - @ U
—_ — = T s (3.1-52)
SJ dv J r=a, , d,5z £dg_,

Das Element 1 ist in diesem Fall das Element mit der groBe-
ren vertikalen Erstreckung (d~-de » d-d,_, ). Das a in Glg
(3.1-52) ist lediglich Normierungsgroéfe.

Aus der Anwendung des Galerkin-Verfahrens (/3/) auf Glg

(3.1-51) mit 2z 4(z) als Gewichtsfunktion, d.h. aus

Ce.
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r=, J hac

4 (l 4) . c/1: __:/(Fjr' d=z
] Zc-, (d-d, ) §; ZL (d-d,_,)

'4.’--4¢ &=
(3.1-53)

-4 ¢-q
erhalt man unter Beriucksichtigung der Glg (3.1-35) fudr die
Elemente 1 und (1-1)

* »*
S“ o 1 {Rm‘e-fqe) ?J:""“eq T R"‘"e[—?‘) }}m“cw}

{RM{%)F + Ro.(o0) ¥, %}

“(.4 e Jmee
. ¢
t aJ""“e-,, (3.1-54).
Dabei sind nach Glg (3.1-39)
K, («,_ a.) ¥
Rm«((QC) = m—— / R« (a‘) =1
- K (e, ¢ €1 (3.1-55),
L (e Qc)
Rmu (a,)= 1 / Rmoce(o't) (3.1-56) .
¢ L. (% ay,,)
Es sind die Integrale
{ d
L v o = [ZuZ = (3.1-57),
%e-a "¢ Xe-a Xe (d - d(—« )
und Z=de-
Q (0 g[S =
J""“"’I 3‘"" ‘Im . «;—4 (J—JC—*')
e-4 (3.1-58).

Die Anwendung des Galerkin Verfahrens auf die Glgn (3.1-52)
mit Z“: (z) als Gewichtsfunktion (de £ 2 £ 4d) liefert die
zweite Beziehung auf dem Rand r = a, zwischen den Fourier-
koeffizienten
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) xl
S“c“:‘ {o. Rm.“(q,_) ﬁ'mdc + a RM‘C(Q,_) E.r:“c f

= d-deey 5 L o { QR,',,,%{:!J fimu,_ +a RY )T f

- d -de “c-., - €-1 J e,
'f' PJ"'" oL: (3.1-59)
mit ) R e
l (v) ]| 5%
R (dc) = ™ (3.1-60)
und J é g {C—') Y’QC q’z
- ™ /.,
Pimut °;/d ryounll L G oy
= %
d (¢)] r=a
33 ¢ olz
- QA Jm . Z (Z
i, 0T S Py
de-4 r=Q,
-2 u. z
5 / il Z-,<: (2) (d-d, ) (3.1-61) .

Zu beachten sind die unterschiedlichen Integrations-
grenzen fur die Integrale in Glg (3.1-61).

Die Rand- und Ubergangsbedingungen an den Grenzen der
unter dem Koérper liegenden Elemente p , sowie die Ubergangs-
bedingungen zum infiniten Element kénnen in Analogie zu den
obigen Ausfihrungen formuliert werden.

An dieser Stelle werden nur noch die Beziehungen ange-
geben, die sich aus der Ableitung des Potentials am Rand
r = a des infiniten Elementes ergeben. Es ist dies die ein-
zige Gleichung, die Beziehungen zwischen den Fourierkoceffi-
zienten dreier Elemente angibt. 1=LL und p=P sind die
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Elemente des Typs II und III
anschlieBen. Es folgt:

, die an das infinite Element I

r
im«

d"J l ¥/ ¥*
T Td - g,, Lx*oc..,[q’(”"‘a(&) ij-m%-qu,,,,,fn) meuf

Soco(“ a Rmx (Q)

* .hf ? Ld*np/a Rf’"nP(l) f‘mn +&RM"P(°L) pf
p

+ PJ’""* " (3.1-62)

mit den Funktionen R’ (a) nach Glg (3.1-60)
schiedlichen Elementtypen,

h
P
- . nP%"Z C{Z
L«*nP —/Z<-t[2) En,, COS( A / - (3.1-63)
P

fur die unter-

und
J (:3 e dz
B. ‘J/ J 'Z“*(Z) 7
2=
P (P)
-,«-Q[_A_L_M_/ - Z,e (2) —Z%—-
Z= Ir
d (1) | r=a o
-+ Qf_a_ﬁ_'_‘"_ . Zx* (z) _;l_z_
Z=0 3*
Jb r=a
o
s |zt F
J::h (3.1-64),
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wobei

(I) Jm (!Q) h (X ) .
= [, (kr) - (r)f—SB02X2), | =l
Jom [ ) A () b )f’“’s""'» (xd)

(3.1-65)
als partikularer Anteil der Glg (3.1-23) beim Diffraktions-

problem aufgefaBft werden kann. Andere partikulare Anteile,
etwa fir die Abstrahlungsprobleme, (Glg (3.1-32)), existie-
ren im auBeren Feld nicht.

Die kompletten Randbedingungen an den Randern aller
Elemente sowie auch die Werte der Integrale uber die verti-
kalen Rander, die alle analytisch zu lésen sind, werden in
/11/ angegeben.

Die Formulierung der Randbedingungen an den vertikalen
Grenzen aller Elemente nach den Glgn (3.1-54), (3.1-59) und
(3.1-62) fuhrt zu einem linearen Gleichungssystem mit den
Fourierkoeffizienten aller Elemente als Unbekannten.

Die unbekannten Fourierkoeffizienten der Elemente des
Typs II konnen beginnend beim innersten Element rekursiv aus
dem Gleichungssystem eliminiert werden. Ebenso verfidhrt man
mit den Fourierkoeffizienten der Elemente des Typs III. Auf
diese Weise gelangt man z2u m Gleichssystemen mit den unbe-
kannten Fourierkoeffizienten des infiniten Elementes, dessen
rechte Seiten aus den inhomogenen Randbedingungen auf der

Korperoberflache resultieren:

Lererad{5iuf (Fr]

Die Matrix C,, ist unabhangig davon, ob es sich bei der
Problemstellung j um das Diffraktions- oder um ein Abstrah-
lungsproblem handelt. Sie ist weiter fur m = -m identisch
wegen der Ansatze R(r) in den Funktionen % (Glgn (3.1-23),
(3.1-35) und (3.1-43)). Bei den Abstrahlungsproblemen werden
fir den einzelnen Korper allerdings nur die Falle m=0,1
benétigt. Beim Diffraktionsproblem geht wegen der Formulie-
rung der Glg (3.1-65)
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(r 9';2:) = 0 fur r = a )

als einzige inhomogene Randbedingung nach Glg (3.1-64)
d | (1) [r=a
dz

J
PDmo(*= Q/ —AE—T Z .+ (2) e

Z=o (3.1-67)

mit Glg (3.1-62) in das gesamte Gleichungssystem ein. Die
Ppmoc® bilden dann die rechten Seiten der Gleichungssysteme
(3.1-66), da bei der Elimination der Fourierkoeffizienten
der inneren Felder beim Diffraktionsproblem keine weiteren
inhomogenen Randbedingungen zu beriicksichtigen waren.

Nach Lésung der m Gleichungssysteme (3.1-66) ist das
Potential im infiniten Element bekannt. Die unbekannten Fou-
rierkoeffizienten der inneren Felder erhdlt man dann aus den
Beziehungen der Glgn (3.1-54) und (3.1-59), die 2zuvor be-
nutzt wurden, um diese Koeffizienten aus dem gesamten System
zu eliminieren. Damit sind die Potentiale im gesamten Flus-

sigkeitsbereich bekannt.
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3.2 Die Erweiterung des Makroelemente-Verfahrens auf mehre-
re rotationssymmetrische Kérper nach der Methode der

"vielfachstreuung"

Zur Erweiterung des im vorigen Abschnitt dargelegten Makro-
elemente-Verfahrens auf mehrere rotationssymmetrische Kérper
mit vertikaler Achse wurde die Methode der Vielfachstreuung
(multiple scattering) nach Twersky /27/,/10/ benutzt. Twers-
ky hat diese Methode urspringlich fir ebene akustische oder
elektromagnetische Wellen aufgestellt, die an einer paralle-
len Anordnung zylindrischer Korper gebeugt bzw. reflektiert
werden. Dabei werden auch alle Wellensysteme mitbericksich-
tigt, die durch Reflektion 2zwischen den einzelnen Kodérpern
entstehen. Die Ebene der erregenden Wellen und die des ge-
samten resultierenden Stérwellensystems steht senkrecht zu
den Zylinderachsen der Koérper.

Innerhalb der Anordnung wird zundchst ein einzelner
Korper unter der Wirkung der erregenden Welle betrachtet.
Vvon dem Kérper geht als Antwort auf diese Erregung ein Stoér-
wellensystem "0. Ordnung" aus. Die erregende Welle erfullt
zusammen mit diesem Storwellensystem die geforderten Randbe-
dingungen auf der Korperoberflache.

Ebenso gehen von den uUbrigen Korpern als Antwort auf
die erregende Welle Storwellensysteme "0. Ordnung" aus. Die
von den uUbrigen Korpern ausgehenden Stérwellensysteme "0.
Ordnung" treffen dann auf den gerade betrachteten einzelnen
Koérper auf und koénnen hier zu einem einfallenden Wellensy-
stem "1. Ordnung" zusammengefaBt werden. Als Antwort auf
diese Erregung "1l. Ordnung" geht wiederum ein Storwellensy-
stem "1. Ordnung" vom Korper aus, das man aus der Erfullung
der geforderten Randbedingungen auf der Korperoberflache er-
halt.

Rekursiv kénnen so die einfallenden und abstrahlenden
Wellensysteme der Ordnung u+l der Vielfachstreuung aus den
Systemen der Ordnung u gewonnen werden. Die Wellensysteme
klingen mit wachsender Ordnung u ab, so daB die Rekursion
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nach einer bestimmten Anzahl von Schritten abgebrochen wer-
den kann.

Die Losung der Randwertaufgabe kann dann als Summe iiber
die Ordnung u der auf den einzelnen Kérper einfallenden und
der von diesem Korper ausgehenden Wellensysteme dargestellt
werden. Fur die gesamte Anordnung der Koérper kann die Lésung
auch mit der erregenden Welle und der Summe uber alle ab-
strahlenden Wellensysteme aller Korper beschrieben werden.

Die Wellensysteme der Diffraktion und der Abstrahlung
im &duBeren infiniten Element des einzelnen rotationssymme-
trischen Kérpers sind mit den Potentialen ¥ der Glgn (3.1-
10) bis (3.1-14) in Verbindung mit den Glgn (3.1-23) und
(3.1-32) fair die Funktionen % gegeben.

Wegen der Orthogonalitdat der Funktion Zy (2) (0€z<£4qd)
in den Ansatzen fir die Potentiale im &uBeren infiniten Ele-
ment lassen sich bei den hier betrachteten Randwertaufgaben
die Wellensysteme entkoppeln. Man hat also im &uBeren Ele-
ment eine Summe von Wellensystemen mit den verschiedenen o
in der (x,y) bzw. (r,+ ) Ebene vorliegen, die uberlagert
sind (e sind die Wurzeln der Glg (3.1-27).).

Betrachtet wird nun eine Anordnung von N rotations-
symmetrischen Korpern mit vertikaler Achse (Abb.5) unter der
Wirkung einer harmonischen Elementarwelle. Neben einem glo-
balen Koordinatensystem (x,y,z) werden N 1lokale Koordina-
tensysteme mit den Urspringen am Meeresboden (xa Yq
Zg = z) (Q=1,..,N) vereinbart (Abb.6); die z-~Achsen fallen
mit den jeweiligen Rotationsachsen der Koérper zusammen. Die
geometrischen Definitionen an zwei benachbarten Koérpern Q
und P kénnen den Abbildungen 6 und 7 entnommen werden.

Fir die mit dem Wellenanlaufwinkel M (Abb.5) auf die
Anordnung der Korper einfallende ungestorte Welle kann die
komplexe Amplitude des Potentials ¥, (vgl. Glgn (2.3-23),
(3.1-9)) beziglich des 1lokalen Koordinatensystems des Kér-

pers Q mit
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4 .
q‘fo (rq ,%,2) = "“"g’ BQ Z, (2)

+o0 J
- > ¢ Uma[kra)c“"a"&"’"a/*
Ma=-o (3.2-1)

beschrieben werden, mit der Konstanten Bg,
e ;l‘,X°Q>COS/“ *'yoa Ibvh)
! 3.2-2),

Zt’(z) nach Glg (3.1-30) und

z=d
zltg - AL

(Glg (3.2-1)) wird noch auf eine der Glg (3.1-10) analo-

B, =

(3.2-3).

ge Form gebracht,

, H +ro ;M }
g ez) = - io b5 ira g g e ]
3.2-4
Mez—p DH'DQ / ( )r
mit der Definition
Ty (% 1)
4 (2) = 65 e 7
o o & - m o, Z)
d Q oM % I"’Q(MO aa) <o
a Jr (%76)
- G, mal © 'R Z.(z (3.2-5)
Ormg Jm‘(XQ.Q) b 3 )
(¢, = =i ), wobei dann fur G
& Mg g -~ o O
Gomaz = (e B& ‘L""Q£ » %a)
_ - (3.2-6)
gelten muB.

Als Antwort auf die erregende Welle geht vom Korper ein

Storwellensystem aus. Fir das Storpotential mit der Ordnung
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u = 0 der gegenseitigen Beeinflussung gilt

a "o" . + .°' lco.' ;ma Ja
b (rm)‘,z)=-ow-;i ce ’)’7ma(rqlz)
Mg=-ve (3.2-7),
mit
4 /\r Q.'ou Q km YQ)
- = 7/-6G o Z, (z
d Tma 2/ o, rna_G“% OHQJ o ‘

""Z K &(O(V'O.) ZO‘ [Z)} (3.2-8).

7"”&0( khn (x O.Q\

Die unbekannten Fourierkoeffizienten des Storpotentials
erhdlt man aber aus der Lésung des Diffraktionsproblems fb
fir den einzelnen Kérper Q ohne Bericksichtigung der Beein-
flussung durch die anderen Kérper. Es gilt analog zu Glg
(3.1-23) fuir die Funktionen ¥ im &uBeren infiniten Element

4 Qo A 1 Qo
7/);"% - 77;’"0. T T Trmg

NS EECES R AN SO

ma°(o IMQ(OLOQQ) km& [a(oa.e_)
+ ?—7'30’( ij("(ra) Zx (Z) (3.2-9).
@ Km g (% ag)
Der Anteil
S;o _ a [Ima(d,ra) _ k,"a{o(,»a) Zx (2)
™ oma™o Im,(“o%) /(,.,.‘[-ga.a) ® (3.2-10)

in Glg (3.2-9) kann wie der in Glg (3.1-65) als ein partiku-
larer Anteil aufgefaBt werden; er unterscheidet sich vom gy
der Glg (3.1-65) lediglich dadurch, daB mit Bg nach Glg
(3.2-2) der Ursprung der Welle um X°Q YoQ verschoben wurde.

Die m Gleichungsysteme fir die unbekannten Fourierko-
effizienten der Glg (3.2-9) lauten dann analog zur Glg
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(3.1-66) fur den Korper Q

[ ] 55 |- /

mit
‘y&o Ta=aq
DMQ
= ’ 2 3.2-12).
PD""‘G“* a&f Irg “*{) ( )

Wegen der Orthogonalltat der Funktionen Z, (z) gilt

PDran“ =0 fir o F %o (3.2-13)

C 8 j.lhw R QQ) A" [“%dg{f
oma% (Tl ag) gy 20)

und

PDMO( —O(Qa

(3.2.14),
wobei
=
I'[oz ) - )I’”Q(o(ora) R T g
. m o QQ J(o(o r&) (3.2-15)
un
Yn=Q
! d hpp (g rg)| &
km(do aa) = e "o @ (3.2-16)
ist. A on Yh)

Wegen der Gultigkeit der Beziehungen der Glgn
(A.1-12) und (A.1-13) kann fur Glg (3.2-14) auch

Q
P Qo _ G.OMQ,,(
Dmgy ¢ -
a % I""a (x, ay) k"‘a (4, 0p)
= - 2, G'o""a& (3.2-17)

r Jma(k QQ) Hm (k a )
Q (3
geschrieben werden.

Fur das vom Korper Q ausgehende Storwellensystem der
Ordnung u kann allgemein in Analogie zur Glg (3.2-7) der
folgende Ansatz gemacht werden
yau(r o z)- -t ——-Z (A QuT z) clma#ézs 2-18)
7 QcQo = as :

Ma=-o°
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mit

" Qu Qu ) K, (
2 ')‘7fa(rhz) =§/};MQ‘ - G f__a._“__ Z(2)

d 7Mq°( yma(daa)

(3.2-19).

Dieses Wellensystem kann nun als Teil eines auf den
Korper P einfallenden Systems betrachtet werden.

Mit Hilfe eines Additionstheorems der Besselfunktionen
kann das Potential der Glg (3.2-18) bezluglich des lokalen
Koordinatensystems des Koérpers P transformiert werden. Es
gilt (vgl. Anhang 9.5)

kma(o(ra ) e "ma"a

¢2E: é' ) P L( —mp (“llzar)
P——ab
J

t{mg—mg) imp P
e (ma=me /Sap [mp["‘rr) € (3.2-20) .

(RQP> rp )
Die in Glg (3.2-20) benutzten geometrischen GréBen Kkoénnen

der Abb. 7 entnommen werden.
Mit Hilfe der Glg (3.2-20) kann nun fuir das Potential
der Glgn (3.2-18), (3.2-19) im lokalen Koordinatensystem des

Korpers P

Q
:f M(}’ ).- —-luJ-—- L’np 7P V?,ZQ é
zmp--oe (3.2-21)

i 5
geschrieben werden, mit

A Qu

o 7P77" (r?fz)

-z [z '"“/?;mﬁl e el km,,-m,, —

R mg (X ag)

ei(rna'rﬂp}dap]. l-""P IMP[o(rP) Za( /2) (3.2-22).
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Durch die Addition aller von den Korpern Q’ (Q’=1,..,N)
- mit Ausnahme des Kérpers P (Q’# P) - ausstrahlenden Poten-
tiale der Ordnung u erhalt man das auf den Korper P einfal-
lende Potential der Ordnung (u+l) der gegenseitigen Beein-

flussung),
¥ Plu+a)
y ( P P/z)
P(u-M) oL

— . M Ve
_-lw..z‘ P, (rp,2)e " PP

N P:—eo
- Q'
= 455. y; ( PI1L)

Q=4 (Q’=1,..,N; Q’%P) (3.2-23)

¥ Plu+a) Plu+a) I,,., [0(}’
'C‘Z‘ T ) —ZG ) £ ) Z,< (=) (3.2-24)
o

Tmpex I,,, (xa,)

und
[
P(H-bf) ‘MQI ~G“ "'G Qu
7mpo( [% MZcz-—oo 7Malo( 7Tmq'x
Koot (£ Ry et =Mm
. Mg P QP) t/ &! f’/6 'f] MPI [o{c\P)

K,.,,, ’ (“Qal) (3.2-25).
Fur das daraufhin vom Korper P ausgehende Potential der
Ordnung (u+l) kann dann nach Glg (3.2-18)

P( Plutv) I
?7 u-M):-l.w-—-Z CMPY [ ) €
Prp = —es (3.2-26)

geschrieben werden, mit

A P[u-m) Plu+1) Plu+a)
T Vo (32 =2 [, 6

ol 7mp Tmpet 7 mp e
. KMP[O("P) Z {Z) (3.2-27) .
K’"P (o(q’,) <
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Pluta
Ly Cuer) 9, P“*)  Lach den Glgn
7 7

Mit den Potentialen
(3.2-23) und (3.2-24) liegt ein Diffraktionsproblem der Ord-
nung (u+l) fir den einzelnen Kérper P vor. Auf dem Kérper P

ist die Randbedingung

¥ Plu+ Plu+a §
6 (-V; ) %thth + y; “ ?W”thl) P::

dhn

0

(3.2-28)
zu erfullen.
Die unbekannten Fourierkoeffizienten der Ansatze der
Glgn (3.2-26), (3.2-27) erhalt man aus der Losung der m
linearen Gleichungssysteme fir den Koérper P wie fur die Ord-

nung u=0 nach Glg (3.2-11)

P Plu+a) Plu+4) -
[ C"7°°(¥°(]/f7mpoc ]: /PDMP“* } (3.2-29),

Cu+
wobei die PP 4)analog zur Glg (3.2-12) zu bilden sind
bmp'a
Plu+a)
.P Plu+a) G?rnpo("
Demooc* = _
P T oL ¥ o ¥ (3.2-30)
th( ap) k}np(' QT)
(vgl. Glg (3.2-17)). Im Unterschied zur Glg (3.2-11) sind im

allgemeinen Fall in Glg (3.2-29) alle P;f_‘::i besetzt.

Mit Hilfe der Glgn (3.2-23) bis (3.2-27) und (3.2-29)
konnen dann rekursiv die Potentiale der ndchst héheren Ord-
nung der gegenseitigen Beeinflussung ermittelt werden.

Praktische Rechnungen haben gezeigt, daB etwa nach der
Ordnung u=6 oder 7 die Rekursion abgebrochen werden kann.
Beitrage hoéherer Ordnung wirken sich auf die numerischen Er-
gebnisse nicht mehr aus.

Damit sind aber die Potentiale im A&aufBeren infiniten
Element um die einzelnen Korper herum bekannt. Fur das Stor-
potential des Diffraktionsproblems gilt

Moo R
‘f’7 - g Z fl] (3.2-31),
- uczo
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wobei dann die 3%?" bezuglich der verschiedenen lokalen
Koordinatensysteme vorliegen.

In der naheren Umgebung des Korpers Q kann das gesamte
Wellensystem im auBeren Element mit der Summe der aus- und
einstrahlenden Potentiale beziglich des lokalen Koordinaten-

systems des Korpers Q beschrieben werden

yb (YQ |1}Q,z) = yt) (‘rQ; 1’Q lz) +t 5%ao [YQ. '}Q ! Z)

Y (YQU Q’Z) + n (rq, Q,Z)) (3.2-32).

Nach der Summation uber die Ordnungen u kann fur das
Potential des Diffraktionsproblems nach Glg (3.2-32) noch

formal
_ L¥AQ a
Y Oa o 2) = 8 e %a,7) + $Rlr %) e

*
geschrieben werden, wobei hier Yq adas Potential der unge-
storten Welle ¥ beinhaltet. Es gilt dann

A ¥ QA
2 f,7 [YQr'ga :z)
nd Q ImQ("‘Ya) el'ma

m b
= ";°"§!¢2i 22: ¢ ° é;," - %ﬁz;.(ZJ

J"’"Q["(Q&) (3.2-34)

Q Kma["( r&) el'maja Z.( (Z)

X Mgz~ g e k,,,a(a(a.ﬁ) (3.2-35).
Mit der rein formalen Definition
G Qo = 6 Qo e Qo  _ o
Irmae, = T0pged / Trmgoc fir < # o
werden die Fourierkoeffizienten wie folgt gebildet:
Q Mo Gu
5"7;—»—-. y = G (3.2-36),



@f Q = /' Qe }
] Mg o< 7mao‘ 7’“0.* (3.2-37).
Das Potential des Diffraktionsproblems erfiallt die
Randbedingung der Glg (2.4-3) auf den Kdérperoberflachen Sa -
Aus Glg (3.2-28) folgt mit Glg (3.2-33) als Summe uber u so-

fort SQ Iy
KR/} = ______é YM‘-{- %4 I
dn In ( 7 7 ) (3.2-38).

Vertauscht man in Glg (3.2-20) die Indizes P und Q, so liegt
das Additionstheorem fir die Transformation von den lokalen
Koordinatensystemen P auf das System Q vor. Wegen der Ein-
schrankung rP<'-RaP ist die Darstellung des Potentials des
Diffraktionsproblems in Form der Glg (3.2-33) nur in einem
begrenzten Gebiet gultig.

Far rP> Rgp lautet das Additionstheorem mit den modi-
fizierten Besselfunktionen 2. Art (vgl. Anhang 9.5)

Homg (1) e"’"a“’a

Z. (- ") a (0< Rap) ~elme ma)/AQP
l'l‘n '\,'
. km (xn) e 7 ’ (3.2-39).

(r, R )
P Qr au
Mit Hilfe dieses Additionstheorems koénnen die % 5’7 .

(Q=1,..,N) der Glg (3.2-31) auf ein einziges lokales System
P* transformiert werden. Die so gewonnene Darstellung des
Storpotentials ist glltig in einem Gebiet, das sich von ei-
nem Kreis (rp* = konst.), der alle Koérper einschlieBt, bis
ins Unendliche erstreckt. Fur eine Transformation beziglich
des globalen Koordinatensystems gilt das oben Gesagte ana-
log.

Innerhalb der Anordnung wird nun das Abstrahlungspro-
blem eines Korpers T , der mit einer Einheitsamplitude in
Richtung j erregt wird, betrachtet. Die Ldsung des Problems

der Ordnung der dgegenseitigen Beeinflussung u=0 ist iden-
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tisch mit der Lésung fir den Einzelkodrper. Die Ldésung er-

fillt die Randbedingung
?,0"

g
e [T i '

INn dn

= v (3.2-40)

auf der Korperoberflache Soq s mit an dem Richtungskosinus
beziglich des lokalen Koordinatensystems des Koérpers T.

Fir alle anderen Koérper T # Q gilt fur das Potential
der Ordnung u=0

Q,.o"
YJ""’ =0 T $+ Q (3.2-41).

Fir das von einem Korper Q ausgehende Storwellensystem
der Ordnung u des hier betrachteten Abstrahlungsproblems
kann in Anlehnung an die Glgn (3.2-18) und (3.2-19)

Bu te  Qu img Ya
yj'i’ [Ya",'a'z) - Z 'Y:i’.,rna(ra'-Z) C (3.2-42)
‘ g oo
geschrieben werden, mit
i Qw
-53 A,:”' ™a& (r& =)
Qu Qu krn‘("(rQ)
- %[ﬁ"ma* - Gj? m,«j K (*0g) Z"({Z)
™a a (3.2-43).

Das Potential der Ordnung u=0 fuir den erregten Kérper
T kann als Sonderfall der obigen Gleichung aufgefaft werden,

wobei dann
To
G‘j'r mps 0
vereinbart wird. Die unbekannten Fourierkoeffizienten }Uca
sind nur fur j= 3 ; m = 0 und j= 1,2,4,5 ; m = +1,-1 Dbe-
setzt; sie sind aus der Lésung der Glg (3.1-66) bekannt. Es
gilt
To To -ifL . To P

3:47'41 = };r(-a)x =e =€ flf’('»')x
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},To = T To - -177'/2? Po _ "~ Po
§TA& ST (-1)« ¢ ypa -~ € J59'7*(--‘1)«
(3.2-45),
d.h. bei den Bewegungsrichtungen j=1,5 werden Wellen er-
zeugt, deren Winkelabhdngigkeit mit cos J beschrieben wird,
wahrend bei j=2,4 die Wellen mit sin4” verbunden sind. Das

Vorzeichen :.tVz

in Glg (3.2-45) fur Jj= 4 resultiert aus
dem gegeniuber j= 5 vertauschten Drehsinn der Bewegung (vgl.
Abb. 1).

Wie beim Diffraktionsproblem kann das vom Kérper T aus-
gehende Wellensystem als auf den Koérper P einfallendes Sy-
stem betrachtet werden. Es gilt analog zu den Glgn (3.2-23)
bis (3.2-25)

«P(u-h)_ Z+°° ¥ *PUPH) r (mp Jp
T - J""‘P '24) ¢

A Q'y
= Z 53"1 [YPI“’P, Z)

]

Q=4 (Q’=1,..,N;Q’#% P) (3.2-46)
mit
y }Lwtw) 5 g2l I, (<v,) 7
'E.' ITmy 7 o JT mMpet T, (o) "(z) (3.2-47)
J myp (e 9p .
und

Plu+4) m
GijPoL [Z Z "') P/frma'o( -6:,‘ malo(}

. KMQ»__MP(o(RQ:p) e ‘(""Q"’"P)/SQ’]IM éca.P) (3.2-48).
KMQ'[O(QO}) F

Bei der Ordnung u =0 existiert nur das vom Kérper T ausge-

hende Wellensystem (vgl. Glg (3.2-41)). Die Summe uber Q’ in
Glg (3.2-48) reduziert sich in diesem Fall auf ein Glied mit
Q’ = T. Auf dem erregten Koérper T (P = T) verschwinden daher

die ein- und ausfallenden Systeme der Ordnung u=1
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P, 1 P, 1Y
5'.)'7' - T‘T ‘ = 0 -
J (3.2-49).

Das als Antwort auf das einfallende System u+l vom Koér-
per P ausgehende System kann nach den Glgn (3.2-42), (3.2-
43) mit P anstelle von Q und (u+l) anstelle von u beschrie-
ben werden.

Auf der Oberfldche des Korpers P haben die Potentiale
die Randbedingung

*P(u+4) Plut) P
J(er (rp,¥5,2) + Y (",”p,‘l)) =0 (3.2-50)

dn

zu erfullen wie beim Diffraktionsproblem nach Glg (3.2-28),

da die einzige inhomogene Randbedingung der Aufgabenstellung
mit Glg (3.2-40) bereits vollstandig erfillt wurde. Die un-
bekannten Fourierkoeffizienten der Ordnung (u+l) erhdalt man
daher wie beim Diffraktionsproblem durch die Glgn (3.2-29)
mit Glg (3.2-30):

Plu+1) P(u#q)
[C""P“*"‘] Jl mp ot ”mpo(*f (3.2-51),

P luw+s
P?[uﬁ) _ G’jf’mpo)c"‘
J T mgec* (3.2-52).
I (x*a,) K, (e(*o.P)

Rekursiv kénnen dann die Potentiale der nachst hdéheren
Ordnung ermittelt werden.
Far das Abstrahlungsproblem gilt dann allgemein

N
Z Z ff (3.2-53),

Q=4 u=o
wobei die Glgn (3.2-41) und (3.2-49) zu beachten sind. Die
abstrahlenden Teilpotentiale }fjaq'.“ in Glg (3.2-53) liegen
bezuglich der einzelnen lokalen Koordinatensysteme vor.
In den lokalen Koordinatensystemen der Korper T bzw. Q
gilt fur das Potential des Abstrahlungsproblems in der nahe-

ren Umgebung der Koérper
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331’(‘ T lz) 3}1’0 (hr'aﬁ,'z)

Mu Pu Tu
; [?J:, (Y’,'\’,,.'Z) + y;iT' (Y"-" J"’l Z))

(3.2-54)
und
Nu ¥a“ a“
:rj)" [YQI\,QpZ) =£ /9\;'7’ [Yﬂpsﬂ ,Z) -+ S}T’ (ral’,ﬂlz))
(T +# Q) (3.2-55).

Nach Summation uUber die Ordnungen kann dann ahnlich wie
beim Diffraktionsproblem

i3
337 ["'r."’:’ 2 = 53‘1‘ (ve, Y, 2)
y¥'r' Vid }
rdr (Y Z) + -‘fj'i'(’?, 7, 2) (3.2-56)
und
*Q Q
Lo (7, Y9,2) = fim (%% ,2) * b (va,%,2)
(T + Q) (3.2-57),

geschrieben werden, wobei das Potential der Ordnung der ge-
genseitigen Beeinflussung (u=0) abgespalten wurde. (Das Po-
tential der Ordnung u=0 ist aber das Potential des Abstrah-

lungsproblems fuir den Einzelkorper T ohne EinfluB der ande-

.. TF Tao"
ren Kérper, f“.. = ffj’. .)

Es ist

tee g Koo lcve)  1mgd,
=Z_Z }-.;'rm T - ¢ 4{2/(3.2—58).
~

T Koo (o€ agp)

Weiter gilt far Yj:,a

A ¥ Q
—{j yjr (v Ps,2)

Z G_ Hmad IMG.(O(YQ) 'MGJQZ(

e o T g (@) (32 59),
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.. &
und far Y}T

4 8
s G (aey2)

+ 00
e 25 T ama®W ke 7
= JT mql _F——_ ¢ Za( 2) (3.2-60)
X Mqi—p \’"Q [G(QQ) :
fir alle Q einschlieBlich Q = T, wobei die Fourierkoeffi-

zienten analog zu den Glgn (3.2-36) und (3.2-37) des Dif-
fraktionsproblems zu bilden sind. (Die Summe ist hierbei al-
lerdings uber u= 2,..,N, bei Q = T bzw. uber u= 1,..,N, bei
Q # T zu bilden., s.o0.).

DaB das Potential des Abstrahlungsproblems H? (Glgn
(3.2-56) und (3.2-57)) die Randbedingungen auf den Koérpero-
berflachen gemdB Glgn (2.4-4) und (2.4-5) erfiullt, ist
leicht 2zu zeigen. Es gilt Glg (3.2-50), und damit fur die

Summe iber u (u » 1)
¥q a Sa
J [.S‘:”, (’fa,“’a,z) + 5:1'1" ("G/’}sz}) =
In

fir alle Q (einschlieBlich Q = T).
Mit der Glg (3.2-40) ist die einzige inhomogene Randbe-

0 (3.2-61)

dingung der Aufgabenstellung bereits vollstandig erfullt:
S
h'p

TE
d 5{:‘7 ["'r ,'}'i', z) Sr._, J Yj'r [‘f'f,"}'r,z) ;

In dn (3.2-62) .

Auch die Teilpotentiale des Abstrahlungsproblems der
Glg (3.2-53) koénnen wie die des Diffraktionsproblems mit
Hilfe des Additionstheorems der Glg (3.2-39) auf ein globa-
les Koordinatensystem transformiert werden. Als Besselfunk-
tionen treten dann im Ansatz fir die Potentiale im auBeren
Bereich um die Korper herum ausschlieflich die Funktionen
K. (er) auf (mit <, = -ix¢ ), was in Ubereinstimmung mit der
Abstrahlbedingung der Glg (2.3-12) steht.

Damit sind aber alle Potentiale der Glgn (2.4-1), (2.4-
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2) im auBeren Element um den einzelnen Kérper herum bekannt.

Die Potentiale fur die inneren Felder des einzelnen
Korpers sind dann nach Abschnitt 3.1 wie beim Einzelkérper
zu bestimmen. Damit koénnen die einzelnen Anteile des linea-
risierten instationdren Druckes nach Glg (2.5-1]) bestimmt
werden.

Aus der Integration uUber die in der Ruhelage benetzte
Oberflache des Korpers konnen die erregenden Wellenkrafte
(Glg (2.5-2)) und die Koeffizienten der hydrodynamischen
Masse und der Potentialdampfung (Glgn (2.5-5),(2.5-6)) ge-
wonnen werden.

Far die weiteren Ausfuhrungen in den folgenden Ab-
schnitten ist es zweckmdBig die Potentiale des Diffraktions-
problems (Glgn (3.2-33) bis (3.2-35)) und die des Abstrah-
lungsproblems (Glgn (3.2-56) bis (3.2-60)) in einer etwas
abgeanderten Form darzustellen. Die im vorigen benutzte Nor-
mierung der Besselfunktionen wird nun aufgehoben und die
Glieder, die mit der imaginaren Wurzel o, = -i ¥ verbunden
sind, werden aus der Summe uUber die &« herausgeloft. Bei-
spielhaft kann fur das abstrahlende Potential des Diffrakti-

onsproblens
o S
i _ H (Mo, Q
. )"(Q,Q.z)- 'wz,,,,_f'_'""*H L(xg)e 4(:)
il 3T ke h)e ™ BZ L (2)
2 T ! M R x (3.2-63)

bzw. fur das abstrahlende Teilpotential des Abstrahlungspro-

blems
a + o0 * Q ; J
_Z.- Fip (0%, 2) = 2 i HnCxma)e ™87, ()
3 lag IR _Rad -]

> Tt Ko (<1 Z/z

< -0 Y (3.2-64)
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geschrieben werden.
Die Summe iber die «! beinhaltet also nur noch die

Funktionen mit den reellen &< . Die Fourierkoeffizienten er-

halt man durch einen einfachen Koeffizientenvergleich mit

den o.a. Gleichungen. Es gilt

*Q ., Q
?‘.,7"‘* = { 3:7'_“& /Hm(xo.a) (3.2-65),
¥ Q
3?,7"“(’ = {" }'7’&"“./}(,," ('0g) (3.2-66)
und
x Q c]
}'ij& - }}.me /Hm(zo.a) (3.2-67),
ﬁ.?ﬂw = erd /K (<'ag) (3.2-68) .

Die einfallenden Potentiale kénnen ebenso dargestellt

werden. Fur das einfallende Potential des Diffraktionspro-

blems gilt
*Q
ffq*am,«fa,m—«w—ZG AT I

o
= tw EE-AEE ;Zi 7rno("l 6“ i22<1(29

1]
o wmz=-oo

und fuir das einfallende Potential des Abstrahlungsproblems
4o a?a

*Q P
T % (aa,z) = 2 Gippy Tn(0%) €707 (2)
) = -0
T ¢2z.¢zi é;:sa ,.I",(N”Y') e ZZ (2)

<! rme- 4 MX (3.2-70).
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Die Glgn (3.2-65) bis (3.2-68) gelten dann analog fur
die (G in Verbindung mit den Besselfunktionen 1. Art. Da-
neben kénnen die Potentiale noch unter Benutzung der reellen
Winkelfunktionen dargestellt werden. Fur das abstrahlende
Potential )’a kann beispielhaft

.(_1_4 | HZ Enn Q: H,. (xvg) cos (m %2, (2)

7 e o
wzﬁz Zw Km(«‘ra) cos(mja)lxn(z}
o' m=o
.Zt'_éf- ’7m¥.H (xY sm/m >Z"(Z)
'U?x,;} 7 _(,L(( Va)S'”("‘ )Z(.(Z) (3.2-71)

geschrieben werden. §€,, ist das Neumann-Symbol. Fur den Zu-

sammenhang mit den Fourierkoeffizienten der Glg (3.2-63)

gilt dann
*Q 3: Qc . =~ QS
Tmx t Imye (3.2-72),
QRS
*Q 1/ - F _
¥, = (-~ N x (3.2-73)
2(-m) 2 ) Trx 7";m a} 0)
und
* Q ac . Qs
?'71'\'»-(' - 3:’h'r’c-(' - y’]m,{' (3.2-74),
St = Fromr T € Fymu (3-2775),
(m > 0)

wobei die Glgn (A.1-8) bis (A.1-11) zu beachten sind.
( Frow = ©)
7ot ~
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4. Ermittlung von Kraften aus der Betrachtung des infini-

ten Elementes. Beziehungen zwischen den Dampfungskoef-

fizienten

Die Matrix der hydrodynamischen Reaktionskrafte, bzw. der
hydrodynamischen Massen und Dampfungen, ist bei einer Anord-
nung mehrerer Koérper relativ groB. Die Integration der in-
stationdren Druckanteile Uber die Koérperoberflache zur Er-
mittlung der Krafte ist, wenn sehr viele Elemente bei der
Idealisierung des Stromungsfeldes eingesetzt wurden, aufwen-
dig. Hier wird gezeigt, wie mit Hilfe der Haskind-Newman-
Beziehung /24/,/21/ die Krafte zum Teil aus der Betrachtung
der Potentiale im infiniten Element gewonnen werden konnen.

Die im folgenden ausgefuhrten Betrachtungen gelten all-
gemein fuir eine Anordnung mehrerer Kérper in Schwerewellen
bei beschrankter Wassertiefe und sind nicht auf rotations-
symmetrische Koérper beschrankt.

Die linearen Potentiale des Strémungsfeldes um einen
Koérper allgemeiner geometrischer Form lassen sich in einiger
Entfernung von dem Korper ebenfalls mit Hilfe von Fourier-
reihenansatzen beschreiben, so wie sie fur den rotationssym-
metrischen Koérper in der allgemeinen Form (vgl. Glg (3.1-
10)) aufgestellt wurden. Liegt etwa die Loésung fuir ein Rand-
wertproblem mehrerer Kérper in Schwerewellen nach dem Inte-
gralgleichungsverfahren /5/,/6/ vor, so konnen die Potentia-
le fir das Stromungsfeld um den einzelnen Kérper herum mit
Hilfe der Additionstheoreme nach Fourierreihen entwickelt
werden, wie sie in Form der Glgn (3.2-33) bis (3.2-35) und
(3.2-55) bis (3.2-57) ,bzw. (3.2-63), (3.2-69) und (3.2-
64), (3.2-70) gegeben sind. Es ist zu beachten, daB bei ei-
nem Einzelkérper allgemeiner geometrischer Form bei den Ab-
strahlungspotentialen YJ:' alle m,, besetzt sind.

Betrachtet wird die Anordnung mehrerer rotationssymme-
trischer Koérper (Abb. 5,6). Der Flussigkeitsbereich um die
Kérper herum sei das Gebiet R. Analog zum Einzelkorper der
Abb. 2 ist das Gebiet R von den Oberflachen der Korper Sa '
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der Stillwasserflache S4 (z = d), dem Meeresboden SB und

von einer vertikalen geschlossenen Flache S in einigem Ab-

R
stand von der Anordnung begrenzt.

Nach dem zweiten Green’schen Satz (Anhang 9.6) gilt fuar
zwel beliebige Potentiale ¢ und ¢* , die die Laplace’sche

Gleichung erfillen, in einem abgeschlossenen Gebiet R /14/,

/21/

* J¢
H(\;{iﬁ — ¢*32)ds =0
on’ ¥ (4.-1),

S

. . . . —>
wobei S die Oberflache des Gebietes R und n* der nach auflen
gerichtete Normalenvektor der Oberflache ist.

So werden beispielsweise die beiden Potentiale der Ab-
strahlungsprobleme ?‘j'f und @ der Randwertaufgabe der Glg
(2.4-1) uberlagert

5 (i 2er — 4oy

S

éf“r —
Ani)ds—o (4.-2).

(1,3=1,..,6; P,T=1,..,N)

Grundsatzlich gilt die Glg (4.-1) fur alle moglichen
Kombinationen der Potentiale der Glg (2.4-1). (Uberlagert
man zwel identische Potentiale, so wird die Glg (4.-2) na-
tdrlich trivial.)

Betrachtet wird hier die lineare Randwertaufgabe, daher
gilt Glg (4.-2) ebenso fur die komplexen Amplituden der Po-

tentiale

f§ (g Lp g, Aimyds-o o,

Wegen der Randbedingungen der Glgn (2.3-10) und (2.3-
11) an der Stillwasserflache und am Meeresboden, die von al-
len Potentialen der Glg (2.4-1) erfullt werden, entfallen
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die Integrale uUber diese Oberflachen.
Damit sind aber die Integrale in Glg (4.-3) uber alle

Kérperoberflachen Sy (Q=1,..,N) und iber die Randflache SR
zu bilden.

b f/( -, SAT)ds

dJer 47
In* dn*
Sp (4.-4).
Nach dem, was in Abschnitt 3.2 Uber die formale Ent-
wicklung der abstrahlenden Potentiale bezuglich des globalen
bzw. eines einzigen lokalen Koordinatensystems fur den auBe-
ren Bereich um die Kérper herum gesagt worden ist, kann ana-

log zu den Glgn (3.2-63), (3.2-64)

,'rn-»}
:;— 3’ (r J Z) = - 193-—-‘25; ;T }Ln(xﬁ e AZ;(Z)

I a % Bl o
B 'w—Z 2‘-:_,.'7mu Koalx'v) e "2, (2)
und 4 J +o ¥ s
Eyj'r’ (v~z) = ,,%... }}V’m e Hm(xr) € Zy ()
+ 00 im‘}
+ Z_ j'r*m,p K, (x'v) e Z,.(2) (2. -6)
o' MmT-oen .

geschrieben werden.

ZweckmaBigerweise wird die Randflache S als Zylinder-

R
mantelflache mit einem Radius r=konst., der alle Korper ein-
schlieBt, und mit 0€¢€z<£d angenommen. Im Anhang 9.8 wird

gezeigt, daB fir das Integral uber SR allgemein
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f/ CR=MER P

‘20 JY v= konsf.
= | f(? T ¥iek)d= r 470
J=02=0

(4.-7)

gilt, sofern mit ¥ und ¥* die Potentiale zweier abstrahlen-
der oder zweier einfallender Wellensysteme bezeichnet sind.
(Fir die Kombination eines einfallenden Wellensystems mit
einem abstrahlenden System gilt Glg (4.-7) nicht.)

Es gilt also nach Glg (4.-7) fur die zwei Potentiale
des Abstrahlungsproblens ‘:f;.T und Y(P

H (45 Ab::: ~ Lep én* )‘/S (4-78)-

J
und xT erfillen nach den Glgn (2.4-

Sa d
Die Potentiale BZP
4) und (2.4-5) die folgenden Randbedingungen auf den Korper-

oberflachen SQ (Q=1,..,N):

an SQ —nCP far Q =P
In* 0 fir Q % P (4.-9),
(Q =1,. IN)
A} - h: fir Q = T
c)Yj'r a 47
3 n¥ 0 fur Q # T (4.-10),
(Q=1,..,N)

wobel zu beachten ist, daBR die Richtung der Flachennormalen
n entgegengesetzt ist gegeniber n* (vgl. Glg (2.4-4)).
Setzt man die Glgn (4.-7), (4.-9) und (4.-10) in Glg

(4.-4) ein, so verbleiben in Glg (4.-4) nur noch die Inte-
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grale uber die Korperoberflachen SP und S

H( e )ds - ([(y,25n) ds

St

= — H(y Pep ) d S 1—ﬁ(5" p)dS

4.-11).
Sp ( )

Diese Integrale multipliziert mit ¢ sind aber als Koef-
fizienten der hydrodynamischen Massen und der Potentialdamp-
fung nach Glgn (2.5-4) bis (2.5-6) 2zu interpretieren. Damit
sind bereits die Reziprozitatsbeziehungen zwischen den Koef-
fizienten hergeleitet (vgl. auch /21/):

PT TP

TP
Q Cj - Qa J‘ e /' bej = b J'e

(4.-12).

Analog zu den Glgn (4.-1) bis (4.-4) wird nun das Po-
tential des Diffraktionsproblems ¥ = ¥ + mit dem
Potential eines Abstrahlungsproblems 3‘2,, uberlagert. Es gilt
(vgl. Glg (4.-4))

N
5’ chp — \)YD
% {£ [ > In* jo(P Jn") C(S
+ H( > Jaff = Jer WD) ds = (8:-733)-

Nach Glg (2.4-3) verschwindet die Ableitung des Poten-
tials des Diffraktionsproblems normal zu den Oberflachen auf
allen Korperoberflachen Sg . Mit den Randbedingungen der Glg
(4.-9) folgt dann aus Glg (4.-13)

[I (% n, )ds
S

Ik (4.-14).

{f(s;,ié% - Y 2% ) ds
R
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-1wt
Multipliziert man Glg (4.-14) mit -iidy e it , SO er-

hdalt man damit nach Glg (2.5-2) die erregende Kraft, die in-
folge der Elementarwelle auf den festgehaltenen Koérper P in-
nerhalb der Anordnung ausgeubt wird. Das Potential des Dif-
fraktionsproblems auf der rechten Seite der Glg (4.-14) wird
durch das Potential der ungestorten Welle x, und das Stor-
potential J, ersetzt.

Damit folgt aus Glg (4.-14)

szcé) = -iwf[f(‘fp neP)O/S-C’;wt

=_'.°"3///( -a = Jer 3%)"“

B - ]

n
I n* P In*

Der Vollstandigkeit halber wird noch einmal das Poten-

tial der einfallenden ungestorten Welle (vgl. Glg (3.2-1)ff)

aufgefuhrt
A . H e Ih11, }?
o %“'w’i‘/zt—;omx Imlevle ((ZZ -16)
mit ,
G ¥ _ o e—lw\/n
oy = (¢) _——dZ;[J) (4.-17).

Im Anhang 9.8 wird das Ergebnis der Integration uber
die Randflache SR ,
liebiger Teilpotentiale auftritt, diskutiert.

Nach dem, was bereits im Zusammenhang mit Glg (4.-7)

wie sie bei der Uberlagerung zweier be-

gesagt wurde, entfallt das zweite Integral uber SR in Glg
(4.-15) .

Setzt man die Entwicklungen fur die Potentiale nach
Glgn (4.-16) und (4.-6) in Glg (4.-15) ein, so erhdlt man
dann unter Beachtung der Glgn (A.8-1), (A.8-2) und (A.8-6)
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P
Fwe (t) = (-"wf)(-"”zﬁJ'fg)'lh'u(

[Z.f-.c("’) @omz ? . f_c—/w't (4.-18).

e er(-m)x

Da das Potential der ungestdérten Welle nur mit der
Funktion Z y (2) verbunden ist, treten in Glg (4.-18) keine
Koeffizienten mehr mit den reellen «' auf.

Bildet man die Summe fir positive m (m = 0,1,2,...) und
stellt man die Konstanten um, so gilt

P rw t
fﬂwe (¢) = - ¢ 2’¢J25>%; c{2:&e . e w

m * *
Z Em (-2) / Gornz ep(. m)X * GB(-m)l 3:;""""-24.-19).

Mit der Einfihrung des Neumann’schen Symbols §&,, in Glg
(4.-19) wurde berucksichtigt, daB in Glg (4.-18) nur ein
Glied mit m = 0 auftritt.

Das Ergebnis muBte unabhdngig von der Wahl des Radius r
= konst. sein.

Auf ahnliche Weise lassen sich noch Beziehungen fur die
hydrodynamischen Reaktionskrafte (vgl. Glg (2.5-3)) aus der
Betrachtung der einfallenden und der abstrahlenden Wellensy-
steme in der naheren Umgebung des einzelnen Kérpers Q inner-
halb der Anordnung ableiten.

Die Potentiale der Abstrahlungsprobleme (Glgn (3.2-56)
bis (3.2-60)) liegen in der Form der Glgn (3.2-64) und (3.2-
70) vor in Zylinderkoordinaten bezuglich der lokalen Koordi-
natensysteme. Das Gebiet R um den Koérper Q sei so durch SR
(mit r = konst.) abgegrenzt, daB kein zweiter Kérper P ein-
geschlossen oder beruhrt wird (ags
bildungen 6,7 und 2).

Uberlagert wird nun das Potential des Abstrahlungspro-

a s Rgp ~ ap ,Vvgl. Ab-

blems 3:7 mit dem des Abstrahlungsproblems 5?25 des ein-
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zelnen Korpers Q ohne EinfluB der anderen Koérper.

Die Anwendung des zweiten Green’schen Satzes auf die
Potentiale f,p und 3_’,:5 im Gebiet R liefert nun véllig ana-
log zur Glg (4.-4), hier nur im lokalen Koordinatensystem
des Korpers Q,

m— e 47
E
ﬂ (" én“‘ - $a ) oS
p Qe ¢
UL G S P

Auf der Korperoberflache Q gelten die Randbedingungen
der Glgn (3.2-61) und (3.2-62). Auf der Kontrollflache SR
muB wieder nach ein- und abstrahlenden Potentialanteilen un-
terschieden werden. Nur die Konbinationen von einfallenden
und abstrahlenden Potentialanteilen (vgl. Glgn (4.-13) bis
(4.-15) und Anhang 9.8) liefern Beitrage zum Integral uber
£5R.

Es gilt fur P ¥ Q

ff er iR ds

"7 JS‘ ge Yy
[[('?‘ n“' = gY;Q ”—:&E')O/S (4.-21)
(P + Q)
und nach Glg (2.5-4)
Qp . QP
Ue + = b, ""ff/ Ter "ia s
a
Qe -
_ ¥Q )Y RE€ J ¢
= - H(%? __a.:h_%. - f‘f;Q ;%)45 (4.-22).
S (P 4 Q)

Setzt man fir die Potentiale in Glg (4.-22) die Ent-
wicklungen in Form der Glgn (3.2-64) und (3.2-70) ein und
integriert uber Sg + so erhdalt man unter Berucksichtigung
der Glgn (A.8-6) und (A.8-7)
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QP { QP

(“' "(Z G *@ F‘*QE -4

. €Pmx ya(-m)x

_Z;TZ Z 3:,*&": 'f (4.-23).

ep ' -
mot 4Q (~m)et (P + Q)

Bildet man noch die Summe fir positive m (m =
0,1,2,...), so gilt

Qp > Q
J‘e + —:: bJeP = —f JCSJJ

L e m * Qe ¥& - vaE
] 26 Z 6" [6457 ¢ Tatmiet Gupmpe T e |

-k@b * R ¥xQF
"’722_8 [ Ma(' Q(—M)Al' +6’ep(-m),(l me]}
ot! m=o
(P + Q) (4.-24).

Bei dem Potential des Abstrahlungsproblems eines ein-
zelnen rotationssymmetrischen Koérpers sind nur die Fourier-
koeffizienten der Reihe lber m mit m = 0 bzw. m = 1 zu be-
riucksichtigen (vgl. Abschnitt 3.1).

Es muB8 noch der Fall Q = P diskutiert werden, d.h.
die Kombination zweier abstrahlender Potentiale, die von ein
und demselben Kérper ausgehen. Glg (4.-20) gilt auch fir P =
Q. Wegen der Randbedingungen der Glgn (3.2-61) und (3.2-62)
gilt aber nun anstelle von Glg (4.-21):

QE
{f (% rie = %4 req ) d3

¥ &y ,. _ 4Qf
C(;Q + j’ca )nJQ y:l& nCQ}JS

"
—
—

~_
"\
<«
S >
<

xa |y ae )g
= '“ (fea én: B ﬁa Tf—i—) 45
(4.-25).
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Mit der Definition der Glg (4.-22) erhalt man aus Glg
(4.-25)
L LQQ QQE - £ bm:
w Je ey ’

=-f ﬂ ( Yc v;:., = fﬂgb ;:_,J,a } ds (4.-26),

wobei hier mit a®f und b&é’

e,
dynamischen Masse und Dampfung des Einzelkérpers ohne Ein-

die Koeffizienten der hydro-

fluB irgendwelcher anderer Korper bezeichnet sind.

Die Reziprozitdtsbeziehungen der Glg (4.-12) gelten
auch fur den Einzelkérper. Mit Glg (4.-26) ist dann der An-
teil der Koeffizienten der hydrodynamischen Masse und Damp-
fung gegeben, der als Folge der Prasens der anderen Korper
auftritt. Das Ergebnis der Integration in Glg (4.-26) last
sich sofort aus der rechten Seite der Glg (4.-24) bestimmen,
indem man dort formal den Index P durch Q ersetzt.

Die Koeffizienten der hydrodynamischen Masse und der
Dampfung fur den Einzelkdérper koénnen auf die oben gezeigte

Art nicht gewonnen werden.

Die in Abschnitt 2.1 abgeleitete Beziehung fir die ei-
nem Gebiet der Flussigkeit R zu- bzw. abgefuhrte Energie
(Glgn (2.1-23) bis (2.1-26)) wird hier bei der linearen
Randwertaufgabe benutzt, um einen Zusammenhang zwischen den
Potentialen der Abstrahlungsprobleme aufzuzeigen. Fur den
mittleren zeitlichen Energiefluf uber eine raumliche feste
Flache S gilt nach Glg (2.1-26) (vgl. hierzu auch /21/)

dEt S 1 § %(A) Aé(‘\) t _
—_ = E f // y dS (4.-27).
dt I n¥

Fur den EnergiefluB uber die Oberflache eines Kdérpers Q
gilt nach Glg (2.1-24)
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alt—’t

———

dt

Sa —1t |S — ¢
= E = -”1:[“) VAN dS$ (4.-28).
Ji

Q
Wegen der Randbedingung auf der Kdérperoberfldache (Glg
(2.2-17)) und wegen der fir den instationaren Druck vorge-

nommenen Linearisierung (Glg (2.4-6))

Yg ) (1) (+) 3g ) _
R I RT S - (4.29)
n

gilt aber Glg (4.-27) ebenso auf der bewegten wie auf der

festgehaltenen Korperoberflache

—_t SQ_

E == ﬁ']’("v“’ JS ﬂ 4 )J - JS (4.-30) .

Q

Der Index (1), der die lineare Aufgabenstellung kenn-

zeichnet, wird im weiteren fortgelassen.

Die einfache zeitliche Abhidngigkeit der Potentiale 1.
Ordnung ist mit Glg (2.3-1) gegeben.

Der zeitliche Mittelwert des Produktes zweier Funktio-
nen mit der zeitlichen Abhangigkeit et yird in Anhang 9.7
hergeleitet (Glg (A.7-7).

Fir Glg (4.-27) kann also mit der komplexen Amplitude
Y des Potentials f unter Beachtung der zeitlichen Abhan-
gigkeit

E | = f i ( F ‘a— ) 4

8t 3n bt

= ..{._‘; ((—lw‘f)——. + (-iw) ¥ .%_';) Cl.f

Qo

'—'5‘ c)‘fc{

(¥ 35 — Tim)ds (4.-31)
J‘
geschrieben werden. Mit '§7 ist dabei die zu Y konjugiert

75



komplexe Amplitude bezeichnet.

Wegen der Randbedingung an der Stillwasserflache nach
Glg (2.3-10) geht selbstverstandlich auch Uber diese Flache
im zeitlichen Mittel keine Energie.

Betrachtet wird wieder das Gebiet R um die N Korper he-
rum, das von der auBeren Kontrollflache SR>' die alle Korper
einschlieBt, begrenzt wird. Als Kontrollflache Sp wird
zweckmiaBigerweise wieder eine Zylindermantelflache mit r =
konst. und 0 € z € d genommen.

Auch bei der 1linearisierten Aufgabenstellung ist die
Anderung der mittleren zeitlichen Energie in R Null (vgl.
(Glg (2.1-26)); d4.h. also Energie, die etwa der Flussigkeit
in R Uber eine Korperoberflache zugefuhrt wird, muf uber die
Kontrollflache Sg abgefuhrt werden. Nach Glg (4.-31) gilt
dann unter Beachtung der Randbedingungen an der Stillwasser-
flache und am Meeresboden

<t — Y2

§ D w ¥ _
£ /‘ﬁ,“gg.sq(yp P ) 49

an¥

+ Lwe gir _ o 1Y = -
; Sf:{(b"én* N 3n*) dS =0 (4.-32).

Betrachtet wird zunachst das Abstrahlungsproblem eines
Korpers P innerhalb der Anordnung, der mit der Amplitude 52:
erregt wird. Anstelle von Y in Glg (4.-32) kann nun
’;:L fep eingesetzt werden (vgl. Glg (2.4-2) und Abschnitt
2.3). Wegen der Randbedingungen der Glg (4.-9) entfallen die
Integrale uber die Korperoberflachen SQ mit P # Q. Es gilt
i ([T i e Ty e
E ="—‘f'f[(seo Top Seo 2ler — 5, er Qoiﬁ)c{S

4 Sp of In’

n

= ‘vt [Py, 6 2% Sb #p T L) ds
¢ SR in* > 4nT (4.-33).

Die Randbedingungen der Glg (4.-9) werden auch von der
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konjugiert komplexen Amplitude H;P des Potentials erfullt
(/21/) -

Es gilt
Sa —_
éYeP "”c,,:"ncpfﬁr Q=P
- =
Jh 0 fur Q ¥ P (4.-34),
(Q=1,..,N)

da ngp reell ist.
Mit der Definition der Glg (2.4-4) erhalt man dann

zgff(’i? See _y, e ) d's
?

<t

§ ] .
-l

b dnt

¢ . — . 2 , P
= ‘—;)—f‘lseplzﬂ(yep -(ch)”cp"/‘S ol %/Sefl becP
(4.-35).

Mit Glg (4.-35) bzw. (4.-33) ist die Energie gegeben,
die im zeitlichen Mittel der Flussigkeit Uber die Korper-
oberflache zugefuihrt werden muB, damit der Schwingungsvor-
gang nicht abklingt. Der Dampfungskoeffizient bzz - d.h.
ein Diagonalglied der Dampfungsmatrix - muBf immer positiv
sein, da mit einem erzwungenen Schwingungsvorgang keine
Energie gewonnen werden kann.

Mit der Entwicklung der Glg (4.-6) kann die Integration
Uber Sp leicht ausgefiihrt werden. Mit den im Anhang 9.8 ge-
gebenen Glgn (A.8-4) bis (A.8-12) erhalt man aus den Glgn
(4.-33) und (4.-35)
"."’t/sz 4 Iso‘PIZ b?P

E 3{ €o ée

P —po

. 2 2 < ¥ *
= __;1:_ lsez’ S 2 (- 8:d) Sop g Jepmy
(4.-36) ;
bzw. fir positive m (m » 0)
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TCISp A jepp2 PP
E / ='2'_"lse°l bcc

= we Jé?.d lfLZ’::§;'g 1{ ¥ + ¥, * -g;:?_—-}

eP mx CPrnx. Pl-m)X " eP(-myx

(4.-37).
Die im zeitlichen Mittel zugefihrte Energie wird also
nur von den Wellen, die mit ®, = -i ¥ verbunden sind, abge-

fihrt; und zwar fihrt jede Einzelwelle der Summe uber m
Energie ab. (Alle Glieder der Summe Uber m in Glg (4.-36)
bzw. (4.-37) sind reell und positiv; folglich ist auch bee
positiv.) Fur einen einzelnen rotationssymmetrischen Korper
ohne EinfluB anderer Korper reduziert sich die Summe in Glg
(4.-37) auf ein Glied.

Uberlagert werden nun die Abstrahlungsprobleme zweier
Korper P und T innerhalb der Anordnung. Dabei wird der Kor-
per P mit der Amplitude s',et erregt, wahrend gleichzeitig der
Korper T mit der Amplitude é}; und mit derselben Kreisfre-
quenz w bewegt wird. Die zeitlichen Phasen der Bewegungen
sowie die Verhaltnisse der Amplituden sind willkurlich ange-
nommen.

Die Beschreibung dieses Experimentes ist physikalisch
nur richtig, wenn unabhdngig von den Phasen und den Amplitu-
den der Bewegungen der Anordnung im zeitlichen Mittel Ener-
gie stets zugefuhrt werden muB, so daB der Vorgang nicht ab-
klingt.

Analog zu den Bewegungsgleichungen (2.5-8) koénnen die
von auBen auf die Korper aufgebrachten Krafte F: und F‘?
formuliert werden, die 2zur Aufrechterhaltung der Schwin-

gungsvorgange notwendig sind:
P _ P oe P PP i PP i P
Fe (t) = Mg S + Qg S, + bpe So + Cop
PT o7 PT - T
+ Qa,_. . .
e §; ch. §
(4.-38),
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T 7 re s 7Yy . 7 T VU

7'
Fple = mijsi taj &5 + by S+ ¢y

+ as’p é.e + b"’s P (4.-39).

Daneben treten noch weitere hydrodynamische Reaktions-
krafte auf, die aber nicht mit einem Energieaustausch ver-
bunden sind. Diese Krafte sind bei einer praktischen Ausfih-
rung des Experimentes, etwa durch Fihrungen bzw. Auflager,
aufzunehnen.

Wegen der einfachen zeitlichen Abhangigkeit der Krafte
und der Bewegungen in den Glgn (4.-38) und (4.-39) kdnnen
diese durch ihre komplexen Amplituden ersetzt werden.

Fir die im zeitlichen Mittel der Anordnung zugefuhrte

Energie gilt dann (vgl. Anhang 9.7)
< t|s, —=t|Sp st .9t
E/'-rEl=FePsg+F-'"sT

J J
=4 R P ¢P D ‘f
z ¢ /Feo Seo + Fio S0

Re/[(’"c*“cc)sc -erPSP +c,7:se:

+ a:f 5':0 + beJ :j,]-se
"f'[[mj}‘ ﬂ') to -rb}‘-rfj; -chj' Sr
+ aa":-}_'f + b};”co 1. ]7 (87800
Aus den Glgn (2.3-6) bis (2.3-8) folgt
Rc/“P .P} {-vw. —l'wferz:):O

N TP /s (P P .
Rezfgef , f:%(sg: (-iw) & 186, Giw)$E) = o
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Die Glgn (4.-41) und (4.-42) gelten analog fir die Be-
wegung s; des Korpers T. Damit verbleiben auf der rechten
Seite der Glg (4.-40) nur noch die Glieder,

Dampfungskoeffizienten verbunden sind (vgl.

die mit den

hierzu auch

/21/): 7&/ Sp -,-6/5.,.
E + E
T TP
= % [ bCC 3‘0 Se -+ (‘SJO ° Sjo SCO
1 ,7p TS S X TP T oT
T 2 b (SCo J“D + Se Sjo ) -+ bJ') SJ'D Sjaf

(4.-43).

Die der Flussigkeit im Gebiet R zugefuhrte Energie nach
Glg (4.-43) muB mit den Wellensystemen uber die Kontrollfla-

che SF{ abgefuhrt werden. Analog zu den Glgn (4.-32)
(4.-33) kann

z_—t/sp N L' /s-,- _ ’E_’t/SR

=t f[ {5 % +5T Yir [sf”" i7 e )

und

s P 392P

3 + S.JZ’—J)_YJ“I.)jJS (4.-44)
n

Dabei koénnen die Amplituden }f" und :f”,
der Potentiale wegen Glg (4.-6)

- (s.ef Jep SJT S

geschrieben werden.

wie folgt zusammengefafBt
werden

T
se Y’P + 8, Y,'..

J

+R ¥ - [,
:Z (Je fez f’"mx -+ SJ- S‘J'o' ﬁ’mx)ﬁ (JLV)C Z)’:[z)

m=-oo
+oo . N im ¢

-t % Z ((ge fef epmo(l-r‘gj J‘; }:j'f'ma(’)km(d'?)e Z.(,[‘Z)
mz=—

(4.-45).

Damit 14aBt sich die iber SR abgefuhrte Energie analog
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zur Glg (4.-37) direkt formulieren:
<&
I T

. . * X3 *
(Je Scf FCP"ﬂ)L + SJ sjo fj?m\i)

2
T (:‘C e,;’(—m)k. "'J SJ° ?J""(”"’)l)
. » o'r’ * -
(8,58 Yerc-rm)e + 85 Sio Tjr(m)x )] (4.-46);
oder
T[T+ E |

Damit ist bereits gezeigt, daB die Wellensysteme die
Energie im zeitlichen Mittel abfuhren - unabhangig von den
Phasen und den Amplituden der Bewegungen der Koérper.

Nach Ausmultiplizieren der Glg (4.-47) und Zusammenfas-
sen erhalt man

~— /S, — t[S5p
I A

= wfol [Z Em J -f Sep {}‘CP % gpmx+ eP(-m)x 3:'61?(-"'*))L)

me ==

t Z €m se'l.)' r¢o [ ePmY J‘i’f"& + ::("“‘)Y— j:""("”’)"')

+ o0 - '_'_"—"'" —_—
..T' [ ] P ¥
* g_,,,g’" JJ d $o Se, ( }}'r mY ePrnx, + ¥ (-m)x ?cp (-m)x )

-+ 00 2 .'f' .'r % -—-—_—.
t Zm Em & S0 57 (Fjpmn Fjpmn + Sip i Jrz-mn)f
= -o0

(4.-48).
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Man erhalt offensichtlich dasselbe Ergebnis fur die ab-
gefiuhrte Energie, wenn man in den Glgn (4.-43) bis (4.-48)
die komplexen Geschwindigkeitsamplituden durch ihre konju-
giert komplexen Werte ersetzt. Damit folgt aber aus Glg (4.-
48), daB

Z Epn J J SP SJO (?CPMX_ e T (P(—M)I?T(-m))(.)

¢
meg

P EX S — Y
+ Z e b b 7 (B mn Fepmn + Tk oy Fehomye)
mn=9

- e > _—
=2 el d; S0 G (Fekmy Trwenw * Ferrmix Tyntmix)

= e op » - % T =
+m=°£m se {J‘ Sja $¢° ( Jrmx };me, + fJ'P('"‘}x };I’[’m)l)

(4.-49)
gelten muf, unabhangig von den Phasen und den Amplituden der

Geschwindigkeiten. Daraus ergibt sich

=%
Z Em se‘f ( CP ™ JT"'""— + 3TCF"(—;—-ﬂa)m fJ'f'(—m)x_)

mn=o

f € dpd (F F¥X 4+ F.Xx

. C Py “UTmx }erc-m)x J'r(-m)x)
- (4.-50).

Mit Glg (4.-36) sind die Diagonalglieder der Dampfungs-
matrix b:: und brf bestimmt. Es gilt die Reziprozitatsbezie-
hung (Glg (4.-12)). Damit folgt aus den Glgn (4.-43), (4.-
48) und (4.-50) fir die Kopplungsglieder der Dampfungsmatrix

A pT P
z 2 Je

% Yy
= (.)f J Jc Z E [ CP'")L fjup my + }.C:(-'M)L }J'T[—m}x)

0o —
Fwep o Jc Jj éf"" (}cu;;mx }Jv*mx + }:cr(—'ﬂ)x Fj'r-"‘(-'m)k-)

(4.-51).
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Die Wellensysteme konnen auch mit den reellen Funktio-
nen cos(m+v), sin (m+) beschrieben werden (vgl. Glgn (3.2-
71) - (3.2-75)).

Aus der im vorigen ausgefihrten Betrachtung der Uberla-
gerung der abstrahlenden Wellensysteme 1laft sich nun ganz
allgemein mit Hilfe der Cauchy-Ungleichung (/1/)

Z | fmgm| © é,l,fmlz-élﬁmlz‘

die Beziehung:
LT pp ep] [ %
{l"\/b Sio |t | b seo[f

> l PT -r P TP P PeT

~ JJ -,' b ISCO( b Jo e +b Seo 020
(4. 52),

ableiten, bzw. da é}; und §:: nach Betrag und Phase will-

kirlich sind:

vF PP
b ¢ Bee ~

. 4.-53).
i ( )

Wirde die Ungleichung (4.-53) nicht erfullt, widerspra-
che sie der Glg (4.-47) und damit geltenden physikalischen
Grundlagen. (Es ware Energiegewinnung moglich.)

Fir einen einzelnen schwimmenden rotationssymmetrischen
Korper folgt aus den Glgn (4.-43), (4.-47), (T = P; 1,3=1,5)

sofort

7T bvw b?? Nid i
bi; bee = & I ie (4.-54),
da hierbei nur ein Ringwellensystem mit m = 1 ( a cos )

vom Korper ausgeht, das von den beiden Ringwellensystemen
als Folge der Bewegungen des Koérpers in den Richtungen j=1
und j=5 gebildet wird (vgl. 3.1).

Praktische Rechnungen zeigen, daf Glg (4.-54) auch bei
den Abstrahlungsproblemen (1,3j=1,5 ; 1,j=2,4) einzelner Koér-
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per, die zur x-z-Ebene und zur y-z-Ebene symmetrisch sind,
erfullt wird. (Bei Rechnungen nach den Integralgleichungs-
verfahren allerdings nur im Rahmen der erzielbaren numeri-
schen Genauigkeit.)

Die hier angegebenen Beziehungen der Glgn (4.-53) und
(4.-54) koénnen vom Leser anhand eigener Rechenergebnisse
uberpruft werden.

Von Newman /24/ wurden allgemeingliltige Beziehungen
zwischen den erregenden Wellenkraften und den Dampfungskoef-
fizienten aus Fernfeldbetrachtungen der abstrahlenden Wel-
lensysteme abgeleitet.

An dieser Stelle wird nur noch kurz auf die Uberlage-
rung des Diffraktionsproblems mit einem Abstrahlungsproblem
eingegangen.

Durch die harmonische Elementarwelle (Potential d; )
wird im zeitlichen Mittel dem Gebiet R keine Energie uber
die geschlossene Kontrollflache S g zu- oder abgefuhrt (vgl.
Anhang 9.8). Mit den abstrahlenden Wellensystemen des Stor-
potentials ¢7 und dem Potential des Abstrahlungsproblems ny
wird Energie nach auBen abgefiuhrt. Aus der Betrachtung der
Uberlagerung des Potentials der ungestdrten Welle ¢, mit den
Potentialen f., und }{CP erhalt man dann die dem Gebiet R zu-
gefihrte Energie.
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5. Driftkrafte in den horizontalen Richtungen nach dem Im-
pulssatz

Die an der freien bewegten Meeresoberflache zu erfiillenden
nichtlinearen Randbedingungen und die Abstrahlbedingung im
Unendlichen erschweren die Behandlung des Diffraktionspro-
blems. Bislang konnte daher noch keine befriedigende Ldsung
der Randwertaufgabe 2. Ordnung aufgestellt werden, die das
gesamte Strémungsfeld um einen dreidimensionalen Korper, der
von einer harmonischen Welle 2. Ordnung erregt wird, voll-
standig beschreibt. In den letzten funf Jahren wurden jedoch
Arbeiten vorgestellt, die zeigen, wie die auf einen dreidi-
mensionalen Korper ausgelibten doppelharmonischen Krafte auch
ohne Kenntnis aller Potentialanteile 2. Ordnung ermittelt
werden koénnen /22/,/13/. Der numerische Aufwand zur Bestim-
mung dieser zeitabhangigen Krafte 2. Ordnung ist erheblich.

Neben den zeitabhangigen Kraftanteilen 2. Ordnung wir-
ken noch mittlere zeitunabhangige Kraftanteile 2. Ordnung,
die Driftkrafte, auf einen Koérper. Die Driftkrafte sind aber
unabhangig von den Potentialen 2. Ordnung und lassen sich
aus dem instationdren Druck mit Hilfe der Potentiale 1. Ord-
nung bestimmen.

Newman /25/,(/21/) hat gezeigt, wie die auf einen Koér-
per in den horizontalen Richtungen ausgeiilbten Driftkrafte
vorteilhaft unter Anwendung des Impulssatzes aus einer Be-
trachtung des Fernfeldes gewonnen werden koénnen.

Im folgenden werden die prinzipiellen Aussagen von New-
man benutzt, um die Driftkrafte auch fur die einzelnen Kor-
per Q innerhalb einer Anordnung mehrerer rotationssymmetri-
scher Korper herzuleiten. Dabei werden die Potentiale im in-
finiten Element des einzelnen Koérpers auf einer Kontrollfla-
che betrachtet, die nur einen einzelnen Korper innerhalb der
Anordnung umschlieft. g

Fir die zeitliche Anderung des Impulses I in den hori-
zontalen Richtungen 1,2 im Gebiet R des Korpers Q (vgl.
Abb.2, /25/) - reibungsfreie, inkompressible Flissigkeit
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vorausgesetzt - kann geschrieben werden

dI,, = - ff[f; cosl_'n'y',)t)
\)

1t b pu Cmemvnt)] IS o,

9Lz (1 rpocos (0¥ y)
ot S
5.-2),
+ gV Cupe = Vo) J s 72
wobel S (S = 5 + SB + Sp
R (vgl. Abschnitt 4) ist und cos (n*,x), cos(n*,y) die Rich-

+ Sg ) die Oberfldche des Gebietes

tungskosinus der Oberflachennormalen sind. u und v sind die
horizontalen Geschwindigkeitskomponenten der Teilchen an der
Oberflache. U« (U,s= 3¢ / 3 n*) ist die Teilchengeschwin-
digkeit normal zur Oberflache und v,x» die Normalkomponente
der Geschwindigkeit der Oberflache.

Die Glgn (5.-1) und (5.-2) sagen aus, daB die zeitliche
Anderung des Impulses in R gleich ist dem Impuls, der mit
den Teilchen pro Zeiteinheit durch die Oberflache stroémt,
und der Summe der aufBeren Horizontalkrafte infolge des
Druckes.

Die freie Meeresoberflache und der Meeresboden werden
nicht durchstrémt (u,,-v,s= 0 auf ” bzZW. U,g=V.4 = 0 auf
SB ). Der Druck an der Meeresoberflache ist p =0; am ebenen
horizontalen Meeresboden sind die Richtungkosinus Null, d.h.
die Integrale in den Glgn (5.-1) und (5.-2) Uber die Meeres-
oberflache und uber den Meeresboden entfallen. Die Integrale
Uber die Korperoberfldache 1liefern die vom Korper auf die
Flussigkeit ausgeibten Krafte; das gilt fur den festgehalte-

3g [ %=

nen Korper

(5.-3)
und auch fir den bewegten Koérper
ig | Sa
__,Z_ = WULx = »
Y n Vn (5.-4).
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Die Kontrollflache SR ist festgehalten, damit gilt
- - /’)cos (n* x)dS
ol
"'ﬁ [P cos(n?, x)-rj._f ‘W]a/S

(5.-5),

dI - - cos ( nY d
ST Hff ) ds

SN CXYENERE -4 (L

R
und fur die auf den Korper Q ausgeubten Krafte

ff[»’:cos(n x)]clS
-H [1: cos (n* x)-rf—-é—é] § - d 1, (5.-7),

Ix Int t
{f [peos(iy)] ds

Q
— H [ peos(rly) + 572‘ sﬁ]a/S Jiz (5.-8) .
y n

QU

(Zu beachten sind die Richtungen der Flachennormalen.)

Betrachtet werden nun die zeitlichen Mittelwerte der
Glgn (5.-7) und (5.-8), um die mittleren zeitunabhangigen-
Kraftanteile zu bestimmen. Die letzten Terme in den obigen
Gleichungen liefern keinen Beitrag, da der hier betrachtete
Vorgang periodisch ist und es daher, etwa von Periode zu Pe-
riode, keine Anderung des mittleren zeitlichen Impulses im
Gebiet R geben kann. Wie in Abschnitt 4 wird als Kontroll-
flache Sz die Zylindermantelflache mit dem Zylinderradius
rq = konst. (0 < z <€ d) betrachtet. Es gilt beziglich des
lokalen Koordinatensystems des Kdérpers Q
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R JRT L AT T YT W4
g ) g d%g T Pp Ixg AYQCOS JG‘ 54&*@ Stn

(5.-9),

_é_é.._iﬁ_)_’@_& yx\r _ijénfgaf:‘é-‘-}{—;-CogJQ
Qa <

éya %Y& 37a A’J ')7(_‘ AYQ

(5.-10).
Damit folgt aus den Glgn (5.-7) und (5.-8)
d+§ 2%
F = —f // f Cos "}
£°° vT" t rQ= konsl’.
(_z‘ corde = Y Lsind)[ | dok d= .o,
t Zl/
FZ f (l'f’ SLh jQ
=me Jeo t | bg= kon.
3¢ ) (5.-12),
T f#(h sem g +];g;c05*)a)}"a dq dz

wobei mit

t der zeitliche Mittelwert angedeutet ist.
Das Ergebnis muB unabhidngig sein von der Wahl des Radius
rg= konst., wenn dieser Radius nur den einzelnen Korper Q
umschlieBt. Handelt es sich bei dem Koérper um einen frei
schwimmenden Korper, so halten die Krafte den Kérper in ei-
ner mittleren Position, um die er oszilliert.

Bei den Ausfiuhrungen beziglich des Impulses wurde bis-
her keine Linearisierung vorgenommen. Im folgenden muf die
Betrachtung auf das Problem 2. Ordnung beschridnkt werden.
Wie in Abschnitt 2.2 gezeigt, lassen sich zur ndherungswei-
sen Losung der nichtlinearen Randwertaufgabe der Diffraktion
prinzipiell Potentialansatze unterschiedlicher Ordnung auf-
stellen.

Aus der Oberflachenbedingung der Glg (2.2-22) erkennt
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man, daB fur die zeitliche Abhdngigkeit des Potentials 2.
Ordnung

FD = { Gzt Re [l(;u("'\’"” ]

(5.-13)

gelten mu8 (/7/), d.h. es existiert ein zeitunabhangiger An-
teil und ein Anteil, der mit der doppelten Kreisfrequenz os-
zilliert. Beschrankt man sich bei den Glgn (5.-11) und (5.-
12) ausschlieBlich auf die Terme 2. Ordnung, so erkennt man,
daB das Potential 2. Ordnung nur mit p in die Gleichungen
eingehen koénnte. In den Druckanteil 2. Ordnung geht das Po-
tential ¢("rmch Glg (2.1-3) mit 3¢/ dt ein. Der zeitliche

Mittelwert ist aber

————————

(2 ¢
(6¢ )) =0 (5.-14).
at

Damit ist gezeigt, daB zur Ermittlung der Driftkrafte
die Kenntnis der Potentiale 1. Ordnung ausreichend ist.

Es wird 2zunachst die Integration des Druckes uber z
durchgefuhrt, dabei ist 2zu beachten, daB die Integration
formal erst einmal bis zur Wellenoberflache 1. Ordnung z =
d + ‘“)durchzufﬁhren ist, um alle Anteile des Druckes 2.
Ordnung zu erfassen.

Mit Glg (2.1-3) kann geschrieben werden

I t . -
(j77>a/z)(l)= f.’/"f%é')"ﬂlz-d)
2o ;
5t [ BT G b oo

wobei nur Terme bis zur 2. Ordnung berucksichtigt sind.
Fur die ersten beiden Terme der rechten Seite der Glg
(5.-15) gilt
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d-&‘? ) o t
J_ [-535 - g3(z-d)] 4=
—t

_ f f m [(’—i—’olz __Z-fj(z_“zlz:ch}

Z<=0

4) u) z=~ 0
f(}‘ JH, / 5’3/7 )) Zﬁdz (5.-16).

Das Potential 1. Ordnung liefert keinen zeitunabhangi-
gen Anteil 2. Ordnung im Bereich 0 £ z <£ 4. Die Konstante
1/2 ¢ 9 a% folgt aus dem hydrostatischen Druck. Sie hat kei-
nen EinfluB auf die Krafte, da sie bei der Integration uber
4" entfallt. Sie wird im weiteren fortgelassen. Die Integra-
tion der vom Quadrat der Geschwindigkeiten abhangigen Terme
in Glg (5.-15) - wie auch in den Glgn (5.-11) und (5.-12) -
ist bis zur Stillwasserflache z = d durchzufihren; die dar-
Uber hinausgehende Integration ergadbe Terme 3. Ordnung. Dar-
aus folgt fir das Integral des Druckanteils 2. Ordnung

d+ (t_) - —-——-;t
([ pdz) =-r}"’§t)/ ‘5f7/5“7
zf/f(“m (3] ¢ (5 Tl

2<c0o
=0

t
Zz=d

Wegen der linearisierten Oberflachenbedingung der Glg

(2.2-7) y
1) 2T
(1)
SR & (5.-18
] ot
kann noch zusammengefaft werden (vgl. /21/)
t —_— t

_f7(4)<) ) |z=d 4 m}z- [3 [J (4),2:«(}2

3t ng [; 23 it

(5.-19).
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Der Anteil der Vertikalkomponenten der Teilchenge-
schwindigkeit 3¢/ dz in Glg (5.-17) kann einmal partiell
integriert werden. Unter Berucksichtigung der Randbedingun-

gen der Glgn (2.2-16) und (2.2-18) gilt dann
t
)
_gj _.ﬁ’
tJ ol 2ut
= () yJUNEE A “ § g
=-Z3 4 +s [ 4L 4
2 e 3z

()t d

a WN|z- 2 [¢a)

7“) 1t2 + £ /75“7 J?‘ — dz (5.-20).
z=o

Die Glgn (5.-19) und (5.-20) werden in Glg (5.-17) ein-

gesetzt. Weiter werden fur die Anteile der Horizontalkompo-

nenten der Teilchengeschwindigkeit Polarkoordinaten nach den

Glgn (5.-9) und (5.-10) eingefﬁhrt Damit ergibt sich

([ i) o _i‘:)/ $57 /

It

2«9

+?f/7‘“’—ﬁ°’"f/[( ) (2 )]"’—

Z=o (5.-21).

Die zeitliche Abhangigkeit der Potentiale 1. Ordnung

ist e ¥ Mit Glg (A.7-7) folgt fir den 1. Term der rechten

Seite der Glg (5 -21)

£( —f‘i) - s

(A) (4)/
‘13 ?{ (5.-22),
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wobei mit ¢ wieder die konjugiert komplexe Funktion von ¢
bezeichtnet ist. Fir den 2. Term in Glg (5.-21) gilt
t

) 1 w |zed . 2 /7. 2=
—g ¢ ) a-tz l =}§.[¢()[_w /())+ yt«(_wzf{la)}] o

(0 | Z=d
=-i (_w2) % f(")l
£

Damit heben sich aber diese beiden Terme der Glg (5.-21)
auf.

(5.-23).

Im weiteren wird die Formulierung der Driftkraft fur
das Diffraktionsproblem in x-Richtung nach Glg (5.-11) abge-
leitet. Die Kraft in y-Richtung erhalt man, indem man in Glg
(5.-11) cos J’a , Sin 1”Q durch cos(J‘Q-‘n‘/z.), sin(Ja— v/2) er-
setzt.

Der Index (1) zur Kennzeichnung der 1. Ordnung bei den
Potentialen wird im weiteren fortgelassen.

Far die Driftkraft in x-Richtung folgt dann aus Glg
(5.-11) mit Glg (5.-21) und dem oben Gesagten

F ) Q ¢ =
d 2z 2 /14 t va = komsf,
Z";_/o! [7{ {TJ%) "(7&:%) ]w“}a & | dladz
v YIS = kowsf.
_i—/éf;[]}.‘?(ﬁ{cosj _j_.gmag)]rq c/'j 5/2
=0 F
(5.-24) .

Die Quadrate der Ableitung der Potentiale in radialer

Richtung koénnen folgendermaBen zusammengefaft werden:
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@) Q ¢
F

d- 25 ¢t
_A 'k VAL id 2
o] | [0#3E+ (Y- (219) ] s
. t l(or\S\(
-2 3‘%1 ‘&Q .%Sl:h Ja ] . rQ/ J-JQ dz (5.-25).

Betrachtet man nun das Potential des Diffraktionspro-
blems, so kann man mit der komplexen Amplitude ¥ des Poten-
tials unter Beachtung der zeitlichen Abhangigkeit (vgl. An-
hang 9.7) fur die Driftkraft

F(I)Qt_
- 2 VR WSS TR T
2 f] ﬂ»?ﬁ*?ﬁ?#ﬁ o ]

Z=0 Jg=0
Ya':konnl‘.
_[i% 9% Jy,,],fw,,y&].ral%dz
Ir, H lr A
(5.-26)
schreiben.

Die Potentiale des Diffraktionsproblems der Glgn (3.2-
33) bis (3.2-35) liegen in Form der Glgn (3.2-63), (3.2-69)
vor. Wegen der Orthogonalitat der Funktionen 2 o (z) und we-

V' Z., 3Z. 6,
e T Z,(2)

konnen die Integrale iuber Y fir alle o getrennt gelost
werden. Fur Glg (5.-26) kann formal auch

t
FO% =-2s (%%
=28 [f 097 57) « L0170 28)
305 5°) + Lo (5 97 ] (5-=27)
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geschrieben werden.

Die einzelnen Integrale sind im Anhang 9.9 gegeben. DaB
das Integral f, () zu Null werden muB8, kann auch direkt ab-
geleitet werden. Die Potentiale dieses Integrals beschreiben
nur einfallende Wellensysteme, die auch ohne Prasens eines
Kérpers existieren kénnen bzw. die nicht durch einen Koérper
gestort sind.

Fir die Driftkraft in x-Richtung ergibt sich dann mit
den Teilintegralen - Glgn (A.9-11), (A.9-12), (A.9-14),
(A.9-21) und (A.9-22), (Anhang 9.9) - nach Umordnen

—t
F(z)a - -ij‘*’z(—:-)zdz

[ (XC{)Z [ ( "'"1 '7’“"-) }-’Nmm)k

mz=-ob

t (655 + 50 ) f’l(mm}x,

- ( ’7(m+4))< + 3:"7(»'-«4»4):&) fqu,

*Q AQ
m=-co ("""‘)"" * 47( mt1) o’ " P!

*a *a
* G T’?{m-m)o(' 6"7{ +4) o/ 7Mll ]f 5.-28)

Die Summe Uber o' ist die Summe Uber die reellen o¢.

Die Driftkraft in y-Richtung erhdlt man, indem man Jje-
weils die erste Summe der f,,, der f4\, und der f,, (Glgn
(A.9-8), (A.9-19)) mit e~'™2= -i und die zweite Summe
(Glgn (A.9-9), (A.9-20)) mit e*™2 = +i nultipliziert ent-
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sprechend den geanderten Richtungskosinus. (Die Integrale
f3°‘ sind die konjugiert komplexen Integrale zu fon-)
Fir die Driftkraft in y-Richtung gilt dann

—_t
F)fua -____Z/_lfwz(_zli)sz

Joxd) 20628+ F) Fis

a2l -

- ( G'7(m+4)y_ + '3_'7(m+4}2,) 'qux

¥R
- ( G'anx '7r-- x) (rn-M)X—

- (6.'7(’""'4)& * F’}(M-M)}c) que-,x]

I / _ F *a o i
Tt 2 2 (“ J)Z [ 7M,¢ 7( +1) ¢! + G?/m-u}ol' T?,nﬂ!

m= T 00

*G
t G' M,{' }:"l(m-m)ol' - 6"7(r-+4)o< 7’";("7] (5.-29).

Fir einen einzelnen Korper entfallt die Summe uber die
reellen «! in den Glgn (5.-28), (5.-29), da die harmonische
Elementarwelle keine Glieder mit den reelen oC enthalt.
Ebenso entfallt diese Summe bei einer Anordnung einfacher
rotationssymmetrischer Kérper mit konstantem Durchmesser,
die auf den Meeresboden aufgestellt sind und sich bis uber
die Stillwasserflache hinaus erstrecken.

Zur Errechnung der Driftkrafte fur die frei schwimmen-
den Korper sind die Potentiale der Abstrahlungsprobleme und
die Bewegungen der Koérper (vgl. Glg (2.4-2)) mit zu berlick-
sichtigen. Es sind lediglich die Fourierkoeffizienten der

einfallenden und abstrahlenden Wellensysteme in den Glgn
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(5.-28) und (5.-29) so abzuandern, daB8 die Abstrahlungspo-
tentiale multipliziert mit den normierten Bewegungen der
Korper mit in die Gleichungen eingehen.

Fir die Koeffizienten des gesamten Potentials gilt

dann:

but = ot v 2T (e,

P=4 J=a
(5.-30),

und

F*'Y = T, 1-7(

- ¥QF
m "~x i H/z oL tjarﬂa(

P
Sia $ ¥ 8
Tt Z JZ ("lw H/2 c[) JPm (5.-31).

Fur einen rotationssymmetrischen Korper gibt es kein
Moment um die Hochachse (j=6). Fir Korper allgemeiner geome-
trischer Form kann leicht analog zu den vorigen Betrachtun-
gen mit Hilfe der von Newman /25/ abgeleiteten Beziehungen
fur den Impuls das Driftmoment um die Hochachse bestimmt
werden, wenn die Potentiale in Form von Fourierreihen vor-
liegen.

Zur Bestimmung der Driftkraft in vertikaler Richtung
und der Driftmomente um die horizontalen Achsen sind nach
Lee und Newman /15/ wohl Integrationen uber die Stillwasser-
flache und den Meeresboden nicht zu umgehen. Die Anwendung
des Impulssatzes bietet dann aber kaum Vorteile gegeniuber
dem Verfahren der direkten Integration (/31/) beim Diffrak-
tionsproblem der rotationssymmetrischen Koérper.
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6. Numerische Ergebnisse

Auf der Basis des Rechenprogramms (DIFRAC-R) fur die Analyse
eines einzelnen rotationssymmetrischen Koérpers beliebiger
Form wurde nach dem in dieser Arbeit dargelegten theoreti-
schen Konzept das Rechenprogramm DIFRAC-M fir die Analyse
einer Anordnung mehrerer Koérper erstellt und lauffahig ge-
macht.

In einer umfangreichen Reihe von Testrechnungen wurden
die Ergebnisse Uberprift. Zum Vergleich wurden in der Lite-
ratur gegebene theoretische sowie experimentelle Ergebnisse
nachgerechnet (/2/,/9/,/19/,/26/,/27/,/29/,/35/). Dabei
konnte in der Regel eine sehr gute Ubereinstimmung erzielt
werden.

Alle Rechnungen wurden auf der CYBER 175 des Rechenzen-
trums der RWTH-Aachen durchgefuhrt. Die Erfahrungen, die bei
der Analyse einzelner rotationssymmetrischer Koérper bezig-
lich der Anzahl der Fourierkoeffizienten und der Idealisie-
rung gewonnen wurden /11/ konnten ubernommen werden. So wur-
de die Anzahl der Fourierkoeffizienten fir die vertikale
Richtung in den Elementen des Typs I und II auf 20, die fur
Elemente des Typs III auf 50 festgelegt.

Bei der Anzahl 11 der Fourierkoeffizienten (-5<m €+5)
in Umfangsrichtung zeigte sich bereits eine ausreichende Ge-
nauigkeit der Ergebnisse. Bei den ausgefiuhrten Rechnungen
(mit -9 € m <€ +9) betragt die Genauigkeit der Ergebnisse
ca. 1%. Fir die Ordnung der gegenseitigen Beeinflussung war
u=7 in der Regel ausreichend. Fir kleine Werte der dimensi-
onslosen Wellenzahl (wxa < 0.3) wurde bereits mit u=3 aus-
reichende Genauigkeit erzielt.

Das hier dargelegte spezielle Verfahren fir die rota-
tionssymmetrischen Koérper erwies sich im Vergleich mit einem
Integralgleichungsverfahren (/8/,/12/) sowohl in Hinsicht
auf Speicherplatzbedarf als auch auf Rechenzeit (1/10) effi-
zienter.

Im Rahmen dieser Arbeit werden beispielhaft Ergebnisse
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der Untersuchungen von Koérpern, die eine relativ einfache
geometrische Form aufweisen, gezeigt. Bei Anordnungen dieser
Korper lassen sich die Effekte der gegenseitigen hydrodyna-
mischen Beeinflussung am deutlichsten zeigen.

Im folgenden werden auch Wellenkrafte fur die horizon-
talen Richtungen auf stehende, Uber die Meeresoberflache
hinausragende Zylinder angegeben, die bezogen sind auf die
Kraft, die auf einen einzelnen alleinstehenden Zylinder
wirkt. In der Abb. 8 wird daher die Horizontalkraft nach der
bekannten Ldésung von Mc Camy und Fuchs /16/ in Abhangigkeit
von der dimensionslosen Wellenzahl angegeben. Beim Diffrak-
tionsproblem des einfachen stehenden Zylinders ist der
Kraftverlauf Uber z (0€ z< d) proportional zu cosh(g z2).
Beim Potential des Diffraktionsproblems treten wegen der
einfachen Randbedingung auf der 2Zylindermantelfldche keine
Summenglieder mit den reellen « auf (vgl. Abschnitt 3.1).

Die Wellenkraft 1. Ordnung last sich sehr einfach durch
Integration des instationaren Druckes uUber die Korperober-
flache ermitteln.

Mit der Normierung

{ FV"O
V1o = rj r a* H/2 tanh (xd)

lafpt sich dann der dimensionslose Koeffizient f\,oder Hori-

zontalkraft definieren, der unabhangig von der Wa;sertiefe d
ist. Es ist sinnvoll, diese Art der Normierung auch fur eine
Anordnung mehrerer stehender Zylinder zu uUbernehmen, da auch
bei dieser Randwertaufgabe die einfache Abhangigkeit des
Kraftverlaufs Uber 2z wie fur den einzelnen 2Zylinder gilt
(vgl. Abschnitt 3.2) und damit die so normierte Kraft unab-
hangig von der Wassertiefe ist.

Wie fir die Kraft 1aBt sich fir das auf den Zylinder
wirkende Kippmoment beziglich des Meeresbodens ein dimensi-
onsloser Koeffizient definieren, der ebenfalls unabhangig
von der Wassertiefe ist.

Fir das Verhaltnis von Kippmoment 2zu Horizontalkraft
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gilt d
F'ws.o _ zfzo Z cosh (xz) d=

Futo __[% cosh(xz)d=

Fir den dimensionslosen Koeffizienten des Kippmomentes

gelte die Definition:

f‘“sb = !xﬂlo

Daraus folgt dann:

f;Sb
fJ 1 qzd H/Z/ fnhh(xl) .,._:'..__...i.....___. 4)}

2dUcosh (ed)

fus, =

Fir einfache auf dem Meeresboden stehende Zylinder hat
man also sofort mit der Auftragung fur fw"° auch das Kipp-
moment.

Bei einer Anordnung mehrerer gleichartiger Koérper er-
fahrt jeweils derjenige Korper, der sich als erster in der
Wellenlaufrichtung befindet, die grdéBten Interaktionseffekte
bei den erregenden Kraften. Die VergrdoBerung der Kraft ge-
genuber der, die auf den einzelnen Korper wirkt, kann bei
bestimmten Frequenzen durchaus 50% betragen und zwar in ei-
nem Bereich, der maBgeblich sein kann fur die Auslegung der
Struktur.

Van Oortmerssen /29/ zeigt theoretische und experimen-
telle Ergebnisse einer Untersuchung zweier benachbarter auf
dem Meeresboden stehender Zylinder. Diesen Ergebnissen wer-
den in der Abbildung 9 eigene Rechenergebnisse gegeniberge-
stellt.

Die Zylinderachsen haben einen Abstand R = 6 a von-
einander. Aufgetragen ist in Abb. 9 a der VergrodBerungsfak-
tor der Horizontalkraft fur den ersten Zylinder, d.h. die
auf diesen Zylinder ausgelbte Kraft bezogen auf die Kraft,
die auf einen einzelnen alleinstehenden Zylinder wirkt. Die

Ubereinstimmung der Ergebnisse - auch der experimentellen -
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ist sehr gut. In der Abb. 9 b ist der VergréBerungsfaktor
fur die Kraft, die auf den zweiten Zylinder ausgeubt wird,
gezeigt. Die Interaktionseffekte sind fur diesen Zylinder
deutlich kleiner.

In der Abb. 10 sind die Ergebnisse der Untersuchung ei-
ner Anordnung dreier Zylinder, die von Ohkusu in /26/ verof-
fentlicht wurden, dargestellt. Aufgetragen sind die dimensi-
onslosen Wellenkrafte in den horizontalen Richtungen, die
bei zwei Abstanden R (R = 5 a bzw. R = 10 a) auf die Zylin-
der ausgeiibt werden. Die Ergebnisse der Nachrechnung zeigen
kaum Abweichungen.

Die Abb. 11 zeigt einige Ergebnisse einer vergleichen-
den Untersuchung zweier schwimmender Zylinder, die von Mat-
sui und Tamaki /19/ analysiert wurden. Beispielhaft sind die
erregenden Wellenkrafte fur die horizontale Richtung (Abb.
11 a), ein Kopplungsglied der Massen- und der Dampfungsma-
trix (Abb. 11 b) und die Ubertragungsfunktionen fur die
Tauchbewegung der Zylinder (Abb. 11 c) gezeigt.

Als eine Erweiterung der von Ohkusu /27/ fir eine Kon-
figuration dreier schwimmender Zylinder durchgefihrten Un-
tersuchung werden in der Abb. 12 fir die hydrodynamischen
Massen und die Koeffizienten der Potentialdampfung fur die
x-Bewegung (j=1) und die Drehbewegung um die y-Achse (j=5)
gezeigt.

In der Abbildung 13 sind die Ubertragungsfunktionen der
Horizontalkrafte fur drei abgestufte 2Zylinder dargestellt.
Eine derartige Anordnung von Auftriebskérpern kann man bei
Halbtauchern finden.

SchlieBlich zeigt die Abb. 14 den EinfluB einer stehen-
den Struktur auf die Horizontal- und die Vertikalbewegung
eines in der Nahe frei schwimmenden Zylinders bei zwei Ab-

standen R.
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Die im folgenden aufgefiuhrten Ergebnisse fur die auf
die Korper wirkenden Driftkrafte beschrdnken sich auf das
Diffraktionsproblemn.

Es finden sich in der Literatur nur wenige Beispiele
fur die Driftkrafte, die auf rotationssymmetrische Kérper
unter Berucksichtigung der gegenseitigen Beeinflussung wir-
ken.

Um die Giultigkeit der in Abschnitt 5. abgeleiteten For-
meln fir die Driftkrafte zu lUberprufen, wurden zunachst ein-
mal Vergleichsrechnungen mit einzelnen rotationssymmetri-
schen Korpern (/9/) durchgefuhrt.

Beispielhaft wird in der Abb. 15 der Verlauf der Drift-
kraft aus dem Diffraktionsproblem fir einen einfachen
schwimmenden Zylinder, der in der Welle festgehalten ist,
gezeigt. Die mit dem Rechenprogramm DIFRAC-M erzielten Er-
gebnisse missen identisch sein mit jenen, die mit dem Pro-
gramm DIFRAC-R aus der Fernfeldbetrachtung nach Newman ge-
wonnen wurden, da die in Abschnitt 5 dieser Arbeit abgelei-
teten Beziehungen auch fur den Einzelkorper unabhdngig vom
Radius der Kontrollflache gelten.

Zum Vergleich sind in Abb. 15 auch Ergebnisse aufgetra-
gen, die mit Hilfe eines Integralgleichungsverfahrens (Pro-
gramm SING-A) durch direkte Integration des zeitunabhangigen
Anteils des instationaren Druckes uUber die Korperoberflache
nach Pinkster /31/ gewonnen wurden.

Es ist bekannt, daB die auf diese Art ermittelten Werte
in starkem MaBe abhdngig sind von der Idealisierung der Kor-
peroberflache durch finite Oberflachenelemente, d.h. die
Werte sind nur 2zuverlassig bei Verwendung einer sehr grofen
Anzahl von Elementen.

Die in Abb. 15 benutzte Normierung fir die Driftkraft

€
F
209 a (H/2)*

ist Ublich. Mit dieser Normierung wird bei gréBeren Wellen-

zahlen ein konstanter Grenzwert erreicht, da sich die Wel-
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lenbildung dann nur noch in unmittelbarer Ndhe der Stillwas-
serflache abspielt und an der Korperoberflache Totalreflexi-
on stattfindet (/7/).

Der Bereich der mittleren und groéBeren Wellenlangen
(kleinere Wellenzahl) kann bei dieser Art der Auftragung un-
terschatzt werden. Die mittleren Wellenldngen sind mit gré-
Beren Wellenhdhen verbunden. Das Verhaltnis Wellenhéhe zu
Wellenlange kann praktisch den Wert 1/7 nicht tberschrei-
ten, daruberhinaus bricht die Welle.

In der Abbildung 16 ist fir den einfachen stehenden Zy-
linder der Abb. 8 die Driftkraft fur die x-Richtung in nor-
mierter Form in Abhdngigkeit von der dimensionslosen Wellen-
zahl angegeben.

Ahnlich wie bei der Wellenkraft 1. Ordnung kann fur den
einfachen auf dem Meeresboden stehenden Zylinder ein dimen-
sionsloser Koeffizient der Driftkraft angegeben werden, der
von der Wassertiefe unabhangig ist.

Nach dem, was in Abschnitt 5. im Zusammenhang mit der
Integration uber die Kontrollflache Sg 2zur Ermittlung der
Driftkraft gezeigt wurde, kann die Integration uber =z
(0 ¢z< d) fir den einfachen Zylinder separat ausgefuhrt wer-

den:
()t 2 V*kons\( d
7o S| W [ s
=0 Zeo

Die Funktion f, (z) ist proportional zum Quadrat des
Diffraktionspotentials und auch proportional zum Quadrat der
horizontalen Teilchengeschwindigkeiten an einer beliebigen
Stelle des Strémungsfeldes (x = konst., y = konst.).

Man kann ganz formal die Driftkraft so formulieren, als

ob sie aus einem Staudruck resultierte

t d
F:fZ) = j; C (qu‘f 2o jr It;o[z))2¢¥2:

£=0
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Fir die Geschwindigkeit |u_(z)| kann der Betrag der
Teilchengeschwindigkeit der ungestérten Welle in Wellenlauf-
richtung eingesetzt werden.

Mit Glg (2.3-23) erhalt man dann

- d 5"o(xoz) X=O. H cosh(x2)
l“o( )l" ) x T 97 Ginh (xd)
far m = 0.

Die Kreisfrequenz e« kann mit Hilfe der Dispersionsglei-
chung (2.3-24) ersetzt werden. Nach Ausfihrung der Integra-
tion Uiber z erhdalt man fur die Driftkraft:

4 H 12 2xd
F =3 C(*‘a)f?“(‘z‘)'/" T Sinn (2xd)

"oder fur den dimensionslosen Koeffizienten der Driftkraft:

f;(z)

Ak (hr2)? (!4 * S.'.-z.:(azlu()

t
{A(Z) (-_- C(zq)) =

Diese Normierung fur die Horizontalkrafte wird bei der
Auftragung der Ergebnisse fur die einfachen auf dem Boden
stehenden, bis uUber die Meeresoberflache hinausragenden Zy-
linder benutzt.

Eatock Taylor und Hung /2/ dgeben Vergroferungsfaktoren
der Driftkrafte fur eine Anordnung zweier benachbarter ste-
hender Zylinder an, wie sie in der Abb. 17 skizziert ist.
Fir den Bereich relativ groBer Wellenlangen haben Eatock
Taylor und Hung den Einfluf des Abstandes der Zylinder auf
die Driftkrafte in x-Richtung untersucht. Fir den Bereich
sehr grofer Abstande R geben sie eine Naherung an.

Die Abbildung 17 zeigt, daf im Bereich gréBerer Wellen-
langen die Driftkraft bei kleiner werdenden Abstanden bis
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auf das 4-fache des Wertes der Kraft fur den Einzelzylinder
anwachsen kann. Fur die betrachtete Konfiguration wurden die
Driftkrafte fur den hauptsachlich interessierenden Bereich
der normierten Wellenzahl O0<xa <2.0 (d.h. also O £ xR ¢10
fir R/a = 5 bzw. 0 € gR €4 fur R/a = 2) nachgerechnet und
den Ergebnissen von Eatock Taylor und Hung gegenuberge-
stellt. Es zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung der Er-
gebnisse. Lediglich fir den Fall der sich nahezu beruhrenden
Zylinder ergeben sich Abweichungen, die vertretbar sind.

Weiter sind in den Abbildungen 18 und 19 die Driftkraf-
te in y-Richtung fir den Zylinder I gezeigt. Bei groBen Ab-
standen R im Bereich kleinerer Wellenlangen ist diese Kraft
wesentlich kleiner als die x-Kraft.

Fir den Bereich der gréBeren Wellenlangen bei kleineren
Abstanden ist die Auftragung mit der Normierung der Abb. 18
nicht mehr sinnvoll. Fur Kkleine Abstdnde R wurde daher in
Abb. 19 die y-Kraft mit der Normierung, wie sie fur den ein-
zelnen Zylinder der Abb. 16 eingefihrt wurde, aufgetragen.
Es zeigt sich, daf bei kleinen Abstdnden sehr groBe y-Krafte
auftreten koénnen.

In der Abbildung 20 sind VergréBerungsfaktoren der
Driftkrafte fur die Konfiguration der zwei Zylinder der Abb.
9 gezeigt. Aufgetragen sind Uber der Wellenzahl die Krafte
auf die Zylinder bezogen auf die Kraft, die auf einen ein-
zelnen Zylinder wirkt. Die Ergebnisse einer Nachrechnung mit
dem Programm SING-A sind zum Vergleich gezeigt.

Fir die drei auf dem Meeresboden stehenden bis uber die
Meeresoberflache hinausragenden Zylinder der Abb. 10 sind in
Abb. 21 die Driftkrafte fur die horizontalen Richtungen auf-
getragen.

Diese Abbildung und auch Abb. 20 machen deutlich, daB
sich die gegenseitige Beeinflussung bei den Driftkraften
starker bemerkbar macht als bei den Wellenkraften 1. Ord-
nung. Es ist zu beachten, daB die Driftkrafte absolut aller-
dings kleiner sind als die Krafte 1. Ordnung. Der EinfluB
des Abstandes R (Abb. 21) auf den Verlauf der Driftkrafte
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und auf den Verlauf der Krafte 1. Ordnung (Abb. 10) udber
der Wellenzahl ist qualitativ vergleichbar.

SchlieBlich sind in der Abb. 22 noch die Driftkrifte
des Diffraktionsproblems fur die zwei schwimmenden Zylinder
der Abb. 11 gezeigt. Es werden Abschattungseffekte, die der
zweite Zylinder erfahrt, deutlich.
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7. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden einige Effekte der gegen-
seitigen hydrodynamischen Beeinflussung an Strukturen unter
der Wirkung von harmonischen Schwerewellen am Beispiel rota-
tionssymmetrischer Koérper mit vertikaler Achse aufgezeigt.

Zunachst wurden die allgemeinen Grundlagen der potenti-
altheoretischen Behandlung von Strukturen, die auf dem Mee-
resboden stehen bzw. frei schwimmen, unter der Wirkung von
Wellen dargelegt. Das prinzipielle Vorgehen zur Linearisie-
rung der Randwertaufgaben der Diffraktion und der Abstrah-
lung wurden gezeigt.

Es wurden dann die Grundzige eines Makroelemente-
Verfahrens 2zur hydrodynamischen Analyse rotationssymmetri-
scher Korper mit vertikaler Achse und die Erweiterung dieses
Verfahrens auf Anordnungen mehrerer Korper beschrieben.

Der Grundgedanke des Makroelemente-Verfahrens liegt in
der Aufteilung des Stroéomungsfeldes um die Korper herum in
koaxiale Ringelemente. Die Potentiale in den Elementen wer-
den durch Fourierreihen angendhert.

Auf diese Weise laBt sich das Strémungsfeld innerhalb
der einzelnen Elemente durch analytische Funktionen be-
schreiben. Alle notwendigen Integrationen uber die Begren-
zungsflachen der Elemente koénnen analytisch ausgefuiuhrt wer-
den.

Im Abschnitt 4. dieser Arbeit wurde aufgezeigt, wie
vorteilhaft aus der Betrachtung des Stroémungsfeldes um ein-
zelne Korper innerhalb der Anordnung bzw. um die Anordnung
der Korper hydrodynamische Krafte ermittelt und Beziehungen
zwischen den Dampfungskoeffizienten abgeleitet werden koén-
nen. Diese Betrachtungen sind nicht auf rotationssymmetri-
sche Koérper beschrankt und bieten eine Reihe von Kontroll-
méglichkeiten.

SchlieBlich wurden im Abschnitt 5. allgemeingultige
Formeln zur Ermittlung der auf die Kérper wirkenden Drift-

krafte in den horizontalen Richtungen nach dem Impulssatz
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abgeleitet.

Zur Uberprifung des Verfahrens wurden Beispiele aus der
Literatur nachgerechnet. Die vergleichenden Rechnungen zeig-
ten eine sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse.

Die Auswirkungen der gegenseitigen hydrodynamischen Be-
einflussung auf die Krafte, hydrodynamische Massen und Damp-
fungskoeffizienten sowie auf die Bewegungen frei schwimmen-
der Korper wurden an ausgewahlten Beispielen demonstriert.
Die VergroBerung der Krafte gegenuber jenen, die auf den
einzelnen Koérper wirken, kann bei bestimmten Konfigurationen
nicht mehr vernachlassigt werden und muB8 bei einer zuverléas-
sigen Bemessung der Strukturen mit bericksichtigt werden.

Es zeigte sich, daB das hier benutzte Verfahren bei ei-
nem Vergleich mit einem Integralgleichungsverfahren erhebli-
che Vorteile sowohl in Hinsicht auf die Rechenzeit als auch
in Hinsicht auf die Genauigkeit der Ergebnisse bietet.
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9.1 Beziehungen zwischen den Besselfunktionen

Die allgemeinen Beziehungen fur die Besselfunktionen findet
man in /1/, /18/, /38/.

Die hier aufgefiihrten Beziehungen zwischen den Bessel-
funktionen, den Hankelfunktionen und den modifizierten Bes-
selfunktionen gelten ohne Einschrankungen nur fur ganzzahli-
ge (positive, wie negative) Ordnungen m. Die Argumente f
durfen auch komplexe Werte annehmen.

Die Hankelfunktion 1. Art (H () = H:&) ) wird gebildet

Ho (g) = T.0p)+ ¢ )’m(g) (A.1-1)

mit den Besselfunktionen 1. und 2. Art (J,., Ym ). Beide
Funktionen liefern fur reelles Argument reelle Werte. Y,()
wird auch als Neumann’sche Funktion bezeichnet. Auch die
Werte der modifizierten Besselfunktionen sind bei reellem
Argument reell.

Die Besselfunktionen sind durch folgende Beziehungen

miteinander verbunden

I (-if) =(-0)" ], (f) (A.1-2),

Es gilt speziell fur ein reelles Argument $= xr:

m+A

Hm(j’) (A.1-3).

I,-,., ("L')LY}=(—L')MJM(’°") (A.1-4),

km(—o.')ur)= ..éz (i) mHHm(\cv) (A.1-5),
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und fir ein imaginares Argument $ = iewr ( « reell):

I (r) = (=¢)7 ] () (h1-6),
KM (o(r) = -;—r- l:)rn-w' Hm(c'o(\r) (A.1-7).

Fir die Funktionen mit negativer Ordnung m gelten die
linearen Abhangigkeiten:

Jou () = (= 2)7 Iy () (A.1-8) ,
Ho (ev) = (=) H, . (er) (A.1-9),
T (wvr) = I (v) (A.1-10),
Kon (o) = Koy (otx) (3.1-11).

Die Funktionen 1. und 2. Art sind verbunden durch
I !’
Irn (S’} Krn(y) - [m(f) km[f) =—§L (A.1-12),

' - ! = —-—z——é— A.1-13
I () Honlp) = 1..(p) Hm () ( 1?3») ( )

) (A.1-14),

Ho(8) Hea (g) = Honlp) Honlp) = ( - :y

mit Rgxf) = ¢ Rm(f)/df und Hnlf) als konjugiert komplexer
Funktion zu Hm(f)'
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9.2 Rekursionsformeln

Fir die Besselfunktionen R"Jf) = %ﬁ(f) bzw. R"Jr) = H,(p)

gelten allgemein die Rekursionsformeln

R, (8) — R,.,,,M (g) = 2 R,.'._. (¢) (A.2-1),
an—4 (f) T R,,_,.,,,(f) = 2m R (f) (A.2-2).

§

Fir die modifizierten Besselfunktionen Im(f)’ Km(s) mit
¢ = («r) gilt

d L (v
Im-4 (at~) + Im*"(o(v) =2 J(O‘(i()) =Z In: (etv)
(A.2-3),
Thnen (o) = Dy (&v) = 'O_ZC"::" I, () (A.2-4)
und
Kh‘\—q (v) + KMM (nr)==2 jé—;(f'—(;ﬂ ==/7 kh-.l(o(r)
Y.
(A.2-5),
Koo (50) = Moy 4 ) = =222 (o) (B.2-6) .

Die Glgn (A.2-3) bis (A.2-6) konnen auch aus den Glgn
(A.2-1) und (A.2-2) mit Hilfe der Glgn (A.1-6) und (A.1l-7)
hergeleitet werden.

Auch die Werte der Ableitungen J';(f) , Yr:.(f) ' I;ﬁ(?) und
K.'-n(f) sind bei reellem Argument reell.
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9.3 Grenzwerte

Im Zusammenhang mit den Funktionen fur die unter dem Korper
liegenden Elemente kénnen die folgenden Grenzwerte gebildet

werden:
‘ 1- NnTr Im
L ”’(’ h ) = (ﬁf)

h =>0 I (n iv‘o.)

h (A.3-1),
jmt = 0,1,2,..
h T Im]
£ Ko (P ) (_9.
nvo LK (F) r (A.3-2),
m h Im| = 1,2,3,..
nmrr
L. (K°( h = 7. _5) (A.3-3).
"0 /(o[n:"o. a (m = 0)

9.4 Der Entwicklungssatz der Besselfunktionen

Mit Hilfe des Entwicklungssatzes kann das Potential der un-
gestorten Welle in 2ylinderkoordinaten transformiert werden

(Jacobi-Anger Formel). Es gilt

¢ (ex cos p o ey simp) {er cos (#7«)

é e
B e (-
=/ L e ) J.. (er) (A.4-1).
me= -00
nmit

W = are fan {.—){—)
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9.5 Die Additionstheoreme

Die Additionstheoreme fiir die Bessel- und die Hankelfunktio-

nen Jm(f") bzw Hm( f") lauten

Do (£4) 2 (m ) "‘ZMJ"'*" (£2) Inlgy) 5 (n %) (a.5-1),

neE -

Ho (89) 55 (me) = S5 L (82) Dnlg) (0 %) (ases).

ns -
( %2 >'?3)
Die Bezeichnungen kénnen den Skizzen entnommen werden.

fa £

f3

Skizze 1 Skizze 2

Fur die modifizierten Besselfunktionen lauten die Additions-

theoreme

I, (f") if: (m "3) =Z ("')HIm-m(fz) In[fs) ;?:("15)(1\.5-3) ,

Ny -0

K. (94) :f: (m')‘:.) =Zt”km+H(3’z)Ih(J‘5) ;: (n%) (A.5-4).

ns -0

( yz >f3 )
Mit Tn = fa i Rop = fa i rp =Py (vgl.Skizze 1 mit Abb. 7)

und ¥, =, _ﬁaP i - +fqp = 7» erhdlt man nach Umformung
Glg (3.2-20)

Mit rg =fa i Tp = i Rgp= P3 (vagl. Skizze 2 mit Abb.
7) und 2%~y =1y, = da-pari T 4pap = Vp
erhdlt man nach Umformung Glg (3.2-39).
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9.6 Die Green’schen Satze

Nach dem 1. Green’schen Satz gilt fir zwei harmonische Ge-
schwindigkeitspotentiale f und f" in einem abgeschlossenen
Gebiet R, sofern keine Quellen oder Senken innerhalb des Ge-
bietes vorhanden sind, /14/:

f[/( J¢ J9{*+ 39( éy{*+ é? 37{*) dx Jy dz
R

Ix  dx 67 37 iz Iz

(A.6-1),

= ﬁ¢§§fa(f - ///% [Aﬁ*) c{xo(y dz
) R

wobeli S die Oberflache des betrachteten Gebietes ist und mit
d /¢n* die Ableitung in Richtung der auBeren Oberflachen-
normalen bezeichnet ist.

Der 2. Green’sche Satz folgt unmittelbar aus dem 1.
Satz. Da ?5 und y” austauschbar sind, gilt:

{f/ (Flag*) = (84)F*) dx dydz
= g(?‘—:—g - a—"é;é*)a/s

(A.6-2).
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9.7 Das Produkt zweier zeitabhingiger komplexer Funktionen

Die Funktionen F, und F, haben die einfache Zeitabhangig-

keit e ~iwE

wobei fﬁz komplexe Funktionen bzw. komplexe Amplituden sind.

Sind die Funktionen mit

-t €
F1,2 = )[",?- t€ (A.7-2)

gegeben, so wird stillschweigend vereinbart, daB nur der Re-
alteil der komplexen Funktion zu beachten ist. Es gilt auch

F-r,,_ = 5"‘ (7[4,;' C-;wt'f 1,2 C—;wt) (A.7-3)

mit f@z' der zu fﬁtkonjugiert komplexen Funktion. Das Pro-

dukt der Funktionen F, und F, ist dann
FA . [-[4 —wt + 7[ —u.)")
(7[2 . e—o’w[— + ’[z . e—o'wf) (A.7-4).

Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen erhdlt man

Fofp= gt (fofe €74 £ fo )

*%(fx?? +1 )

(A.7-5),

oder

F,« F, =—— Rc[,[)[,_ +7[4-2:]

Der mittlere zeitunabhangige Anteil des Produktes ist

—2cwt (A.7-6).

ER g (fh A
= .g.. Re [)[47;) (A.7-7) .
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9.8 Oberflacheninteqrale

Die Integration uber eine Kontrollflache SR , wie sie bei
der Kombination zweier Teilpotentiale der Randwertaufgabe
auftritt, wird abgeleitet.

Die Kontrollfldche Sg ist eine Zylindermantelflédche mit
einem Radius r=konst. und 0 € z € d. Die komplexen Amplitu-
den zweier Teilpotentiale liegen in der Form der Glgn (3.2-
63), (3.2-64) und (3.2.69), (3.2.70) vor:

]

* ;.m‘}
Z Z  Ralv) e 72 (2) (h.8-1)

m——.o

%,

(¥t
5"2 =6 Z Z ?m*“ an" (xv) e Z.( (z) (A.8-2).

Rv'*“( «r), R, _.(=r) seien Besselfunktionen.

Es wird das Integral

[ n 53 - )4

Jh*
2% d
- ) 5 2 .
= ] / (‘&T: - % a:)ra/zc/ (A.8-3)
":O 2=9
gebildet.

Wegen der Orthognalitat dber 2z kann das Integral der
Glg (A.8-3) mit der einfachen Summe uUber

I = Z I°< (A.8-4)

beschrieben werden.
Wegen der Orthogonalitat uber & liefern nur die Antei-

le mit m = -m* einen Beitrag. Far I ergibt sich die ein-

oL
fache Summe uber m:

121



Ie( = MZJ.. me (-m)-c (R -&—’ )R )
. vko..‘#}/'qw fz(z)Jz

v

+ 00
¥ JR(-rn JRM
Cz-Zﬂ'-alZ G'mo(};—m)-((km"—a;—) "'Re,...) “_)'r

S - aob

1\

(A.8-5).

Es gelten die Abhangigkeiten der Glg. (A.1-8) bis (A.1l-
11). Damit ist aber schon gezeigt, daB das Integral der Glg
(A.8-5) zu Null wird, wenn es sich bei den Teilpotentialen

und um zwei abstrahlende Potentiale (R; = R_,, = Km() bzw R;
= (-1)™ R__=H,_ ()) oder um zwei einfallende Potentiale (R¥
= R_, = I.() bzw. R* = (-1)" R__ = J., ()) handelt.

Bei der Kombination eines einfallenden Teilpotentials

b 4

&
den Glgn (A.1-8) bis (A.1-13) aus Glg (A.8-5)

+o0
I,=cc-2rd7 6,, im)l(—A)"‘(JmH,.{.—Hm ],:‘).xr

m= -0

= C C « 29 JZ G‘,.n! ?:(’M)X{—/') (—7;—)&?

™ s -

mit einem abstrahlenden Teilpotential y; ergibt sich mit

= CA Cz L“' a{iw (-4)'“67“& :F(-'m))c

(A.8-6),

bzw.
+o0

Iy=c,c, 27d = L (I K = koo I} ot

m
+ o0
= -c¢c 2%d 2 Gy ?,m),‘
m=-—boo (A.8-7).
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Es werden noch die Integrale der Kombination mit denm
konjugiert komplexen Potential 9; benétigt.

Es gilt
Iy —
S.//(ff’ bhi B Ejz‘:)“
27 d 33;
= 92 _ AL ) oz o
'f[o zL(YA v % ")r ) (A.8-8).

Wegen der Orthogonalitat uber z kann fuir das Integral
der Glg (A.8-8) wieder die Summe uUber o

1*¥= 27 I

(A.8-9)
ol

R %

gebildet werden.

Die Integrale 1I% sind wieder einfache Summen uber m
(im = =i m* = i m*):

e —

_ R —)R*
I,=1¢"6¢" 27T¢l£2? éh"d mx (}2* : = R"‘J:i- )'Y

™M
4 oo ir

(A.8-10).

Handelt es sich bei den Teilpotentialen ¥, und ¥, um
die Teilpotentiale zweier einfallender Wellensysteme,

so
sind die Funktionen R; =R = I"x) bzw. R* = R __= J. ()
reell.
Es gilt dann:
R, = R d Ry 4R
m ™y T )y
Ir (A.8-11).

fir reelle Rnﬁ

Die Integrale I* werden zu Null.
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Handelt es sich bei den Funktionen }f4 und :;;_
Teilpotentiale zweier abstrahlender Wellensysteme,

um die
so gilt
die Glg (A.8-11) fur die reellen Funktionen R,, = K,(), die
mit den reellen o' verbunden sind. Das Integral der Glg
(A.8-10) wird Null. Fir o= -iw ist R, = R} = H() zu set-
zen. Aus Glg (A.8-10) ergibt sich mit Glg (A.1-14)

__ +0o0 - .
<, CZ-Z?TolZ G‘mr_z: - #L'x)'Y

¥

I,

mX
m= - v

Il

. — )
R ] 842 G'rnk Frn

m:—“

'
(A.8-12).

Es sind noch die Integrale der Kombination eines ein-
fallenden Wellensystems 94 mit einem abstrahlenden System J‘,_
zu bilden. Fir die reellen Funktionen R_= K (); R*x = I ()

m [a ) m m™m
( « reell) folgt aus Glg (A.8-10) mit Glg (A.1-12)

+o0 — “~
T, = ¢ 6 2vd 7 G, fmx("i,z;"()*
m = —ob

+ 00 —
=—C4C2 277'0{2 Gm“ F,.,.,d

= -0 (A.8-13),

und fur an = HM(); Rtﬁ = Jm() mit Glg (A.1-13)

+on
¥ —_— - 2
Iy_"—’ C4 Cz'th(Z G‘mx me(_ﬁ
m s P

<
r

¥y

(A.8-14).

e

= —-dcC, 0 $d Z e Frmyx
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9.9 Integrale zur Berechnung der Driftkrafte

Betrachtet wird das Teilintegral f, () der Glg (5.-27). We-
gen der Orthogonalitat uber z 1laBt sich das Integral wieder

mit der einfachen Summe uUuber o«

{Z (Y,;o’, 5’7Q) = % )[2"< (A.9-1)

beschreiben.
Es wird fir die Potentiale des Diffraktionsproblems die

vereinfachte Schreibweise der Glgn (A.8-1) und (A.8-2) be-
nutzt mit R* (er) = J,., () bzw. R¥ (o¢r) = I, () und
R,{(&T) = H, () baw. R_a(=r) =K, ().

Es wird das erste Glied (Glg (A.9-1)) der Summe uber «

mit &, = - ik abgeleitet Nach Glg (5.-26) gilt dann:
{zx_ =G /Z (2) dz -
2 Z=o
" o0 Imat i
{[—rxzz G—,.,,xjm(xr)e Z e m,.(n)c
'f: PE-on M =‘d-‘n
+ oo (xr .,-,,3' ~
"‘Z Gmx Jj k) ZF’"& AH a[&)
ms=s —oo )Y ¥z -y Ir
4 +ob cmi" L P :m’_s
- 'FZ G'rny_ Jm{x‘) Z F *y mw(k\') L——C ]-cog}
ME—oo M*--—oo 3‘5)'
n,n(w KRS e 'm*
— L 6‘M¥ Z \fmme*[k‘ T
M= m '=—°°
(m Y un
-+ % mz") (Y—Y) e Z Fm éHm*(k ) ] §en 19}
M=-o0 m* = ~ob
“ v o
(A.9-2).
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Die Konstante c4'?; ist beim Diffraktionsproblem
reell. Es gilt:

d
; R
;LZ"(:) do = (-iwdld)(~iwtd) -4

= wz(_’i)zc{3 (A.9-3).
2

Die Funktionen der Richtungskosinus cos J , sinJ in

Glg (A.9-2) werden mit Hilfe der komplexen Winkelfunktionen

'fu.\’ '

e und e~ h ersetzt.

Wegen der Orthogonalitat uber v ergeben sich bei der
Integration zwei einfache Summen Gber m mit m = m* + 1 = 0O
und m-m* - 1 =0, d.h. m* =m + 1 bzw. m = m* + 1.

Es folgt aus Glg (A.9-2)

7(21 = w? ('?’)143';1 ‘2

{ Grre Frmesx [ 27,0 H,. .0

--w

20RO = 2.0 (222) L O
+x 1m0 (h:-ﬁ) Hmaa() = L2 7 () "—Hn:ﬁ”;"’

Z Grter e T %21 0, O How()

+ 12 B 0 Hiw O = (2522) Jow,, () 20 0)
"'KJ’:‘ () }HMV()_',(‘m“-fA) Jm"'-M()me"()]'Y}

44 (A.9-4).
Die erste Summe Uber m ist mit e *:¢, die zweite Summe
iber m* ist mit e’V der Funktionen der Richtungskosinus
verbunden.
Die Glieder in der ersten Summe der Glg (A.9-4) werden
unter Beachtung der Rekursionsformeln (Glgn (A.2-1), (A.2-2)
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zusammengefaBt:
2. Glied + 4. Glied ((A.2-1) + (A.2-2))

x J,,,,,()lrk Hoo () + (m;")Hmﬁ()f

= 3,.:..() /x H,,,()/ (A.9-5),
3. Glied + 5. Glied

=2 3O [ 4O+ e, Of

=—-—":—Jm()/x}1m()f

(A.9-6),

]

- 1m0 [ Zh0

1.Glied + (A.9-6) ((A.2-1) - (A.2-2))

€ ]m() /k Hm-f.'() "'-%—Hrn()f
= % J.0) [._,c r:,()} (3.9-7).

Mit den Glgn (A.9-5) und (A.9-7) erhalt man fur die er-
ste Summe der Glg (A.9-4)

- r - ! )
S =2 G Frean LI 0HLO = 3 OHIO) Y
(A.9-8).
Die Zusammenfassung der Glieder der zweiten Summe er-
folgt nach demselben Muster fir die Funktionen Jnﬂ*‘().

((2. + 5. Glied), (3. + 4. Glied, + 1. Glied.)
Es folgt fir die zweite Summe

t oo !
S = Crtrax T "‘2/3m«() HuO) = Hoe) 3 O f v

m¥s -

(A.9-9).
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Damit folgt aus Glg (A.9-4) mit Glg (A.1-13)
2
- 2 H 3.7~
7[1! w [..2___) o 3.7
+ o
. +2¢
'/Z— G x Fm+4,x x[xr )]

ms-w mer
+ o —— - 2
- [
t Z Gt B [ (22E)] j (r.9-10)
m=-o0

Glg (A.9-10) wird zusammengefaBft, und m* wird durch m

ersetzt:

fae = () 7 (ed) 2

+00
) Z [Gﬁ"k Tm-h,z - m t4,% me] (A.9-11).

m= —o

Die Funktion f3x ist die konjugiert Komplexe der Funk-

tion f£ es folgt aus (A.9-11)

2% '
fix = fou = “’2(’;‘)242(*4/ 20

+g0 —_— —_———
= A.9-12).
y 2 [— Gmx 's_m+4,x -+ 6‘mf4,z fmx] ( )

Mme-—o
Es gelten dieselben Rekursionsformeln fur die Funktio-

nen J_() und H_(), sowie H_(). Das Integral f erhalt man,

A%
indem man in den Glgn (A.9-2) bis (A.9-9) die Funktionen
H,() durch J,() und die ¥, durch die G, ersetzt. Die Funk-
tionen J, () sind reell; damit werden die Summen der Glgn

(A.9-8), (A.9-9) zu Null:

.[.,,_ =0 (A.9-13).

Weiter erhalt man die :f,“C , indem man in den obigen
Gleichungen die Funktionen %h() durch H, () und die G,
durch die ¥, ersetzt.

Unter Beachtung der Glg (A.1-14) erhalt man so aus den
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Glgn (A.9-8) bis (A.9-11):

fox = w? (TH)zc{z(“"{) %

: Z“[fmx qu,x = Fre Fruc |

Nz !
o (A.9-14).

Die Rekursionsformeln (Glgn (A.2-1), (A.2-2)) gelten
auch fur die J,() und H,_ () bzw. .f{:'(_)' mit imaginarem Argu-
ment (vgl. Glgn (A.1-6), (A.1-7)). Man kann daraus sofort
schliefBen, daB die Integrale frut PZW. L4 0 fir die reellen

Funktionen Im() bzw. K, () zu Null werden:

7[40‘, = 7[,“(, =0 (A.9-15).

far reelle o

Es mussen noch die Integrale fzd,bzw. fjd.f&r reelle
o« untersucht werden.

Es ist nicht ratsam die mit Glg (A.9-2) durchgefuhrte
Ableitung mit imaginarem Argument durchzufuhren, da diese
Ableitung dann sehr bald unubersichtlich wird.

Die Ableitung erfolgt hier mit den reellen Funktionen
I,() ,Km(). Man erhalt aus Glg (A.9-4) die entsprechende
Formel fur f,.s, wenn man ¥ durch x', die Funktionen
Jn{) durch 1I,,() und die H,() durch K,.() ersetzt. Zu be-
achten ist, daB jeweils das erste Glied in den Summen wegen

322, ()

422

negativ wird.

- o< Z,('(Z) fir reelle o
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Es folgt:

7(2“, = w /__) d3.

{Z G'r-mx' 44,1:[ °‘,2I “kmn(

+ o<'2[ ()k,.,.,_,,()"‘ - m()/m*ykrncm

#od! T O (2 () = 2 0 k)]

+Z G—r"’b'f"' pL' M"O(’ [-—o('zIm*+4() K *()

=._°,,

+ol2 In‘ﬂ"'+4 () k,-.:# [) (m*'*") J—m -4—4“"";*km*(}

= ! Ly O (2) Kok (4 (2] Dm0 o he)] v f

(A.9-16).

Die Zusammenfassung der Glieder in der ersten Summe der
Glg (A.9-16) erfolgt wieder nach dem Muster der Glgn (A.9-5)
bis (A.9-7) hier mit den Rekursionsformeln der Glgn (A.2-5),
(A.2-6).

Es ergibt sich daraus

+on ——
Z G'rnp(' Fhw .u ,2/ I “k () +-Lm()km”f

hn=s—wm
(A.9-17).
Die Glieder in der zweiten Summe der Glg (A.9-16) wer-
den analog zur Summe S 2, (Glg (A.9-9)), hier mit den Rekur-
sionsformeln der Glgn (A.2-3), (A.2-4), zusammengefaBt.

Es ergibt sich daraus

=S g T R O 50 = 6,0 L)

Y= -
(A.9-18).

130



Mit Glg (A.1-12) folgt

+ O S
S = - e('Z_ G‘mou F,,...M,,Ll

ry
m= —o0
und
~+ oo
- — ! Z
Szo(' - ol Gm-&n,u.' Ff""o('
m=-oo

Far fz",folgt dann

f2.0 = ‘*’2(’5‘)2’{2 ool - T

+ oo
('4) Z [ G ! Frm~1 !t Grn
m

Frnaﬁ]

{
g / 'fA/o(
und far £, ,
- 2/H\2 /2
] = - W (——-) J o<’C/ ~r‘
f3« f2u Z '
Too _ —_—
(’4) MZ [ G‘mdl }m-mlu’ + G—rvwﬂ/al' Flho(‘.]
=~0o
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(A.9-19),

(A.9-20).

(A.9-21),

(A.9-22).
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10. ABBILDUNGEN
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Abb. 1: Koérper in der Welle. Koordinatensystem;

Definition der Bewegungsrichtungen

Abb. 2: Bezeichnungen im Zusammenhang mit der Betrachtung
des Gebietes R der Flussigkeit

P Q

Abb. 3: Mehrere Korper unter der Wirkung einer
Elementarwelle
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L1

j:7'/7/y'/ [:

Typ I11 r=a

(]

P oh
hp-t [

ST 7T T T T TS r’

 p=1...P

Abb. 4: Diskretisierung durch Makroelemente
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Abb. 5: Anordnung mehrerer rotationssymmetrischer Korper
unter der Wirkung einer Welle

;7T

Abb. 6: Definitionsskizze; Bezeichnungen
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Q_J By %a

Abb. 7: Bezeichnungen an zwei benachbarten Kérpern P und Q
zu den Additionstheoremen der Besselfunktionen

— Lyt
fwio = anazH}j\thoanh(xd) j 7-1177777
: 7TTTITT x’
2.0
fwio 1
1.04
4
L Y S/

—» Xa

Abb. 8: Einfacher auf dem Boden stehender Zylinder.
Horizontalkraft nach Mc Camy und Fuchs in

Abhdngigkeit von der Wellenzahl-
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Y

A4 y Ar
X X
Welle T 1 } {“Q
!

«— R=6a0— KSRPER I
Vv. Oortmerssen DIFRAC-M
Q _ Q E Rech P — x
Cy = Fyio / Fyq,  Rechnung
Experiment : o)
15
! o]
: X
(:1 y X s

)~
X /;D X
: Ao
\
Aox
J

o
X 0
pd
7

X
(e N0
0.5
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Xd
KORPER II Rechnung DIFRAC-M =--=—=-
10 — ~ o /1/’-—_\\\\
I1 Se=--1 ~—— ]
C1
5
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Xd

Abb. 9 a,b: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.
Wellenkraft in der horizontalen Richtung auf den
Zylinder I bzw. II bezogen auf die Kraft,
die auf einen einzelnen Zylinder wirkt
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Zylinder Q@ Ohkusu DIFRAC-M
I

Q =
Q =
einzelner
Zylinder

2 L IEET

Wio

1.0 -

2.0 -
Q
fW1o -

1.0 |

1 I
4 4

1
Ll

<

Abb. 10 a,b:

05 1.0 1.5

—» X{

Drei auf dem Boden stehende Zylinder. Wellen-
krafte in x-Richtung auf die Zylinder fur zwei
Abstande in Abhangigkeit von der Wellenzahl
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y

O
II

~. T _i. ]
2 FL}ZG L__ R=10a =--—--- X

11
fn = FWZo
W20~
9gmnazH/2 tanh(xd)

Ohkusu DIFRAC-M

(14‘- +\¥’//R==5(]
I1
fwzo | 1N,
x/x\\ X/4¢<§
y M -

M x—x/}/\

Abb. 10 c: Drei auf dem Boden stehende Zylinder.
Wellenkrafte in y-Richtung auf den Zylinder 1II
fir zwei Abstande R in Abhadngigkeit von der
Wellenzahl
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y Y»2 Abstande R : 3 a; 5 a
Wellenanlaufwinkel M = 0
Z;“@—»x @—vm

Matsui und

Z
/\K_{'E_,X Vi ZTB Tamaki DIFRAC-M
d=10a R +
W

L_L R JEU =3 a
< gl R=5a =~==-=-- X
cinzelner « -
Zylinder
1
EN10
pga?(H/2)
T 154
1.01
0.57
o'/
0 T o0 . 3
0 1.0 20 pyq 30
11
FbVTo 1.5 T ]
5 XN
pga“(H/2) :,.-',é’\i\i\x\
' o A SR
5 TP
0.5¢ ;'/
J
0 e 30
0 1.0 20 —pyq 3.0

Abb. 11 a: Zwel schwimmende Zylinder.
Wellenkrafte in der horizontalen Richtung in
Abhdngigkeit von der Wellenzahl
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Abstdnde R : 3 a; 5 a

Matsui und
X V4 ,__T3 Tamaki DIFRAC-M

f-{
'i:

\
0.2t +
%\
lpma3 9 Y X7
2 —xt v £ =
\ \\;{:1/9/ 20 5yg 30
‘\
-0.2]" x\__)z
0.41
IT
b33
lupm a3 ﬁ\
2 0.2t/ \ N\
X%
CN
0 - \1';?_‘;.):- -x,,._.;.— e e————
\\»10)(, 20 __>'KG 30

Abb. 11 b: Zwei schwimmende Zylinder.
Koeffizienten der hydrodynamischen Masse und

der Potentialdampfung der gegenseitigen

Beeinflussung
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Abstande R : 3 a; 5 a
})“ Masse eines Zylinders 0.5 P Pa
X1 Massentragheitsmoment 0.75 ,f T a
m

v T T3 Gewichtsschwerpunkt z =0
) X Z _—l=— >L1 Wellenanlaufwinkel =0
= s

-10<1 L_L
‘ i i Matsui und

Tamaki DIFRAC-M
R=23a +
R=5a caec-a X
I 2 .OJ' einzelner -eween
530 Zylinder
H/2
1.01 x
0
0
it 207
30
H/2

0 N , . ce.
0 1.0 2.0
—>» KQ
Abb. 11 c: Zwei schwimmende Zylinder.
Ubertragungsfunktionen der Tauchbewegung der
Zylinder
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Korper Q P

II II — —-

<%
\é‘{[’ I 11 -----
Z einzelner Kérper ———

—»wua 1.0 ~-

Abb. 12 a: Drei schwimmende Zylinder.
Koeffizienten der hydrodynamischen Masse
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Koérper Q P
I I — —
IT IT — —
I IT —-=——

einzelner Korper

T d

~
~

-~

S
05 -

1.0 —xa

-3 4+

Abb. 12 b: Drei schwimmende Zylinder.
Koeffizienten der Potentialdampfung
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I 1 e ————
IT 1 ——eeeem
II 2 ————

einzelner

R=4a Korper

\/[\¥ 1 -+-I; dil_a |
d=6.7af_-é 11067
a S

7 2 7 7 7 I AV A A S ARy A A A A A A A Y 4

ol
]

—,—

—
!
T |

Abb. 13: Drei abgestufte schwimmende Zylinder.
Wellenkrafte in den horizontalen Richtungen in

Abhangigkeit von der Wellenzahl
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DIFRAC-M Y2 . R— I
R=3a —_—— “%_’ ,\
R=4a —_—— 7 X1
einzelner
Zylinder
SI Abstande R: 3 a; 4 a
H}% T Masse des Zylinders 0.5 ¢ Tal
\\ Tragheitradius i = 0.5 a
Gewichtsschwerpunkt z™=0
1 T . = °©
Q\\ Wellenanlaufwinkel M 0
0 ——t
0 1 —wa 2
147
530
H/2
1
0 | l f f }
Abb. 14: Schwimmender Zylinder in der Nahe einer Struktur.

Ubertragungsfunktionen der Horizontalbewegung und
der Tauchbewegung des Zylinders
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2 direkte Integration:
-~ l i v Integralgleichungsverfahren
A ! h

R, + (21 Elemente)
a—td X (66 Elemente)
777 7 7 7 7 77 77 7 077 ;7 Impulssatz
h/a = 0.25; d/a = 1.0 ¢ Integralgleichungsverfahren
DIFRAC~-R (Fernfeldldsung)
¢ 20 + O DIFRAC-M
(2) + Grenz-
F1 + + o x X t
2 I x X wer
129 ga(H/2) ] £ % ——
1.0+

L J_
T 1

'l
L

.
L

04—ttt
0 1.0

= o

%

2.0
—p KA
Abb. 15: Schwimmender Zylinder, in der Welle festgehalten.

Driftkraftverlauf uber der Wellenzahl

—> i Z(x,y.t)
Z//, i <</ + direkte Integration
; ‘\\<%,//’ (Integralgleichungsverfahren)
v d DIFRAC-M
l ot 4+ + S Grenz-
57: .—;’ /ﬁ/ wert
1.0+
@ /__t ol
1 / f(z) = 1
054 /+ 117 pgalH/2)2(1+ 2xd/sinh(2xd))
/+
O /+/ : FEN | 1 1 - . 1
+——t ; ————t 4 ; !
0 1.0 2.0
—» Xd

Abb. 16: Einfacher auf dem Boden stehender Zylinder.
Driftkraftverlauf Uber der Wellenzahl
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t t t
cAT . F@r, FOE

= +R
l yél X Eatock Taylor
DIFRAC-M und Hung
___2~% "’J 2a L' ) ° )
c 21 t \5 Naherung
1
R/a= 20
o+———t—+)————+
0 2 A 6 8 10

Eatock Taylor

DIFRAC-M und Hung
2 —-«( o X

—t
C(21)I % Ndherung
1T \{Qig.n—o’o’°° 0T 0
R/a=10
0 +—r——++—+—+—+—+—+
0 2 A 6 R 8 10
—> K Eatock Taylor
DIFRAC-M ‘und Hung
(o) +
Naherung

0o+———t—+—+—+—F—++—+
0 2 4 6 8 10
—— ¥R

Abb. 17 a-c: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.
Driftkraft in x-Richtung auf den Zylinder I
bezogen auf die Driftkraft, die auf einen
einzelnen Zylinder wirkt, fuir mehrere Abstande
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II t
AT, F@ /F(Z)E
Welle R .
l X Eatock Taylor
3+ DIFRAC-M  und Hung
d*d-dq‘ "J 2a L- 0 +
g Naherung

£
A_k‘ o0 Eatock Taylor
¢ 1° d; DIFRAC-M  und Hung

C(Z)l 1 o o +
o Naherung
2_ o
R/a=2.001

T O__,,,//’/”ﬂ_—‘\\\§“-~
o+—"——r——t——t—+

0 2 4 _6.p8 10

Abb. 17 d,e: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.
Driftkraft in x-Richtung auf den Zylinder I
bezogen auf die Driftkraft, die auf einen
einzelnen Zylinder wirkt, fiar mehrere Abstande
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11 —t t t
21T _ @1, =QE
C , = F 5 | F ;

I DIFRAC-M
X R/a = 20 —

L_ R/a = 10 ——— —
R/a= 5 — —

/// L] \l A t =
/6 8\
2 X
—T KR ‘
.\\\

Abb. 18: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.
Driftkraft in y-Richtung auf den 2ylinder I bezogen
auf die Driftkraft, die infolge der Welle auf einen
einzelnen Zylinder wirkt
—t
(2)1
F 2

—t

0 _
2~ 12 pga(H/2)2 {1+ 2xd/sinh(2xd))

10+

R/a=2.001

1.

0 1 —» xR 2

Abb. 19: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.
Driftkraft in y-Richtung auf den Zylinder I

bei kleinen Abstanden fuir den Bereich

grofBer Wellenlangen
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c?e - g0 p@E Q=1 —— ¥
Q=11 ~~°°7 - X

(Q=1,1I)

2 A
t ‘ ¥
C(2)@ / \

1 L/ \
* ~t<4
L, X X + +
1 ’f&* \| o x5 3wd

s ‘x’\i:/ - S A X X XX
! \ | _x
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0 \i /
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Ka

Abb. 20: Zwei auf dem Boden stehende Zylinder.
Driftkrafte in x-Richtung bezogen auf die
Driftkraft, die auf einen einzelnen Zylinder wirkt
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1 (t{_)2 1+ 2xd
2 29913 sinh (2xd)

Q=1I
Q=11 ————-
einzelner creceesenenr e

Korper

T e e . —

2.0
—_—t

f(Z)Q

Abb. 21 a,b: Drei auf dem Boden stehende Zylinder.

Driftkrafte in x-Richtung Gber der Wellenzahl
fir zwei Abstdnde R
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— K IT DIFRAC-M
f(z) T 2 érper

1 H,2 2xd R= 5a ——
72903 [“sinhlZKdi R=10a ————-

T

\
- 0.5 N

Abb. 21 c: Drei auf dem Boden stehende Zylinder.
Driftkrafte in y-Richtung fur zwei Abstande R
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Korper 1
— ¢t 1+
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Abb. 22: Zwei schwimmende Zylinder. Driftkrafte auf die
in der Welle festgehaltenen Kérper
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