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§1 Einleitung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Randwertaufgabe

52 32 32 =
L2t 3%t el vizape) = 0 fiir 2<0 (113
32 3 3]
( 3X2 L az ) U(X,Y,O) N f(XQY) (1-2)

Eine Losung dieser Randwertaufgabe beschreibt (in erster Ndherung) die Wellenstro-
mung, die von einer mit fester Geschwindigkeit an der Oberfldche einer unbegrenz-
ten Fliissigkeit wandernden und zeitlich unver#inderlichen Druckverteilung erzeugt
wird.

Neben (1.1),(1.2) betrachten wir auch kurz das zugehdrige Anfangswertproblem

32 32 32

( 52 * —;2 + ~—Q) u(x,y,z,t) =0 fiir z<0, t>0 (1.3)
( 23- + Ji-) wlx,y,0,t) = £(x,¥,1) fiir t>0 (1.4)

at az ’ H] 9 H] ?
u(x,v,z,0) = ug(x,y,2) fiir z<0 (155)
<jL u(x,y,z,0) = uj(x,y,2) fiir z<0 ¢ (1.6)

Die Gleichung (1.4) tritt wohl erstmalig im Jahre 1815 bei Cauchy auf. Die ersten
qualitativen Ergebnisse fiir die Randwertaufgabe (1.1),(1.2) leitete 1887 Baron
Kelvin (damals noch WZlliam Thomson ) her. Er zeigte unter anderem, daB die Wel-
leneffekte auf ein keilférmiges Gebiet hinter der Stdrung beschrankt bleiben, und
berechnete den Offnungswinkel dieses Keils (Kelvin-Winkel, 2 x 19928 ). Danach hat
eine Vielzahl von Autoren die Ergebnisse von Kelvin vertieft; die wichtigsten Bei-
trige stammen wohl von Ekman (1906), (1907); Havelock (1908); Hogner (1923); Peters
(1949); Ursell (1960) und Bessho (1964).

Die Randwertaufgabe (1.1),(1.2) zeichnet sich durch eine charakteristische Schwie-
rigkeit aus: sie ist nicht elliptisch, d.h. Singularitidten der Daten kdnnen sich
ausbreiten - was ja z.B. beim Dirichletproblem oder Neumannproblem nie der Fall
ist. Vermutlich aus diesem Grunde gibt es bisher (nach Kenntnis des Verfassers)
keinen vollstidndigen Beweis dafiir, daB es sich um ein sachgemdBes Problem handelt
(Courant-Hilbert (1968)). Diese Liicke soll mit der vorliegenden Arbeit geschlossen
werden.

Die hierfiir notwendigen Beweise der Existenz, Eindeutigkeit (unter Beachtung einer
"Abstrahlungsbedingung'") und Regularitdt von L&sungen der Aufgabe (1.1),(1.2) be-
ruhen auf einer einzigen Idee, wonach das Randwertproblem in zwei andere Probleme
zerlegt werden kann: die L8sung der Differentialgleichung

ok 32 32
e Mgy S

( 2) v=.1 (1.7)

auf dem Rande, und die nachfolgende L8sung des Dirichletproblems

32 32

e

32 |
3:2) v 0 fiir z<0

V(x,y,O) = V(X’Y)

mit anschlieBender Differentiation




u—(’a—z—a—z)v . (1.8)

Dieses u 16st dann die Randwertaufgabe, denn

32 3 82 3 32 3 - 3 32 o~
(Fmty)e = (ger5) (G507 = (gp -2 7

e 32 32

(v o v Ve f

A}lerdingg setzt dies voraus, daB wir die Laplacegleichung sogar fiir z=0 benutzen
diirfen. Eine eingehende Untersuchung zeigt jedoch, daB dies Vorgehen — in einem
genau festgelegten Sinne - immer zuldssig ist.

Das Auftreten der Differentialgleichung (1.7) im Zusammenhang mit der Randwert-
aufgabe (1.1),(1.2) ist keineswegs neu. Man findet sie beispielsweise bei Bessho
(1964) und fiir das zweidimensionale instationire Problem in der Form

bteee T 0xx T F (1.9)

schon bei Boussinesq (1885) (zitiert nach Kotik (1952)). Es scheint dies jedoch
das erste Mal zu sein, daB sie zur Grundlage der Untersuchung der dreidimensiona-
len Randwertaufgabe gemacht wird.

Die Vorteile dieses Verfahrens sind:

1) Man erhdlt einen vollstidndig begriindeten Existenzsatz fiir beliebige
Druckverteilungen mit kompaktem Triger im Rahmen der Theorie der temperier-
ten Distributionen.

2) Die Eindeutigkeit der Ldsungen 14Bt sich erstmals unter der Bedingung
zeigen, daB nach vorn keine Wellen laufen

3) Man kann erstmals Regularititssitze beweisen.

Wir werden dabei wie folgt vorgehen:

Im ersten Teil der Arbeit beschiftigen wir uns mit vorbereitenden Fragen. Nach
Vereinbarung einiger Bezeichnungen (§2) leiten wir die Randwertaufgabe aus den
hydrodynamischen Grundgleichungen ab (§3). AnschlieBend formulieren wir das Di-
richletproblem, diskutieren dessen Ldsbarkeit und rechtfertigen die eben beschrie-
bene Zerlegung der Randwertaufgabe (§4). Es folgt eine kurze Darstellung des An-—
fangswertproblems.

Im zweiten Teil der Arbeit wird gezeigt, daR das Problem (1.1),(1.2) sachgemidB
ist. Wir untersuchen zunichst die Operatoren

B=£ +_3_ B'=32 _._a_ P=il.+, +82+32

ax? 9z %2 oz ? oxt  ox?2 | oy?

im Rahmen der Theorie der partiellen Differentialoperatoren und Randwertprobleme
(§6). Dann wird eine Fundamentall&sung E fiir P konstruiert und das Dirichletpro-
blem fiir E geldst, woraus sich eine Fundamentalldsung und damit der Existenzsatz
fiir das Randwertproblem (1.1),(1.2) ergibt (§7). Danach wenden wir uns den L&sun-
gen der homogenen Aufgabe, den freien Wellen, zu (§8). Die Untersuchung der frei-
en Wellen liefert ein Eindeutigkeitskriterium, und wir weisen nach, daf die vor-
her konstruierten LOsungen diesem Kriterium geniigen (§9). Dann folgt ein Regula-
titdtssatz fiir die Differentialgleichung (1.7), aus dem sich ein entsprechender
Satz fiir das Randwertproblem (1.1),(1.2) ergibt (§10). SchlieBlich wird die Fun-

In den klassischen Aufsdtzen wird die Eindeutigkeitsfrage meist vernachlissigt.
Spidter werden hiufig unzureichende Bedingungen genannt (siehe Anhang C). Sonst
sind mir nur Eindeutigkeitskriterien bekannt, in denen a prZori nicht bekannte
Abklingeigenschaften der Fundamentalldsung benutzt werden.
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damentalldsung auf Differenzierbarkeit untersucht.

Der letzte Teil besteht aus Nachtrdgen. Die beiden ersten liefern technische Ein-
zelheiten, auf deren Beweis .in Teil II zunichst verzichtet wurde. Im dritten An-
hang versuche ich, einige Beziehungen zur ausgedehnten klassischen Literatur die-
ses Gebiets herzustellen. Im letzten Abschnitt habe ich die wichtigsten Ergebnis-
se der Distributionstheorie zusammengestellt, um es auch dem mehr mit der klassi-
schen Potentialtheorie vertrauten Schiffshydrodynamiker zu ermdglichen, diese Ar-
beit ohne allzu hiufiges Nachschlagen in anderen Werken zu lesen.

Das Problem (1.1),(1.2) ist zunichst fiir die Praxis nur von geringem Interesse.
Im Schiffbau tritt eher der Fall auf, daB auf der rechten Seite in (1.1) eine
weitere Distribution g erscheint. Beim "Problem des diinnen Schiffes'" etwa wire

g(x,7,2) = 26(7) 3= (x,2) (1.10)

wobel die Funktion f die Schiffsoberfldche beschreibt. Filir das sogenannte Neumann—
Kelvin—Problem hingegen muB g so gewdhlt werden, daB die Normalkomponente der Strd-
mung an der Schiffsoberfliche verschwindet (dies erfordert im allgemeinen die L&-
sung einer - weitgehend unerforschten — Integralgleichung). Das derart modifizier-
te Problem 148t sich jedoch bei gegebenem g dadurch auf (1.1),(1.2) zurilickfiihren,
daB man eine spezielle Lsung ug der Gleichung

Au = g (1= 1)
auswdhlt und die durch ug Znduszierte Druckverteilung
£o () = (20 4 L) up(x,3,0) (1.12)
iy oK oz Qe e :

von der rechten Seite in (1.2) subtrahiert. Wegen der Nichteindeutigkeit des Pro-
blems (1.1),(1.2) muBR dieses bei linearen Problemen wohlbekannte Verfahren natiir—
lich mit der gebotenen Vorsicht angewandt werden. Das Eindeutigkeitskriterium
dieser Arbeit (Satz 9.1) zeigt jedoch, daB man z.B. beim diinnen Schiff als u, die
sogenannte Doppelkdrperstrimung wihlen kann, die durch

u0=—1— * (g + g1) (1.13)

brr
definiert wird. Hier ist 1/4mr die {ibliche Fundamentall&sung des Laplaceopera-
tors, der Stern steht filir die Faltung, und

gl(x,y,z) = g(x,y,—z) .

Insofern ist also das Problem des diinnen Schiffes in (1.1),(1.2) bereits enthal-
ten. Es soll jedoch nicht verschwiegen werden, daB in der vorliegenden Arbeit
hauptsdchlich Druckverteilungen mit kompaktem Triger untersucht werden, wihrend
die durch ein diinnes Schiff iiber die Doppelkdrperstrdmung induzierte Druckvertei-
lung (1.12),(1.13) sicherlich keinen kompakten Triger besitzt. Man kann derartige

Druckverteilungen aber in den Rdumen Vk’S des Abschnitts 10 durch solche mit kom-
paktem Tridger approximieren (was ja bei der numerischen Auswertung der hier ent-
worfenen L&sungskonstruktion ohnehin geschehen miiBte), so daB die Regularitidts-—
sdtze in Abschnitt 10 auch hierfiir die notwendige Information liefern.

Diese Untersuchung entstand zum {iberwiegenden Teil wdhrend meiner Titigkeit am
Institut fiir Schiffbau der Universitdt Hamburg im Rahmen eines von der Deutschen
Forschungsgemeinschaft gefdrderten Forschungsprojektes iiber Schiffswellenfelder
unter der Leitung von Prof. K. Eggers. Ihm danke ich fiir die groRziigige Fdrderung
meiner Arbeit und seine immerwdhrende Bereitschaft zur Diskussion.



§2 Bezeichnungen

Allgemeines, Mengenlehre

Wir benutzen die {iblichen Symbole

€, €,Uu,n, c, axs, A", ANB .
Ist A eine Menge, so ist

{xeA| E(x)}

die Teilmenge von A, deren Elemente die Eigenschaft E haben.

N ist die Menge der natiirlichen Zahlen, wobei 0(1\] » Ng= Nu{O}Z sind die ganzen,
R die reellen und @€ die komplexen Zahlen.

An einigen Stellen werden Abbildungen nach dem Schema

A—— B
f: {
ab+—— f(a)

definiert. Das soll andeuten, daR f auf A definiert ist, nach B abbildet, und daRB
das Bild von a€A mit f(a) bezeichnet wird. Daneben benutzen wir auch die Schreib-
weise f: A —— B oder schreiben allein die Wirkung f(a) von f auf a vor.

Das definierende Gleichheitszeichen := tritt einige Male auf, wird aber nicht kon-
sequent benutzt.

Analysis in R3

Wir bewegen uns iiberwiegend in offenen Teilrdumen des R? oder R3 . Die Koordina-
ten werden dann mit (x,y,z) bezeichnet, wobei z als vertikale Koordinate mit po-
sitiver Richtung nach oben gedacht werden sollte. Die Differentialoperatoren
V (Gradient), Ve (Divergenz), Vx (Rotation)
und
A (Laplaceoperator)

beziehen sich Zmmer auf den dreidimensionalen Fall.

Analysis in R

An einigen Stellen wird etwas allgemeiner {iber Differentialoperatoren in R" ge—
sprochen. Dann sind x,w,0 Punkte in RD. Ist

n
a = (al,ocz,....,an) €Ny ,

so definiliert man

n
x* 1= 1 (xj)“j = )% (x) el (x )%
j=1
und
n o . o o o
. 9 . 1 2
o = 1 iy - eplel &y @2y @y
L )
] BXJJ axll ax22 axnn
wobei
n
al = X o, = 07 + 0o + ... + O .
|a] Sy 1+ 0y n
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Das Skalarprodukt schreiben wir wl= ijej, die euklidische Norm |w|=(ww)l "

Funktionenrdume

Mit
c(a,B)

bezeichnen wir die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f:A——B
(kely oder k==). Ist B=€, so schreibt man kurz

cka)

Ferner ist K
Co(A)

die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f:A —— € mit kompaktem
Trédger (siehe z.B. Anhang D).

Distributionen

. © © . .
Die Rdume der Testfunktionen werden w}e ﬁbllcp mit Cq, P, C bezeichnet; ihre
Dualriume (Distributionsrdume) mit s s s

Das DiracmaB in g’(]Rl) mit Tridger in xoe]R' wird §(x-x(p) geschrieben; ist xp=0,
so treten daneben die Versionen § und 8(x) auf. In hSheren Dimensionen unterschei-
de ich nicht zwischen ¢, §(x,y) und 6(x)8(y); etc.

Die Wirkung der Distribution T auf die Testfunktion ¢ ist
<T, ¢>
Die Heaviside-Funktion H wird definiert durch
1, t>0

H(t) =

Fouriertransformation

Im Normalfall ist 3; die n-dimensionale Fouriertransformation, gegeben durch

(9,{4:)(6) = fn¢(w) exp (-16w) dw
A
(w,0€R™) , und deshalb
(F9) (o) = (—z—lq;)nnf{nﬂw) exp(iow) dw .

(¢e37EJ5 ). Ausnahme ist die eindimensionale Transformation, die nicht 3:, sondern
¥, oder 3; geschrieben wird, je nachdem, beziiglich welcher Variablen transformiert
wird.

Die zu (x,y,z) dualen Variablen sind im allgemeinen (£,n,z). An einigen Stellen
ist aber auch E eine komplexe Variable mit £ = Re ¢ . Ferner benutze ich bisweilen
die Abkiirzung 4 fiir giu; auBer in §11 ist dann immer der Fall n=2 gemeint.



§8 Herleitung der Randwertaufgabe

Die exakten Rand- und Anfangsrandwertaufgaben in der Theorie der Gravitations-
wellen an der Oberfldche inkompressibler wirbelfreier homogener Fliissigkeiten
gelten im allgemeinen als schwer zuginglich. Hauptgrund dafiir sind die nicht-
linearen Randbedingungen, die an der umbekannten freien Oberfliche der Fliissig-
keit zu erfiillen sind. Aus diesem Grunde ist es bisher nur in wenigen relativ
speziellen Fdllen méglich gewesen, L&sungen dieser Probleme anzugeben. Fiir eine
Diskussion dieser Fragen sei etwa auf Shimbrot (1976) verwiesen.

Bei etwas komplexeren Aufgaben (wie etwa bei der Ermittlung des Wellenwider-
standes von Schiffen) ist man bis heute gezwungen, die Randbedingungen zu line-
arisieren. Unabhingig vom speziellen Charakter des Problems treten dann regel-
midBig zwei typische Randoperatoren auf, der eine bei instationdren Problemen
(erstmalig bei Cauchy (1815),5.52), der andere im stationdren Fall. Zum Studium
dieser Operatoren betrachten wir ein einfaches Modellproblem, in dem allein
diese Operatoren in den Randbedingungen auftreten.

Es gibt mehrere gut zugdngliche Darstellungen des Linearisierungsprozesses
(siehe etwa John (1949); Stoker (1957); Peters—Stoker (1957); Wehausen—Laitone
(1960)), so daB ich mich hier auf eine kurze Zusammenfassung beschrinken kann.
Danach méchte ich noch auf zwei grundsdtzliche Probleme etwas ausfiihrlicher
eingehen.

Wir betrachten die folgende Situation: gegeben sei zu jedem Zeitpunkt t>0 eine
bekannte Druckverteilung p an der Oberfliche einer inkompressiblen wirbelfreien
homogenen Fliissigkeit. Gesucht ist das von dieser Druckverteilung (man denke
etwa an ein Luftkissenboot) erzeugte Geschwindigkeitsfeld v=v(x,y,z,t) in der
Fliissigkeit, bei bekannten Anfangsbedingungen.

Um das Problem mathematisch formulieren zu kdnnen, nehmen wir an, daB die Fliis—
sigkeit zum Zeitpunkt t das Gebiet

Qt = {(x,y,z)| z < g(x,y,t)} (3.1)
ausfiillt. Der zeitabhingige Verlauf der Fliissigkeitsoberflidche werde also

durch die Funktion 7 beschrieben. Die ungestdrte freie Oberfliche sei die Ebene
z=0,

Die Fliissigkeit sollte inkompressibel und homogen sein. Dann gilt fiir das ge-
suchte Geschwindigkeitsfeld v=(vi,vo,v3)

Vev = 0 in Qt‘fﬁr alle t>0 . (3.2)
Ferner wurde vorausgesetzt, daB die Strdmung wirbelfrei ist, also
Vxv = 0 in Qt fiir alle t>0 . (3.3)

Wegen (3.1) ist nun Q_ einfach zusammenhingend. Deshalb existiert ein Geschwin-
digkeitspotential, d.h. eine skalarwertige Funktion ¢ mit

v = V¢ in Q_ fir alle t>0 . (3.4)
Als Feldgleichung haben wir also wegen (3.2)
Ap = 0O in @ fir alle t>0 . (3.5)

Bei z=r(x,y,t) treten zwei Randbedingungen hinzu:

a) die kinematische Randbedingung (Randpunkt bleibt Randpunkt)

9t , 3¢ 3t , 3¢ 3¢ _ 3¢ _
5¢ T Bx dx T 9y 8y 9z 0 (3.6
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b) die dynamische Randbedingung (Bernoulli-Gleichung)

5 pg%-+ ogz + %ﬁ(v¢)2 =C (3.7)

Hier ist p=p(x,y,t) die gegebene Druckverteilung, p die Dichte der Fliissigkeit,
g die Erdbeschleunigung und C eine mdglicherweise noch von der Zeit abhingige
Konstante (der EinfluR der Oberflichenspannung wird hier vernachlissigt).

Das Problem (3.5) - (3.7), ergidnzt durch Anfangsbedingungen an ¢ und 9¢/dt, ist
nach meiner Kenntnis bis heute ungeldst, auch unter beliebig scharfen Bedingun-
gen an p. Das zugehdrige linearisierte Problem 1Bt sich jedoch mit bekannten
Methoden behandeln (siehe etwa Abschnitt 5), und seine LOsung besitzt bereits
wesentliche Merkmale des modellierten physikalischen Strdmungsvorganges.

Der LinearisierungsprozeR wird iiblicherweise wie folgt begriindet:

Zundchst stellt man sich vor, daB das Problem (3.5) - (3.7) zu einer Schar von
Problemen gehdrt, die zusdtzlich von einem Parameter e abhidngen. In unserem
Fall wire eine solche Schar z.B. durch

p(x,y,t,e) = EP(I)(X,y,t) (3.8)
definiert.

Dann nimmt man an, daR die zugehSrigen LSsungen in einer Umgebung von €=0 in
duBerst einfacher Weise von e abhingen:

$(x,5,2,t,€) = ?ei¢(i)<x,y,z,t> , (3.9)

C(X,Y,t,€) = %’Eic(i)(x,y’t) . (3.]0)

SchlieBlich unterstellt man zusdtzlich, daB sich die Funktionen ¢(1) um Punkte
auf der ungestdrten freien Oberflidche in eine Potenzreihe nach z entwickeln

lassen: X
2 9

¢(i)(x,y,z,t) = ?- T 55 (1)(x ¥,0,8) . (3.11)

[SPY

Die Entwicklungen (3.8) - (3.11) werden nun in die Gleichungen (3.6) und (3.7)
elngesetzt. Man sortiert die resultierenden Terme nach Potenzen von €; das er-
gibt in (3.6)

(1) (1) (2) (2) (1), (1) (N,
oLt 7_ 3¢ CISN) L 3¢ 3z 3¢
(3t 5z )t et 5z 9x  dx 3y Oy
2, (1)
c(l) 3592 )+ €3(hiien) F o, =0 (3.12)
Z
und in (3.7) mit C=0
(1) (2) 2,4 (1)
ept+ o%% + oty + ez(pg%- + pgr P oD gzat
+ %p(V¢(l))2) $ €3 ciiiiii ) e =0 . (3.13)

FaBt man (3.12) und (3.13) als Identitdten zwischen formalen Potenzreihen in e
auf, so kdnnen sie nur bestehen, wenn die Koeffizienten bei jeder e-Potenz ver-
schwinden. Dies fijhrt beim Koeffizienten von e! zu den Randbedingungen erster
Ordnung



(D (1)
3¢ _ 99 -
Bt 3z 0 G190
und
(1)
(1) 4 , gi N pgc(1) - 0 , (3.15)

die sich zu der einzigen Bedingung

a6 (D

72 T /e (3.16)

82 (])

zusammenfassen lassen. Als "linearisierte" Feldgleichung erhalten wir dazu aus
(3.5) und (3.7)

2t =0 : (3.17)

Die Gleichung (3.16) ist an der ungestdrten Oberflidche z=0 zu erfiillen, im Ge-
gensatz zu (3.6) und (3.7), die an dem unbekannten Rand z=z(x,y,t) gelten soll-
ten.

Die Randbedingungen zweiter Ordrung sind

(2) (2) (.. (1 (., (1) 2, (1)
LT _ 3T _ 8 7397 _dpt 73 (1) 3%¢
ot oz X  9x oy 53- te 922 (3.18)
und
(2) 2, (1)
%%_ v gz @ - (D gzgt - %{v¢(1))2 : (3.19)

Man kann sie wieder zu einer einzigen Bedingung zusammenfassen.

Die Gleichungen fiir das stationdre Problem lassen sich ganz analog herleiten.
Man kann sie aber auch aus den Gleichungen fiir das instationdre Problem gewin-

nenjdazu nehmen wir an, daR p(l) in der Form
1 1
p P x,y,0) = P (xve,y) (3.20)

geschrieben werden kann, die Druckverteilung also in einem Koordinatensystem,
das mit der Geschwindigkeit U in positiver x-Richtung wandert, als zeitlich

konstant wahrgenommen wird. Es ist dann verniinftig, dieselbe Invarianzeigen-
schaft auch von der Ldsung zu erwarten. Dann tritt an die Stelle von (3.16)

(1) (1) (n
232y 37 _ U 3q
s T8y, T p ox > (3.21)
wenn
¢(1)(X’Y9Zst) = w(])(X'Ut,Y,Z) . (3.22)

Dazu gehdrt wieder die Feldgleichung
w =0
Wir transformieren noch auf dimensionslose Koordinaten
(x,7,2z) — (x',y',2") = (x,y,2)g/U?

und erhalten schlieRlich den Hauptgegenstand dieser Arbeit , das Randwertpro-



blem im Halbraum

Au =0 fiir z<0 , (3.23)
._.232“ s o fiir z=0 (3.24)
oxX 9z

Dabei diirfen wir, falls dies notwendig sein sollte, ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit

f == (3.25)

annehmen und z.B. von der Funktion F verlangen, daB sie einen kompakten Triger
besitzt, ohne damit die physikalische Situation zu stark einzuschrinken.

AbschlieBend seien noch zwei grundsdtzliche Schwichen der hier skizzierten Her-
leitung erwdhnt.

Zum ersten enthalten bereits die nichtlinearen Randbedingungen (3.6) und (3.7)
nicht mehr die Méglichkeit der Wellewbrechung. Sehr viele physikalisch und
technisch interessante Fille, die unter Verwendung dieser ﬁedingungen beschrie-
ben werden sollen, zeigen aber regelmidBig brechende Wellen . Fiir das Verhdltnis
vom mathematischen Modell zur Wirklichkeit kann dies eigentlich nur zwei mdgli-
che Konsequenzen haben: entweder besitzt in derartigen Fdllen das nichtlineare
Problem iiberhaupt keine L6sung, denn "L&sung' miite ja bedeuten, daB auch im
Modell keine Wellenbrechung auftritt; oder das mathematische Problem besitzt
eine L¥sung, aber dann hat diese L&sung notwendigerweise iiberhaupt nichts mit
der physikalischen Realitdt zu tun. Uberspitzt gesagt: wenn das mathematische
Modell im Prinzip physikalisch relevante Aussagen liefert, dann diirfte es in
den meisten Fdllen gar keine Ldsung besitzen (ich denke hier iliberwiegend an
Schiffe). Angesichts dieser Uberlegungen sind dann St8rungsentwicklungen wie
(3.9) und (3.10) mit einiger Skepsis zu betrachten, denn sie setzen ja die Fxi-
stenz der linken Seite voraus.

Zum anderen hat bereits Joseph (%§§3) darauf hingewiesen, daB es eigentlich un-
statthaft ist , die Potentiale ¢(i)wie in (3.11) in eine Taylorreihe um z=0
herum zu entwickeln. Denn die ¢ sind ja zunidchst fiir z>0 gar nicht erklirt,
widhrend der linken Seite in (3.9) Werte auch fiir z>0 zukommen, sobald nimlich

¢ positive Werte annimmt. Das Ergebnis der Untersuchung von Joseph (keineswegs
eine vollstindige Analyse des Problems) ldBt sich etwa dahingehend zusammenfas-
sen, daf dieses Vorgehen berechtigt ist, solange die Reihen (3.9) und (3.10)

konvergieren und die ¢(1) dort,wo es ndtig ist, harmonische Fortsetzungen iiber
die Ebene z=0 hinaus besitzen - zwei in der Regel keinesY$§s triviale Vorausset-
zungen. Die Fortsetzbarkeit bedeutet insbesondere(]§aﬁ ) bei (x,y,0,t) beziig-
lich %, y und z analytisch sein muf, wenn dort ¢ positiv ist.Diese Voraus-
setzung ist beim stationdren Problem regelmidBig nicht erfiillt, und zwar minde-
stens "im Schatten" des singulidren Trigers der Druckverteilung (siehe Abschnitt
11).

*)

Mit dieser Problematik befaBt sich aus experimenteller Sicht der Aufsatz von
Miyata-Trui-Kajitani (1979). Hier werden z.B. sowohl die nichtlinearen als
auch die linearen Randbedingungen an Messungen nachgepriift.
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§4 Das Dirichletproblem im Halbraum

Die Grundidee der vorliegenden Untersuchung ist, wie bereits angekiindigt, die
Zerlegung des Randwertproblems (3.23),(3.24) in zwei etwas einfachere Aufgaben,
nimlich die LOsung einer Differentialgleichung auf dem Rande und die L8sung ei-
nes Dirichletproblems. In diesem Abschnitt soll die genannte Zerlegung vorge-
nommen werden (Satz 4.4)

Ein klassisches Ergebnis (siehe etwa Jeffreys—Swirles (1956),14.113, fiir den 2-
dimensionalen Fall) besagt, daB die L&sung des Dirichletproblems

Au =0  fir z<0

u f fiir 2z=0 .
wobel f eine gegebene Funktion ist, in der Form

u(x,y,z) = 741?2 ffexp(;/£§+nzz + 1Ex + iny) %(E,n)dgdn (4.1a)

geschrieben werden kann.Wir wollen zundchst versuchen, den Giiltigkeitsbereich
dieser Formel bzw. ihrer natiirlichen Verallgemeinerung

-q
u(x,y,2) = & {exp(VEZn22f £} (4. 1b)
in dem fiir den Rest der Arbeit notwendigen Umfang aufzukliren.

Als erstes werden wir festlegen, was unter einer Losung des Dirichletproblems
verstanden werden soll.

Definition 4.1 Sei AeY'(RY. Eine Abbildung
(—=,00 — LARY

z r— K(z)

x:

heiBt Ldsung des Dirichletproblems fir A, wenn gilt:

a) % ¢cly (==,01; $'(RY ) A c2( (-=,0);F RY );

b) 0K = 0 fiir z<0;

©) im 2Gz) = A in J"(R5;
z10

D yim = A(z) existiert in ¥'(R);
z10

e) . 1 ~ R 4
lim ( A(z)) =0 in (R
S l+|z|

£) im (3 a_az_X(z)) =0 in ¥'RY
PR

Bemerkung Dieser Losungsbegriff wurde gew&hlt, weil er eng genug ist, um die
nun folgenden Aussagen zu erlauben, aber auch weit genug, um die spdter auftre-
tenden Fille zu erfassen. Man beachte, daB die Wahl der Topologie in ¥’ fir die
Konvergenz von Folgen unerheblich ist; schwache Konvergenz impliziert hier star-
ke Konvergenz (siehe etwa Treves (1967),5.358).

Lemma 4.1 Es existiert hdchstens eine Losung des Dirichletproblems fiir Ag¥P(RY.

Beweis: Sei X eine Losung des D1r1ch1etprob1ems fiir A—O Wir mussen zelgen, dag
X verschwindet. Dazu definieren wir eine Abbildung 2 von R nach ;‘f (R ) durch
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- X(Z) fiir z<0
A(z) :=
—X(-—z) fiir z>0

Wegen a) gehdrt A zu CO(R; b’(lR’) ) n C2(R\{0}; 3(&5 ). Die Differentialquo-—
tienten 9/9z A(0) und 32/3z2 A(0) existieren und sind gleich den existierenden
Grenzwerten fiir z=0; dies folgt aus dem | Mittelwertsatz (etwa in der Form von
Dieudonné (1960),8. 5. 3) und fiir 32/9z2 A aus b) und c). Dann gilt aber

b0A =0 (4.2)

fiir alle zgR (Schwarz'sches Reflektionsprinzip).

Wegen e) ist
z —r K(z)

durch ein Polynom beschridnkt. Nach einem bekannten Kriterium (siehe etwa Treves
(1967), Theorem 25 4) gehdrt A dann zu ..')’(R J’(Rz)) und kann deshalb mit einem
Element aus ’(R}) identifiziert werden (Treves (1967),s5.534). Aus (4.2) folgt

jetzt

(g2n?+cH)ZAh =0

d.h. die 3-dimensionale Fourlertransformlerte von A hat ihren Triger im Null-
punkt, was wiederum bedeutet, daB A selbst ein Polynom ist.

Mit elementaren Uberlegungen schllefst man jetzt aus A=0 fiir z=0 und der Bedin-
gung e), daB A und damit auch % verschwindet.

Bemerkung Die Funktion u(x,y,z) = z zeigt, daB die Bedingung e) nicht mehr we-
sentlich abgeschwicht werden kann, ohne da8 die Eindeutigkeit verloren geht.
Auch das Verlassen von g’ fiihrt zu Nlchtelndeutlgkelt. u(x,v,2) = exp(x) sin z
wire eine beschridnkte C -Abbildung R——* m mit u=0 fiir z=0 und (4.2).

Die Existenz einer L8sung des D1r1ch1etprob1ems im Sinne von Definition 4.1
148t sich nicht fir jedes AeS’(R‘) zeigen; wir erfassen jedoch eine groBe Klas-
se von Distributionen mit

Lemma 4.2 Sei Ae.f’(kz), = Aj+ Ay, wobei 3'A1 lokal integrierbar und (0,0) ¢
supp ?‘ Ao, Dann gibt es eine Losung des D1r1ch1etprob1ems fiir A, und sie hat
die Form

K(z) = ?':{ exp(V£§+nzz)£A} (4.3)
(vgl.(4.1)). Die Restriktion von -aa; X auf die Ebene 2z=0 ist
2:=20 = FVETEY . (4.4)

Bewels: Da (g,n) +—> exp(/gz+n z) fiir z#0 nicht unendlich oft d1fferenz1erbar
ist, gehort diese Funktion nicht zum Raum @& (IRZ) der Multiplikatoren auf ¥’ >,
d.h. im allgemeinen ist das Produkt

eXP(VEZ"'nZZ)'T (4.5)

fiir beliebiges Te¥'(R* nicht erklirt. Unter den genannten Voraussetzungen ist
es jedoch nicht schwer, das Produkt (4.5) flir T = ?"A einwandfrei zu definieren.

a) T = 3§_A1,dann ist (4.5) wieder eine lokal integrierbare Funktion, denn fiir
alle z<0 ist exp(vVg4+n<z)€L (Rz) Ferner ist

Z > exp(/g§+n2'z) of
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bei gegebenem fgL (R}) ‘mit kompaktem Trdger eine unendlich oft dlfferenzlerbare
Abbildung von (-«,0] nach L1 (), welche fiir z+~~ mit allen Ableitungen in L!
gegen O konvergiert. Da wir ohne Beschridnkung der Allgemeinheit annehmen k&nnen,
daR der Tridger von A; kompakt ist ( den "Rest" schlagen wir zu A,), erfiillt dann

X1(2) 1= T Yexp(/eZnZz) A} (4.6)
die Bedingungen a) - f) in Definition 4.1, ist also Ldsung des Dirichletpro-
lems fir Aj.

b) T = 'J;Az. Wegen (O, O)/supp ?’Az findet man eine Umgebung U von (0,0) mit
Un supp A = @. Sei ¢6C0()R7~), supp ¢ €U, ¢(0,0)=1, ¢>0. Dann gehdrt fiir jedes
z<0 die Funktion

e, (£,n) := exp(VE+n*+¢(E,n)z2)
zu @M(Rl) (siehe etwa Treves (1967), Theorem 25.5), d.h.
TH—— e T
z

ist eine stetige Abbildung von S(RY) in sich. Fiir suppTaU = @ ist dann aber

ez-T = exp(/EE:;!E)-T . 4.7)
Die Bedingungen a) - f) in Definition 4.1 lassen sich jetzt fiir
B(2) 1= F e -Far) (4.8)
unschwer nachpriifen, und es ist a?m Ké(z) =0 = ﬂ}m 5—-A2(z)
z¥=o zZ¥—o

Die Darstellungen (4.3) und (4.4) ergeben sich jetzt unmittelbar aus (4.6),(4.7)
und (4.8) sowie Lemma 4.1.

emerkung Nur solche Distributionen A, deren Fouriertransformierte im Ursprung
n1cht mehr lokal integrierbare Singularititen besitzen, bereiten also Schw1er1g—
keiten bei der L8sung des Dirichletproblems. Fiir A(x,y) = x2 etwa,35A——4ﬂ Ggg’
148t sich e) nicht mehr erfiillen (siehe Lemma 4.6).

Im Beweis von Lemma 4.1 wurde bereits darauf hingewiesen, daB aus den Eigen-
schaften a) und d) in Definition 4.1 mit Hilfe des Mittelwertsatzes die Exi-
stenz des Differentialquotienten 9/3z A(0O) und die Identitit

11m-§— A(z) ——-A(O)
zt0

gefolgert werden kdnnen. Unter Verwendung der Potentialgleichung ergibt sich
durch Induktion nach der Ableitungsordnung mit demselben SchluB

KeC™( (—=,0]; ¥ RY ) (4.9)

Insbesondere gilt dann

"~ ’
Lemma 4.3 Sei A Losung des Dirichletproblems fiir Ac!f(ﬂ?). Fiir jeden linearen
Differentialoperator P(3/9x,0/9y,3/3z) mit konstanten Koeffizienten existiert

PA := lim PA(z) (4.10)
z4+0

als Grenzwert in éfkﬂ?), und P4 ist L&sung des Dirichletproblems fiir PA,

Beweis: Die Existenz von PA sowie die Bedingungen a), c) und d) folgen aus

(4.9). Die iibrigen Bedingungen sind offensichtlich ebenfalls erfiillt (alle hdhe-
ren z-Ableitungen lassen sich iiber die Laplaceglelchun 1n x- und y-Ableitungen
verwandeln, und dies sind stetige Operationen auf Jf(ﬂ
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Wir kdnnen jetzt Randwertprobleme zerlegen:
Satz 4.4 Sei
B(3/9%,9/9y,3/9z) = B1(3/9x,3/dy) + Bo(3/0%,3/3y)3/3z (4.11)

ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten.

Vorgelegt sei die Randwertaufgabe

BU = f fiir z=0 (4.12)
AT =0 fiir z<0 : (4.13)

Definiert man den Differentialoperator P durch

2 2
P(3/0x,3/3y) = B? + B%-(g—xz + .g;z) , (4.14)

und besitzt die Differentialgleichung
Pv = f

eine L8sung veé R, fiir die eine Losung ¥ des Dirichletproblems existiert,so
ist
¥ := B'V := (Bl—Bza/az)'\.f‘
eine Ldsung der Randwertaufgabe (4.12),(4.13).
Beweis:

BY = BB'V = PV fiir z<0

wegen der Laplacegleichung. Lgpma 4.3 besagt gerade, daB dies auch noch fiir z=0
richtig ist. Also existiert Bu auch fiir z=0, und

lim B = Pv = f
z40

Die Laplacegleichung (4.13) ist "sowieso" erfiillt.

Von nun an sei, falls nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, stets

2
B(3/9x,3/9y,3/3z) = %;2 + g% (4.15)
und, mit den obigen Bezeichnungen,
2
B' (3/0%,3/9y,3/32) = 5= = == (4.16)
sowie ol 52 52
P(3/x,3/3y) = 5 F a2 t 3y2 . (4.17)

Bemerkung Nach Hormander (1958a),S.245 ist das Randwertproblem (4.12),(4.13)
genau dann elliptisch, wenn der Differentialoperator (4.14) elliptisch ist; sie-
he dazu Abschnitt 6.

Wir benttigen noch eine leichte Verallgemeinerung von Lemma 4.3. Sei ¢& @M(Rz),
so daB also

T F—— ¢$T
eine stetige Abbildung von Y'(RY) in sich ist . Wir setzen zu S6&¥(RY)

s, := ¥ Te-Fsy . (4.18)




- 14 -

Lemma 4.5 Sei Se¥'(RY) und § die L3sung des Dirichletproblems fiir S. Dann ist
z — §(2),
Losung des Dirichletproblems fiir S¢ (d.h. (E;) = (§)¢).
Bewets: Fiir jedes z<0 und jedes y6(RY haben wir
<@ 0> = < X7 @ >
= <4+ %S(2), ¥1v> = <%S5(2), 40 ¥ y>
= <§¥(2), % 1o X y)>

Die Bedingungen a) und c¢) - f) in Definition 4.1 sind Aussagen vom Typ ''fiir
alle weHR?) hat

g, (2) = <§(z),w>

die Eigenschaft ..."; da sie nach Voraussetzung fiir alle w erfiillt sind, gelten
sie insbesondere fiir w von der Form

w = FH{¢e F4y} ,
wenn y den Raum Y (R?) durchléuft.

Es ist also nur noch b) nachzupriifen. Nach Voraussetzung gilt hier

2 2 2 .
g—zz <§(z),w> = <-(%£2 + g—y-z)s(z),op fiir alle we 3(33).

Wie oben schlieBen wir daraus

2 ~ 2 o~ -
32 <@ = 5 @, Fie K

<S(2),% ((£24n2)+¢-FMy}>

-+ 230y, oKyl
3-}22 ayz Z), 2 ¢ a w

~ 2 2 -~ 2 2
<S(z),'.¥;{¢°3:1{"(%§2+ g—yz)w}}> <(S(Z))¢’_(g_x2 + g_y2)¢'>

32 32 ~
= <-Gg +_@2)(S(Z))¢,¢>
fiir alle ye $(RY, und das war noch zu zeigen.

Zum AbschluB 18sen wir das Dirichletproblem fiir Polynome.

Lemma 4.6 Sei A = Q(x,y) ein Polynom in x und y. Es existiert genau dann eine
Losung X des Dirichletproblems fiir A, wenn

32 32
G2 * 3524 = O - @19
Fiir A gilt dann
S A=0 . (4.20)
3z

Beweis: Wenn (4.19) erfiillt ist, so kdnnen wir A konstant fortsetzen, und die
Eigenschaften a) - f) in Definition 4.1 folgen in trivialer Weise, ebenso (4.20).

Sei umgekehrt % eine Lésung des Dirichletproblems fiir A=Q, und Q, der Hauptteil
von Q. Es geniigt, (4.19) fiir Qm zu beweisen, denn dann existiert eine L&sung des
Dirichletproblems fiir , und Q-Q kann genauso behandelt werden wie Q. Durch
Induktion ergibt sich dann die Behauptung.

Sei dazu
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32 32 ik
Gz + 522) = a, xy .
Ix 9y Qm 3 +k=m=-2 k
Wir bilden
. j Lk
jk,_ 2.9
Q" 8x33§k Q .
Dann ist 2 2 . 2 .
CR IR s = &2 J Jk
w2 T oy @ =itk ag = Gt @

+k k o
da alle Glieder niedrigerer Ordnung entfallen. Nach Lemma 4.3 ist BJ /3 Jay A
Lésung des Dirichletproblems fiir QJ . Wir zeigen jetzt, daR ajk 0 gilt; da j
und k beliebig sind, folgt daraus, daB

2 32
C—-z ——2) Q, =0

und damit die Behauptung

Nach Konstruktion ist QJ ein Polynom vom Grad 2, also Linearkombination der Po-
lynome 1, x, vy, Xy, 2-y und x2. Die ersten funf dieser Polynome genugen der
Gleichung (4.19); wir miissen also nur noch nachweisen, daB das Polynom x2 keine
Ldsung des Dirichletproblems erlaubt.

Wir setzen deshalb B(x,y) = x? und nehmen an, dag B eine Ldsung des Dirichlet-
problems fiir B ist. Nach Lemma 4.3 und Lemma 4.1 haben wir

aB/ox = 2x
B/ay =0 .
~ .
B hat also die Form
~
B(x,y,z) = x> + g(z) ; (4.21)

das ist ein klassischer SchluB, der auch auf Distributionen angewandt werden
darf (siehe etwa Schwartz (1973),Chap.4,§5,ex.1).

Wegen der Laplacegleichung haben wir ferner
g''(z) = -2 ,

d.h. (gleiche Argumentation wie bei (4.21))
g(z) = -22 + c1z + ¢2

fiir irgendwelche Konstanten c¢; und co. Dann kann B aber nicht die Bedingung e)
erfiillen; es gibt also keine L&sung des Dirichletproblems fiir B(x,y) = x2.

Daraus folgt, daB der Koeffizient von x? in der Darstellung von QJk als Linear-

kombination der oben genannten Basispolynome verschwinden muf. Demnach ist das

Polynom QJk harmonisch, und deshalb

ajk =0 .
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§5 Exkurs: Das Anfangswertproblem

Im Gegensatz zur Randwertaufgabe (3.23),(3.24) bietet die Anfangswertaufgabe

M = 0 fiir £>0, z<0 (5.1)
u .t u, = f fiir t>0, z=0 (5.2)
u = vy fir t=0, z=0 (5.3)
u = v, fiir t=0, 2z=0 (5.4)

fiir sich genommen keine gréBeren Schwierigkeiten. Sie wurde deshalb bereits in
einem sehr viel allgemeineren Rahmen (einschlieBlich eingetauchter Kdrper, Kér-—
per an der Wasseroberfliche und fiir endliche Wassertiefe) eingehend untersucht
(siehe Friedman—Shinbrot(1967),(1969); Garipov (1967); Lau (1972)); sogar ein
nichtlineares Problem aus diesem Bereich ist schon erfolgreich behandelt worden
(Shinbrot (1976)).

Hier soll nur in einer kurzen Skizze das grunds&dtzliche L&sungsverhalten fiir das
Problem (5.1)-(5.4) angedeutet werden. Die Methode besteht, in leichter Verall-

gemeinerung des Ansatzes von Kampé de Fériet-Kotik (1953), in der Anwendung der

Fouriertransformation und der Hilfsmittel aus Abschnitt 4. Dann ergibt sich die

Lésung durch eine Konstruktion, mit der auch das Anfangswertproblem fiir die Wel-
lengleichung

utt - Au=f

geldst werden kann (siehe dazu Trevee (1975), sec.13).

Wir prédzisieren zunichst wieder den L8sungsbegriff.

Definition 5.1 Seien vg und v; aus ¥(R2), f eine stetige Abbildung von [0,)
nach P (R4) .

Das Paar (u,f), bestehend aus den Abbildungen
[0,2) — ¥ (®?)

t  +— u(t)

und

u:

~ {Co,w)xc—w,oz—% (R2)
(t,z) — u(t,z)

heift Ldsung der Randwertaufgabe (5.1)-(5.4), wenn gilt:
a) Fiir jedes t>0 ist
o~
z — u(t,z)
Ldsung des Dirichletproblems fiir u(t);

b) u ist zweimal stetig differenzierbar, und

L + u = f fiir t>0;
c) u(0) = vo ;
d) ut(O) = V]

Bemerkung u, wurde in (4.4) definiert.

In fast vollstdndiger Analogie zur Wellengleichung gilt dann
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. - -1/2
Satz 5.1 Sei vg aus B (R2) , v, aus u® 1/2(]R.2), f aus CO([O,w);HS / (R2))
Dann gibt es genau eine Ldsung (u,U) von (5.1)-(5.4), und
we N F(fo,=; 1/ 2(m2)) (5.5)

k=Q12

Beweis: a) Existenz Die Daten f(t), vg und v; erfiillen sdmtlich die Vorausset-
zungen von Lemma 4.2 (ihre Fouriertransformierten sind sogar lokal quadratisch
integrierbar). Wir nehmen deshalb einmal an, daf dasselbe auch fiir u gilt - es
wird sich sogleich herausstellen, daf diese Annahme berechtigt ist. Unter Benut-
zung von (4.4) werden wir also auf die Anfangswertaufgabe

A
Gtt + ng+nz ﬁ = f fiir t»0
3(0) = \A7°
A A
ut(O) = v,

einer gewdhnlichen Differentialgleichung gefiihrt. In bekannter Weise (siehe
Treves (1975), sec.13) erhdlt man als L&sung

Gocos pt  + OIElE_EE Off( s) EEEQiELﬁl.dS, (5.6)

G(t)

wobeil
1/4

p = p(g,n) = (£24n2) (5.7)

Genau dieselbe Struktur hat die Ldsung der Wellengleichung, nur ist dort

1/2

p = (£2+n?) (5.8)

Der Beweis von (5.5) ldB8t sich deshalb bei Treves (1975) nachlesen; man ersetze
im dort angegebenen Beweis lediglich (5.8) durch (5.7).

Aus (5.5) ergibt sich insbesondere mit Hilfe von Lemma 4.2, daf die Bedingung a)
in Definition 5.1 erfiillt werden kann; die iibrigen Bedingungen ergeben sich aus

(5.5) und (5.6).
b) Eindeutigkeit Sei
vo = vy = £(t) = 0 €¥(R2)

fir alle t>0, (u,d) eine zugehorlge Lésung der Anfangswertaufgabe (5.1)-(5.4) im
Sinne von Definition 5.1. Fiir ¢ éCo(R?) bilden wir (siehe (4.18))

u, (0 = Fe-8(e)}
Wir diirfen wegen C;C @M das Lemma 4.5 anwenden; demnach ist
3, (t,2) = Fo-ke,2))

die zugehdrige L8sung des Dirichletproblems.

Offensichtlich gilt

~
c

~
[}

= Ceee

sowie

(W), = (),

und das hat zur Folge, daf dann auch (u¢,u ) Lésung des vollhomogenen Problems
ist.
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Sei jetzt (0,0)(supp $-; dann 148t sich auf ug(t) das Lemma 4.2 anwenden. Es

gilt also (4.4), und wir erhalten durch Fouriértransformation
A = A
(u¢)tt + VESMN ug =0 fiir >0
A
u, (0) =0
¢( )
A

Die einzige Distributionsldsung dieser Anfangswertaufgabe ist aber die iden-
tisch verschwindende Abbildung, oder

o
R ¢
Der Trdger von u(t) ist also fir alle t>0 im Ursprung enthalten.

(t) = ¢+8(t) =0 .

Deshalb kOnnen wir Lemma 4.6 anwenden und finden
uz(t) =0

fiir alle t>0. Dann bleibt vom Anfangswertproblem

u., = 0 fir t>0 ,
u(0) =0,
u (0) =0 ;

die einzige L&sung hierfiir ist wieder

und das war zu zeigen.

Bemerkungen 1) Die Losung der Anfangswertaufgabe ist vor allem deshalb so ein-
fach, weil Daten mit endlichen verallgemeinerten Energieintegralen (also Daten
aus irgendwelchen H°-Rdumen) auch L¥sungen mit solchen Eigenschaften produzie-
ren (und nur dieser Fall ist auch physikalisch interessant). Bei der Randwert-
aufgabe dagegen ist auch fiir Daten von diesem Typ die L8sung nie quadratisch
integrierbar (eventuelle pathologische Fdlle ausgenommen).

2) Ebenso wie bei der Wellengleichung und im Gegensatz zu hypoelliptischen Pro-
blemen (siehe etwa Hormander (1976), Theorem 2.3.4 und Theorem 4.1.5) ist die
Regularitdtsaussage (5.5) nicht optimal: aus (5.5) ergibt sich nur

s—-1
u,, +u, € CO([0,=); H™ (R?)),
wihrend (5.2) und die Voraussetzungen von Satz 5.1 besagen, daB diese Funktion
in Wirklichkeit sogar zu

TH2(mey )

c?(fo,=); H
gehdrt. Durch Lésung der Anfangswertaufgabe und nachfolgende Anwendung des Dif-
ferentialoperators verliert man also Information. Diese Erscheinung werden wir
auch beim Randwertproblem antreffen.
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§6 Allgemeine Bemerkungen zu den Operatoren B,B' und P

Das Ldsungsverhalten elliptischer Randwertaufgaben ist in der grundlegenden Ar-
beit von Agmon-Douglis-Nirenberg (1959) eindeutig charakterisiert worden. Das
System der Randoperatoren muB, damit auch am Rande optimale Regularitédtsaussa-
gen gelten, einer algebraischen Bedingung genijgen, die in der erwidhnten Arbeit
als "Complementing Condition" eingefiihrt wird . Ich habe an anderer Stelle
(Eggers—Gamst (1978),Appendix B) nachgewiesen, daB der Randoperator
52 d

B—a—x'z"-a—z- (6.1)
in Verbindung mit dem Laplaceoperator eine nicht-elliptische Randwertaufgabe de-
finiert, da die "Complementing Condition" von Agmon-Douglis-Nirenberg nicht er-
fiillt ist. Den AnstoB zu dieser Untersuchung gab eine Arbeit von Dern, in der
die Regularitidtssidtze von Agmon-Douglis-Nirenberg benutzt wurden (siehe Dern
(1977),Bewetis von Prop.5.2).

Eine etwas verfeinerte Begriffsbildung bei der Klassifikation von Randwertaufga-
ben zu elliptischen bzw. hypoelliptischen Differentialoperatoren benutzt H¥rman—
der (1958a). Die dort entwickelte Theorie ist zwar auf Operatoren mit konstanten
Koeffizienten und Halbraumprobleme beschrinkt, aber eben dieser Fall liegt ja
hier vor. Genauer gesagt wird unser Randoperator (6.1) dort sogar als Beispiel
diskutiert (siehe Hdrmander (1958a), (3.10),(3.11),(3.12)). Das Ergebnis der
Diskussion 148t sich wie folgt formulieren:

Satz 6.1 (Hbrmander) Das Randwertproblem

Bu = f fiir z=0 (6.2)
Au = g fiir z<0 (6.3)

ist nicht hypoelliptisch (also insbesondere nicht elliptisch). Ersetzt man dage-
gen B durch
32 d

y_32 5
B' = 572~ B2 s (6.4)

so ist das entstehende Problem hypoelliptisch, aber nicht elliptisch.

Fiir die genauen Definitionen mbchte ich den Leser auf die zitierte Arbeit ver-
weisen; die genannten Begriffe spielen im folgenden Text praktisch keine Rolle
mehr. Ganz knapp 138t sich jedoch sagen, daB die L8sungen hypoelliptischer (bzw.
elliptischer) Randwertaufgaben in der Umgebung eines Punktes genau dann unend-
lich oft differenzierbar (bzw. analytisch) sind, wenn die Daten (also in (6.2)
und (6.3) die rechten Seiten f und g) dort diese Eigenschaften besitzen.

In Abschnitt 4 gewannen wir aus (6.1) und (6.4) unter Benutzung der Laplaceglei-
chung den tangentialen Differentialoperator

At 32 32

Satz 4.4 gestattet es, Aussagen iliber Losungen der Randwertaufgabe (6.2),(6.3)
mit g=0 auf dem Umweg liber L&sungen der Differentialgleichung

Pu=f
zu gewinnen. Die erste Frage, die sich hier stellt, lautet deshalb: Was fiir In-

+)Siehe Agmon—Douglis—Nirenberg (1959,5.626,5.633). Die Bedingung wurde erstmalig
von Lopatinskij formuliert. In einer etwas anderen Form findet man sie bei Hor-
mander (1976),5246, und Dieudonné&(1978b),S.98. Eine ausfiithrliche Diskussion die-
ser Bedingung gibt Treves (1975),5.367ff.
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formationen liefert die allgemeine Theorie der linearen partiellen Differential-
operatoren mit konstanten Koeffizienten {iber den Operator (6.5) ?

Wir wollen P in diesem Abschnitt nur ganz grob klassifizieren. Die Grundlage da-
fiir bildet die Kenntnis der Nullstellen seines Symbols

op(g,n) = g% - g2 - n?2 (6.6)
d.h. der Fouriertransformierten von PS , bzw. seines Hauptsymbols
US(EQn) = £l+

Lemma 6,2 Fir n¢ R besitzt das Polynom

op(z,n) = g% - g2 - n?
die Nullstellen
D) = By = /2 A L 6.7)
z2(n) = -£1(n) >
t3(n) = igs(n) = i/ 5 Msen? - L 6.8)

gu(n) = -igz(n) .

Die nichtnegativen Funktionen £; und £3 sind beliebig oft differenzierbar (g3fiir
n#0). Fiir n>0 gilt

n==%&8(Mm*e3(m) , (6.9)
ggl( ) = n - _¢&3 (6.10)
an n s -
(83+£5)E,  Ef+E]
L) = 2L (h#0) . (6.11)

2,72
€1+€3
AuBerdem ist Eg iiberall in R beliebig oft differenzierbar, und damit auch
€%+£§ - /T:Z;? . (6.12)
Der Beweis besteht aus elementaren Rechnungen und kann hier fortgelassen werden.

Fiir den Rest der Arbeit verstehen wir unter &; und £3 immer die durch (6.7) und
(6.8) definierten Funktionen.

Lemma 6.3 Die Menge M der reellen Nullstellen des Symbols (6.6) besteht aus 3
disjunkten zusammenhingenden C*-Mannigfaltigkeiten, nimlich

(0,00}
My oi= {(Em) | £ =& ), (6.13)
Mg := {(&,n) | &=-5,(m) } . (6.14)

Beweis: Klar nach Lemma 6.2,

Daraus ergeben sich die folgenden Aussagen:

Lemma 6.4 a) P ist nicht hypoelliptisch (Definition von Hormander (1976),5.99),
also auch nicht elliptisch;
b) P ist partiell hypoelliptisch beziiglich der Geraden x=0 und y=0 (Definition
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von Hormander (1976),5.106); —

c) P ist nicht hyperbolisch (Definition von Hormander (1976),5.132).

Beweig: a) OP besitzt reelle Nullstellen auBerhalb jeder beschrinkten Menge,
siehe (6.13) , (6.14).

b) Siehe Example, Hormander (1976),5.107.

¢) Nach einem Ergebnis von Svensson (1971) muB ein hyperbolischer Operator
schwidcher (siehe Hormander (1976),S5.70) als sein Hauptteil sein. Der Hauptteil
von P enthilt jedoch keine Ableitungen nach y, so daB er nicht stdrker als P
sein kann.

Bemerkungen 1) P ist insbesondere nicht strikt hyperbolisch (Definition von
HSrmander ?1976),8.137), denn 00 besitzt mehrfache Nullstellen auf dem Einheits-
kreis £2+n2=1, P

2) Aus c) und Theorem 5.6.2 in Hormander (1976) ergibt sich, daB P keine Fun-—
damentalldsung mit Trdger in einer Halbebene besitzen kann. Wir kdnnen deshalb
darauf verzichten, eine derartige Fundamentalldsung filir P zu suchen (vgl. die
Konstruktion der FundamentallSsung im nichsten Abschnitt).

Insgesamt besagt Lemma 6.4, daB uns fiir P eigentlich nur die allgemeine Theorie
der linearen partiellen Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten (Exi-
stenz einer Fundamentalldsung etc.; siehe Hdrmander (1976),Chap.III) zur Verfii-
gung steht, denn P gehdrt zu keiner der besser erforschten speziellen Klassen
von Operatoren. Dabei bildet Teil b) keineswegs eine Ausnahme, weil jeder Ope-
rator beziiglich einer geeigneten Hyperebene partiell hypoelliptisch ist.

Formal ist es auch mdglich, den Operatoren B und B' ein Symbol zuzuordnen. Laut
Lemma 4.2 wirkt 3/3z ndmlich auf die Fouriertransformierte wie Multiplikation
mit vE4+n“. Man hitte dann

og(E,m) = - €2 + VEZm? (6.16)
ogr(€,m) = = 2 = /£Zen? (6.17)

Diese Darstellung haben wir aber nur unter den Voraussetzungen von Lemma 4.2 be-
wiesen, d.h. sie gelten nur auBerhalb einer beliebigen Nullumgebung. Im Rahmen
der Theorie der Fourier-Integral-Operatoren ist es nun zwar {iblich, sich fiir
Symbole nur auBerhalb beschrinkter Mengen zu interessieren, aber diese Theorie
filhrt dann nur noch zu Niherungsl&sungen,d.h. an die Stelle der Fundamentalld-
sung E zum Operator Q mit der Eigenschaft

QEFE % u=u
tritt eine Parametrix Ep mit
QEp*u=u+Lu

wobei L ein stark gldttender Operator ist (siehe dazu die Bemerkungen bei DZeu~
donné (1978a),S.136).

Im vorliegenden Fall hielt ich es angesichts der expliziten klassischen Formeln
fiir echte Fundamentalldsungen nicht fiir angebracht, diesen Weg zu gehen. Dann
erfordert aber der Gebrauch der Symbole (6.16) und (6.17) ziemliche Vorsicht,
wdhrend die Diskussion von(6.6) keine groBen Schwierigkeiten bietet.

Wir notieren noch

Lemma 6.5 Die einzige reelle Nullstelle von o, ist der Ursprung. Die reellen

Nullstellen von 9p sind auch Nullstellen von Oge Ferner gilt

Op = Opi*0p . (6.18)
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In Ubereinstimmung mit den bisherigen Vereinbarungen legen wir jetzt fest:
Definition 6.1 Sei f€ #(R%) . Eine Abbildung
{ (-»,01 —> ¥(R?)

i :
z +— u(z)

heiBt Ldsung der Randwertaufgabe
Bu = f fir z=0 (6.19)
Au=0 fiir z<0 s (6.20)
wenn gilt:
a) .

U ist Losung des Dirichletproblems (Definition 4.1) fiir u := @(o).
b)

Bu = £
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§7 Existensz

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis eines Existenzsatzes fiir L&sungen der
Randwertaufgabe (6.19),(6.20), wenn die rechte Seite f zu &(R2?) gehdrt, also
eine Distribution mit kompaktem Triger ist (Satz 7.6). Dazu betrachten wir zu-
ndchst die Differentialgleichung

Pv = f (7.1

und zeigen, daB fiir eine bestimmte LSsung v dieser Gleichung das Dirichletpro-
blem 1&sbar ist; Satz 4.4 liefert dann, daB

i = B'¥%

eine Losung der Randwertaufgabe im Sinne von Definition 6.1 ist.

Diese indirekte Vorgehensweise wire nicht notwendig, ginge es allein darum, ei-
nen Existenzsatz aufzustellen. Man erhdlt aber durch dieses Verfahren eine Reihe
von Formeln, die spdter beim Beweis der Eindeutigkeits- und Regularitdtssitze
von grofer Niitzlichkeit sind. AuBerdem ist unsere Methode als neuer, von bisher
bekannten Existenzbeweisen unabhingiger Weg schon an sich interessant.

Wir wenden uns also als erstes der Gleichung (7.1) zu. Hier ist bekannt (HSrman-
der (1958b)), daB zu jedem f€F(R?) auch eine Losung ve¥(R2) existiert. Aber

damit wissen wir noch nicht, ob das Dirichletproblem fiir dieses v 1dsbar ist. So
geniligt z.B. das Polynom

Q(x,y) = x* - 6x%y2 + y* -12x2

der homogenen Gleichung, aber es gibt keine LSsung des Dirichletproblems fiir Q
(im Sinne von Definition 4.1), denn

2

3 32 - -
(3;2 + 3;2) Q = 24

(siehe Lemma 4.6).

Ferner ldBt sich ein Eindeutigkeitsprinzip auf der Grundlage einer solchen "rei-
nen" Existenzaussage schwer formulieren. Wegen der Existenz unendlich vieler 1li-
near unabhidngiger temperierter L&sungen der homogenen Gleichung, die dazu noch
stets eine L8sung des zugehdrigen Dirichletproblems erlauben (fretie Wellen, sie-
he Abschnitt 8), scheint mir deshalb eine Charakterisierung bestimmter Losungen
von (7.1) kaum mdglich zu sein, wenn man den Erzeugungsmechanismus fiir v nicht
genau iiberblickt. Aus diesem Grunde werden wir eine Fundamentalldsung E konstru-
ieren und die Gleichung (7.1) durch Faltung von f mit dieser Fundamentall&sung
befriedigen.Damit wird die Existenz von L&sungen der Gleichung (7.!) auf die
Existenz des Faltungsproduktes

v = E % f

zuriickgefiihrt. Um zur urspriinglichenRandwertaufgabe zuriickzukommen, miissen wir
auBerdem eine Ldsung ¥ des Dirichletproblems fiir v konstruieren. Diese beiden
Probleme lassen sich aber fiir eine hinreichend groBfe und augh praktisch inter-
essante Klasse von Distributionen (nimlich fe £(R%?)) 18sen .

Fiir die Konstruktion der Fundamentalldsung bemerken wir zunichst, daB die par-
tielle Fouriertransformation ¥F_ beziiglich y ein Isomorphismus von ..‘f'(]Rz) auf
sich ist (das kann man mit denfelben Methoden wie bei der "vollen" Fouriertrans-
formation beweisen, aber auch iiber das Tensorprodukt, siehe etwa Treves (1967),

Diese Klasse ist jedoch nicht groB genug, um auch Theorie 2.0rdnung treiben
zu konnen.
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S.531 und 534) Hier ist natiirlich

@0 (x,n) = 7 $(x,y) exp(-iny) dy

-0

fiir ¢€P(R2) zu setzen.

ist also, in P'(Rr?) , dquivalent zu dem Problem

I 2
G+ - F = s5G-An) (7.3)

(man setze F =?yE, bzw. E =3';' F).

Die Gleichung (7.3) ist nun eine gewShnliche Differentialgleichung, die aller-
dings noch von dem Parameter n abhingt. Fundamentalldsungen fiir gewthnliche Dif-
ferentialgleichungen lassen sich aber nach einem sehr i{ibersichtlichen Verfahren
gewinnen (siehe etwa Treves (1975),8ec.4).

Lemma 7.1 Sei neR, n#0 und

a, ._ d* az _ 5
Qn(ag) s v T G e B
2) Qn besitzt genau eine Fundamentalldsung Fg(.,n) mit den Eigenschaften
D Fg,m e $IRY ; (7.4)
2) lim Fp(x,n) =0 . (7.5)
X+ o :
b) Fy hat die Form
FoGan) = - 5 ZREEIED oy inlrn) (7.6)
Beweils: 4 linear unabhingige Ldsungen der homogenen Gleichung
= ' 7.7
Q.8=0 (7.7)
sind
g1(x,n) = exp(ig;x)
g2(x,n) = exp(-ig;x)
g3(x,n) = exp(&3x)
gy (x,n) = exp(-£3x)

(siehe Lemma 6.2)., Alle (Distributions~) Ldsungen der Gleichung (7.7) lassen
sich als Linearkombinationen dieser Basisfunktionen darstellen (siehe etwa
Schwartz (1973),Chap.V, Théoréme IX).

Die Ableitungen der durch (7.6) gegebenen Funktion Fy sind

aq; Fo(x,n) = - % sgn (-x) Mﬁ_)- + H(-x) cos(E1x) , (7.8)
(] + £3) (g} + £3)
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2

(= ! Lo . s
g—szo(x,n) = - -_,1,_- exz( g3lxl)g3 + 62(")2— H(-x) 812(£JZX)‘51 _ 2(x)2
81 F 83 1%83 E1%E3 EIVES
=" %'25§£:§%¥ﬂ3-£3 - H(-x)lg%?£§1%1E1 (7.9)
g1 * &3 ] + £5
3 oL _ - ‘
g—gFo(x,n) = —<l sgn(—x) EﬁBQ_EELELlEZ - H(-x) COS(E]X)EZ (7.10)
dx 2 2 2 3 2 2 1
I+ - | 2 . . 2
%;HFO(X,H) = - %-exi( gSlxl) £g+ 5§X)23 + H(~x) S:n(EI:)E?'+ 6§X)il
81 %55 %83 E1 * &3 g3+¢2

2 2 2 2
E1 * & §1 + &3

Daraus ergibt sich

| exp(-E3]x[) i

QFoCx,m = - 3 SREEAED (g 4 g2 - p2) 4+ (o) SREID (b g2 2y 4o
= §

Fop ist also Fundamentalldsung von Q_. Ferner ist F; stetig und beschridnkt (fir

jedes feste n,als Funktion von x) ulld gehdrt deshalb zu PL(R!) . Auch (7.5) ist
offensichtlich erfiillt.

Fp ist aber auch die einzige Fundamentall®dsung von Q mit diesen beiden Eigen-
scPaften; denn keine nichttriviale Linearkombination von g3 und gy gehdrt zu
F(RY) , und keine nichttriviale Linearkombination von gy und g, erfiillt (7.5).

Wegen
e, - ol
€1
(Lemma 6.2) ist der beziiglich x symmetrische Anteil von Fy

_ 1 egg(—ialx )

2472
(e2+£3)e,

]l

fiir jedes feste x in keiner Umgebung von n=0 integrierbar. (7.6) liefert also
noch keine natiirliche Definition fiir eine L&sung F von (7.3) in der Umgebung von
n=0. Es liegt jedoch nahe, F dort als Pseudofunktion zu interpretieren (siehe
etwa Schwartz (1973),5.38ff; Lavoine (1963)). Sei dazu

{ 1, -1 <nc<I
X (n) := ; (7.12)
-1,1] 0 sonst
X[_] ]J(n)
wir definieren die Distribution  Pf n’ durch
Xp1, f 1 4(n) - ¢(0)
< Pf 2 , 6> = dn (7.13)
Im - n

(vgl. Dieudornné (1978a),23.19,ex.3).
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Satz 7.2 ) Die Distribution aus J(R2)
F =F; + Fo + F3 s (7.14)

bestehend aus den lokal integrierbaren und fiir festes x beziiglich n integrier-
baren Funktionen

Fi(x,n) = - %5{ exp(=E3]x|) _ x['_‘1171](“)} (7.15)
2,72
(ET+EE, |n]
und L
Fp(x,n) = H(-x) SinEIX) (7.16)
| (e2+£d)e,

sowie der von x unabhingigen Pseudofunktion

Kpq 19
F3(x,n) = - 5 PE —E-fhfl——- (7.17)
n

ist eine L8sung der Gleichung (7.3).

b) F hat die Eigenschaften
D %%- ist lokal integrierbar; (7.18)
2) F ist reell und beziiglich r symmetrisch; (7.19)
3)

fiir jede abgeschlossene Teilmenge Ac R mit OﬂA und jedes x€R existiert

sup [F(x,n)l ,
neA

und

lim sup |F(x,n)| =0 . (7.20)
) X>+o neA b)
Jede andere temperierte L8sung von (7.3) mit den in genannten Eigenschaf-
ten unterscheidet sich von F h8chstens um ein reelles Vielfaches der Distribu-

tion 41(x)+*8(n).

Beweisg: a) F gehdrt zu thR?); denn F3 hat beziliglich N einen kompakten Triger
und i1st bezliglich x konstant, wdhrend F2 stetig und beschrédnkt ist. Ferner ist
F1 fiir |n| > 1 stetig und beschridnkt, und fiir Tnl < 1 liefert der Mittelwertsatz

1 1

2,2
In] (E9+E5)E,

]Fl(xsn)l < 1 - exP(‘ESlel
(€2 + €D,

+

<c(+ |x]) ,
so daB also F; lokal integrierbar und polynomial beschrinkt ist.

Gleichung (7.3) ist erfiillt, wenn fiir jedes ¢eC°S(R2) gezeigt werden kann, daB

L 2 -
<(%;3 + %;2 -n2) F, ¢ >= _L 9(0,n) dn . (7.2

Aus (7.15)~-(7.17) ergibt sich bereits, daB 9F/3x eine wohlbestimmte 1lokal inte-
grierbare Funktion ist, ndmlich dFp/dx . Entsprechendes gilt dann auch fiir
32F/3x? und 33F/6x% . AuBRerdem "schmilzt" die Pseudofunktion Fsbei Multiplika-
tion mit n? zu einer lokal integrierbaren Funktion herunter und kann mit Fy zu-
sammengefaft werden:
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- 1 2
NF ) = -5 ZREEIXD 2y oy snEmn® g,
: (e3+e2) gy (&f+ed)e,

Also haben wir fiir jedes ¢€C°§(]R2)

2 3 -
( u+ é—z-n ) Fy¢> = = <a 373F> -—¢> + <(‘—2 n?)F,¢>

02
= { --——3(x n) ¢(x,n) ((%;2—n2) F(x,n)) ¢(x,n) }dxdn

--oo

Daraus folgt dann, unter Benutzung von (7.9)-(7.11), die Gleichung (7.21) (ein-
mal partiell integrieren, derselbe Gedankengang wie beim Beweis von dH/dx = §).

b) (7.18) ergab sich bereits beim Beweis von a). (7.19) liest man direkt aus
den Formeln (7.15)-(7.17) ab. Und man erhdlt (7.20), wenn man bedenkt, daB fiir
jedes €>0

m) CXpep (M)
(F1 + ) (xym) = - 4 (22CElxD  TEed 7y Ly Te,d
(e2+£2) g, [nl

+ CE-G(n)
[n]

mit einer geeigneten Konstanten C gilt. Wihlt man jetzt e so, daB [-e, e]lNA =@,
so findet man fiir x>0

1 exp(-£3(e)[x])

sup ]F(x,n)l ) 5 ) ’
neA (£ + £3)¢&,
woraus (7.20) folgt.
c) Temperierte L&sungen der homogenen Gleichung
ot 32
Gae * 552 ~ n?)u =0 , (7.23)

die auBerdem noch (7.20) erfiillen, miissen fiir n#0 verschwinden; das folgt sofort
aus Lemma 7.1. Wir diirfen also annehmen, daB supp u eine Teilmenge der Geraden
n=0 ist.

Lokal ist u, wie jede D1str1but10n, von endlicher Ordnung, hat also die Form

5 a0 s
u = u, (x)e=—j 6(n s
j=o o

wobei die uj irgendwelche Distributionen von einer Verdnderlichen sind.

du/3x hat seinen Trdger auf einer Menge vom Maf Null, kann also nur dann lokal
integrierbar sein (siehe (7.18)), wenn es verschwindet. Darum mu8 jedes u. kon—
stant sein: ]

uj(x) = cj
Anwendung der Gleichung (7.23) ergibt
L 32 k :
0 = Gg—u +=— -n)u = % C-°(-n2)-6(3)(n)
ox . J
j=0
k . .
=2
- 1 e 0d) 9P m
=2

Die Ableitungen des DiracmaBes sind aber linear unabhingig, und so miissen die c.
flir j>2 verschwinden. ]

Aber auch cj muB verschwinden, denn 96/9n ist nicht symmetrisch beziiglich n. Also
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u = CO'G(n) )
und natiirlich muB cg reell sein,wenn u es ist.

" 'Satz 7.3 Sei F definiert durch (7.14)-(7.17), und

E=FF . | (7.24)
a) Dann hat E die Eigenschaften:
D E ist eine temperierte Fundamentalldsung von P;
2) E ist stetig, und es gibt eine Konstante C, so daB
|[E(x,y)] < c(1 + 1n(1+|x|) + 1n(1+|y])) (7.25)
3)

E ist reell und symmetrisch beziiglich y.

b) Jede temperierte Fundamentalldsung E' von P, fiir die

1 =3'E|
3
die Eigenschaften (7.18)-(7.20) hat, unterscheidet sich von E hdchstens um eine
reelle Konstante.
1)

Beweis: 2) Die Eigenschaft
Beginn dieses Abschnitts.

ergibt sich aus Satz 7.2 und den Uberlegungen zu

Wir schreiben

E=E, +E,+Eg (7.26)
mit
.= ¥, : j= ]
E ¥ F ; j=1,2,3
Dann sind
® - Xeo (n)
E)(x,y) = --£;|f{exz( islxl) el PR } exp(iny) dn (7.27)
— (E3+E5)E, In|
und
Es(x,y) = ‘5— H(-x) [ sin(gyx) exp(iny) dn (7.28)

-0 (52+E:23) E]

nach itiblichen Sidtzen liber parameterabhidngige Integrale (z.B. Dieudomné (1970),
(13.8.6)) stetige Funktionen. Ferner ist E; als Fouriertransformierte einer Dis-
tribution mit kompaktem Triger analytisch:

X 1
21E3(x,y) = - %u<pf 2-1,11 sexp(iny)> = - / cos(ny) = 1 dn
[n| o "

y cos t - 1
= -/ s dt = - Ci(y) + v + 1lny

0
e’ J2
= i 53?7377 (7.29)

(Abramowitz-Stegun (1965),S.231ffF).
Fiir Ep und E3 gelten offenbar die Abschitzungen
|E2 (x,7) | 5_-2!;; }o_—]_ dn = C
- (g+ED)E
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und
[E5(x,5) | < €1 + 1nC1+]y]))
E, wird zerlegt:

1
- _ -4 _ ‘ -
Ep =By * By, = ®00Uxp, 1) T} + Flxp

Dann ist E1 i beschridnkt: o
b

l,]<x’Y)| = l§%3 exp(=E3]x|) cos(ny) dn| < EL.J _dn

((ET+ED)Es (ef+e3)Es

’l]F]}

|E

Fiir El ,2 gilt

|2nE]’2(x,y)| < | dn

1
II exp(=g£3[x|) _
! lnl

(£%+E%)£3
1

1
- 1
SII (exp( EjLXI)Id fl - 5 Idn
0 E1 + €3)€3 0 Inl (81 + E3)E3

Der zweite Summand auf der rechten Seite ist eine gewisse von x und y unabhingige
Konstante. Im ersten Summanden fiihren wir £3 als neue Integrationsvariable ein
und erhalten wegen

dés . ___n__
dn o Beedye,

(siehe (6.9) und (6.11)) eine Abschidtzung durch eine bekannte Funktion:

£3(1) |x|£5(
| 1o Elel)l an < J 1-exp(-&[x[) 4, . j l-exp(=E) 4
(£2 + 63)53 0 $ 0 ¢

© Sy —

Dieses Exponentialintegral wird majorisiert durch C(1+1n|x|) (Abramowitz-Stegun
(1965), S5.228ff). Also auch insgesamt

|E1(x,y)| < c(1 + 1n(1+|x]))

und damit (7.25). Eigenschaft 2)

Die Eigenschaft 3 ergibt sich aus der Tatsache, daf die Fouriertransformierte
einer reellen und symmetrischen Distribution wieder reell und symmetrisch ist.

c) c)

ist dann nachgewiesen.

Die Behauptung folgt sofort aus Satz 7.2,Teil

Von nun an verstehen wir unter E, E;, E», E3 immer die durch (7.24) und (7.27)-
(7.29) definierten Funktionen.

Um jetzt das Dirichletproblem fiir E 18sen zu kdnnen, bendtigen wir die zweidimen-—
sionale Fouriertransformierte E von E, d.h. die eindimensionale Fouriertransfor-
mierte ¥ F beziiglich x von F. Fiir n#0 148t sich diese Transformation ohne Schwie-
rigkeiten durchfiihren. Es gilt ja (siehe etwa Lavoine (1963))

1 1 1 _a
3;{2 exp(-a|x|)}(g) = o T2 2 2 (7.30)

E +a

fiir 0>0, und fiir 8>0

% (H(-x) sin(80)}() = PEofo + T (5(+8) - 6(6-8)). (7.31)

£ -8
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Pig.3 HBhenlinien der Funktion EZXIOZ'(7.28) in der N#he des Ursprungs.

Auswertung durch schnelle Fouriertransformation (512 Wellen).
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In diesem Fall bedeutet Pf, daB an den Nullstellen des Nenners der Cauchysche
Hauptwert zu nehmen ist. Wegen
Sl .
Pf — =- im6(&-Ep) = lim Sre———
=% evo FTEOYIE
(siehe etwa Reed-Simon (1972),S5.137 oder Anhang B) k&nnen wir auch schreiben
1 :
R+ig E+B+ic

(7.32)

% (H-x) sin(B0)}(8) = 7 lim (=
e¥0

Unter Benutzung dieser Formeln erhalten wir fiir n#0

BEm = (OGN = { 1 + 75 lin (3rps -~ o5

Ly
gl gl Ty ERitie Bphie

Fiir EZ#E% kann man den Grenziibergang e+0 durchfiihren und erhdlt, wie nicht anders
zZu erwarten war,

2.2
E(g,n) = { + } = { }
e2eg2 el 22T el f-elehe®-eled
=';?r;%—-§-='{op(£,n)}-l (nf0, E24E%) (7.33)
£ =& -n

Fiir n=0 gilt immerhin noch

A
E, (£,0) =-§gl lim

1 A |

‘ (e - .
et gi+gf  TEIvie ErEitie

)

Die genaue Form der Fouriertransformierten von E|+Ejfiir n=0 148t sich mit den bis-
her verwendeten einfachen Hilfsmitteln nicht mehr ermitteln. Wir k®dnnen jedoch auf
eine exakte Kenntnis bis zu einem gewissen Grad durchaus verzichten. Das einzige,
wovon wir uns iliberzeugen miissen, ist die L&sbarkeit des Dirichletproblems.

N\ A
Dazu bemerken wir zunichst, daB wir sowohl bei (Ex) = iég als auch bei (Ey)==inE

keine Schwierigkeiten haben, wenn wir n gegen O gehen lassen. Die eben angewende-—
ten Formeln (und ihre Analoga fiir die Komponenten von F ) liefern fiir 52#5% lokal
integrierbare Funktionen, und zwar

LA iE -1 1 . 1 1
igE (g,n) = { + 5= lim (v—— - —) }
. g+es  £hees 281 4o ETE1MiE  ErEytie
sSowle
ing(i,n) = ?_inz { 2—1 >+ z—lg- lim (3 - L,
E1tEs £ +E3 1 €40 §-€1+ie E+Ei+ie

auch fiir eine Umgebung von %=0. In der Umgebung des Ursprungs gilt deshalb

A : A .
i€E (&,n) = —Z—ig——i . inE(g,n) = —Z_i%__f
£ -E"-n £ -

Wir widhlen jetzt eine feste Nullumgebung, z.B.
U= {(g,n)] €%+n2 < 1/2}

und setzen dazu

1, (g,n)eU
Xg(&sm) =

0 sonst.
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Eine mdgliche Interprefation vonv{OP(E,n)}_] auf U ist dann die Distribution

$ r—> I ) = 900.0) g gn (7.34)
T & -£7n
X&)
die Pf~—z——§——2 genannt werden soll.
£ =E"-n

Wir k8nnen jetzt zeigen, daf E "im wesentlichen'" auf U mit dieser Distribution
iibereinstimmt.

;
Lemma 7.4 Sei TGﬂ(JRZ) ,

1

T = ————e
(b g2

fiir 0<€2+n?<1/2, T = O fiir £2+n?>1/2. Ferner gelte
i

iE€T = —2—5 x.,(&,n)
54—52—n2 U
und
. ' in
inT = ————— x,.(&,N)
54-£2—n2 U

d.h. iET und inT seien lokal integrierbare Funktionen.

Dann hat T die Form

T = Pf -—4——-2——— + C‘(S(E,T]) (7.35)
2
£ =g"-n

mit einer komplexen Zahl c.

Bemerkung a)Die wesentliche Information, die wir ja zur L&sung des Dirichletpro-
blems brauchen, besteht darin, daB keine Ableitungen , insbesondere keine Ablei-
tungen der Ordnung >2, des DiracmaBes in T enthalten sind, denn

b)wir wissen schon, daB die Multiplikation von § mit exp(/£2+n2 z) wohldefiniert
ist (Lemma 4.6, "Fourier—-transformiert", fiir Q=1),

Beweis: Fiir 0<E%2+n?stimmt T mit der Pseudofunktion (7.34) tiberein. Die Distri-
bution

. Xy (E>1)
Tg =T -~ Pf ——
4 .2 2
£ -E-n
hat also ihren Tridger im Ursprung. Ferner ist auch
X;; (E51) .
. U _ 1§

£*-g%n g*-g?on

mit der lokal integrierbaren Funktion i£T identisch, und Entsprechendes gilt bei
inT. Wir haben also zusidtzlich

igTg = O und inTg = O
Da die Distributionen mit Tridger im Ursprung genau die endlichen Linearkombina-

tionen des DiracmaBes und seiner Ableitungen sind, aber nur fiir j=0 das Produkt

ig BJ+k6/BxJayk und nur fiir k=0 das Produkt in 33+k6/3x33yk verschwindet, haben
wir
Tg = c*8(&,n)

Satz 7.5 2) Das Dirichletproblem fiir E ist lsbar.
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A
b)In der Umgebung des Ursprungs ist die Fouriertransformierte von 3E/3z lokal
integrierbar:

A
o SRR = ey
X () 2= (2) = X (En) —ah o exp(VEZmZ 2) . (7.36)
U 9z U 4 2 2
£ -¢&™-n
Beweis: 2) Nach unseren bisherigen Erkenntnissen k&nnen wir E zerlegen in
ﬁ = ﬁ + (1 ) ﬁ
- Xy Xy

Der Anteil (l—xU)ﬁ 138t sich problemlos mit exp(%&z-lrn2 z) multiplizieren (siehe

Lemma 4.2), so daB wir unsere Aufmerksamkeit auf Mjﬁ konzentrieren kdnnen. Nach
Lemma 7.4 haben wir

N Xy (&>1)

XUE = Pf4—§——2' + c*8(g,n)
£ =& -n

Fiir den zweiten Summanden nehmen wir, wie bereits angekiindigt, Lemma 4.6 in An-
spruch, so daB schlieBlich nur noch die Pseudofunktion (7.34) zu behandeln ist.
Wir setzen Xy

T=Pf ——nu
4 2 2
£ =& -n

und definieren hierfiir versuchsweise als Fortsetzung fiir z<0
T(z) =T + $(z) (7.37)

mit der beziiglich £ und n integrierbaren Funktion

exp(vE*+n? z) - 1

§(2) = xy(&,n) A 5 5 . (7.38)
E - & -nm
Wir miissen dann zeigen (Definition 4.1)

a)

z — S(z) ecz((—w,o);d"(le)) H

B) é%—s(z) - (£24n2)T(z) = O fiir z<0 ;
Y) lim $(z) = 0 3
z4+0
§) lim g% S(z) existiert in JP?RZ);
z40
€)

. 1
lim S(z) =0 ;
Z4—co 1+|z

z) 7. 3 1
lim -——S(z) =0,
z¢_maz I+ zl
%) Die Abbildung gehdrt sogar zu C ((-»,0];L!(R2) ), wie man sich leicht iiberlegt.
B) folgt aus X
(£24n?) Pf -
4_2 2 42 2 Xy
£ - -n € -€ -n
v) Satz von der majorisierten Konvergenz.
§) siehe a).
€)

Hier ist die einzige nennenswerte Schwierigkeit versteckt. Wir schreiben S(z)
um: fiir alle yef(R2) gilt
[72., -
<S(z),p> = || 2REEN_2) ~ 1y n) dg dn =
4 2 2
i E - & -n
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2 2

[ e/ oy Kt S 80 gy
U E —& —-n

_ f w(i’i)g; T(ZEO)YdEdn + ¥(0,0) JI‘exz<'5 al Z% =1 dgan . (7.39)

U gE =& =n

Hier konvergiert der erste Summand mit z+-« gegen O: fiir (£,n)€U hat man

Ve, n) = ¢(0,0) - VEZ4n?
l‘lJ | < (sup |grady|)e4s —=—— ,
-2 2 u 2o

so daR

Cy(&,n) - ¢(0,0)
o2 2

xy & LP (R?)

wenn 1<p<2, und

lim exp(/ZZ+12 z) Xy = 0 in LYRD)

Z > =0

flir q<o (Satz von der majorisierten Konvergenz). Man wihle also ein p mit 1<p«2,
q so daB 1/p+1/q = 1, und wende die H5ldersche Ungleichung auf den ersten Summan~—
den an.

Der zweite Summand ist
- <T,y>

und erfiillt deshalb die nachzuweisende Bedingung fiir z-+-= . Der dritte Summand
hat offenbar die Form

c(z) «<8,y>

mit der von z abhidngigen Konstanten

c(z) = JI exp('g +n z) = 1 dEdn
£ - g% - n?

v

ist gefiihrt, wenn wir

lim Jiﬁflr =0 (7.40)
Z > —® I+]|z

zeigen kdnnen. c(z) 148t sich aber wieder durch ein Exponentialintegral abschitzen:

| JI exp(\/€7+n2 2 L ggdn| < 2 J] 1 - exg(VEZZnQ 2) 4rdn
n 0 g +n

2m V1/2 | z|

€)

Der Beweis fiir

= 2 I J 1= e;p(pz) pdpde = 47 J l_:_E§B£:El dt
0 o0 P t
< C(1 + 1n(1+|zg])) . (7.41)
Daraus ergibt sich sofort (7.40).

2 Es ist
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und diese Funktion konvergiert wieder in jedem LP(R?) mit p<2 fiir z+-» gegen 0;
also erst recht

R R I PR . ploo
llmT;I—;I-Ez-T(Z)-O 1n¢7(]R)

Z > —w

b) Die Identitdt (7.36) folgt aus (7.37) und (7.38).

Satz 7.6 Sei f eine Distribution mit kompaktem Triger. Die Randwertaufgabe (6.19),
(6.20) besitzt die L&sung

¥z) =R(z) * £ = 1lin 15-%;- é.Af§g5;? exp(VE2+n22)}  (7.43)
Z ¥ =0 £ —|/g +n~ +1gg

Hierbei ist

R(z) = 1im ¥ - e"P('g - 2) ) (7.44)

Z > = /% +n +ieg

Ferner gilt

By = (2, Sy F) xt (7.45)

9x2 oz '

o~
mit der L8sung E des Dirichletproblems fiir E.

Beweis: Da f einen kompakten Trdger hat, gehdrt ? zu<9 (R* ) . Wir kénnen dann, mit
der in (4.18) eingefiihrten Bezeichnungsweise, auch

T*f = Tp (TeY(R2) )
schreiben und Lemma 4.5 anwenden. Danach ist

Z —> G(z) 1= E(z) x f

Losung des Dirichletproblems fiir E * f . Satz 4.4 zeigt, daB
T( ( 3§ x f
@ = (- ) B

L8sung der Randwertaufgabe (im Sinne von Definition 6.1) ist.

Sei jetzt

~ 32 _

K = %2 " 52 ) E
Dann ist sicherlich

~ ~

u = K« f ,

und nachzuweisen ist nur noch (7.44), denn (7.43) folgt daraus.

Wir hatten gesehen, daR

2
~ =+
{« 2 -2 ) E@@)} = 5XEIN oxp(VE2? 2)

ax Jz 4 2 2
€ "¢

~exp (V£2+n? z)

£2 /EZ + 2

sicherlich fiir 0_#0, aber auch in einer Umgebung des Ursprungs gilt. Insofern hat

P
man (7.44) fiir EZ#E%. Die Fdlle £=&; und E=-£; ergeben sich aus den Uberlegungen
in Anhang B (Lemma B.2 und nachfolgende Anwendung).
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§8 Freie Wellen

Um die im letzten Abschnitt konstruierten Lsungen der Randwertaufgabe (6.19),
(6.20) eindeutig charakterisieren zu kdnnen, miissen wir die L8sungen der Zomo-
genen Aufgabe

Bi =0 fiir z=0 (8.1)
Ad =0 fiir z<0 (8.2)

etwas niher betrachten. Sie tragen traditionell den Namen "freie Wellen".

Der nun folgende L&sungsbegriff lehnt sich eng an die bisherigen Definitionen
an. Er enthdlt als zusdtzliche (physikalisch und mathematisch berechtigte) Be-
dingung die Forderung nach dem Abklingen der Ldsung in Tiefenrichtung.

Definition 8.1 Eine Abbildung d: (-=,0] — J”(]Rz) heiBt freie Welle, wenn
gilt:

a) i ist Lésung der Randwertaufgabe (8.1),(8.2) im Sinne von Defini-
tion 6.1;
P im u(z) =0 in Y(®2) ; (8.3)
Z > —o
9 lim () =0 in Y{®R2) (8.4)
Z, = =0

In Analogie zu Lemma 4.3 gilt wieder

Lemma 8.1 1Ist B eine freie Welle und Q ein Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten, so ist auch Qi eine freie Welle.

Beweis: Siehe Beweis von Lemma 4.3. Auch die Eigenschaften (8.3) und (8.4) '"ver-

erben” sich von © auf Qu.

Es sei an die Bezeichnungen von Lemma 6.3 erinnert. Dort wurden

[l

My = ((£,n)] € = £,(n)}

und

My = {(&,n)| £ =—g;(n)}

eingefiihrt. Daneben setzen wir
+ -
My = MoUMg
Eine erste Beschreibung der freien Wellen liefert

Satz 8.2 a) Jedem (&g,ng) €My ldRt sich eine freie Welle, ndmlich

ﬁ(go,no)(xsy,Z) = exp(igox)-exp(inoy)-exp(,lgg + n% z) (8.5)

zuordnen.
b) Jede freie Welle geniigt den Differentialgleichungen
Bu =0 (8.6)
und
Pi =0 (8.7

fiir alle z<0.
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c)

Jede freie Welle hat die Form
i(z) = {ﬁ°exP(%£2 + 12 z)} (8.8)

wobei & =3{uw(0)} ein Einfachschichtpotential* mit supp GCM; ist.

Beweis: Wegen (Eg,ng) # (0,0) ist die durch (8.5) gegebene Funktion, die wir ja
auch als

b
schreiben kdnnen, L8sung des Dirichletproblems fiir

u(Eo,nO)(x’Y) = exp(i&px) exp(ingy) .

(8.3) und (8.4) sind offenbar erfiillt. Zum Nachweis der Randbedingung verweisen
wir auf Lemma 6.5 : nach Voraussetzung ist (Ep,ng) € Mg, d.h.

GP(Eo,no) =0 ,

also auch

UB(Eo,no) =0 .

Andererseits ist natiirlich

Bﬁ(Eo,no) - oB(gO’no).ﬁ

und deshalb zusammen

(€0s10)

Bu(EO’nO) B
(fir alle z<0).

b) 2t ist Losung eines Dirichletproblems, also auch v = Bu, Wegen v(0) = O muB v
fiir jedes z<0 verschwinden (Lemma 4.1).

Dann verschwindet erst recht
Pu = B'Bi = B'v .,

c) Nach (8.7) haben wir

d.h. der Trdger von @ ist in M = My u{(0,0)} enthalten.

Da (0,0) ein isolzerter Punkt von M ist, kdnnen wir u in zwel Komponenten u; und
u, zerlegen, so daB ul seinen Triger im Ursprung und U, seinen Triger in M; hat.
Der Ubergang von u zu u; entspricht dabei einer Operation (siehe 4.18)

u— uy
fiir ein geeignetes ¢ eCOS(]RZ) , und deshalb ergibt die Anwendung von Lemma 4.5

Ba; = B(@,) = (BD), =0 ,

d.h. auch {i; ist eine freie Welle. Nach Lemma 4.6 ist dann {; konstant (beziig-
lich z). Definition 8.1, Bedingung b) zeigt jetzt, daB {i; nur O sein kann. Also

* und zwar im Sinne der Definition von Schwartsz (1973), Chap.III, §10,5.102,
"couche multiple d'ordre 1".
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u=up
mit supp ﬁszo. Die Formel (8.8) erhalten wir aus Lemma 4.2.

Es ist noch zu zeigen, daB G ein EZnfachschichtpotential ist. Dazu benutzen wir
ein Kriterium von Schwartz (1973) .

Wir bendtigen noch eine Hilfsfunktion ¢>0 aus C:(R?) mit ¢=0 fiir £2+n?>1/2,
¢=1 in einer Umgebung des Ursprungs.

Lemma 8.3 Die Funktion
o5 (g,m) = g% ~ g2 = n? = ¢(&,n)

ist reguldr im Sinne von Schwartz (1973), S.127, d.h.

D op e c”(R2) ;

2) die Mannigfaltigkeit U, die durch die Gleichung oﬁ(g,n) = 0 defi-

niert wird, ist singularitidtenfrei und hat die Dimension 1;

3) '
P
Beweis: Es ist U = My; ¢ bewirkt gerade die Entfernung der stSrenden Nullstelle
von o, im Ursprung. Die Eigenschaften 1)-3) sind entweder offensichtlich oder in

Lemma 6.3 enthalten.

der Gradient von 0! verschwindet nirgends auf U.

Damit ist Théoréme VIII,Chap.V in Schwartz (1973),5.127 anwendbar. Es zeigt, daB
4 ein Einfachschichtpotential ist, d.h. fiir jedes wCCO(R?) hingt <Q,y> nur von
den Werten von ¢ auf My ab, nicht jedoch z.B. von den Werten der Ableitung von ¢
in Richtung der Normalen an M.

Bemerkung @ ist jedoch keineswegs immer ein MaB , wie es von Dern (1977),S.64
behauptet wurde. Man priift z.B. leicht nach, daB
V(x,y,2) = iy exp(ix) exp(z)

eine freie Welle ist (rein reelle Version: y cos(x) exp(z) ), deren Fouriertrans-
formierte (beziiglich x und y) nur noch die Ableitung eines MaBes ist:

%ve,n,2) = 5 (8(e=1) 6(n) exp()} .

Wegen (8.8) geniigt es von nun an, sich auf die Betrachtung von u zu beschrinken.
Es sei deshalb erlaubt, die Distribution u voriibergehend ebenfalls eine freie
Welle zu nennen.

Den Schliissel zur Charakterisierung der in Abschnitt 7 konstruierten L&sungen
liefert

Satz 8.4 Sel u eine freie Welle.

a)

Fiir jedes xe¢R 14Bt sich auf genau eine stetige Weise eine temperierte
Distribution U(x) der Variablen y definieren, so daB u(x) fiir hinrei-
chend glattes u mit der lokal integrierbaren Funktion

y V— u(x,y) (8.9)
iibereinstimmt.

b) x — U(x) und x +——> Q;H(x)’ sind reell-analytische Abbildungen

* Der nun folgende letzte Teil des Beweises von Satz 8.2 geht auf Dern (1977),
S. 63 zuriick.
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von R in .Yl(R) , und es gilt

- - - sin(g1x) 30 s

¥ = cos(En FT(O) + = A= F o0 (8.10)
C)Gibt es fiir irgendeine reelle Zahl x ein s¢R mit G(x)aHs(Ev) und'gﬁ(x)
eHS_]/Z(IU), so gilt dasselbe fiir alle x¢R, und das "verallgemeinerte

ImpulsfluBintegral"

eg(w,x) 1= LM (T M| + |32 00) () [ 23 (140257 2

(8.11)
ist endlich und unabhingig von x.

Beweig: Wir zerlegen

Q= 0+ +Q

mit supp ﬁ+:M3, supp ﬁ_cMa. Es ist anschaulich klar, daB u damit als Summe zweier
Distributionen geschrieben werden kann, die nur noch von einer Variablen abhén-
gen. Diese anschauliche Vorstellung liegt der nun folgenden Konstruktion zugrun-
de. Sei ¢&Co(R1) wieder eine der iiblichen Hilfsfunktionen, und zwar diesmal mit
¢=1 in C-1/4,1/4), ¢=0 auBerhalb von (=1/2,1/2). Wir definieren einen Operator

8 durch

@) (E,n) = $(E=E1(n)) +%(n)

und behaupten, daB Q+ eine stetige Abbildung von S(R!) nach F(R2) ist.

Zundchst ist klar, daB Q+w unendlich oft differenzierbar ist, denn ¢ und &; und
damit auch w , gegeben durch

w (E,n) = $(E-E1(n))

sind von diesem Typ. Seien jetzt Q; und Qo irgendwelche Polynome in zwei Variab-
len. Wir miissen noch zeigen, daB es Polynome Q} und Q) in einer Variablen gibt,
so daB

sup |Q1(E,n) Q2(3/3£,3/3n) w'¥| < sup [Qi(n) Q3(3/3n) yl
EsN n

gilt. Nun verschwindet w+¢ aufBerhalb des '"Schlauchs" ]E—Ell < 1/2, so daB wir

sup
Esn
durch
sup | sup
|e-g1]<5 n

ersetzen knnen. Qj;, sicherlich abschidtzbar durch C(1+§2+n2)k fiir genligend groRe
1
C und k, 148t sich also sogar durch C'(1+n2)k majorisieren.

Die Leibnizformel zeigt, daB die Anwendung von Q; auf das Produkt w+w eine Summe
von Produkten liefert, von denen der erste Faktor aus irgendwelchen Ableitungen
von ¢ besteht; dieser Faktor ist jeweils durch eine Konstante beschrinkt, die nur
vom Grad von Q2 abhidngt. Der zweite Faktor umfaBt s3mtliche durch die Kettenregel
hereinkommenden Ableitungen von £;; diese sind wiederum beschridnkt. Der jeweils
dritte Faktor besteht dann aus Ableitungen von ¥, deren maximale Ordnung jedoch
durch den Grad von Qs beziiglich 3/9n begrenzt wird. Damit ist der Beweis der Be-
hauptung zwar nicht vollstdndig durchgefiihrt, aber wohl mit hinreichender Ausfiihr-
lichkeit skizziert worden.
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Wir definieren jetzt die Distribution v' (0) durch
< (0),v> 1= <a¥,uty> (8.12)

(d.h. wir bilden die transponierte Abbildung t9+ zur eben definierten Abbildung
a" und setzen v+(0) = t9+0+)'. Dann ist v+(0) aus J'(]R") .

Entsprechend definieren wir

<v (0),9> 1= <u ,w P> (8.13)

w (E,n) = ¢(E+E1(n))

SchlieBlich setzen wir
G0y := Fhv') + v} . (8.14)

Damit ist U(x) fiir x=0 definiert. Der allgemeine Fall ergibt sich aus diesem
Spezialfall durch Translation (siehe Beweis von Teil b) ). Die Abbildung

u —> u(0)

ist nach Konstruktion stetig. Wir miissen noch zeigen, daf die durch (8.14) defi-
nierte Distribution U(0) fiir hinreichend glattes u mit der lokal integrierbaren
Funktion (8.9) fiir x=0 {ibereinstimmt. Aus Dichtheitsgriinden ist dann auch die
Eindeutigkeit dieser Konstruktion nachgewiesen.

Sei also u eine geniligend oft differenzierbare freie Welle. Die Funktionenschar
(X€)0<€f.€0, gegeben durch
=L -&?2
X (®) =S exp(-(0)%)
liegt in S(R!) und konvergiert fiir e+0 in .Y'(]Rl) gegen das DiracmaB 6§(x), wenn
c geeignet gewdhlt wird. Deshalb gilt fiir jedes pa¥(R!)

Su(0,y) Y(y) dy = lim [ [ u(x,y) ¢(y) xs(x) dy dx
—co EY) ~o -

lim <u,1pxe>
eY0 -

. - 4
lim <aq, 3; V] 3; Xe>
Y0

Nun ist
(FX)®) = exp(=(c8)?)

. + - . . .
Wir kénnen auBerdem § durch (w + w )& ersetzen, da dieser Faktor in einer Um-—
gebung des Trigers von ( konstant 1 ist. Es ergibt sich also

£ u(0,y) ¥(y) dy = lim <0 exp(=(e0)?), W’ + ) Fhy>
—c0 e¥0

= <q, (w + m')‘}{"’qp

= <v+(0) + v—(O),'};"'q»

= <u(0),y>

Der Grenziibergang e£+0 konnte durchgefiihrt werden wegen
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1im T'exp(—(EE)z) =T
eY0
in 'Y,(]Rz) fiir alle Te 3‘(]R2)‘. Damit ist die Behauptung bewiesen.
b) Die Translation einer Distribution T um x' 13Bt sich schreiben als
Tx,T = §(x-x"'") *x T .
Wir definieren deshalb u(x') durch
a(x') := §(x-x')*u (0)
Bei Anwendung analoger Definitionen auf v und v~ folgt dann

' (xY),p> = <(FHLsGx=x")sul) T, 0t >

<exp(—ix'g)00+,w+w>

<a+,m+-exp(—ix'g)-¢>

+
und, da der Wert von <u+,g> fiir alle gl’(]Rz) nur von den Werten von g auf M
abhdngt (Satz 8.2,Teil <¢) ),

+ + .
<0 ,u eexp(-ix'g;)-y>

< (0),yeexp(-ix'g)>

<’ (0)cexp(-ix'Ey) 4>
mit anderen Worten

vi(x") = v (0) exp(-ix'E))
Entsprechend gilt wegen £ = - £; auf Ma

v (x') = V-(O),exp(ix'gl)

Deshalb'sind X b v+(x) und X —— v (%) reell-analytische Abbildungen von R
nach S (R) .

Durch Differenzieren erhilt man

dv+ +
= () = - ig; v (0) exp(~-ig,)

und

T @ = ig; v (0) exp(ixgy)

Mit linearer Algebra folgt dann fiir beliebige x,x'€R

%, T(x) = cos(& mx' NFT(xD + Si“(géf"'x')) %—E—(x') (8.15)
und

% 5200 = - &) sin(e Gex'NFT) + cos<g1<x—x'))35§§<x') . (8.16)

Formel (8.15) enthidlt als Spezialfall die behauptete Identitit (8.10).
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c) Die eben hergelelteten Formeln (8.15) und (8.16) zeigen, daB, falls U(x') aus

2u
#°(R!) und x( x")en®” ]/2(]R ) fiir s€R und Zrgendein x'€R , sogar dx)en® (R))
Eh .
und BUEHS 1/ (R!) fiir alle xeR gelten muB. Denn es gibt Konstanten cj und cj,
so daB

c1(1+r12)1/4 <g(m) = JE{"Hlmz 45 icz(1+nz)1/4

und damit

“E(X) “ Hs(]Rl) “ (1+n2)S/2§G(x) “ L2 (R!)
= I|(1+n2) s/2 {cos (&1 (x—x' )3&10{) + 31n(£1(f—x ));' (x )H
2.5/2mp = (I+n2)s/2' LI
< N FH@EO | 2 + g~ F5eE e
< 18 gs + et 1B || ys-1/2
und entsprechend
|22 | =172 < ep 1T s+ | 22 || gs-172

Damit ist auch die Endlichkeit der Funktion es(u,x) gesichert. Der Integrand in
(8.11) ist sogar punktweise invariant; dies ~ist eine allgemeine Eigenschaft
der L6sungen der Schwingungsgleichung '

w'' + g%w =0 ,

der sowohl V+(x) als auch v (x) geniigen.
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§9 Eindeutigkeit

Satz 8.4 liefert uns das folgende Eindeutigkeitskriterium:

‘ . . U .
Satz 9.1 a) Fiir jedes fa,?'(«ltz)‘ gibt es hdchstens eine LSsung ue P(R2) der Dif-
ferentialgleichung

Pu = f,

so daB fiir alle x>xy die Distributionen u(x,*) und-%% (x,°) wohldefiniert sind
und ein s€R existiert mit
s=1/2

ulx,+) €H°(RD) , 2= (x,) €8 /5(RY) 9.1
und

lim e (u,x) =0 . (9.2)
b) X >+ 8

Fiir jedes f e P(R2) gibt es hdchstens eine Lésung u der Randwertaufgabe (6.19),
(6.20) im Sinne von Definition 6.1, so daB die Distributionen u(x,+) = u(x,+,0)
und du/3x(x,+) wohldefiniert sind und ein s€R existiert mit

s-1/2

ulx, ) € BS(RD) , -,2% (x,+) €H (RY) 9.3)

und

lim e (u,x) = o . (9.4)
X+ 40 O

" 'Bewetis: a)Es ist zu zeigen, daB die homogene Differentialgleichung unter den ge-
nannten Bedingungen nur eine L&sung, ndmlich u=0, zul#B8t. Die L&sungen der homo-
genen Gleichung haben aber die Form

u=Q+v,

wobei Q ein Polynom und v eine freie Welle ist. Dabei hat qgQ (x,*) seinen Triger
in p=0: fiir
= igk
Q(x,y) zajkx
ist
- ieg 3,k
FQ (x,n) ZTrZajkx (13n) §(n) .

Die Koeffizienten der k—ten Ableitung von § verhalten sich dabei fiir x> +» wie
Polynome. Im Gegensatz dazu haben wir gesehen (Formeln (8.15) und (8.16)), daB
die Fouriertransformierten der freien Wellen beziiglich x oszillZieren (wobei die
Frequenz noch von n abhdngt). Die beiden Anteile Q und v von u kdnnen sich also
gegenseitig nicht kompensieren,so daB (9.2) fiir Q und v einzeln gelten muB.

Damit aber e (Q,x) iiberhaupt fiir eine unendliche Menge von x-Werten existiert,
muB Q verschwinden, denn das DiracmaB und seine Ableitungen sind keine meBbaren
Funktionen.

Die freie Welle v muB ebenfalls verschwinden, da e (v,x) nach Satz 8.4 beziiglich
X invariant ist und deshalb wegen (9.2) identisch ~ 0 sein muB, was v=0 impliziert.

b)Auch hier haben die LOsungen des homogenen Problems die Form Polynom + freie
Welle, so daB dieselben Schliisse wie eben angewandt werden k&nnen.

Bemerkung Benutzt man die klassische Terminologie, so haben wir mit Satz 9.1 ge-
zeigt, daB es fiir beide Aufgaben hdchstens eine L&sung gibt, die "vor der Stdrung
keine Wellen'" hat.

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Nachweis gewidmet, daB die mit Hilfe der Funda-
mentalldsungen E und K in Abschnitt 7 konstruierten L3sungen der Bedingung
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lim e (u,x) =0
X +0

in den wichtigsten Fillen geniigen. Allerdings gibt es eine_bedeutende Ausnahme,
nimlich E selbst. E(x,*) kann fiir kein x zu 1rgende1nem HS(R.) gehdren, denn
die y-Fouriertransformierte F = 3{E enthdlt ja stets die echte Pseudofunktion
E3, ist also keine meBbare Punktion.

Dieses Problem tritt bei 3E/3x schon nicht mehr auf. Allgemein k&nnen wir zeigen:
Satz 9.2 Sei f=dg/dx fir ein ge£{R2) . Damn erfiillt

u=E*f¥gi¥g

die Bedingungen (9.1),(9.2) fiir geniigend kleines se€R .

Beweis: Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei g=0 fiir x>0. Dann ist -g—f:-{-z*g =0
fiir x>0, und wir k8nnen uns fiir x>0 auf die Betrachtung von

(H(x) S=l)xg = (H(x) +=) g

beschridnken.

Um die HS(R})-Norm von (H3E/3x)¥g (x,n) zu berechnen, muB fiir diesen Ausdruck
die y-Fouriertransformierte gebildet werden. Wir suchen also nach einer Abschdt-
zung fiir

@GHED) » G =) (9.5)

wobei hier nur noch iiber die erste Variable der beteiligten Distributionen zu
falten ist. Da wir uns nur fiir den Fall x>0 interessieren, kdnnen wir 3'{H3E/3x}
durch

e(x,n) =-% | 21 7 exp(=£3x)

E1%E3
ersetzen; denn fiir x>0 stimmt q;{HBE/ax}mit dieser Funktion iiberein, und deshalb

hat der hierbei begangene Fehler seinen Triger im Halbraum x<O0. (9.5) kann also
durch

(e x Fg) (x,n) (9.6)
ersetzt werden. Da e eine C ~Funktion ist, gilt

(e * Fe) (x,n) = <elxx',n), Fe(x',n)>
und wegen der speziellen Gestalt von e haben wir sogar

(Fw on) = (e * Fg) (on) = 5 2RI corp(z5x"), B g(x',n)>

g1 E3 (9.7)

fiir x>0. Damit wurde die Faltung bezﬁglich der ersten Variablen auf die Form "An-
wendung einer Distribution auf eine C -Funktion" gebracht. Dasselbe 1#R8t sich bei
der zweiten Operation, der Fouriertransformation beziiglich y, erreichen. Es gilt
ja
&) (x',n) = <exp(-iny),e(x',y)> , (9.8)
’
da g(x',+)€ E(R!) . Setzen wir das in (9.7) ein, so erhalten wir schlieBlich

Ew Gen) =5 ZREE o (gax') exp(-iny),glx',y)>
€1 + &3 (9.9)

Wahrend in (9.7) exp(g;x ) und ¥ g als Funktion bzw. Distribution in einer Vari-
ablen aufgefaft wurden, ist in (gy 9) das innere Produkt iiber beide Variablen zu
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nehmen.

. N . !
In der Form (9.9) ist (3'u) (x,n) fir x>0 leicht abschdtzbar. Da g in £ (Rr?)
liegt, gibt es Konstanten C und N und ein Kompaktum A mit

_.,aj+k"
|<g,9>] < € = sup | —=—5 ¥(x,y) |
j*k<N A axloy

fiir alle \ptCm(]Rz) . Da wir den Tridger von g in die Halbebene 'x<0 verlegen durften,
kdnnen wir annehmen, daB auch A darin enthalten ist.

In (9.9) ist nun
Y(x,y) = exp(&3x) exp(-iny)

Da A in der Halbebene x<0 liegt, sind sd@mtliche Ableitungen dieser Funktion auf
A durch geeignete Polynome in n beschrinkt. Es existieren deshalb Konstanten C
und N, so daB

l(J;u) x,m| < ¢ (1 + 12N exp(-£3x) | (9.10)
fiir x>0. ‘

2
Die Ungleichung (9.10) zeigt, daB die Funktion n +— |(Fu) (x,n)| fiir x>0 und
geniigend kleines s€R beziiglich des MaBes (1 + n2)%dn intggriert werden kann, und
daB der Integrand fiir x~+» fast iilberall gegen O konvergiert. Der Grenzwert der H -
Norm von u(x,*) ist also O, nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz.

Der Beweis fiir

lim ||3— (%,° )|| s=1/2 = 0

X > +o

verlduft nach demselben Schema. Damit ist dann auch (9.2) gezeigt.
Um das Eindeutigkeitskriterium auch fiir die L3sung
=K % f

der Randwertaufgabe nachzuweisen, benutzen wir die Darstellung

¥ K % £} (x,n) = 5?.[ Beetialelin) eXP(1(€+1a|€I)§) (1+iasgne) dE
‘ J ~(erialg[) 24/ (grial €] ) 2en
aus Anhang B (Lemma B.§). Sie gilt fiir fGE(]RZ) mit
supp fCc{(x,y)| |x|<R} ,

wenn x>R, n#0 und 1>4>0.

Wir widhlen irgendein o, z.B. a=1/2. Dann gilt unabhingig von n
lop (E+ialg],n)| = [ (&+ial£])*~ (E+ia|g])2~ n?| > cE2 (9.11)
fiir eine geeignete Konstante C>0. Denn es ist

lag(4]g]3 - 4a?]g|3 - 2|g])|

| Im op |

202(262(1 - a2) - 1) > 22
fir |gf > 1, und

Re o) < E¥(1 - 602 + a%) - £2(1 - o?) =
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= - E2(1 - £2)(1 - .a2) - E%(5a2 - a¥)

R
-8

fiir |g] < 1.
Satz 9.3 Sei f = 98 fur ein ge E(R2) . Dann erfiillt
3K

u=K¥f=-3—}—(—*g

die Bedingungen (9.3),(9.4) fiir geniigend kleines se&R .

Beweis: Wir benutzen den Satz von Paley-Wiener; wegen
supp g€ {(x,y)| |x|<R}

fiir ein geeignetes R gibt es Ne€N und C>0, so daB
|8Ce+ialE],m) | <C (1 + &2 + n2)N exp(aR|E]|)

<c (1+ %1 + Y exp(aR|g]) .
Wegen (9.11) haben wir

1 - -’(E+idlEI)E—»’(E*‘idiél')ZmTI
_(E+iu!g|)2+/(g+ia|g|)2+n2' OP(€+1algl9n)

I+ E
<o ifil

| @& (xm)| = [ (FR *2E1) )

und deshalb

= | 7%,[ i(§fia[El) Betialg|,n) exp(i(5+qu§I)X) (1+iasgne)de|
2 - (g+ialg])? + V(g+ia|E])2+n?

<c (1 + n2)N I (1 + 62)N+] exp(-o(x-R) |£]) d&

fiir x>R., Fiir geniigend kleines s€R ist dies wieder beziiglich des MaBes (1+n2)sdn
integrierbar, und '

lim |luGx, ) g5 = lim | (GGu) (x,n) (1+n2)S|IL1(R1) =0 .
X > 400 X > +oo

Entsprechende Uberlegungen lassen sich auch wieder fiir 3u/dx durchfijhren. Daraus
folgt dann (9.4) und damit die Behauptung.
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§10 Regularitdt

Aus den Betrachtungen in §6 ergab sich, daB wir uns nicht auf die "normalen" Re-
gularitidtssdtze fiir elliptische Randwertaufgaben berufen diirfen. Im Gegenteil:
sie miissen sogar falsch sein, denn die Kriterien von Agmon-Douglis-Nirenberg
(1959) bzw. HSrmander (1958a) sind nicht nur hinreichend, sondern sogar notwendig
fliir das Bestehen derartiger Zusammenhinge zwischen der Differenzierbarkeit der
Daten und der L&sungen der Randwetrtaufgabe.

Es ist mir bisher nicht gelungen, Regularitdtsaussagen fiir die LSsungen der Kel-
vinschen Randwertaufgabe allein unter Benutzung der Fundamentalldsung K herzulei-
ten. Erst auf dem Umweg iliber die tangentiale Differentialgleichung ergaben sich
brauchbare Aussagen (das ist der wichtigste Grund fiir die systematische Verwen-
dung der FundamentallSsung E dieses Problems in der vorliegenden Untersuchung).

Die Regularitidtssdtze beruhen auf den folgenden einfachen Tatsachen:

Lemma 10.1 Sei flglCRZ); fiir jedes néR sei die Funktion
x — £(x,n)

iiber R integrierbar. Dann gilt

a) II f(x',n) gj(x-x',n) dx'| < ||£(e,n)| L1(R]) (10.1)

fir j = 1,2,3,4, wenn

g1(x,n) = exp(~&3]|x|) ,

g2(x,n) = sgnx exp(-&3]|x|) ,

g3(x,n) = H(-x) sin(gx) ,
gy (x,n) = H(-x) cos(£1x) ;
b) . [ 1 1 .0 .
lim f(x',n) g.(x=x",n) dx' = 0 fiir j=1,2 und n#0 (10.2)
X >t J
lim I f(x',n) g.(x-x",n) dx' = 0 fiir j=1,2 und allen (10.3)
X > 4o J
c)

die Abbildungen

X J f(x',n) gj(x—x',n) dx'

sind stetig (j=1,2,3,4).

Bewetis: a) Die Funktionen g.
T beschrinkt. J

b)

sind meBbar, und ihr Betrag ist durch die Konstante

Sei €>0. Dann gibt es x1€R, so daR

-]
j [£(x",n) | dx' < e .
X1
Ferner gibt es x5>x3;, so daB
exp(—£3(x2-x1)) < € s

sofern n#0. Demnach gilt fiir x>x,
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© x )
lJf(X',n)gl(x—X',n)dX'Ijiij(X',n)]exP(-Ea(x—X'))dX'*-Jlf(X',n)leXp(-Es(X'—X)dX'

-0 {oo]

X1 -3
f‘IIf(x',n)lexp(-&g(x—x'))dx'-+I]f(x',n)]dx'

X1
< e(1 + Hf("n)” Ll(]Rl) )

Daraus folgt (10.2) fiir x++~ und j=1. Die anderen Fdlle werden genauso bewiesen.

Zum Beweis von (10.3) brauchen wir nur zu beachten, daB fiir X>X]

o (o]

IIf(x',n)lH(—(x—x'))dx' = If(x',n)ldx' i_I|f(x',n)|dx' < e .
-—C0 b.4 Xl
Beim Grenziibergang x +-» konvergiert das Integral fiir j=3,4 nicht gegen O, son-
dern es oszilliert asymptotisch wie
aj(n) cos(g1x) + Bj(n) sin(£1%x) ,
mit den Amplituden

az(n) = - J f(x',n) sin(g;x')dx’
und ® =

B3(n) = J f(x',n) cos(g&1x') dx' ,

00

sowie ay = B3, By = — aj.

c) Die Voraussetzungen fiir die Anwendung eines Standardsatzes iiber parameterab-
hingige Integrale sind hier erfiillt (siehe etwa Dieudonné (1970),(13.8.6)).
Fir die Formulierung der Regularitdtssidtze bendtigen wir noch zwel Definitionen.

Definition 10.1 Sei s€R und k€Ny = Nuv{0}. Mit V% bezeichnen wir den Raum der
meBbaren Funktionen

fE:tR—— € 5

so daB feb"(]RZ) und

33, _
HEll ykos 2= = | 55 £]] (O, = 2 J{[| %; f(X,ﬂ)|2(1+n2)Sdn}]/2dx ‘o
1=0 j=0_w ‘.

Bemerkung Wir konnen auch sagen: 3df/ox? € LI(RL, BE°(R1)) ; j=0,1,...k. Fiir seN
ist, in der allgemeinen Terminologie wvon Besov-I1'in-Nkol 'skii (1978),

k,s 2
v = W(R
p( ) b

mit (x;,%,) = (y,x) (man beachte die Reihenfolge!), 2 = (21,2%2) = (s,k) und
P = (py,pP2) (2,1) (siehe Besov-IL'in-Nikol'skii (1978),§9).
Mit der in Definition 10.1 angegebenen Norm ist Vk’sein separabler Banachraum,und

C?(]ﬁz) ist dicht in Vk’S (ibliche Beweise, vgl. Besov—-I1l'tn-Nikol'skii (1978),
Theorem 9.1, Theorem 9.2).

Definition 10.2 Sei s6€R und k€Ny . Wir bezeichnen mit c®*% den Raum der meBbaren
Abbildungen
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fiR— €

so daR f€ ¥ (R2) und fir 0<j<k

X F———+-§—7 (x,°)
ox

eine stetige beschridnkte Abbildung von R!

! nach B (RY) ist.
Als Norm wihlen wir y

/2

]

I =

T |
sup {‘[l%;j f(X,n)|2(1+n2)Sdn}

Il TEC R
k,s 1= I |[==] s =
c £ 20 X c? 0 x€R

j=

Auch Ck’S ist ein Banachraum; wegen des globalen Supremums, das in der Norm von

ckss auftritt, ist C:(R?) aber nicht mehr dicht in Ck’s.

Das erste Ergebnis dieses Abschnitts ist
Satz 10.2 Sei k€N, s€R. Die fiir alle g€Cy(R2) definierte Abbildung

—> E % 28
g E x X

148t sich (auf genau eine Weise) zu einer stetigen Abbildung

Vs ., ) (ktissti-ilf2
j=0,1,2
fortsetzen.

Beweis: Wir haben nachzuweisen, daR Konstanten Cj existieren, so daB

9 . . ‘

fiir alle geC?CRZ). Dann ist der L&sungsoperator eine stetige Abbildung von

C?(R?), versehen mit der durch Vk’sinduzierten Topologie, in die Ck+J’S+l—J/2,

und er 148t sich, da C:(R?) dicht liegt, auf eindeutige Weise stetig nach

Vk’S fortsetzen (Dieudonné (1960),5.5.4).

Aus.der Struktur der Normen von Vk’s und Ck’S ersieht man, daB es geniigt, die Un-
gleichung (10.4) fiir k=0 zu beweisen. Der allgemeine Fall ergibt sich dann durch
Anwendung von (10.4) auf ng/axv, v=0,1,...,k, und Summation iiber v.

Sei also k=0 und g€Cy(R?) . Nach Lemma 10.1 gilt

3
1B E«5E) | = [F(E g ()

oo

1 2
=7 ‘5%:—%“(X-X',n) Fex',n) dx'|

—e E1%E3

5_342 2 Jmlq;g(x',ﬂ)ldx'
E1+E3

- %

Flir die Vertauschung der Integrationsreihenfolge gilt die Ungleichung

’44men%w”%w”vi44meﬂ%w”%”“,
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sofern 1 < W < Vv < » (siehe etwa Besov-Il'in-Nikol'skii (1978),2.11), also

<r| FE x2) xm[20n2) a2

5—5 (J( J |3, g(x',n)ldx')2(1+n2)s”dn)1/2
. .2 s+1
f%l (J |‘.§g(x',n)| ‘(%‘1%—2- dn)l/zdx'. (10.5)
[ — (E1+E3)
Wegen
2yS+1
(];n ; 5 _<_ (1+n2)S
(E1+E3)

folgt aus (10.5) sofort

||E§P§

3
) 0,541 <3 |lgll ;0.8 .

Die Stetigkeit der Abbildung
3
x— (E x5 ) (x,n)

folgt wie in Lemma lo.lc), unter Berilicksichtigung der Tatsache, daB der Integrand
zusdtzlich stetig von n abhingt.

Damit ist (10.4) fiir (k=0 und) j=0 gezeigt worden. Der Beweis der iibrigen Unglei-
chungen mit j=1 und j=2 verlduft im Prinzip genauso. Die Ableitungen nach x wer-
den sdmtlich auf E abgewdlzt, und man hat nur noch die davon herriihrenden zusitz-
lichen Faktoren (Potenzen vonglbzw £3) zu beriicksichtigen, die das Abklingver-
halten fiir [n| > jeweils um eine halbe n-Potenz verschlechtern.

Der Regularitdtssatz fiir die Randwertaufgabe ergibt sich aus Satz 10.2 durch fol-
gende Zwischeniiberlegung:

Wir kdnnen schreiben

FK = (FE)-(-g2-/E2mn7)
= (ZE)-(-2£2+(£2-/E%n7 ))
ROV
also
K = Zg—i2E+ N ——) . (10.6)

£2+]/€2+n2

Man beachte, daB dies nicht nur formale Manipulatinen sind: die Identifizierung
von & (3E/32z) mit /g2+n2&E wurde in Satz 7.5 gerechtfertigt, und

€2+ /E2+n2’

ist als lokal integrierbare und auBerhalb einer Nullumgebung beschrinkte und ste-
tige Funktion eine wohldefinierte temperierte Distribution.
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Satz 10.3 Sei k€Ng, r,seR. Die fiir géCo(R?) definierte Abbildung

g K*—a—};

148t sich auf genau eine Weise zu einer stetigen Abbildung

Vk,anr(]Rz) e Ck,s + Hr(]RZ)

fortsetzen.

Beweis: Wegen (10.6) haben wir

g 32 9g -, iE A
u=K*g2=2=0(E %32 + F (——==28(E,n)) =t u + u
X ax 9x 2 Ezhfm ’
Satz 10.2 zeigt
lusll kss < Cle|l ykss : (10.7)

Fiir den Multiplikator in J u, gilt die triviale Abschitzung

ig

Beziiglich der H'-Riume ist (10.8) aber schon optimal, denn fiir kein o>0 148t sich
eine Abschdtzung vom Typ

I if
£24/274n?2
beweisen. Aus (10.8) folgt

| < ¢ (14824n2)7°

luall e < llell (10.9)

(10.7) und (10.9) ergeben die Behauptung, denn C:(R?) ist dicht in Vk’sn HrCRZ).
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§11 Wellenfront, singuldrer Triger und Analytizitdt der Fundamentalldsung E

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Differenzierbarkeit der in §7 konstru—
ierten Fundamentall6sung E: wo ist E beliebig oft differenzierbar bzw. analy-—
tisch? Dazu benStigen wir einige Sitze und Begriffe, die zwar schon seit lin—
gerer Zeit (siehe etwa Hormander (1971)) in der Literatur verwendet werden, aber
vielleicht noch nicht so allgemein verbreitet sind wie die Distributionen von

L. Schwartsz.

. . . . n
Von nun an sei X immer eine offene Menge im R

Definition 11.1 * Sei Ts-'D’(X). Der Punkt (w,9) € XxR" heiBt rnegulc’z'r’ gerichteter
Punkt fir T, wenn es Umgebungen U von w in X und U' von 6 in R~ gibt, so daB fiir
alle g&Cy(U) und alle natiirlichen Zahlen m eine Konstante C = C(m,g) existiert
mit

A -m
| (8T) (tA)| < C(1 + t) (11.1)

fiir alle A€U' und alle t6R, t>0.
Die Wellenfront von T, WF(T), ist das Komplement in XX(R"N{0}) der Menge der
regulidr gerichteten Punkte fiir T.

Bemerkungen a) Man vergleiche die Abklingbedingung (11.1) mit der sehr #Zhnlich
gebauten Bedingung im Satz von Paley-Wiener! Der Satz liefert gerade die Aussage,
daR die C -Funktionen auch dadurch charakterisiert werden kdnnen, daB ihre Wellen-
front die leere Menge ist.

b)D:'Le Projektion pri: XxR" —— X bildet WF(T) auf den singuldren Tridger von T
ab., Insofern handelt es sich bei der Wellenfront um eine Verfeinerung des Begrif-
fes "singuldrer Triger".

Definition 11,2 > Sei a: XxRP ——€ beliebig oft d1fferenz1erbar (nicht notwen—
dig p=n). a heiBt Symbol der Ordnung m vom Typ (p,8) auf XxBP , wenn es zu jedem
Kompaktum HC X und zu jedem Paar (o,B) von Multiindices eine Konstante C(H,a,B)
gibt mit

m—p |B|+6|a]

| (0% DY a)(w,8)| < (1 + |o]) (11.2)

fiir alle wgH und alle e@mp. Die Menge aller derartigen Abbildungen bezeichnen
wir mit o
5 (XXRP)

Beisgiel Sei

Qw,D) = I a (w) D%
a|<m *

ein Differentialoperator mit Koeffizienten aaacm(X). Dann ldBt sich Q das Symbol
ACADIEREENC) 6® (11.3)
o|<m

der Ordnung m vom Typ (1,0) zuordnen. o, ist sozusagen die "Fouriertransformierte"

von Q, denn

Q

ENCHD 8(0) exp(iwo) de (11.4)

1
Q(w,D) u(w) = -5—mn
( R @

2m)

fiir ueC?(X). Man beachte p=n.

In vielen Untersuchungen geniligt es, sich mit solchen Symbolen vom Typ (p,8)=(1,0)
vgl. Reed-Simon (1975),5.92; Dieudonné&(1978a),S.76.

vgl. Reed-Simon (1975),5.83; Dieudonné (1978a),S.121

£ 3 ]
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und dem Fall p=n zu besch#ftigen. Hier brauchen wir aber den allgemeinen Fall.

Definition 11.2 verallgemeinert die durch Differentialoperatorenkdefinierten Sym-
bole; die entsprechende Verallgemeinerung der Funktion ¢(w,6) = w+6 im Exponen-—
tialfaktor des Fourier~Integrals (11.4) enthidlt die nun folgende

Definition 11.3 Eine stetige reellwertige Funktion 06C” (Xx(RP\ {0})) heiBt eine
Phasenfunktion, wenn gilt

1)

¢ ist positiv-homogen vom Grade 1 beziiglich eelﬂ’, d.h.
$(w,t08) = t ¢(w,0)
fiir alle (w,0)6XxRP und alle t>0.

2) die partiellen Ableitungen von ¢ nach allen Variablen verschwinden nirgends

in XxRP gleichzeitig.

" Satz 11.1. Jeder Phasenfunktion ¢ und jedem Symbol ags™ G(XXIﬂU mit p>0 und 6<1
- b4

148t sich auf genau eine Weise eine Distribution Ma ¢¢ '(X) zuordnen, so daB
L]

<M ,u> = lim J{ I exp(id¢(w,0)) a(w,0)x(ed) u(w) dw de (11.5)
359 e+0 RPx

fiir jedes xéaklgﬁ mit x(0)=0 und alle ulCo(X) Fiir m<-p ist M als Distribution
identisch mit der stetigen Funktion a¢

¢(w) = Iexp(iq)(w,e)) a(w,p) de . (11.6)

Man nennt <M_  ,u> ein oszillatorisches Integral und schreibt

a,¢
<Ma ¢,u> = I\I exp(i¢(w,6))a(w,8) u(w) dw dé

3
xxRP
Beweils: Siehe Dieudonné,23.17.7; Hérmander (1971),Prop.1.2.2.
Satz 11.2 Sei L ein Differentialoperator auf xxRP mit Koeffizienten aus Sg 0’
so daB ’
L exp(i¢) = exp(i¢)

fiir die Phasenfunktion ¢. Dann gilt
7~

<Ma ¢,u> = I I exp(i¢(w,0)) (tL(a(w,e) u(w))) dw de
bl

XxRP
fir jedes uéC?(X).
Beweis: Dieser Satz ergibt sich aus den iiblichen Beweisen fiir Satz 11.1.
Bemerkung Satz 11.2 besagt, daB wir partiell integrieren diirfen, auch wenn keine
absolut konvergenten, sondern nur (im Sinne von Satz 11.1) oszillatorisch konver-
gente Integrale vorliegen.

Definition 11.4 Sei ¢ eine Phasenfunktion auf XxRP ., Wir setzen

M(¢) = {(w,8)€ Xx(RP\{o})| Vg (w,0) = 0}

und

SP(¢) = {(w,(V_6)(w,8))| (v,0)&M($)}C Xx(R"\{0})

SP(¢) heiBt Mamnigfaltigkeit der stationdren Phase von ¢.
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Satz 11.3 Fiir alle aGSIg <S(X><RP) gilt
WF(Ma’¢)C SP(¢)
Insbesondere hat man

sing supp M, 4 € PT1 SP(¢)

¢
b
Beweis: Siehe Dieudonné& (1978a),23.17.9; Hérmander (1871), Prop.2.5.7.

Mit Hilfe dieser Sitze 1l4Bt sich jetzt die Wellenfront und damit auch der singu-
lire Triger der in §7 definierten Fundamentalldsung E relativ einfach bestimmen.
Lemma_11.4 E16C" (R2\{(0,y)| yeR }), E;€C (R2) .

Beweis: Wegen des exponentiellen Abklingens kann man in E; fiir x#0 offenbar be-
liebig oft nach x und y unter dem Integral differenzieren und erhdlt stets eine
absolut integrierbare Funktion. Die Aussage iiber E3 ergibt sich aus (7.29).

Wir setzen jetzt

X+

{(x,y)&R? | x>0}

und

X

{(x,y)€R? | x<0}

+ . . . . ©
Auf X verschwindet E,, ist also insbesondere in C (X+).
Lemma 11.5 Sei n=2, p=1, w=(x,y) und 6=n. Dann gehdrt

sin(g;(n)x) (11.7)

a(w,8) = > >
(ETM+E3(n))E1(n)

-3/2
1/2,1/2

Beweig: Wir bemerken zunichst, daR a&C (X xRl), da sowohl &; als auch g%+g% be-
liebig oft differenzierbar sind und nirgends verschwinden. Sdmtliche Ableitungen
von a lassen sich als Summen von Ausdriicken der Form

zu S (X—XIP).

trig(&;x) Q(n,&7,x)
R(E%"'E%: El)

darstellen, wobei Q und R Monome mit ganzzahligen Koeffizienten sind und trig
eine der trigonometrischen Funktionen sin und cos sein kann. Z.B. ist

32 (sin(glx) ) = - sin(£1x)*(nx) _ cos(&1x)*4n
oxon " Ziedye, (g3+e5%e, (£3+e%3

(siehe Lemma 6.2).

Beim Differenzieren des Terms Q/R nach x dndert sich am Wachstumsverhalten fiir
|n|+“>gar nichts; beim Differenzieren nach n verbessert sich das Abklingen um
eine ganze n-Potenz. Differenziert man die trigonometrische Funktion nach x, so
erscheint ein Faktor &;, was das Abklingen um eine halbe n-Potenz verschlechtert,
widhrend es sich beim Differenzieren nach n um einen Faktor x3£1/3n, abschitzbar
durch eine halbe negative n-Potenz, verbessert.(x bleibt ja — siehe Definition
11.2 - in einem festen Kompaktum). Insgesamt:
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Y trig(£1%)Q(n, 1, 1/2
12 trlg(alng(g 31 x)l <cQ+nt
R(El+g3s El)

ltrig(&ix?’zQ(g,gjgx)l < C(]+.ln:|).s‘-'=='>
R(£1+€3,€1) E:)

ety ED, -1/2
2 trig(£,x)Q(n, &1 x)l E_C(1+|n|)s

R(EF+ES, E1)

Damit haben wir p = 1/2, § = 1/2 gezeigt; m = -3/2 ist wohl klar ((6.7),(6.8)).
Lemma 11.6 Sei wieder w=(x,y) und 6=n. Die Funktion
$p(w,0) = yn (11.8)

ist eine Phasenfunktion auf R2xR!,

Beweis: Homogenitdt liegt offenbar vor. Die Ableitung von ¢ ist
(Vw¢,Ve¢) = (0,n,y)
und dies verschwindet nirgends auf R? x(R!\ {0}), da n dort nicht verschwindet.

Satz 11.7 Die Restriktion von E, auf X ist eine fiir y#O beliebig oft differen-
zierbare Funktion. Genauer gesagt ist

WF(EZIX-)C{((st);(OsT'I)) l X<0,n#0}

AuBerhalb der x-Achse sind die Ableitungen von E, darstellbar als absolut konver-
gente Fourier-Integrale:

j+k k ) F 3 L jt2k+R )

] ] -1,3+2k+2 1 Y. 9 .
(-3——§'E2)(X,Y) = 5§k {(Iy)J 'EFI T je2k+n (s1g(52x) )} exp(iny) dn}
ax7 dy J 7 9n (81+83) &, (11.9)

wobei £>0 eine beliebige matiirliche Zahl sein kann.
Beweis: In X definiert E; als stetige, also insbesondere lokal integrierbare
Funktion in kanonischer Weise eine Distribution, ndmlich
<Ep,u> = I I exp(i¢(w,0)) a(w,0) u(w) dw de
R'X :
fiir utC?(X—). Die Funktionen a (11.7) und ¢ (11.8) wurden oben als Symbol bzw.

als Phasenfunktion erkannt; in X gilt also

E, = M
2 a,¢

Wir kdnnen deshalb Satz 11.3 anwenden. Daraus folgt wegen

M(¢) = {(x,0,n)| x<0,n#0}

und

SP(¢) = {((x,0)3(0,n))| x<0,n#0}

sofort die Behauptung {iber Wellenfront und singul&ren Tréger von E, x

Sei jetzt X = X—‘\{(x,O)I x<0}. Wir setzen
s 1 s
o (= Tw, 36,

L(X,stsa/3X, 3/3y,8/3n) = ‘%7_
Dann ist

L exp(i9) = exp(i¢)
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auf XxR!, und die Koeffizienten von L gehdren zu Sg O(XKRI). Nach Satz 11.2
gilt dann ’

<Ma ¢,u>= J I exp(i¢(w,6))(tL(a(w$6) u(w)) dw do .
Nun ist

t S S -9
L(x,y,n,3/9%x,3/3y,3/3n) = Iy on ( == ),
also

<Ma’¢,u> = J J exp(i¢p(w,0)) (-;%2) '(-3%1 a(w,8)) u(w) dw do ,

da u gar nicht von 0 abhingt. Durch r-~faches Anwenden dieser Prozedur erhilt man
sogar
5T

<Ma,¢,u> = II exp(i¢(w,8)) (-;—:;z)r (ﬁf a(w,8))u(w) dw d6

Nach Definition 11.2 ist aber das Symbol

-1 .r oF
(Hz) '5-9-11-' a(w,6)

in S?_§Q(XXRP), wenn das Symbol a zu S? G(X><]R.p) gehdrt und wo in X nirgends
] ]
verschwindet. Mit Satz 11.1 gilt deshalb fiir y#0 und x<0

“ e e
Ey(x,y) = GOT | &r 88610y p(iny) dn
yto2m ) et 2,02y,

fiir beliebiges natilirliches r, da das Fourier-Integral immer absolut konvergiert.
Ist jetzt r>j+2k, so darf man rechts unter dem Integral j-mal nach x und k-mal
nach y differenzieren und erhilt immer noch absolut konvergente Integranden. Da-
mit ist auch die zweite Behauptung des Satzes bewiesen, und die erste Behauptung
- jedenfalls was den singuldren Triger von E, X~ betrifft — noch einmal direkt
gezeigt worden.

Bemerkung Die Darstellung (11.9) erlaubt im Prinzip die Auswertung beliebiger
Ableitungen von E mit Hilfe der schnellen Fouriertransformation.

Mit Lemma 11.4 und Satz 11.7 haben wir uns iiber die Differenzierbarkeit von E
fiir x#£0 schon recht gut informiert. Eine ganz anders geartete Methode fiihrt fiir
y#0 zu noch priziseren Aussagen iber E.

Definition 11.4 _ Sei deR" , di)I fir i=1,...,n; .UC R" eine offene Menge. Eine
Funktion u aus C (U) gehdrt zur Gevrey-Klasse G (U), wenn zu jedem Kompaktum
He U eine Konstante C = C(H,u) existiert, so daB

n
|al+1 H (ai!)di

1=1

Ip%u| < ¢

Bemerkung Fiir di=l, i=1l,...,n, ist Gd(U) gerade die Menge der reell-analytischen
Funktionen auf " U.

Satz 11.8 Auf U = R2\{(x,0)| xeR} ist Eec’ mit d=(1,2).

Der etwas milhsame Beweis dieses Satzes befindet sich in Anhang A. Wesentliches
Hilfsmittel ist ein Satz von Andersson (1971).

Einen Beweis dafiir, daB man sogar d=(1,1) nehmen kann, d.h. daB E fiir y#0 reell-
analytisch ist, habe ich mit dieser Methode nicht erbringen kdnnen. Ein Kriterium
von Trdves-Zerner (1967) (Lemme 2, S.160) fiihrt hochstwahrscheinlich zu demselben
Ergebnis d=(1,2).
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Andererseits gibt es Hinweise darauf, daB die Fundamentalldsung K der Randwert-
aufgabe flir y#0 analytisch sein miite. 1977 wies mich Prof. Eggers darauf hin,
daB man die Fortsetzbarkeit von K in den Halbraum z>0 aus einer Integraldarstel-
lung von Bessho (1964) (siehe auch Anhang C ) erschlieBen kann. Danach miiBte K
wenigstens filir y#0 analytisch sein. Die notwendigen Rechnungen zur Rechtferti-
gung dieser Fortsetzung habe ich damals in einem unverdffentlichten Manuskript
im wesentlichen durchgefiihrt.

In der letzten Bemerkung des Abschnitts 3 wurde bereits darauf hingewiesen, daB
die Analytizitdt der Fundamentalldsung nicht nur von innermathematischem Inter-
esse ist, sondern die Zuldssigkeit der zugrundeliegenden Stdrungsentwicklung be—
trifft. Das folgende Lemma zeigt, daB E auf der Achse y=0 nirgends analytischist.

Lemma 11.9 Die Taylorreihe der Funktionen e definiert durch
]
e (y) = 5= E1(x,y)

besitzt fiir alle x#0 bei y=0 den Konvergenzradius O.

Beweis: Wegen der Symmetrie von E; geniigt es, die Behauptung fiir x>0 zu beweisen.
Es sei daran erinnert, daB dann

_%gl(x’y = _L.I.EEEEZEAEL exp(iny) dn

Wir haben also

und damit

bysy = 0
sowie Y
Ib,.| = _L.I nJexp(=g3x)
27 2 2 2 '
] " €1 *+ &3

fiir alle jeN . Fiir n>0 war

n=2%& &3
(Lemma 6.2),und deshalb gilt fiir j>I

2]

2t o .
n?d = g2 g3 5 gy g

Mit der neuen Integrationsvariablen £ = £3(n) kommen wir auf

1 % 43-1
|b2j| 2ox/ €377 exp(~£3x) 2512 dn

0 E1+E3

1 % 4i-1

=5/ &7 exp(-£x) dg

)

(43=1)!

27 XAJ_I

Der j-te Koeffizient der Taylorreihe von ex(y) bei y=0 hat natiirlich die Form
b./j!
i ]

Es ergibt sich nun
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j 2jp——— 23 iyt
lim sup V bj/j! = lim sup sz/(2j)! = lim sup §2 Gi-Dt X = o

j—>oo j—>oo j-+oo (Zj)!

und damit ist der Konvergenzradius, wie behauptet, O.
Die Erkenntnisse {iber E seien noch einmal in einem einzigen Satz zusammengefaBt.

Satz 11.10 Die in Abschnitt 7 konstruierte Fundamentall8sung E hat die folgenden
Eigenschaften:

2 yr(E) = {((x,0);(0,n)) | x<0,n#0} U {((0,0);(&,n))]| £2+n2>0}
b)

c)

sing supp E = {(x,O)I x<0}

Eec*? fir yio.

c) Das ist Satz 11.8.

Beweis:

2) Nach c) ist sing supp EIC{(X,0)| xR }, nach Lemma 11.4 sogar

sing supp E € {(x,0)| x<0}

Fgr beliebige Distributionen T und beliebige lineare Differentialoperatoren mit
C - Koeffizienten hat man

WF (QT) € WF(T) .
Wegen WF(S8) = {((0,0);(g,n))l £2+n2>0} und PE = 6§ gilt also sicherlich
{(€0,0);(&,n))| £2+n?>0} & WF(E) .

Wir miissen deshalb nur noch zeigen, daf E tatsichlich fiir kein x40 bei y=0 unend-
lich oft differenzierbar ist. Dann ist ndmlich (x,0) fiir jedes x<0 im singuldren

Tridger von E, so daB ein Paar (&,n) mit ((x,0);(&,n))EWF(E) existiert. Nach Satz

11.7 kann aber der Fall £#0 nicht auftreten. Also gibt es dann ein n#0 mit

((x,0);(0,n)) e WF(E) .

Nun ist E symmetrisch beziiglich y; also gehdrt auch ((x,0);(0,-n)) zu WF(E).
SchlieBlich ist mit (w,6) stets auch (w,t8) fiir alle t>0 in WF(T) - das folgt un-
mittelbar aus der Definition. Also gehdrt sogar fiir alle W#0 der Punkt ((x,0);(0,n))
zu WF(E), was die behauptete Idéntitdt beweist,

Wir werden jetzt zeigen, daR 9E,/9x fiir beliebiges x<0 als Funktion von y bei y=0
nicht stetig differenzierbar sein kann.

Die Fouriertransformierte von 3E,/9x beziiglich y hat filir x<0 die Form
3 i
X
€1 + &3
und ist deshalb quadratisch integrierbar. Dagegen ist

(1+n2)| F(3E, /33) *

nicht mehr integrierbar. 3E,/dx gehdrt darum zwar zu LZ2(R1) = HO(R!) , aber nicht
mehr zu HI(R!) (fiir jedes feste x<0).

Sei jetzt wieder ¢€C?(R}) eine Hilfsfunktion mit ¢=1 fiir |y|<l und ¢=0 fiir|y|>2.
Dann ist mindestens eine der Funktionen

81 = (1=6() 2= (x,)
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und ) .
82(%,y) = ¢(y) %gz(x,y)

nicht aus HI(R!) , denn sonst miifte auch 3E2/3x dazu gehSren. Nun gilt aber fiir
genligend groRes k&N

. . 3 Kk cos
yk 2 Ep(x,0) = z 10(-i Bn)k iﬁzl)i(éf}”{l(m)

da sich das Abklingverhalten fiir |n| -+« durch Differenzieren nach n um eine halbe

n—Potenz verbessert (siehe Beweis von Lemma 11.5)., Dann gehdrt aber auch y gj

zu HY(R!) (siehe etwa Hormander (1976),Theorem 2.2.5), und damit sogar

k 3E,
’a— (X,

g1 =;,k (1-¢) {y ) }enl (R1)

denn die Ableitungen von l/yk bleiben auf dem Triger von 1-¢ beschrinkt.

Damit ist gﬂ{Hl(lil) gezelgt Da diese Funktion eine kompakten Trdger hat, kann
sie erst recht nicht zu C! gehSren. Andererseits wissen wir bereits, daB sie fiir
y#0 beliebig oft differenzierbar ist. Also kann sie bei y=0 nicht stetig diffe-
renzierbar sein. Das war noch zu zeigen.

a)

ist eine Folgerung aus .
Aus Satz 11,10 lassen sich auch Aussagemiiber K gewinnen:

Satz 11.11. Die Restriktion K der Distribution K auf z=0 hat den singuldren Trédger

sing supp K = {(x,0)| x<0}

K gehdrt fiir y#0 zu ¢(222),
Beweis: Aus den allgemeinen Regularititssitzen fiir elliptische Randwertaufgaben
(hier: Dirichletproblem) ergibt sich, daB

sing supp K¢ sing supp E
gelten muB., Die Regularitidtssitze fiir Gevrey-Klassen liefern

(2,2)

KeG fiir y#0

(Corollary 1.1, Lions-Magenes (1973),5.29), So bleibt noch nachzuweisen, daB auch
sing supp E& sing supp K

gilt. Dies folgt aus dem Ergebnis von Hérmander (1958a), daB der Randoperator B'
in Verbindung mit der Potentialgleichung im unteren Halbraum ein hypoelliptisches
Randwertproblem definiert (siehe Satz 6.1). Wire jetzt eine Umgebung von (x,0)
mit x<0 nicht in sing supp K, so miiBte auch E, (lokale) Lssung von

B'E = K ,

in einer Umgebung von (x,0) glatt sein, was den Ergebnissen von Satz 11.10 wider-
spricht.

Bemerkung Lions-Magenes (1973) untersuchen nur Zsotrope Gevrey-Klassen, so daB

die Aussage fiir K etwas unschirfer ausfillt. Da B' kein elliptisches Problem de-
finiert, kann es durchaus méglich sein, daB K = B'E fiir y#0 (und mdglicherweise

auch fir y=0 und x 0) analytisch ist, auch wenn E selbst definitiv nicht analy-

tisch ist.
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Anhang A: Beweis von Satz 11.8

Wie ich bereits in Abschnitt 11 erwdhnte, beruht der Beweis von Satz 11.8 vor
allem auf einem Ergebnis von Andersson(1971) (Theorem 1). Wir benttigen zunichst
einige Definitionen.

. . . . . . e . n
Sei Q ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten auf R und

GQ sein Symbol, also

Q exp(ibw) = OQ(G) exp (1i6w)
fiir alle weR™ und 0 € €%

Definition A.1 I{Jir bez%?chnen mit V(Q) die Menge aller stetig differenzierbaren
Funktionen g: R —— €" mit den Eigenschaften:

1) g und grad g sind global beschridnkt;

2) es gibt positive Konstanten c,k,0, so daB
IOQ(e +g(8)] > k|8 (A.1)
fiir alle 6 mit [6] > c.

Den AnlaB zu dieser Begriffsbildung liefert

Lenma A.1 1Ist geV(Q), so definiert

Co(RY) —— €

Bo o'l i 2 + 8(8))
Ie >c Q (A.2)

eine Distribution, die sich von einer Fundamentallﬁsung fiir Q nur um eine ganze
analytische Funktion unterscheidet.

Beweis: Siehe Trdves-Zermer (1967),Lemme 1.

Definition A.2 Seien g; und g, Elemente aus V(Q). Wir sagen, daB g; und g
dquivalent sind und schreiben

g1 ™ 82 ’

wenn gilt: es gibt eine Abbildung

G: [0,1]] — V(@ ,
stetig beziiglich der gleichmiBigen Cl-Konvergenz auf V(Q), mit G(0) = g; und
G(1) = g,, so daB die Bedingungen 1) wund 2) in Definition A.1 gleichmiBig in
te [0,1] fiir g = G(1) erfiillt sind.

Lemma A.2 Seien g1,8» aus V(Q), und es gelte g; ~ go. Dann ist

E E
g1-C1 82,C2

eine ganze analytische Funktion.

Beweis: Siehe Andersson (1971).

Definition A.3 Sei d = d],.....,dn), dii}, und

(
]e|d= E le.] (A.3)

1
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Wir sagen, daB g€V(Q) zur Klasse Wd(Q) gehdrt, wenn es positive Konstanten c,k,
a und p gibt, so daB

|08 + ta(®))] > k[o]™ (A.4)
fiir alle 6 mit IGI > cund alle Tmit 1 <7 §_p|6]d gilt ,

Das Hauptergebnis von Andersson lautet dann:
Satz A.3 1Ist geV(Q), g ~ glewd(Q), und gibt es ¢ und ¢ mit
welmg;(8) >¢e >0 (A.5)
fir |8] > ¢, so gehgrt die durch (A.2) definierte Distribution Eg c in einer Um-
gebung U von w zu G (U). ’
Beweis: Siehe Andersson (1971).
Um diesen Satz auf unsere Fundamentalldsung E anwenden zu k&nnen, werden wir das

folgende Programm durchlaufen:

1) Wir zeigen, daf E sich "im wesentlichen", d.h. bis auf eine ganze analy-
tische Funktion, nach dem Rezept (A.2) gewinnen liBt.

2) Das zugehdrige g gehdrt zu V(P).
3) Es wird ein g;€V(P) definiert und g ~ g; gezeigt.
4) Dies g; gehdrt zu Wd(P) fiir 4 = (1,2).
5) Zu jedem x€R und jedem 6>0 gibt es C = C(8,x) >0, so daB (A.5) fiir alle
w=(x,y) mit y>& erfiillt ist.
Da die Fundamentall&sung E beziiglich y symmetrisch ist, haben wir dann Satz 11.8
bewiesen. '

Programmschritt 1 erledigt das

0, [t] > 1/2 5.6
vo(t) := A.6
(e2- %)2 ., |e] < 172

Lemma A.4 Seil

sowie )
1
v(E,n) = - FIC] vo(lg] - €1(n)) . (A.7)
Das Vektorfeld auf R"
g(g,n) := (iv(g,n), 0 ) (A.8)

gehdrt zu V(P), und fiir ¢>0 ist E - E g,c’ E definiert durch (7.24) und Eg o

£

>
durch (A.8) und (A.2), eine ganze analytische Funktion.

Beweis: Sei X=X, die charakteristische Funktion der Menge { 6=(Z,n) | |6] <cl.
Wir zerlegen £ und schreiben

A A

=B+ (1-ypF . (A.9)

Dann ist xﬁ eine Distribution mit kompaktem Tréger, so daB ihr Beitrag zu E eine
ganze analytische Funktion ist. In Abschnitt 7 haben wir gezeigt, daB fiir den
zweiten Term in (A.9) die folgende Darstellung gilt:
A . 1 -1 1 1 1
(1=-x)E = 1lim (1 -y) { + —( - )}, (A.10)
e+0 g3+e%  £2El 26, £-g vie  E4E tic
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d.h. fiir $6Cp(R2)

<3;"{(1—x)ﬁ},¢> = <(1—X)E,3;“¢>

Zrolin !' 0CEm ol L L -1 yaga

Y0200 2 EFE] ERHED 2) E-gptie gaf e
(A.11)
= 1211m ¢(E,n){ =1 + _L ( 1 - 1 )}dEdn
4m e¥0,_o E24£2 E2482 25 E-F -ie  E+E, -ie
g2+n?>c? 51" >3 1 1 1 1

Der Satz von Paley-Wiener garantiert hier fiir jedes ¢>0 die absolute Konvergenz
dieses Integrals; deshalb kdnnen wir den Satz von Fubini anwenden und zunichst
nur die Integration iiber £ betrachten. Die Ergebnisse von Abschnitt B erlauben
dann eine Deformation des Integrationsweges iiber £ (die reelle £-Achse) ins Kom-
plexe, sofern wir keine Nullstellen der Nennerfunktionen {iberqueren. In diesem
Fall (e>0) liegen die Nullstellen in der oberen Halbebene, so daB wir von £ nach
g+iv(g,n) deformieren kénnen (Vorzeichen von v in (A.7)!). Danach diirfen wir den
Grenziibergang e+0 durchfiihren: der Satz von Paley-Wiener liefert ein schnelles
Abklingen von ¢; im nichsten Lemma werden wir die Abschitzung (A.1) filir das Vek-
torfeld (A.6)-(A.8) beweisen; mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz er-
gibt sich daraus die Konvergenz des Ausdrucks (A.11) gegen

A
L [ o) (__ =t 1 11 ))(1+18£)d£d
g2ime>c2 E1YE5  (Biv)ZER 2, peivog, gvivig
IGRD) ,
J o (g+lv’n)det(1d+g)d€dn . (A.12)
E +n >c

Man beachte noch, daB v €C!}

oV av ]
I ol B o~y

an! —

!an gll IVOI s

I
| A
—_

3
|- el <1,

| A
—
-e

damit erfiillt g aus (A.8) die Bedingung 1) der Definition A.1. (A.12) zeigt

=1 A
¥ {(1 -E} = o, c

Die noch fehlende Abschdtzung (A.2) ergibt sich aus dem n3ichsten Lemma, das die
Programmschritte 2 und 3 umfaBt.

Lemma A.5 Sei g wie in Lemma A.4, und

g1(&,n) = (iv(g,n),1iy) (A.13)
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fiir ein festes und geniigend kleines Y>0. Dann gehdren g und gi zu V(P), und es
gilt

g "vel.
Beweis: Wir wdhlen die Homotopie

G(1): (&,n) > (iv(E,n),iTY)

Da Y konstant ist, bleibt die Bedingung 1) aus Definition A.1 trivialerweise
gleichmiRig in Te[0,1] erfiillt.
Wir miissen noch Bedingung 2) nachpriifen, also beweisen, daR

lop(E+iv,n+ie) | 2 k(EZ+n®) ™"

fiir alle (&,n) mit £2+n>c? und alle t zwischen O und y gilt. Dabei ist
4 2 2
0p(81,82) = T1 - L1 - &
Wir schreiben dazu
op(E+iv,n+it) = (E+iv)* - (E+iv)? - (n+it)?

= E" + 4iE3v - 6E2v?Z - 4igv3 + vi - 62 - 2iEv + v2 - n? -2i&t + t2

= R1(&§,n) + Ra(E,n) + R3 + i(I;(&,n) + Io(n)) ,

wobel
R1(E,n) = &% - €2 - n? = (g% - £}) - (82 - &)
=E-gpErEnE v EE -,
Ro(E,n) = - v2(6E2 - vZ - 1) ,
Rj = t2,
I1(E,n) = Ev(4E2 - 4v2 - 2) ,
Io(n) = - 2nt

Es ist nun

Re OP(E+iv(£,n),n+it) = Re 0, (-E+iv(-g,n),n+it) ,

so daB alle Abschidtzungen, in denen der Realteil von 9p benutzt wird, nur fir
£>0 gezeigt werden miissen.

Wir definieren noch die Zahl

o= B3 -1 =g /TFAR + 5 -1=207-1)
und setzen von nun an voraus, daB £2+n2 > 1 (d.h. c=1).
@) Sei 0<E&<g - %-.

Dann ist v=0 und damit

ReoP=R1+R3,

also
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N 2 2 _ 2 . _1 9 2
Re op < -5 (B + EDNET+E] - 1) +t% < -5 &5+ t° .

Fir £>1/2 und t<1/4 haben wir also

1 | )
Re 0p < -3+ 73 T

fiir £<1/2 ist dagegen n>1/2, und es gilt
1
Ris-35c¢c0,

also fiir t2<cq/4

1
Re OPi—Z-CO

B) E1 -5 <E<E-7

Dann gilt
13,2 23,
R2_<_0
(wegen 52>1/4, also 6£2 - v2 - 1 > 2¢2 - y2 > 0), also
3.0, 2 3,1 _1
Re op < gt * " <-33* 6 ™32
fir t<1/4.

i
Y 81-g &Lty

Dann gilt auch

3
£ > E.:]_ ° Z‘ ’
also
IV‘E‘ VO([})
Weiter ist
4E2 - 4v2 - 2 > L E2
und
In|] < &] <28e* ,
also
|Im op| > [T1] - |12]
3 1, 1
>7 Vo(z)'z'gz - 2t|n|
3 1
E_EZ(TE'Vo(ZQ - 4t)
Fir

1 1
t igg VO(z)

haben wir dann
|Im o | > g2 ——-vo( =) > EZ‘Vo( 5
Dies ist die einzige Abschitzung, in der wir den Imaginirteil benutzen, aber

auch hier ist die Uberlegung offensichtlich vom Vorzeichen von & unabhingig und
gilt deshalb auch fiir -£.
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§) & "'71;5_6 .

Dann benutzen wir

Re 0y > R1 + Rp > 3+261°€2 - 6v2¢?

1

> 52(% - 6v?) >

1
( vo i T ).

Insgesamt haben wir damit gezeigt

. . . 71 1 1 1 1, 1
IGP(E+1V,T]+1t)| > Mln{Tg' ,ZCQ ,ﬁ,HVO(‘Z‘—) ,-4'}

N B ¢
=55 Vo
fiir £2+n2>1 und

1o1/2 1 110, 1 1
07 gg Vo I g v @

Daraus folgt fiir jedes 0>0 eine Abschidtzung vom Typ (A.2), und zwar gleichmiBig

beziiglich t.

Damit ist Lemma A.5 bewiesen, und auch der Beweis von Lemma A.4 abgeschlossen.

Der wichtigste Schritt in unserem Programm ist
Lemma A.6 g,@W(P) fir d=(1,2).
Beweis: Fiir 8 = (g,n) haben wir

ol = lg| + [n]'/2

und deshalb gilt wegen

In] = g /22 -1 < &2
und

£) <287 =1 < |g| wenn 51-‘;-_<_|E|
auch

lel4 < 3]g] wenn al-—;-ilal . (A.14)

Diese Ungleichung ist das wichtigste Hilfsmittel fiir die meisten der nun folgen-
den Abschitzungen.

Gegenstand unserer Untersuchung ist jetzt

op(g+itv,ntity) = R, + Ry + Ry + i(I; + I,)

mit
Ry =(-gPE+gPE2+e2 -1
R, = - t2v2(6g2 -t2v2 - 1)
Ry = t242
I, = tvg(4g2 - 4t2v2 - 2)

== 2ty

L
N
1

und (z.B.)
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R
’Y—HVO([*) ’

wobei 1 < t < p|6| , 2 + n? > c. Uber p und c diirfen wir noch verfiigen; es ge-
niigt,
c > 1
und
p > 1/3
anzunehmen.

1
a) 0 < [g] <& -5
Dann verschwindet v, und deshalb

!Im cpl = !IZI izYlnl >

- 1 .2 2
RecP —R1+R3i“—2-€ +vt2,'Y .

Entweder ist nun |n| > 1/4 ; dann haben wir

|Im o] > v/2 ;

pl
oder |n| < 1/4 ; dann ist wegen c>1 aber g2 >1/2 > [n| , und deshalb
€2 + t2Y2 < ____ 52 + p2(2l£|)2 2

1
23 - ¢y <-4 < - g

Re o < -

1
P 2
- g

1 1
B) 1 -5 2828 —7 -
Wegen p < 1/3 hat man

1
Ry = y2t2 < 5 &2

sowlie
1
24+2 2 2
vét 5_2 13
und damit
Ry = — v2t2(682 - v2t2 - 1) < - v2t2(5¢2 - 1) <0 ,
also
R N S S RN G S U
Re op o tgtf gt i3 -

= |A

1
Y) &1 - Z'E_E <& +
Wir benutzen wieder (siehe Beweis von Lemma A.5)

vee] 22 vop
ferner gilt
4EZ - 4t2v2 - 2 > 1 g2
(das folgt aus
32

42 =g g2+ L g2 >d g2,

4t2v2 5'4p2|e!§v2 :;g (3|£|)2V2 §_452v2 f:% 52 ),
und deshalb
3 1. 1
|m op| > [11] = [T2] > eC 7 vo@) 7 &% = 2v[n])
1 1 1
> tE2( S Vol - 4Y) > tE2eg vo()

1 1
276 V0@



8) £1+ 1/4 < Jg] <&+ 1/2 .
Dann ist
v2t? < £2evh /el 5_-2—;3%2]*% e <ar
also 2 s _.l )
2 2 4‘5 s
Ry +Rp > (E+ 1DE2-782 >0
und damit

Re o >R31’Y2
e) & + 1/2 <kg
Dann verschwindet v, und
Re o, > Ry > §2 > 2
Damit ist auch Lemma A.6 bewiesen.
Bemerkung Die Ungleichung (A.14) wurde in den Abschitzungen fiir g), y) und §)
an ent scheidender Stelle benutzt. Der Fall d=(1,1) - also E agnalytisch - erlaubt
keine derartige Ungleichung. Nach mehreren erfdglbsen Versuchen, den Fall d=(1,1)
zu beweisen, halte ich es inzwischen fiir sehr wahrscheinlich, daB E nirgends ana-
lytisch ist (siehe Lemma 11.9).
Sei jetzt w = (x,y) und y > § > 0. Dann ist
welm g9(8) = xv(g,n) + yy > 8oy = |x||v(g,n)]
Fiir £2 + n2 — ® konvergiert v gegen 0; es gibt also ein C = C(x,6) mit
1
|x| [v(g,n)| <5 8y
fiir £2 + n2 > C , so daf dann
welm g, (6) z;% Sey >0
fiir |6| > C. Nach Satz A.3 ist deshalb
E ¢ Gd(U)

flir eine Umgebung U von w = (x,y). Wegen der Symmetrie von E beziiglich y gilt
dann allgemein

E ¢ cl(u)
fliir eine Umgebung U von w = (x,y), sofern nur y # O.

Damit ist Satz 11.8 bewiesen.
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Anhang B Konturdeformationen

Der Bequemlichkeit halber leiten wir zuerst ein wohlbekanntes Prinzip erneut her.

Lemma B.1 Sei gge¢R , 0<o<B, Die Funktion g sei fiir IC Eol<8 komplex-analytisch;
C sei ein Weg, der die Punkte £gp-a und £g+o in {ImZ >0} n{|z-£q|<B} verbindet,
den Punkt %=f; jedoch vermeidet. Dann gilt

Egto Eoto :
v [ ER o - e [ ERr - [ £
Eo—a Eg—a c
Bemerkung PV steht fiir den Cauchyschen Hauptwert.
Beweis: 1Im Fall g(&g) = O ist
h(g) = ESE%
fiir |z-£g|<B analytisch, und alle drei Gr&Ren stimmen dann Uberein mit
Eota
h(g) dg
Eo-a

Wegen

g(z) = g(z) — g(gg) + g(&p)

geniigt es also, den Fall g=1 zu betrachten.

Dann verschwindet aber der Cauchysche Hauptwert, und die beiden verbleibenden In-
tegrale lassen sich jeweils zu einem Integral {iber einen Halbkreis in der oberen
Halbebene deformieren, der die Punkte £g-o und Eg+o verbindet. Das Integral von
1/(g-gg) iliber diesen Halbkreis liefert bekanntlich gerade -im.

Bemerkung Entsprechend gilt auch

Egta Egta

8&) - _8(8) = | 8€2)
PV J T-g, 98 * ing(gg) = iig J E-r,-ic 4 f t-g, ¢

Ep-a Eg—o. c

wenn diesmal C den Punkt z=£; durch Ausweichen in die untere Halbebene vermeidet.

Lemma B.2 Sei g komplex-analytisch in U = {ze&| |z-&¢|<y}, Eo€R und

g(z) = h(z) (z-&o)

mit h#0 auf U,

F r i
erner sei (ge)0<€§§0

le (@) - g(2)]| = 0(e) (B.1)

eine Sctrar auf U analytischer Funktionen mit

gleichmiBig auf U, so daB ein c>0 existiert mit

Im{ge(E)/h(g)} > ce fiir alle £€e UAR . (B.2)
Dann ist

lim —— = lim —1 !

V0 ge(g) e+0 h(g) E-gotie ’

wenn wir beide Seiten als Distributionen auf UnAR auffassen.
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Beweis: Sei ¢eC°(;(Un]R) . Zu zeigen ist
Eoty Eoty

. E1C NP RN $(E) dE
e I G B [ R(D) (-E0+i6)

Eo-Y Eo=Y

Sei B<y und V€Cy(UAR) eine Hilfsfunktion mit y=1 auf [£o—8,Eq+B]. Wir zerlegen

¢ = ¢(EIY + (¢ — ¢(EIVY) =: ¢1 + ¢2

Dann Bilt Eq+y To® | s@ms ®
ol 828 g j 92(8) , g(E)-g (£
iiﬁ j g_(E) dg lig t o5 ¢ g (8) ) dt
Eo-Y Eg=Y
Eo*Y_ )
+ I jg%é%— dg ’
Eo~Y

wobei das letzte Integral existiert, da ¢, in g, eine einfache Nullstelle hat.

Das erste Integral konvergiert aber gegen O, da der Integrand nach Voraussetzung
(B.1) fiir e+0 fast iiberall gegen O konvergiert und wegen (B.1) und (B.2) iiberall
beschrdnkt bleibt. Insgesamt ergibt sich so

Eoty © EotY © EotY ) 4
: $2(& = $2(E = 13 __$2(8) dE
oo | g (&) % | %5 L [ wBio
Eo-Y Eo=Y g0y

Damit kdnnen wir uns der Funktion ¢; zuwenden. Sei O<u<PB; dann zerlegen wir das
Integral {iber [go-y,go+y1 in Integrale iiber [Eo-y,Eo—a], [Eo-a,£0+a] und
feo+a,g0+y] . Die Integrale iiber die beiden #uBeren Intervalle sind dabei flir e+0
jeweils dquivalent. Auf dem inneren Intervall haben wir aber arnalytische Integran-—
den; nach Lemma B.l diirfen wir deshalb bei

&;0+¢x €0+N
01(8) dg  _ . g
J (E) (E-Eg+ie) ¢(&0) I h(E) (E-Eg+ie)
Eo—= : £

den Integrationsweg in die obere Halbebene deformieren und dann £ gegen O gehen
lassen. Es ist deshalb wegen (B.1) nur noch zu zeigen, daB diese Deformation auch
bei dem anderen Integral zuldssig ist, und dazu geniligt es nachzuweisen, daf g _fiir
geniigend kleines € in der oberen Halbebene keine Nullstelle hat. Das ist aber €
dquivalent zu

fe(C)’ 1= e (CC) #0 fir {Imz > 0}aU

und ¢ geniigend klein.

Nun konvergiert fe(;) nach Voraussetzung (B.1) auf U gleichmiBig gegen

g(n) _
h(gy - %o

Da es sich um analytische Funktionen handelt, konvergieren auch die Ableitungen
gleichmifig gegen die entsprechenden Ableitungen der Grenzfunktion. Es gibt des-—

halb ein >0, so daR

|f€(€+i'n) - £.(8) - in| §-;-Inl
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fiir alle ¢=£+in mit |Z-Eg| < o und alle e<ej. Daraus folgt
Im f€(£+in) = Im £(E) +n + Im{f€(£+in) - £.(8) - in}
> E(E) +n-5>0
fir n>0, so da8 8¢ keine Nullstellen in der oberen Halbebene hat.

Arwendung Nach Konstruktion (siehe Satz 7.6) hat die Fouriertransformierte von
R die Form

~ g2 JEZE T L
(% ®(2))) (£,n) = exp(VeZmT z) “5 260 (L

€1 + &3 £ +&3

+

1 1 1

* 2, Ut O w0 !
In einer Umgebung von £=&; kdnnen wir dann schreiben
o . 1
(F (K(2)))(&,m) = iilg FRGTI
wobeil
2 2 2..2 . .
g (&,n) = - £] *+ E3 ( (87+E3) (B-E+ie) (E+Ep+ie),

exp (VEZrnZ2) (£2+/E24n2)  —(E-E +ie) (E+E +ie) +E2+ES

Der Nenner des Klammerausdrucks ist dabei in einer Umgebung von £=f; von O ver-—
schieden, und

le (€.n) - g&,m)| = 0(e)

fiir

g(e,m) = EH/EEZ e + €3 . (azfgé)(gz—aﬁ)}
exP(V€z+n§Z) exp(/52+n2z)(g2+/g§+n25 E] + E%

(bei festem n). Als Funktionen von £ sind alle beteiligten Funktionen in einer
Umgebung von £=f; analytisch. Fiir £=g; gilt
ge(é,n) = 18'31(€,n)‘32(€’n) ’
wobei
2 2
€1 + &3
exp (Vg2+n2z) (£2+/E%+n?)

a1(g,n)

reell und negativ ist, wdhrend

(£%+£%) (E+Eq+ie)
cie(E+E +ie) +EP+ES

az(g,n) =

fiir €¥0 den reellen positiven Grenzwert

e2+8%) (£+Ey)

2+ &

annimmt. Also gibt es ¢>0 mit
Im{g (gn)} <-ce ,

sobald ¢ geniigend klein wird, in einer Umgebung von £=&; (bei festem n).
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Dasselbe gilt nun fiir die Funktion
ey - T s
£, :
© exP(¢£2+n§z)

Weiter kann man sich auf dieselbe Weise {iberlegen, daR die Imaginidrteile von g
und g; in einer Umgebung von £=-g; gleiches Vorzeichen tragen. Lemma B.2 zeigt

N =
F R () = lin - SRUE £ 2)
ev0  £2-/E24n? +iek

denn beide Seiten stimmen bei &=af] mit der Distribution

Lim - exp(/E%4n%2) (£24VE%mD) | 1
ev0  (£2+e%) (£2+ed) (g+ag) E-af+ie

iiberein (a=+1).

Im nichsten Schritt soll der Integrationsweg, den wir bisher nur in der Umgebung
von £=*f; ein wenig veridndert haben, weit in die obere Halbebene hinein defor-
miert werden. Grundlage dieser 0perat1on ist

Lemma B.3 Sei Ref>0, 0<Img <-Re; und |z-E;| > cg > O. Dann gibt es ¢; > O
mit

loo(z,m)| > c1(]g|? + inf (|n]|?,|n]))
P

fiir alle n€R.

Beweis: Nach Lemma 6.2 haben wir

op(Esn) = (Z-£1) (£+6)) (£2453)
Fiir die Faktoren gilt

|z-€1] > co »

|z+g1]| > |Re(z+e))| > |&1] > 1,

und wegen .
Eg > ¢z inf (|n]|Z,[n])
gibt es c3 mit

|e%+£5] 2 [Re(c®+eD)] = [Re £7] + €3] 2 es(e2] + int ([n]2,[n]).
Daraus folgt die Behauptung.

Lemma B.4 Sei ¢€Co(R?) , supp ¢c{(x,y)| |x|<R}. Fir x>R, nf0 und O<a<-;-_ gilt

(F, (K * ¢))(x,n) = —LI&E*W[ELN) exp(ix(E+ialg])) (1+iasgnE) de
’ 2T ) (e+ial£])2- /(E+rialE]) 2D

Beweis: Sei C) ein Weg in der komplexen £-Ebene, der im wesentlichen auf der
reellen Achse verlduft und lediglich die Punkte E=1t£, durch Ausweichen in die
obere Halbebene vermeidet. Dann ist

(% @ * $))(5n) = (' RD) (xym) = - oL [ Lan) explen)
3 x ¢ n 27 sz‘-EEI;T

Cy
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(sinngemdfe Anwendung von Lemma B.! und Lemma B.2).

A
Da der Integrand analytisch ist (fiir ¢ berufen wir uns dabei auf den Satz von
Paley-Wiener, filir den Nenner auf Lemma B.3 und

1 o g24dg?en?
- = ’
£2-V7 2402 gt—g2-n2

148t sich das Integral iiber C; in jedem endlichen Bereich zu einem Integral iiber
den Weg Co, der durch die Bedingung

Imz = a|Rez

beschrieben wird, deformieren. DaB die Deformation sogar 'bis ins Unendliche" zu-
ldssig ist, bleibt noch zu zeigen.

Die Restintegrale sind - fiir Re L positiv - von der Form

$(€,n) exp (i&x)
£2-/£24n?

I]_ = dg ’

SN+it,n) exp(ix(N+it))

(N+1£)2-/(N+it)Z4n2)

idt |,

S(Evia,n) exp(ix(E+iaB)) (1,:0v 4¢
(g+i0g) 2-/(E+iag) Z4n?

I3 =

-
N
(]

Entsprechende Integrale ergeben sich fiir Re f negativ. Der Satz von Paley-Wiener
und die Voraussetzung iiber den Triger von ¢ liefern die Abschdtzung

l$(C,n)| =C¢ (I + [z]2 + |n]2)_k exp(ReImz ) .

Der Nenner aller Integranden kann nach Lemma B.3 durch eine (von n abhidngige) Kon-
stante abgeschidtzt werden:

|e2-vg2n?] > C .

Da wir x>R vorausgesetzt haben, konvergieren die Integrale I, I,, I3 und die ent-
sprechenden Integrale fiir Re £ negativ fiir N»~ gegen 0. Also

i

1 [ §(z,n) exp(irx)
(?(K*¢))(xn)=--—J dg
3y ? 2w % r2-/724n2

Die Behauptung ergibt sich daraus durch Wechsel der Integrationsvariablen.

Lemma B.5 Sei geg'(]Rz) , supp g ¢{(x,y)| |x|<R}. Fiir x>R, n#0 und 0<0L<% gilt

1 [ 8(z,n) exp(izx)
(F (K % g))(x,n) = - 5= I dg .
CON am £2-/zZ4n2

)
Beweis: Wir wihlen ¢eC?(R?) mit
JIo(x,y) dx dy =1 ;

dann konvergiert die Schar (¢E) definiert durch

O<g’
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: 1 |
b (x,7) = 220D

fir e¥0 gegen das DiracmaR 8(x,y). Wir haben dann

K*g=1lim {(K % g) ¥ ¢_} = lim {K ¥ (g % ¢)}
€40 ev0
Fiir geniigend kleines € gilt

supp (g * ¢€)C{(x,y)| [x| <R}

Die Fourigrtransformierte vondk ist nun ¢(e&,en); nach Lemma B.4 haben wir wegen
g * ¢_€Co(R?) S
£(z,n) $et,en)

t2-/c%n?

(B[R * (5 * $.)))(x,n) = —7‘;] exp(itx) dz

C2
Hierin kdnnen wir den Grenziibergang e+0 durchfiihren; denn wegen des Satzes von
Paley-Wiener gibt es k und Ck mit

lg(z,m| <c (1 + [g]?+ In|2)* exp (R

ImC| )

so daB der Faktor exp(itx) wegen x>R die Konvergenz des Integrals auch fiir €=0
bewirkt.
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Anhang C: Historische Anmerkungen

Die Geschichte der Fundamentalldsung K (7.44) beginnt im Jahre 1886. Auf der
Sitzung der Royal Society in Edinburgh am 20. Dezember jenes Jahres ("Sir
William Thomson, President, in the Chair'") wird ein Beitrag von Thomson mit dem
Titel."On the Waves produced by a Ship advancing uniformly into Smooth Water"
verlesen. Den Text dieses Beitrages finden wir in den Proceedings nicht, aber
er soll laut Ankiindigung im Januar 1887 im Philosophical Magazine erscheinen.
Leider ist dies nie geschehen. Uber die urspriingliche Form, in der Thomson sich
seine Ergebnisse herleitete, kann man also nur spekulieren.

Das einzige Zeugnis, das wir heute aus dieser Zeit haben, ist Thomson's populdr-~
wissenschaftlicher Vortrag "On Ship Waves' vor der Institution of Mechanical
Engineers at Edinburgh im nachfolgenden Jahr (Thomson (1887)). In diesem Vortrag
verzichtet er auf jede mathematische Begriindung seiner Ergebnisse — vermutlich
"because of its great difficulty" (Thomson (1887),5.423). Er nennt jedoch die
folgenden charakteristischen Eigenschaften des Wellensystems hinter einem Druck-
punkt:

a)

alle Wellenerscheinungen sind beschrinkt auf ein kegelfdrmiges Gebiet
hinter dem Druckpunkt;

b)

c)

der halbe Offnungswinkel dieses Kegels ist etwa 19028';

auch auBerhalb des Kegels findet man eine geringfiigige Stdrung der
Oberfliche - sogar in beliebig grofer Entfernung vor dem "Schiff" -,
aber fiir praktische Betrachtungen kann man diesen Teil der St&rung
vernachldssigen;

c)das Wellenbild ergibt sich durch Uberlagerung zweier einfacher Wellen-
systemg, deren Maxima und Minima auf gewissen algebraischen Kurven
liegen

)die Formeln fiir die WellenhBhe dieser beiden Systeme liefern eine un-
endliche Amplitude auf dem Rande des Wellenkegels.

Der vertffentlichte Text enthdlt ein Bild, auf dem Linien gleicher Phase der bei-
den Wellensysteme gezeigt werden (es entspricht im wesentlichen dem Bild in Lamb
(1975),5.434) . Aus dem Text geht ferner hervor, daB Thomson seinen Zuhdrern das
Wellenbild an einem Modell veranschaulichte.

Die genannten Fakten zeigen mit ziemlicher Sicherheit, daf Thomson sich ein Inte-
gral der freien Wellen hinter der Stdrung hergeleitet haben muR, das er dann mit

Hilfe der von ihm weiterentwickelten Methode der statzonaren Phase von Stokes %%

in ihrer einfachsten Form asymptotisch auswertete.

Im Jahre 1898 erscheint im Philosophical Magazine die bahnbrechende Arbeit "The
Wave Resistance of Ships" des Australiers J.H.Michell. Seine erstaunlich elegan-
ten Integraldarstellungen fiir die L&sung des Problems des 'diinnen Schiffs"

A = fir z<0, y#0
_S‘L 3¢ _ Gr z=0 -
ey + P fiir z=0 H
99 e
By =3f fiir y=+0

die Gleichungen dieser Kurven sind iibrigens die einzigen Formeln, die im Vor-
tragstext erscheinen.

* siehe dazu Lamb (1975), Nr.241. Befriedigende Beweise fiir die Methode der
stationdren Phase findet man z.B. bei Erdélyi (1956) oder Dieudonné (1968).
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blieben jedoch lange Jahre ohne jeden EinfluB auf die Entwicklung dieses Ge-
biets. (erst 1923 wird die Arbeit wieder von Havelock zitiert). Michell verweist
den Leser "for the discussion of wave patterns" auf Lamb's "Hydrodynamics" und
den Vortrag von Thomson. Er selbst beschrdnkt sich im wesentlichen auf die Her-
leitung und erste Interpretation seiner Formel fiir den Wellenwiderstand.

Verglichen mit der manchmal etwas "blumigen' Darstellungsweise von Thomson wirkt
der Text von Michell duBerst konzentriert. Typisch fiir seine lakonische Kiirze
ist die Behandlung der Eindeutigkeitsfrage:"...it is evident that the solution
is to a certain extent indeterminate with those conditions, for we may superpose
any system of free waves symmetrical with respect to y=0 on a particular solu-
tion satisfying them. The form of the factor in question is chosen in order to
make the elementary diverging waves trail aft; in other words, to satisfy the
condition that the ship advances into still water" (Michell (1898),5.113), Die
oben in §7 angegebene Konstruktion der FunktionF kann als Pridzisierung dieser
Auffassung angesehen werden; vom heutigen Standpunkt ist daneben trotzdem noch
ein Eindeutigkeitsbeweis wie der in §10 notwendig.

Erst im Jahre 1905 gibt der inzwischen zum Baron Kelvin ernannte Thomson eine
ziemlich vollstidndige Begriindung seiner Ergebnisse (Kelvin (1905)). Hierbei er-
zeugt er das Wellensystem durch Uberlagerung zweidimensionaler Wellen, unter Be-
nutzung anschaulich-geometrischer Argumente. Er gelangt zu dem Integral fiir die
Wellenerhebung

m/2
d(x,y) = d(r cos 6, r sin6) = 472b [ kW) sin 2rr_cos (y-6) dy ; (c.n
-;--6 Acos 2y , Acos?y

dabei ist ) =27U2/g die "Fundamentalwellenldnge" zur Geschwindigkeit U, und die
GroBen b und k definieren die Druckverteilung I {iber

m

; — b%k(¥) dy
0 (x cosy + y sinp)? + b2

érux,y) - (€.2)

Bei radialsymmetrischen Druckverteilungen ist k konstant. Das Integral (C.1)
wird nun mit der Methode der stationdren Phase fiir Lo bei festem 8 asympto—
tisch ausgewertet. Fir [tan@| < 1//8) also |6| < 19°28', hat du/dy,
u = cos (¢=0)
cos?y

: 2 2
zwei einfache Nullstellen bei ¢;, ¥2, und es ist g—gu(w1)<0 sowie Li—Qu(w2)>0, so
daf dann dy dy

. 2 )
d(x,y) = d(r cos 8, r sixxe)m,4" b'{ k(¥;) sec?(y])

sinGl(ru(yy) - 5))

<
Y -‘j—q,zu(w |
(c.3) o ki) 5e?Wa) 450201y (yy) 42y )

2
/l~%$2U(¢z) |
(Kelvin (1905), Formel (130)).

Fiir [tan® | > 1//8 wird u nicht mehr stationir. Die Aussagen des Vortrags von
1887 ergeben sich jetzt aus (C.3). Kelvin fiigt ihnen zwei weitere Beobachtungen
hinzu:

-1/2 a

e)innerhalb des Kegels klingen die Amplituden wie r b;

£ . .
)am Rande des Kegels findet man einen Phasensprung von 1/4 Periode zwi-
schen den beiden Hauptwellensystemen (d.h. den beiden Summanden in (C.3)).
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Fiir 8 & 19°28" hat du/dy eine doppelte Nullstelle; deshalb verschwindet dort auch
dzu/dwz, und die Amplituden in (C.3) werden unendlich groB. Kelvin schreibt dies
irrtiimlicherweise der Tatsache zu, daB er mit einer unendlich konzentrierten
Druckverteilung gearbeitet hat. Die unendlichen Amplituden des zweiten Wellen-
systems bei 6=0 (wo sec Y, singulidr wird) erwdihnt er nicht. Die Eindeutigkeit
seiner Ldsung steht fiir Kelvin auBer Frage; dabei bleibt es leider etwas unklar,
welches Problem eigentlich geldst wurde.

Kurz nach Kelvin's erster ausfilhrlicher Darstellung seiner Theorie erscheinen im
Arkiv for matematik, astronomi och fysik zwei Aufsitze von Ekman zu unserem Thema
(Ekman (1906),(1907)). In den quantitativen Ergebnissen gehen sie eigentlich nicht
wesentlich iiber Kelvin'’s Arbeit hinaus, wenn man einmal davon absieht, daB sie
auch den Fall endlicher Wassertiefe sowie den eines Buckels am Bachboden behan-
deln. Die Methode von Ekman ist jedoch sehr viel direkter und i{ibersichtlicher.
Ekman beginnt jeweils mit dem Aufstellen der Gleichungen des Randwertproblems und
diskutiert dann ausfiihrlich Fourier-Integrale, wobei er zu rudimentdren Formen

des Satzes von Paley-Wiener gelangt. Er gewinnt so im zweiten Aufsatz eine voll-
stindige Fourier-Doppelintegral-Darstellung einer echten L8sung (Xelvin betrachte-
te ja lediglich den Anteil der freien Wellen). Im ersten Aufsatz, der vermutlich
noch ganz unabhidngig von Kelvin's Arbeit von 1905 entstand % , fiihrt er auBferdem
eine asymptotische Auswertung des Wellenintegrals durch und findet ebenfalls den
Phasensprung. Die Arbeit enth#lt auch das erste Bild mit dem korrekten Verlauf

der Phasenlinien (sogar Kelvin (1905) zeigt noch ein Bild mit "Isophasal Lines",
die sich am Rande des Kegels treffen). Die scheinbar unendlichen Amplituden am
Grenzwinkel sind fiir Ekman nicht das Ergebnis einer unangemessenen asymptotischen
Auswertungsmethode, sondern eher Folge der hier unzuldssigen Linearisierung:'"They
would be infinitely high ..... if our calculations were not invalid for waves of
great height'" (Ekman(1906),S.29/30). Das Eindeutigkeitsproblem wird kurz gestreift;
nach einer sehr ausfiihrlichen Begriindung dafiir, daB er an den Nullstellen des Nen-
ners seines Integranden den Cauchyschen Hauptwert auswdhlt, fihrt Ekman fort:
"Actually we will assume that the water is initially waveless before reaching the
hump V; and this condition can be realized by adding a proper system of free
stationary waves' (Fkman (1906),8.12).

1908 vertffentlicht Havelock seinen ersten groBen Beitrag zu unserem Gegenstand.
Er gelangt durch Integration iiber die Zeit zu einem recht kompliziert gebauten
Dreifach-Integral fiir die Wellenerhebung (vgl. auch die Darstellung bei Stoker
(1957),5.219ff). Dies wird durch verschiedene Uberlegungen auf ein Einfach-Inte-
gral reduziert, das schlieBlich mit der Methode der stationdren Phase asympto-
tisch ausgewertet wird. Havelock fiihrt dabei die heute noch i{iblichen Bezeichnun-
gen "transverse" und ''diverging wave system'" fiir die beiden Hauptbestandteile des
Wellenbildes ein. Er iibersieht allerdings den zwischen ihnen bestehenden Phasen-
sprung am Rande des Kelvinschen Kegels. Dies ist umso erstaunlicher, als er die
Fallunterscheidung bei der Methode der stationidren Phase zwischen einfachen Mini-
ma und Maxima durchaus kennt (Gleichungen (14),(15),(17),(18) in Havelock (1908)).
Hier kann es sich eigentlich nur um einen Fliichtigkeitsfehler handeln (wenn ein
derartiger Ausdruck bei einem solchen Mann gestattet ist) =— eine differenzierbare
Funktion mit zwei Minima ohne ein dazwischenliegendes Maximum ist ja schlecht
denkbar.

Der wichtigste neue Beitrag, den Havelock in dieser Arbeit zur Struktur der Fun-
damentalldsung leistet, ist zweifellos die Herleitung einer asymptotischen Formel
fiir die Wellenerhebung am Rande des Kelvin-Kegels., Wegen der doppelten Nullstelle
der Ableitung der Phasenfunktion muB er hierfiir die Methode der stationiren Phase
weiterentwickeln. Die Amplitude nimmt dann wie die dritte Wurzel von 1/r ab.
Havelock bemerkt auch den jetzt zutage tretendem Phasenunterschied zu den inneren
Entwicklungen und weist auf Parallelen in der Optik hin (das hatte bereits Kelvin

* Ekman (1906) wurde am 14. Mirz 1906 eingereicht; es ist sehr wahrscheinlich,
daB dem Autor damals das Januarheft 1906 des Philosophical Magazine noch nicht
vorlag. In Ekman (1907) wird Kelvin (1905) jedoch zitiert.
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(1905) getan). Die Arbeit von Kelvin aus dem Jahre 1905 kennt er jedoch merkwiir-
digerweise nicht, denn er zitiert nur den Vortrag von 1887, und man darf anneh-
men, daB ihm der Irrtum hinsichtlich des Phasensprungs zwischen den tramsversa-
len und divergenten Wellen kaum unterlaufen widre, wenn er Kelvin's Aufsatz von
1905 zuvor bereits gelesen hidtte. Die Arbeiten von Ekman sind ihm offensichtlich
ebenfalls nicht bekannt.

Ein weiteres Phdnomen, das Havelock anscheinend als erster bemerkt, ist das An-—
wachsen der Amplitude beim divergenten Wellensystem fiir |e[—>o (bei Havelock a).
Da er jedoch asymptotisch nach dem Phasenwinkel entwickelt und die Phasenlinien
des divergenten Systems alle in den Ursprung laufen, kommt er zu der Auffassung,
daB diese Singularitidt nur mit der Anndherung an den Ursprung zusammenhdngt. Er
"behebt" sie deshalb durch "Verschmieren' der Druckverteilung. Man kann also an-—
nehmen, daf ihm damals die Tatsache nicht bewuBt wurde, daf das divergente Wellen-
system an der gesamten Halbgerade hinter dem Druckpunkt singuldr wird.

Lamb (1916) greift das Thema erneut auf. Mit einer ganz neuen und (im Vergleich
mit Kelvin und Havelock) angenehm kurzen Herleitung, unter Benutzung Rayleigh-—
scher 'small dissipative forces" und Integration ilber die Zeit gelangt er zu ei-
ner kompakten Doppelintegraldarstellung fiir die WellenhShe, die im wesentlichen
Elemente heute iiblicher Formeln enth#lt. Trotzdem ist die Herleitung (vor allem
im Vergleich mit Ekman's Arbeiten) noch unbefriedigend. Bei der asymptotischen
Auswertung des Wellenanteils gelangt Lamb zu einer Synthese der Ergebnisse von
Kelvin (1905) und Havelock (1908). Er weist auf den Phasensprung am Rande hin
und kennt die asymptotische Auswertung fiir den Grenzwinkel. Da auch Lamb entlang
der Phasenlinien entwickelt, hilt er genauso wie Havelock die unendlichen Ampli-
tuden bei =0 lediglich fiir eine Erscheinung in der Umgebung des Nullpunktes.

Der unterschlagene Phasensprung fiihrt {ibrigens ein z#hes Eigenleben bis in die
heutige Zeit. Green verdffentlicht 1918 in demselben Philosophical Magazine, wo
zwei Jahre zuvor Lamb's Arbeit erschienen war, eine Untersuchung, in der beide
Wellensysteme sich wieder mit gleicher Phase am Rande des Kegels treffen (Green
(1918),(52) und (53); in der Darstellung der Methode der stationiren Phase bei
Green wird iibrigens nicht zwischen d2u/dy? < 0 und d%?u/dy? > O unterschieden).
Kostyukov (1968) referiert Havelock's Ergebnisse von 1908 (S.141ff) ohne Hinweis
auf Fehler und zeigt (5.139) ein eigenes Bild, auf dem sich Linien gleicher Pha-
se am Rande des Kelvin-Winkels treffen # . Und noch in der neuesten Ausgabe der
"Hydrodynamics" von Lamb prangt auf S.434 das bekannte Bild der 'curves of uni-
form phase auf dem sich die Kurven wieder am Rande des Kelvin-Kegels verbinden.
Erst in einer Anmerkung erfdhrt der Leser:"... that there is a difference of
phase between the two branches meeting at a cusp, so that the drawing does not
represent quite accurately the configuration of the wave-ridges". Leider werden
wohl die meisten Leser eher das Bild im Gedichtnis behalten als die kleingedruck-
te Anmerkung.

Ein Bild mit den "richtigen'Phasenlinien finden wir erstmals wieder in dem nach
Kelvin wohl wichtigsten Beitrag zum Wellensystem des Druckpunktes, geliefert von
Hogner im Jahre 1923. Ebenso wie Michell und Ekman fixiert Hogner gleich zu Be-
ginn seiner Untersuchung die Gleichungen des stationiren Randwertproblems, und
ohne jeden Umweg erhidlt er durch systematische Anwendung allein der Fouriertrans—
formation als Darstellung fiir das Geschwindigkeitspotential

da dB (C.4)

iu I T oLei(OLx+By)+r/0L2+82z
Uzaz _ g«u§+82

$(x,y,2) = - o
(vgl. (7.43)). Dazu notiert er:'"The value of the integral is indeterminate' und

-—C0 =00

Das Umschlagbild des Buches von Kostyukov (amerikanische Ausgabe) zeigt die-
selben Eigenschaften; vermutlich handelt es sich um eine vergrdberte Wieder-
gabe der Zeichnung aus Lamb's "Hydrodynamics®
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Fig.5 Methode der stationdren Phase fiir Eo: das System der divergenten Wellen.
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und legt dann einen geeigneten komplexen Integrationsweg fest, der die Nenner-
nullstelle vermeidet. "Thus one value of the indeterminate integral is selected,
this value, as seen below, corresponding to the case of motionless water at great
distances in front of the ship". Seine Wahl des Integrationsweges entspricht na-
tiirlich genau dem Grenzwert €¥0 in (7.43) (siehe Anhang B).

Hogner ist dann vor allem bemiiht, die scharfen Spriinge zu gléitten, die durch die
4dlteren Arbeiten (er zitiert unter anderem Kelvin (1905), Ekman (1906),(1807),
Havelock (1908),Green (1918)) mit ihren ganz abrupt wechselnden asymptotischen
Entwicklungen innerhalb, auf dem Rande und auBerhalb des Kelvin-Kegels suggeriert
werden. Dies gelingt ihm unter Einsatz einer eigens von ihm fiir diesen Zweck ent-
wickelten asymptotischen Methode, mit der er alle bisher erzielten Ergebnisse neu
herleiten und dariiberhinaus zeigen kann, daB die Uberginge sich stetig vollzie-
hen. Diese Methode ist jedoch recht kompliziert und z.B. nicht zur Wiedergabe in
Vorlesungen geeignet.

Hogner's Arbeit unterscheidet sich von ihren englischen Vorgingern durch die di-
rekte Bearbeitung des Randwertproblems (kein Umweg {iber das instationidre Problem)
und die sauberen Begriindungen beziiglich Konvergenz gewisser Integrale und Grdfen-—
ordnungen vernachldssigter Beitridge. Hierin folgt er seinem skandinavischen Vor-
gédnger Ekman. Hogner erreicht eine einheitliche asymptotische Theorie vor allem
in einer ganzen Umgebung des Randes des Wellenkegels, und er verdffentlicht als
erster umfangreiche Berechnungen, die den stetigen Charakter der Wellen in diesem
Bereich verdeutlichen. Dies war natiirlich auf der Grundlage vorheriger Theorien
gar nicht mdglich.

Hogner vernachldssigt allerdings bei seinem Bemiihen um die Kl&rung der Verhilt-
nisse am Rande des Kelvin-Kegels die Halbgerade hinter dem Druckpunkt. Wir finden
dazu lediglich die Anmerkung '"Because uy=e~ and F''(u,)=0 at the midway plane,for-
mulae (82) and (86) in case the forcive has an infinite intensity give infinite
values of the amplitudes of the diverging waves at this plane. For a forcive of
finite intensity, on the contrary ...., the amplitudes in question become zero¥
(Hogner (1923),5.45). Das ist zwar eine sehr zutreffende Beschreibung der Verhilt-
nisse, aber es bleibt letztlich offen, ob dies nun eine Eigenschaft der asympto-
tischen Ndherungen oder des vollstdndigen Wellenintegrals ist.

Mit der Arbeit von Hogner kommt die Erforschung der Eigenschaften der Fundamental-
18sung zu einem vorldufigen AbschluB. Danach bleiben hauptsdchlich noch zwei Fra-
gen zu klidren:

D

2)

Was passiert an der Haibgeraden hinter dem Druckpunkt?

Durch welche Eigenschaften 148t sich die gefundene L&sung eindeutig cha-
rakterisieren?

Ein gutes Vierteljahrhundert lang kommt es hier zu keinem gr&Beren Fortschritt.
Havelock konzentriert sich vor allem auf die Weiterentwicklung der Theorie des
Wellenwiderstandes; daneben behandelt er auch das Wellenbild eines eingetauchten
Dipols und verwandte Fragen, wobei er unter anderem auf Darstellungen durch Bessel-
und Struvefunktionen st&Bt (Havelock (1931),5.4ff; einen allgemeinen Uberblick iiber
seine Beitrdge vermitteln "The Collected Papers of Sir Thomas Havelock on Hydrody-
namics'C. Wigley, editor,ONR 1963). Die Eindeutigkeitsfrage spricht er zwar biswei-
len an, aber sie bleibt letztlich ungeldst .

Als Beispiel sei zitiert: "... it may be necessary to examine expressions for

the surface elevation with more care, as they are not quite determinate; any
suitable free disturbance may be superposed upon the forced waves. For instance,
it is well known that in a frictionless liquid a possible solution is one which
gives waves in advance as well as in the rear of the ship, and the practical
solution is obtained by superposing free waves which annul those in advance, or
by some equivalent artifice. This process is simple and definite for an ideal
point disturbance, but for a body of finite size or a distributed disturbance
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Erst 1949 erscheint mit einer Arbeit von Peters wieder ein Aufsatz, der sich al-
lein mit den Eigenschaften der Fundamentalldsung beschdftigt, mit dem definitiven
Ziel, die Herleitungen von Hogner zu vereinfachungen und seine Ergebnisse zu ver-
tiefen. Peters gelangt darin zu einigen neuen Integraldarstellungen und gibt fiir
alle asymptotischen Entwicklungen auch die zweiten Glieder an. Ferner erhdlt er
wie Havelock (1931) auf der Linie y=0 Darstellungen durch Bessel- und Struve-
Funktionen. Seine Arbeit hat aber auch einige Schwichen. So zitiert er eine fal-
sche Arbeit von Kelvin, formuliert eine unzureichende Bedingung fiir die Eindeu~
tigkeit und gelangt zu dem unzutreffenden Ergebnis, daB an der Halbgeraden hinter
dem Druckpunkt keine Singularitdten auftreten. Seine as totischen Entwicklungen
zeigen auBerdem wieder die "vor-Hognerschen" Spriinge bezmTel = 19°28", so daB sie
letzten Endes zur Berechnung eines gesamten Wellenbildes nicht geeignet sind, da
sie nicht gleichmiBig gelten.

Seit der Arbeit von Peters beginnt man mit dem Formulieren von Eindeutigkeitsbe-
dingungen ("Abstrahlungsbedingungen"). Bei Peters finden wir sie in der Form

"¢ =0 at x=-—-o "

(die Bewegungsrichtung ist der unseren entgegengesetzt), was mindestens unklar
ist. Liest man diese Bedingung als

lim ¢x(x,y,z) =0 fiir alle y und =z
X > =

(punktweise oder gleichmifig, das ist hier unerheblich), was ein normaler Leser
wohl tun wiirde, so ist die Bedingung nicht hinreichend fiir Eindeutigkeit *., Eine
gleichartige Bedingung formulieren auch TZmman-Vossers (1955) und behaupten:'The
condition that, at infinity ahead of the ship, the disturbance vanishes, is suf-
ficient to determine the solution uniquely". Peters—Stoker(1957) beschiftigen
sich zwar an mehreren Stellen mit Abstrahlungsbedingungen, aber man kann nicht
sagen, daB sie ein explizites Kriterium fiir Eindeutigkeit aufstellen und auch
nachweisen, daB die iiblichen L&sungen genau diesem Kriterium geniigen. In Wehausen-
Lattone (1960) heiBft es ebenfalls:"..5,1im grad¢ = 0 ..... Without condition 5,
X >+
demanding vanishing of the motion far ahead of the source, the solution would not
be unique'

Die Bedingungen von Peters (1949), Timman—Vossers (1955) und Wehausen—Laitone (1960)
werden erst dann hinreichend fiir die Eindeutigkeit, wenn man sie wie in §9 im Sin-
ne geeigneter Integralnormen interpretiert (vgl. insbesondere das Eindeutigkeits-
kriterium Satz 9.1). DaB man bei falscher Interpretation der Bedingung V¢ -0 fiir
X+« zu widersinnigen Resultaten gelangen kann, zeigt ein Aufsatz von Zwick (1967),
in dem L3sungen erhalten werden, bei denen Wellen sowohl nach vorn als auch nach
hinten laufen. Zwick erhdlt dadurch stets verschwindenden Wellenwiderstand ''fiir
kleine Froudesche Zahlen" (siehe dazu auch den klirenden Beitrag von Eggers (1968)).

Ursell (1960) gelingt es, wichtige und in den Arbeiten von Hogner und Peters noch
offengebliebene Fragen zu klidren. Vor allem beschreibt er als erster die genauen
Verhdltnisse an der Halbgeraden hinter dem Druckpunkt:"The limits are non—uniform:
we shall see by applying the method of steepest descents that the amplitude tends
to ©» as & tends to O on z=0 (but on 6=0 it is finite as z tends to 0)." Etwas aus-
fiihrlicher heiBt es zum Verhalten bei 8§+0 in der Ebene z=0:"... the free surface
oscillates with infinitely increasing amplitude and infinitely decreasing wave-

the complete surface elevation in the neighbourhood of the body requires more
careful specification as regards the local part due to each element' (Havelock
(1928),5.515).

Sie geht auch bei der Fouriertransformation beziiglich y nicht in sich selbst
iiber, wie Peters anscheinend annimmt (Peters (1949),5.135).
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length as 60",

Ferner findet Ursell mit Hilfe von Airy-Funktionen neue asymptotische Darstellun-—
gen, die sogar in einer ganzen Umgebung der Grenzgeraden |6|ﬂJ19 28" gelten .Mit
ihrer Hilfe berechnet er dann das Wellenbild auch in sehr groBer Entfernung vom
Druckpunkt.

Mit der Arbeit von Ursell ist wohl die Erforschung der wichtigsten Eigenschaften
der Fundamentall®sung, insbesondere ihres Wellensystems, als abgeschlossen zu be-
trachten.

Einen Beitrag ganz anderer Art liefert die schwierige und zu Unrecht wenig beach~
tete Arbeit von Bessho (1964). Dem Autor gelingt es darin, die allgemein als ein
Doppelintegral dargestellte Fundamentall®dsung in ein Einfachintegral iiber elemen-
tare Funktionen umzuformen. Sein Ergebnis hat die Gestalt

I exp{(psinh(u-ia)-x)sinhul} sinhu du
Ly+Lso

| —

OE;)(x,psina,pcosa) = -

(1)
-2
eine rationale Funktion die Fundamentalldsung. Ein verwandtes Ergebnis findet man
iibrigens in einer noch weniger bekannten Arbeit von Simmgen (1968).

L; und L, sind hier gewisse Wege in der komplexen u—-Ebene, und O ist bis auf

In den sechziger Jahren wurde es allgemein deutlich, daB die Hlteren Eindeutig-
keitsbedingungen nicht ausreichend waren. Eggers-Sharma-Ward (1967) fordern des-—
halb von der Fundamentalldsung K = o(/1/7) fiir r>= bei x>0, was als hinreichend
angesehen werden darf. Sehr #dhnlich ist auch die Bedingung bei Wehausen (1973):

¢ = 0(¥1/r) fiir r> bei x>0, ¢ = o(1) fiir r>» bei x<0., Prof. Eggers wies mich
allerdings darauf hin, daB man hier noch ein System freier Wellen iiberlagern konn-—
te, dessen Spektralfunktion an der Stelle, die fiir das Abklingen von der Form

r 1/3 am Rande des Kelvin-Winkels "verantwortlich" ist, von geniigend hoher Ord-
nung verschwindet. Ein derartiges Wellensystem, das z.B. allein aus echt divergen-
ten oder echt transversalen Wellen bestehen kdnnte, wiirde dann nach vorn und nach
hinten das Abklingverhalten 0(/1/7) zeigen.

1/

Newman (1976) fordert denn auch wieder V¢ = o(r 2) fiir r+~ und x>0. Die Bedin-
gung bei Dern (1977) ist eher mit der von Wehausen (1973) zu vergleichen.

Die genannten Bedingungen erscheinen mir aber, auch wenn sie zur Charakterisierung
der Fundamentalldsung hinreichend sind, noch nicht ganz befriedigend. Denn gesucht
sind ja urspriinglich Ldsungen, die vor der St8rung keine Wellen haben, und nicht
Losungen mit einem a priori noch gar nicht bekannten Abklingverhalten (daB die Be-
dingung verniinftigist, wissen wir erst nach der Konstruktion der Fundamentall®&-
sung). Im Prinzip zeigt man hier nicht die Eindeutigkeit einer vorne wellenfreien
Fundamentall®sung, sondern die Eindeutigkeit einer Fundamentall8sung mit einem
bestimmten Abklingverhalten - wobei man zusitzlich weiB, daBf diese L8sung vorne
wellenfrei ist. Es sei ferner darauf hingewiesen, daR diese Beweise nie wirklich
vollstidndig durchgefiihrt werden.

Dagegen ist der Eindeutigkeitsbeweis in §9 allgemein und vollstidndig, under stiitzt
sich allein auf eine ErhaltungsgrdBe der freien Wellen.Damit illustriert er die
Auffassung von JoAn:"In addition to the boundary conditions on & and the dynamic
equations for B, there can be prescribed the initial positions and velocities of
all particles, and the 'primary' waves coming in from infinity. From energy con-
siderations it can be shown that all these conditions and data uniquely determine
the motion of the liquid and body in linearized theory" (Jokn (1949),5.15).

Die Regularitdt von Losungen des Kelvinschen Randwertproblems ist nach meiner
Kenntnis bisher nicht untersucht worden. Eine gewisse Ausnahme bildet der Vortrag
von Dern (1977), der unter anderem auch die Regularitit bei einer nahe verwandten
Aufgabe behandelt. Die verdffentlichten Beweise miissen jedoch als unzureichend
angesehen werden (siehe Abschnitt 6).
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Anhang D: Hilfsmittel aus der Theorie der Distributionen

a) Motivation

Die Theorie der Distributionen liefert eine exakte Rechtfertigung fiir viele Ope-
rationen, die auf gut differenzier- und integrierbare Funktionen "schon immer"
angewandt werden durften, aber in vielen Fidllen auch fiir unschtnere Objekte not-
wendig werden. Als Beispiel nennen wir die Differentialgleichung

u =0 R (D.1)
deren L3sungen die Form
u(x,y) = £(x) + g(y) (D.2)

haben. Dabei miiRte f nach klassischer Auffassung differenzierbar sein, widhrend
von g diesbeziiglich nichts verlangt zu werden braucht. Schreibt man dagegen
(D.1) um in

uyx =0 . (D.3)
so miiBte g differenzierbar sein, f jedoch nicht mehr. Derartige Ungereimtheiten
(es handelt sich keineswegs nur um '"mathematische Spitzfindigkeiten'"!) werden
durch die Theorie der Distributionen in eleganter und exakter Weise aufgeldst.

Die Standardreferenz ist immer noch das klassische Werk von Laurent Schwartsz
(1973), erstmalig 1951 erschienen. In dhnlicher Breite kann der Stoff z.B. auch
bei Treves (1967) nachgeschlagen werden. Daneben empfiehlt sich die sehr lesbare
Darstellung in Reed-Simon (1972),(1975) sowie die komprimierte Form, die der
Stoff bei Hbrmander (1976) annimmt. Um den Rahmen dieser Arbeit nicht zu spren-
gen, habe ich hier auf die Angabe von Beweisen verzichtet.

b) Distributionen

Zu Beginn dieser Zusammenfassung miissen wir die "Wiiste der Defipitionen" durch-
queren. Unter dem Trdger (support) einer stetigen Funktion f:A — € verstehen
wir die Menge ‘

supp £ := { xéA | £(x) # 0 I , (D.4)

also den AbschluB der Teilmenge von A, auf der f von O verschieden ist. Wir k&n-~
nen auch schreiben

supp £ = AN{ xe€A I es ex. Umgebung U von x mit f=0 auf U } .
Das Komplement von supp £ in A ist dann die groBte offene Teilmenge von A, auf
der f verschwindet.
Wir betrachten von nun an stets den Fall A=R" . Der wichtigste Raum von Test-
furnktionen ist
C:(Ig5 i= { ¢:]f1———+ Cr| ¢ beliebig oft differenzierbar, supp ¢ kompakt}
(D.5)

Die Existenz nicht identisch verschwindender derartiger Funtionen ist nicht vdl-
lig trivial. Das Standardbeispiel ist die Funmktion (n=1)

0, IX] > 1
d(x) := . (D.6)
exp ( T:;g) , |x| <1

Wesentlich an diesem Beispiel ist, daB ¢ in den Punkten x=t1 zwar beliebig oft
stetig differenzierbar ist, aber keine konvergente Taylorreihe besitzt - analy-—
tische Funktionen, die auBerhalb kompakter Teilmengen verschwinden, miissen ja
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iiberall verschwinden.

Ganz allgemeln gibt es zu jedem Kompaktum Ke R" und jeder offenen Menge UDK
ein ¢¢C0 (R™ mit ¢=1 auf K, ¢>0 und supp ¢ €U.

Co(]i ) ist ein Vektorraum iiber €; die etwas komplizierte Topologie auf diesem
Vektorraum braucht uns hier nicht direkt zu interessieren.

Eine Distribution (auf R") ist nun eine stetige lineare Abbildung

T: Co(RY) — ( . (D.7)
Linearitdt bedeutet dabei wie iiblich

T(A¢ + uyp) = AT(¢) + uT(Y) (D.8)

fiir alle ¢,y€Co(R™) und A,ueC.

Die Stetlgkelt von T bedeutet, daB T folgendem Kriterium geniigt: zu jedem Kom-—
paktum Ke R gibt es Konstanten C und m, so daB

|T($) | icl; sup |D%| (D.9)
0| <m K

fir alle ¢€Co(R™) mit supp ¢ cK.

Wir schreiben in Zukunft auch
<T, ¢> (D.10)

fir T(¢).

Jede lokal integrierbare (d.h. iiber jedes Kompaktum integrierbare) Funktion £
definiert in kanonlischer Weise eine Distribution Tf iiber die Vorschrift

<Te,¢> = S f(x)¢(x)dx (D.11)
]R
Hier ist
[<Tep¢>] < C 7 £ a0 sup [¢x0)]| (D.12)
supp ¢ supp ¢
also (D.9) erfiillt mit
C=1/ |f(x)] dx (D.13)
K

und m=0.

In der Regel braucht man zwischen (der Aquivalenzklasse von ) f und T_ nicht zu
unterscheiden und sagt deshalb gern, daB f eine Distribution Zs8t. Ein = typisches
Beispiel fiir eine Distribution, die nZeht durch eine lokal integrierbare Funkti-
onerzeugt wird, ist das DiracmaB (Delta-"Funktion") &: '

<8,¢>:= ¢(0) . (D. 14)

Die Dlstrlbutlonen bilden wieder einen Vektorraum iiber C den mag iiblicherweise
mit &’ (]R ) bezeichnet (Schwartz benutzt die Bezeichnung .b fiir Co)

) Differentiation

Der grdBte Vorteil in der Einfiihrung der Distributionen liegt wohl in der Mdg-
lichkeit, dlesewhochst singulidren Objekte unbeschrinkt differenzieren zu kdnnen.
Ist ndmlich ¢€C0(I() und f z.B. einmal stetig differenzierbar, so gilt ja
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<= 45 = S 25w 40 ax
] R
= —]Rnf(x) %}‘%ng) dx = - <f, %%_> (D.15)
J

da ¢ auBerhalb eine’s I%ompaktums verschwindet. Diese Beziehung wird dann einfach,
fiir beliebiges TeD(R™) , als Definition der Ableitung von T nach xj benutzt:

oT e 93¢
<3;.,¢> t= — <T, TR . (D.16)

Es ist aus der Definition der Stetigke%f leicht ersichtlich, daB dieses neue Ob-
jekt 3T/9x. tatsichlich wieder zu & (R7) gehdrt. Allgemein bekommt man dann be-

liebig hoh? Ableitungen von T nach der Regel
<D%T, ¢> = (—1)|°‘| <1,0%> . (D.17)

Es zeigt sich zum Beispiel, daB das Diracmaf 6i$'(]R1) die Ableitung der (lokal
integrierbaren) Heavisidefunktion

1, x>0

H(x) := (D.18)
0, x<0

ist.

d)

Distributionen mit kompaktem Triger

Der Grundraum CBO(]Rn) o1st nicht fiir alle Probleme der angemessene Rahmen. Dane-
ben spielt der Raum C (Rn) (oderE(Rn) , nach Schwartz) eine groBe Rolle. Er
umfaft glle unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf R". Ein lineares
Funktional auf C (R™) soll stetig heifen, wenn es ein Kompaktum K und Konstan-
ten C und m gibt, so daB

T < ¢ 2 sup |D%] (D.19)
la]<m K

fiir alle ¢eC°°(]Rn) (man beachte die gegeniiber (D.9) veridnderte Rolle von K in
dg'.oeser Definition!). Der Vektorraum aller stetigen linearen Funktionale auf
c”(RM wird mit E'(]Rn)m bezeichnet. Durch Einschridnkung von Té& E'(]Rn) auf den
Unterraum Co(Rn) von C (R™) erhilt man wieder eine Distribution; es gilt also,
etwas ungenau formuliert,

E'RY cDRY) . (D.20)

Damit ist auch die Ableitung fiir Elemente aus E'(]Rn) erklirt.

Distributionen lassen sich nun durch ihr Zokales Verhalten eindeutgﬁ charakteri-
sieren. Das soll heiBen: ist (Ui)iil eine offene Uberdeckung von R~ (d.h. eine

Familie offener Mengen d%ren Vereinigung der R" ist) und die Wirkung von T fiir
jedes i€I auf alle ¢€Co(R™) mit supp ¢>CUi bekannt, so ist T bereits eindeutig
bestimmt. Deshalb hat es Sinn, davon zu reden, daB T auf einer offenen Menge U
verschwindet; damit ist gemeint, daB
<T,¢> = O fiir alle ¢€Co(R"™) mit supp¢eU.  (D.21)
N 7, N . . .
Der Trdger von Ted (R") wird nun definiert als

supp T := ngon , (D.22)

wobei Up die Vereinigung aller offenen Mengen ist, auf denen T verschwindet .
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Die beiden Definitionen des Trégers liefern fiir stetige Funktionen dasselbe Er-
gebnis.

Man kann nun zeigen, dag £(R") gerade die Menge der Distributionen mit kompak-
tem Triger ist (das ergibt sich direkt aus (D.19)).

Die Distributionen mit Trdger im Ursprung sind genau die endlichen Linearkombi-
nationen von Ableitungen des DiracmaBes.

e) Temperierte Distributionen

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die L8sung partieller Differentialgleichungen ist
die Fouriertransformation. Fur deren Anwendung bendtigen wir ein drittes Paar
von RAumen. Der Grundraum 3(]R ) besteht hier aus den unendlich oft differen—
zierbaren Funktionen ¢: R —— &, so daB

sup lx D ¢(x)| < (D.23)
xe¢R™

fiir jedes Paar von Multiindices a,B8. Offenbar gilt Co (]R ) ¢XR™Y) . Ein typisches
Beispiel fiir eine Funktion ¢¢.P(]R ) , die nicht zu CO (RY) gehdrt, ist

P(x) = exp(—xz) . (D.24)
Die Funktionen aus P(R") miissen mit allen Ableitungen fiir |x| — = "sehr schnell"

gegen O konvergieren.

Ein lineares Funktional auf oY(]Rn) ist stetig,wenn es natiirliche Zahlen k und m
und eine reelle Konstante C gibt, so daB

|T($)| < ¢C Z su%{(l + [x¥ D% @) |} (D.25)

a<m

fiir alle ¢ A R") gilt. Solche stetigen linearen Funktionale auf ¥(R") heiBen
dann tempenm,erte D'Lstmbufg/onen. Der Vektorraum aller temperierten Distributio-
nen auf R wird mit S’(R") bezeichnet. Es gelten dann die Inklusionen

Co(RM) e ¥R < c(®rY (D.26)
und, dual dazu,

E®) ¢ FE ¢ =Y . (D.27)

Eine Folge (Tn)ncl\l von Elementen aus J '(Rn) konvergiert in der schwachen Topo-
logie von J'(]Rn) gegen TE€ yl(]Rn) , wenn
lim <T _,¢> = <T,¢> (D.28)
e O

fiir alle ¢€ -f(]Rn) Daneben ist auch die starke Topologie auf .y'(]Rn) von Bedeu-
tung; Konvergenz von Folgen (und damit z.B. auch Differenzierbarkeit von Abbil-
dungen u: R— Y (R7) ist jedoch in beiden Topologien dasselbe.

f)

Im allgemeinen ist das Produkt zweier Distributionen miteinander nicht erklirt.
Als Beispiel sei das Produkt

Multiplikation von Distributionen

§e§

des DiracmaBes mit sich selbst genannt, dem sich kein verniinftiger Slnn zuordnen
148t. Das Produkt einer Distribution Te‘b(]R ) mit einer Funktion o€C (]R ) ist
jedoch immer sinnvoll und wird gegeben durch
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<aT,¢> 1= <T,0d> (D.29)

Fiir T€Y" (]R ) ist dieses oT nicht notwendig wieder e1ne temperierte D1str1but10n
(man nehme etwa o(x) = cosh(x) ). Die Menge der aeC (]R ), fiir die aT‘y(]R ) fiir
alle T€ FI(R™M) gilt, nennen wir @ (R™) (opérateurs de multiplication). Hier gilt
der einleuchtende

Sata D.1 Die folgenden Eigenschaften von aGCw(Ig5 sind dquivalent:

1) Die Multiplikation T +—— aT definiert eine stetige Abbildung von -5°'(Rn) in
sich;

2) die Multiplikation ¢ +— a¢ definiert eine stetige Abbildung von 3(]Rn) in
sich;

3) o und seine Ableitungen wachsen h&chstens polynomial.

Insbesondere gehSren damit alle Polynome und ganz C?(]Rn) zu @M(]Rn) .

g/ Fouriertransformation
Die Fouriertransformation &: S (RY) — P(R™) wird definiert durch
(%) (&) := [ exp(-igx) ¢(x) dx . (D.30)
R

DaR ¢ tatsichlich wieder zu S(RY) gehdrt, muf man natiirlich nachrechnen; den
Schliissel dafiir liefern die Identititen

35, (& (©) = £ (-ix,) exp(-itx) $(x) dx = (F(-ix;9)) (8)  (D.31)
3 R j j

und

(£.(Fe)) (&) = [ £. exp(-igx) ¢(x) dx
j g J

= /(i exp(-ign)) $(x) dx
R

- ]an exp (-1£x) (i—;}-;’q;)(x) dx
]

(Z (- 1 ¢)) (&) (D.32)

Die Fouriertransformation bildet nun .)’(IR ) sogar (stetig) auf RN ab, und die
inverse Abbildung ist gegeben durch

F14) (%)

1 .
—(Z_w)nmfn exp(igx) ¢(&) dg

]

el C NGNS (p.33)
Fiir ¢,¢£3(]Rn) gilt ferner
<3.':¢,q;> = <, Fy> . (D.34)

Dies erweitern wir zu der Definition: die Fouriertransformierte FT der tempe-
rierten Distribution T wird gegeben durch

<ET, 6> 1= <T,¢> (D.35)

(o€ 3(]Rn)) . Fiir diese Abbildung 3:‘: J’(]Rn) — J(’]Rn) gelten dann wieder die
Rechenregeln
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325(3ET) = 3;(—1ij) , (D.36)
.0

¥ T = 3;‘(—153_ T) (D.37)

und
o

q T—an?T , (D.38)
(siehe (D.33)), wobei T definiert wird durch

<F,¢>:= <1,$> (D.39)
und

F)i= 0(~x) . (D.40)

Beispiel: Die Fouriertransformierte des DiracmaBes § ist die konstante Funktion
4. Allgemein ist die Fouriertransformierte einer Linearkombination von Ablei-
tungen von & (also einer Distribution mit Trdger im Ursprung) ein Polynom, und
umgekehrt.

Eine Tabelle von Fouriertransformierten von Distributionen auf R! findet man
bel Lavoine (1963).

h) Faltung (convolution)

Integrierbare Funktionen £,geL1(R") besitzen ein Faltungsprodukt

(f * g) (x) := 41f(x-y) g(y) dy
R

= fnf(y) g(x-y) dy R (D.41)
R

das wieder zu Ll(]Rn) gehdrt. Ist ¢¢CB°(]Rn) und T eine Distribution, so definie-
ren wir in Analogie zu (D.41) die Faltung von T mit ¢ durch

(T * ¢) (x) := <Ty’ ¢ (x-y)> . (D.42)
Die Schreibweise soll andeuten, daB T auf die Funktion ¢(x-y) der Variablen y
wirkt, wobel X fest b1e1bt. (D.42) kann genauso zur Definition der Faltung von

TGE(]R ) mit ¢6C (R") benutzt werden. In beiden Fillen gilt T*¢GC (R™) . Fer-
ner hat man

supp(T#¢) € supp T + supp ¢ . (D.43)
Die Faltung zweier Distributionen Tj; und T, ist erkldrt, wenn mindestens eine
der Beiden einen kompakten Trdger hat. Es ist diejenige (eindeutig bestimmte)
Distribution T3, die die Identitidt

Ty % ¢ = Tyx (Tox ¢) (D.44)
fiir jedes ¢¢C?(Rn) erfillt, Dann gelten die Regeln

Ty ¥ Tp = Ty, # T ) (D.45)

supp(T1%T,) & supp Ty + supp Tp . (D.46)

Sei TG@'(]Rn) . In Analogie zur Definition des Trigers bezeichnen wir als den
singuliren Trdger von T (sing supp T) das Komplement der Vereinigung aller of-
fenen Mengen, auf denen T mit einer unendlich oft differenzierbaren Funktion
iibereinstimmt. Der Triger der Heaviside—~Funktion (D.18) ist z.B. die Halbgerade
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x>0, ihr singuldrer Trdger der Ursprung.
Ist dann T1%¥Ty erkldrt, so gilt in Analogie zu (D.46) auch

sing supp(T1%To) & sing supp T; + sing supp To . (D.47)

Sind ferner Ty, Ty, T3 Distributionen, von denen hdchstens eine keinen kompak-
ten Trdger hat, so folgt

(Tl * To) * Ty = T % (T2 ¥ T3) . (D.48)

Fiir die Differentiation von Faltungsprodukten gilt die schdne Beziehung

] aT aT

35, (T1 * Tp) = (EE%) * Ty =Ty % (5 2) (D.49)
Beispiel: Einselemenf der Faltungsalgebra 2?]65 ist das DiracmaB:

S *T =T (D.50)

fiir alle TeS(]R ) o Da § kompakten Triger hat, gilt diese Identitdt sogar fiir
beliebiges Ti-ﬁ(R ) . Ist P ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizien-
ten, so kann man die Differentialgleichung

Pu = f (D.51)
wegen (D.49) und (D.50) auch als Faltungsgleichung

T#u = £ (D.52)
schreiben, wenn

T = P& ., (D.53)

Die Distribution T hat dann kompakten Tridger.

Sei jetzt T eine beliebige Distribution mit kompaktem Triger. Eine Fundamental-
l¥sung der Faltungsgleichung

T*u = £ ) (D.54)
ist eine Distribution E, welche die Gleichung
T*E = § (D.55)

erfiillt. Ist ein solches E einmal bestimmt, so hat jede Ldsung der Gleichung
(D.54) fir fe&(R™) die Form

u = Exf + ug , (D.56)
wobei ug L&sung der homogenen Gleichung ist:

T % ug = o . (D.57)

Die Fourlertransformatlon iibersetzt nun die Faltung in Multiplikation: ist T;
aus E(R™) und T, temperiert, so gilt

I (Ty * Tp) = (FT)(FT) . (D.58)

Die rechte Seite ist definiert, da FT, zu (G (R ) gehdrt (siehe unten). For-
mal haben wir durch (D.58) die Gleichung (D.51) auf die Division von ¥,f
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durch das Polynom ¥,PS reduziert. An den Nullstellen von ¥, PS treten aber
Schwierigkeiten auf; ich verweise auf die angegebene Literatur.

2 Verschiedenes

Die Regularitdt von Ldsungen von Differentialgleichunggn wird héufig durch Zu-
gehdrigkeit zu einem der folgenden Riume von Distributionen ausgedriickt: zu sé€R

setzt man
BS(RY) := {ue?(R™) | u ist meBbare Funktion mit

[]3u]2 0+ [g]2)%E <} (D.60)
.Rn

Beispiele: 1) HO(Rn) = Lz(an) (Parsevalsche Gleichung) ;

2) Y(R™Y c B’ (R™) fiir alle s¢R ;

3) GCH_n/Z - E(]Rn) fiir alle >0 ;

-2

4) feHS(RY) <— (1 - NEeH (R ;

5) 1/HS(Rn) fiir alle séR ; denn die Fouriertransformierte dieser
Funktion ist (2m)"8, also keine meRbare Funktion.
Fir T ¢E'(R®) stimmt die Fouriertransformierte T mit der Funktion

A <Tx,exp(—igx)> (D.61)
iiberein. Die rechte Seite ist nun auch fiir beliebiges E‘cn erkldrt. Hier gilt
der wichtige Satz von Paley und Wiener:
Satz D.2 (Satz von Paley-Wiener fiir Funktionen). Sei ¢¢3(Rn) .
Die folgenden Aussagen sind dquivalent: ‘ ‘
1) ¢GCB°(Rn) , und supp ¢ cKr:=' {xc]Rn' !le < rj}

2) ¥¢ ist fortsetzbar zu einer auf Cn analytischen Funktion, und es gibt zu
jedem meN eine Konstante C mit

_ n
[Fe@] < ¢ 4+ gD exp(z|Im g5] r.) - (D.62)

fiir alle Cc(.n.

Satz D.3 (Satz von Paley-Wiener fiir Distributionen). Sei TeL(RY) .
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1) TeP(®R™), und suppTcKr:=‘ {xer" | ]le < rj}
2) T ist fortsetzbar zu einer auf Cn analytischen Funktion, und es gibt

eine ganze Zahl m und eine Konstante C, so daf fiir alle ;(Cn gilt

n
|| <c (1 + [gD” exp( 2

lllmcj] rj) (D.63)
J—

Insbesondere gehSren deshehlb die Fouriertransformierten von Distributionen mit
kompaktem Triger zu OM(]R ) .
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