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0.

EINLEITUNG

Der Begriff Hydroelastizit#dt ist eine Kurzbezeichnung
der dynamischen Wechselwirkung eines elastischen Systems
mit einer umgebenden oder von der Konstruktion einge-

schlossenen Flissigkeit.

Der bewegungshemmende Effekt einer idealen Flissigkeit

auf einen eingetauchten beschleunigten Starrkdrper ist
seit langem bekannt, Lamb [1], und kann durch eine von

der Geometrie und Bewegungsrichtung des KOrpers abhéngi-
ge konstante Zusatzmasse vollstdndig beschrieben werden.
Als zusédtzliche konstante Massenbelegung der benetzten
Oberfldche kann auch die Einwirkung einer idealen Flissig-
keit auf gewisse elastische K&rper mit Spezialgeometrien
beschrieben werden, z.B. auf unendlich ausgedehnte Flatten
oder unendlich lange Kreiszylinderschalen, Grim [2].
Allgemein ist die Idealisierung der Flissigkeit als feste
Massenbelegung fiir die Konstruktion nur dann méglich,

wenn feststeht, daB die Anwesenheit der Flissigkeit die
Schwingungsformen des elastischen Systems nicht verdndert.
Trifft dies nicht zu, wie es schon bei einer einseitig
eingespannten Rechtecksplatte, Lindholm [3], der Fall ist,
muB der Energieaustausch zwischen Fllssigkeit und Fest-

kérper im einzelnen erfalit und bearbeitet werden.

Ein besonderer Bedarf an vollstéd&ndigen L&sungsverfahren
fir das hydroelastische Verhalten von Konstruktionen kam
erst mit den Problemen der Fliissigkeitsbewegung in den
sehr dinnwandigen Treibstofftanks von Raketen auf. Bis
dahin beschrénkten sich die behandelten F&dlle von Schwin-
gungen benetztef Konstruktionen weitgehend auf Schiffs-

kdrperschwingungen.

Das Schwingungsverhalten der relativ starren, mit kleinen
Ladeluken versehenen Schiffsk8rper konnte cgut mit dem Modell
eines elastischen Balkens beschrieben werden. Dies recht-

fertigte die Anwendung der Streifenmethode, Lewis [4],



Taylor [5]. Darin wurde angenommen, daB der Effekt der
Fliissigkeit als zusdtzliche Masse flir jeden Querschnitt
betrachtet wexrden kann. Diese wurde errechnet aus der
zweidimensionalen Umstrdmung des Querschnittes mit einer
nachtrdglichen Ladngskorrektur (J-Faktor) aus der dreidi-
mensionalen Umstrdmung eines Ellipsoiden mit vorgegebener
zwel—- oder dreiknotiger Biegeschwingungsform. Fir den auf
diese Weise mit zusdtzlichen Massen behafteten und als
Balken idealisierten Schiffskdrper wurden dann mit den
seinerzeit Ublichen grafischen Integrationsmethoden ite-

rativ die niedrigsten Eigenfrequenzen bestimmt.

Mehrfach sind in der Literatur Erweiterungen dieses Grund-
verfahrens zu finden: Etwa flir die Flissigkeit, die ver-
besserte Abbildung der Schiffsquerschnitte, die Beriick-
sichtigung eines begrenzten Tiefganges oder die Bestimmung
von J-Faktoren fiir hShere Schwingungsgrade; von der Kon-
struktion her die Miteinbeziehung der Schubverformungen,
der verminderten mittragenden Breiten der Decks bei hoéheren
Schwingungsgraden und letztlich - mit Anwendung der
Finite-~Elemente-Methode (F.E.M.) - die Unterteilung des
Schiffskdrpers in Balkenelemente oder die globale Ideali-
sierung des Schiffsk®rpers mit Scheibenelementen. Unver-
dndert blieb aber die getrennte Behandlung von Flissig-
keit und Konstruktion und die Annahme, dafBl der Effekt

der Flissigkeit durch den Zusatz festgelegter Massenver-
teilungen zu beschreiben ist. Damit wurden hydrodynamische
Effekte, wie die hydrodynamische Kopplung benachbarter
Querschnitte, vernachl&dssigt, was bei hoheren Schwingungs-
graden des Schiffskdrpers zu verfdlschten Ergebnissen

fiihren kann.

Mit der verbreiteten Anwendung der F.E.M., die eine ver-
besserte Darstellung komplexer Bauwerke ermdglicht, haben
sich auch die Anspriliche an die Genauigkeit von Schwingungs-

berechnungen gesteigert. So mdchte man gern das lokale



Verhalten der Konstruktion, wie z.B. Schwingungen von
Doppelbdden oder Tankschotten, und die durch eine mdg-
liche Kopplung dieser lokalen Schwingungen mit Schiffs-
korperschwingungen entstehende Verschiebung der Grund-
frequenzen des Schiffskdrpers ermitteln. Dazu ist aber
eine genauere Beschreibung des Verhaltens der Flissig-
keit ndtig, also der zu den jeweiligen Schwinéungsformen

der Konstruktion passenden Umstrdmungen.

Der erste Vorschlag zur Bestimmung der Umstr&mung ver-
formbarer Korper kam 1966 von Zienkiewicz et al. [7].
Darin wurde der Druck als unbekannte Funktion angenommen,
die der Laplaceschen Gleichung und einer Beschleunigungs-
randbedingung an der benetzten Korperoberfldche in einem
begrenzten Flissigkeitsraum geniigen mufite. Der Flissig-
keitsraum wurde nach der F.E.M. in Volumenelemente unter-
teilt. Fir jeden Freiheitsgrad der Konstruktion wurde

die Druckverteilung bestimmt. Sinngemé&B wurde der Effekt
der Flissigkeit flir die verschiedenen Freiheitsgrade der
Konstruktion als duBere Belastung idealisiert, welche

~ da beschleunigungsabhdngig - zur Massenmatrix der Kon-

struktion addiert wurde.

Dieses - im Sinne der Berilicksichtigung der Wechselwirkung
zwischen Bauwerk und Flissigkeit - erste allgemeine hydro-
elastische Verfahren wurde 1969 von Zienkiewicz und
Newton [8] auf kompressible Fliissigkeiten erweitert und
diente so als Grundlage der meisten Weiterentwicklungen.
Es wurde 1972 von Chowdhurry [9] zur Bestimmung der Eigen-
frequenzen eingetauchter Platten angewandt. 1974 bestimmte
Chowdhurry [10] auf diese Weise die Eigenfrequenzen und
Eigenformen eines rechteckigen halbeingetauchten dinn-
wandigen Kastens. Dabei stellte er explizite Wechsel-
wirkungsmatrizen mehrknotiger Flissigkeitselemente vor.
Orsero und Armand [11] berechneten 1978 die Eigenschwin-
gungen eines benetzten Pontons. Dazu fiihrten sie Unter-

suchungen iber die Anzahl der bendtigten Schichten



welterentwickelter, mehrknotiger isoparametrischer
Fliissigkeitselemente durch, verglichen die Ergebnisse
mit der Lewisschen Streifenmethode und ermittelten den
EinfluB der hydrodynamischen Kopplung der Querschnitte.
Weiter untersuchten Armand und Orsero [12] 1979 das Ver-
halten eines 130 000-t-Gastankers und erhielten gute
Ubereinstimmung mit MeBergebnissen bei Schwingungserre;

gerversuchen.

Die Anwendung dieses Verfahrens ist fiir komplexe Kon-
struktionen mit mehreren tausend Freiheitsgraden moglich.
Der Aufwand flir die Idealisierung der Fllissigkeit durch
dreidimensionale finite Elemente, die an die Konstruktions-
elemente angepaBt sein missen, steigt aber in solchen
Fdllen erheblich, selbst, wenn man automatisierte Daten-
generierung anwendet. Dazu kommt die Ungewiffheit {ber den
Abstand von der Korperoberfldche, bei dem die Aufteilung
der Flissigkeit in Elemente ohne erhebliche Fehler abge-
brochen werden darf. Versuche, diese Fragen zu beantworten,
sind bei Armand und Orsero [12] mit den von Zienkiewicz
und Bettes [13] vorgeschlagenen sogenannten "unendlichen
Elementen" unternommen worden; die Ergebnisse sind fir
einfache Korperformen gut, praktische Beispiele wurden

nicht gerechnet.

Schwierigkeiten dieser Art k&nnen mit dem Gebrauch von
Singularitdtenmethoden vermieden werden. Singularité&ten
- das heifBit Grundldsungen der Laplaceschen Gleichung -
wurden erstmals 1964 von Hess und Smith [6] zum Aufbau
einer effektiven Rechenmethode zur genauen Ermittlung
der Umstrdmung tiefgetauchter Starrkdrper beliebiger
Formen benutzt. Dabei wird die Ko&rperoberfldche in Vier-
eckelemente unterteilt, auf denen Quéllen konstanter
Stdrke angesetzt werden. Diese werden bestimmt, indem

an den Mittelpunkten der Vierecke Randbedingungen einge-

~ halten werden, die der Kbrperbewegung entsprechen. Dieses




anfangs fiir Starrkdrper entwickelte Verfahren kann auch

zur Behandlung verformbarer Konstruktionen angewandt
werden. Deruntz und Geers [20] zeigten 1978, wie filir eine
allgemeine finite Elemente Idealisierung einer Konstruktion
und Quellvierecke nach Hess und Smith eine Zusatzmassen-
matrix - in der Art von Zienkiewicz [7] - aufgebaut

werden kann, die die Wechselwirkung zwischen Konstruktion

und Flissigkeit darstellt.

Auch in dieser Arbeit wird die Singularit&dtenmethode zur
Darstellung der Fliissigkeit benutzt. Jedoch wird alter-
nativ zu den auf der F.E.M. basierenden Verfahren, hydro-
elastische Probleme zu behandeln, nicht von einer F.E.M.-
Idealisierung der Konstruktion ausgegangen. Es wird gezeigt,
wie mit dem Hamiltonschen Prinzip ein Energiefunktional
fir Konstruktion und Flissigkeit aufgebaut werden kann,
das mit dem Ritz-Verfahren und ganz allgemeinen L&sungs-
ansdtzen eine Eigenwertaufgabe liefert, deren Losung die
Eigenfrequenzen und -formen der benetzten Konstruktion
sind. Dabei ist der Weg offen, verschiedene LOsungsansdtze
zu verwenden, die fir Flilissigkeit und Konstruktion unter-

schiedlich sein konnen.

Zur Darstellung der Konstruktion werden F.E.M.-Ansdtze
als die noch beste Alternative gewdhlt. Die Flissigkeit
wird mit Singularitdten-Ansdtzen dargestellt. Damit soll
erreicht werden, dafB der Idealisierungsaufwand £filir die
Flissigkeit gering bleibt - da lediglich eine Singulari-
tdtenverteilung an der benetzten Oberfldche zu bestimmen
ist - und daB die Unendlichkeit des Flissigkeitsraumens
automatisch beriicksichtigt wird. Zur numerischen Behand-
lung der Eigenwertaufgabe konnen herkSmmliche F.E.M.-

Programme mit geringfligigen Veridnderungen benutzt werden.

Anhand von Beispielen wird die Einsatzf&higkeit der Sin-

gularitdtenmethode zur Darstellung der Umstrdmung



verformbarer Ko&rper beurteilt. Ergebnisse der Singulari-

titen-/Finite-Elemente-Methode (S.F.E.M.) bei der Behand-

lung von hydroelastischen Problemen werden mit Rechener-

gebnissen nach der herk&mmlichen F.E.M. Verglichen.




1.

FORMULIERUNG DES HYDROELASTISCHEN VERHALTENS

In den meisten Untersuchungen wird das Verhalten all-
gemeiner elastischer Systeme mit der Methode der virtu-
ellen Arbeit formuliert, wie es auch bei der F.E.M. der
Fall ist.

Zum Aufbau dexr Ausdrilicke der virtuellen Arbeiten miissen
die mitwirkenden Kridfte explizit in Vektorform berick-
sichtigt und bei dynamischen Systemen nach dem
d'Alambertschen Prinzip die Trdgheitskrédfte in die Axr-
beitsbilanz miteinbezogen werden. Bei hydroelastischen
Systemen miissen zusdtzliche, aus den hydrodynamischen
Driicken durch Integration {liber die gesamte benetzte
Oberflache entstehende Arbeitsanteile beriicksichtigt
werden, siehe z.B. Volcy [34].

Um den Vorteil zu nutzen, ausschlieBlich mit skalaren
GroBen -~ kinetische und potentielle Energien - zu arbeiten
und zusdtzlich keine speziellen Uberlegungen iber die
Wechselwirkungskrédfte zwischen Flissigkeit und Konstruktion
aufstellen zu miissen, wird hier das Hamiltonsche Prinzip
zur Formulierung des hydroelastischen Verhaltens angesetzt.
Als L8sungsverfahren wird dabei die direkte Minimierung
des Energiefunktionals verwendet. Dadurch ist kein Bezug
auf die Differentialgleichungen des Systems n&étig, was

die Ubersichtlichkeit des gesamten Ldsungsvorganges ver-
bessern soll. \

Energiebezogene Methoden wurden mehrfach zur Behandlung
vereinfachter hydroelastischer Systeme verwendet.
Landweber [15] behandelt das hydroelastische Verhalten
tiefgetauchter Kreiszylinder. Er verwendet Energien von
Flissigkeit und Konstruktion zum Aufstellen der
Lagrangeschen Gleichungen, die auf herkSmmliche Weise
geldst werden. In [16] erweitert Landweber dieses Ver-

fahren auf allgemeine, sich als Timoshenko-Balken



verhaltende Rotationskorper. Sowohl flir die Flissigkeit
als auch fir die Konstruktion werden geschlossene L&sungs-
ansdtze verwendet. Matsumoto [17] benutzt im wesentlichen
dieselbe Methode, stellt aber die Flissigkeit mit finiten
Elementen dar und untersucht auch das Verhalten von be-

netzten Platten.

Misra [18] macht von der alternativen Moglichkeit Gebrauch,
die Energieanteile eines hydroelastischen Systems zum Auf-
bau und zur direkten Minimierung des Hamiltonschen Wir-
kungsintegrals zu verwenden. Er untersucht dabei tiefge-
tauchte Rotationsellipsoide, deren elastisches Verhalten
einem Timoshenko-Balken entspricht. Flir die Flissigkeit
werden harmonische L&sungsansdtze in Ellipsenkoordinaten
verwendet; die Verformungen der K&rper werden mit Potenzen-
reihen angendhert.

In der vorliegenden Arbeit wird der gleiche Weg verfolgt.
Die Verformungsenergie der Konstruktion wird aber zur
Behandlung ganz allgemeiner elastischer Systeme gestaltet.
Die Fliissigkeit wird mit Singularit&tenverteilungen an
der benetzten Oberfladche dargestellt.

1.1 Idealisierung des hydroelastischen Systems

Untersucht werden elastische Konstruktionen beliebiger
Gestalt, die von einer idealen Fliissigkeit teilweise oder
ganz benetzt harmonische Schwingungen ausfiihren. Die
Fliissigkeit wird als wirbelfrei und inkompressibel ange-
nommen und Energieabwanderung durch Oberfldchenwellen

wird vernachlidssigt. Bei Systemen, in denen freie Fllissig-
keitsoberflichen vorhanden sind, ist diese Idealisierung
also fiir den Frequenzenbereich gedacht, in dem einerseits
der EinfluB von Oberflichenwellen vernachlédssigbar ist

und andererseits akustische Effekte noch keine Rolle

spielen. Dies ist z.B. bei den unteren Graden der



elastischen Schwingungen von Schiffsk8rpern, Tank-
wdnden, Doppelbdden etc. der Fall. Mit den genannten
Voraussetzungen kann die Flissigkeitsbewegung - nach
Milne Thomson [19] Punkt 3.77 - als azyklisch und ein-
deutig angenommen werden, das heiBt, Fllssigkeitsbewegung
entsteht durch Bewegung der benetzten K&rperoberflidche,
und einer gegebenen Bewegung der Korperoberfl&che ent-
spricht eine eindeutig bestimmte Bewegung der Flissig-
keit. Diese beiden Tatsachen sind fir die weitere Behand-
lung des Systems sehr wichtig, denn dadurch ist es zu-
l8ssig, die Bewegungen der Fliissigkeit in Abh&dngigkeit
von den Bewegungen der Konstruktion zu definieren. Wenn
die Bewegung der Konstruktion als Linearkombination von
Ansatzfunktionen dargestellt wird, ermdglicht dies die
Darstellung der Fliissigkeitsbewegungen ebenfalls als
Linearkombination von Ansatzfunktionen - allerdings
anderer Art, aber mit denselben Koeffizienten. Dabei

mufl fir jede der Ansatzfunktionen der Konstruktion die
entsprechende Ansatzfunktion der Strdmung bestimmt werden,
z.B. das Geschwindigkeitspotential oder die Druckvertei-

lung.

1.2 Das Hamiltonsche Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip besagt, daB unter allen mdglichen
Bewegungen eines konservativen Systems diejenige statt-
finden wird, die einem Extremwert (lokales Minimum) der

Wirkung

t;
A =f(T—V)dt (1.1)
t1

entspricht (siehe z.B. Langhaar [14]), wobei

T die kinetische Energie des Systems und

Y die potentielle Energie sind.

A ist ein Funktional, das von den Unbekannten des zu

analysierenden Systems - z.B. Verschiebungen - abhéngt.



Die Ldsung, die den Extremwert liefert, kann auf zwei
Wegen bestimmt werden: Durch Herleitung und nachtrédg-
liche Aufldsung der Euler-Lagrange-Gleichungen der Wir-
kung oder durch direkte Minimierung der Wirkung. Letzterer

wird in Kapitel 2 ausfihrlich beschrieben.

1.3 Aufbau des Wirkungsintegrals

Im Folgenden werden die Energieanteile von Konstruktion

und Fliissigkeit aufgestellt und kommentiert.

Kinetische Energie der Konstruktion

T = —;-fex-dde (1.2)

$2
wobei
(74 der dreidimensionale Definitionsbereich

der Konstruktion ist,
o (x ¥ z, 1) die Dichte der Konstruktion,
d%x,y,z,t)=lglz das skalare Geschwindigkeitsfeld, mit
g(x,y,z,t) als Vektorfeld der Verschiebungen und
Q = ag/%ﬁ als Vektorfeld der Geschwindigkeiten.

Potentielle Energie der Konstruktion

Ve = %fg.é dQ = %f/_‘)(g) 'U(g)fiQ (1.3)

L2



wobei

-

£lx, ¥, z,t) das Tensorfeld der Verzerrungen ist,
glx,y, z, t) das Tensorfeld der Spannungen,

vV der Verzerrungsoperator und

P! der Spannungsoperator.

Der Verzerrungsoperator ist ein Differentialoperator, der
aus dem Verschiebungsfeld das Verzerrungsfeld erzeugt.
Flir ein dreidimensionales Kontinuum und Kartesische
Koordinaten hat U - z.B. nach Timoshenko [31] -

folgende Form:

s -
= 0 0
]
0 3y 0
0 0 2
Vo= 0z (1.4)
9 9 0
dy ox
2 2
0 dz oy
2 0
| 0z 0 ox ]

wobei u die Komponenten u, v undw in x-, y- und z-
Richtung hat.

Der Spannungsoperator kann als Komposition des Verfor-
mungsoperators mit dem Materialgesetzoperator des

Werkstoffes der Konstruktion dargestellt werden

Va) = - U (1.5)



Fir ein linearelastisches isotropes Material z.B.

nimmt € die Form

[ v v ]
T Ty T 0 0 0
1T %0 0 0
= E0-) 1 ’ ’ ’ (1.6)
(1+v)(1-2v) (1-2v) 0 0 )
2(1-v
: (1-2v)
symmetrisch 7= 0
1-2v
i 2(1-v) |

an, wobei E der Elastizitdtsmodul und

v die Querkontraktionszahl des Werkstoffes

sind.

Kinetische Energie der Fliissigkeit

T = %e;f(W)de = %epfso-w ds (1.7)
¥ S
wobei
0r die Dichte der Fliissigkeit ist,
w(x y, 2z, t) das Geschwindigkeitspotential,
Veo(x,y, z,t) das Geschwindigkeitsfeld
¥ der dreidimensionale Flissigkeitsraum,
S die benetzte Kb&rperoberfldche,

der Normalvektor zur Oberflédche S.

33



Da einerseits die Fliissigkeit als ideal und wirbelfrei
angenommen ist, 148t sich ein Geschwindigkeitspotential
¢ finden, dessen Gradient V¢ das Geschwindigkeitsfeld
q(x, y,z,t) = =Vp(x, y, z,t) ist. Dies rechtfertigt
&ie erste Form der Kinetischen Energie in (1.7), siehe
auch Milne Thomson [19] Punkt 3.72.

Da andererseits hydroelastische Probleme behandelt wer-
den, darf das Geschwindigkeitspotential nicht als unab-
hédngiges Feld betrachtet werden, sondern als L&sung des

folgenden hydrodynamischen Problems

Ve =0 in ¥, (1.8a)
da filir eine inkompressible Fliissigkeit Vg = 0 gilt, und
~Vpn = 4n auf S, (1.8b)

da die Geschwindigkeitskomponenten normal zur benetzten
Oberflédche § fiir Fliissigkeit und Konstruktion gleich sein

miissen.

Wenn der Normalvektor np in die Flissigkeit zeigt, gilt

nach dem Greenschen Satz

f(Vgo)de = —fsovztfdv—ftpV(pgdS (1.9)
¥ S

was, nach Berlicksichtigung von (1.8a) und (1.8b),

f(V«’)ZdV = "[S"VSPQdS =f<pég ds (1.10)
¥ S 5

ergibt und die zweite Form der Kinetischen Energie in
Gl. (1.7) rechtfertigt. Es wurde dabei angenommen, daB
die benetzte Oberfldche S der Konstruktion auch die Grenz-

oberflédche des betrachteten Flilissigkeitsraumes ist. Diese



Annahme ist aber keine Beschrdnkung, da alle hier behan-
delten Probleme auf diese Konfiguration zurickgefiihrt

werden kdnnen (siehe dazu Abschnitt 4.2).

Mit den oben stehenden Energieansdtzen nimmt das Wirkungs-

integral folgende Form an:

t

ate - [ fRocfitae + darfeiDinas - rsae)ac o

t-’ S 5

wobeili zu bemerken ist, daB A ausschliefBilich vom Verschie-
bungsfeld u(x,y, z,t) abhingig ist, soweit ¢(d) die
L&sung der Randwertaufgabe (1.8) darstellt.

Zur LOsung des hydroelastischen Verhaltens muB das Ver-
schiebungsfeld uy(x,y, z, t) gefunden werden, das der
Wirkung einen Minimalwert erteilt. Ansdtze und Bedingungen
zur direkten Minimierung von A werden im Folgenden erldu-
tert.




LUSUNGSWEG

Die Eigenfrequenzen und Eigenformen der in Kapitel 1
idealisierten hydroelastischen Systeme sollen durch
direkte Minimierung der Wirkung (1.11) bestimmt werden.
Dazu wird zuerst die Zeitabhdngigkeit des Wirkungsinte-
grals untersucht, danach werden allgemeine N&herungs-
reihen fiir die unbekannten Felder vorgeschlagen und in
das Wirkungsintegral eingesetzt.Die Minimierung durch
Variation der unbekannten Koeffizienten fiihrt zu einer
verallgemeinerten Matrizen-Eigenwertaufgabe, womit Eigen-

frequenzen und Eigenformen zu bestimmen sind.

2.7 Annahmen zur Zeitabhdngigkeit

Flr das Verschiebungsfeld der Konstruktion wird eine har-

monische Zeitabhdngigkeit angesetzt:

u(x, vy, z,t) = alx,yz) -coswt , (2.1)

wobei w die zu bestimmende Frequenz des harmonischen

Vorganges ist. Da sich die Bewegung der Fliissigkeit nach
(1.8) zwangsldufig aus der Bewegung der Konstruktion er-
gibt, muB die Zeitabhédngigkeit fiir das Geschwindigkeits-

potential entsprechend angesetzt werden:

p(x,y,z,t)=9(x,y z) f(t), (2.2)

Die Randbedingung (1.8b) kann jetzt in der Form

-Ven f(t)=4p = -w(@n) sinwt (2.3)

geschrieben werden, woraus sich



f(t) = w: sinwt

ergibt. Daraus folgt fir das Geschwindigkeitspotential:

oty z,t) = w-gxy, 2) sinwt. (2.4)

Die Randwertaufgabe (1.8) kann dadurch in zeitunabhdngiger

Form als

Vg =0 in ¥ (2.5a)

-Von =gn auf S (2.5b)

geschrieben werden.

Wenn (2.1) und (2.4) in das Aktionsintegral (1.11) einge-

setzt werden, erhidlt man

t;
Ald) = j{_g. Qx fwzﬁzsinzwt de + % 0r [(—w ¢ sinwt)(-wd sinwt)n d5 ...

..... - _;.fv(g)o(g) cos’wt dQ} dt , (2.7)
(7}

da VUV und A nur riumliche Ableitungen enthalten. Dank
der Trennbarkeit von Raum- und Zeitabhdngigkeit kann die

Zeitintegration geschlossen durchgefiihrt werden.



Wenn A fir die Periode %g- einer Eigenschwingung bestimmt
wird, erhdlt man mit.

2%,

.2 )
f{z;gz(:;tt} at = __z_ , (2.8)

0

die zeitunabhdngige Form des Aktionsintegrals:

A(g):%{-;- kaszZdS? + _Zlquzjagg ds - %[?f@)b(@)dﬁ} . (2.9)
2 S L

Zur Minimierung missen jetzt nur von den Ortskoordinaten

abhdngige Ndherungsreihen verwendet werden.

2.2 Die N&herungsreihen fiir 4 und ¥

Im Folgenden werden unter y und ¢ statt der exakten
L&sung des Problems 6A = 0 die Reihen
n
> a;h(xy, z) (2.10)
=1 T
) .
> a; d(xy,2) (2.11)

1=1

eingesetzt, die diese LOsung anndhern sollen.

Die Ansatzfunktionen h(&y,z) sind im Gebiet 2 de-
finiert, sollen aber Qgrerst nicht ndher beschrieben
werden. Die unbekannten Koeffizienten a; werden fir
beide Nd@herungsreihen gleich angesetzt. Dazu miissen die

9, folgende Bedingungen erfillen:



..‘]8_

V2¢; = 0 in ¥ (2.12a)

-Vo;n = hn auf 5, i=1,2, ..., n. (2.12b)

Die Reihen (2.10) und (2.11) koénnen in das Funktional

(2.9) eingesetzt werden und liefern
2 n 2 n n
u w (N
A(ai) =—&3{79K JZIQ,ZJZQJ‘UJ ds? + -Z—QF ;ai¢i ZQJQJQ h K
1= = (B3 J;-
@

1 [99(5 3 2.13
"é‘fv(éa‘b’) A(2, oj1y) dS?} (2.13)

L=}

oder, da die Koeffizienten a; von den Ortskoordinaten

unabhingig und die Operatoren U und A 1linear sind:

2 n n 2 n n
Ala;) = E{%} & 2 2aia) [hihjdR+ ‘Zw‘QrZ Zaiaj ¢ hjn dS...
w i=1 ja1 i1
5
non (2.14)
——;-Z ZaiajJU(bi)b(bf) dQ} .
i=1 j=1

Einige Abkiirzungen der Schreibweise sind im Folgenden von
Vorteil:

Mij = Q, h; bj ae F. = QFJQ’i hindS, KU =JU(U,')/5(’JI') ase, (2.15)
N Se



wobei M;; = Mﬁ’ KU = Kji , well im Folgenden aus-
schlieBlich symmetrische C -Operatoren verwendet werden
und FU = ﬂ; + Wwie sich durch Anwendung des Greenschen

Satzes in Verbindung mit (2.12) zeigen 1l&Bt.

S S

2.3 Bestimmung des Extremwertes der Wirkung

Die Koeffizienten a; in (2.14) sind so zu wdhlen, daB8
A ein Minimum erreicht, d.h. die a; missen den Bedingungen
JA

-é—a—j—=0 j=12,..,n

(2.17)
genligen.

Die Ableitung von (2.14) nach den unbekannten Koeffizien-
ten a; liefert n Gleichungen der Art

oA T 2 n 2 n n .
533==Z;{Cu;gajMU+OJ§;ﬁﬁj"§;HKu = 0, J=%2,m4n
= ‘= ‘=
(2.18)

welche als homogenes Gleichungssystem in Matrixform ge-

schrieben werden kénnen:
[WM+E)-K]{a} =0 (2.19)

Die Bestimmung des Extremwertes der Wirkung fihrt also

zur verallgemeinerten Eigenwertaufgabe (2.19).

Gleichung (2.19) muB immer in Zusammenhang mit (2.12) be-

trachtet werden, da die Matrix F nur nach der L&sung von
(2.12) berechnet werden kann.



Zusammenfassend kann also gesagt werden, daB die
Wechselwirkung zwischen Konstruktion und Flissigkeit
lediglich durch Addition der Matrix F zur Massenmatrix

der Konstruktion erfaBt wird.




LOSUNGSANSATZE FUR DIE KONSTRUKTION

Zur Herleitung der Eigenwertaufgabe (2.19) wurden keine
Annahmen iber die Geséalt der LOsungsansdtze (2.10) ge-
macht. Die Ansatzfunktionen J;, i:1,2,..,n missen den
Voraussetzungen des Ritz-Verfahrens genligen, d.h. sie
miissen iiber das Gebiet { definiert, linear unabhdngig
und bis zur Ordnung der im Funktional auftretenden Ab-
leitungen differenzierbar sein. Weiter missen sie den
kinematischen Randbedingungen (auch erzwungene Randbe-
dingungen genannt) an der Berandung von £ geniigen.

In der klassischen Form des Ritz-Verfahrens sind die An-
satzfunktionen im gesamten Gebiet §2 von Null verschieden.
Die unbekannten Koeffizienten der Ans&tze haben keine spe-
zielle Bedeutung. Sie sind lediglich die Wichtungsparame-
ter, die den Beitrag jeder der Ansatzfunktionen zur ge-

suchten L&sung bestimmen.

Beispiele zur Anwendung klassischer Ritz-Ansdtze sind

in Matsumoto [17] und Misra [18] zu finden. Darin wird
das hydroelastische Verhalten relativ einfacher Konstruk-
tionen - Platten und Balken - behandelt. Zur Behandlung
allgemeiner Konstruktionen sind klassische Ritz-Ansdtze
schwer einsetzbar. Dazu sind Finite-Elemente-Ans&tze

besser geeignet.

Nach der F.E.M. wird die Konstruktion auf systematische
Weise durch eine Anzahl von Linien oder Flachen in Unter-
gebiete unterteilt. Jedes dieser Untergebiete wird Ele-

ment genannt. Weiter wird eine Anzahl von Punkten gewédhlt,
an denen die Verschiebungen und Rotationen der Konstruk-
tion zu bestimmen sind. Diese Punkte - auch Knoten genannt -
liegen zum gréBten Teil auf den Schnittpunkten oder -linien

der Unterteilung.
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Jedem Knoten der Unterteilung werden F.E.-Ansédtze zu-
geordnet. Diese sind nur auf der Vereinigung der Elemente
von Null verschieden, die diesen Knoten besitzen, und

verschwinden auf allen idbrigen.

Jede Ansatzfunktion nimmt den Wert Eins an einem bestimm-
ten Knoten der Unterteilung an und hat den Wert Null an
allen anderen Knoten. Dadurch entsprechen die unbekannten
Koeffizienten der F.E.-Ansdtze den Werten der Ansatzfunk-
tionen an den Knoten. Der Aufbau der Ansatzfunktionen
wird in Abschnitt 3.1 beschrieben.

Inwieweit F.E.-Ansétze als Ritz-Ans&dtze verwendet werden
kdnnen, ist in Texten Uber die mathematische Behandlung
der F.E.M. beschrieben, siehe dazu Strang und Fix [29]
oder Oden [30]. Hier wird lediglich angenommen, daB
F.E.-Ansdtze eine Spezialform von Ritz-Ans&dtzen sind

und damit an Stelle der h in (2.10) eingesetzt werden

k6nnen.

3.7 Ansatzfunktionen nach der F.E.M.

Nach der F.E.M. wird flir jedes Element ein unabhidngiges
Verschiebungsfeld definiert. Die Werte der Verschiebungen
innerhalb des Elementes werden in Abhdngigkeit von den

Verschiebungen an den Elementknoten [ bestimmt:

e e e

u (x,y,2) =iNl (x,y.2) u, e=12 ..., n, (3.1)
(=1

wobei ue(x,y,z) die Verschiebung an Stelle (x, y, 2)

in x-, y- oder z-Richtung ist,
e

Y, die x-, y~ oder z-Verschiebung des
Knotens [
e .
M Oyy,z) eine Funktion, die auBerhalb des Ele-

mentes e identisch Null ist und inner-
halb von e gleich Eins an Knoten [
und gleich Null an allen anderen Knoten

von e.



q die Knotenzahl des Elementes e,

n die Anzahl der Elemente der Konstruktion.

Ausdruck (3.1) gilt fir ein- , zwei- oder dreidimensionale
Kontinua.
Jede Ansatzfunktion der Konstruktion kann durch Vereini-

gung der Funktionen N, der zu ihrem Knoten angehdrigen

Elemente aufgebaut werden:

3

e

q
hi(x,y, z ZM(" y, e 1=1 2 ey Dy (3.2)
e:1 l=1

-3

_ e . e .
wobei 41 ein Zuordnungsfaktor 1st:¢ﬂ¢=1 , wenn die
Verschiebung fj;, am Knoten [ des Elementes

e
gleich 1 ist, sonst &zz

der Vektor in Richtung des globalen Freiheits-

-

grades i der Konstruktion,

Z
]
=4
1

mit ] als Identit&dtsmatrix, deren Ordnung
der Dimension des Problems gleicht und

die Anzahl der Knotenverschiebungen der

Konstruktion,

In (3.2) stellen die Ansatzfunktionen h; das Verschie-

bungsfeld der Konstruktion dar.

3.2 Gestalt der Matrizen M und K nach der F.E.M.

Die in (2.15) angegebenen BAusdriicke fir die Elemente der
Matrizen M und K konnen mit den in (3.2) gezeigten
Ansdtzen nach der F.E.M. geschrieben werden. Da das Defi-
nitionsgebiet &2 als Vereinigung der Elemente der Unter-

teilung dargestellt werden kann

Me
=) %, (3.3)
e=1
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kénnen die Integrale iiber das Gebiet £2 als Summe der

Teilintegrale {ilber die Elemente geschrieben werden

Ne _ :
fsc{sz = Zfsage, (3.4)
e=1 2,

2

wobei S einen allgemeinen Integranden darstellt.

Die Elemente von M und K  k&nnen als

Mij = f’:'i by dR =

it
JO
x
™3
{1+]
—
e
=z

p T

=z

3

LS.

RN

<&

3
QU
O

113

—

]

\s\
~
3

<
w
U

und

K = &f Vi) Ally) d2 =

=Zjii VN D) ANy ) 6 S dRe  1,j=12,..,n,  (3.6)

=1 =] m=
e Q: m=1
geschrieben werden. Auf das Transpositionssymbol wird in
(3.5) verzichtet, da N eine Diagonalmatrix ist und da-
T
her N =N.

Werden die Ausdriicke (3.5) und (3.6) auf das Knotenpaar (,m
eines einzigen Elementes bezogen und wird zus&tzlich die
Beschrdnkung auf die Freiheitsgrade i und ] behoben, d.h.
N und N,, werden nicht in Richtung von | und’i pro-

jiziert, ergeben sich die Ausdriicke:

w

M = Qkfh‘z N, df. Lm=12 .4 (3.7)
-Qe



und

L([:,=[V(M)/6(Nm)d§29 Lm=12.,9. (3.8
Re

mﬁ1 kann sofort als Elementmassenuntermatrix fiir XKno-
ten 1 und m nach der F.E.M. erkannt werden, z.B.
Zienkiewicz [28], Gl. (20.15).

Werden in Gl. (3.8) die Operatoren V und A in der Gestalt
von (1.4) und (1.5) interpretiert, so 1ld8t sich 5&, als
Elementsteifigkeitsuntermatrix filir Knoten 1 und m nach

der F.E.M., z.B. Zienkiewicz [28] Gl. (6.15) filir ein drei-
dimensionales Kontinuum mit linearer Verschiebungsvertei-
lung, erkennen, da ¥ und A identisch zu L wund 0 nach
Zienkiewicz (6.9) und (6.14) sind, und Matrix B nach
Zienkiewicz (6.11) dem Produkt LN entspricht. Entspre-
chend sind die Matrizen M und K , deren Elemente in Gl.
(3.5) und (3.6) gezeigt werden, als globale Massen- und

Steifigkeitsmatrizen der Konstruktion zu erkennen.

Wird also in Formulierung (1.11) der Fliissigkeitsbeitrag
weggelassen, kann die entsprechende Eigenwertaufgabe

- Gl. (2.19), wobei F weggelassen wird - mit herk&mmlichen
F.E.-Programmen deldst werden. Sollen hydroelastische
Probleme mit F.E.-Programmen behandelt werden, so mufl nur
die herk®mmliche Massenmatrix durch die Summe M +F

ersetzt werden.

3.3 Berechnung von Matrix F

Wie die Matrizen M und K kann auch die Matrix F mit

_F.E.M.-Ansdtzen geschrieben werden:



Ne 9 e . . be e
-3 J@Z,Nmiajmg 4%, (3.9)
e=152 m:1 :
e

In Gl. ({3.9) ist der neu definierte Zuordnungsfaktor6‘?)‘,e
nur flir benetzte Fl&chenelemente von Null verschieden,

fliir die b/ am Knoten m des Elementes e gleich Eins ist.
Zur Berechnung von ¢/ wird die benetzte Kbrperoberflédche
durch eine von der Unterteilung der Konstruktion vorerst
unabhéngige Vereinigung von Teilgebieten (fortan Fliissig-
keitselemente genannt) dargestellt. Die Werte der Geschwin-
digkeitspotentiale werden an sogenannten Auswertungspunkten
bestimmt. Zur L&sung von (2.12) muB das Verschiebungsfeld
der Konstruktion an den Auswertungspunkten bekannt sein.

Es muB also eine Zuordnung zwischen Konstruktions- und
Fliissigkeitselementen bestehen. Dazu wird folgendes fest-
gelegt: Jedes benetzte Fl&chenelement der Konstruktion mul
Flissigkeitselemente enthalten, die sich nicht {lberschnei-
den, die von den Knoten der Konstruktion definiert werden

und die die benetzte Oberflidche lilickenlos bedecken.

Da die Auswertungspunkte innerhalb der Fliissigkeitsele-
mente wegen der Eigenschaften der Fliissigkeitsansdtze
nicht beliebig gewdhlt werden k&nnen, wird hier weiter
festgelegt, daB8 zur Bestimmung von £ numerische Inte-
grationsmethoden verwendet werden, in die nur Funktions-

werte an den Auswertungspunkten eingehen.



Dadurch kann Gl. (3.9) wie folgt geschrieben werden:

De 3 Tt Np f _ he
=?F Z c °’p' Niqmjmq Gm S5 h1=1, 2,y ny (3.170)
et med Fr1 o=t

wobeil

Mg, die maximale Anzahl der Flissigkeitselemente,
die das Konstruktionselement e {iberdecken,

Nm die Anzahl der Integrationspunkte innerhalb
eines Flissigkeitselementes,

cé die Integrationskoeffizienten fiir Fllissigkeits-
element f nach Abschnitt 4.3,

f

i die Werte der Potentialfunktion ¢; an den Inte-
grationspunkten ip des Flissigkeitselementes f
nach Abschnitt 4.3,

ﬂwm die Konstruktionsverschiebungen an den Inte-
grationspunkten Ip des Flissigkeitselementes f ,
die durch eine Einheitsverschiebung an Knoten m
von Element e in Richtung des globalen Frei-
heitsgrades ) verursacht werden,

f

Diq der Normalvektor zu Fliissigkeitselement f an
den Integrationspunkten jp nach Abschnitt 4.3 und

S der Fldcheninhalt von Fliissigkeitselement f

Fir n und N in (3.10) wurden die Integrationspunkte mit
Index iq bezeichnet, da jedes Konstruktionselement e eine
Anzahl n;,, Flissigkeitselemente enthdlt. Dadurch ist ein
Mehrfaches an Auswertungspunkten (N”,-WQ in jedem Kon-
struktionselement zu berlicksichtigen. Es muB fir zweck-

mdBige Zuordnung dieser Punkte gesorgt werden.

Um das Verschiebungsfeld der Konstruktion an den Auswer-
tungspunkten bestimmen zu k&nnen, milssen die im verwen-
deten F.E.M.-Programm auftretenden Ansatzfunktionen N der

Fldchenelemente bekannt sein.




In Abbildung 3.1 werden die Ansatzfunktionen eines iso-
parametrischen Fldchenelementes mit vier bis acht Knoten
gezeigt, das u.a. auch im F.E.M.-Programm ADINA ({32] ver-
wendet wird. Kennzeichnend fiir die isoparametrische For-
mulierung ist es, daB Form und Verschiebungsfeld des Ele-
mentes mit den gleichen Ans&dtzen dargestellt werden. )
Dazu werden ein Grundelement und ein natirliches Koordina-
tensystem r, s definiert. Punkte des Grundelementes kdnnen
mit den Interpolationsformeln der Koordinaten auf eine all-

gemeine Form abgebildet werden, wenn die Knotenkoordinaten

X0 Yo 2y, l=12,..,49 bekannt sind. In gleicher Weise kon-
nen die Verschiebungen eines Punktes der Abbildung - mit
bekannten Koordinaten r, s im Grundelement - aus den
Verschiebungen an den Knoten - U, v, w, - mit den-

selben Interpolationsformeln bestimmt werden. Wichtige
Eigenschaften dieser Formulierung sind: Die Form des ab-
gebildeten Grundelementes und die Verschiebungsverteilung
sind voneinander unabh&dngig; die Anzahl der zur Abbildung
verwendeten Punkte kann zwischen einem Minimum und einem
Maximum frei gewdhlt werden; einfache Formen - etwa Drei-

ecke - k&nnen mit denselben Ansdtzen dargestellt werden.

In Abb.3.1 wird ein Element mit quadratischen Ansdtzen
gezeigt. Entsprechend kdnnen auch isoparametrische Elemente
hotherer Ordnung formuliert werden. Weiteres Uber die

numerische Ausfiihrung wird in Kapitel 5 dargestellt.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden ausschlieBlich
isoparametrische Ans&dtze behandelt, da die meisten modernen
F.E.M.-Programme isoparametrische Elemente enthalten und
weil mit diesen Elementen gekriimmte Formen dargestellt
werden konnen, was fir Strdmungsprobleme wichtig ist.

Die in Abb. 3.1 gezeigten Formeln zur Interpolation der
Verschiebungen erfiillen die unter Gl. (3.1) erlduterten

Voraussetzungen fiir die Ansatzfunktionen N; , sind aber
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Ne = 3(1-r")(1+5s)

=3(1-H)(1-1)

sA
2 5107) 1
6 8
1) T
3 A
Grundelement Allgemeine Abbildung
Ansatzfunktionen (=5 [=6 =7 l=8
Ny = 2(1er)(14s) e =4 N5 -3 N
Ny = (1= (1+s) . =N -3,
N, =%(’l—r)(1—s)....................—j_,,:N6 —-;-N7
Nz, =%“*")(1"5)—%N7 ....... ‘%Ne

Die oben abgebildeten Teilausdriicke
sind nur zu bericksichtigen, wenn

der entsprechende Knoten
vorhanden ist.

<
{

8

= Z Ny,
=7
8

ZNI "
(=1

w=§8:N1 W,
(=7

Abb. 3.1

Bathe [33]

— Vier- bis achtknotiges isoparametrisches Element nach

Interpolation der Verschiebungen




von den natiirlichen Koordinaten (r, s) des Grundelementes
abhdngig. Die gesuchten Verschiebungen der Konstruktion

an den Auswertungspunkten der Flilissigkeitselemente konnen
auf folgende Weise bestimmt werden: Die Zuordnung zwischen
Fliissigkeits~- und Konstruktionselementen wird im Grund-
element vorgenommen, und die entsprechenden Auswertungs-
punkte werden im natlrlichen Koordinatensystem des Grund-
elementes bestimmt. Die Verschiebungen an den Auswertungs-
punkten sind nach den Formeln der Ansdtze direkt zu be-

stimmen.

Die Ansatzfunktionen der Konstruktion zur L&sung der
hydrodynamischen Aufgabe k&nnen jetzt an den Auswertungs-

punkten berechnet werden:

bii = N(r ., s)i (3.11)

wobei i den Freiheitsgrad der Konstruktion angibt,in
dessen Richtung eine Einheitsverschiebung
das gesuchte Umstrdmungspotential ¢; verur-

sacht,

Irs einen Auswertungspunkt der gesamten Flissig-

keitselementbelegung bezeichnet,

{ der Knoten des Grundelementes ist, dessen
Abbildung den Freiheitsgrad | enthdlt,

Y., s, die natlrlichen Koordinaten des Punktes sind,
der auf den Auswertungspunkt I, abgebildet

wird.

Die Vektornotation wurde bei N weggelassen,
da dieselben Ansdtze in allen Richtungen verwendet werden
(Abb. 3.1),
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In gleicher Weise werden die Konstruktionsverschiebungen

zur Auswertung von F bestimmt:

be
Niijdie = N, 5.0 L (3.12)

Zu (3.11) und (3.12) ist zu bemerken, daBl es sich insge-
samt um dieselben Verschiebungen handelt (rechte Seiten),
die einerseits den Auswertungspunkten der Fliissigkeit
(3.11) und andererseits den Auswertungspunkten der in
Element e der Konstruktion enthaltenen Fliissigkeitsele-

menten (3.12) zugeordnet sind.

Allgemeine Bemerkung zu den getroffenen Annahmen:

Bei Belegung jedes isoparametrischen Elementes mit mehre-
ren Flissigkeitselementen stimmt die Form des Konstruktions-
elementes und der Flissigkeitselemente im allgemeinen nicht
exakt lberein. In Abschnitt 4.5 wird am Beispiel einer
Kugel gezeigt, daB bei mdBigen Abweichungen gute Ergebnisse

erzielt werden.




4.

LOSUNG DER HYDRODYNAMISCHEN PROBLEME

Zur LOsung der Eigenwertaufgabe (2.19) muB die hydrody-
namische Matrix F bekannt sein. Dies setzt die Losung

der Randwertaufgaben (2.12) voraus.

Flir gewisse Formen der Grenzoberfldche S und bei ge-
schlossener Darstellbarkeit der Verschiebungsansdtze
konnen sogar geschlossene Ldsungen von (2.12) gefunden
werden -~ das Beispiel einer Kugel wird in [20] gezeigt.
Meistens hat aber S eine allgemeine Form - z.B. Schiffs-
auBenhaut -, und die Verschiebungsans&dtze sind auf S

nur gebietsweise definiert - z.B. nach der F.E.M. Hier
missen allgemeine, fir die unterschiedlichsten Korper-
formen und Verschiebungen geeignete N&herungsmethoden

verwendet werden.

Neben der F.E.M., deren Gebrauch fiir duBere Strdmungen

im dreidimensionalen Raum wegen der unendlichen Ausdeh-
nung schlecht geeignet ist, steht die Singularitdten-
methode als allgemein einsetzbares Verfahren zur Berech-
nung der Umstrdmung allgemeiner Korper zur Verfligung.

Als Folge der Grundannahme, dafB alle verwendeten Ansdtze
der Laplaceschen Gleichung genigen, ist die Singularitdten-
methode Mitglied einer allgemeinen Klasse von Verfahren,
die Trefftzsche Verfahren genannt werden. Bei diesen
werden die Unbekannten durch Linearkombinationen von An-
satzfunktionen ersetzt, die bereits Ldsungen der gege-
benen Differentialgleichungen sind, so daf sich das
N&herungsverfahren auf die Erfiillung der Randbedingungen
beschrédnkt. Bei Hess und Smith [6] z.B. k&énnen die Poten-
tiale der Quellverteilungen, nach der Integration iiber
die Elementfldche, als Trefftzsche Ansatzfunktionen be-
trachtet werden. Im Folgenden wird die Umstrdmung allge-
meiner Korper nach dem Trefftzschen Verfahren formuliert.
Danach werden die Voraussetzungen zur Elementuntertei-

lung und zum Aufbau der entsprechenden Ansatzfunktionen
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behandelt. Die L&sung der hydrodynamischen Probleme

wird flir dreieckige Unterteilungselemente mit konstan-
ten Quellstédrkenverteilungen gezeigt, und es werden
numerische Aspekte im Einsatz der entsprechenden Formeln
behandelt. Anhand von Beispielen werden Konvergenziiber-
legungen angestellt.

4.1 Allgemeine Formulierung der Singularitédtenmethode

Das Randwertproblem (2.12) fuir den Freiheitsgrad i
der benetzten Oberflé&dche S

Vzcbi =0 in ¥ (2.12a)

-Vé n

4

hin auf S (2.12b)

kann auch als Variationsprinzip formuliert werden. Nach
Mihlin [23], § 18; Anmerkung 2, entspricht dem Randwert-
problem (2.12) die Suche des stationdren Wertes des
Funktionals

F[d)i)=[(V®;)2dV—2f¢ilg;gdS. (4.1)
¥ S

Nach der Grundannahme des Trefftzschen Verfahrens wird
eine angendherte LOsung der Randwertaufgabe (2.12) - oder
ein angendhertes Minimum des Funktionals (4.1) - gesucht,

indem das unbekannte Feld ¢, durch eine Reihe

& = ) a f (4.2)
k=1 -

angendhert wird, deren Ansatzfunktionen & der Laplace-

schen Gleichung geniigen, also



v,

x
"
[
x
"
-\
no

, ..., m (4.3)

Die angendherte L&sung von (2.12) kann mit der Methode
der gewichteten Residuen bestimmt werden. In dieser
Methode wird der Fehler beili der Ndherung einer Randwert-
aufgabe mit bestimmmten Wichtungsfunktionen w; {dber
das ganze Definitionsgebiet ¥ - einschlieBlich Beran-
dung S - gemittelt und gleich Null gesetzt. Flr (2.12)

ergibt sich:

m m
fva(k;aik fk)wl av *[{‘V(é Ay fk)[) "’L’,‘Q}Wlds = 0. (4.4)
¥

S

Wird die Bedingung (4.3) der Trefftzschen LOsungsansdtze
berlicksichtigt, so ist das erste Integral in (4.4) immer
gleich Null. Dadurch entsteht die vereinfachte Form

m
‘ZaikakaWl ds =]’350W¢d5 y l=12,...,m. (4.5)
3 §

Dies stellt ein Gleichungssystem dar, dessen Ldsung die

unbekannten Koeffizienten q;  liefert.

Je nach Wahl der Wichtungsfunktionen w, werden bekannte
Losungsverfahren erhalten (siehe z.B. Zienkiewicz [28]).
Sind z.B. die Wichtungsfunktionen den Ansatzfunktionen
gleich, so entspricht (4.5) dem Galerkinschen Verfahren.
Fir den Spezialfall

WL = 6; ) l=7/ 2'..,.,m (4'6)
wobei § der Gestalt ist, daB flrx # ¥ , y # y und
z £z, o, W = 0, aber w, ds = 1, nimmt das Gleichungs-

system (4.5) folgende Form an:
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m
=) Ay Vi = byoy (<1,2, .., m (4.7)
k=1
wobei
Vfy = Vh (%, ¥, 2) ist,
(] der Normalvektor zu S auf Punkt (x, y, z,)

h,.

h; der Wert der Ansatzfunktion des Freiheitsgrades

i der Konstruktion auf Punkt (&, Y q) der

benetzten Oberflé&che.

Das Gleichungssystem (4.7) entspricht der N&herung nach
der Kollokationsmethode. X, y,, Z; sind die Kollo-
kationspunkte.

Die Trefftzschen Ansatzfunktionen k&nnen auch zur né&he-
rungsweisen L&sung des (2.12) zugeordneten Variations-—
problems (4.1) benutzt werden. Wird in dem Funktional
(4.1) das Feld ¢ durch (4.2) ersetzt, wird

Flag) = Zalk 43 Zad Ve, d¥ - sza,.k fohipdS . (4.8)
k=1
¢ 5

Das erste Integral kann, nach Bericksichtigung des
Greenschen Satzes und der Eigenschaft (4.3) der Trefftz-

schen Ansatzfunktionen, umgeformt werden zu

m m m
F(a,-k)=ZZaik a; (f VindS - 2Zaikﬁ‘k h.ndS . (4.9)
k=1 L=1 k=1
S S
Diese Form des Funktionals ist nur von den unbekannten
Koeffizienten a;, abhdngig. Der Extremwert von (4.9) kann
nach Art des Ritzschen Verfahrens bestimmt werden, in dem

die Ableitungen nach den unbekannten Koeffizienten auf

Null gesetzt werden:
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-

Fla,) m
fn) 2§1clikjf‘ Vi, o ds _zﬁ b o ds
S 5

0, 1=1,2,..,m, (4.10)

Das Gleichungssystem (4.10) 1l&Bt sich zur Bestimmung der
Koeffizienten verwenden. Zu bemerken ist, daB8 (4.10)

genau mit der Gleichung ibereinstimmt, die durch Einsetzen
der Galerkinschen Wichtungsfunktionen W = ﬁ in (4.5)

zu erhalten ist.

Sowohl (4.7) als auch (4.10) liefern Ndherungsldsungen
der Randwertaufgabe (2.12). Bei der Kollokationsmethode
sind die Koeffizienten des Gleichungssystems lediglich
die Normalgeschwindigkeiten auf der Fldche S an den ge-
wédhlten Kollokationspunkten; das Gleichungssystem ist
asymmetrisch. Bei der Variationsformulierung ist das
Gleichungssystem symmetrisch, jedoch sind die Integra-
tionen Uber S, die meistens numerisch durchgefilihrt werden

missen, rechenaufwendiger.

Gleichung (4.7) wie Gleichung (4.10) k&nnen allgemein
als

Ag = b (4.17)
geschrieben werden, wobei i wiederum einen bestimmten
Konstruktionsfreiheitsgrad an der benetzten Oberflédche
darstellt. Matrix A stellt die Eigenschaften der Flissig-

keit dar und bleibt filir alle Freiheitsgrade der Konstruk-

tion gleich.



4.2 Aufbau der Ansatzfunktionen

Es werden fiir beliebige Formen der Oberfldche S L&sungs-

ansdtze gesucht, die der Bedingung (4.3} genigen. .

Nach Lamb [1], Punkt 58, kann jedes Geschwindigkeits-

. 2 -
potential, das im Raum ¥ die Bedingung Vp=0 erfiillt, .
durch eine stetige Quellverteilung an der Oberflé&dche S

exakt und eindeutig in der Form

) = [ Fiy o
S

dargestellt werden, wobei

G (Q) die Quellstdrke an Punkt Q der Oberfliche S ist,
r(P Q) der Abstand zwischen den Punkten P und Q und
p(P) das Geschwindigkeitspotential am beliebigen

Punkt P im Flissigkeitsraum ¥.

Daher sind flachenverteilte Quellen die natiirliche Wahl

zum Aufbau der hydrodynamischen Ldsungsansdtze.

Die Schwierigkeiten, iUber ein Gebiet S zu integrieren,

das nicht analytisch darstellbar ist, kénnen iberwunden
werden, indem S durch eine Anordnung von einfach geform-

ten Untergebieten §; mit vorgegebenen Quellverteilungen
ersetzt wird, die den Verlauf von S angendhert darstellen.
Damit ist eine analytische Integration md&glich. Es muB

aber beachtet werden, daB an den Riéndern der einzelnen
Untergebiete S, die Geschwindigkeit womdglich unendlich ist,
und daB sich diese Unendlichkeiten nur aufheben, wenn die
Elementbelegung von S knickfrei und die Quellverteilung
iiberall stetig ist. Um eine knickfreie Belegung von S

zUu erreichen, miissen allgemein gekriimmte Untergebiete
eingesetzt werden, die jedoch schwer darstellbar und filir die
wiederum die analytischen Integrationen schwer durchfiihr-

bar sind. So kommt es, daB3 meistens einfach darstellbare



Untergebiete eingesetzt werden. Zur Bestimmung der Quell-
verteilung wird jedoch.die Auswertung von Potentialen
und Geschwindigkeiten an den R&ndern dieser Untergebiete

gemieden.

Von Hess und Smith [6] werden fir die S ebene Viereck-
elemente mit konstanter Quellstdrke benutzt, die also
weder der Gladttebedingung noch der Bedingung der Stetig-
keit der Quellstdrken genligen. Die Auswertungen werden
nur an den Elementmittelpunkten voxgenommen.

Webster [25] benutzt ebene Dreieckselemente mit linear
verdnderlichen Quellst&rkenverteilungen, die zwar fiir
ebene Randfldchen S die Gldtte- und Kontinuitdtsbedingung
erfiillen konnen, aber z.B. flir alle geschlossenen Fl&dchen
nicht den Gl&dttebedingungen geniigen. Auch da werden die
Elementgrenzen gemieden, indem die Auswertungspunkte

auBerhalb der Ebenen der Elemente genommen werden.

Im Folgenden werden Dreieckselemente mit konstanter Quell-
stdrkenverteilung benutzt; die Auswertungen erfolgen an
den Mittelpunkten dieser Elemente. Es wird von einer lik-
kenlosen Belegung von S mit Dreieckselementen ausgegangen,
deren Ecken, die Knoten der Unterteilung, exakt auf S
liegen. Es werden ein globales Koordinatensystem (X,Y,2)
fiir S und ein lokales Koordinatensystem (X,Y,z2) filir jedes

der Dreiecke definiert.

Die durch ein Dreieckselement mit konstanter Quellsté&rke
Eins generierten Potentiale und Geschwindigkeitskomponen-
ten im lokalen Koordinatensystem des Elementes k&nnen

aus Formeln im Anhang von Webster [25] entnommen werden,
wobei die verwendeten Bezeichnungen in Abb. 4.1 darge-
stellt sind.
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4.1 - Definition der Bezeichnungen und Grundfunktionen

fiir ebenes Quelldreieck aus

(25]
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Die Potentialfunktion entspricht der Formel (69) von
Webster: -

v:y[adfq—rﬂh—-.a I:b + Z?, (4.12)

die Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung der Formel
(37) '

ch

I
9= b - b2 (4.13)

die Geschwindigkeitskomponente in y-Richtung der Formel
(41)

I 1
¢ = a Zb - d ;b v Iy (4.14)

und die Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung der
Formel (51)

g =T (4.15)

Die gesuchten Ansatzfunktionen sind die Potentiale, die
von jedem Dreieckselement erzeugt werden. Die Unbekann-
ten - d.h. die Koeffizienten aus (4.2) sind die zu

bestimmenden konstanten Quellstédrken der Elemente.

Um die Ndherungsmethode in der Form (4.7) oder (4.10)
durchzufihren, miissen die Werte der Ansatzfunktionen und
deren Gradiente an einer Anzahl von Auswertungspunkten
(Kollokations~ bzw.'Integrationspunkten) und bezogen auf
ein gemeinsames Koordinatensystem bestimmt werden. Dazu

sind zwei Schritte nottig:



- Die Auswertungspunkte miissen in das
lokale Koordinatensystem jedes der Elemente

transformiert werden.

- Die Geschwindigkeiten miissen in das globale

Koordinatensystem zurilicktransformiert werden.

Die erwdhnten Koordinatentransformationen k&dnnen mit
der Rotationsmatrix und den globalen Koordinaten des
Koordinatenursprungs des lokalen Koordina-

tensystems durchgefiihrt werden.

Wenn mit i, I, und i, die Einheitsvektoren der loka-

len Koordinatenachsen bezeichnet werden, kann die Rota-

tionsmatrix als

[ 1
Axx )‘_yi Az?
R <lihk]=|Rs A g
_sz hﬁ Az'i_
geschrieben werden, wobei Auﬂ allgemein der Cosinus des
Winkels zwischen einer lokalen Koordinatenachse o und

einer globalen Koordinatenachse [} ist.

Die Koordinatentransformation vom globalen in das lokale

Koordinatensystem kann geschrieben werden

X =Rx+%, (4.17)
wobei ( \ -
X rx rxo
X = 4yt isty, x=4yg¢ und go=ﬁ§o .
z z z,




N

Die erwihnte Transformation vom globalen in das lokale

Koordinatensystem wird infolgedessen als

x =R(E-5%) (4.18)

geschrieben.

Die Einheitsvektoren j,, I

Abbildung 4.1 bestimmt. Angenommen, daB die Orts-—

und i, werden mit Bezug auf

vektoren X;, X;, X3 der drei Ecken eines Dreiecks

bekannt sind, so ist Vektor J, unmittelbar als

X -4

= (4.19%a)
= léz - %l

zu bestimmen. Flr iy muB der Ursprung des lokalen
Koordinatensystems bekannt sein; dazu kann die Projektion
des Seitenvektors 13 in Abb. 4.1 auf j, verwendet werden:

Y= B (B %))y (4.19a)

Vektor iy ist als

X; — X
By = 22— (4.19b)
123 = %]
zu schreiben. Und Vektor i; ist das Kreuzprodukt von
Iy und iy
i, = lx".i.y (4.19c)

Mit den oben gezeigten Koordinatentransformationen kdnnen
f, und Vi, an gegebenen Punkten, die allgemein mit
X bezeichnet werden, durch
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£ (%) = ¢TR] o ke12,..,m (420 )

k
wobei ¢ die Potentialfunktion nach (4.12) ist und
m die Anzahl der Elemente, und

R=R.(X-%5

und

Vi (X) = B, {t&k[R] o, [R] vzk[R]}T k=12, m  (4.27)

wobeli

pf) f¢) yf die Geschwindigkeitskomponenten nach
(4.13), (4.14) und (4.15) fir Dreiecks-

element k sind, und
T . _k
R = Bk(.’."'fo)
bestimmt werden.

Die oben hergeleiteten Formeln (4.20) und (4.21)
k6nnen zur L&sung praktischer Probleme
nach (4.11) eingesetzt werden unter der Voraussetzung, daB

S eine geschlossene Fldche in oder um den Fliissigkeits-

raum ¥ ist.

In gewissen F&dllen werden KSrper mit Symmetrieebenen
betrachtet, relativ zu denen die UmstrOmung symmetrisch
oder antisymmetrisch verlaufen kann. Fiir diese F&dlle geniigt

es, eine Hdlfte - bzw. ein Viertel oder ein Achtel, wenn
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zwel oder drei senkrecht zueinander stehende Symmetrie-
ebenen vorhanden sind - von S zu betrachten. Lediglich
dieser aktive Teil von S muB mit Flissigkeitselementen
belegt werden. Die Symmetrie - bzw. Antisymmetriebedin-
gungen an den Spiegelungsebenen - d.h. §%=0 oder ¢ =0 -
werden erzwungen, indem zu den Ansatzfunktionen Q bzw.
Vi, eines aktiven Elements die Beitr&dge der an den be-
treffenden Ebenen gespiegelten Fliissigkeitselemente mit
gleichen bzw. umgekehrten Vorzeichen addiert werden.
Dadurch entspricht die Anzahl m der Unbekannten ledig-
lich der des aktiven Teils von S.

Halbgetauchte Kérper konnen auch auf diese Weise behan-
delt werden, da bekanntlich ¢ =0 an der freien Wasser-
oberfldche angenommen werden kann, wenn der Parameter
Qfg /B (B ist eine charakteristische Linge des Kdrpers)
gegen Unendlich geht.

Im Folgenden werden nur die Hauptkoordinatenachsen des
globalen Koordinatensystems - xy, yz und zx - zur
Spiegelung verwendet. Es werden auch keine speziellen
Formeln zur Berechnung der erweiterten Ansatzfunktionen
aufgestellt, sondern es wird erkldrt, wie die Gleichun-
gen (4.20) und (4.21) in unveré&dnderter Form verwendet

werden konnen:

a) Ist eine Symmetrieebene vorhanden, werden die Posi-
tionsvektoren X der Auswertungspunkte - und nicht
die Grundelemente - an dieser Ebene gespiegelt, bevor
sie in die lokalen Koordinatensysteme der aktiven

Dreiecke transformiert werden.

b) Lediglich die Vorzeichen der normal zur Spiegelungs-
ebene stehenden Komponenten der errechneten Geschwin-
digkeiten V& miissen umgekehrt werden, da in a)
die Spiegelung der Auswertungspunkte und nicht die der

aktiven Fllissigkeitselemente durchgefiihrt wurde.
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c) Bel mehrfachen Spiegelungen sind die Beitrdge aller
durch die Spiegelung generierten Auswertungspunkte
zu denen der urspriinglichen Auswertungspunkte zu .
addiexen, wobeli das Vorzeichen jedes Beitraces der Art

der Spiegelung entsprechend individuell zu betrachten ist.

4.3 Einzelheiten des Ldsungsvorganges

Das Gleichungssystem (4.11) kann sowohl mit der Kollo-
kationsmethode nach (4.7) als auch mit der Variations-
methode nach (4.10) aufgebaut werden. Der Vollstdndigkeit
halber werden die Elemente der Matrix A und des unab-
héngigen Vektors b; £fir die in Abschnitt 4.2 beschriebe-
nen Ansatzfunktionen nach beiden L&sungsmethoden gezeigt.
Zusdtzlich wird die Ermittlung der Werte betrachtet, die
zum Aufbau der Matrix F  nach (3.10) bendtigt werden.

Uberlegungen zur numerischen Durchfiihrbarkeit, Eignung
der vorgeschlagenen L&sungsmethoden und Konvergenz der
Ergebnisse bei Verfeinerung der Elementeinteilung werden
in den Abschnitten 4.4 und 4.6 angestellt.

4.3.1 Ebene Dreiecke, konstante Quellverteilung,
Kollokationsmethode

Die Kollokationspunkte werden auf die Mittelpunkte der
Dreiecke gelegt.

Die Elemente der Matrix A konnen allgemein als

Ap = Vi n Lk=12..,m (4.22)

Lk
geschrieben werden, wobei m die Anzahl der Kollokations-
punkte - und damit auch der Elemente - ist. Die Werte

von Vf, = Vi (x,) . sind an den Mittelpunkten der Ele-
mente X, ={%, ¥, 7]} nach (4.21) zu bestimmen.
Die Normalvektoren n, sind gleich den |,-Vektoren der

Dreieckselemente.
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Die Elemente des Rechte-Seiten-Vektors b; sind als

b, = h.n , =12 ..., m (4.23)

zu schreiben, wobei bu der Wert der Ansatzfunktion h;
der Konstruktion an Kollokationspunkt | ist.

Die Werte j; werden aus (3.11) bestimmt mit den lokalen
Koordinaten (nﬂ gr) der Punkte des Grundelements, welche

auf die Mittelpunkte der Dreiecke | abgebildet werden.

Zum Aufbau der Elemente der Matrix F ist folgendes zu
beachten:

- Die Anzahl der Integrationspunkte innerhalb jedes der
Elemente ist Ny =1.

-~ Dexr entsprechende einzige Integrationskoeffizient

nimmt den Wert Eins an.

- Die Werte des Potentials sind aus
§ m
b i = gaik fle

nach der Ermittlung der a; durch Aufldsung von (4.11)
zu bestimmen, wobei m die Anzahl der Kollokations- aber
auch der Integrationspunkte ist, und dadurch fir jedes
Element an Stelle von Index | der Wert von Hochindex f

einzusetzen ist.

- Die Normalvektoren Q; sind gleich den Normalvektoren
n, » wobei auch der Wert von Hochindex f an sStelle

von Index | einzusetzen ist.
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4.3.2 Ebene Dreiecke, konstante Quellverteilung,

Variationsmethode

Die Integrale in (4.10) werden numerisch berechnet,

da eine geschlossene L&sung mit f,  und Vﬂ( wegen der
dazu nbtigen Koordinatentransformationen nicht prakti-
kabel ist. '

Es werden bei Einpunktintegration die Mittelpunkte der

Elemente als Integrationspunkte verwendet.

Die Elemente der Matrix A nehmen die Form

Ne
Alk=ff, ViipdS = ;f,,l Vi p Sp,  Lk=12 ., N (4.24)
p=

an, wobei folgende Beziehungen verwendet wurden

- _ = =T . o .
(5b={kpfﬁn zp} ist der Positionsvektor des Mittel-
punktes des Dreiecks p ):

&( = ﬁ(gf) aus (4.15)
Viok = Vi (Xp) aus (4.16)

D Normalvektor (gleich Vektor) des Dreiecks p ,

iz
Sp Fldacheninhalt des Dreiecks p ,
NE Anzahl der Dreiecke.

Die Elemente des Rechte-Seiten-Vektors bi sind:

by; Jfl .pdS = Z hpi npSp, =12 .-, Np & (4.25)
S
Die Werte bpi sind in gleicher Weise wie in 4.3.1 zu

bestimmen. Gleiche Bemerkungen wie in 4.3.1 sind auch
fiir die zur Bestimmung der Matrix E ben&tigten Werte

giltiqg.
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4.4 Numerische Aspekte beim Einsatz von ebenen Drei-

eckselementen

Die in Abb. 4.1 und Gl. (4.12) bis (4.15) vorgestellten
Formeln sind fir ebene Dreieckselemente konstanter Quell-
stdrke giltig. Da zur Ableitung dieser Formeln ein ein-
ziges Dreieck betrachtet wurde, entstehen unendliche Ge-
schwindigkeitswerte in der Elementebene an den Seiten des
Dreiecks. Flir diese unendlichen Geschwindigkeiten sind
die Logarithmuéglieder in Abb. 4.1 verantwortlich, wie es
am Beispiel des Ausdruckes zu sehen ist. Je ndher ein
Auswertungspunkt der Seite AD kommt, desto kleiner wird
der Faktor y? + z?. Sobald dieser einen numerischen Wert
kleiner als die Rechengenauigkeit des verwendeten Rechners
erreicht, nimmt der Operand des Logarithmus die Form

[x -al - (x-a)
[x-d| - (x-d)

an, womit er nicht mehr auswertbar ist. Der Rechner gibt
eine Fehlermeldung an. Dies ist auch bei Auswertungspunk-
ten der Fall, die auf den Verléngerungen der Seiten liegen.

Da bei gewissen Quelldreiecksbelegungen der Mittelpunkt
eines Dreiecks durchaus auf der Verldngerung der Seite

eines anderen Dreiecks liegen kann (z.B. bei ebenen Proble-
men) miissen Mindestwertabfragen der Logarithmus-Operanden

im Rechnerprogramm vorgesehen werden. Eine Art dies durch-
zufilhren ist die Abfrage auf die Seitenparameter j-P‘mdf5
(den Seiten AD, AB und DB entsprechend) zu richten. Unter-
schreitet einer dieser Parameter einen vorgegebenen Mindest-
wert, ist es sinnvoll das entsprechende Log-Glied auf Null
zu setzen. Dies ist folgendermaBen zu rechtfertigen:

Im Grenzfall, d.h. bei einer Belegung mit unendlich vielen
Elementen sorgt die Anwesenheit eines benachbarten Quell-
dreiecks mit gleicher Quellstédrke flir die gegenseitige Auf-

hebung der auf die gemeinsame Seite bezogenen Log-Glieder.



Auch die Arcus-Tangens-Glieder erfordern besondere Be-
handlung. Da die Operanden dieser Glieder die z-Koordi-
nate des Auswertungspunktes im Nenner haben, ist eine
Mindestwertabfrage auch hier erforderlich. Wie in

Bai und Yeung [26] vorgeschlagen, ist eine Abfrage

auf die Lage des Auswertungspunktes am glinstigsten.
Liegt der Auswertungspunkt innerhalb des Dreiecks, d.h.

0<y<b, p< 0 und P >0 ist
T =-2 m.

Al
AuBerhalb des Dreiecks ist | = 0.

4.5 Beispiele

Zur Beurteilung des Verhaltens von Dreiecken konstanter

Quellstdrke wurden zweli klassische Beispiele gewdhlt:

- Eine endliche elastische Platte in einer unendlich
ausgedehnten starren Wand, an den Enden drehbar gelagert

und einseitig benetzt.

- Eine starre Kugel in beschleunigter Bewegung.

Es werden mehrere Elementbelegungen beider K&érper unter-
sucht. Die Umstromung wird nach Gl. (4.7) bestimmt. Zum
Vergleich mit Ergebnissen bestehender theoretischer Un-
tersuchungen wird das Integral Fij nach Gl. (2.15) benutzt.
Da die Verformungen der Korperoberfldche vorgegeben werden,
beschrdnkt sich die Matrix F auf ein Element, das sinnge-

~

m&8 auch als hydrodynamische Masse bezeichnet wird.

4.5.1 Platte mit vorgegebenen Verformungen

Es wird eine Platte mit Linge-zu-Breite-Verhdltnis
a/b = 1 untersucht. Die vorgegebene Verformung entspricht

einer Doppelsinusflidche .

. nx . T
sin ®* sin
a b
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Aus [2] hat der Proportionalitdtsfaktor zwischen der
sogenannten konstanten effektiven hydrodynamischen Masse
und der hydrodynamischen Masse des entsprechenden Aus-
schnittes einer unendlichen Platte den Wert 1.77. Die
hydrodynamische Masse nach Fij Gl. (2.15) entspricht

der definierten konstanten effektiven hydrodynamischen
Masse. So genligt es, um einen Proportionalitdtsfaktor
vergleichbarer Bedeutung zu erhalten, die Werte Fij

durch die hydrodynamische Masse des gleichen Ausschnittes
einer unendlichen Platte (z.B. Gl. (55) und (23) aus [2]

zu teilen.

Die Werte der errechneten Faktoren flir die Unterteilungen
aus Abb. (4.2) werden in Abb. (4.4) gezeigt.

4.5.2 Starre umstrdmte Kugel

Flir eine gleichmdfBig angestrdmte Kugel ergibt sich eine
sinusocidale Geschwindigkeitsverteilung sin € in Umfangs-
richtung, wobei 6 der Winkel zwischen der Anstrdmungs-

richtung und dem Normalvektor zur Kugeloberfldche ist.

In diesem Beispiel wird der Wert der hydrodynamischen

Masse F;4 nach (2.15) mit dem theoretischen Wert ver-

J
glichen. Zur Vereinfachung werden die hydrodynamischen
Massen in dimensionsloser Form und filir ein achtel der
Kugel als

M=m"/ 8 f% r?

dargestellt, wobeil r der Radius der Kugel ist und m"
die theoretische bzw. errechnete hydrodynamische Masse.

In Abb. (4.5) sind die Werte von M fiir die in Abb. (4.3)
gezeigten Elementbelegungen aufgefiihrt. Der theoretische
Wert von M ist mn/12.




Aus Abb. (4.4) ist eine Konvergenz zu dem Wert 1.77 zu
erkennen, wobei der Fehler béi den feineren Einteilungen

kleiner als 3% ist.

Fir die Kugel Abb. (4.5) treten zwei entgegengesetzte

Fehler auf:

Das Kugelvolumen wird durch die Elementbelegung unter-
schdtzt, da die Eckpunkte der Dreiecke auf die Kugelober-
fldche gelegt wurden. Die Geschwindigkeiten werden, wie
bei der Platte, Uberschdtzt. Dadurch wird bei den groben
Einteilungen die hydrodynamische Masse unterschdtzt. Bei
den feinen Einteilungen prédgt sich das Konvergenzverhalten
in gleicher Weise wie bel der Platte aus, indem der theo-
retische Wert eine untere Grenze darstellt. Der Fehler
liegt bei 2%.

Die zum Vergleich des Rechenaufwandes durchgefiihrten Be-
rechnungen nach der Variationsmethode ergaben neben
gleichen Ergebnissen fast doppelte Rechenzeiten. Dies ist
auf die ldngere Aufbauzeit der Koeffizienten des Glei-
chungssystems (4.11) zurlickzufiihren. Es ist aber zu beach-
ten, daB die Aufbauzeit der Koeffizienten mit m? steigt,
wobei m die Ordnung des Gleichungssystems ist, die L&sungs-
zeit aber proportional zu m?® steigt. Bei der Variations-
methode ist die Koeffizienten Matrix A symmetrisch und
dadurch die L&sungszeit halb so groff wie bei der Kolloka-
tionsmethode. Bei starkem {Uberwiegen der Losungszeit, d.h.
bei groBen Werten von m ist zu erwarten, dafl die Varia-
tionsmethode sich als schneller erweist. Der Wert von m,

bei dem diese Kehre entsteht, wurde nicht ermittelt.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden Dreiecke mit kon-
stanter Quellstdrke nach der Kollokationsmethode einge-
setzt.
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PRAKTISCHE DURCHFUHRUNG VON BERECHNUNGEN

Zur L&sung der Eigenwertaufgabe (2.19) konnen
alle F.E.M.-Programme fiir dynamische Probleme ver-
wendet werden, die zur Bearbeitung voller Massen-

matrizen geeignet sind.

Wie in Abschnitt 3.2 gezeigt wurde, muB zur Massen-
matrix der Konstruktion die Matrix ¥ der hydrodyna-
mischen Massen addiert werden. Zur Bestimmung von E
wird flir jeden Freiheitsgrad an der benetzten Ober-
fld8che ein hydrodynamisches Problem nach Kapitel 4
geldst. Mit dem Umstrdmungspotential ¢i' das man fiir
jeden Freiheitsgrad erhdlt und dem Verschiebungs-
feld bj jedes Freiheitsgrades k&nnen die Elemente
von F nach Abschnitt 3.3 bestimmt werden. Der beschrie-
bene Vorgang ist im Blockdiagramm - Abb. 5.1 - im
Hauptblock FLUSSIGKEIT dargestellt.

In diesem Kapitel werden die Voraussetzungen zur Aus-
fiihrung der einzelnen Schritte aus Abb. 5.1 behandelt.
Zusdtzlich werden spezielle Aspekte beim Einsatz des
F.E.M.-Programmes ADINA [32] gezeigt, wobei auf die
Namen von Variablen, Feldern und Unterprogrammen die-

ses Programmes Bezug genommen wird.
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5.1 Eingabedaten

Bei Gebrauch der Singularitdtenmethode, wie in Kapitel 4
beschrieben, ist, im Gegensatz zur Beschreibung des
hydrodynamischen Problems mit finiten Elementen, ledig-
lich die benetzte Oberfldche in Quelldreiecke zu unter-
teilen. Zur Beschreibung der Unterteilung genligt es, die
Koordinaten der Knoten relativ zu einem globalen Koordi-
natensystem fir die Fliissigkeit anzugeben und jedes der
Elemente durch seine Ecken zu identifizieren. Das Koor-
dinatensystem der Fliissigkeit kann unabh&ngig von dem
der Konstruktion gewdhlt werden, muB aber so angeordnet
werden, daB Symmetrieebenen der benetzten Oberfl&che

mit den Koordinatenebenen Xy ,jZ und ZX iibereinstimmen.

Wie in Abschnitt 3.3 festgelegt, muB die benetzte Ober-
flidche der Konstruktion eine vollst&ndige Belegung von
Fldchenelementen aufweisen. In Sonderfdllen, bei denen
solche Belegung nicht vorhanden ist, etwa, wenn ein
Paneel als Trédgerrost idealisiert wird, miissen zusdtz-
liche Flé&dchenelemente geringer Steifigkeit eingefiihrt
werden, durch welche die Steifigkeit der Konstruktion
nicht wesentlich beeinfluBt wird, z.B.: Scheibenelemente
mit geringer Dicke. Dadurch biletet sich die M&glichkeit,
daB die Eingabe fiir die Filissigkeit aus den Eingabedaten
der Konstruktion automatisch generiert werden kann.
Zusdtzlich muB8 die Zuordnung zwischen Quelldreiecken und
benetzten Fldchenelementen der Konstruktion festgelegt

und eingegeben werden.

Spezielle Gegebenheiten bei Gebrauch des F.E.-Programms
ADINA

Im Programm ADINA sind zwei Typen von Fl&dchenelementen
enthalten: Ein vier- bis achtknotiges isoparametrisches
Scheibenelement und ein vier- bis sechszehnknotiges

Schalenelement.
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In der bestehenden Konfiguration des in dieser Arbeit
entwickelten Rechnerprogrammes wurden die in Abb. 5.2
gezeigten Unterteilungen beider Elemente in Quelldrei-

ecke festgelegt.

5.2 Aufbau der Transformationsdaten der Flilissigkeits-

elemente

Aus den Eingabedaten fiir die Fliissigkeit k&nnen die loka-

len Koordinatensysteme der Quelldreiecke nach (4.14a)

bis (4.14c) und die Rotationsmatrizen nach (4.12) bestimmt
werden. Damit sind die erforderlichen Koordinatentransfor-
mationen zur Bestimmung der Geschwindigkeiten und Poten-

tiale festgelegt.

Zum spédteren Aufbau der Rechte~Seite-Vektoren éy nach
Abschnitt 4.3 miissen die Normalvektoren der Elemente
- d.h. die /; -Vektoren der Elemente - gespeichert werden.

5.3 Bestimmung und Reduktion von A

Wie in Abschnitt 4.6 angegeben, werden bei der Behand-
lung der hydroelastischen Probleme nur Dreiecke mit kon-
stanter Quellstdrke und die Kollokationsmethode zur
Berechnung der Umstrdmungen nach (4.7) verwendet. Ent-
sprechend sind folgende Schritte zur Bestimmung und Re-
duktion der Matrix A ndtig:
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Scheibenelement
2 1 2 5 1
) 6 8
3 4 3 7 IA
vierknotig achtknotig
2 Quelldreiecke 8 Quelldreiecke
2 1 1 5 2
6 8
3=4 3=k
dreiknotig sechsknotig
7 Quelldreieck b Quelldreiecke
Plattenelement
2 1 2 5 1 2 9 5 1
6 1% 13 12
6 13 8
10 15 16 8
3 4 3 7 A 3 7 M ¢
vierknotig neunknotig sechzehnknotig
2 Quelldreiecke 8 Quelldreiecke 18 Quelldreicke
2 1=4 2 5  1=4 2 9 5 1=4%
6 13\ 4,
6 8
10 8
3 ' 3 3
dreiknotig sechsknotig neunknotig
7 Quelldreieck 4 Quelldreiecke 9 Quelldreiecke

Abb. 5.2 - Erlaubte Einsatzkonfigurationen der ADINA-Platten- und
-Scheibenelemente bei Behandlung hydroelastischer Probleme

und deren entsprechende Unterteilungen in Quelldreiecke
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- Jeder Auswertungspunkt, d.h. der Mittelpunkt jedes
Quelldreiecks, wird mit (4.13) in das globale Koordi-
natensystem der Flissigkeit transformiert. '

- Potential und Geschwindigkeit, die an jedem Auswertungs-
punkt durch jedes der Quelldreiecke induziert werden,

werden aus (4.21) und (4.22) bestimmt.

- Die Elemente der Koeffizientenmatrix A werden aus
(4.23) ermittelt.

- Zur Triangularisation von A muB beriicksichtigt wer-
den, da8 A asymmetrisch ist. Es wurde dazu das Unter-
programm UACTCL aus Zienkiewicz [28], Kapitel 24,

S. 746, benutzt.

5.4 Bestimmung von £

Nach Abb.5.1 sind zum Aufbau von E die Rechte-Seiten-
Vektoren §; und die Potentiale ¢, nétig.

Bei Gebrauch der Kollokationsmethode und konstanten Quell-
stdrken innerhalb eines Dreiecks handelt es sich bei dem
Rechte-Seiten-Vektor £k nach (4.24) und bei den Ansé&tzen

e f &be aus (3.10) um ein und dasselbe Feld,

Dies rechtfertigt die Gestaltung des Blockdiagramms
Abb. 5.1.

Die Potentiale @, sind nach den Bemerkungen zum Aufbau
von F in Unterabschnitt 4.3.1 zu bestimmen.
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Zum Aufbau von F muB zusdtzlich zu b und ¢; auch

der Fl&dcheninhalt aller Fliissigkeitselemente verfligbar
sein. Dieser ist im Block TRANSFORMATIONSCHARAKTERISTIK
in Abb. 5.1 vorhanden. Auf eine Verbindunéslinie wurde

der Ubersichtlichkeit wegen verzichtet.

Bemerkungen zum Gebrauch des F.E.-Programms ADINA

- Zum Aufbau der Rechte-Seiten-Vektoren b, werden die
Routinen TODMFE und SHFUNT (flir Scheiben- und Schalen-
elemente)des F.E.-Programms ADINA nach geringfligiger
Umgestaltung verwendet.

- Zum Aufbau von F werden entsprechend dem Zuordnungs-
faktor @f’ aus (3.10) die Element-Identifikations-
matrizen LM (I,J) verwendet. Fiir jede Elementgruppe
enthdlt LM zeilenweise die globalen Gleichungsnummern
des F.E.-Modells, die den Freiheitsgraden des Elements
entsprechen. Die LM-Matrizen werden mit einem Vorlauf
des Programms erstellt und auf externen Datentrdgern
gespeichert. Zum Aufbau von £ werden sie wieder abge-

rufen.

5.5 L&sung des Eigenwertproblems

Zur L&sung des Eigenwertproblems (2.19) wird das F.E.-
Programm ADINA [32] in fast unverdnderter Form eingesetzt.

Im ADINA-Programm werden Steifigkeits- und Massenmatrix
als Vektor gespeichert, siehe [33], Abschnitt 6.2.2.
Die Matrixelemente an der Hauptdiagonale k&nnen durch
einen Adressenvektor (MAXA-Vektor) identifiziert werden.

Diese Art des Speicherns erm&glicht es, daB nur ein
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Profil der Matrizen berilicksichtigt wird ("sky-line")
auBerhalb dessen die Matrizen lediglich Nullen enthalten,

die nicht gespeichert werden.

Im Laufe der Bestimmung der Matrix F zeigt es sich,

welche Freiheitsgrade der Konstruktion hydrody- .
namisch beeinfluBt sind.Damit, und mit dem Profil von
Steifigkeits- und Massenmatrix der trockenen Konstruktion,
kann ein neues Profil (durch einen entsprechend veré&nder-
ten MAXA-Vektor) bestimmt werden, das die hydrodynamischen
Einfliisse berilicksichtigt. Danach. genligt es, die Matrix E
auf die Gestalt der erweiterten Massenmatrix umzuformen,
damit beide Matrizen addiert werden kénnen. Dieée Umge-
staltung von E gehdrt in Abb. 5.1 zum Block
HYDRODYNAMISCHE KOPPLUNG.

Das ADINA-Programm bestimmt den MAXA~-Vektor

im Anfangsstadium der Berechnung, vor dem

Aufbau der globalen Matrizen. Wird der er-

weiterte MAXA-Vektor zu dieser Gelegenheit eingelesen, so
kann der Aufbau der Matrizen der Konstruktion schon mit
Berilicksichtigung des erweiterten Profils geschehen. Eine
nachtrédgliche, zeitaufwendige Umnumerierung des Speiche-
rungsvektors der Matrizen wird dadurch vermieden.

Die auf Vektorspeicherung umgestaltete Matrix F wird auch
vor dem Aufbau der globalen Matrizen eingelesen, und

zwar unmittelbar nachdem die Elemente der Massenmatrix

zur Aufnahme der Massenbeitrdge der Konstruktionselemente

auf Null gesetzt werden.

Danach lduft das ADINA-Programm in gewohnter Weise

durch die erforderlichen Schritte zur Bestimmung

der Eigenfrequenzen und -formen nach der Subspace-Itera-
tions-Methode, siehe Bathe [33]. Der Vorteil dieser Metho-
de ist die MOglichkeit, groBe Eigenwertprobleme l&sen zu
kénnen, ohne die Anzahl der dynamischen Freiheitsgrade zu

reduzieren.
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BEISPIELRECHNUNGEN

Die Einsatzfdhigkeit des in Kapitel 5 beschriebenen Aus-
wertungsverfahrens wird beziiglich Genauigkeit, Konvergenz,
Rechenzeiten und Idealisierungsaufwand anhand gezielter
Beispiele beurteilt, die mit Rechen- oder Versuchsergeb-

nissen verglichen werden.

Begonnen wird mit den klassischen Versuchen von Lindholm
et al. [3] zur Bestimmung der Eigenfrequenzen und Eigen-
formen eingetauchter Rechtecksplatten. Die von Morel [34]
durchgefiihrten Versuche und von Volcy et al. [35] mit ei-
nem auf Newton und 2Zienkiewicz [8] gestlitzten Verfahren
berechneten Eigenfrequenzen eingetauchter Platten werden
zum Vergleich herangezogen. Zum gleichen Zweck werden

die von Chowdhurry [10] durchgefiihrten Versuche und Be-
rechnungen zur Ermittlung der Eigenfrequenzen eines
Kastens benutzt. An dem Beispiel eines Ro-Ro-Schiffes [36]
wird schlieBlich der Einsatz der herkdmmlichen Lewis-
F.E.-Methode zur Bestimmung von Schiffsk&rperschwingungen
mit dem des vorgestellten hydroelastischen Verfahrens
verglichen. Die Rechenergebnisse werden mit Versuchsergeb-
nissen [37] verglichen.



- 66 -

6.1 Rechtecksplatte nach den Versuchen von Lindholm et al.

Die Versuche von Lindholm et al. [3] wurden mit einer
Reihe unterschiedlicher Platten durchgefihrt. Hier wird
nur die Platte untersucht, die in [3] unter der Nummer 10
aufgefiihrt wird. Fiir diese Platte werden die Knotenlinien

der Eigenformen gezeigt (Abb. 9 aus [3]).

Die charakteristischen Daten der zu untersuchenden Platte
werden in Abb. 6.1 gezeigt. Zur Vereinfachung wurden die
Abmessungen und Materialeigenschaften im englischen MaB-

system beibehaliten.

Zur F.E.—Idealisief&%g werden neunknotige ADINA-PIaéien-
elemente verwendet. Es werden drei verschiedene F.E.-
Unterteilungen (U,, U, und U;) untersucht (siehe Abb. 6.2),
wobei dicke Linien die Elementgrenzen darstellen und

jedem Kreuzungspunkt der gezeigten Linien ein Knoten ent-
spricht. Es wurde nur eine Hdlfte der Platte idealisiert,
da relativ zur Ebene XZ Symmetrie besteht. Es werden zwei
unabhdngige Rechnungen durchgefiihrt, eine mit Symmetrie-
randbedingungen an der Symmetrieebene zur Ermittlung der
symmetrischen Eigenformen, die andere mit Antisymmetrie-
randbedingungen an der Mittelebene. Die ersten finf Eigen- .
frequenzen der trockenen Platte werden neben denen der
Versuchsergebnisse in Tabelle 6.1 aufgelistet. Die ent-

sprechenden Eigenformen werden in Abb. 6.3 gezeigt.

Eigenfrequenz | gemessengerechnet '
(3] (3] U e Us
1 52,9 55,6 55,3 55,3 55,3
2 129,0 136,0 135,4 135,4 135,3
3 326,0 341,0 353,3 339,7 339,1
4 423,0 437,0 449,0 432,0 432,5
5 476,0 496,0 ' | 493,8 493,7 491,9
Tabelle 6.1 - gemessene und berechnete Eigenfrequenzen

in Hz der Platte 10 aus [3] - trocken
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YA
“
2
“
b 4 >
2 X
# _
“
4
N a
Abmessungen a=8in, b=8In
Dicke der Platte t = .1048 in
Dichte der Platte Q= 7.3240 «10°% 1o sec?/in*
Elastizitdtsmodul E = 30-10° Ibf /in?
QRuerkontraktionszahl v =.3
Dichte der Flissigkeit g = 9.3168 ~107°  lbf. sec’/in*

Abb. 6.1 -~ Charakteristische Daten der Platte 10 aus
Lindholm [3]
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U,

Abb. 6.2 - Verwendete F.E.-Unterteilungen der Platte 10 aus
Lindholm ([3]
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Abb. 6.3 - Eigenformen der trockenen Platte 10 nach Lindholm [3]
flir die Elementunterteilungen U;, U,, und U;
aus Abb. 6.2 ,
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Zur Behandlung des hydroelastischen Verhaltens wurde
jedes der drei F.E.-Modelle in Quelldreiecke unterteilt;
jedes Plattenelement enth&dlt dabei 8 Quellelemente
(siehe Abb. 6.4). Die dicken Linien entsprechen den

Grenzen der Plattenelemente.

Es wurde folgende Annahmen zur Umstrdmung der Platte gé—

macht:

- Die Grundebene der Platte (globale Ebene Xy) wird fiir

den hydrodynamischen Teil des Problems als Antisymmetrie-

ebene betrachtet. Damit genligt es, eine der Seiten der
Platte mit Quelldreiecken zu belegen. Da jedoch die

Platte mit voller Plattenstidrke im elast. Modell enthalten

ist, wurde die Dichte der Fliissigkeit OF mit doppel-

tem Wert genommen.

- Die Ebene zx wurde als Symmetrie- bzw. Antisymmetrie-
ebene betrachtet, entsprechend den Symmetrie- bzw.

Antisymmetriebedingungen des F.E.-Modells.

Die Eigenfrequenzen der benetzten Platte sind in Tabelle
6.2 den entsprechenden Versuchsergebnissen aus [3] gegen-
libergestellt. Zusdtzlich ist die prozentuale Verminderung
der Eigenfrequenzen der eingetauchten Platte relativ zu

den entsprechenden "trockenen" Eigenfrequenzen aufgelistet.

Die Eigenformen der benetzten Platten werden in Abb. 6.5

gezeigt.
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6.2

und U,; aus Abb.

6.5 - Eigenformen der benetzten Platte 10 nach Lindholm [3] fiir
die Elementunterteilungen U,, U,

Abb.
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Um die Knotenlinien der verschiedenen Eigenformen besser
erkennen zu k&nnen, wurden zusédtzliche Bilder mit ausge-
wdhlten Blickrichtungen erstellt. Die Platten werden

aus Richtung X fiir die Eigenformen 3 und 4 oder aué
Richtung Y fiir die Eigenform 5 betrachtet. Bei diesen
Blickrichtungen werden die Abmessungen b/2 bzw. a nicht
verzerrt dargestellt. In Abb. 6.6 und 6.7 werden die f
Knotenlinien der Eigenschwingungsformen (dick) filir das
trockene bzw. hydroelastische Verhalten gezeigt. Ledig-
lich Eigenformen 3, 4 und 5 sind abgebildet, da sich bei
Eigenformen 1 und 2 die Knotenlinien durch die Anwesen-

heit der Fliissigkeit nicht verschieben.

Interpretation der Ergebnisse

Aus dem Vergleich zwischen Abb. 6.6 und 6.7 und Abb. 9

aus [3] sind fiir die F.E.-Unterteilung U, gewisse Unter-
schiede im Verlauf der Knotenlinien zu erkennen. Die Uber-
einstimmung verbessert sich bei F.E.-Unterteilung U, fiir
die Knotenlinien der trockenen Platten. Unterschiede sind
aber noch bemerkbar filir die benetzte Platte. Flir die

feine F.E.-Unterteilung U; bestehen schlieBlich keine
meBbaren Unterschiede im Verlauf der Knotenlinien.

Aus Tabelle 6.1 kann man ersehen, daB8 die Eigenfrequenzen
der F.E.-Idealisierungen auch bei Verfeinerung der Unter-
teilung fast unverdndert bleiben, aber immer hdher als die
entsprechenden MeBwerte liegen. Dafilir ist die Uberein-
stimmung mit den nach [3] gerechneten Werten sehr gut.
Dies weist darauf hin, daB die Rechenmodelle den Versuchs-
aufbau nicht vollstédndig erfassen. Wegen der Unterschiede
zwischen gemessenen und gerechneten Eigenfrequenzen werden
in Tabelle 6.2 nicht nur die absoluten Werte der Eigen-
frequenzen der benetzten Platten, sondern auch deren
Verringerungen relativ zu den entsprechenden Frequenz-

werten der trockenen Platten gezeigt.
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An den prozentualen Verringerungen der Frequenzen aus
Tabelle 6.2 kann ersehen werden, daB unter Verfeinerung
der Elementunterteilung Konvergenzverhalten besteht.

Die gerechneten Verringerungen der Frequenzen niedriger
Schwingungsgrade sind den gemessenen néher als die der
héheren Schwingungsgrade. Dies ist dadurch zu erklédren,

daB fiir die komplexeren Eigenformen der hdheren Schwingungs-
grade die Belegung mit Flissigkeitselementen noch nicht
ausreichend fein ist. Sowohl an den prozentualen Verrin-
gerungen der Eigenfrequenzen als auch an den Verschie-
bungen der Eigenformen zeigt sich, daB die Singularitdten-/

F.E.-Methode sehr genaue Ergebnisse liefert.
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6.2 Rechtecksplatte nach Volcy et al. [35]

Volcy et al. [35] fiihrten Untersuchungen und Berech-
nungen mit der Methode der Fliissigkeits-Finite-Elemente-
Methode (Fluid Finite Element Method), kurz F.F.E.M.,
durch. In diesem Abschnitt wird der Vergleich mit dem
Beispiel der in [35], Abb. 5, gezeigten Platte beschrieben.

In Abb. 6.8 (a) werden die charakteristischen Daten dieser
Platte gezeigt. Die halbe Platte wurde in flnf neunknotige
ADINA-Plattenelemente unterteilt. Jedes Plattenelement
wurde mit acht Fliissigkeitselementen belegt, wodurch
vierzig zu bestimmende Quellstdrken entstanden (siehe

Abb. 6.8 (b)).

Die Idealisierung der Fliissigkeit, ebenfalls fiir eine
Darstellung der halben Platte mit finf Plattenelementen,
wird fir die F.F.E.M.-Untersuchungen von Volcy et al. [35]
in Abb. 6.8 (c) wiedergegeben.

Zum Vergleich wurde die trockene und die vollgetauchte
Version der Platte gerechnet. In Tabelle 6.3 sind die Ver-
suchs- und Rechenergebnisse nach Volcy et al. [35] wie
auch die Rechenergebnisse nach der Singularitdten-/F.E.-
Methode aufgefihrt:

trocken benetzt Ver;ingerung
in %
gemessen [35] 12,8 5,3 ‘ 59
F.F.E.M. [35] 13,91 6,42 54
S.F.E.M. 13,84 5,49 60

Tabelle 6.3 - Erste Eigenfrequenz einer in Abb. 6.8
gezeigten Rechtecksplatte nach Volcy
et al. [35]



- 79 -
Y — ) Z
“‘ﬁ(’ Abmessungen a=.2m, b=.5m
Dicke der Platte t =.006 m
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Abb. 6.8 - Eingespannte Rechtecksplatte nach Volcy [35]
a) charakteristische Daten
b) Idealisierung der Fliissigkeit nach der Singularitdten-/
F.E.-Methode
c) Idealisierung der Flissigkeit nach der F.F.E.M. [35]
Abb. 9
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Interpretation der Ergebnisse

Der geringere Idealisierungsaufwand bei der S.F.E.M.
ist bei Vergleich von Abb. 6.8 (b) und (c) offensicht=-
lich. '

An den prozentualen Verringerungen aus Tabelle 6.3 ist
bei der S.F.E.M. eine bessere Ubereinstimmung mit den

gemessenen Ergebnissen festzustellen als bei der F.F.E.M.

Die (geringfiligige) Uberschdtzung der Verringerung bei der
S.F.E.M. bezogen auf die gemessenen Ergebnisse kann dadurch
erkldrt werden, daB bei def Kollokationsmethode die hydro-
dynamischen Massen iiberschdtzt werden, wie es in Abschnitt
4.5 zu sehen ist.

Bei der F.F.E.M. werden die Verringerungen unterschéitzt.
Eine Erkl&drung daflir ist schwierig zu finden, weil zwei
entgegengesetzte Effekte eine Rolle spielen: Einerseits
bewirkt der begrenzte Flissigkeitsraum der F.F.E.M.-Idea-
lisierung eine Erhdhung der hydrodynamischen Masse, anderer-
seits beruht die F.F.E.M. auf einer Variationsformulierung
und muB deshalb eine obere Grenze zur gesuchten L&sung

liefern.
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6.3 Prismatischer Kasten nach Chowdhurry [10]

Chowdhurry [10] fihrte Berechnungen und Untersuchungen
mit einem frei schwimmenden und einem einseitig einge-

spannten, halbgetauchten prismatischen,’ oben offenen

Kasten durch.

Zum Vergleich des von Chowdhurry verwendeten hydroelasti-
schen Verfahrens mit dem hier entwickelten wurde das
Beispiel des eingespannten Kastens bevorzugt. Die charak-
teristischen Daten dieses Kastens werden in Abb. 6.9 ge-
zeigt, wobei wieder zur Vereinfachung des Vergleichs das

englische MaBsystem beibehalten wurde.

Zur F.E.-Idealisierung wurden das neunknotige ADINA-Platten-
element und das SAP-Plattenelement benutzt. Dank der Symme-
trie relativ zur XZ-Ebene war nur eine Hdlfte des Kastens

zu idealisieren. Die entsprechenden Elementunterteilungen
werden in Abb. 6.10 fiir den halben Kasten gezeigt. Der
tibersichtlichkeit wegen wurde eine von Abb. 6.9 verschie-
dene Blickrichtung gewdhlt. Die Unterteilung U; wurde

mit SAP-Elementen, die Unterteilungen U, und U; wurden

mit ADINA-Elementen dargestellt.

Die Eigenfrequenzen des trockenen Kastens werden in Tabelle
6.4 neben den gerechneten und gemessenen Werten von
Chowdhurry [10] aufgefiihrt. Die Bezeichnungen S und A be-
ziehen sich auf die Gestalt der Eigenform (symmetrisch

und antisymmetrisch relativ zur Ebene ZX).
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Plattendicke t = .0625 in

Dichte der Konstruktion Qx = 73240 »107% Ibf. sec’/in*
Elastizitdtsmodul E =30 ~10° lbf /in®
Querkontraktionszahl v =.3

Dichte der Flissigkeit o = 9.3168 x107°  Ibf.sec/in*

Abb. 6.9 - Charakteristische Daten eines eingespannten prismatischen
offenen Kastens nach Chowdhurry [10]
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‘Di& ersten vier Eigenformen werden in Abb. 6.11 fir die
Unterteilungen U; und U; gezeigt. Die Eigenformen der
Unterteilung U, sind denen der Unterteilung U; sehr

Zhnlich und werden deswegen nicht gezeigt.

Aus Tabelle 6.4 ist zu erkennen, daB8 die Rechenergebnisse
von Chowdhurry [10] und Unterteilung U, in den ersten
Frequenzen weitgehend libereinstimmen, was auch durch
Vergleich von Abb. 6.11 und Abb. 12, 13, 14 und 15 aus [10]
bestdtigt wird. Dies gilt jedoch nicht fiir die Ergebnisse
der Unterteilungen U, und U; . Die mit diesen Systemen
berechnete niedrigste Frequenz entspricht einer antisymme-
trischen Eigenform. Aus den sehr &hnlichen Ergebnissen der
Unterteilungen U, und U, ist zu schlieBen, daB das von
Chowdhurry benutzte F.E.-Modell &hnlich wie das Modell U,
zu grob war. Es wird vermutet, daB Chowdhurry die MeSfer-
gebnisse seinen Rechenergebnissen zuzuordnen versuchte,

da gemessene Eigenformen von ihm nicht angegeben werden.
Die genaue Messung von Schwingungsformen erfordert eine
aufwendige Erfassung der phasengerechten Zuordnung von
Schwingungsamplituden an verschiedenen Stellen des Mef-
kbrpers. Die Beschreibung der Versuche in [10] gibt darauf
keinen Hinweis. Daher wird angenommen, daB die angegebene
Zuordnung nicht korrekt ist. Der Versuch einer neuen ZzZu-
ordnung ist in der letzten Spalte auf der rechten Seite
von Tabelle 6.4 zu finden. Es wurde darauf geachtet, daB
die Rechenwerte erwartungsgemdB8 héher als die entsprechenden
MeBwerte seinh sollten; in Chowdhurry's Zuordnung war dies
nicht immer der Fall {siehe Frequenzen 4, 5, 7, 10).

Diese neue Zuordnung ist fiir Unterteilung U; geeignet und
zeigt sehr gute Ubereinstimmung. Bei Unterteilung U,

sind noch Abweichungen festzustellen.

Daraus ist zu entnehmen, daB Unterteilung U; fein genug
zur Ermittlung der ersten 10 Eigenfrequenzen ist und Unter-
teilung U; wie auch Chowdhurry's F.E.-Modell zu grob sind.

Flir einen relativ einfachen Kasten ist also ein F.E.-Modell
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und

6.11 - Erste von vier Eigenformen des trockenen prismatischen
Kastens nach Chowdhurry [1C] flir Idealisierung

Abb.
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mit {iber 500 Freiheitsgraden erforderlich, um die ersten
10 Eigenfrequenzen genau berechnen zu k&nnen.

Zur Bestimmung des hydroelastischen Verhaltens wurden nur
die F.E.-Modelle mit den Unterteilungen U, wund U; benutzt.
Die zur Darstellung der Umstrdmung bendtigten Quelldrei-
ecke werden fiir F.E.-Unterteilungen U, und U; in Abb. 6.12
gezeigt. Die Koordinatenachsen E}g,f des globalen Koordi-
natensystems der Fliissigkeit sind ebenfalls dargestellt.

Da bei den Versuchen der Kasten an einer Wand des Fliissig-
keitsbehdlters eingespannt war, wurde eine Spiegelung
(Symmétrie) der Umstrdmung an der Einspannebene (Ebene yZ
in Abb. 6.12) angenommen. SinngemdB zu den erlaubten Be-
wegungen der Konstruktion wird an der Symmetrieebene XZ
Symmetrie bzw. Antisymmetrie der Umstrdmung angenommen.
Zusdtzlich wurde Antisymmetrie relativ zur freien Wasser-

oberfldche (Ebene Xy ) angesetzt.

Die Eigenfrequenzen des benetzten Kastens werden in Ta-
belle 6.5 wiederum den MeBergebnissen aus [10] gegeniiber-
gestellt. Da in [10] keine Angaben lber Eigenformen ge-
macht wurden, muB der Versuch einer Zuordnung zwischen
MeB8- und Rechenergebnissen {iber eine Anpassung der gefun-
denen Eigenfrequenzen erfolgen. Dazu wurde wieder iiber-
legt, daB die gerechneten Eigenfrequenzen etwas iliber den
ihnen entsprechenden Versuchswerten liegen miissen. Die

erhaltene Zuordnung scheint zufriedenstellend zu sein.
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U, und U,

.—Unterteilungen

des Kastens nach Chowdhurry [10]

Abb. 6.12 - Quelldreiecksbelegung der F.E
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In Abb. 6.13 und 6.14 werden auf der linken Seite die
Eigenformen des trockenen Kastens und auf der rechten
Seite die des benetzten Kastens gezeigt. Dabei wurde
versucht, Eigenformen vergleichbaren Charakters fiir

trockene und benetzte Konstruktion einander zuzuordnen.

Der fiinfte Schwingungsgrad des trockenen Kastens ent-
spricht nur angendhert dem dritten Schwingungsgrad des
benetzten Kastens, wobei der erste Grad der Kragarmver-
formung (erkennbar an der vertikalen Verschiebung der
Kante L&ngswand/Boden) bei beiden Eigenformen iberwiegt.
Flir eine Schwingungsform dieser Art ist die hydrodyna-
mische Masse gréBier, was die im Vergleich zu den anderen
Eigenformen unverhdltnism&Big starke Verringerung der
Eigenfrequenz vom trockenen zum benetzten Kasten erklidrt.
Fir die hbheren Schwingungsgrade wird eine eindeutige

Zuordnung der Schwingungsformen schwieriger.

Um die relative Genauigkeit der Fliissigkeitsidealisierung
beurteilen zu kdnnen, werden in Tabelle 6.5 drei zusdtz-
liche Spalten fiir die prozentuale Verringerung der Fre-
guenzen durch den EinfluB der umgebenden Flissigkeiten
vergleichbarer Eigenformen angegeben. Sowohl fiir Unter-
teilung L& als auch - entsprechend besser - fiir U; sind
gute Ubereinstimmungen mit den Verringerungen der Eigen-
frequenzen der Versuchsergebnisse festzustellen. Es wird
aber noch einmal darauf hingewiesen, da8 die Eigenformen
der Versuchsergebnisse nicht angegeben wurden, wodurch
die vorgenommenen Zuordnungen zu den Ergebnissen aus [10]

MutmaBungen darstellen.
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BENETZT

TROCKEN

6.13 - Eigenformen des benetzten und des trockenen Kastens fir

F.E.-Unterteilung U; nach Chowdhurry [10]

Abb.
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BENETZT

TROCKEN

1031 Hz

nach Chowdhurry [10]

6.14 - Eigenformen des benetzten und des trockenen Kastens fiir
F.E.-Unterteilung U;

Abb.
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6.4 Ro-Ro-Schiff nach [36]

Als Beispiel fiir die Anwendung der S.F.E.M. fiir

die Berechnung von Schiffsschwingungen wirde das
Ro-Ro-Schiff MS "Reichenfels" [36], fiir das bereits
Rechen- und Versuchsergebnisse vorliegen, gew&hlt.
Versuchsergebnisse sind in [37] beschrieben.
Berechnungen mit den F.E.-Programmen GLSAP [38] und
GLADINA [33] bei Ansatz hydrodynamischer Massen nach

Lewis sind in [39] beschrieben.

Zur Bestimmung des hydroelastischen Verhaltens wurde das
F.E.-Modell aus [39] verwendet. Dieses F.E.-Modell be-
steht ausschlieBilich aus Scheiben- und Stabelementen.
Die AuBenhaut wurde mit drei¥ und vierknotigen Scheiben-
elementen idealisiert. In Abb. 6.15 ist die F.E.-Ideali-
sierung einer Hdlfte der AuBenhaut gezeigt. Dieses Bild

gibt einen Eindruck von dem gewdhlten Unterteilungsgrad.

Zur Bestimmung der Umstrdmungen wurde die AuBenhaut in
Quelldreiecke unterteilt, siehe Abb. 6.16. Diese Unter-
teilung wurde automatisch mit einem Datengenerierungs-
programm aus den Eingabedaten des F.E.-Modells erstellt.
Die benetzten Scheibenelemente wurden in ein oder zwei
Quelldreiecke entsprechend Abb. 5.2 unterteilt. Die Zu-
ordnung zwischen Konstruktions- und Fliissigkeitselementen
geht automatisch aus der Datengenerierung hervor.

Die Bedingung ¢ =0 an der freien Wasseroberfldche wurde
durch Annahme von Antisymmetrie der Umstrdmung relativ

zur Ebene Xy erzwungen.

Die ersten 15 Eigenfrequenzen sind in Tabelle 6.6 neben
denen der Berechnungen aus [39] und Versuchsergebnissen
aus [37] gegenlibergestellt.
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Abb. 6.15 - F.E.-Idealisierung (H&lfte) der AuBenhaut der
MS "Reichenfels" [36]

Abb. 6.16 - Quelldreieckbelegung der F.E.-Idealisierung der AuBen-
haut der MS "Reichenfels" ([36]



Die in Tabelle 6.6 beschrifteten Eigenformen sind in

Abb. 6.17 bis 6.23 dargestellt. Oben links ist der hin-
terste, unten rechts der vorderste Querschnitt darge-
stellt. Die Langsansichten und -schnitte sind in Abb. 6.17
beschriftet.

Die konventionellen Berechnungen mit GLSAP und GLADINA
liefern weitgehend identische Ergebnisse. Die Analyse

mit GLADINA wurde bei Ansatz gleicher Massenbelegung wie

bei der GLSAP—Berechnung durchgefihrt, um Einflisse, die

auf das Verhalten der unterschiedlichen Scheibenelement-
modelle beider Programme zurilickzufiihren sind, zu beseiti-
gen. Nennenswerte Unterschiede ergeben sich erst bei hdheren

Schwingungsgraden.

Eigenformen FREQUENZEN in Hz
S.F.E.M. GLSAP [39] | GLADINA | Versuch[37]
LGr. Vertikal 1,1 1,3 1,3 1,1
L.Gr. Horizontal 1,6 1,9 1,9 -
2,2 2,2 2,2 -
ILGr. Vertikal 2,2 2,4 2,4 2,2
LGr. Torsion 3,0 2,9 2,9 2,9
ILGr. Vertikal 3,3 3,5 3,4 -
I.Gr. Horizontal 3,4 3,7 3,7 ' -
4,3 4,1 4,1 -
IV. Gr. Vertikal 4,4 4,4 4,3 -
4,6 4,7 4,7 -
5,1 5,3 4,9 -
5,7 5,4 5,5 -
5,7 5,7 5,5 -
5,8 5,9 5,9 -
6,4 6,1 6,3 -
Tabelle 6.6

Vergleich der geréchneten mit gemessenen Eigenfrequenzen des MS - "Reichenfels"”
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Aus Tabelle 6.6 ist folgendes hervorzuheben:

- Es besteht sehr gute Ubereinstimmung zwischen den Ergeb-
nissen der hier geschilderten Berechnung und den gezeigten
Versuchsergebnissen. Dabei ist hier auf den Unterschied
in der Interpretation der Versuchsfrequenz 2,9 Hz
hinzuweisen. In [37] wurde diese Frequenz dem dritten
Grad vertikaler Schiffskdrperschwingung zugeordnet. Eine
nachtrédgliche, erneute Analyse der MeBwerte von Probe-
fahrt und Messungen im Betrieb, die vom Germanischen
Lloyd zur Verfiligung gestellt wurden, zeigte nach genau-
er Betrachtung der Phasenwinkel der einzelnen Schwin-
gungssignale, daB es sich um den ersten Torsionsschwin-

gungsgrad handelte.

- Im Vergleich mit den Rechenergebnissen nach ADINA [33]
ist zu bemerken, daB die in dieser Arbeit berechneten
Frequenzen bis 4,4 Hz unter denen der ADINA-~-Rechnung
liegen und oberhalb 4,4 Hz dariiber. Die Ubereinstimmung
in der Umgebung von 4,4 Hz ist damit zu erkldren, daB der
Reduktionsfaktor (J-Faktor) zur Berilicksichtigung der
rdumlichen Umstrdmung bei der Bestimmung der festen
Lewis-Massen in der GLSAP-und GLADINA-Rechnung fiir eine
finfknotige Schwingungsform angesetzt wurde. Dadurch
sind fiir niedrigere Schwingungsgrade die Zusatzmassen
zu niedrig angesetzt und fir hohere Schwingungsformen
diberschatzt.

In der hydroelastischen L&sung der Aufgabe tritt dieses
Problem nicht auf, da in einem einzigen Rechenvorgang die
hydrodynamischen Effekte aller Frequenzen richtig ermittelt
werden. Es ist zu betonen, daB der nicht geringe Aufwand
bei der Aufbereitung und Einspeisung der Lewisschen ZzZu-
satzmassen v5llig entf&dllt. Demgegeniiber steht allerdings
der hdhere Rechenaufwand, der einerseits durch Erstellen

der hydrodynamischen Massenmatrix und andererseits

durch Ldsen einer Eigenwertaufgabe mit erweiterten Matrizen
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entsteht. Mit der Weiterentwicklung der Rechner fillt

jedoch die Bedeutung des Rechenaufwandes weiter in den Hinter-
grund. Einige pfaktische Angaben zu den gezeigten Bei-
spielen werden im Folgenden beschrieben. .
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6.5 Beurteilung der Einsatzfdhigkeit der S.F.E.M.

Die Beispiele der Abschnitte 6.1 und 6.3 wurden zur
Beurteilung der Einsatzfidhigkeit der S.F.E.M. fir die
Behandlung des lokalen Verhaltens benetzte{{ auwerke,

das Beispiel in Abschnitt 6.4 fiir die Beﬁﬁr ung globaler
Schwingungen benutzt. Daraus ergab sich, daB die verwende-
ten Unterteilungen der Konstruktionselemente in Quelldrei-
ecke geeignet sind, lokale Schwingungsformen recht genau

zu erfassen. Die von den Konstruktionselementen abhidngige
Idealisierung der Fliissigkeit ist der Darstellungsf&dhigkeit

diese Konstruktionselemente angepaBt.

Das Beispiel der MS "Reichenfels" wurde zur Beurteilung

der praktischen Einsatzf&dhigkeit der S.F.E.M. fir die Be-
handlung von Schiffsschwingungen benutzt. Es konnte gezeigt
werden, dafl die S.F.E.M. eine Alternative zur herk&mmlichen
F.E.-Methode mit hydrodynamischen Massen nach Lewis (Lewis-
F.E.M.) ist, die sich durch einfachere Datenerstellung und
zumindest nicht ungenaueren Ergebnissen auszeichnet, aller-

dings gr8Beren Rechenaufwand erfordert.

Zum Vergleich der Rechenzeiten beider Methoden mu8 auf die
Rechenweise des Subspace¥Iterations—Algorithmus eingegangeén
werden (ndheres siehe Bathe [33], Abschnitt 12.3).

Ein erster Schritt besteht dabei in der Faktorisierung der
Steifigkeitsmatrix. Dabei steigt der Reéhenaufwand quadratisch
mit dem quadratischen Mittel (Root Mean Square, kurz R.M.S.)
der in Abschnitt 5.5 erwdhnten Spaltenhhen und linear mit

der Anzahl der Gleichungen. Danach werden die Iterationen
durchgefihrt. Flir jede Iteration ist der Anstieg des

Rechenaufwandes linear mit dem arithmetischen Mittel der
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Spaltenhthen und ebenfalls linear mit der Anzahl der

Zeilen (Gleichungen).

zum Vergleich werden in Tabelle 6.7 die Mittel der Spal-
tenhShen fir einen Lewis-F.E.M.-Lauf und S.F.E.M.-Lauf der
MS "Reichenfels" gezeigt. Die Anzahl der Gleichungen hat
sich dabei nicht erhdht. .

Mittel der Lauf Anstieg der

Spalten- Rechenzeit

h&hen Lewis-F.E.M. S.F.E.M.

arithme- 114 275 2,4fach, pro

tisch ;
Iteration

7fach, einmalig
R.M.S. 125 339 f.Faktorisierung

Tabelle 6.7 - Vergleich des Rechenaufwandes zwischen der
Lewis-F.E.M. und der S.F.E.M. bei
MS "Reichenfels"”

Dabei muB gesagt werden, daB die Werte fiir den S.F.E.M.~-
Lauf erst nach einer Bandbreitenoptimierung der Steifig-
keitsmatrix bei Berilicksichtigung der hydrodynamischen

Kopplung erzielt werden konnten.

Bei der Lewis-F.E.M.-Rechnung waren die PRechenzeiten fiir
die Faktorisierung und fiir die Iterationen etwa gleich.

Bei einem Richtwert von acht Iterationen :betrug die Rechen-
zeit mit der S.F.E.M. etwa das dreifache der der Lewis-
F.E.M. Dabei gehdren nur 382 der 1926 Freiheitsgrade der

MS "Reichenfels" zur benetzten Oberfl&che. Die Rechenzeit
zum Erstellen der hydrodynamischen Massenmatrix betrug
etwa ein Zehntel der Rechenzeit filir die Bestimmung der

Eigenwerte.
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Obwohl, wie gezeigt, die S.F.E.M. eine gute und auch be-
gueme Alternative zur konventionellen Lewis-F.E.M. bei

der Bestimmung der unteren Schwingungsgrade des Schiffs-
kdrpers darstellt, ist zu betonen, daB ihre Stdrke in der
Erfassung von Schwingungsvorgdngen liegt, bei denen die
Lewis-F.E.-Methode versagt. Dies ist etwa der Fall bei
Schwingungen im Bereich des Hintefschiffes odér des Maschi-

nenraumes sowie bei K&rperschwingungen offener Schiffe.

Aus dem Beispiel der eingespannten Platte Abschnitt 6.2
ging hervor, daB sowohl vom Idealisierungsaufwand her als
auch von der Genauigkeit die S.F.E.M. gegeniiber der F.F.E.-
Methode mit Darstellung auch der Fliissigkeit durch finite
Elemente Vorteile bietet. Dabei sind beide Methoden vom
Rechenaufwand her etwa gleich. In der F.F.E.M. muB zur
Bestimmung der hydrodynamischen Kopplungsmatrix eine Kon-
densation der Flissigkeitsfreiheitsgrade auf die Anzahl
der Freiheitsgrade an der benetzten Oberfliche vorgenommen
werden. Dieser Vorgang entfdllt bei der Singularit&dten-
Methode, die dafilir einen h&heren Aufwand zur Bestimmung
der einzelnen Elemente der Matrix A aufweist. Zur Be-
stimmung der Eigenwerte ist der Aufwand beider Methoden
gleich. '
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ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Arbeit wird eine Methode zur Bestim-

mung der Eigenfrequenzen und Eigenformen hydroelastischer

"Systeme, die Singularitdten-/Finite-Elemente-Methode

(S.F.E.M.) vorgestellt. Sie bestimmt Eigenfrequenzen und
-formen linear-elastischer Konstruktionen, die teilweise
oder ganz in eine ideale Fliissigkeit eintauchen. Im Fall
einer freien Oberfldche der Flissigkeit wird nur der Grenz-

fall hoher Frequenzen erfaBt.

Im Gegensatz zu den schon seit ldngerem bestehenden
Methoden, bei denen die Fliissigkeit mit finiten Elementen
dargestellt wird, werden hier die Flissigkeitseffekte
durch eine Singularit&tenbelegung der benetzten Kdrper-
oberfldche erfaBt. Die Konstruktion wird mit finiten
Elementen dargestellt und der EinfluB der Flissigkeit
durch Erweiterung der Massenmatrix der Konstruktion mit
einer Zusatzmatrix berilicksichtigt. Diese Zusatzmatrix ent-
hdlt die Information i{ber die hydrodynamische Kopplung
aller Freiheitsgrade an der benetzten Oberfl&dche. Jedes
Element dieser Matrix wird bestimmt, indem das zu einer
Einheitsbewegung des betrachteten Freiheitsgrades der
benetzten Oberfl&che entsprechende Geschwindigkeitspoten-
tial der Umstrdmung bestimmt, mit dem Verschiebungsfeld
einer Einheitsbewegung in Richtung eines anderen Frei-
heitsgrades multipliziert und das Produkt iliber die be-

netzte Oberfl&dche integriert wird.

Die numerischen Schwierigkeiten bei einer allgemeinen Be-
legung der benetzten Oberfldche mit Singularitdten wurden
iiberwunden, indem Quelldreiecke mit konstanter Quellstdrke
verwendet und Auswertungen nur an dén Mittelpunkten dieser
Elemente unternommen wurden. Die Elemente erwiesen sich
als sehr gut zur Darstellung der zu untersuchenden Stré-
mungen. Allerdings zeigte sich die Tendenz zur gering-

fligigen Uberschdtzung der kinetischen Energie der Fliissig-

-keit.

An Beispielen wurde die Einsatzf&higkeit der vor-

gestellten S.F.E.M. getestet. Die Methode erwies
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sich als sehr genau. Die Tendenz, die Fliissigkeits-
wirkung zu {iberschitzen, liefert einen Ausgleich zur
t'lberschdtzung der potentiellen Energie der elastisch
verformten Konstruktion bei allen F.E.-Programmen.

Im Vergleich mit den bestehenden Methoden zur Behand-
lung hydroelastischer Probleme f&llt hier auch die Ein-
schrdnkung weg, da8 der idealisierte Fliissigkeitsraum

endlich ist.

Es wird'gezeigt, daB der Idealisierungsaufwand fiir die
Fliissigkeit bei der S.F.E.M. geringer ist als bei den
herkmmlichen Methoden zur Berlicksichtigung der Fliissig-
keit mit F.E.-Rechnungen. Bei bestehenden F.E.-Modellen
ist die Idealisierung der Flissigkeit ein zweitrangiges
Problem, das mit Hilfe eines sehr einfachen Datengene-

rierungsprogrammes leicht geldst wird.

Anhand der Berechnung der Eigenfrequenzen und Eigenformen
eines groBen Ro-Ro-Schiffes wird gezeigt, daB die S.F.E.M.
einerseits wegen des Verschﬁindenden Idealisierungsauf-
wandes fiir die Fliissigkeit und andererseits dank der
genaueren Ergebnisse eines verbesserte Alternative zur
herkdmmlichen Behandlung mit einem F.E.-Modell fiir die

Konstruktion und festen Zusatzmassen darstellt.

Der erh6hte Rechenaufwand der S.F.E.M. ist bei den
leistungsfédhigen, modernen Rechenanlagen durchaus ver-

tretbar.
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Liste der Symbole

In der folgenden Liste werden die in dieser Arbeit verwendeten Symbole in zwei
Klassen unterteilt angegeben: Vektor-GroBen und Skalar-Groflen. Neben einer
Kurzbezeichnung wird die Stelle des Textes angegeben, in der das Symbol erstmals
erscheint und definiert wird.

Vektor-Groen

A Matrix der hydrodynamischen Koeffizienten; Gl. (4.11)

b; Rechte-Seiten-Vektor; Gl. (4.11)

F hydrodynamische Kopplungsmatrix; Gl. (2.19)

h; Verschiebungsansitze; Gl. (2.10)

b,  Wertvon h.  anPunkt i, ;Gl (3.10)

i Richtungsvektor des Freiheitsgrades i ; Gl. (3.2)

j!,j",ig Richtungsvektoren der lokalen Koordinatenaxen; Gl (4.14)
i siehe |

K Steifigkeitsmatrix; Gl. (2.19)

L siehe |

M Massenmatrix; Gl. (2.19)

n Normalvektor zu S; Gl. (1.7)

0, Normalvektor zu S an Punkt | ; Gl. (4.24)

”i; Auswertung von 1 an Punkt i, von Element f; Gl. (3.10)
Nle Matrix der Formfunktionen; Gl. (3.2)

[\_lf[ Wert von Me an Punkt k; Gl. (3.10)

R, Rotationsmatrix von Element k; Gi. (4.12)

u Verschiebungsfeld; Gl. (1.2)

a Geschwindigkeitsfeld; Gl. (1.2)

I

X

Positionsvektor von Punkt [ ; Gl. (4.13)
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Skalare GroBen

a; i=12,..,n Unbekannte Koeffizienten der Konstruktion; Gl. (2.10)
a; k=12 ..,n Unbekannte Koeffizienten der Fliissigkeit; GL. (4.2)
Komponente von b;  fiir Punkt | ; Gl. (4.24)

fi Potentialansatz; Gl. (4.2)

fu Wert von f, auf Punkt | ; Gl. (4.25)

m Anzahl der Ansatzfunktionen fiir die Fliissigkeit; Gl. (4.2)
n, Anzah] der Verschiebungen der Konstruktion; Gl. (3.2)
Ne Anzahl der Elemente der Konstruktion; Gl. (3.1)

Ne Anzah] der Quelldreiecke; Gl. (4.16)
Nip Anzahl der Integrationspunkte; Gl. (3.10)

NE Formfunktionen; Gl. (3.1)

q Anzahl der Knoten eines Elementes; Gl. (3.1)
A Spannungsoperator; Gl. (1.3)

S Benetzte Oberfliche; Gl. (1.7)

104 Verzerrungsoperator; Gl. (1.3) und (1.4)
¥ Fliissigkeitsraum; Gl. (1.7)

d',-lb ¢ Zuordnungsfaktor; Gl. (3.2)

6}:,9 Zuordnungsfaktor; Gl. (3.9)

p Geschwindigkeitspotential; Gl. (1.7)

P Potential fiir Freiheitsgrad i ; Gl. (2.11)
i Wert von ¢; an Punkt j, ; Gl. (3.10)

v Gradientenoperator; Gl. (1.7)

Or Dichte der Fliissigkeit; Gl. (1.7)

Qx Dichte der Konstruktion; Gl. (1.2)

w Kreisfrequenz; Gl. (2.1)

@ Definitionsgebiet der Konstruktion; Gl. (1.2)
Qe Definitionsgebiet des Elementes e ; Gl. (3.3)



