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Rollzustände großer Amplitude in seitlicher Dünung

Dr. Hellmut Bau man n, Institut für Schiffbau der Universität Hamburg

1. Einleitung

Gegenstand der Betrachtung sind die stationären Roll-
zustände von Schiffen in seitlicher Dünung. Besonders werden
die bei großen Rollwinkeln auftretenden nichtlinearen Effekte
erörtert. Die Methode der Darstellung besteht darin, daß die
Dünung nur durch Steilheit und Länge der Wellen gekenn-
zeichnet wird, daß also die genaue Wellenform unberücll:sich.
tigt bleibt bzw. im Einzelfall passend angenommen wird.
Hierin liegt zweifellos eine Willkür; das trifft aber auf die
sonst übliche Annahme einer sinusförmigen Welle ebenfalls
zu. Solange jedoch hinsichtlich so wichtiger Dinge wie der
hydrodynamischen Trägheit und Dämpfung der Schiffe noch
immer Ungewißheiten bestehen, müßte es übertrieben er-
scheinen, wollte man der Wellen form allzu große Sorgfalt wid-
men. Im Gegensatz zu den in der Literatur versC'hiedentlkh er-
schienenen sin-Ansätzenl), welche ein Näherungsverfahren er-
forderlich machen, das bei größeren Rollamplituden aus Kon-
vergenzgründen zumindest praktisch versagt, bedienen wir uns
bewußt einer ungenauen Wellendarstellung und erhalten da-
für einfache mathematische Beziehungen, welche im ganzen
Stahilitätsumfang des Schiffes für die angenommenen Diinungs-
wellen bei Vernachlässigung der Dämpfung exakt gelten und
auch eine elementare graphische Konstruktion der Resonanz.
kurven sowie der Grenze beständiger Rollzustände ermöglichen.
Bei Berücll:sichtigung der Dämpfung können die Resonanz-
kurven und die Beständigkeitsgrenze ebenfalls leicht kon-
struiert werden. Das Resultat ist aber mehr qualitativ zu ver-
stehen, solange uns die genaue Kenntnis der hydrodynamischen
Dämpfung fehlt.

2. Die Bewegungsgleichung

Wir beschreiben das Rollen eines Schiffes in seitliC'her
DÜnung durch die Differentialgleichung

M(t)-1'. (jJ+ W (Ts)'~' + p. [1 + ß (t)]. h (1/') = O. (1)

Dazu sind folgende Voraussetzungen und Bemerkungen zu
machen:

Die Wellenlänge J. der Dünung sei im Vergleich zur Schiffs.
breite B groß genug, mindestens

:I.
>B.
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Dann nimmt das Schiff an der Orbitalbewegung des Wassers
teil und kann unter Beibehaltung seines Deplacements rollen.

Zusätzlich zur Schwerebeschleunigung unterliegt es dabei
noch der Orbitalbeschleunigung vom Betrage rw2 (1'= Orbital-
radius, lt) = dessen Winkelgeschwindigkeit = Kreisfrequenz).
Der resultierende Vektor schwankt periodisch sowohl in seiner
Richtung als auch in seiner Größe; er steht bekanntlich senk-
recht auf der Wellenoberfläche. Die statische Gleichgewichts-

la~e dcs Schiffs ist Z\!f Wasseroberfläche orientiert, sie pendelt

------1) Zum Beispie! die Ziffern [3J, [5J, [7J und [9J des am Schluß be-
findlichen Literaturauszugs. - Aus der FüHe der Arbeiten über
SChwingungen nichttinearer Systeme werden dort nur solche auf-
gezählt, de,'en Anwendung auf das RoHen der Schiffe unmitte!ba,'
gegeben ist.

2

also wie diese um einen Winkel it (t) gegen den Horizont; für

dessen Amplitude, die Wellenschräge it, gilt in einer Gerstner'-
sehen Trochoidenwelle die Beziehung

rw2 2 Jt l'
sin it = g Je

(3)

Bei einer Krängung 1/' aus der jeweiligen statischen Gleich-
gew ichtslage ist der Hebelarm h N) derselbe wie in ruhigem

Wasser. Wir setzen eine symmetrische Hebelarmkurve

h(1/') = ~h (~1/')

bis zur Grenze des Stabilitätsumfangs 1/'" voraus. Das S(fIiffs-
gewicht nimmt jedoch wegen der Größensmwankung des resul-
tierenden SC'hwerevektors einen veränderlimen Momentanwert

P . [l + ß (t)I (4)

an, wo 13(t) im Wellental positiv, auf dem Wellenberg negativ
ist. In sinusförmiger Dünung gilt

4 Jt21'2
f32(t) + i}2(t ) = ---~- < 1

Je2
(5)

es ist z. B. fiir die Standardwelle (2 r : Je= I : 20)

IT

If31 = litl =
20 = 0,157. (6)

Der Rollwinkel gegen den Horizont ist

<p(t) = 1/'(t) + \'t(t) . (7)

(2)

Das Trägheitsmoment l' des Smiffes sei konstant. Die Fre.
quenzabhängigkeit seines hydrodynamischen Anteils kann ver-
nachlässigt werden, solange die von dem rollenden Schiff
ausgehende Welle die Voraussetzung (2) erfüllt.

Das Dämpfungsmoment von Smiffen ist noch zu wenig er.
forscht, als daß man dafür einen analytischen Ausdrucll: an-
geben könnte. Es hängt in hydrodynamism komplizierter
Weise u. a. von der Schiffsform, der Schwerpunktlage, der
Rollperiode und den Augenblicll:swerten des Rollwinkels und
der Winkelgesrowindigkeit ab. Wir berücll:siclltigen nur seine
Abhängigkeit von der Rollperiode Ts und setzen es propor-
tional der Winkelgeschwindigkeit ~ relativ zur Wasserober-

fläme.

3. Rollen in ruhigem Wasser

Als Grundlage fiir die Berechnung der erzwungenen Roll-
schwingungen in Diinung betraroten wir vorweg die Abhängig.
keit der Periode von der Winkelamplitude bei ungedämpftem
Rollen in ruhigem Wasser. Wir setzen also vorerst

W = 0 und l' = 0, also ß(t) = 0, ß(t) = 0 . (8)

Dann sind <p(t) und
'I'

(t) identism, und die Bewegungs-
gleichung lautet

l' . ~; + P . h ('I') = 0 . (9)

Da hier keine Dämpfung wirkt, ist die Summe aus kinetismer
und potentieller Energie



(14)

konstant, nämlich

i l' ~2 + U (\jI) = U (1jJ).
mit

1j!

U (\jI) = P
. Sh (a) da .

o

Aus (11) ergibt sich der zeitliche Ablauf der Smwingung in
der Darstellung

I!' da
t (\jI) = Vi y:

S Vu (1jJj=-U(<x)
o

Nur bei kleiner Amplitude 1jJ kann der Hebelarm h (\jI) pro-
portional zu \jI, also die potentielle Energie proportional zu
\jI2 angesetzt werden; dann stellt (13) eine Sinusschwingung

dar. Mit wa.msender Amplitude zeigen sim jedoch Abweichun-
gen vom sinusförmigen Oszillogramm, wekhe nach überschrei-

ten des Hebelarm-Maximums zu einer merklichen Verflamung
und bei Annäherung an die Grenze des Stabilitätsumfangs \jI"
zu einer remteckähnlichen Kurve führen. Gleichzeitig ver-
ändert sim die Rollperiode

.-

S
+~' da

T (11.) - 4' ,li l' -- - .-
o 'Y - V

0 V{n~) ---TI (a)

derart, daß sie (im Falle positiver Zusatzstabilität nach an-
fänglicher Verkürzung) unbeschränkt anwächst, während sich
die Amplitude der Grenze des Stabilitätsumfangs nähert.

Bild 1 Form der Roll-Oszillogramme eines Schilfes mit positiver
ZusatzstabIlItät In ruhigem Wasser; keine Dämpfung

Bild 1 zeigt eine Schar solcher Oszillogramme über eine
viertel Rollperiode, welme für Schiffe mit einer Hebelarm-
kurve des gezeichneten Verlaufs gilt2). Die Kurve T (1jJ/'IjJ,,)
durch ihre Endpunkte (Maxima) stellt die Abbängigkeit der
Rollperiode To ('T') dimensionslos dar. Es ist

T() (1jJ) = T() (0) . T (1jJ/'IjJ,,) ,

wo

r J'
To(O) =2Jt.L 'C:= (16)

r p. MoG
die Rollperiode für sehr kleine Ausschläge bedeutet. Bei Ein-
führung des größten Hebelarms hma, und des Stabilitäts-
umfangs 'IjJ" gemäß der Beziehung

c . hmax = M()G .
'V"

(17)
kann auch

V
J'.'ljJuT0 (0) = 2 Jt . ~-:-P:-hma~

(18)

(10) gesmrieben werden. Der Wert c hängt nur von der Gestalt
der Hebelarmkurve ab. Im vorliegenden Falle ist c = 0,5.

Die Berechnung der Funktion T (1jJ/11',,), d. h. also die Aus.
wertung des Integrals (14), ist im allgemeinen ohne kost-
spielige Hilfsmittel recht mühselig. Für das Verhalten eines
Schiffs auf See ist jedoch der Amplituden-Einfluß auf die Roll-
periode von entscheidender Bedeutung; deshalb sollen hierzu
noch einige Angaben folgen.

(a) Gewisse analytism definierte Hebelarmkurven führen

exakt auf das Vollständige Elliptische Integral 1. Gattung:!)

K = J1

JI(I--= x2;-fl=--k2;.~Y
(19)

~ 9 25
K = 1 -+- i k~ + k4 -+- k6 -+- (20 ),,' 64 264

. .. .

(11)

(12)

(13)

E = i l' ~2 + U (\jI)

Zwei Beispiele, welche nicht nur von theoretischem Inter-
esse sind, sondern auch zur Annäherung praktisch vorkom-
mender Hebelarmkurven ohne Zusatzstabilität im ganzen
Stabilitätsumfang dienen können, sind der Sinusbogen und
die kubische Parabel. Wird

I
_ . Jt 'Vh (11') - hmax' sm (21)

\jIu

gesetzt, wo der größte Hebelarm in der Mitte des Stabilitäts-
umfangs liegt und

ist,

Cl = Jt

so ergibt sich in elementarer Weise

2
TI (11'/'11 ) = - . K

'f 't'u :'t

}

(23)

(22)

mit Jt
'I'. 2..----k2 = sm 2 1I'u

Wird zum anderen

hll (\j!) = MoG
. 'IjJ. [1- (1I'/'IjJ,,)2]4)

= cIl . hmax . \jI/'ljJu . [1-- ('IjJ/'ljJu)2] (24)
gewählt, wo

CIl ='~ J/3 = 2,60 (2.5)

1
ist und das Maximum der Hebelarmkurve bei \j!/\j!u=

V3

= 0,577 liegt, so findet man durm entsprechende Umformung

0.5'--

(15)

o 1.0 2p

Bild 2 Abhängigkeit der Rollperiode vom Rollwinkel in ruhigem
Wasser

--
2) Diese sowie die in Bild 3 gezeigten Kurven wurde" von Herrn

cand. math. -I'llfred Meyer am "Integromaten" des Instituts für
-I'lngewandte Mathematik de-r Universität Hamburg gewonnen.

3)Jahnke-Emde.
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Wir beschränken unsere Betrachtung auf stationäre Roll-
zustände der Periode T8' Für solche gilt

o 2,0

Bild 3 Abhängigkeit der Rollperiode vom RoIlwlnkel In ruhicem
Wasser

mit

)

(26)

Die durch (23) und (26) gegebenen Funktionen sind in Bild 2
aufgetragen worden.

(b) Bild 3 zeigt noclJ. die Abhängigkeit der Rollperiode bei

drei analytisch gegebenen Hebclarmkurven mit positiver Zu-
satzstabilität, nämlich

hIlIN') = 1,87 hmax' 'Ij,i'l/'u' [1- ('I/'/'I/'u)2]
. [I + ('I'/'I/'u)2]

hIV N') = 0,8 h1llax . 'I/'/'I/'u. [I
- ('I/'/'I/'u)2]

. [I + 5('I/'/'I/'u)2]
hV('ljl) = 0,2 hll1ax' 'I/'/'Ij'u' [1- ('I'/'I/'u)2] . [I + 25('I/'/'I/'u)2],

derr'n Maxima bei 'Ij.hV" = 0,668; 0,741 bzw. 0,768 liegen.
Sie mögen zu Verglei!TIszwecken nützliclJ. sein (über ihre Be-
rechnung vgl. Fußnote 2).

(c) Ein sehr wertvolles Mittel zur Bestimmung der Funk-

tion To(1jj) ist der ModellversuclJ.. Er enthält zugleiclJ. den Ein-
Ruß der hydrodynamisclJ.en Trägheit. --- Man kann aber auclJ.
mit Hilfe eines Rollpendels, dessen Rückstellmoment einer
vorgegebenen Hebelarmkurve entspri-clJ.t, im Trocknen den
Amplituden-Einfluß T(1jj/\j",) feststellen5), wobei wegen (18)
bei der Wahl des Stabilitäts umfangs und des größten Hebel-
:Jrms gewisse Freiheiten bestehen.

(d) Das umgekehrte Problem, nämlich zu einer gegebenen

Abhängigkeit der Rollperiode eine Hebelarmkurve zu bereclJ.-
nen, ist übrigens kürzliclJ. von Kauderer [10] erörtert worden.

Im folgenden werden wir nun zeigen, daß und wie sich aus
einer gegebenen Kurve To(1jj) (Grundkurve) alle wesentliclJ.en
Aussagen über die mögliclJ.en Rollzustände in seitliclJ.er
Dünung herleiten lassen.

4. Die stationären Rollzustände in seitlicher Dünung

Die BewegungsgleiclJ.ung (1) liefert bei Integration über

d!p = d'l/' + dtt
für die Energie

E(t) = ! 1'!p2 + U('I/') (28)
des rollenden Schiffs die GleiclJ.ung

-- E (t) = W (T s) .
.r 1jI.

er
. dt + P . .r h(lV)-ß . dt

+ p. J ß . h('I/'). erdt . (29)

~--------
4) Dies RücksteUmlOment spielt eine grundlegende RoUe u. a. in

den Arbeiten [2J, [3J, [5J, [7J, [9J.

1

0.5

E (Ts) = E (0) ,

TS TS.

° = W(TS)
. J 1jI . ljJ dt + P . J "

. h (11')dt
(I (I

TS

+ P.Jß'h(1fJ)' <jJdt.
(I

Weil nun das erste, den Dämpfungsverlust darstellende Inte-
gral immer positiv ist, müssen die bei den anderen einzeln oder

zusammen einen negativen Wert, d. h. eine entsprecltende An-
facltung der RollsclJ.wingung ergeben. Nun haben die Funk-
tionen 1fJ(t), h('IjI) und !pet) die Periode T" des rollenden
SclJ.iffs, tt(t) und ß(t) die Periode Tw der Wellen. Sie enthalten
ferner, bei nicht-sinusförmigem Verlauf, auclJ. Teilperioden

1 1
n

T s bzw.
m

T w (n, m ganze Zahlen). Infolgedessen kann

das zweite Integral nur dann von null verschieden sein, wenn

1 1

n Ts = m Tw (32)

(30)

also

(31)

ist; und das dritte nur dann, wenn

1 1

2n' T" = m'
Tw (33)

ist. Außerdem muß noclt die Phase zwisclJ.en den Bewegungen
von Schiff und Welle geeignet liegen. Es gibt nun offenbar un-
endliclt viele Wertepaare n, m, und n', m'I), welclJ.e die Bedin-
gungen (32) und (33), unter Umständen sogar gleiclJ.zeitig, er-

füllen. Es ist aber anzunehmen, daß die Anfachung durclt die
Teilamplituden höherer Ordnung nicltt ausreiclJ.t, um die
Dämpfung aufzuwiegen; wir berücksiclttigen daher nur die
~Terte n, m, n', m' = 1. Dann verbleiben für die stationären
Rollzustände die beiden, einander ausschließenden Bedin-
gungen

T" = Tw Ts = 2 T\r .und (.34) (.3S)

Es gibt also zwei Arten von Rollzuständen :

Bei den Rollzuständen erster Art erfolgt die Entdämpfung
durch die periodisclJ.e Neigung tt(t) der Wellenoberfläclte. Roll-
periode und Wellenperiode sind einander gleiclt.

Bei den Rollzuständen zweiter Art erfolgt die Entdämpfung
durch die periodisch.e Auf- und Abbeschleunigung g' ß(t) der
Wellenoberfläclte. Auf eine RollsclJ.wingung entfallen zwei
Diinungswellen.

Unsere Voraussetzung (2) wird im ersten Fall gut erfiillt.
Wenn man nämlich naclt Kempf [6] die Rollzahl

R = Ts' V-~- (.36)

mit mindestens 8 ansetzt, so ergibt siclJ. für die Rollzustände
erster Art

(27)

A _

- > 2,5 B .
4

Fiir die Rollzustände zweiter Art muß im Sinne unserer Vor-
aussetzung

R> 10 (38)
angenommen werden; wir müssen also sehr steife SclJ.iffe von
der Betrachtung dieser Rollzustände ausschließen.

(.37)

5. Die RoJlzustlnde erster Art (Ts = Tw)

a) Ph ase nze rl egu n g

Wir zerlegen den Zeitablauf der Wellenneigung tt(t) in zwei
Phasen it(t) = tth(t) + ttw(t) , (39)

5) Verg!. hierzu [lJ.
6) sogenannte multiple Resonanzen.



(41)

(42)

j'. (~; + 1~" + ii,J + W(Tw)'1jJ + p. [1 + f~]'h(,V) = O.

(40)
.. ..

Da wegen (31) die Oszillogramme l't,,(t) und lV(t) sowie l\,(t)
lind ,j,(t) jeweils phasenrein sind, kann diese in die beiden
Beziehungen

j'.(iV +tt,,) + p. [1 + 13]'h(lV) = 0

r. 11" + W(Tw)'~' = 0
aufgespalten werden.

Wir gehen nun so vor, daß wir zu jedem durch Periode
und Amplitude gekennzeichneten Rollzustand, dessen Oszillo-
gramm mit der Bewegungsgleichung verträglich ist, die Funk-
tionen 1I,,(t) und l't,,(t) einzeln bestimmen und ihre Ampli-
tuden wegen des Phasenunterschieds von 90° quadratisch
addieren.

wobei wir einigermaßen sinusförmigen Verlauf voraussetzen
müssen. So gewinnen wir eine Beziehung zwischen der Roll-
amplitude und den Hauptmerkmalen der Dünung, nämlich
Wellenschräge und Periode bzw. Frequenz, die sich bei Kennt-
nis der Amplitudenabhängigkeit der RolI-Eigenperiode (14)
leicht auswerten läßt und in Sonderheit eine einfache graphische
KonstruKtion der sog. Resonanzkurven zuläßt. - Die Form
der Oszillogramme und der Wellen interessiert uns weniger;
wir erörtern sie nachträglich.

b) Amplitudenbeziehungen

Zur Integration der Differentialgleichung (41) machen wir
den Ansatz, daß die Oszillogramme #It(t) und lV(t) einander
proportional seien, wir setzen also

(44)

h" Amplitudenverhältnis ist positiv oder negativ, je nach-
dem die Oszillogramme gleiche oder entgegengesetzte Phase
haben. Wir erhalten dann die Differentialgleichung

( n,, )r. 1 + _ '\1;+- p. [1 + 13] 'h(lV)= O.

'1'

(45)

His auf den Einfluß der Gewichtsschwankung (4), den wir im

'\ ugen blick vernachlässigen können, stellt diese die Bewegungs-

(
1j,, )gleichung eines Schiffs mit dem Trägheitsmoment r . 1 +
":,

in ruhigem Wasser dar. Gegenüber der Eigenperiode (14) tritt
also hier der Verstimmungsfaktor

Tw lf I #" (46),
I --

'1'11('\j'I)' \]'

auf. welcher je nach Phasenlage größer oder kleiner als 1 ist.
Für die Amplitude des verstimmenden Anteils der Wellen-
npiguug ergibt sich also

). Ir'
I

(Ha)

bzw. mit den entspremenden Kreisfrequenzen ausgedrüd.t

-
(J) . Tw = 2 Jt = voN;) . ToN;) -.-

(V02(i:jJ)

#b = -7 - 1 (47b)

Um die Vernamlässigung des ß-Einflusses auf die Verstim-
mung namträglich zu remtfertigen, ersetzen wir den Schwan-
kungsfaktor 1 + ß(t) des Rüd.stellmoments für die Dauer

je einer Halbwelle durch einen passenden Mittelwert 1 :t fIß!.
o < 10< 1, und fügen die Rollperiode aus zwei Anteilen zu-

sammen, die sich dann um den Faktor

deren erste dem Smiff im Takt der Wellen reversible Energie
(Blindleistung) zuführt und dadurch seine Rollperiode der
W'ellenperiode gleich macht, deren zweite die zum Ausgleich
der Dämpfung notwendige Leistungszufuhr (Wirkleistung)
besorgt. Die Bewegungsgleichung (1) ersmeint dann in der
Gestalt

1

VI
-~ f~lß1

~ 1 =1=}f' 1131 + : 102. Iß12 =1= (48)

von der halben Rollperiode unterscheiden. Der Verstimmungs-
einfluß der Gewimtssmwankung beträgt also

112 1/2
'--.,-=-= + -~... ~ 1 + 3 102.11312 + ..., (49)

VI + 10. 113I VI - f' 1131
s

(43)

was z. B. bei einer Standard welle (6) weniger als 1 % aus-
macht. Die Gewichtssmwankung bewirkt auch eine Un-
symmetrie des Rolloszillogramms lV(t), auf die wir nachträg-
lich noch eingehen.

Für den zur Entdämpfung des Smiffs notwendigen Anteil
der Wellenneigungsfunktion liefert die Beziehung (42) bei
zweimaliger Integration mit solmen Konstanten, daß

Tw

.f l'tw(t). dt = 0 (50)
tI

wird, den Ausdruck

W(Tw)
ttw(t) = - r J1IJ(t). dt, (51)

also für seine Amplitude

'/.TI\'
W(Tw)

r
.
J 11'

(t) . dt . (52)

(J

Bitd 4 Formparameter der in Bitd 1 gezeigten Oszillogramme

Wir bringen das Integral, welches über ein Viertel-Oszillo-
gramm mit dem Maximum i,i:jJ: auf einer der Intervallgrenzen
zu erstrecken ist. nom in die Gestalt

(53)
(I)

wo F(if'/1j'Il) ein Formparameter des Oszillogramms ist. der
dessen Vö1ligkeit angibt. Für eine Sinuskurve ist er 1; für eine

!)
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Rechteckkurve nimmt er den Wert 1Th an. Zur Illustration ist
in Bild 3 der aus den in Bild 1 gezeigten Oszillogrammen plani-
metrisch gewonnene Formparameter aufgetragen worden. Wie
zu erwarten, weicht er nur am Ende des Stabilitätsumfangs
merklich von 1 ab und strebt dem Wert n/2 zu. Man darf dieses
Verhalten verallgemeinern und bei Beschränkung auf Roll-
winkel, die den statischen Kenterpunkt (h=hmax) nichtwesent-
lich Überschreiten, F = 1 setzen. So schreiben wir für die
Amplitude (52)

T w . W (T w)
F

-, -ttw = . ... .. .. . (1jJ/1jJII)' '1/' (54 )
2n1'

=D(Tw)''P (55)

mit

-
Tw' W(Tw)

2n1'
(56a)

bzw.

D (00)
W(oo)

(56b)
- 1'00

GI

~~;.<...
=".>e8
~t
01'0
=..
~.:
~==
..-
GI'"
'01

~~
:!ii-5
=<!::..I
§~
~..GI
",'CI

'CI"_GI

.~'"=,=
..

(Die gleichzeitige Verwendung der Symbole D(T w) und D(oo)
sowie W (T w) und W (00) ist nicht korrekt; kann aber; da wir
die Formeln (56a) und (56b) alternativ verwenden, nicht zu
Verwechsl ungen führen.)

Zwis,chen der Rollamplitude
'P und der Wellenschräge ()

erhalten wir schließlich bei Anwendung der Additions-
formel (43) auf die Gleiclmngen (47) und (55) die Ampli-
tudenbeziehung

tt2 = [(
_Tw; _ 1 )2 + D2(T )

]
,:102

T 02 ('P)
w 't"

(57a)

bzw.

[(
V02 ('P» ) ]

tt2 =-~;-- -1 2 + D2(00) . 'P2. (57b)

Diese bildet den Hauptgegenstand unserer Betrachtung. Sie

liefert zu einer durch tt und T IV bzw. 00 gegebenen Dünung
nach Maßgabe der (veränderlichen) Eigenperiode und Dämp-
fung des Schiffs eine Anzahl von 'P-Werten, welche je einen
Rollzustand erster Art kennzeichnen.

Wir werden nun im folgenden die Resonanzkurven, näm-

lich die Kurvenschar 'P(tt, Tw2) bzw.
'P

(tt, (02) mit tt als Para-

meter und T w2 '- A bzw. 002 als Abszissen sowie die Grenz-
kurve zwischen stabilen und labilen Rollzuständen graphisch
konstruieren. Dazu müssen die Funktionen T o('il') und D (T w)
bzw. vo('P) und D(oo) vorliegen. über To('P) haben wir im
Anschluß an Gleichung (14) einiges ausgefÜhrt; fÜr die
Dämpfungsfunktion nehmen wir, solange nichts Näheres
bekannt ist, der Einfachheit halber einen festen D-Wert an7).

~ Resonanzkurven

Um die Resonanzkurven über der T w2- bzw. 002-Achse
zu konstruieren, zeichnen wir zunächst die Grundkurve T02('P)
bzw. v(/('I') (Bild 5a bzw. b) und markieren auf ihr den Punkt

mit der Ordinate 'ProR = tt/D, welche den größten (im Re-
sonanzfall tth = 0 auftretenden) Roll winkel darstellt. Sodann
führen wir für genügend viele Rollamplituden

'I' < 'P R die
folgenden beiden elementaren Operationen aus: Erstens bilden
wir mit Hilfe des Pythagoräischen Lehrsatzes den Verstim-
mungsanteil der Wellenschräge

---
7) D ~ const bedeutet, daß der DämPfungskoeffizient W(w) der

Frequenz w proportional ist. In dem durch die Voraussetzung (2)
beschränkten Frequenzbereich ist dies eine tragbare Annahme.
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der sim aus (55) und (43) ergibt. Zweitens wenden wir, um
die mit (47a bzw. b) identische Proportion

Tw2: T02(;p)= (;P+ itb) :
'I'

(59a)

bzw.

vo2(;p) : (02 = (;P+ itb) : ;p (59b)

herzustellen, den Strahlensatz entspremend an. Da bei itb
beide Vorzeimen zu berüdtsichtigen sind (denn 'I'(t) und it(t)
können gleime oder entgegengesetzte Phasen haben), ge-
winnen wir so für jeden Rollwinkel ;p < ;Pres zwei Punkte
(Pt, P2) der Resonanzkurve. Wenn l;pl< Iftl ist, hat einer

davon eine negative Abszisse; dieser Kurvenast stellt aber
keine Lösung unseres Problems dar, da T wund 0) definitions-

gemäß positiv reell sind.

Die Bilder 6a und 6b sowie 7a und 7b zeigen die mit D = 0,2

konstruierten Resonanzkurven für drei Wellenschrägen (tt/'I'u
= 0,05; 0,10; 0,15) in dimensionsloser Darstellung; und
zwar beziehen sich die Bilder 6a und 6b auf Schiffe mit posi-
tiver Zusatzstabilität, deren Hebelarm h (;P/'I'1I) und Eigen-
periode l:(;P/'I'u) dem Bild 1 entspremen, die Bilder 7a und 7b
auf Schiffe mit sinusförmiger Hebelarmkurve (21) und der in
Bild 2 dargestellten Eigenperiode (23). (Letztere schließen,
wenn

'1'"
= 1800 gesetzt wird, das mathematische Pendel ein.)

In den schraffierten Bereimen, auf deren Zustandekommen
wir sogleich eingehen werden, sind stationäre Rollzustände
nicht realisierbar. Die Bilder 8a und 8b sowie 9a und 9b
zeigen dasselbe, aber ohne Berüdtsichtigung der Dämpfung
(D = 0). Zu ihrer Konstruktion genügt die Proportion (59a)

bzw. (59b), weil itb = it unmittelbar gegeben ist.

d) Beständige Rollzustände

Die betramteten Rollzustände erster Art erfüllen sämt-
lich das in der Bewegungsgleimung (1) ausgedrüdtte Momen-
ten-Gleichgewicht. Es bleibt aber noch zu untersuchen, ob sie
auch alle physikalisch realisierbar sind. Diese Frage inter-
essiert besonders in Hinblidt auf die in gewissen Abszissen-
Intervallen auftretende Mehrdeutigkeit der Resonanzkurven.

Da wir nur stationäre Rollzustände betrachten, können wir
nicht ohne weiteres ihre dynamische Stabilität untersumen.
Wir formulieren deshalb ein auf die Amplitudenbeziehung
(.')7a) bzw. (57b) anwendbares Kriterium für die "Beständig-

keit" eines Rollzustandes, nämlich daß bei konstanter Periode
die Rollamplitude nur dann größer werden darf, wenn die Wel-
lenschräge wächst, und nur dann kleiner, wenn die Wellen-
schräge abnimmt. Abstrakter ausgedrüdtt: "Ein beständiger
Schwingungszustand liegt vor, wenn beim übergang zu jedem
stationären Nachbarzustand gleicher Periode die Amplituden
von Erregung und Schwingung (ungeamtet ihrer Phase)
gleichzeitig zu- oder abnehmen." Die beständigen Rollzustände
sind also analytisch durm das Kriterium

C
3tt2

> 0
3'1,2

(60)

gekennzeichnet.

Wenn wir nun die Steigung der Resonanzkurven bei kon-
stantem D, nämlich den Ausdrudt

(jjj.2

0'1' (JTw2
dTw2 _ (J1!-2

2 \h. ,,:e.r o\)r

;p

(
T 2

)C'T/(ij;)' T02~~)
-1 (61a)

(58) hzw.

(Jjj.2
d;p

=
_ _~;2_~

=
;p . v{('i1) .

(
'!rt (;p) _

1
)

(61b)
d(02 2 .;r;.(J!2_ C . (OC 0)2

'r O;p2

betrachten, so finden wir die Regel, daß diese bei beiden Auf-
tragungen in solchen Punkten, welche beständige Rollzustände
(C> 0) darstellen, links der Grundkurve [Tw2 < To2(ij,)

bzw. 0)2< vo2(;p) J positiv, rechts davon [T w2 > T l(;p) bzw.
0)2> vo2(;p)J negativ ist. Bei veränderlichem D liegt das

Resonanzmaximum nimt auf der Grundkurve ; dann läßt sich
mit einigem Aufwand von Differentialquotienten bis zur
2. Ordnung dieselbe Regel für Punkte links bzw. rechts vom
Resonanzmaximum beweisen.

Auf der Grenze zwischen beständigen und nicht-beständigen
Rollzuständen ist C = 0; dort verlaufen die Resonanzkurven
lotremt. Die Amplitudenbeziehung (,57a bzw. 57b) liefert für
die Beständigkeitsgrenze die Gleimung

+ D2(Tw) = 0 (62a)

bzw.

c (~o~~ijj)- 1r+ [)2(ro)

+ D2(w) = O. (62b)

Hieraus können wir die Grenzkurve mit elementaren Mitteln
graphisch konstruieren.

Bei zunämst vernachlässigter Dämpfung (D = 0) müssen

die runden Klammern in (62a bzw. 62b) einzeln null sein. Dar-
aus folgen die Lösungen

(63a)

bzw.

(63b)

von denen die jeweils erste die Grundkurve darstellt und die
zweite durch die Beziehung

T 2 -

(
d;p 'I' ) T2 -

d;p
\

-1' ('1').
dTi-0f,j- To2 (;p)

= 0 (1j')' dT~-; (;p)
(64a)

bzw.

V
-I<

2 (;p)
= V02 (\I')+ (;p). dVo2 (\I')

d;p
(Mb)

damit verknüpft ist.

9



Bild 10 Konstruktion der Grenzkurve he8tAndicer Rollzu8tilnde,
· fflrD = '; G für D = ',2

a) üher der Tw'-Achse - h) üher der ..'-Ach8e

Die Konstruktion der Grenzkurve T*2('iji) wird in Bild 10a
gezeigt: Wir bestimmen zuerst den Berührungspunkt [T 02('IhJ,

'11'*] der Ursprungs tangente an die Grundkurve. Für diesen ver.
schwindet nämlim der Klammerausdruck in (64a), so daß die
Gerade 'Ii = ~'*

Asymptote der Kurve T
*

2('iji) ist. Auf jeder
Ordinate ~, < ~'*

finden wir den Punkt [T
*

2 ('iji), 'iji] als
Srhnitt der Verbindungsgeraden durm den Treffpunkt [0, 'l/'t]
der Grundkurven-Tangente mit der 'iji-Achse und den Fuß-
punkt [T02('iji), 0]. In der Tat kann man der Figur entnehmen,
daß der Ordinatenaussmnitt 'iji- 'l/'t einerseits gleich der redJ.-
ten, andererseits gleim der linken Seite von Gleichung (64a)
ist. Auf den Ordinaten 'iji>

'1/'* findet man negative Abszissen
T

*
2 ('iji); diese haben jedoch für unser Problem keine unmit-

telbare Bedeutung. - Die in Bild lOb veranschaulichte Kon-
struktion der Grenzkurve V",2('iji) besteht gemäß Gleichung
(Mb) einfach darin, daß man jeden Punkt der Grundkurve v02('iji)

10

I

d '1

_

I

um die Länge der Subtangente s = 'iji vod~'I/').nach der ihr

entgegengesetzten Seite verschiebt. Auch hier ergeben sich für
'iji> '1/'",negative Abszissen.

Mit den Beziehungen (64a bzw. 64b) nimmt der Ausdruck C
die Gestalt - vgl. (62a bzw. 62b) -

( T w2

) (
Tw2 ) 2C= ---1. ---1 +D(Tw)

T 02 ('iji) T -1<2('iji)
(65a)

bzw.

C =
(V02 ~;) - 1

)
. ("-I<:2('iji) _ 1

)
+ D2(00) (65b)

an. Wenn D = 0 ist, ist dieser bei beiden Auftragungen in dem
Bereim zwismen der Grundkurve und der soeben konstruier-
ten, durm * gekennzeimneten Grenzkurve negativ; d. h. die
Punkte zwischen den Kurven bedeuten nichtbeständige Roll-
zustände. Bei der Darstellung über der T w2-Amse muß in die-
sem Sinne der Grenzkurvenast oberhalb der Asymptotr
'iji = '1/'* (mit negativen Abszissen) als jenseits des co-ferne!.
Punkts liegend angesehen werden; denn hier liegt der Bereich
nimtbeständiger Rollzustände, ebenso wie unmittelbar dar-
unter, redJ.ts der Grundkurve, Tw2> T02('iji).

Unter dem Einfluß der Dämpfung D =f:0 schrumpft der Be-
reich nimtbeständiger Rollzustände, weil dann die Klammer-
produkte in (65a) bzw. (65b) auf der Grenzkurve G negativ
sein müssen, damit C = 0 wird; in Sonderheit stellen dann
alle Punkte der Grundkurve T 02('iji) bzw. v02('iji) beständige
Rollzustände dar. Die graphische Konstruktion der Grenz-
kurve G unter Berücksichtigung von Dämpfung kann an Hand
der Gleimung

[Tw2 - T02 ('iji)]'l Tw2 -T. 2('iji)]

+ [To ('iji) . T .('iji) . D(Tw)]2 = 0 (66a)

bzw.

[v02 ('iji)_002]. [v.2('iji) _002] + [002. D(oo) J2 = 0 (Mb)

erfolgen, indem man bei jedem 'iji die Strecke zwismen den
Abszissen T02('iji) und T.2('iji) bzw. v02('iji) und v.2('iji) mi
Hilfe elementarer Sätze über Kreistangenten, Sehnen und
Sekanten teilt. Ihre DurdIführung ist allerdings bei der Dar-
stellung über der T w2-Achse etwas umständlich und nur bei
konstantem D möglim. Es ist daher rationeller, die Grenz-
kurve G über der 002-Amse zu konstruieren und die Punkte
in den (T w2, 'iji)-Plan zu übertragen. Dabei kann man eine be-
liebig gegebene Dämpfungsfunktion D(oo) berücksichtigen.
Wenn man nämIim 002. D(oo) unter der Abszissenamse auf-
trägt, haben die Smnittpunkte mit dem Halbkreis unter der

Strecke [v02 ('iji), v.2('iji)] die Abszissen 0012 und 0022 zweier
Punkte der gesumten Grenzkurve; denn es sind [0012-V02('iji)!

2
und /0012- v.2 ('iji)I die Hypotenusenabschnitte eines recht-

2
winkligen Dreiecks mit der Höhe 002.D(oo). In Bild lOb wird
dies Verfahren für konstantes D = 0,2 illustriert. Das Resul-
tat ist in Bild 10a übertragen worden. Ebenso sind die schraf-
fierten Bereiche in den Bildern 6 bis 9 entstanden.

e) Wahrscheinliche RolIzustände

Wir wissen also nun, welme Teile der Resonanzkurven
physikalisch realisierbare. Rollzustände darstellen. Es bleibt



[I-Ö 'IßIJ' U ('/10+;p) = [I + Ö 'IßIJ' U ('/Io-;P). (70)

f) N ach t r ä g e

Nachdem wir bisher nur Beziehungen zwisdten den
Amplituden und Frequenzen betrachtet haben, versdtaffen wir
uns noch nachträglich Einbli<k in den zeitlichen Ablauf der
Bewegungen von Schiff und Dünung.

Die Phasenlage der Rollbewegung zur Welle hängt von dem
Verhältnis

(
Tw2 )ttb : i}w

=T~~(;P)-- -1 : D(Tw)

ab. Im Resonanzfall Tw2 = T02(;Pres) ist i}b = 0 und der Roll-
winkel '/I(t) läuft wegen (42) mit einer Verspätung von
1/4 Periode hinter der Wellenneigung i}(t) her. Das Sclliff hat

demnach auf einem Wellenberg gerade seine größte Neigung

1/'1 in Richtung der zuletzt passierten Wellenschräge, also nach
der Leeseite der Dünung; im Wellental findet die größte luv-
seitige Schiffsneigung '/12 statt. Außerhalb der Resonanz treten
die Extremlagen des Schiffs entsprechend Gleichung (67)
früher [T w > T o(;P)] oder später [T w < T 0

(;p)] ein.

(67)

Nun ist das Rü<kstellmoment wegen der Gewichtsschwan-
kung (4) in der Bergphase kleiner als in der Talphase. In-
folgedessen ist die leeseitige Neigung des Schiffs größer als
die luvseitige; d. h. das Oszillogramm

(68)

enthält eine mittlere leeseitige Krängung '/10' Um ihre Größe
abzuschätzen, ersetzen wir im Resonanzfall, wo 'I/'",(t) und ß (t)

phasenrein sind, wieder den Schwankungsfaktor I + ß (t) in
der Differentialgleichung (45) während der Bergphase durch

einen konstanten Mittelwert I-Ö . IßI und während der Tal-

phase durch I + ö. IßI, 0< Ö< I, und setzen die Krän-
gungsenergien der Extremlagen

--
8) Positive Zusatzstabilität, kLeine WeUenschräge, kLeine Dltmpfung.

Bild 11 Zur AbadtlQung der mittleren leeaettlgen Krängung

(69)

einander gleich:

aber noch die Frage offen, welcher von den zwei oder u. U.S)
drei möglichen Rollzuständen gleicher Periode in der Wirk-
lichkeit zu erwarten ist. Diese Frage muß statistisdt betrachtet
werden; es kommt dabei auf den Anfangszustand, aus dem
das Schiff in den beständigen Rollzustand einsdtwingt, und
auf die Größe und den zeitlichen Verlauf derjenigen Stör-
momente an, welche den übergang in einen anderen Roll-
zustand bewirken könnten. Diese Dinge liegen außerhalb
unserer, auf stationäre Zustände besdtränkten Betradttung.
Wir können aber von anderer Seite her zweierlei dazu sagen:
Zunächst sind Rollzustände kleiner Amplitude wahrschein-
licher als sold1e großer Amplitude, weil in den letzteren mehr
Energie ste<kt, die dem Schiff erst zugeführt werden muß.
Zum anderen hat der Verfasser bei Experimenten am Navi-
pendulum [8] mit einem Schiffspendel sinusförmiger Hebel-
armkurve deutlich erfahren, daß in dem zweideutigen Frequenz-
intervall die Rollzustände großer Amplitude nur mit Sorg-
falt hergestellt werden konnten, und daß sdton geringfügige
Störungen den Übergang in den Rollzustand kleinerer Ampli-
tude bewirkten, und zwar um so eher, je höher der Bildpunkt
auf dem Resonanzkurvenast lag. Die Energiebetrachtung und
das Experiment sprechen also für eine größere Wahrsdtein-
lichkeit der kleineren Amplitude.

Die jeder Dünung in praxi überlagerten Störwellen werden
dem Schiff nur selten gerade den Impuls erteilen, der zum
Übergang aus dem Rollzustand kleiner Amplitude in den-
jenigen großer Amplitude erforderlich ist, sie werden aber
meist ausreichen, den diffizilen Rollzustand großer Amplitude
zu stören.

Wegen der Symmetrie von U können wir dann bei Entwick-
lung nach '/10 in erster Näherung

{

2 U (;p)U ('/10+ ;p) :t U ('/10- ;Pi =
2'/10' P . h (;p)

(71)

schreiben und erhalten sdtließlich die Beziehung

(72)

In Bild 11 ist der Bruch der rechten Seite für den in Bild I
gezeigten Hebelarmverlauf (a) und für sinusförmigen Verlauf
(b) dimensionslos dargestellt worden. Sein Wert liegt praktisch

zwisdten 0,5 und 1,0. Bei Resonanz mit einer Standardwelle (6)
beträgt demnach die mittlere leeseitige Krängung eines Schiffes

Sn: Jt
mit der RoUdämpfung D = 0,2 weniger als -20' 2() = 7,2°;

meist sogar weniger als die Hälfte dieses Wertes. Außerhalb
der Resonanz ist der Effekt geringer. - Die Tatsache einer
mittleren Krängung verbietet keineswegs unseren Ansatz (44),
denn '/10 liefert keinen Beitrag zur Winkelbeschleunigung iji(t) .

Wir müssen aber nachträglich betonen, daß als AmplitudeiI'
die halbe Winkel differenz zwischen den Endlagen, also die
Amplitude von '/I", (t), zu nehmen ist, wie dies auch in (68)

und (69) zum Ausdru<k kommt.

Das Oszillogramm der Wellenneigung i} (t), welches dem
Ansatz (44) entspricht, setzt sich gemäß (39) aus den um 90°
phasenversdtobenen Anteilen i}b (t) und i}w (t) zusammen,
deren erster wegen (47a) bis auf eine geringe Verzerrung
infolge der Gewichtssd1wankung durch den Ausdruck

(73)

und deren zweiter durch GleidlUng (52) gegeben ist. Also gilt

11



Der erste Anteil ist bei end liehen Rollamplituden nicht sinus-
förmig, sondern ähnlich den in Bild 1 gezeigten Oszillo-
grammen; der zweite ist wegen der Integration schon eher
sinusförmig, liefert aber nur in unmittelbarer Nähe der

Resonanz einen maßgeblichen Beitrag. Im allgemeinen ist also
mit f} (t)-Oszillogrammen zu rechnen, deren Völligkeit - vgl.
(53) und Bild 4 - von 1 etwas abvveidll. Die anzunehmenden

Wellen weichen von der Sinusform weniger ab als das {t (t)-

Oszillogramm, da sie aus diesem durch Integration über den
durchlaufenden Weg gewonnen werden können. Erst bei RoJt.
amplituden, die den statischen Kenterwinkel wesentlich über-
schreiten, müssen wir zugUlIsten unserer Methode ein Wellen-
profil annehmen, das in Berg und Tal etwas spitzer ist als die

Sinuslinie.
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