


Rollzustinde
groBer Amplitude in seitlicher Diinung

Dr. Hellmut Baumann, Institut fiir Schiffbau der Universitdt Hamburg

SONDERDRUTCK
aus Heft 10, 1955

der ,Schiffstechnik”, Forschungshefte fiir Schiffbau und Schiffsmaschinenbau

Schitfahrts-VYarlag sHansa« C. Schroedter & Co. - Hamburg1l - Stubbenhuk 10



Rollzustande grofier Amplitude in seitlicher Diinung

Dr. Hellmut Baumann, Institut fiir Schifibau der Universitit Hamburg

1. Einleitung

Gegenstand der Betrachtung sind die stationdren Roll-
zustdnde von Schiffen in seitlicher Diinung. Besonders werden
die bei groBen Rollwinkeln auftretenden nichtlinearen Effekte
erortert. Die Methode der Darstellung besteht darin, daf} die
Diinung nur durch Steilheit und Lénge der Wellen gekenn-
reichnet wird, daf} also die genaue Wellenform unberiicksich-
tigt bleibt bzw. im Einzelfall passend angenommen wird.
Hierin liegt zweifellos eine Willkiir; das trifft aber auf die
sonst iibliche Annahme einer sinusférmigen Welle ebenfalls
zu. Solange jedoch hinsichtlich so wichtiger Dinge wie der
hydrodynamischen Triigheit und Dampfung der Schiffe noch
immer UngewiBlheiten bestiehen, miiflte es tlibertrieben er-
scheinen, wollte man der Wellenform allzu groBe Sorgfalt wid-
men., Im Gegensatz zu den in der Literatur verschiedentlich er-
schienenen sin-Ansétzen'), welche ein Ndherungsverfahren er-
forderlich machen, das bei groBeren Rollamplituden aus Kon-
vergenzgriilnden zumindest praktisch versagt, bedienen wir uns
bewuBt einer ungenauen Wellendarstellung und erhalten da-
fiir einfache mathematische Beziehungen, welche im ganzen
Stabilitdtsumfang des Schiffes fiir die angenommenen Diinungs-
wellen bei Vernachlissigung der Dimpfung exakt gelten und
auch eine elementare graphische Konstruktion der Resonanz-
kurven sowie der Grenze bestindiger Rollzustinde erméglichen.
Bei Beriicksichtigung der Ddmpfung konnen die Resonanz-
kurven und die Bestindigkeitsgrenze ebenfalls leicht kon-
struiert werden. Das Resultat ist aber mehr qualitativ zu ver-
stehen, solange uns die genaue Kenntnis der hydrodynamischen
Démpfung fehlt.

2. Die Bewegungsgleichung

Wir beschreiben das Rollen eines Schiffes in seitlicher

Diinung durch die Differentialgleichung
MO=]" ¢+ WTs)¢+P-[1+p@®]-h@y)=0. (1)

Dazu sind folgende Voraussetzungen und Bemerkungen zu
machen:

Die Wellenliinge L der Diinung sei im Vergleich zur Schiffs-
breite B grof} genug, mindestens

A
“.>B. 2
4 (2)

Dann nimmt das Schiff an der Orbitalbewegung des Wassers
teil und kann unter Beibehaltung seines Deplacements rollen.

Zusitzlich zur Schwerebeschleunigung unterliegt es dabei
noch der Orbitalbeschleunigung vom Betrage rm? (r = Orbital-
radius, w = dessen Winkelgeschwindigkeit —= Kreisfrequenz).
Der resultierende Vektor schwankt periodisch sowohl in seiner
Richtung als auch in seiner GroBe; er steht bekanntlich senk-
recht auf der- Wellenoberfliche. Die statische Gleichgewichts-
lage des Schiffs ist zor Wasseroberflidche orientiert, sie pendelt

1) Zum Beispiel die Ziffern (3], [5], [7] und [9] des am Schluf be-
findlichen Literaturauszugs. — Aus der Fiille der Arbeiten iiber
Schwingungen nichtlinearer Systeme werden dort nur solche auf-
geziihlt, deren Anwendung auf das Rollen der Schiffe unmittelbar
gegeben ist.
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also wie diese um einen Winkel ¥ (t) gegen den Horizont; fiir

dessen Amplitude, die Wellenschrige 9, gilt in einer Gerstner’-
schen Trochoidenwelle die Beziehung
rw? 2nr
in® = = 3
sin g A (3)
Bei einer Krdngung ¢ aus der jeweiligen statischen Gleich-

gewichislage ist der Hebelarm h (y) derselbe wie in ruhigem
Wasser. Wir setzen eine symmetrische Hebelarmkurve

h(y) = —h(—y)

bis zur Grenze des Stabilitdtsumfangs vy, voraus. Das Schiffs-
gewicht nimmt jedoch wegen der Groenschwankung des resul-
tierenden Schwerevektors einen verinderlichen Momentanwert

P-[1+B@] (4)

an, wo P(t) im Wellental positiv, auf dem Wellenberg negativ
ist. In sinusférmiger Diinung gilt

4
B+ =", <1; (5)
es ist z. B. fiir die Standardwelle 2r:% =1 : 20)
s T
Bl =18l = . ~0,157. (6)

Der Rollwinkel gegen den Horizont ist
Q) = Y() + &) . (N

Das Trigheitsmoment J* des Schiffes sei konstant. Die Fre-
quenzabhingigkeit seines hydrodynamischen Anteils kann ver-
nachlidssigt werden, solange die von dem rollenden Schiff
ausgehende Welle die Voraussetzung (2) erfiillt.

Das Dampfungsmoment von Schiffen ist noch zu wenig er-
forscht, als dalB man dafiir einen analytischen Ausdruck an-
geben konnte. Es hingt in hydrodynamisch komplizierter
Weise u. a. von der Schiffsform, der Schwerpunktlage, der
Rollperiode und den Augenblickswerten des Rollwinkels und
der Winkelgeschwindigkeit ab. Wir beriicksichtigen nur seine
Abhingigkeit von der Rollperiode Ts und setzen es propor-
tional der Winkelgeschwindigkeit v relativ zur Wasserober-
fliche.

3. Rollen in rubhigem Wasser

Als Grundlage fiir die Berechnung der erzwungenen Roll-
schwingungen in Diinung betrachten wir vorweg die Abhiingig-
keit der Periode von der Winkelamplitude bei ungedimpftem
Rollen in ruhigem Wasser. Wir setzen also vorerst

W =0 und r =0, also 0(1) =0, B1) =0. (8)
Dann sind ¢(t) und y(t) identisch, und die Bewegungs-

gleichung lautet

J$+P-hy) =0. (9)

Da hier keine Diémpfung wirkt, ist die Summe aus kinetischer
und potentieller Energie



E=3Jy 4 Uy (10)
konstant, namlich
1+ U =U®m). (11)
mit
v
U@y) =P- fh(o)da. (12)

Aus (11) ergibt sich der zeitliche Ablauf der Schwingung in
der Darstellung

b

t) =Yy | ot

0

Nur bei kleiner Amplitude { kann der Hebelarm h (y) pro-
portional zu v, also die potentielle Energie proportional zu
\? angesetzt werden; dann stellt (13) eine Sinusschwingung
dar. Mit wachsender Amplitude zeigen sich jedoch Abweichun-
gen vom sinusférmigen Oszillogramm, welche nach Uberschrei-
ten des Hebelarm-Maximums zu einer merklichen Verflachung
und bei Anndherung an die Grenze des Stabilitditsumfangs ¢,
zu einer rechteckdhnlichen Kurve fiihren. Gleichzeitig ver-
dndert sich die Rollperiode

(13)

- ViT J'er'v da

(') = 4 ’ oI T
otV o) VU@ — U
derart, daf§ sie (im Falle positiver Zusatzstabilitit nach an-
fanglicher Verkiirzung) unbeschrinkt anwichst, wihrend sich
die Amplitude der Grenze des Stabilititsumfangs niihert.

(14)

v
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Bild 1 Form der Roll-Oszillogramme eines Schiffes mit positiver
Zusatzstabilitit in ruhigem Wasser; keine Dimpfung

Bild 1 zeigt eine Schar solcher Oszillogramme iiber eine
vierte]l Rollperiode, welche fiir Schiffe mit einer Hebelarm-
kurve des gezeichneten Verlaufs gilt?). Die Kurve t(§/y,)
durch ihre Endpunkte (Maxima) stellt die Abhingigkeit der
Rollperiode T, () dimensionslos dar. Es ist

Ty () = Ty (0) - T (P/yp,,) , (15)
WO
Iy
T, (0) = 2 v g 16)
0(0) n PMG (

die Rollperiode fiir sehr kleine Ausschlige bedeutet. Bei Ein-
fithrung des groBten Hebelarms h,,, und des Stabilitéts-
umfangs ¢, gemidB der Beziehung

¢ hm;tx = MOG: ‘pu (1 7)
kann auch
43’ w N
Te(0) =2x- )/ ——4 - 1
0(0) =2 Vc~P-hm, (18)

geschrieben werden. Der Wert ¢ hingt nur von der Gestalt
der Hebelarmkurve ab. Im vorliegenden Falle ist ¢ = 0,5.

Die Berechnung der Funktion t ({/,), d. h. also die Aus-
wertung des Integrals (14), ist im allgemeinen ohne kost-
spielige Hilfsmittel recht miihselig. Fiir das Verhalten eines
Schiffs auf See ist jedoch der Amplituden-EinfluB auf die Roll-
periode von entscheidender Bedeutung; deshalb sollen hierzu
noch einige Angaben folgen.

(a) Gewisse analytisch definierte Hebelarmkurven fithren
exakt auf das Vollstindige Elliptische Integral 1. Gattung?)

1 dx
K=V vaTea_es (19)
° K=1+ $k*+ ""'9*' k¢ + "*2’5 k8. . (20)
T 64 264

Zwei Beispiele, welche nicht nur von theoretischem Inter-
esse sind, sondern auch zur Anndherung praktisch vorkom-
mender Hebelarmkurven ohne Zusatzstabilitit im ganzen
Stabilititsumfang dienen konnen, sind der Sinusbogen und
die kubische Parabel. Wird

n
hI(‘P) = hmax - sin - "pf
Py
gesetzt, wo der groBite Hebelarm in der Mitte des Stabilitats-
umfangs liegt und

(21)

cd=n (22)
ist, so ergibt sich in elementarer Weise
_ 2

@) = K
mit “i’ (23)

k2 = sin®? —— .,

2y,
Wird zum anderen
hTL () = MoG -y [1-— (w/p,)?] 9

= M hyye WPy [T— (W)Y (24)
gewihlt, wo

=2 y3=260 (25)

!
V3

=2 0,577 liegt, so findet man durch entsprechende Umformung

ist und das Maximum der Hebelarmkurve bei y/y, =

0 10 20
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Bild 2 Abhingigkeit der Rollperiode vom Rollwinkel in ruhigem
Wasser

2) Diese sowie die in Bild 3 gezeigten Kurven wurden von Herrn
cand. math. Alfred Meyer am ,Integromaten” des Instituts fiir
Angewandte Mathematik der Universitit Hamburg gewonnen.

3) Jahnke-Emde.




Fry
0

05

o 10 20

Bild 3 Abhingigkeit der Rollperiode vom Rollwinkel in ruhigem
Wasser

b5

- - 2
M @php) = Y1+ k2 K
b

k2= - oo
2 ‘q)u2 ‘“11’2
Die durch (23) und (26) gegebenen Funktionen sind in Bild 2
anfgetragen worden.

(b) Bild 3 zeigt noch die Abhingigkeit der Rollperiode bei
drei analytisch gegebenen Hebelarmkurven mit positiver Zu-
satzstabilitdt, namlich

R () = 1,87 hyax W, - [1— (0/9)*] - [1 + (W/y)*]
RIV(y) = 0,8 by - WP, [1— (W/0)*] * [1 + 50/
hv(q)) = 0’2 hmax ) w/lpll . [1 - (w/u’u)g] ' []' + 25(w/wll)2]’
deren Maxima bei y/y, = 0,668; 0,741 bzw. 0,768 liegen.

Sie migen zu Vergleichszwecken niitzlich sein (iiber ihre Be-
rechnung vgl. FuBlnote 2).

(c) Ein sehr wertvolles Mittel zur Bestimmung der Funk-
tion T () ist der Modellversuch. Er enthilt zugleich den Ein-
fluB der hydrodynamischen Trigheit. — Man kann aber auch
mit Hilfe eines Rollpendels, dessen Riickstellmoment einer
vorgegebenen Hebelarmkurve entspricht, im Trocknen den
Amplituden-Einflul T({/y,) feststellen®), wobei wegen (18)
bei der Wahl des Stabilitdtsumfangs und des grofiten Hebel-
arms gewisse Fretheiten bestehen.

(d) Das umgekehrte Problem, ndmlich zu einer gegebenen
Abhédngigkeit der Rollperiode eine Hebelarmkurve zu berech-
nen, ist librigens ktirzlich von Kauderer [10] erortert worden.

Im folgenden werden wir nun zeigen, dall und wie sich aus
einer gegebenen Kurve T () (Grundkurve) alle wesentlichen
Aussagen iiber die moglichen Rollzustinde in seitlicher
Diinung herleiten lassen.

4. Die stationiiren Rollzustinde in seitlicher Diinung

Die Bewegungsgleichung (1) liefert bei Integration iiber

de = dy + d@ (27)
fiir dic Energie
E(t) =) ¢ 4 U(y) (28)
des rollenden Schiffs die Gleichung
- E@) = W(T - [ - dt+ P fhey) -9 - de
+P- B -h@)-¢dt. 29)

4) Dies Riickstellmument spielt eine grundlegende Rolle u. a. in
den Arbeiten [2], [3], [5], [7], [9].
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Wir beschrinken unsere Betrachtung auf stationire Roll-
zustinde der Periode Tg. Fiir solche gilt

E(Tg) = E(0), (30)
also Tg Tg |
0=W(Tg) [y - ¢dt+P-fo h(w)d
0 0
Ty
+P-j'6-h(1p)-¢dt. (31)
0

Weil nun das erste, den Dimpfungsverlust darstellende Inte-
gral immer positiv ist, miissen die beiden anderen einzeln oder
zusammen einen negativen Wert, d. h. eine entsprechende An-
fachung der Rollschwingung ergeben. Nun haben die Funk-
tionen Y(t), h(y) und @(t) die Periode T; des rollenden
Schiffs, #(t) und f(t) die Periode T\; der Wellen. Sie enthalten
ferner, bei nicht-sinusférmigem Verlauf, auch Teilperioden

illTs bzw. I%TW (n, m ganze Zahlen). Infolgedessen kann

das zweite Integral nur dann von null verschieden sein, wenn

1 '_17 T

n Tb' = m w (32)
ist; und das dritte nur dann, wenn

1 1

on Ts= . Tw (33)

ist. Aulerdem muf} noch die Phase zwischen den Bewegungen
von Schiff und Welle geeignet liegen. Es gibt nun offenbar un-
endlich viele Wertepaare n, m, und n’, m’®), welche die Bedin-
gungen (32) und (33), unter Umstdnden sogar gleichzeitig, er-
fiillen. Es ist aber anzunehmen, daf} die Anfachung durch die
Teilamplituden héherer Ordnung nicht ausreicht, um die
Démpfung aufzuwiegen; wir beriicksichtigen daher nur die
Werte n, m, n’, m’ = 1, Dann verbleiben fiir die stationiren
Rollzustinde die beiden, einander ausschlieBenden Bedin-
gungen

TS = T“' und

Es gibt also zwei Arten von Rollzustdinden:

Bei den Rollzustinden erster Art erfolgt die Entdimpfung
durch die periodische Neigung #(t) der Wellenoberfliche. Roll-
periode und Wellenperiode sind einander gleich.

Bei den Rollzustinden zweiter Art erfolgt die Entdampfung
durch die periodische Auf- und Abbeschleunigung g - B(t) der
Wellenoberfliche. Auf cine Rollschwingung entfallen zwei
Diinungswellen.

Unsere Voraussetzung (2) wird im ersten Fall gut erfiillt.
Wenn man némlich nach Kempf [6] die Rollzahl

“:TS'VE

mit mindestens 8 ansetzt, so ergibt sich fiir die Rollzustinde
erster Art

(36)

A

. >25B. 3¢7)
4

Fiir die Rollzustinde zweiter Art mufl im Sinne unserer Vor-

aussetzung R> 10 (38)
angenommen werden; wir miissen also sehr steife Schiffe von
der Betrachtung dieser Rollzustinde ausschlieBen.

5. Die Rollzustinde erster Art (T =Tyw)

a) Phasenzerlegung
Wir zerlegen den Zeitablauf der Wellenneigung #(t) in zwei
Phasen (0 = 9,0 + 8,0, (39)

5) Vergl. hierzu [1].
6) sogenannte multiple Resonanzen.



deren erste dem Schiff im Takt der Wellen reversible Energie
(Blindleistung) zufithrt und dadurch seine Rollperiode der
Wellenperiode gleich macht, deren zweite die zum Ausgleich
der Dampfung notwendige Leistungszufuhr (Wirkleistung)
besorgt. Die Bewegungsgleichung (1) erscheint dann in der
Gestalt

VoG B, + )+ W(Ty) p + P [1+ Bl hw) = 0.

(40)
Da wegen (31) die Oszillogramme i‘.)l,(t) und P (t) sowie i(i“, (v)
und 1 (t) jeweils phasenrein sind, kann diese in die beiden
Beziehungen

V- + ) +P-[1+B] h(y) =0
Vb + W(Ty) =0

(41)
(42)

anfgespalten werden.

Wir gehen nun so vor, dal wir zu jedem durch Periode
und Amplitude gekennzeichneten Rollzustand, dessen Oszillo-
gramm mit der Bewegungsgleichung vertriglich ist, die Funk-
tionen Uy,(1) und Y (t) einzeln bestimmen und ihre Ampli-
tuden wegen des Phasenunterschieds von 90° quadratisch
addieren,

9= 0,2+ 9,2, (43)
b w

wobei wir einigermallen sinusférmigen Verlauf voraussetzen
miissen. So gewinnen wir eine Beziehung zwischen der Roll-
amplitude und den Hauptmerkmalen der Diinung, nidmlich
Wellenschrage und Periode bzw. Frequenz, die sich bei Kennt-
nis der Amplitudenabhingigkeit der Roll-Eigenperiode (14)
leicht auswerten 1dBt und in Sonderheit eine einfache graphische
Konstriktion der sog. Resonanzkurven zuldfit. — Die Form
der Oszillogramme und der Wellen interessiert uns weniger;
wir erdrtern sie nachtriglich.

b) Amplitudenbeziehungen

Zur Integration der Differentialgleichung (41) machen wir
den Ansatz, da} die Oszillogramme #(t) und (t) einander
proportional seien, wir setzen also

. b
o= _ .

4
G (44)
Jas Amplitudenverhiltnis ist positiv oder negativ, je nach-
dem die Oszillogramme gleiche oder entgegengesetzte Phase
haben. Wir erhalten dann die Differentialgleichung

N .
J (1 + 'ﬂ‘ >-i,'» SP-[1+B]-h(y)=0. (45)

Bis auf den Einflul der Gewichtsschwankung (4), den wir im
Augenblick vernachlissigen konnen, stelit diese die Bewegungs-

. . ey . wp , A
gleichung eines Schiffs mit dem Trigheitsmoment J '(1 + 7 )
..

in ruhigem Wasser dar. Gegeniiber der Eigenperiode (14) tritt
also hier der Verstimmungsfaktor

TVV ,/ ’{)h

BN (A T (46)

Ty () ’ y
auf. welchér je nach Phasenlage groBer oder kleiner als 1 ist.
Fiir die Amplitude des verstimmenden Anteils der Wellen-
neigung ergibt sich also

1 ) e
/

Tyt
ﬂ.,“(, R (47a)
r.2am ‘

bzw. mit den entsprechenden Kreisfrequenzen ausgedriickt

—o- Ty =2 = v - To(h) —

vor () _
B, = |- 2'—1 .
[

Um die Vernachlissigung des B-Einflusses auf die Verstim-
mung nachtriglich zu rechifertigen, ersetzen wir den Schwan-
kungsfaktor 1 + fi(t) des Riickstellmoments fiir die Dauer

je einer Halbwelle durch einen passenden Mittelwert 1 T €[B!
0 <e <1, und fiigen die Rollperiode aus zwei Anteilen zu-
sammen, die sich dann um den Faktor

(47b)

1 — 1 3 -
= 1% Le- Il Do ipleE

VENS (add )

von der halben Rollperiode unterscheiden. Der Verstimmungs-
einfluB der Gewichtsschwankung betrigt also

1/ /2 L4+ 8 Iplz + (49)
o A2 g2 - RPN
Y1 —e- 1Bl 8
was z. B. bei einer Standardwelle (6) weniger als 1% aus-
macht. Die Gewichtsschwankung bewirkt auch eine Un-
symmetrie des Rolloszillogramms (i), auf die wir nachtrig-
lich noch eingehen.

Fiir den zur Entdimpfung des Schiffs notwendigen Anteil
der Wellenneigungsfunktion liefert die Beziehung (42) bei
zweimaliger Integration mit solchen Konstanten, da}

Tw
) dt=10 (50)
[t
wird, den Ausdruck
W(Tw)
d.(t) = — ny' fw() - dt, (51)
also fiir seine Amplitude
l/4T“-
W (Tw) B
B, = v S boy() - de. (52)

0

Bild 4 Formparameter der in Bild 1 gezeigten Oszillogramme

Wir bringen das Integral, welches iiber ein Viertel-Oszillo-
gramm mit dem Maximum |3 auf einer der Intervallgrenzen
zu erstrecken ist, noch in die Gestalt

Ty -
Y —

“F iy, .

—_—
VIR @y = (53)

1 4 )

Y Yt) - dt =

wo F(y/y,) ein Formparameter des Oszillogramms ist. der
dessen Volligkeit angibt. Fir eine Sinuskurve ist er 1; fiir eine
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Bild 5 Konstruktion der Resonanzkurven
a) iiber der T *-Achse — b) iiber der o*-Achse

Rechteckkurve nimmt er den Wert nt/2 an. Zur Iustration ist
in Bild 3 der aus den in Bild 1 gezeigten Oszillogrammen plani-
metrisch gewonnene Formparameter aufgetragen worden. Wie
zu erwarten, weicht er nur am Ende des Stabilitditsumfangs
merklich von 1 ab und strebt dem Wert nt/2 zu. Man darf dieses
Verhalten verallgemeinern und bei Beschrinkung auf Roll-
winkel, die den statischen Kenterpunkt (h=h,,,) nicht wesent-
lich iiberschreiten, F =~ 1 setzen. So schreiben wir fiir die
Amplitude (52)

o= VAW b G- (54)
2n)
~D (Ty) (35)
mit

DTw) =" 7 (262

bzw.

W(w)

D ((1)) = J o (56b)

(Die gleichzeitige Verwendung der Symbole D(Tyw) und D(w)
sowie W(Tw) und W(w) ist nicht korrekt; kann aber; da wir
die Formeln (56a) und (56b) alternativ verwenden, nicht zu
Verwechslungen fiithren.)

Zwischen der Rollamplitude ¢y und der Wellenschrige 9
erhalten wir schlieSlich bei Anwendung der Additions-
formel (43) auf die Gleichungen (47) und (55) die Ampli-
tudenbeziehung

Tw? B
# = [(T j@) —1 )2 + D*(Ty) ] W, (57a)
0

.
9 — [(V” W, )2 + D2 (0) }-tvz- (57b)

bzw.

@?
Diese bildet den Hauptgegenstand unserer Betrachtung. Sie

liefert zu einer durch & und Ty bzw. w gegebenen Diinung
nach MaBgabe der (verdnderlichen) Eigenperiode und Damp-
fung des Schiffs eine Anzahl von {-Werten, welche je einen
Rollzustand erster Art kennzeichnen.

Wir werden nun im folgenden die Resonanzkurven, nim-

lich die Kurvenschar (9, T\?) bzw. ¥ (9§, w?) mit § als Para-
meter und Tw? ~ A bzw. w® als Abszissen sowie die Grenz-
kurve zwischen stabilen und labilen Rollzustinden graphisch
konstruieren. Dazu miissen die Funktionen T;(\) und D(Ty)
bzw. vy({) und D(w) vorliegen. Uber Ty() haben wir im
AnschluB an Gleichung (14) einiges ausgefithrt; fiir die
Dimpfungsfunktion nehmen wir, solange nichts Niheres
bekannt ist, der Einfachheit halber einen festen D-Wert an?).

c¢) Resonanzkurven

Um die Resonanzkurven iiber der T3 bzw. ®w*Achse
zu konstruieren, zeichnen wir zunichst die Grundkurve T 2(\))
bzw. vj*(y) (Bild 5a bzw. b) und markieren auf ihr den Punkt

mit der Ordinate {,., = #/D, welche den grofliten (im Re-
sonanzfall §;, = 0 auftretenden) Rollwinkel darstellt. Sodann
fithren wir fiir geniigend viele Rollamplituden ¥y <Z13p,., die
folgenden beiden elementaren Operationen aus: Erstens bilden
wir mit Hilfe des Pythagordischen Lehrsatzes den Verstim-
mungsanteil der Wellenschrage

7) D = const bedeutet, daf3 der Didmpfungskoeffizient W(w) der
Frequenz w proportional ist. In dem durch die Voraussetzung (2)
beschrinkten Frequenzbereich ist dies eine tragbare Annahme.
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Bild 8 Resonanzkurven eines Schiffes in seitlicher Diinung fiir
a) iiber der T, *-Achse drei verschiedene Wellenschriigen; Pimpfung nicht beriicksichtigt, b) iiber der w*-Achse
MM nicht bestindig
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Bild 9 Resonanzkurven eines Schiffes in seitlicher Diinung fiir
a) iliber der T *-Achse drei verschiedene Wellenschrigen; Dimpfung nicht beriicksichtigt, b) iiber der w*-Achse
< x4 nicht bestindig




b= 20— D P D Vil — T

(58)

der sich aus (55) und (43) ergibt. Zweitens wenden wir, um
die mit (47a bzw. b) identische Proportion

Ty : TR @) = @ + 8) : ¥ (59a)

bzw.
Vo2(): 02 = ( + By) : P

herzustellen, den Strahlensatz entsprechend an. Da bei &,
beide Vorzeichen zu beriicksichtigen sind (denn y(t) und 8(t)
konnen gleiche oder entgegengesetzte Phasen haben), ge-
winnen wir so fiir jeden Rollwinkel { <1, zwei Punkte

(P, P5) der Resonanzkurve, Wenn || << i®| ist, hat einer
davon eine negative Abszisse; dieser Kurvenast stellt aber
keine Losung unseres Problems dar, da T und ® definitions-
geméf positiv reell sind.

Die Bilder 6a und 6b sowie 7a und 7b zeigen die mit D = 0,2

konstruierten Resonanzkurven fiir drei Wellenschriagen (#/y,
= 0,05; 0,10; 0,15} in dimensionsloser Darstellung; und
zwar beziehen sich die Bilder 6a und 6b auf Schiffe mit posi-
tiver Zusatzstabilitidt, deren Hebelarm h(y/¢,) und Eigen-
periode T({/y,) dem Bild 1 entsprechen, die Bilder 7a und 7b
auf Schiffe mit sinusformiger Hebelarmkurve (21) und der in
Bild 2 dargestellten Eigenperiode (23). (Letztere schlieBen,
wenn vy, = 180° gesetzt wird, das mathematische Pendel ein.)
In den schraffierten Bereichen, auf deren Zustandekommen
wir sogleich eingehen werden, sind stationdre Rollzustdinde
nicht realisierbar. Die Bilder 8a und 8b sowie 9a und 9b
zeigen dasselbe, aber ohne Beriicksichtigung der Dampfung
(D = 0). Zu ihrer Konstruktion geniigt die Proportion (59a)

bzw. (59b), weil ﬂh = # unmittelbar gegeben ist.

d) Bestindige Rollzustinde

Die betrachteten Rollzustinde erster Art erfiillen samt-
lich das in der Bewegungsgleichung (1) ausgedriickte Momen-
ten-Gleichgewicht. Es bleibt aber noch zu untersuchen, ob sie
auch alle physikalisch realisierbar sind. Diese Frage inter-
essiert besonders in Hinblick auf die in gewissen Abszissen-
Intervallen auftretende Mehrdeutigkeit der Resonanzkurven.

Da wir nur stationdre Rollzustinde betrachten, kénnen wir
nicht ohne weiteres ihre dynamische Stabilitdt untersuchen.
Wir formulieren deshalb ein auf die Amplitudenbeziehung
(57a) bzw. (57b) anwendbares Kriterium fiir die ,,Bestdndig-
keit“ eines Rollzustandes, ndmlich daB bei konstanter Periode
die Rollamplitude nur dann gréBer werden darf, wenn die Wel-
lenschridge wichst, und nur dann kleiner, wenn die Wellen-
schriige abnimmt. Abstrakter ausgedriickt: , Ein bestindiger
Schwingungszustand liegt vor, wenn beim Ubergang zu jedem
stationdren Nachbarzustand gleicher Periode die Amplituden
von Erregung und Schwingung (ungeachtet ihrer Phase)
gleichzeitig zu- oder abnehmen.* Die bestindigen Rollzustinde
sind also analytisch durch das Kriterium

32

To>
C g0 (60)

gekennzeichnet.

Wenn wir nun die Steigung der Resonanzkurven bei kon-
stantem D, ndmlich den Ausdruck

a2
S [ T Y B (61
ATyt o CoT ) \TE @) Y
S?

hzw.
992
n 9 T 2 (1) 2 (7
v 72‘)9}?* =V Y W) ,(V" W _ 1) (61b)
dw? 29 992 C- ot w?
P

betrachten, so finden wir die Regel, daB diese bei beiden Auf-
tragungen in solchen Punkten, welche bestiindige Rollzustinde
(C>>0) darstellen, links der Grundkurve [Ty? <<T2(y)
bzw. w* <wvy?({)] positiv, rechts davon [Tw? > T2(@) bzw.
©% > v2(})] negativ ist. Bei verdnderlichem D liegt das
Resonanzmaximum nicht auf der Grundkurve; dann laft sich
mit einigem Aufwand von Differentialquotienten bis zur
2. Ordnung dieselbe Regel fiir Punkte links bzw. rechts vom
Resonanzmaximum beweisen.

Auf der Grenze zwischen bestindigen und nicht-bestindigen
Rollzustinden ist C = 0; dort verlaufen die Resonanzkurven
lotrecht. Die Amplitudenbeziehung (57a bzw. 57b) liefert fiir
die Bestdndigkeitsgrenze die Gleichung

G ( Tw? 1)2 + D2(Ty)
= I v
Ty (§) !

, <2W2 _ 1) Tw?-w dT? @)
Ty? () To* (¥ dy

0

(Twz 1)( Ty? ,[lw@,,dw@) }J)
AT ()) Ty? (9) Ty? () dy
+ D2(T“r) = 0 (623.)
bzw.
2 (30 2
c - (Y .Sﬂ_ 1) + D’ ()
o
(@) R @
0 ? dy
() (3 )
T\ w? w? w? dy
+ D*(w) = 0. (62b)

Hieraus konnen wir die Grenzkurve mit elementaren Mitteln
graphisch konstruieren.

Bei zunichst vernachlissigter Dampfung (D = 0) miissen
die runden Klammern in (62a bzw. 62b) einzeln null sein. Dar-
aus folgen die Losungen

Tw? = TP und Tyw? =T, {®) (63a)

bzw.
®? = vp?!(P) und 0? = v, 2(¥)), (63b)

von denen die jeweils erste die Grundkurve darstellt und dic
zweite durch die Beziehung

T, AW ( "d'w*_*- Tv’ - ) =Ty () -~ ""*dy;' (64a)
dTe® () To? () dTe? (§)
bzw.
V@) = v @+ @) W (64b)

dy

damit verkniipft ist.



Bild 10 Konstruktion der Grenzkurve bestindiger Rollzustinde,
¢ fiir D = 8; G fiir D = 9,2

a) iiber der T '-Achse — b) iiber der o*-Achse

Die Konstruktion der Grenzkurve T,2({) wird in Bild 10a
gezeigt: Wir bestimmen zuerst den Beriihrungspunkt [Ty?(y,),
\,] der Ursprungstangente an die Grundkurve. Fiir diesen ver-
schwindet némlich der Klammerausdruck in (64a), so daB die
Gerade ) = v, Asymptote der Kurve T 2({) ist. Auf jeder
Ordinate ¢y <4, finden wir den Punkt [T,2({), P] als
Schnitt der Verbindungsgeraden durch den Treffpunkt [0, v,]
der Grundkurven-Tangente mit der {-Achse und den FuB-
punkt [Ty?(), 0]. In der Tat kann man der Figur entnehmen,
dal} der Ordinatenausschnitt 9 — 1, einerseits gleich der rech-
ten, andererseits gleich der linken Seite von Gleichung (64a)
ist. Auf den Ordinaten ¥ > v, findet man negative Abszissen
T,2(p}; diese haben jedoch fiir unser Problem keine unmit-
telbare Bedeutung. — Die in Bild 10b veranschaulichte Kon-
struktion der Grenzkurve v,%({) besteht gemiB Gleichung
(64b) einfach darin, daBl man jeden Punkt der Grundkurve vo? ()
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dvy2 (P
um die Linge der Subtangente s = I P _Vg(if_‘l’l
Yy

entgegengesetzten Seite verschiebt. Auch hier ergeben sich fiir
P > v, negative Abszissen.

nach der ihr

Mit den Beziehungen (64a bzw. 64b) nimmt der Ausdruck C
die Gestalt — vgl. (62a bzw. 62b) —

G == (_Tvg_i _
To? ()

ez
T2 ®)
bzw.

=B _2) (20 ) e

w? n

) + D2(Ty)  (65a)

(65b)

an. Wenn D = 0 ist, ist dieser bei beiden Auftragungen in dem
Bereich zwischen der Grundkurve und der soeben konstruier-
ten, durch * gekennzeichneten Grenzkurve negativ; d. h. die
Punkte zwischen den Kurven bedeuten nichtbestdndige Roll-
zustiinde. Bei der Darstellung iiber der Tw?2-Achse muf} in die-
sem Sinne der Grenzkurvenast oberhalb der Asymptotr
Y = Y* (mit negativen Abszissen) als jenseits des oo-fernen
Punkts liegend angesehen werden; denn hier liegt der Bereich
nichtbestindiger Rollzustinde, ebenso wie unmittelbar dar-
unter, rechts der Grundkurve, Tw? > T 2(¥).

Unter dem EinfluB der Dampfung D == 0 schrumpft der Be-
reich nichtbestindiger Rollzustinde, weil dann die Klammer-
produkte in (65a) bzw. (65b) auf der Grenzkurve G negativ
sein miissen, damit C = 0 wird; in Sonderheit stellen dann
alle Punkte der Grundkurve Ty 2(\p) bzw. v ®(y) bestindige
Rollzustinde dar. Die graphische Konstruktion der Grenz-
kurve G unter Beriicksichtigung von Dimpfung kann an Hand
der Gleichung

[Tw? — T @)] | Tw® — T 2W)]

F+[To@) T (@ D(Ty) =0 (66a)

bzw.

[vo? @) —o? ][ v*@) —o?]+[0* D(w) *=0 (66b)
erfolgen, indem man bei jedem P die Strecke zwischen den
Abszissen Tg2(y) und T 2(Y) bzw. v?(P) und v, 2(P) mi
Hilfe elementarer Sitze iiber Kreistangenten, Sehnen und
Sekanten teilt. Ihre Durchfiihrung ist allerdings bei der Dar-
stellung iiber der Ty2-Achse etwas umstindlich und nur bei
konstantem D méglich. Es ist daher rationeller, die Grenz-
kurve G iiber der w?-Achse zu konstruieren und die Punkte
in den (T'w? {)-Plan zu iibertragen. Dabei kann man eine be-
liebig gegebene Dimpfungsfunktion D(w) beriicksichtigen.
Wenn man nidmlich ®? - D(w) unter der Abszissenachse auf-
trigt, haben die Schnittpunkte mit dem Halbkreis unter der
Strecke [vg?(P), v¢2(§)] die Abszissen ;% und wy? zweier
Punkte der gesuchten Grenzkurve; denn es sind [0,2 — v ()’
2
und |w2—v*2({)| die Hypotenusenabschnitte eines recht-
2

winkligen Dreiecks mit der Héhe w? - D(w). In Bild 10b wird
dies Verfahren fiir konstantes D = 0,2 illustriert. Das Resul-
tat ist in Bild 10a iibertragen worden. Ebenso sind die schraf-
fierten Bereiche in den Bildern 6 bis 9 entstanden.

e) Wahrscheinliche Rollzustinde

Wir wissen also nun, welche Teile der Resonanzkurven
physikalisch realisierbare. Rollzustinde darstellen. Es bleibt



aber noch die Frage offen, welcher von den zwei oder u. U.8)
drei moglichen Rollzustinden gleicher Periode in der Wirk-
lichkeit zu erwarten ist. Diese Frage muB statistisch betrachtet
werden; es kommt dabei auf den Anfangszustand, aus dem
das Schiff in den bestindigen Rollzustand einschwingt, und
auf die GroBe und den zeitlichen Verlauf derjenigen Stér-
momente an, welche den Ubergang in einen anderen Roll-
zustand bewirken konnten. Diese Dinge liegen auBerhalb
unserer, auf stationdre Zustinde beschriinkten Betrachtung.
Wir konnen aber von anderer Seite her zweierlei dazu sagen:
Zunichst sind Rollzustinde kleiner Amplitude wahrschein-
licher als solche grofler Amplitude, weil in den letzteren mehr
Energie steckt, die dem Schiff erst zugefiilhrt werden muB.
Zum anderen hat der Verfasser bei Experimenten am Navi-
pendulum [8] mit einem Schiffspendel sinusférmiger Hebel-
armkurve deutlich erfahren, daB in dem zweideutigen Frequenz-
intervall die Rollzustinde grofler Amplitude nur mit Sorg-
falt hergestellt werden konnten, und daB schon geringfiigige
Stérungen den Ubergang in den Rollzustand kleinerer Ampli-
tude bewirkten, und zwar um so eher, je hoher der Bildpunkt
auf dem Resonanzkurvenast lag. Die Energiebetrachtung und
das Experiment sprechen also fiir eine griere Wahrschein-
lichkeit der kleineren Amplitude.

Die jeder Diinung in praxi iiberlagerten Stérwellen werden
dem Schiff nur selten gerade den Impuls erteilen, der zum
Ubergang aus dem Rollzustand kleiner Amplitude in den-
jenigen groBer Amplitude erforderlich ist, sie werden aber

meist ausreichen, den diffizilen Rollzustand groBer Amplitude

zu storen.

f) Nachtrige

Nachdem wir bisher nur Beziehungen zwischen den
Amplituden und Frequenzen betrachtet haben, verschaffen wir
uns noch nachtriglich Einblick in den zeitlichen Ablauf der
Bewegungen von Schiff und Diinung.

Die Phasenlage der Rollbewegung zur Welle hiingt von dem

Verhiltnis
. Tw?
et ()
T ()

ab. Im Resonanzfall Ty? = Ty2(Y,es) ist &, = 0 und der Roll-
winkel y(t) lduft wegen (42) mit einer Verspiitung von
t/4 Periode hinter der Wellenneigung #(t) her. Das Schiff hat
demnach auf einem Wellenberg gerade seine groBte Neigung
Y, in Richtung der zuletzt passierten Wellenschrige, also nach
der Leeseite der Diinung; im Wellental findet die gréSte luv-
seitige Schiffsneigung 5 statt. AuBerhalb der Resonanz treten
die Extremlagen des Schiffs entsprechend Gleichung (67)
frither [Tw > Ty({)] oder spiter [Ty <<T ()] ein.

(67)

Nun ist das Riickstellmoment wegen der Gewichtsschwan-
kung (4) in der Bergphase kleiner als in der Talphase. In-
folgedessen ist die leeseitige Neigung des Schiffs groBer als
die luvseitige; d. h. das Oszillogramm

Y1) = Yo + Yeult)

enthilt eine mittlere leeseitige Krangung {;. Um ihre GroBe
abzuschitzen, ersetzen wir im Resonanzfall, wo ya,(t) und B (t)
phasenrein sind, wieder den Schwankungsfaktor 1 + f(t) in
der Differentialgleichung (45) wahrend der Bergphase durch

(68)

einen konstanten Mittelwert 1-—8 IE' und wihrend der Tal-

phase durch 1 + - [Bl, 0<<8 <1, und setzen die Krén-
gungsenergien der Extremlagen

8) Positive Zusatzstabilitdt, kleine Wellenschrige, kleine Ddmpfung.
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Bild 11 Zur Abschitzung der mittleren leeseitigen Kringung

Y1 =1ty (69)

1
2
einander gleich:

I—3-[B1-UQpo+% =11+0-|Bll-Up—9). (70)

Wegen der Symmetrie von U kénnen wir dann bei Entwick-
lung nach v, in erster Néherung

_ - 2U0
U (o + 9) tU(wo—w)={ G
29" P-h (§)
schreiben und erhalten schlieBlich die Beziehung
U @) e
Il < oeom—— o 1 - B (72)
Y UPh@-d

In Bild 11 ist der Bruch der rechten Seite fiir den in Bild 1
gezeigten Hebelarmverlauf (a) und fiir sinusférmigen Verlauf
(b) dimensionslos dargestellt worden. Sein Wert liegt praktisch
zwischen 0,5 und 1,0. Bei Resonanz mit einer Standardwelle (6)
betriigt demnach die mittlere leeseitige Kriingung eines Schiffes

5~ =n
it der Rolldimpfung D = 0,2 i Is e = =72°
mit der Rolldimpfung weniger als = "+
meist sogar weniger als die Hilfte dieses Wertes. Aulerhalb
der Resonanz ist der Effekt geringer. — Die Tatsache einer
mittleren Kringung verbietet keineswegs unseren Ansatz (44),
denn 1, liefert keinen Beitrag zur Winkelbeschleunigung (;) .

Wir miissen aber nachtriglich betonen, dal als Amplitude
die halbe Winkeldifferenz zwischen den Endlagen, also die
Amplitude von Y« (1), zu nehmen ist, wie dies auch in (68)

und (69) zum Ausdruck kommt.

Das Oszillogramm der Wellenneigung ¥ (1) , welches dem
Ansatz (44) entspricht, setzt sich gemiB (39) aus den um 90°
phasenverschobenen Anteilen #;(t) und Oy (t) zusammen,
deren erster wegen (47a) bis auf eine geringe Verzerrung
infolge der Gewichtsschwankung durch den Ausdruck

(nst
h(t) =, o —
=\ @)
und deren zweiter durch Gleichung (52) gegeben ist. Also gilt

b = <Lw* _ 1). v (9 — VW)
Y J .

1 ) ‘Yoo (1) (73)

{¢N(t) dt. (74)

11



Der erste Anteil ist bei endlichen Rollamplituden nicht sinus-
formig, sondern dhnlich den in Bild 1 gezeigten Oszillo-
grammen; der zweite ist wegen der Integration schon eher
sinusformig, liefert aber nur in unmitielbarer Nihe der
Resonanz einen mafigeblichen Beitrag. Im allgemeinen ist also
mit ¥ (t)-Oszillogrammen zu rechnen, deren Volligkeit — vgl.
(53) und Bild 4 — von 1 etwas abweicht. Die anzunehmenden
Wellen weichen von der Sinusform weniger ab als das ¥ (1) -
Oszillogramm, da sie aus diesem durch Integration iiber den
durchlaufenden Weg gewonnen werden kénnen. Erst bei Roll-
amplituden, die den statischen Kenterwinkel wesentlich iiber-
schreiten, miissen wir zugunsten unserer Methode ein Wellen-
profil annehmen, das in Berg und Tal etwas spitzer ist als die
Sinuslinie.
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