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Zusammenfassung

Im ersten Teil der Arbeit wird der Zusammenfall von Viel-
blasensystemen untersucht, die sowohl in Form eines kugel-
symmetrischen als auch in der Gestalt eines schichtfdrmigen
Volumbereichs (Clusters) angeordnet sind. Die Einzelheiten
des Zusammenfallvorgangs, also seine Zeitdauer, die auftre-
tenden Extremalradien sowie der zeitliche Verlauf werden in
Abhdngigkeit von den entscheidenden Parametern diskutiert und
mit den entsprechenden Resultaten flir Einzelblasen verglichen.
Die erwdhnten Parameter sind der Luftdruck, der Fliissigkeits-

druck, das Gasvolumverhdltnis und das Anfangsvolumen.

Im zweiten Teil der Arbeit wird der Zusammenfall einer einzel-
nen Blase unter Berilicksichtigung ihrer Wechselwirkung mit Um-
gebungsblasen behandelt. Auch hier erfolgt eine analoge Dis-
kussion der Parameterabhidngigkeit und eine Priifung der Kompa-
bilitdt mit dem vorher behandelten Modell des kugelfdrmigen

Clusters.



1. Clusterkavitation, kugelsymmetrische und ebene Cluster

Die vorliegende Arbeit baut auf einer Arbeit von Mgrch auf

mit dem Titel "Energy considerations on cavity clusters"”

(Juni 1981). Darin wird eine Theorie {liber den Zusammenfall von
Blasenclustern entwickelt, d.h. "Wolken" von vielen einzelnen
Blasen, deren Verhalten als Ganzes betrachtet wird. Aus der
Energiebilanz der Formdnderungsarbeit gegen den Druck innerhalb
der Blasen und der an die Flissigkeit wdhrend des Zusammenfalls
abgestrahlten kinetischen Energie wird eine Differentialgleichung
fir den Clusterradius R = R(t) hergeleitet bzw. flir die Dicke

Y = Y(t) eines an einer festen Wand haftenden ebenen Clusters.

Diese Theorie wird im folgenden insofern erweitert, als der
Lustdruck mit beridcksichtigt wird, der fir den Minimalradius und
die Zusammenfallszeit eine Rolle spielt. Das Verhalten des Luft-
anteils wird als adiabatisch angenommen, das Verhalten des Wasser-
dampfanteils als isotherm; im Phaseniibergang ist der Dampfdruck
dann konstant. Diese Annahmen stimmen strenggenommen nicht, ihre
Fehler gleichen sich jedoch aus, wie aus der klassischen Blasen-
dynamik bekannt ist.

Wir beginnen zundchst mit der Betrachtung kugelsymmetrischer

Cluster.

Ta) Kugelsymmetrische Cluster

Die Anzahl der Blasen innerhalb des Clusters wird als so groB
angenommen, daB die Strdmung auch unmittelbar an der Clusterwand
praktisch als kugelsymmetrisch angesehen werden kann. Wir gehen
also von einer vollkommen homogenen Gasverteilung innerhalb des

Clusters aus. Dann ist mit B8 = Gasvolumenverhdltnis =

VGaS/(VWasser + VGas) das Potential auBerhalb des Clusters
4. dVgay o A4 d (ST 3p). A4 (R A 30 df
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Damit ergibt sich die durch die Volumenidnderung bewirkte diffe-

rentielle Anderung der kinetischen Energie auBerhalb des Clusters:
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Die folgende Betrachtung zeigt, daB der Zusammenfall der Blasen
keine Anderung der kinetischen Energie des Fluids innerhalb des
Clusters bewirkt, unter der Voraussetzung homogener Gasverteilung,

d.h. fir Blasenanzahl N -» «
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@:-—f~~%{‘QLQLL~ ZV——————~0ﬁ l<R) , a = Radius der Einzelblasen,
r . o+ ﬁmlf‘ Al der fir alle Blasen als

gleich angenommen wird.

Fir den Abstand der n-ten Blase zum Aufpunkt gilt:
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Wegen der Kugelsymmetrie kann ohne Einschrdnkung der Allgemein-

heit F= o0 angenommen werden und somit
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Fir N » « geht die Summe in ein Integral ilber, dessen Berech-

nung ergibt:
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Da die Wurzel positiv definit ist, gilt:
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Damit spaltet sich das Integral auf:
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oder mit R?G = ]
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und wir erhalten flir die Geschwindigkeit in radialer Richtung:

0 - -~ f A (Rf)E 4 2

Or A/df: z 3

Fir N - « folgt Ve ? O. Daher ké&nnen wir die kinetische Energie

innerhalb des Clusters vernachldssigen.—

Flir das Differential der Formdnderungsarbeit gegen den Gasdruck
gilt:

4r
dEp=(P(R) = Fo) ol Vyuy = (P(r)-Ps ) per P dR + (p()- ) 55 4B d R .

Daraus ergibt sich die Energiebilanz dEk + dEp = 0, (4}

also
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und mit SR = 2R folgt die Differentialgleichung
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Nun gibt es zwischen dem Clustervolumen, dem absoluten Gasvolumen

und dem Gasvolumenverhéltnis folgende Beziehungen:

Vgaj ,ﬂ_ ﬁ . 1-A
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Ferner gilt:

3
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Daraus folgt: ?
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und

as =3(1-p) (64)
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SchlieBlich folgt 2
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Damit vereinfacht sich Gl. (5) zu
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Wie man leicht sieht, geht Gleichung (7) fir Bo +~ 1 in die

Differentialgleichung der konventionellen Blasendynamik uber

(Rayleigh-Plesset), wie es sein muB.

Tatsdchlich gilt jedoch die Clustertheorie nur fiir niedrige Gas-
volumenverhdltnisse, da es einen gewissen B-Wert geben muf, bei
welchem sich die Blasen beriihren, man slso diese Wechselwirkung
mit beriicksichtigen muB. Die folgende Betrachtung zeigt, daB
dieser wert bei 8.~ W6 liegt.



Alle Blasen sollen den gleichen Radius aj = a{t=0) haben. Im
Mittelpunkt des Clusters sei eine Blase, der Rest sei auf n

Kugelschalen mit dem jeweiligen Radius r, = 2aon mit n2=1...n02 ,
angeordnet., Die Oberfldche der n-ten Kugelschale ist 4nmr = 4ﬂ4aor1 H
die Fl&dche, die eine Blase einnimmt, falls sie sich mit den anderen
gerade berihrt, ist 4a; . Die %nzahl der Blasen auf der n-ten

Kugelschale ist somit Nn = 4mn

Bei einem Cluster %?s Radius R = 2nao+ ao ist die Gesamtzahl der
HBo 2
Blasen N = 1+4me Z
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Dann wird
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Fiir die Clusterwandgeschwindigkeit ergibt sich unter Benutzung

der Beziehung

PR(RR+ 3 R) = (R )

mit der Anfangsbedingung R (t=0) = O:
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Daraus folgt flir die Wandgeschwindigkeit durch Integration:
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In der rein isothermen Ndherung wdre X = 1 und der 2. Summand

wlirde lauten:
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Fir die Zusammenfallszelt folgt aus (8):
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Einige Anmerkungen zu den Ergebnissen im kugelsymmetrischen Fall:
1) Bedeutung der GrdéBe Bo

a) EinfluBl von Bo auf den Minimalradius (Abb. 1)

Der Minimalradius wird gemdB (7), (8) nach der Gleichung

1___ ,,L; (/x(—& /J-W) ‘/"c)'n'%(py,pv)(/g/’{(fz/) /H/o —ﬂ) 0

A (10)
bestimmt.
Bei konstantem P; = = p,- p, ist B, die entscheidende Grobe
hierfiir. Es mufl gelten: (R/Ro)3 > (1-BO), da P, sonst unend-

lich gro8 wird. Denn esgilt:

X
Po= Feo ((R}4 (4—/’0)'27)

Also f&llt das Minimalvolumen linear mit steigendem Bo .

In Abb. 1 ist R /R aufgetragen. Die Zeichnung zeigt, daB
Re/Ro (1 B ?ﬁ dle Bestimmungsgleichung des Extremalradius
ist, jedenfalls sofern Bo kleiner gleich Ef . (FPlur BO =1,
d.h. eine Einzelblase vom Radius des Clusters, stimmt das
offenbar nicht mehr, da dann der Luftdruck einen grdBeren Ein-
fluB hat.)

b) EinfluB von I% auf l%dn/ﬁo und amin/ao (Abb. 3)

Die Kurve fir Bmln/ o verlduft mit steigendem Bo stdrker als
linear. Gleichzeitig wurde fiir Bo = 0.1...0.5 bei Pio = 0.02
bar, P - Pv = 0.5 bar ein konstantes amin/ao von 0.136 fest-

gestellt, was dem Extremalradius in der klassischen Blasendy-
namik entspricht. DaB amin/ao nicht von po abhdngt, liegt

an der Tatsache, daB8 der Luftdruck der entscheidende Parameter
fir das minimale Gasvolumen ist, und dieser ist eine Funktion
des Gasvolumens und keine Funktion seines Verhdltnisses zum
Wasservolumen. Das Ansteigen von Bmin mit Bo rihrt nur von dem
Umstand her, daB das Wasservolumen als constant angenommen wurde;



denn fiir den Fall, daB
< \3 Vim

r 8 140
so gilt
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und da const << 1, wdchst dieser Ausdruck mit BO ungefahr

hyperbolisch.

c) EinflufBl von Bo auf die Zusammenfallszeit

Die Zusammenfallszeit steigt mit BO, ihre Ableitung sinkt

allerdings. Das hat folgende Ursachen:

(1) Der Extremalradius sinkt mit steigendem BO; die Volumen-
dnderung des Clusters wird also grdBer.

(2) Auf die Wandgeschwindigkeit wirkt sich BO offenbar nicht
aus; die Steigung der Verlaufskurven (Abb. 15,16) ist offen-
bar die gleiche.

(3) Es stellt sich die Frage, ob die Verlidngerung der
Zusammenfallszeit der hoheren Gaskonzentration oder dem
grbBeren absoluten Gasvolumen geschuldet ist; da in Abb. 1
das Cluster-Anfangsvolumen konstant gelassen wird, geht das

aus der Abbildung nicht ohne weiteres hervor.

Stellen wir zundchst anhand der Abb. 1 eine Interpolations-

formel TZ(BO) auf. Sie lautet:
) . B
(@) ta(B,)="te (fo= 01) Vo

Nun denken wir uns BO = 0.1 konstant und fragen: wie verhilt
sich die Zusammenfallszeit, wenn wir bei konstantem BO das
Anfangs—~Gasvolumen vergr&Bern, d.h. R_ vergrdBern ?

Wir wissen aus (9), daB t_(r_) = t (R = 1}Ro(b)ist. Die Glei-
chungen (a) und (b) formen wir so um, daB statt Ro und BO

Vgo die Variable ist, wobei bei (a) Ro’ bei (b) BO konstant
bleibt.

(a) wird mit fPe = w)a/(ﬂ'; ‘fit/T)

{2 [/50)362 (Vgo):_ t%(ﬁo:0.4)n/ Yo

lo.1-g) %1




7,
(b) wird mit o = % .

-4
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Wegen tZ(RO= 1) = tz(bO = 0.1) steigt tz bei einer Vergrd-
Berung des Gesamtvolumens mit BO = const weniger stark an
als bei einer ErhShung der Gaskonzentration innerhalb des

Clusters.

Da im Modell keinerlei Wechselwirkungen berilicksichtigt sind,
kann dieser Unterschied in der Zusammenfallszeit nur geometri-
sche Grinde haben. Sei AV die Differenz zwischen Ausgangs- und

Minimalvolumen. Dann gilt die Beziehung

AR = AV zwischen Volumen- und Radiusdnderung.

41 R”

Nun geht aus (8) hervor, daB die Wandgeschwindigkeit etwa
proportional zu (RO/R)3 ist. Flir konstantes BO ist nun das

3
Volumenverhdltnis (RO/R ) konstant, d.h., damit hat auch

die Wandgeschwindigkeitmégr verschiedene Clustervolumina bei
konstantem BO denselben Zeitverlauf. Weil aber die zuriickzu-
legende Radiendifferenz mit zunehmendem Ausgangsvolumen ab-
nimmt, ist die Zunahme der Zusammenfallszeit mit dem Gasvolu-

men bei Zunahme des Gesamtvolumens entsprechend geringer.

Anmerkung zum Verlauf des Zusammenfalls R(t) (Abb. 15, 16):

Fir Bo= 1 hat die Kurve anfangs einen relativ flachen Verlauf
und f&llt dann gegen Ende des Zusammenfallvorgangs stark ab.
Dieser Abfall entspricht einer Zunahme der Wandgeschwindigkeit
in der letzten Phase des Zusammenfalls und steht scheinbar im
Widerspruch zum Anstieg von P bei BO= 1. Es ist jedoch so,
daB8 die Zunahme von PLO von der Volumendnderung abhdngt; zwi-

schen der Volumendnderungsgeschwindigkeit besteht nun folgende



Beziehung:

. * 0( 3
dop)=3 RR, b Fm SRR
dt

Fir kleine R widchst dieser Ausdruck immerhin quadratisch.
Einer anndhernd konstanten oder sogar leicht sich verringern-
den Volumendnderung pro Zeiteinheit entspricht somit immer

noch eine zunehmende Wandgeschwindigkeit R.

1 B) Ebenes Kavitationscluster an einer festen Wand

Ausgegangen wird von einem an der Wand haftenden ebenen Cluster,
welches in z-Richtung als unendlich ausgedehnt angenommen wird;

die Lidnge in xX-Richtung betrage 2 A (siehe Zeichnung).
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Die Anzahl der Blasen im Cluster wird ebenso wie beim kugelssym-
metrischen Cluster als so groB angenommen, daf das Gasvolumen-

verhdltnis Vv 8 an jedem Ort innerhalb des Clusters

/v
gas’ Cluster
als gleich angesehen werden kann. AuBerdem seien folgende Voraus-

setzungen gegeben:

1) Die durch den Zusammenfall bewirkte Abstrahlung kinetischer
Energie in x-Richtung sei vernachldssigbar klein; d.h., das
Geschwindigkeitsfeld des Fluids verlaufe nur in y-Richtung.

Entsprechend klein ist Yo/A zu wdhlen. -



2) Die Linge des Clusters 2 A sowie seine - als rechteckig
angenommene - Form bleiben wdhrend des gesamten Zusammenfalls

konstant.

Die Geschwindigkeit des Fluids errechnet sich aus der Profil-

theorie folgendermaBen:
Das Potential ist

Kf‘ f“’ qliet)odSAE
I 5wyt (= el

(11)

Daraus ergibt sich die Geschwindigkeit in y-Richtung:

[ ,A_f < (5 %¢) dSdy
Jy “r gy Jxs) vyt (2-£)) "

=

Wir nehmen an: !B | » =, und die Quellenbelegung g sei unab-
hdngig von £ und =z

Dann ist

vz Sal9 4 |

((x~f)+9 Lz €))%
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(mit der Variablentransformation § = § - z) folgt
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Da die Seitenabstrahlung vernachldssigt wird und die Clusterform
sich nicht &ndert, setzen wir x = 0, d.h., das Cluster soll sich
an jeder Stelle wie an seinem Mittelpunkt verhalten; Entsprechen-—

des gelte fiir das Fluid {ber dem Cluster.

Mit v =

¢ : ; A
4 y__j__f_/___ y Tafaxrcf?—‘;- (12)
LS ST



ergibt sich die kinetische Energiednderung des Fluids pro

differentielle Volumenanderung des Clusters zu:

dE = v([S(Y-'“'f*@ 2y £ 4p4

i & [ S e gm - Yoty £)] dy

Voo e
mit -—077: 2y folgt

: o2 2 .2 12
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Das Differential der Formanderungsarbeit ist:

dE=(P. = P(Y)dY 4 AB (14)
Damit ergibt sich aus der Energiebilanz: O = dEk + dE
0= ﬁ. YS(“’["?») c/‘¢~ v larchy )
und die leferentlalglelchung fir Y lautet:
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¥ 9
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Die Integration mit der Anfangsbedingung ?(t=0) = 0 ergibt:
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Also folgt

‘ L"’[f(wu/v 4;) ] 2¢ [(Pw Fo) [ ¥~ ),0/4 Fw ((yv/fo X(y (- ’;")y)
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Y 4
mit tz :-f T;iq d}/ folgt flir die Zusammenfallszeit:
g Y
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Die folgende Betrachtung zeigt, daB an die Flissigkeit innerhalb
des Clusters unter den gegebenen Voraussetzungen (N - «) keine
kinetische Energie abgestrahlt wird.

Innerhalb des Clusters ist das Potential:

. Ay
=l A AY) L AT

Die Geschwindigkeit in y Richtung ist also

o4 _ (Die Geschwindigkeit in
5—); - 4,,/,/ ~— A8 5%‘ [/)/)W Z l;_,:’ x-Richtung wird vernachlissigt.)

Mit x = O (s.0.) und z = O ohne Einschrdnkung der Allgemeinheit
folgt:
El +A Yoo

N -'Z(—- 2, ‘L = L "d_ ‘
f.;,: A w V-l #pty dy J
B Sar

{ dx, oz, A4,
()/\/x}+zj+ (¢- 4%
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Das Verschwinden von 9>/ ist gleichbedeutend mit der Konver-

genz des Integrals,

AT b deadyy _”» Y (e y) dis oo o
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Dieses Integral konvergiert offensichtlich. Flir N » « ver-

schwindet daher die kinetische Energie innerhalb des Clusters.

Anmerkungen zZu den Ergebnissen

Allgemeine Bemerkungen zum Geltungsbereich dieser Theorie des

ebenen Clusters und zu den mit den Annahmen verbundenen Fehlern.



1) Das Geschwindigkeitsfeld wurde nur fiir die y-Richtung errech-
net. In Wirklichkeit wird jedoch unmittelbar an den Enden des
Clusters sowie im Raum iiber dem Cluster kinetische Energie
seitlich in x-Richtung (bei unendlicher Ausdehnung in z-Rich-
tung) abgestrahlt. Wiirde man diese berilicksichtigen, widre die
linke Seite in Formel (73) kleiner als bei der hiesigen Berech-
nung, da die Energieanteile der Abstrahlung in x-Richtung mit
zur Energiebilanz beitragen. Insbesondere widren ?2 und vy
kleiner, die Zusammenfallszeit infolgedessen grodBer als die
jetzt berechnete. Die Theorie gilt also nur fir sehr lange

Cluster, wie folgende Berechnung zeigt.

Das Potential ist

PR A +§v 7()‘/31,5)&/)’4/}'
A, \/@(* 1)yt (- 3’)2‘

Damit ergibt sich die Geschwindigkeit in x-Richtung:
A+x

0¢ s ("F q(x-fdsdy
0x U e 2, [(x= 9+ g2+ (2- E)z'] z

Mit den Variablentransformationen n: = x - £ , dn = - 4§

und z -§ = :% ergibt sich
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1
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Das Argument des Logarithmus geht fiir sehr groBe A gegen 1,

d.h., die Abstrahlung in x-Richtung verschwindet dann.



2)

Die Quellenbelegung wurde in der Ebene y = O angenommen.
Nun ist aber v = y arc tg (A/y)*2/m, wihrend direkt an der
Clusterwand, also bei y = ¥, v = & gelten muB. Fir kleine
A/y gilt dies offenbar nicht, d.h., die Geschwindigkeit ist
in dieser Berechnung kleiner als sie wdre, wenn man die
Quellenbelegung bei y = Y annehmen wiirde, wie es strenggenom-
men richtig wdre. Aus der Energiebilanz wird daher eine Wand-
beschleunigung und -geschwindigkeit errechnet, die bei kleinen
A/y zu groB werden; die Zusammenfallszeit wird durch diesen
Fehler entsprechend verkleinert. Allerdings betrdgt bei

il

A/y > 10 der arctg (A/y = 0,937 5 , d.h., es ist v = 0,94 ¥

und der Fehler praktisch vernachl&dssigbar.

Bedeutung der GrdBe Bo :

a)

b)

EinfluB wvon bO auf die Minimalschichtdicke

Die Minimalschichtdicke bestimmt sich nach der Gleichung
s B po L [(SER) ]z e [2ten)] ]
K 4o P Prr ¢

mlt2 :_zé;

Yo
Of fenbar entspricht dies Gl. (10) fir das kugelsymmetrische
Cluster, wenn man =z durch (RE/RO)3 ersetzt. Das minimale
Volumenverhdltnis Vmin/vo ist offenbar bei beiden Clustern
gleich, wie man auch aus Abb. 1 und 2 sehen kann: Die Kurve
in Abbildung 2 geht in die von Abb. 1 iliber, wenn man aus ihren
Werten die 3. Wurzel zieht. Ihre aus der Zeichnung zu entneh-
mende Interpolationsgleichung ist YE/YO = 1—80, also ein line-
arer Verlauf bei konstantem PLo/(Pw_ Pv). Fiir Bo = 1 gilt:
YE/YO = 0.002 (bei P o” 0.02 bar, P - P, = 0.5 bar), also etwa
die 3. Wurzel des Extremalradius RE/Ro (BO= 1} beim kugelsym-
metrischen Cluster. Nach der Interpolationsformel wilirde das
Cluster ganz verschwinden; bei groBen Bo—Werten hat also der
Luftdruck grdBeren Einflu8.
EinfluB von BO auf Bmin/Bo und amin/ao (Abb. 3)
Die Kurven gelten fiir das ebene und das kugelsymmetrische

Cluster. Da das minimale Volumenverhdltnis Vmin/vo bei beiden



Clustern gleich ist, miissen die Kurven fir Bmin und A in
ebenfalls bei beiden Clustern die gleichen sein, weil ja die
Anderung des Gesamtvolumens gleich der Anderung des Gasvolu-
mens ist, die Wassermenge also constant ist., Die Extremal-
volumenverhdltnisse hdngen also in keiner Weise von der

Clusterform ab.

EinfluB der GrdfBe BO auf die Zusammenfallszeit:

Der qualitative Verlauf der Kurve ist der gleiche wie‘im
kugelsymmetrischen Fall (Abb. 1 und 3). Die aus der Zeichnung

entnommene Interpolationsformel lautet:

to= bo (B 2) Noo/p |

Diese aus der Kurve abzulesende Funktion ist also die gleiche
wie im kugelsymmetrischen Fall. Auch hier soll nun untersucht
werden, inwieweit die Zusammenfallszeit von der Blasendichte
im Cluster abhdngt oder lediglich vom absoluten Gasvolumen.
Aus den Abb. 15 und 14 folgen die Interpolationsformeln fir
die Zusammenfallszeit in Abhdngigkeit von der Dicke und von

der Ldnge des Clusters:

tz = €, (Yo :9-4) . '\)y0/0,4
ta=ba (#=10) VA 00

Ve
Fiihrt man V als Variable ein, so folgt mit 8 _ = —JEL”
' j'fo [ v, ! LR C
{33 LL_E (ﬁe = r).’yo 4’/8‘ %
. v !
ty =t [y,,;am)wlo‘m -

Vgp 1
162 & 48 yﬂﬁo

te= 4a (A=) \/

Of fenbar ist also der Verlauf von tZ immer der gleiche, ob
die Anderung des Gasvolumens nun durch eine Verdichtung oder

durch eine Anderung des Clustervolumens erfolgt. -

Sieht man sich die Formel fiir tZ genauer an, so merkt man, daB

dies strenggenommen nicht stimmt. Bestimmende Faktoren sind zwar

Yo und A, aber diese GroBen gehen auBerdem in das



Integral

ein. Das bedeutet: 1) Je gr&Ber Yo' desto kleiner wird das
Integral; die Abhidngigkeit der Zusammenfallszeit von YO ist
also schwdcher als Yo (falls A/YO nicht allzu groB wird;

in diesem Fall wird das Integral konstant in YO). 2) Je grdBer
A wird, desto grdBer wird das Integral; die Abhingigkeit der
Zusammenfallszeit von A ist also stdrker als A, falls A/Yo
nicht allzu groB wird. Bei zunehmendem Verhdltnis A/Yo n&hert
sich der Verlauf der Zusammenfallszeit gegen den Cluster-Quer-

schnitt YO- A und den der Quadratwurzel.

Die Abweichung von diesem Verlauf hat folgende Griinde:

1) Die Verminderung des Integrals bei steigendem YO beruht auf
dem oben erwdhnten Fehler. Strenggenommen miifte an der Wand,
also bei y = Y, immer gelten v = Y . Die zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt abgestrahlte kinetische Energie wiAre dann unab-

h&ngig von der Schichtdicke, wie es sein muf.

2) Die Steigerung des Integralwertes mit wachsendem A erklirt
sich aus der Tatsache, daB bei l&ngerem Cluster ein iber-
proportional grdBerer Anteil an kinetischer Energie in
y=~Richtung abgestrahlt wird (siehe hierzu obige Rechnung

zur Seitenabstrahlung).

Bedeutung des Luftdrucks und des Flissigkeitsdrucks

a) Die Zusammenfallszeit verlduft mit steigendem Luftdruck
qualitativ wie beim kugelsymmetrischen Cluster; bei BO =1
ist die Abhdngigkeit stdrker als bei Bo= m/8, wie es sein
mu3. Die Abhdngigkeit ist wie beim kugelsymmetrischen Cluster
nur schwach.

b) YE/Yo (Abb. 8) verhdlt sich bei ZAnderung des Anfangsluft-
drucks wie das extremale Volumenverh&dltnis beim kugelsymme-
trischen Cluster, was man Abb. 9 entnimmt, wenn man die dort
aufgetragenen Werte mit 3 potenziert. Wie erwdhnt, sind ja
die Gesetze iiber das Extremalvolumen bei beiden Clusterfor-

men die gleichen.



c) Der Verlauf der Zusammenfallszeit bei Anderung von P_- PV
entspricht qualitativ der klassischen Berechnung fiir die
einzelne Blase. Die Form des Clusters hat darauf offenbar

keinen EinfluB.



2. Verhalten einer einzelnen Blase bei Anwesenheit umgebender

Blasen

Um eine Blase herum seien gleichmdBig Umgebungsblasen verteilt,
wobei ihre Mittelpunkte auf einer Kugelfldche vom Radius ¢ um
den Koordinatenursprung (Mittelpunkt der mittleren Blase) herum
angeordnet sind. Unter diesen Bedingungen wird der Zusammenfall

der mittleren Blase berechnet.

Das Potential hat die allgemeine Form
, A & ¢
¢= 9, () S + ¥ Sl g
Il ner 1 B-7.] (18)
was die einzige Bedingung an das Potential, die Laplace~Gleichung,

AP=0 , erfullt.

Da fir den Zusammenfallsvorgang das Volumen der Blase die entschei-
dende GréfBe ist, wird die wahrend des Vorgangs auftretende Verfor-
mung als kugelsymmetrisch angenommen. Das Potential an der Ober-

fldche wird gemittelt iUber alle Richtungen.

In O-ter Naherung gilt fiir alle Blasen:

,Q_dg/% =L = :.Efl_ => =k~

Or
Dies wird anstelle von ¢w in den Stdrterm eingesetzt, da nur
die Stdrung 1. Ordnung betrachtet wird, gemittelt iiber alle Rich-

tungen. Bei r = R wird also gesetzt:

o=ty 4 + 2§ §F 2| b dday (19)

0 0 Ir' l"u r= R
Dabei ist zugrunde gelegt, daB8 der Radius der Umgebungsblasen in
jedem Zeitpunkt gleich dem der mittleren Blase ist, was streng-
genommen nicht stimmt. Die Blasen sind nur dann gleichen physi-~-
kalischen Bedingungen unterworfen, wenn man die Wechselwirkung
zwischen ihnen vernachl&ssigt. Solange diese jedoch als Storung
1. Ordnung betrachtet werden kann, kann diese Ungenauigkeit als

"Stérung der Stdrung" von hoherer Ordnung vernachlédssigt werden.

Die Uberlagerung der kugelsymmetrischen Geschwindigkeitsfelder
der Einzelblasen ergibt eine Resultierende, die zum Mittelpunkt

des Systems gerichtet ist. Die Geschwindigkeit einer Umgebungs-



blase zum Koordinatenursprung hln nanye as ve.s wee-
Anordnung der Umgebungsblasen. In der vorliegenden Untersuchung
beschrinken wir uns auf den Fall, daf8 die Blasen in Form eines
Ikosaeders angeordnet sind, was der Kugelsymmetrie am ndchsten
kommt. Das Ikosaeder besteht aus einer Blase im Koordinaten-
ursprung, deren Verhalten wir betrachten wollen. Um diese herum
sind in Form eines Sechsecks in der x-y-Ebene weitere Blasen
angeordnet; auferdem befinden sich Uber und unter dem Sechseck
jeweils drei Blasen, deren Mittelpunkte jeweils ein gleichseiti-

ges Dreieck bilden, das in das Sechseck einbeschrieben ist.

Die Drift der Umgebungsblasen zum Koordinatenursprung hin
berechnet sich dann wie folgt: Der Abstand des Mittelpunktes
einer Umgebungsblase vom Ursprung sei y4 . Die Geschwindigkeit
ergibt sich nun aus der Uberlagerung der Radialgeschwindigkeiten
der Umgebungsblase und der mittleren Blase (die Felder werden als
kugelsymmetrisch angenommen). Weiter wollen wir die Geschwindig-
keitsfelder der 6 einer Umgebungsblase am ndchsten benachbarten
Umgebungsblasen berilicksichtigen, die am Ort der betrachteten
Umgebungsblase eine Resultierende in Richtung KRoordinatenursprung

ergeben. Das Vektordiagramm sieht dann folgendermaBien aus:



betrachfete
Umgehings blase €o0°

L

Flir die Wechselwirkung mit der mittleren Blase gilt:lL"Z’%L
da sich beide Blasen gegenseitig anziehen., (Im Bild sind nur
drei benachbarte Umgebungsblasen eingezeichnet.)

Fir die Wechselwirkung mit den benachbarten Umgebungsblasen
gilt: fu - ('Zwy; CQY&OO

Die Drift ist dgnn

'L Z
L= 2 &L+ 6 5L cosgo” 2

2
¢ 2
- ¢ %%éL—
0059t

Daraus folgt: )
,eg—- jo? = y(ﬂf_ Rg/ y (20)
3_ p3 7
2R) = o+ (955K 4 a]”
" © (21)
o 9e

-—

dR 2

a) Berechnung des Zusammenfalls ohne Beriicksichtigung der Drift

Mit dem Potential

‘ £, i - A
4 - i L L ”}‘ z"i'”’ — &R _sistddd? ,
- - “r 5 0 =, [ r24i% 208 (8 Beos 4, #sindsind, cos(y-p]] Y (22)

gilt ohne Beriicksichtigung der Drift



- 23 -
/Ml.f /4 - ,—24171--2 ,—j (C@S/VQC0549M. g(‘»n/\}flh CQS(\”"&«})

L R -2+ L )’”5 2 [ "”“"”‘ &]mm/i/y

O¢ Ir-p 0 0 4y

O¢ . n Mg Coe e
-gp/r =R+ ;;j,;f J 2 %ﬁgff'[ 2 =200 A cos o, sindlsin fos[v’*v’«/)mé/,zﬁw
o0

s: A

Fiir r = R, also an der Wand der mittleren Blase, gilt dann
sy : - 2
nach der Bernoulli'schen Gleichung _Pw=P[R) = g_g + 42-(7(1?)

®
FJI' ’[k) » ,’i,z = - - déi u )
z -8 T 41 .
- e o i“”gz—m—m/,)
: r o >
4R a2 . - 2 2w A o
-4 5 o idg+ 440 K 2k = L5 cersl +Simdd sing -
( “ Y tj)/hz.:/? \[;7 \F+ ! "I"ff g’gaﬂ )4’/2. hCO{ #)

Fir die Wandgeschwindigkeit ergibt sich damit:

= oty ' (\ za? +
£= aatr (- 50 M"s £ 26t sy 3%5 A d iy
+Ar L B T gl coph 45ind Sinds 065 (Y=fu) . 2
L sdiE i, s5indSind sind ddy] )]
Qo eg /'0 ;
. j %,ﬂ("{"‘(&(‘lo‘/ OIR} . P P"O ( -f/l} + 'ZE“J . 5 (/(R
f R 3 R+ 24T e 24,70
= did.
b 0 g;,:, \[T v(23)

Daraus ergibt sich unmittelbar die Zusammenfallszeit nach der

Formel

© 1
t, = f"W"lk (24)

Re



b) Berechnung des Zusammenfalls mit Berlcksichtigung der Drift

der Umgebungsblasen

Die Ableitungen des Potentials (Gl. 22) liefern jetzt

‘0 - 2£7%¢2
CV _ _pr -2 ? [ &

ot ° ° V 4 v

T R -2 ‘{’7 R R (simd sindby 005 (y-y) + COSPcos ’I}u)]fmw oAt oy

T g
¢ 1/:,,1 (28 ~22(sin A sz Cos(v-vi) + Cos é%smfh))
)

h=g
Vot A o Ay
Fir r = R folgt damit aus der Bernoulli'schen Gleichung:
Poor(K), 2 /S :
g T 041‘49 ¢ ‘ ” 4)')
R+ S~ R R @
SN g R fw oy
2 Z'{TT\T.“\ 9 /kQ . ,
N ZfL 55 iﬂ_ £-R {24, AM;/VO oS (V- )+ cosead, ) s IS oA
¢ g« N A"
2R U7 o A? 2T 12 R= L CCCS(f~bn) o U 5im A, 4@ ignsf
~2R TS el g pdg L0 O( S I VI Ve ey
T ¢ M= VA Mot nA AT
Damit ergibt sich fir die Wandgeschwindigkeit
.} 5 2 ( l+ 7.er1¢42 0’,[ I—K(/zanﬂm’\&(““'ﬂ)*(°S"9£°3V‘“)
R = er(~ RRAOESS S el il 22 A%
C ¢ w1 VA

2rir ,
e Simd dB Ay — RUET L Lind Wi &t I R-A Lcosl-vh) 260 Ssindb, + (B Pioisf, )
Simtl A dly r ) os E}ﬂ Ay [4+ jj 2 e .

760 w- Agi
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Die Zusammenfallszeit ist dann:

A A R
i b
A (24)

Anmerkungen 2zu den Ergebnissen:

1) Wirkung der Umgebungsblasen auf die Zusammenfallszeit.
Kompatibilitdt mit dem Clustermodell (1. Teil)

Wie erwartet, tritt eine Verldngerung der Zusammenfallszeit

der mittleren Blase infolge der Wechselwirkung mit den Umgebungs-
blasen ein. Im Inneren des Ikosaeders heben sich namlich das
kugelsymmetrische Geschwindigkeitsfeld der mittleren Blase und

das der Umgebungsblasen gegenseitig teilweise auf, so daB die
Zusammenfallsgeschwindigkeit sich verringert. Abb.21. zeigt den
Verlauf von tz gegen LO/RO. Flir eine einzelne Blase mit Ro = 0.2¢cm
gilt tZ = 0.26'10-3 sec.; dieser Wert wird offenbar erst fir sehr

grofBe LO/Ro asymptotisch angendhert.

Die Drift wirkt sich erwartungsgem&B verldngernd auf die Dauer
des Zusammenfalls aus, da der EinfluB der Umgebungsblasen ja mit
abnehmender Entfernung groBer wird; diese Differenz zu den Ergeb-
nissen ohne Berilcksichtigung der Drift ist jedoch auch bei klei-
nen L, sO gering, daB sie bei den Abbildungen nicht aufgefiihrt

wurde.

Es stellt sich die Frage, ob fir geringe Blasenabstdnde die
Theorie mit der des kugelsymmetrischen Clusters kompatibel ist,
d.h., ob homogene Gasverteilung ndherungsweise angenommen werden

kann.

Betrachten wir das System als Cluster mit den dem Blasenabstand
entsprechenden BO—Werten, so erhalten wir die in Abb. 1 gestri-
chelt gezeichnete Kurve, wenn man die Werte fiir tz’ das ja fir
das Cluster streng proportional zum Radius des ganzen Systems ist,

auf den Radius von 1 cm reduziert (als Volumen des Ikosaeders



wurde hier ndherungsweise das der Kugel vom Anfangsradius

RO + o 9genommen, in welche das Ikosaeder einbeschrieben ist).
Das Gasvolumenverhdltnis beim Ikosaeder ist dann
/;,.ﬁi___
¢ T fLig 3
« )

Wir stellen eine stdrkere Steigung der Kurve fir das ITkosaeder
fest, weil beim Cluster die Wechselwirkung der Einzelblasen ver-
nachldssigt wurde. Das Cluster wurde ja als homogenes Gas-Fluid-
Gemisch betrachtet, ohne daB die einzelnen Blasen ein eigenes
Geschwindigkeitsfeld wdhrend des Zusammenfalls erzeugten. Gerade
dieses ist es aber, was den Zusammenfall der Blasen gegenseitig
behindert und zur Verldngerung seiner Dauer fidhrt. Je enger die

Blasen zusammengedrdngt sind, um so stdrker ist dieser Effekt.

Die Theorie des Clusters mit homogener Gasdichteverteilung ist
also mit der Theorie der ikosaedrischen Anordnung der Blasen
nicht kompatibel; was die Zusammenfallszeit angeht, so ndhern
sich die Kurven fiir Bo -+ O einander an, da mit abnehmendem

Blasenradius auch der Wechselwirkungseffekt geringer wird.

Der Minimalradius Re/Ro 148t sich mit dem der Kugel, in die das
Ikosaeder einbeschrieben ist , gar nicht vergleichen: im
ersten Fall entspricht die Volumendnderung genau der Gasvolumen-
dnderung, in letzterem ist die Volumendnderung wegen der Drift
wesentlich stdrker, wihrend die Gasvolumendnderung flir alle BO

die gleiche bleibt (der Extremalradius der Einzelblasen ist 0.13
fiir groBe L_ und steigt auf 0,135 fir L = 3,5)

2) Bedeutung der DruckgrédBen

Hier ist anzumerken, dal der Verlauf des Extremalradius der

Lo (Abb. 1) identisch ist mit dem Ver-
lauf bei einer ungestdrten einzelnen Blase. Flir die Zeitverldufe
gegen P_ - PV und P (Abb. 18,19) besteht qualitative Uberein-

Lo
stimmung mit denen der ungestdrten Blase. Die Zusammenfallszeit

mittleren Blase gegen P

ist wegen der oben dargestellten Grilinde groBer.



3) Verlauf von tz gegen den Anfangsradius der Einzelblasen RO

Abbildung 20 zeigt den linearen Verlauf von tz gegen Ro’ wie es
dem einer einzelnen Blase entspricht. Ein Vergleich mit der Kurve
in Abb. 16 zeigt: je kleiner Lo/Ro’ desto mehr mufl die Gerade
tZ(RO) steigen; d.h., die Auswirkung der Wechselwirkung &dndert
sich mit LO/RO, nicht mit dem Absolutwert Lo . Die flir die Sto-
rung durch die Umgebungsblasen bestimmende physikalische Grdfe
ist also das Verhdltnis Lo/Ro‘ Bei konstanten LO/RO bleibt nim-
lich die Stdrung, die die Verzdgerung des Zusammenfalls bewirkt,
konstant, und wir erhalten dann linearen Verlauf von tz gegen Ro’
allerdings mit stdrkerer Steigung, als dies bei einer einzelnen
Blase der Fall ware. Flr RO/LO + O ndhert sich die Gerade der

fir die einzelne Blase an.
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Abb. 1
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Abb. 2

Y, =05cm, Po=0.02 bar, P,=10,5bar +p,
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Abb. 3

Bytin und f3 Min/ o gegen {30
:bei pLO=0,02 bar, Ry Ry =0,5 bar
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Abb. 4

t; gegen f3, , y,=01cm , p =05bar, p ,=0,01bar
' s a,=0,05cm, 1/2 Lange =10cm
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in - T o -
t, gegen Ro bei (30_ —s-und 1 ,% R’ =0,5 bar

Abb. 5
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Abb. 6

tz gegen p ', ¥ =01 cm , A=I0cm,
R,-Py =0.5bar , 3,=7/8
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ﬂMin und ay;, /A gegen p,,
bei p,-p,=05b, 3,=718
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Abb. 8
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(,=1,Yg ! Yo gegen pg

Abb.9
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Abb. 10

tz gegen (p - ), 3,=7/8 ,Rp=1cm
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Abb. 11
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Abb. 12

tz gegeny,, p_-p =05bar, p =0.01bar, 3 =7/8

~
4,0 //
NP Re X
o)
g x//
(\\
3.0 T y@%
/ W"/
- X
2,0 Ax T P\'ch‘l//
/ / X
X/ /X
X A=3Cm x="
T e et
= x
1,0"';—‘—>< X/Ax/
>l< x/
!
| LI 1 | T T
01 0.5 0.8 y,lcm)

Ebenes Cluster



Abb. 13

t> gegen A ,%-%zo,s bar, L?_Ozo,m bar, {3°=7r/8
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=1 .p-p,=05bar,p =001 bar

Yo=0lcm, A=10cm

Abb.14
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Abb. 15
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Abb. 16

RO=1cm.|?_o=0,O1 bar,p-P,=0,5bar,a,=01cm, 3,=7/8
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Kugelsymmetrisches Cluster
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Ohne Driftberucksichtigung :
t> gegen R,-P, bel |:i_0=0,02 bar,

Ro=0,2¢cm, Ly=L=6-Rg
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Abb. 18
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Abb. 20

P -Py = 05 bar , t;gegenR, ,P g = 0,02 bar

Lo =6-Ro ohne Drift,
einfache Blase : R,=1cm , t;=1,29 -10™ sec



ADD. £

0 °4/°%71 sz 0¢ Gl oL S
T (040
- 0L-7'0
[095]
2}
wo Nduwvm Os0
g go= d

01
10qz00= d ‘yq 9p bunbipyoisyoniag auyo -’ °y/°q usbeb 2



Abb. 22
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Ohne Drift , Rz/R, gegen [io‘%o-p" =0,5 bar,

Ro=0,2cm, L =6-R, ,

vereinfachte Rechnung: A= LO2



Abb. 23
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