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Zusammenfassung

Im ersten Teil der Arbeit wird der Zusammenfall von Viel-

blasensystemen untersucht, die sowohl in Form eines kugel-

symmetrischen als auch in der Gestalt eines schichtförmigen

Volumbereichs (Clusters) angeordnet sind. Die Einzelheiten

des Zusammenfallvorgangs, also seine Zeitdauer, die auftre-

tenden Extremalradien sowie der zeitliche Verlauf werden in

Abhängigkeit von den entscheidenden Parametern diskutiert und

mit den entsprechenden Resultaten für Einzelblasen verglichen.

Die erwähnten Parameter sind der Luftdruck, der Flüssigkeits-

druck, das Gasvolumverhältnis und das Anfangsvolumen.

Im zweiten Teil der Arbeit wird der Zusammenfall einer einzel-

nen Blase unter Berücksichtigung ihrer Wechselwirkung mit Um-

gebungsblasen behandelt. Auch hier erfolgt eine analoge Dis-

kussion der Parameterabhängigkeit und eine Prüfung der Kompa-

bilität mit dem vorher behandelten Modell des kugelförmigen

Clusters.



1. Clusterkavitation, kugel symmetrische und ebene Cluster

Die vorliegende Arbeit baut auf einer Arbeit von M~rch auf

mit dem Titel "Energy considerations on cavity clusters"

(Juni 1981). Darin wird eine Theorie über den Zusammenfall von

Blasenclustern entwickelt, d.h. "Wolken" von vielen einzelnen

Blasen, deren Verhalten als Ganzes betrachtet wird. Aus der

Energiebilanz der Formänderungsarbeit gegen den Druck innerhalb

der Blasen und der an die Flüssigkeit während des Zusammenfalls

abgestrahlten kinetischen Energie wird eine Differentialgleichung

für den Clusterradius R R(t) hergeleitet bzw. für die Dicke

y ~ y(t) eines an einer festen Wand haftenden ebenen Clusters.

Diese Theorie wird im folgenden insofern erweitert, als der

Lustdruck mit berücksichtigt wird, der für den Minimalradius und

die Zusammenfallszeit eine Rolle spielt. Das Verhalten des Luft-

anteils wird als adiabatisch angenommen, das Verhalten des Wasser-

dampfanteils als isotherm; im Phasenübergang ist der Dampfdruck

dann konstant. Diese Annahmen stimmen strenggenommen nicht, ihre

Fehler gleichen sich jedoch aus, wie aus der klassischen Blasen-

dynamik bekannt ist.

Wir beginnen zunächst mit der Betrachtung kugelsymmetrischer

Cluster.

Die Anzahl der Blasen innerhalb des Clusters wird als so groß

angenommen, daß die Strömung auch unmittelbar an der Clusterwand

praktisch als kugelsymmetrisch angesehen werden kann. Wir gehen

also von einer vollkommen homogenen Gasverteilung innerhalb des

Clusters aus. Dann ist mit ß = Gasvolumenverhältnis =
V /(V + VG

) das Potential außerhalb des Clusters
Gas Wasser as

(1)

Damit ergibt sich die durch die Volumenänderung bewirkte diffe-

rentielle Änderung der kinetischen Energie außerhalb des Clusters:
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(2)

Die folgende Betrachtung zeigt, daß der Zusammenfall der Blasen

keine Änderung der kinetischen Energie des Fluids innerhalb des

Clusters bewirkt, unter der Voraussetzung homogener Gasverteilung,

d.h. für Blasenanzahl N ~ 00 .

, a Radius der Einzelblasen,
der für alle Blasen als
gleich angenommen wird.

Für den Abstand der n-ten Blase zum Aufpunkt gilt:

Wegen der Kugelsymmetrie kann ohne Einschränkung der Allgemein-

heit ~= 0 angenommen werden und somit

,,.1

.z

-== I

L

+
r;..

L _ Z r r c Cj
4k.

Für N ~ 00 geht die Summe in ein Integral über, dessen Berech-

nung ergibt:

2 1T'
:3

J J f
1;.1. /J~ J'~ aiJ-x dr~ _

4-fT R.
0 (J V,2 "t"r...l- 1- r /1.--ccs.fX.'

I( +1/
'2..]

SJ
r,z.. rJ r+-- dx

2 ~)
'Z 1 I

()
__li V r t r.. - 2. rr"",)(

Da die Wurzel positiv definit ist, gilt:
~

>
.1 1..' 2.

'r - r = v,. -+ r
1f>- - 2. rr..

.':: r- r;.,

r"",,-,

Damit spaltet sich das Integral auf:

3
r j\

.} r_. -:1-
o r A.-R: r
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3 [ Z]-_' .If IL ()- -r -rl..
2R-J ]

- - 4- cl.(jJ -L- [
.

1- rJ- - «.J.}'] d (;
.2 ((? 3

oder mit R?j3 = ;11. i

~= - .L ~ ( p..1 ß) . A.
[L2 _ p'zJ'f ;l/fl dt t?] 3

und wir erhalten für die Geschwindigkeit in radialer Richtung:

Für N ~ 00 folgt v ~ O. Daher können wir die kinetische Energie
r

innerhalb des Clusters vernachlässigen.--

Für das Differential der Formänderungsarbeit gegen den Gasdruck

gilt:

i Epct = (p{r<)- Px)ol ~"s
=(P(f()-p~ )ß'tIT/ll,{t<-+ (p[fl)-f?J') ~/T

~~
elR

(3 )

Daraus ergibt sich die Energiebilanz dEk + dEp = 0,

also

( 4-)

d[IZ rrf e-R~ (; + 1-
~% ) i;i] + (r(K) - P«»4-/r (I' [(3 + { 5f.]" ~= (;)

o~ cl[f f("l-«3
[/ -f f 4t )] .-; f ( P[t) - Pev) R

J.((J -+ : 1}) ur(t

'2-
= - s:. [ ilK . «( ß

-+ II .d1.. ) ~ Rl... J ( AT .ß. .2if. ) + ti
2
f{(44 + /1 .df

f2 d f. /-:1 dtf r 3 d f{
(1ft{ 1 cI~

-+ R ~ ))7 -r ~(({)- P.) (! -+ Jl 4f ) .
3 dp., ~ . '1 er/{ I
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. 2

und mit dR lRdR

~R- {
I<

-f

(!.. ,dß

) t
1. dZ{;3 + ß. ~ )

~ kZL(4- iLf (?d<'~
) ==

I"' ~ d R. Z I Z
clr- 5 7.(\ tI.R.

folgt die Differentialgleichung

pU?.) - Pd)

~
(5)

Nun gibt es zwischen dem Clustervolumen, dem absoluten Gasvolumen

und dem Gasvolumenverhältnis folgende Beziehungen:

V~UJ ==.-i _ ..L-. .1::.&
l! at - ~_/l (30
vO'II1S 'J (-'

(6a)

gilt:

/I -;4 ;:. V?.:t~ 0 + VWdSlfV

IJ-ß~

Daraus folgt:
J. IZ

ß '=' -(1 - ßc ) ~ + 1

und
d,ß a::.~
dR R.

Ferner
J

Re, _
-J -

R
(6b)

(6 c)

( 6d)

Schließlich folgt J

(3+ ß.. ~ - - ( 1- ß ) -4 -+1 t (1- f1)::=.f3 -+ (/1-~)
3 da. - 0 R

4 dL -f 1<
.crtf'

==
/1J.. (A _A)" '-

L1.:k (A-(3) :;: 0
'cllZ tA

({ tt r (Z

Damit vereinfacht sich Gl. (5) zu

R ;-
+ l.. R

2
= P(f?) - PcP

11. 2., f{ /

wobei prlt) = ,,"0 ·( ~Q ))(-f-

(7 )

._ ffk )
]L

( ß" 1 )
1. ~ f. ßo- Pt0 rrt .1 ~ {'1-(J~ )..& + (''17 - Q ~ Tl? - A -t (J

"
R.3 CI

1il"I
0

Wie man leicht sieht, geht Gleichung (7) für ß + 1 in dieo
Differentialgleichung der konventionellen Blasendynamik über

(Rayleigh-Plesset), wie es sein muß.

AI'j

) (X ~ /1.'f) ist.

Tatsächlich gilt jedoch die Clustertheorie nur für niedrige Gas-

volumenverhältnisse, da es einen gewissen ß-Wert geben muß, bei

welchem sich die Blasen berühren, man slso diese Wechselwirkung

mit berücksichtigen muß. Die folgende Betrachtung zeigt, daß

dieser Wert bei (Je-:; % liegt.
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Alle Blasen sollen den gleichen Radius a = a(t=O) haben. Imo
Mittelpunkt des Clusters sei eine Blase, der Rest sei auf n

Kugelschalen mit dem jeweiligen Radius r = 2a n mit n=1...nn 0 2 O2 2

angeordnet. Die Oberfläche der n-ten Kugelschale ist 4TIr = 4TI4a no
einnimmt, falls sie sich mit den anderendie Fläche, die eine

gerade berührt, ist

Kugelschale ist somit

Blase
2

4ao
Nn

Die Anzahl der Blasen auf der n-ten
2

= 4TIn

Bei einem Cluster des Radius
~o 2

N = 1+4TI' Ln
'""A

1 + J4..,,

) +1
1. ",:i-

R = 2na + ao 0 ist die Gesamtzahl der

Blasen

= -1=- TI-11! (-1 +
Dann wird

TT

(,

Behauptung war

/k:
( ,'1 +

/I + 301--1'1e

)
=-

3 2./)'\0

Beweis:

41.

== '1

Der übergang von n 7 n + 1 ergibt
~d 1/ :( 3 0 2. 0

2-:E.h.l
=

~c -+ -nc -f- '$""0
-+

,Mo -+ 2.
M" +1

'~=I 6'

? J..Z /J1" -+ -13,~" -+-6

6'

Z (/1-1. () t /! ;J -+ _?( /h 6 +1/ z+ ( /h f) + 1)
h .

Für die Clusterwandgeschwindigkeit ergibt sich unter Benutzung

der Beziehung

'2 3 '2.
)

d
(

3 '.2.

)
'

Z R. (R R f -z R. =
dR R R.

Daraus folgt für die Wandgeschwindigkeit durch Integration:



(8 )

In der rein isothermen Näherung wäre )( = 1 und der 2. Summand

würde lauten:

Für die Zusammenfallszeit folgt aus (8):
4

V? ~ ' ) 1~ [ :1 P l X(
1,1-)(.

] /]t~::::. Z - R' Z!; . /! - t + ~. (J l: -Af;1o) ~ ßD ',-2.
"""

- ff'7 0 plJfJ-p,~ 1- ~
Ro/k.

.-u
. J er

(~
~ 3 .l;j

)
.

]

Z
- (lo t _ )

c'> (z - /f +,(30)- (Jo
o Pr/ P.:t (9 )
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Einige Anmerkungen zu den Ergebnissen im kugelsymmetrischen Fall:

1) Bedeutung der Größe ß
o

a) Einfluß von ß auf den Minimalradius (Abb. 1)
o

Der Minimalradius wird gemäß (7), (8) nach der Gleichung

bestimmt.

Bei konstantem PL = P - P ist ß die entscheidende Größeo 00 v 0
hierfür. Es muß gelten: (R/R )3 > (1-ß ), da P

L sonst unend-o 0
lich groß wird. Den/t es "rzh

Also fällt das Minimalvolumen linear mit steigendem ß .o
In Abb. 1 ist R /R aufgetragen. Die Zeichnung zeigt, daß

.fj,e 0
R /R = (1-ß)J die Bestimmungsgleichung des Extremalradius
e 0 .

0

ist, jedenfalls sofern ß kleiner gleich ~ (Für ß = 1,
o 0

d.h. eine Einzelblase vom Radius des Clusters, stimmt das

offenbar nicht mehr, da dann der Luftdruck einen größeren Ein-

fluß hat.)

b) Einfluß von ß auf ß /ß undo min 0 amin/aO (Abb. 3)

bar, Poo

Die Kurve für ß . /
m~n 0

linear. Gleichzeitig wurde für ß = 0.1...0.5
o

P = 0.5 bar ein konstantes a . /aov m~n
gestellt, was dem Extremalradius in der klassischen Blasendy-

namik entspricht. Daß a. /a nicht von Ao abhängt, liegt
m~n 0 i

an der Tatsache, daß der Luftdruck der entscheidende Parameter

verläuft mit steigendem B stärker also
bei PLo = 0.02

von 0.136 fest-

für das minimale Gasvolumen ist, und dieser ist eine Funktion

des Gasvolumens und keine Funktion seines Verhältnisses zum

Wasservolumen. Das Ansteigen von ß. mit ß rührt nur von demm~n 0
Umstand her, daß das Wasservolumen als constant angenommen wurde;
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denn für

(:~/=
den Fall, daß

~ - Co~<;f. f

l{c

so gilt

ß,..,.,;.. _

CV11)1.~-
VI;:

-(- (/,."

V.,
::.,+ Vtv

:::: Cf)/l--f/' V9~ +lIw

(~""vJ. v."1: -+ 11",

C04<~
f

=
po {.o",,~/-4) +/1

und da const « 1, wächst dieser Ausdruck mit ß ungefähr
o

hyperbolisch.

c) Einfluß von ß auf die Zusammenfalls zeit
o

Die Zusammenfalls zeit steigt mit ß , ihre Ableitung sinkt
o

allerdings. Das hat folgende Ursachen:

(1) Der Extremalradius sinkt mit steigendem

änderung des Clusters wird also größer.

(2) Auf die Wandgeschwindigkeit wirkt sich

aus; die Steigung der Verlaufskurven (Abb.

bar die gleiche.

(3) Es stellt sich die Frage,

Zusammenfallszeit der höheren

ß ; die Volumen-o

ß offenbar nicht
o

15,16) ist offen-

ob die Verlängerung der

Gaskonzentration oder dem

größeren absoluten Gasvolumen geschuldet ist; da in Abb. 1

das Cluster-Anfangsvolumen konstant gelassen wird, geht das

aus der Abbildung nicht ohne weiteres hervor.

Stellen wir zunächst anhand der Abb. 1 eine Interpolations-

formel

(a)

Nun denken wir uns ß = 0.1 konstant und fragen: wie verhälto
sich die Zusammenfallszeit, wenn wir bei konstantem ß das

o
Anfangs-Gasvolumen vergrößern, d.h. R vergrößern?o
Wir wissen aus (9), daß t (r ) = t (R = ~.~ (b) ist. Die Glei-

z 0 z 0 .)

chungen (a) und (b) formen wir so um, daß statt Rund ß
o 0

die Variable ist, wobei bei (a) R , bei (b) ß konstant
o 0

Vgo
bleibt.

(a) wird mit pe:::: V'l~/( R~ '!frr)

.

( )

.

) i
Vt; (]

t~ (fo) =tc V9o::::. tc (ßc:=O.1'
1- 7 .!i. o. R.~' J rr
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Wegen t (R = 1) = t (b = 0.1) steigt t bei einer Vergrö-
z 0 z 0 Z

ßerung des Gesamtvolumens mit ß = const weniger stark an
o

als bei einer Erhöhunq der Gaskonzentration innerhalb des

Clusters.

Da im Modell keinerlei Wechselwirkungen berücksichtigt sind,

kann dieser Unterschied in der Zusammenfallszeit nur geometri-

sche Gründe haben. Sei ~V die Differenz zwischen Ausgangs- und

Minimalvolumen. Dann gilt die Beziehung

zwischen Volumen- und Radiusänderung.

Nun geht aus (8) hervor, daß die Wandgeschwindigkeit etwa

proportional zu (R IR)3 ist. Für konstantes ß ist nun das
030

Volumenverhältnis (R IR . ) konstant, d.h., damit hat auch
o rn~n

die Wandgeschwindigkeit für verschiedene Clustervolumina bei

konstantem ß denselben Zeitverlauf. Weil aber die zurückzu-
o

legende Radiendifferenz mit zunehmendem Ausgangsvolumen ab-

nimmt, ist die Zunahme der Zusammenfallszeit mit dem Gasvolu-

men bei Zunahme des Gesamtvolumens entsprechend geringer.

4) Anmerkung zum Verlauf des Zusammenfalls R(t) (Abb . 1 5, 16) :

Für ß = 1 hat die Kurve anfangs einen relativ flachen Verlaufo
und fällt dann gegen Ende des Zusammenfallvorgangs stark ab.

Dieser Abfall entspricht einer Zunahme der Wandgeschwindigkeit

in der letzten Phase des Zusammenfalls und steht scheinbar im

Widerspruch zum Anstieg von P
L bei ß = 1. Es ist jedoch so,o 0

daß die Zunahme von PLo von der Volumenänderung abhängt; zwi-

schen der Volumenänderungsgeschwindigkeit besteht nun folgende
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Beziehung:

?ür kleine R wächst dieser Ausdruck immerhin quadratisch.

Einer annähernd konstanten oder sogar leicht sich verri~gern-

den Volumenänderung pro Zeiteinheit entspricht somit i~~er

noch eine zunehmende Wandgeschwindigkeit R.

Ausgegangen wird von einem an der Wand haftenden ebenen Cluster,

welches in z-Richtung als unendlich ausgedehnt angeno~IDen wird;

die Länge in x-Richtung betrage 2 A (siehe Zeichnung).

x

I

'7':: y(l} = Seh. ich f cIick e

Die Anzahl der Blasen im Cluster wird ebenso wie beim kugelssym-

metrischen Cluster als so groß angenommen, daß das Gasvolumen-

verhältnis V /VCl t = ß an jedem Ort innerhalb des Clustersgas us er
als gleich angesehen werden kann. Außerdem seien folgende Voraus-

setzungen gegeben:

1) Die durch den Zusammenfall bewirkte Abstrahlung kinetischer

Energie in x-Richtung sei vernachlässigbar klein; d.h., das

Geschwindigkeitsfeld des Fluids verlaufe nur in y-Richtung.

Entsprechend klein ist Y /A zu wählen. -o



11

2) Die Länge des Clusters 2 A sowie seine - als rechteckig

angenommene - Form bleiben während des gesamten Zusammenfalls

konstant.

Die Geschwindigkeit des Fluids errechnet sich aus der Profil-

theorie folgendermaßen:

Das Potential ist

(11)

Daraus ergibt sich die Geschwindigkeit in y-Richtung:

Wir nehmen an: IB I
+ 00 , und die Quellenbelegung q sei unab-

hängig von sund z

Dann ist

Z.

l;t- r/2 +- 1f"1-

folgt

-

Da die Seitenabstrahlung vernachlässigt wird und die Clusterform

sich nicht ändert, setzen wir x = 0, d.h., das Cluster soll sich

an jeder Stelle wie an seinem Mittelpunkt verhalten; Entsprechen-

des gelte für das Fluid über dem Cluster.

Mit v A ' t 1 01';

f/7J z. ...
-A J f ~-

( 12)
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ergibt sich die kinetische Energieänderung des Fluids pro

differentielle Volumenänderung des Clusters zu:

(I ~~ ~ vi [
f

( Y
I~

are lori t d Cf > : . 4-fi ß]

= 4/~ f -;. r~;- J{"(~ ~t,{~ ,. yl((jHcl~$l] cIy

dy2 ..
mit "dy:= 2' Y folgt

vi E. = 4 J6 1i: . ~[Z yIrIVC f'). fl oI~ - yZ{ o".cl" $/] dy (13)

Das Differential der Formänderungsarbeit ist:

Damit ergibt sich aus der Energiebilanz: 0 ~ dEk + dE
OQ.,
5

" . A )
J.. I, I t ( "A )0:= !L L Y la'-cf? - clV) - Ir y cwcl; iA · f'

2. (T1- Y 11 -/

und die Differentialgleichung für y2 lautet:

Z ~

]
-1

· ~ [~ ( cvrd~ ft i ~pe y) - P",

Cf

oder
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P...G
....-

/I-X

( 16)

(17)

Die folgende Betrachtung zeigt, daß an die Flüssigkeit innerhalb

des Clusters unter den gegebenen Voraussetzungen (N ~ 00) keine

kinetische Energie abgestrahlt wird.

Innerhalb des Clusters ist das Potential:
N

-1

(I Y) .

f~ 11- ~I

Die Geschwindigkeit in y-Richtung ist also

B~ _ _ /! Ji f
I?

.,1 cl
H /! (Die Geschwindigkeit in

7iY
-

;;;;;y
jlB fiflr 1;

tlY I,. If-/U x-Richtung wird vernachlässigt.)

Mit x = 0 (s.o.) und z = 0 ohne Einschränkung der Allgemeinheit

folgt:

cl
~ /!

O. _ ~
1

-;;;- -
iM'!-

'"
,/ ...

I1'1::.-1 '
-i~

A
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Das Verschwinden von
8~
ey ist gleichbedeutend mit der Konver-

genz
A t<XJ

fyJ J
11 -,oR

des Integrals.

r rJ I~ iZA--
'"

y~
:= f j r fY" - fr) di4- cIc/J< cl ~~

o V,(}:+Z~+(V-';f1-rl
-,.4 -(J/J iJ (X:+~~ -t(~_'I,..)Z}1/L

~ f f ,//". d ~M . ('I,..-~)
-

O_j1 (x;; -+ (tr i;~/) .
y:; -+ /? -

-

Dieses Integral konvergiert offensichtlich. Für N ~ 00 ver-

schwindet daher die kinetische Energie innerhalb des Clusters.

Anmerkungen zu den Ergebnissen

Allgemeine Bemerkungen zum Geltungsbereich dieser Theorie des

ebenen Clusters und zu den mit den Annahmen verbundenen Fehlern.
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1) Das Geschwindigkeitsfeld wurde nur für die y-Richtung errech-

net. In Wirklichkeit wird jedoch unmittelbar an den Enden des

Clusters sowie im Raum über dem Cluster kinetische Energie

seitlich in x-Richtung (bei unendlicher Ausdehnung in z-Rich-

tung) abgestrahlt. Würde man diese berücksichtigen, wäre die

linke Seite in Formel (15) kleiner als bei der hiesigen Berech-

nung, da die Energieanteile der Abstrahlung in x-Richtung mit
. 2

zur Energiebilanz beitragen. Insbesondere wären y und y

kleiner, die Zusammenfallszeit infolgedessen größer als die

jetzt berechnete. Die Theorie gilt also nur für sehr lange

Cluster, wie folgende Berechnung zeigt.

Damit ergibt sich die Geschwindigkeit in x-Richtung:
.

A-t)( no
).Qi-=:1Jx-=LS } q.{~-1 clrdY

J?)x Itn -Atl -4> [{x.- r/1' 112..,..{~-~)LJYz.

Mit den Variablentransformationen ~: = x - S , d~ = - ds

.

y
71

/1-
2

Das Argument des Logarithmus geht für sehr große A gegen 1,

d.h., die Abstrahlung in x-Richtung verschwindet dann.



16

2) Die Quellenbelegung wurde in der Ebene y = 0 angenommen.

Nun ist aber v = y arc tg (A/y)'2/TI, während direkt an der
.

Clusterwand, also bei y = Y, v = Y gelten muß. Für kleine

A/y gilt dies offenbar nicht, d.h., die Geschwindigkeit ist

in dieser Berechnung kleiner als sie wäre, wenn man die

Quellenbelegung bei y = Y annehmen würde, wie es strenggenom-

men richtig wäre. Aus der Energiebilanz wird daher eine Wand-

beschleunigung und -geschwindigkeit errechnet, die bei kleinen

A/y zu groß werden; die Zusammenfallszeit wird durch diesen

Fehler entsprechend verkleinert. Allerdings beträgt bei
TI .

A/y > 10 der arc tg (A/y = 0,937
'2 '

d.h., es ist v = 0,94 Y

und der Fehler praktisch vernachlässigbar.

Bedeutung der Größe ß :
o

a) Einfluß von b auf die Minimalschichtdicke
o

Die Minimalschichtdicke bestimmt sich nach der Gleichung

z-1-f P.o pe'4-[{t-~1-ßoJr-X_3_~~ [(
t-(1-A»)~_/71:::0

p»-Pv- " J< ß (Jo f.,,-pv pe
1J

mit

~ = Yc
Yc

Offenbar entspricht dies Gl. (10) für das kugelsymmetrische
3

Cluster, wenn man z durch (RE/Ro) ersetzt. Das minimale

Volumenverhältnis V . /V ist offenbar bei beiden Clusternml.n 0
gleich, wie man auch aus Abb. 1 und 2 sehen kann: Die Kurve

in Abbildung 2 geht in die von Abb. 1 über, wenn man aus ihren

Werten die 3. Wurzel zieht. Ihre aus der Zeichnung zu entneh-

mende Interpolationsgleichung ist Y
E/Y = 1-ß , also ein line-o 0

arer Verlauf bei konstantem PL / (P - P ). Für ß = 1 gilt:o 00 V 0

YE/Y = 0.002 (bei PL = 0.02 bar, p - P = 0.5 bar), also etwao 0 v
die 3. Wurzel des Extremalradius R

E/R (ß = 1) beim kugelsym-o 0
metrischen Cluster. Nach der Interpolationsformel würde das

Cluster ganz verschwinden; bei großen ß -Werten hat also der
o

Luftdruck größeren Einfluß.

b) Einfluß von ß auf ß . /8 und a . /a (Abb. 3)
o ml.n 0 ml.n 0

Die Kurven gelten für das ebene und das kugelsymmetrische

Cluster. Da das minimale Volumenverhältnis V . /V bei beiden
ml.n 0
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Clustern gleich ist, müssen die Kurven für ß. und a .m~n m~n
ebenfalls bei beiden Clustern die gleichen sein, weil ja die

Änderung des Gesamtvolumens gleich der Änderung des Gasvolu-

mens ist, die Wassermenge also constant ist. Die Extremal-

volumenverhältnisse hängen also in keiner Weise von der

Clusterform ab.

c) Einfluß der Größe ßo auf die Zusammenfalls zeit:

Der qualitative Verlauf der Kurve ist der gleiche wie im

kugelsymmetrischen Fall (Abb. 1 und 3). Die aus der Zeichnung

entnommene Interpolationsformel lautet:

t t
~ t6 (ß, = ;). V f5c/ f I

Diese aus der Kurve abzulesende Funktion ist also die gleiche

wie im kugelsymmetrischen Fall. Auch hier soll nun untersucht

werden, inwieweit die Zusammenfallszeit von der Blasendichte

im Cluster abhängt oder lediglich vom absoluten Gasvolumen.

Aus den Abb. 15 und 14 folgen die Interpolationsformeln für

die Zusammenfallszeit in Abhängigkeit von der Dicke und von

der Länge des Clusters:

t20 = t7. (Yo :::().1) . V'YD/O.1 '

t~ ~ Cb [.A -: 40) , V.A//10

ein,
I

so folgt mit ßo =

Offenbar ist also der Verlauf von tz immer der gleiche, ob

die Änderung des Gasvolumens nun durch eine Verdichtung oder

durch eine Änderung des Clustervolumens erfolgt. -

Sieht man sich die Formel für t genauer an, so merkt man, daß
z

dies strenggenommen nicht stimmt. Bestimmende Faktoren sind zwar

Yo und Aoo' aber diese Größen gehen außerdem in das
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Integral

ein. Das bedeutet: 1) Je größer Y , desto kleiner wird das
o

Integral; die Abhängigkeit der Zusammenfallszeit von Yo ist

also schwächer als Y (falls A!Y nicht allzu groß wird;o 0
in diesem Fall wird das Integral konstant in Yo). 2) Je größer

A wird, desto größer wird das Integral; die Abhängigkeit der

Zusammenfallszeit von A ist also stärker als A, falls A!Y o
nicht allzu groß wird. Bei zunehmendem Verhältnis A!Y näherto
sich der Verlauf der Zusammenfallszeit gegen den Cluster-Quer-

schnitt Y . A und den der Quadratwurzel.
o

Die Abweichung von diesem Verlauf hat folgende Gründe:

1) Die Verminderung des Integrals bei steigendem Yo beruht auf

dem oben erwähnten Fehler. Strenggenommen müßte an der Wand,

also bei y = Y, immer gelten v = Y . Die zu einern bestimm-

ten Zeitpunkt abgestrahlte kinetische Energie wäre dann unab-

hängig von der Schichtdicke, wie es sein muß.

2) Die Steigerung des Integralwertes mit wachsendem A erklärt

sich aus der Tatsache, daß bei längerem Cluster ein über-

proportional größerer Anteil an kinetischer Energie in

y-Richtung abgestrahlt wird (siehe hierzu obige Rechnung

zur Seitenabstrahlung).

Bedeutung des Luftdrucks und des Flüssigkeitsdrucks

a) Die Zusammenfallszeit verläuft mit steigendem Luftdruck

qualitativ wie beim kugelsymmetrischen Cluster; bei ß = 1
o

ist die Abhängigkeit stärker als bei ß = TI/8, wie es sein
o

muß. Die Abhängigkeit ist wie beim kugelsymmetrischen Cluster

nur schwach.

b) YE/YO (Abb. 8) verhält sich bei Änderung des Anfangsluft-

drucks wie das extremale Volumenverhältnis beim kugelsymme-

trischen Cluster, was man Abb. 9 entnimmt, wenn man die dort

aufgetragenen Werte mit 3 potenziert. Wie erwähnt, sind ja

die Gesetze über das Extremalvolumen bei beiden Clusterfor-

men die gleichen.
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c) Der Verlauf der Zusammenfallszeit bei

entspricht qualitativ der klassischen

einzelne Blase. Die Form des Clusters

keinen Einfluß.

Änderung von P - P
00 v

Berechnung für die

hat darauf offenbar
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2. Verhalten einer einzelnen Blase bei Anwesenheit um ebender

Blasen

Um eine Blase herum seien gleichmäßig Umgebungsblasen verteilt,

wobei ihre Mittelpunkte auf einer Kugelfläche vorn Radius Q um

den Koordinatenursprung (Mittelpunkt der mittleren Blase) herum

angeordnet sind. Unter diesen Bedingungen wird der Zusammenfall

der mittleren Blase berechnet.

-1-,= t+. (t), -~
o

I~I

hat die allgemeine Form

f f :>t~~)

"='7
I r- 1-;'/

(18)

Das Potential

was die einzige Bedingung an das Potential, die Laplace-Gleichung,

ß~==-O , erfüllt.

Da für den Zusammenfallsvorgang das Volumen der Blase die entschei-

dende Größe ist, wird die während des Vorgangs auftretende Verfor-

mung als kugelsymmetrisch angenommen. Das Potential an der Ober-

fläche wird gemittelt über alle Richtungen.

In O-ter Näherung gilt für

D~
I

:= rl ==- ~ )
{J r r~({ ((-

Dies wird anstelle von ~~

alle Blasen:
,

l.

~() =-
-f( R

in den Störterm eingesetzt, da nur

die Störung 1. Ordnung betrachtet wird, gemittelt über alle Rich-

tungen. Bei r = R wird also gesetzt:

(19)

Dabei ist zugrunde gelegt, daß der Radius der Umgebungsblasen in

jedem Zeitpunkt gleich dem der mittleren Blase ist, was streng-

genommen nicht stimmt. Die Blasen sind nur dann gleichen physi-

kalischen Bedingungen unterworfen, wenn man die Wechselwirkung

zwischen ihnen vernachlässigt. Solange diese jedoch als Störung

1. Ordnung betrachtet werden kann, kann diese Ungenauigkeit als

"Störung der Störung" von höherer Ordnung vernachlässigt werden.

Die überlagerung der kugelsymmetrischen Geschwindigkeitsfelder

der Einzelblasen ergibt eine Resultierende, die zum Mittelpunkt

des Systems gerichtet ist. Die Geschwindigkeit einer Umgebungs-
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blase zum Koordinatenursprung h~n nau\j I..cU..Jv~.. ___

Anordnung der Umgebungsblasen. In der vorliegenden Untersuchung

beschränken wir uns auf den Fall, daß die Blasen in Form eines

Ikosaeders angeordnet sind, was der Kugelsymmetrie am nächsten

kommt. Das Ikosaeder besteht aus einer Blase im Koordinaten-

ursprung, deren Verhalten wir betrachten wollen. Um diese herum

sind in Form eines Sechsecks in der x-y-Ebene weitere Blasen

angeordnet; außerdem befinden sich über und unter dem Sechseck

jeweils drei Blasen, deren Mittelpunkte jeweils ein gleichseiti-

ges Dreieck bilden, das in das Sechseck einbeschrieben ist.

Die Drift der Umgebungsblasen zum Koordinatenursprung hin

berechnet sich dann wie folgt: Der Abstand des Mittelpunktes

einer Umgebungsblase vom Ursprung sei ~ . Die Geschwindigkeit

ergibt sich nun aus der überlagerung der Radialgeschwindigkeiten

der Umgebungsblase und der mittleren Blase (die Felder werden als

kugelsymmetrisch angenommen). Weiter wollen wir die Geschwindig-

keitsfelder der 6 einer Umgebungsblase am nächsten benachbarten

Umgebungsblasen berücksichtigen, die am Ort der betrachteten

Umgebungsblase eine Resultierende in Richtung Koordinatenursprung

ergeben. Das Vektordiagramm sieht dann folgendermaßen aus:
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bet1"()l1t lere
/11Jt "Je!'/( IHIS 1,/ qse

~
60 0

--),
/

/

/

~.I' ~

O.Mt; ftfe~e B!Q~e

Für die Wechselwirkung mit der mittleren Blase gilt:l~; l'~

da sich beide Blasen gegenseitig anziehen. (Im Bild sind nur

drei benachbarte Umgebungsblasen eingezeichnet.)

Für die Wechselwirkung mit den benachbarten Umgebungsblasen

gilt: f~ -= (-Z' V; (0560°

Die Drift ist dann,
'2. '2.i == 1.' R I{+

6 ~ [05 GO
0 . l

.e2. lL
,

l.- f "'- Rpr:-

(20)

(21)

a) Berechnung des Zusammenfalls ohne Berücksichtigung der Drift

Mit dem Potential

,
'2.

~= -~
r

gilt ohne

A.. Sn f ~4t
f- - ,/-R J{1.1l JP/1 ,]

-+ lifT 0 0 ~A L[ ,2.+/L_2rl (CCJAlct»-J1t.-fSlftJlsilh.#60.C05(-I--I..O)

Berücksichtigung der Drift

(22)



Für r = R, also an der Wand der mittleren Blase, gilt dann

nach der Bernoulli I schen Gleichung P4J - P{p.);: f2f + 1.. (V ~f'
~ Gi. 1-

c/;'L .~. 2

rJ.R
-t- R '{Rt

R~ rr i~ ,,~t9
4-" D J" It.:A ~::A'

- ,

Daraus ergibt sich unmittelbar die Zusarnrnenfallszeit nach der

Formel
//.0

1
t"t ~ S

Wn.E'
f{ (24)
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b) Berechnung des Zusammenfalls mit Berücksichtigung der Drift

der Umgebungsblasen

Die Ableitungen des Potentials (Gi. 22) liefern jetzt

8 ~
..

_ J. h~+ 3-
~

f
" ;'2

[
- r/ /i.'- 'L P.

'1.
k

+- = - R fJ.. I" 417 ~ c
L VA'f)t 'k~1I

f)~

1

- P-

er r",«..

-

Für r = R folgt damit aus der Bernoulli'schen Gleichung:

f-nC /}J4,. ,J,/M.~ (fJ5 [.I-I,..) 4- (r;Y19coh~)

A'Y2.

(25 )
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t
::

l.

Zusammenfalls zeit
fJ..o

5'

I(

ist dann:Die

(24-)

Anmerkungen zu den Ergebnissen:

1) Wirkung der Umgebungsblasen auf die Zusammenfallszeit.

Kompatibilität mit dem Clustermodell (1. Teil)

Wie erwartet, tritt eine Verlängerung der Zusammenfallszeit

der mittleren Blase infolge der Wechselwirkung mit den Umgebungs-

blasen ein. Im Inneren des Ikosaeders heben sich nämlich das

kugelsymmetrische Geschwindigkeitsfeld der mittleren Blase und

das der Umgebungsblasen gegenseitig teilweise auf, so daß die

Zusammenfallsgeschwindigkeit sich verringert. Abb.~1 zeigt den

Verlauf von t gegen L /R . Für eine einzelne Blase mit R = 0.2cmz
-3

0 0 0
= 0.26'10 sec.; dieser Wert wird offenbar erst für sehrgilt t

z
große Lo/Ro asymptotisch angenähert.

Die Drift wirkt sich erwartungsgemäß verlängernd auf die Dauer

des Zusammenfalls aus, da der Einfluß der Umgebungsblasen ja mit

abnehmender Entfernung größer wird; diese Differenz zu den Ergeb-

nissen ohne Berücksichtigung der Drift ist jedoch auch bei klei-

nen L so gering, daß sie bei den Abbildungen nicht aufgeführto
wurde.

Es stellt sich die Frage, ob für geringe Blasenabstände die

Theorie mit der des kugelsymmetrischen Clusters kompatibel ist,

d.h., ob homogene Gasverteilung näherungsweise angenommen werden

kann.

Betrachten wir das System als Cluster mit den dem Blasenabstand

entsprechenden ß -Werten, so erhalten wir die in Abb. 1 gestri-
o

chelt gezeichnete Kurve, wenn man die Werte für t , das ja für
z

proportional zum Radius des ganzen Systems ist,

1 cm reduziert (als Volumen des Ikosaeders

das Cluster streng

auf den Radius von
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wurde hier näherungsweise das der Kugel vorn Anfangsradius

R + genommen, in welche das Ikosaeder einbeschrieben ist).o 0
Das Gasvolumenverhältnis beim Ikosaeder ist dann

-.11_
ßc ~

(~+1)3
Wir stellen eine stärkere Steigung der Kurve für das Ikosaeder

fest, weil beim Cluster die Wechselwirkung der Einzelblasen ver-

nachlässigt wurde. Das Cluster wurde ja als homogenes Gas-Fluid-

Gemisch betrachtet, ohne daß die einzelnen Blasen ein eigenes

Geschwindigkeitsfeld während des Zusammenfalls erzeugten. Gerade

dieses ist es aber, was den Zusammenfall der Blasen gegenseitig

behindert und zur Verlängerung seiner Dauer führt. Je enger die

Blasen zusammengedrängt sind, um so stärker ist dieser Effekt.

Die Theorie des Clusters mit homogener Gasdichteverteilung ist

also mit der Theorie der ikosaedrischen Anordnung der Blasen

nicht kompatibel; was die Zusammenfalls zeit angeht, so nähern

sich die Kurven für ß +
°

einander an, da mit abnehmendemo
Blasenradius auch der Wechselwirkungseffekt geringer wird.

Der Minimalradius R IR läßt sich mit dem der Kugel, in die dase 0
Ikosaeder einbeschrieben ist, gar nicht vergleichen: im

ersten Fall entspricht die Volumenänderung genau der Gasvolumen-

änderung, in letzterem ist die Volumenänderung wegen der Drift

wesentlich stärker, während die Gasvolumenänderung für alle ßo
die gleiche bleibt (der Extremalradius der Einzelblasen ist 0.13

für große L und steigt auf 0,135 für L = 3,51
o 0

2) Bedeutung der Druckgrößen

Hier ist anzumerken, daß der Verlauf des Extremalradius der

mittleren Blase gegen PLo (Abb. l~) identisch ist mit dem Ver-

lauf bei einer ungestörten einzelnen Blase. Für die Zeitverläufe

gegen Pro- Pv und PLO (Abb. 18,19) besteht qualitative Uberein-

stimmung mit denen der ungestörten Blase. Die Zusammenfallszeit

ist wegen der oben dargestellten Gründe größer.
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3) Verlauf von t gegen den Anfangsradius der Einzelblasen R
z 0

Abbildung 20 zeigt den linearen Verlauf von t gegen R , wie es
z 0

dem einer einzelnen Blase entspricht. Ein Vergleich mit der Kurve

in Abb. 16 zeigt: je kleiner L IR , desto mehr muß die Gerade
o 0

t (R ) steigen; d.h., die Auswirkung der Wechselwirkung ändertz 0
sich mit L IR , nicht mit dem Absolutwert L . Die für die Stö-

000
rung durch die Umgebungsblasen bestimmende physikalische Größe

ist also das Verhältnis L IR . Bei konstanten L IR bleibt näm-
o 0 0 0

lich die Störung, die die Verzögerung des Zusammenfalls bewirkt,

konstant, und wir erhalten dann linearen Verlauf von t gegen R ,
z 0

allerdings mit stärkerer Steigung, als dies bei einer einzelnen

Blase der Fall wäre. Für R /L + 0 nähert sich die Gerade der
o 0

für die einzelne Blase an.
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