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S. M. Rump
Kleine, exakte Fehlerschranken fiir die Losung linearer Gleichungssysteme

1. Einleitung

bekanntlich konnen auf Rechenanlagen durch Rundungsfehler groBe Fehler entstehen. Dies ist um so mehr der
Fall, wenn die Arithmetik nicht sauber implementiert ist. So sind etwa die Operanden der Differenz

134217728.0—-134217727.0

rxakt (d. h. ohne Konvertierungs- oder Rundungsfehler) auf einer weit verbreiteten (irofrechenanlage darstellbar,
vhenso wie das Ergebnis 1.0; der Computer errechnet jedoch als Ergebnis 2.0. Die relative Rundungsfehlercinheit
miilite nach der Akkumulatorlinge auf diesem Rechner 2727 sein, in diesem Beispiel ist sie jedoch 1. Fiir viele be-
kannte Fehlerabschitzungen sind damit die Voraussetzungen fiir deren Giiltigkeit nicht erfiillt.

In Gleitkommaalgorithmen miissen zur Vermeidung von schwerwiegenden Fehlern Kontrollen im Algorith-
s und am Krgebnis angebracht werden. Gleichwohl wird kein Beweis fiir die maximale Ungenauigkeit des Ergeb-
nixsex gegeben und die laienhafte Anwendung kann gefihrlich werden. Es werden Algorithmen entwickelt, die
bewiesene Fehlerschranken berechnen, und zwar zuniichst fiir die Lésung linearer Gleichungssysteme. Der Zeitanf-
vand liegt in der Grofenordnung des Gleitkomma-Gauss-Algorithmus, es entfillt jedoch jeglicher Aufwand des
Brnutzers fiir die Kontrolle, da die Ergebnisse als richtig bewiesen sind.
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2, Theoretischer Hintergrund

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

Aer="b mit A MR und beV,R. (h
Kin Fixpunkt der Funktion

fley = x4+ R — -r), ERel,R, (2)
ist fiir nicht-singuliires R offenbar Losung des Gleichungssystems (1). Bereits in [1] wurde der folgende Operator

gx) = f@&) + (£ — RA) @ —2), TeViR, (3)
betrachtet. Fiir heliebiges # ist offenbar

flry = glx) furalle xeVq.R. 4)
Gilt fiir einen Intervallvektor X ¢ [V, R

fxye X, (5)

so besitzt f nach dem Fixpunktsatz von BROUWER mindestens einen Fixpunkt. Das Erfiilltsein der Bedingung (5)
kann wegen (4) durch einfaches Ersetzen der Gleitkommaoperationen durch die entsprechenden Intervalloperatio-
nen in (3) nachgepriift werden. Ein Problem ist nachzupriifen, ob die Matrix R nicht-singuldr ist und, damit die
Lésung eindeutig ist, ob auch 4 nicht-singular ist. Der folgende Satz zeigt, daBl bereits eine schwache Verschirfung
von (B) ausreicht um beide Fragen positiv zu entscheiden. Zuvor eine Definition. i

Definition 1: Seien I, J € R reelle Intervalle. I heilt echt enthalten in J, in Zeichen I & J wenn gilt:

IcJ und IndJ =90.
D. h. I besteht nur aus inneren Punkten von J. Die entsprechende Definition fiir Intervallvektoren gilt komponen-

tenweise.
Satz 2: Gegeben sei das lineare Gleichungssystem (1) und f wie in (2) fiir beliebiges B € My R. Aus
fiX) & X fir X elVaR (6)
folgt dann, daf
die Matrizen R und A nicht-singuldr sind, (7)
das Gleichungssystem Az = b eindeutig losbar ist und (S)
fiir Az = bmitzc V,Rist2ef¥X) fir0=keN. (Y

Beweis: Nach dem Fixpunktsatz von BROUWER besitzt f einen Fixpunkt z ¢ V,R, fir den nach (2) gilt

b — Az ¢ Ker (R).
Fiir 4 - Ker (4) und 2 € R ist

fid +hy)~ % +Ay + Rb — Az — Ay) =2 + 2y + Rb — 4x) =z + Jy .
Daz < X und 2 4 iy fiir jedes 2 € @ ebenfalls Fixpunkt von f ist, gibe es fiir y % 0 einen Fixpunkt z 4+ uy auf dem
Rand von X im Widerspruch zu (6). Die Matrix 4 ist also nicht-singulir. Angenommen 0 # y € Ker (R). Wegen
der Nicht-Singularitit von . folgt A4 “ly = 0 und wie oben die Existenz eines u € R mit z 4+ p(A~1y) € 8X. Anderer-
seits ist aber

fE + puld7y)) = 7 4+ p(A7y) + Rb — AZ — py) = & + p(A™y)
wieder im Widerspruch zu (6). Damit ist (7) gezeigt und (8) folgt sofort. Aus Z € X = f%X) und

zeff(X)=> 7 =fz) < f(f4X)) = fFUX)
folgt mittels vollstandiger Induktion (9) und der Satz ist vollstindig bewiesen.

3. Algorithmus
Aus dieselr} Satz 14 3t sich sofort ein Algorithmus zur FinschlieBung der Losung von (1) ableiten: (® bedeutet Inter-
valloperation fiir * € {4, —, -, /})
X:=Y2 RO hOAQOa):
repeat Y = X X = fiX) (10
until X , Y.
Hierbei sind  und R eine Niherung fiir z und die Inverse von 4, an deren Giite nach Satz 2 keinerlei Voraussetzun-

gen gekniipft sind. Mit dem Eintreten von (0) ist die Voraussetzung von Satz 2 erfillt und es gelten seine Folgerun-
gen. Dér Algorithmus kann in vielerlei Hinsicht wesentlich verbessert werden. Insbesondere folgt mit

hix) :: Rib — Ax) - (K — RA)x

aus

hX) = X
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sofort (7), (8) und
zezeX mit Az = b

Das so gewonnene Frgebnisintervall ist bereitg wesentlich schiirfer. So ist es moglich bei einfacher Grundgenau-
igkeit, wobei nur der Defekt b —- Ax doppelt-genau berechnet wird, die Losung auf weit mehr als einfache (lenauig-
keit einzuschlieBen. Bei Verwendung hoherer Defekte und eines langen Akkumulators ist es so moglich, bei im
wesentlichen einfacher Rechengenauigkeit die Losung beliebig genau einzuschlieBen. Fiir eine ausfiihrliche Beschrei-
bung dieser und weiterer Verbesserungen siehe [2].

4. Zusammenfassung

Der wesentliche Fortschritt der beschriebenen Methode ist, dal ausgehend von einer Gleitkommanaherung der
Losung ohne Voraussetzungen an deren Giite eine KinschlieBung der Losung von (1) numerisch konstruiert und
gleichzeitig deren Richtigkeit bewiesen wird. Das bisher notwendige Beschaffen einer ErsteinschlicBung entfillt
ebenso wie der bisher notwendige groBe Mehraufwand des Anwenders fiir diverse Kontrollen im Algorithmus und
am Krgebnis. Die Rechenzeit des Algorithmus ist die 6-fache gegeniiber dem Gleitkomma-Gauss-Algorithmus
unabhéngig von der GréoBe des Systems. Kommt die Schleife (10) nicht zum Stillstand, ist die Rechengenauig-
keit gemessen an der Kondition des Problems unzureichend und das Problem ist mit héherer Genauigkeit
zu rechnen (oder die Problemstellung ist zu iiberpriifen). In fast allen gerechneten Beispielen trat die EinschlieBung
nach einem Schritt ein. Der Algorithmus wurde bis » =: 200 gerechnet, wobei die Zahl 200 durch die begrenzte
Speicherkapazitit bedingt ist und keine Grenze fiir den Algorithmus darstellt.

Die Algorithmen sind in FORTRAN implenientiert und verfiighar und sind leicht erweiterbar auf komplexe
(Hoichungssysteme. An der Vera]]gemein(‘rung auf schwach besetzte Matrizen wird gearbeitet.
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R. Scnerer | K. ZELLER
Rundungsfehler bei linearen Gleichungen

1. Einleitung

Zahlreiche Veroffentlichungen iiher Rundungsfehler in neucrer Zeit verdeutlichen das Interesse an diesem Gebiet.
Wir kniipfen an cinige dieser Untersuchungen an und behandeln eine Kurzschrift fiir Rundungsfehler, die vergleich-
bar ist mit fritheren Darstellungsweisen (z. B. WILkINsON [18], vaN DER SLu1s [16], OLVER [8]), aber in ihrer ausge-
prigten Form manche Vorteile bietet. Sie liefert zentrale Abschidtzungen in ziemlich einfacher und iibersichtlicher
Weise. Wir behandeln zunichst Dreieckszerlegungen (Lemma 1, vgl. SautTER {11] [12], VELDHUIZEN [17]). Dann
betrachten wir einige wichtige Ergiinzungen (Dr Boor, PINkus [1], Re [10], Lemma 2). Weiter gehen wir auf die
OETTLI-PRAGER-Schranke ein (Lemma 3, vgl. Sciiapack [13], SKEEL[15]). Zum Schlufl weisen wir auf Ausbaumig-
lichkeiten und auf weitere Literatur hin.
Wir nehmen an, da$§ die Gleitpunkt-Arithmetik der Regel

fllaob) = (aob)p mit |logo) <logp—:7r*
geniigt. Natiirlich hingt der Faktor ¢ von den Parametern ab, wir verzichten aber auf eine Kennzeichnung dieser

Abhingigkeit. Bei mehrmaligem Auftreten wird also p im allgemeinen verschiedene Zahlen bedeuten. Konsequent
schreiben wir g2, o3, ... fiir ein Produkt von zwei oder mehr Zahlen dieses Tvps.

2. Dreieckszerlegung

Ein lineares Gleichungssystem behandeln wir numerisch mittels Dreieckszerlegung und zweistufiger Auflésung. Die
Ungenauigkeiten beschreiben wir in der Form 4 = LR — G, (LR - H)x - b,also (4 |- Fyz = bmit ¥ - G - 1]
tsiche Lemma 1). Wir nchmen an, daB die numerischen Operationen (Anordnung wie bei (1auss-Elimination:
l:. = 0 gewdhlt) durchfiihrbar sind.

Unsere Grundformel lautet

(o (e =m0y 0 — ... — bn1rm—10) ofl) 0 —=:ra.

2l Z. angew. Math. u. Mech., Bd. 81, H. 5
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