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1. Einleitung:

Reines Wasser kann als inkompressibel angesehen werden, da es
Zz.B. bei Atmosphdrendruck eine recht grofe Schallgeschwindigkeit a
von rd. 1400 m/s hat. Das Seewasser,‘in dem sieh Sehiffe bewegen,
enthidlt jedoch zumindest an der Oberflédche viele kleine Luftblasen,
wodurch es wesentlich kompressibler wird. Bei Atmosphédrendruck ver-
ringert nédmlich ein freier Luftgehalt des Wassers von nur 1 o/o Vo-
lumenanteil (bzw. 5 %/o0) die Schallgeschwindigkeit auf 102 m/s
(bzw. 47 m/s); sie ist also sogar kleiner als in Luft altein. Dap
in solchem Wasser, vor allem bei niedrigem statischen Druck, sogar
Verdichtungsstope auftreten konnen, hat J. Ackeret [1] bereits 1930
gezeigt. Die Grundglieichungen filir Wasser-Luft-Gemische hat dann
G. Heinrich 1942 EZ] thermodynamisch genauer aufgestellt; sie sind
aber anscheinend etwas in Vergessenheit geraten und sollen deshalb
hier ausfiihrlicher nochmals abgeleitet werden. Aus ihnen erhidlt man
dann eine Art Karikatur der gewdhnlichen Gasdynamik; gewisse Effek-
te sind - zumindest filir den TragfliigeLauftrieb und Propellerschub -
nicht vernachlassigbar.

Es wird hier nicht die im Wasser gelOste Luft beriicksichtigt,
sondern nur die freien ILuftbldschen, die nicht mit dem Wasser rea-
gieren. Gemische von Wasser und Dampfblasen mit nicht-isentropen
Uebergédngen von einer Phase zur anderen werden im Buch von L. D.
Landau und E. M. Lifshitz [3 S. 248] kurz behandelt.

2. Die Grundgleichungen:

Es werde ein nichtldsliches Gemisch von Wasser und ILuft be-
trachtet, das in einem VolLumenelement V = Vw + VL die Masse

M =M, + M; enthalt. Das Massenverhdltnis von Luft zu Wasser

W L

po= ML/MW = const. (1)

werde fiir das jeweilige Gemisch iliberall in der Stromung als kon-
stant angesehen, d.h. die Luftblasen solLlen keine Eigenbewegung
gegen das Wasser ausfiihren. Verglichen mit den Stromungsabmessun-
gen sollen die Blédschen so klein sein, daB das Gemisch als Konti-
nuum dargestellt werden kann. Das Wasser sei praktisch inkompressi-

bel, so dap



Die

oy = M,/V, = const. (2)

Luftdiehte o = ML/VL ist dagegen veridnderlich, insbesondere

druckabhédngig nach der Gasgleichung

T =

Qp = p/RT, mit R = 289 m2/szgrd = (askonstante, (3)

absolute Temperatur, p = statischer Druck. Verdnderlich ist

daher auch das Volumenverhaltnis

Fir

Die

mit

der

der
und

Die
dap

a = /¥y = o, /ep (4)
die Dichte des Gemischs @ gilt mit diesen Bezeichnungen
M, + M
W L 1 + 4~ 1 + 4
= = = d
Q Vw + Vg (1/¢y) + VL/QL) T + oW 99T (5)

1
a:/AQW/QLza-?-g—wt—‘]. (6)

innere Energie e des Gemischs je Masseneinheit wird
o _ MW;W i ﬁcv aT = f#_;ﬁii! ar, (7)
w L r
Cy = spezifische Widrme des Wassers und cy = spezifische Warme
Luft bei konstantem Volumen.

Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik ist der Zuwachs
inneren Energie gleich der infinitesimalen W&rmegzufuhr 6&
der &uferen Kompressionsarbeit (alles je Masseneinheit):

de = &g - pd(1/8). | (8)

vereinfachende Hauptannahme, die nun gemacht wird, ist die,
alle Warmeleitung und Reibung (Dissipationswirme) im Gemisch

vernachlédssigt-,ist und Wiarme weder ab- noch zugefiihrt wird:

be = O. (9)

Eliminiert man nun die Temperatur mit der Gasgleichung (3)

T = pa/ peQuR, 4T =,;5$§ (pda + a dp) (10)

in GL. (7), so wird jetzt mit (8) und (9):

de

Cy *MmCy 1

L A da + a dp). 11
e (p p). (11)

= - pd(1/Q) = pde/Q® =
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Rechnerisch erweist es sich als zweckmidBfiger, mit dem Volumenver-
hdltnis a anstatt mit der Gemischdichte 0 weiterzurechnen. Aus ihrem

Zusammenhang nach GL. (6) folgt noch

: (1 +p)e
da _ _ W : (12)
do Q2

Beriicksichtigt man die Beziehung R = cp = Cyo wobei alle Grofen
entweder in mechanischen oder in kalorischen Einheiten zu schreiben
sind, so ergibt sich nach Leichter Rechnung aus (11) und (12) die
Adiabate oder Isentrope des Gemischs:

c. +re
\id

pa = ¢ = const., mit 1 + & = — (13)

W v

Fir u-» o, also fir die Luft atlein ohne jedes Wasser, wird

C

1 + & = cp/cv =x (altso &£ = 0,4)und nach (5) ¢ = Ry, Fiir Wasser mit
Luftblasen wird jedoch 2 sehr klein. Die spezifischen Wa&rmen von
Luft und Wasser sind nédmlich

¢y = 0,241 cal/kg grd
Cy = 0,172 '
Cy = 1 ' ’

somit 1 + £ = (1 + 0,241 ~)/(1 + 0,172 »). Speziell beim Atmosphi-
rendruck p = 1,033 . 104 a»p/m2 wird oy = 101,9 s2/m4 und
QL/cha,1/800. Fiir einen LuftvolLumengehalt vo?c1°[oc(a = 0,01)

wird dann w= 0,01/800 = 1,25 . 10™° und * - —Y) .- 8,6.107".
W
Die Schallgeschwindigkeit oder Fortpflanzungsgeschwindigkeit
kleiner Druckstdrungen ist allgemein definiert durch a = , dp/do.

Hier wird also nach GL. (12) und (13):

' i 2
22 2dp _dp da 1+ B (1 +a) (14)
do da do 1+ - Qy a

Fir nicht zu grofen Luftgehalt wird angenihert:

P P - - - -

'p 1 +a p/ow
a%VQw \,E ' (1 - Q/Qw) i Qwi ) (15)

Insbesondere bei Atmosphédrendruck erh&lt man folgende Werte:



a o/ a
W /s
0,01 0,990 101,7 (Fiir andere Drucke folgt a aus a~ : p).

0,02 0,980 72,6
0,05 0,952 47,3

0,1 0,909 35,0
0,2 0,833 27,0
0,5 0,667 21,4
1 0,5 20,1
2 0,333 21,4

3. Bernoulli-GLeichung:

Die Kontinuitdts- und Eulergleichung fiir ein reibungsloses,
barotropes Medium mit @ = Q(p) Lauten bekanntlich

%% + div Qqw = 0 (16)
5 w0?

T + grad ?— - « rot « = grad (U - P), (17)
mit der Druckfunktion P(p) = gB . (18)

(0 = Geschwindigkeitsvektor, t = Zeit, U = Potential der &uBeren -
Kraft). Da das Medium bereits als reibungslos angenommen wurde,
betrachten wir nur drehungsfreie Stromungen mit einem Potential
so daf 1 = grad . Durch rdumliche Integration folgt dann aus
GL. (17) die Bernoulli-Gleichung

1 <2

3T+ P4 %— - U = f(t), mit -°= grad . (19)
Die Druckfunktion P ist nun mit der Isentrope nach GL. (13) zu
berechnen. Aus GlL. (13) folgt zunidchst

dp = -(1 + £)Ca-2—kda

und mit GL. (5) und (12) wird nach da integriert:
— ]

—-—
P = g_E_(1+;)C a a ). (20)

- - C -+.
Joe (1 + <oy "1 + =

Drickt man die Konstante € wieder durch p und a aus, so wird

p =T1—{LW (1 + 122 o), mit a = (¢/p)/+) . (21)




Rir nicht zu groBen Luftgehalt a wird £ sehr klein und. es wird in
guter Ndherung

1 1/(1+7) ’
a =~ pC (1 + s Ln p)! (22)

entsprechend der Reihenentwicklung:

xt = e ln X _ 4 4 ninx+ %T (n Ln x)2 + eee

- 1:
1/(1+7)

Somit wird fiir

tn p + const)

1

P~ T, (P °C
1

TT_:77—5; (p + paln p) + const. (23)

4., Druck im Staupunkt bei Unterschallstromung:

In einer stationdren Unterschallstromung ohne &dufere Kridfte
sei im Unendlichen Parallelstromung Ua); wie groff ist der Druck
im Staupunkt eines Korpers? Aus der Bernoulli-Gleichung (19) mit
(21) folgt:

2
U - p a
09) 1 1 + S S
~© p - p_+ poa (= £ - 1) (24)
2 (1 +M)Qw _ °s (oo} ® " 'p, g
Bezeichnet man mit % das folgende Druckverhidltnis:
o= (pg = Py )M/ Py (25)
80 wird der Druckbeiwert im Staupunkt
P, =P 2a o -
S O 1 @
4] = = (26)
P 2 (1 ++7) 2
QwUm/2 U-+ade
mit der Mach-Zahl
M2 -y 2/a 2  mit a_ nach Gl (14) (27)
(oo} o’ "o °? ® ’ : *

Beriicksichtigt man die Isentrope nach Gl. (13), so folgt aus
GL. (24) nach etwas Rechnung
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1 + LI
T5E (1 ) /e 1

p 1 + -

< -

@ fir - 1. (28)

1 + in (1 + &)

%o
T

1 +«a
age )
T
Bei gegebenem Luftvolumenverhaltnis e der ungestdorten Stromung
kann man nun ein 7 annehmen, cp aus GL. (28) berechnen und die
zugehdrige Machzahl aus GL. (26). Das Ergebnis in Abb. 1 zeigt,
daf die Staudruckerhshung gegeniiber dem inkompressibel berechneten
Staudruck recht kiein ist, ndmlLich stets kiteiner als To® Durch
den Stau werden zwar die Luftblasen im Wasser zusammengedriickt,
die Dichte des Gemischs kann aber dadurch nur noch wenig erhoht
werden. Erst bei einem Schaum - etwa mit Ty = 1 - ist die Abwei-
chung etwa so groff wie in einem Gas.,

5 AusflLuf aus einem Kessel:

Aus einem Kessel (Index o), in dem das Medium ruht, werde
durch den Ueberdruck p, gegen den AufBendruck p aus einem Rohr mit
dem engsten Querschnitt F die Menge Q = Fou gedriickt. Aus der
Bernoulli-GLeichung folgt mit GL. (23) fir ¢ “1:

2p
2 _ 0 _ P _ P_
u TTT/:-)Q—W (1 po aoLn po). (29)

Die Ortliche Gemischdichte ergibt sich aus Gl. (5). Bezieht man
die AusfluPmenge auf die fiktive Ausflufmenge einer inkompressiblen
Flissigkeit mit der konstanten Dichte ¢ = (1+P)Qw/(1+ao), so wird

1 + / p/po
- p/py, " p/p, +

Q/Q4 nk =\/: v 1 - p/p, - ajln p/p . (30)
Abb. 2 zeigt, da@ erst bei kleinem AuBendruck merklich weniger
Masse ausflieBt als bei inkompressibler Stromung, wenn der Luft-
gehalt des Wassers nur klein ist.

Anschaulicher ist jedoch eine Auftragung der absoluten Aus-
ftuPmenge wie in Abb. 3. Darin ist Q auf KesselgroBen bezogen,
nédmtich auf die dortige Dichte % und Schallgeschwindigkeit a,;
hier wird
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p/p,

ppo+a0

QO/Fo 2z, =y 20, "1 - p/py - agln p/p,. (31)
Abb. 3 zeigt nun, wie filir abnehmendem Aufendruck p/p0 < 1 zunéchst
noch Q- f1 - p/po gilt wie fiir inkompressible Stromung. Bei klei-
nerem Gegendruck verringert sich jedoch die Dichte und Q steigt
Langsamer an. Schlieflich ist die gropte Ausflufmenge erreicht,
wenn Q/FaOQo = (p/po),. Die Geschwindigkeit berechnet sich dann zu

y ] 2Po _ (p./po * ao) . indigkeit
Ye = v 7 ‘)Qw . voa, und die Schallgeschwindigke
" p. (1 + ay)

ist dort a . Da fir € 1 gendhert gilt

/
= | .
* I/ (1 +/l )Qw v &‘
PeQy = P& ist also u, = a, oder M. = 1. Dieses kritische Drueck-
verhidltnis, bei dem im engsten Querschnitt F gerade die ortliche
Schallgeschwindigkeit erreicht wird, fotgt aus
2
Dy P (pe/Dy + ay)

1—-};—aoln§= 20'0 (32)

und kann auch der Abb. 3 entnommen werden. Der nach Links abfallen-
de Ast der Kurven konnte nur in einer sich erweiternden Lavaldiise
verwirklticht werden mit Ueberschallstromung bei immer geringer wer-
denden Dichte, weshalb wieder weniger Masse je Querschnittseinheit
hindurchflieBt. Ohne eine solche Lavaldiise flieft dagegen stets die
gleiche Maximalmenge aus, sowie p/p0 < p‘/po; denn im Austritts-
querschnitt ist dann bereits Schallgeschwindigkeit erreicht und
eine weitere Gegendruckverringerung kann stromaufwadrts nicht mehr
wahrgenommen werden.

Fir Luft allein (mit X = 1,4) ergibt sich die strichpunktierté
Kurve in Abb. 3 '

/ey, = (o/p) V% =21 - (p/p) T/, (33)

'
DaB unsere Kurve fiir @, - @ davon abweicht, Liegt einfach daran,
daB die Ndherung ¢ K 1fir diesen Extremfall mit # =x -~ 1 = 0,4
(vgl. GL. (13)) nicht mehr ausreicht.

6. Verdichtungsstof:

In einem Stromfaden konstanten Querschnitts, z.B. in einem
Rohr oder in einer Parallelstrdmung, Lauten bei stationdrer Stro-
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mung die Erhaltungssdtze fiir Masse, Impuls und Energie an zwei be-
Liebigen Stellen 1 und 2, wenn man die Gemischdichte @ bereits durch
das Volumenverhdltnis a ersetzt, wie folgt

u u

1 2
1 + ay -1+ a, (34)
(1 +x)Q (1 +40
w2 _ w2
1 + a, Y + Py T TE a, Yo * Py (35)
u,? p - u,2 p
L ! (1 + ! a,) = 2, 2 X
2 (1 + "")Qw - 1 2 h + /“)Qw
(1 + 1 q,). (36)

Die Bernoulli-GL. (36) besagt in dieser Form nur, dap die
Gesamtenergie je Masseneinheit an den beiden Stellen 1 und 2 gleich
ist, die sich zusammensetzt aus der kinetischen Energie u2/2, der

Druckenergie p/o = 11++faQ und der inneren Energie nach GL. (11):
w .

. - Cy +mCy
- (1 +/A)/&Qw(cp

— cv7 « Pa + const =

pa
7 +/')QW + const. (37)

Selbst wenn zwischen den Stellen 1 und 2 irreversible Prozesse
wie Reibung und Warmeleitung stattfinden, widren deren Energie-
dnderungen in der inneren Energie an der Stelle 2 mitenthalten.
Freilich wiirde dann die Entropie zwischen 1 und 2 ansteigen, so dag
nicht mehr die Isentrope nach GL. (13) gédlte; d.h. p1a11+’ mu B
nicht unbedingt glLeich p20121+'C sein. Wir setzen jetzt nur noch
voraus, daf das Medium an den Stellen 1 und 2 selbst im thermody-
namischen Gleichgewichtszustand ist.

Die drei Gleichungen (34) bis (36) bestimmen nun Uy, Py und
a,, wenn der Anstromzustand Uiy Dy und a, gegeben ist. Aufer der
trivialen Losung U, = Ugy Pp = P, und a, = ay gibt es noch eine
zwelte, da zwel GlLeichungen u quadratisch enthalten. Eliminiert man
p, aus impuls— und Energiesatz, dann U, mit der Kontinuitatsglei--
chung, so wird schlieflich mit M = u/a

2
-+ 2/M
_ 1 2
ay/ay = 7 =~ /M, (38)



/ 1 + a1 ( )
Qn/ Q4 &= 39
2 =1 1 + a1/M12
£+ 2/M12)( ‘4 2/M22) = (= + 2)% oder

MM, = 1 fir £ 71 (40)
u, 1 + a1(1/M12 + 7/2)Y/(1 + /2) 1 + a1/M12

ﬁ? = T+ o YT+ o, (41)
p2 _ 1 1 + = 2 2 ( )
-_— = + -1-——;_——:75 (M1 - 1) M1 . 42

1

Aus GL. (40) ist sofort abzulesen, daPf nur ein spontanes Umschlagen
von Ueberschall- zu Unterschallstromung oder umgekehrt moglich ist.
Wie in der Gasdynamik ist die zweite MOglichkeit wegen des II.
Hauptsatzes auszuschliefen, da sie eine Entropieverringerung von
1 nach 2 bedeutete. Nur eine Ueberschallstromung mit M1‘, 1 kann
also - ohne Zwischenstadien - in eine Unterschallstrdomung umschliagen
mit M2‘: 1, wobei vor allem der Druck sprunghaft steigt wie in
einem Gas. Abb. 4 zeigt die Verdnderungen in einem solchen Verdich-
tungsstof; besonders bei kleinem Luftgehalt kann freilich nur der
Druck, nicht aber die Dichte, stark ansteigen. Solche Stofe sind
vor dem Kopf eines mit Ueberschallgeschwindigkeit K&Grpers zu erwar-
ten.

Natiirltich kann man diese Rechnung erweitern fir schrédge
StoBe, um wie in der Gasdynamik einfache Ueberschallstromungen zu-
sammenzusetzen. Leider ist hier jedoch der Anwendungsbereich -
wenigstens bei Wasser mit kleinem Luftgehalt - auf derart kleine
Ablenkungswinkel der Stromlinien beschrankt, daf es sich nicht
Lohnt, hierauf einzugehen.

7. Linearisierte Unterschallstromung:

Ueberschallstromungen in Wasser mit kleinem Luftgehalt sind
zwgr technisch durchaus modglich, wichtiger bleiben aber Unterschall-
stromungen, bei denen vor allem interessiert, ob und wann die Kom-
pressibilit&dt merkliche Effekte verursachen kann. Dazu betrachten
wir nun stationdre Potentialstromungen, fiir die die bekannte gas-
dynamische GlLeichung gilt. Man erhédlt sie aus Kontinuitdts- und
Eulergleichung (16) und (17) und der Definition der (vom Ort abhan-
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2 dp/de nach GL. (14):

gigen) Schallgeschwindigkeit a

d oG- u2/a2) + ”yy(1 - v2/a2) + :Zz(1 - w2/a2)

2uv 2V 2uw 0 (43)

Wenn alle Geschwindigkeitskomponenten u, v, w klein gegen a
sind, folgt daraus die Lineare Laplace-Gleichung filir das Potential .
Ndherungsweise L&Bt sich diese Gleichung aber auch noch Linearisie-
ren, wenn eine Parallelstrémung U nur wenig gestort wird, etwa durch
einen schlanken Korper unter ebenfalls nur kleinem Anstel lwinkel,
Speziell fiir ebene Stromung seien ug und vy dessen Storgeschwindig-

keiten, so dap jetzt *  =u =0T +u = v =w_und u,, v, “U.

s’ y s
Dann bleibt von GiL. (43) in erster Ndherung nur iibrig:

S (1 -M%) + > _ =0, mitM_ =U/a_. (44)
XX ® yy . @

Solange namlich Maf nicht nahe bei 1 Liegt, kann man die Aenderung

von M2 in Korperndhe gegeniiber dem Mm? weit vor oder hinter dem
Korper vernachlidssigen, da nur kleine Druckstorungen und somit auch
kleine Aenderungen der Schallgeschwindigkeit vorkommen sollen.

Die Bernoulli-Gleichung und die Isentrope gelten hier im Unter-

schall iiberall, also wird nach GL. (19) und (23) fiir ~ “1:
2 2
U_2_+pw+pa>aooancD_(U+us) +vs _ b t+tpalnp (45)
2 (1 + u)Qw - 2 (1 + MJQW *
Mit pa/pa)aa) = (1 +¢Lln aa)/a) 1 nach GL. (13) und
Qg = (1 + w)Qw/(1 +laa)) nach GL. (5) wird fiir schwache Drucksto-

rungen wie in der Gasdynamik Ln p/pa)f: 1+ (p = pa))/pa) und somit
=~ QUug = P - Py (46)

der Druckbeiwert cp wird einfach

c E_________,,_zﬁg. (47)

Wie L. Prandtl (1922) und H.B. Glauert (1928) unabhidngig von
einander bemerkten, LdBt sich die GL. (44) zuriickfilhren auf die



- 11 =

Potentialgleichung inkompressibler, réibungstoser Medien A¢ =0
durch die Koordinatentransformation

—_—

2, ¢

£ =%, n =P8y mitp =41 -Ma < 1. (48)
Flir die Geschwindigkeiten U + Ugy Vg in der x, y-Ebene und
U + Es’ Vg in der &, n-Ebene gilt dabei an entsprechenden Punkten
U + u, = Dx’ U + ug =<4£ = 5 also U, = ug
’ -— ] 1 ] — . (49)
- - » = e = : .
Vg —g,y, Vg = n By Vs ﬂvs

Daher ist die Neigung entsprechender Stromlinien - insbesondere
sotcher, die Korperkonturen darstellen - in der xy-Ebene um den
Faktor B < 1 kieiner als in der §, n-Ebene, da ja auch fir die
Neigung ndherungsweise gilt vS/U = B VS/U. Andrerseits sind die
Storgeschwindigkeiten in Anstromungsrichtung gleich grof: ug = ug
und damit nach Gt. (47) auch die Drucke. Ein Fliigelprofil mit dem
Dickenverhdltnis & und dem Anstellwinkel a bei MOD = 0 bewirkt also
die gleiche Stromung und Krédfte wie ein affines, diinneres Profil
mit g . 6§ und B . a bei Moo=:¢q - 624> 0. Umgekehrt wdchst der Bei-
wert fir den Auftrieb oder den Propellerschub des gleichen Profils
mit der Machzahl der Anstrémung an wie 1/8 = 1/y 1 - M 2 ~ 4. In
der Gasdynamik ist diese Regel z.B. fiir Profile von 10830 Dicke bis
zu Ma)= 0,8 bestatigt worden. Daf die Voraussetzung Ugy Vg J U in
Staupunktndhe nicht erfiilLtt wird, ist anscheinend bedeutungslos;
wichtig ist jedoch, daf auch noch am Druckminimum des Profils die
ortliche Machzahl kleiner als 1 bleibt und kein lLokales Ueber-
schallgebiet entsteht.

Der Auftrieb eines Tragfliigels oder der Schub eines Propellers
in Lufthaltigem Wasser bezogen auf die Kraft desselben Korpers in

tuftfreiem Wasser wird somit fiir M < 1

K/K, = 2L - ! (50)
ink 7 _ p2 (1 + a1 - QWU2a/p(1 + a)2

und fir M L1 und a« < 1:
2 2 2
U™ oy r Uey UQy o~ o
- 1Na + "1 - 3—55— + 3(—55-) . (51)

K/K 5 -~

=1 + (

ink
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Nach Abb. 5 ist bei kleineren Geschwindigkeiten U zun&dchst
K <-Kink’ da die Luftblasen die Wasserdichte verringern; bei

grofen Geschwindigkeiten iiberwiegt jedoch der Kompressibilitdts-

. . N
elnfLuB‘und es wird K Kinkl
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Abb. 3. AusfluB eines Wasser-Luft-Gemisches aus einem Kessel (Druck Py Schallgeschwindigkeit ag,

o, = Luft-/Wasservolumen im Kessel, Gegendruck p). Die linken gestrichelten Kurveniéste

entsprechen Uberschallstromungen in Lavaldiisen.
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Abb.4. Senkrechter StOB8 im Wasser-Luft-Gemisch

p Druck, ¢ Dichte, ol Luft-/Wasservolumen
Index 1: Anstrdmung mit Uberschall M, > 1
Index 2: Unterschallstrtmung nach dem StoB M2(1 .
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