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Berechnung der Druckverteilung an Fliigelprofilen in gashaltiger Wasserstromung

Dic vorliegende Arbeit behandelt die ebene, stationdre und kompressible Stromung von gashalligem Wasser win T'rag-
fliigelprafile. Unter dem Begriff Gas wird dabei sowohl die im Wasser enthallene ungeliste Luft als auch der durch
auftretende Kavitation bedingte Wasserdampf verstanden. Zur Vereinfachunyg der Theorie ist die Figenbewegung der
Gasllasen gegeniiber dem umgebenden Wasser vernachlissigt, also ein einheitliches Geschwindigheits- und Dyruckfeld
angenommen; auferdem wird vorausgesetzt, dafi das Verhiltnis von Gasmasse zu Wassermasse etne eindeutige Funlk-
tion des irtlichen Druckfeldes sei, In Anlehnung an eine in der Theorie schallnaher Gusstromungen bewdihrie Methode
erfolgt die Berechnung des Druckfeldes in der Umgebung der Fliigelprofile aus einer nichtlinearen Integralgleichung.
Die Theorie wird an einer Rethe von Zohlenbeispielen erprobt. Es zeight sich, daf durch den Gasgehalt des Wassers
nur dann wesentliche Unterschiede gegenitber dem inkompressiblen Stromungszusiand bedingt sind, wenn infolge der
niedrigen drtlichen Schallgeschwindighiet mit Verdichtungsstifien abgeschlossene lokale Uberschallyebicte auftreten.
Vergleiche mit aus der Literatur entnommenen Messungen geben eine zumindest qualitative Ubereinstimmung mit
den theoretischen Evgebnissen.

The paper is concerned with the two-dimensional steady and compressible flow of water with gas-content around
hydrofails. Gas means as well the content on free air in the waler as the vapour occurring from cavitation, For the
sake of simplicity we have neglected the movement of gas-bubbles relative to the surrounding water. Therefore only one
velocity- and pressurefield is adopted. Besides we have assumed, that the mass-ratio of gas lo waler is only a function
of the local pressure. Following an efficient method of the theory of transsonic gasdynamics, the pressure-field around
the profil is calculated solving @ non-linear integraleguation. The theory is tested on some numerical examples. It
turne oul, that the gus-content in water gives only then remarkable differences in comparison with the incompressible
pressure-field, if because of the low veloeity of sound local supersonic regions occur, which end with shocks. A compari-
son with available experimental data shows at least o qualitative agreement with the theoretical results.

B unacrosiuieil pafore paccMaTpHEaeTcs IIOCKOe, CTANHOUAPHOEe, CHiMMaeMmoe oOTeKaHue 1podHIeid
Kpbllla BOMOH, cogepxkalleii ras. 1lpu aToM moapasyMeBaeTcs Mo IazoM KaKk H HaXoOAWMiicHs B Bofe
HepACTROPEeHNEIl BO3AYX TaK U BOAAHHOH 1lap, RO3UHKANIINI BeaelcTBYe HanWYHA KasuTauuu. nna
VIPOIWEHHA TCOPHH cofCTBENHOe HBHMHCHHE NYSHIpEeil Iaza OTHOCHTENBIO OKpY:HAOINEl Bome lipe-
HeOperaercst, ChepoBaTeJIbHO HPHHHMACTCA HAJIHUHE OZHOPOINOr0 IIOJA CHOPOCTEH W Iapierinii.
HpoMe aToro iipemmoiaraeTcH, 4HTo OTHOINEHHME MACCHI Taza K MAacce RONBL ABIAETCH ONH03HAYHOI
pyHRIuell MecTHOTO WOdA MaRieHWA. IIPHUMEIHAA K ACHHITAHHOMY B TEODHH OKOJO3BYKOBEIX IOTOKOB

%~ METONY, Pacyér TMojd HNaBICHHA BOMMSH NPoQUIel HPEIa NPOMIBONHTCA ¢ ITOMOLLH HeJMHEHHOTO
MHTerpallbHOr0 ypaBHeHUA. Teopua IpoBepAerTcAd PAZOM YHCAOBHX OpuMepon. OKa3plBaeTcA, 4TO
ofycloBllelHEIe HAJIMYNEM T'a3a B BOJAE CYLieCTBeHHEIE DASHUIEE [0 OTHOMIEGHHID K HECHHUMAEMOMY
IOTOKY HAOIIONAIOTCA TOJBKO TOTHA, KOTJA BCIeNCTBHE HU3KOH JIOKANBHOM CHODOCTH 3BYHA BO3HH-
KawT OUPAHHYellHBe cKAauKaMH YINIOTHEHUS MeCTHBIC 00JIACTH CBCPX3BYKOBEIX CKopocreii. Baariie
U3 JIHTePATYPLI OJA CPABHEHHMA Des3yJILTATHL 3aMePOl COIVIACOBEIBAIGTCH C TEOPETHYCCHKHMH PE3ylILTa-
TaMH 1o KpaiHeil Mepe KAYeCTBEHNO, -

1. Einleitung und Ubersicht

Die vorliegende Untersuchung befalBt sich mit der ebenen stationdren Stromung um TFragfligelprofile in gas-
haltigem Wasser. Unter letzterem wollen wir zusammenfassend sowohl Wasser mit cinem (lehalt an ungeléster
Luft verstehen als auch Wasser mit Blasen, welche aufiDampfkavitation beruhen.

Es ist bekannt, daB schon durch einen geringen Volumenanteil an ungeléster Luft oder auch an Dampf
die Kompressibilitdt des Wassers erheblich zunimmt,; Die drtliche Schallgeschwindigkeit kann dabel weit
(d. h. durchaus zwei GréBenordnungen bei technisch wichtigen Stromungen) unter den fiir reines Wasser gelten-
den Wert von etwa 1500 bis 1400 m/sec absinken [1], [2], [3], [4].

Das Ziel der hier vorgelegten Arbeit ist es zu untersuchen, inwieweit das Druckfeld in der Umgebung
cines Tragfligelprofils auf Grund der erhohten Kompressibilitit gashaltigen Wassers gegenitber den Ver-
haltnissen in reinem Wasser modifiziert wird. Um mit einem vertretbaren Aufwand zu numerischen Ergeb-
niggen zu kommen, beschrinken wir uns auf die ebene stationidre und reibungsfreie Stromung.

Eine wichtige Grofle fiir unser Problem ist das ortliche Verhéltnis von Gasmasse M, zu Wassermasse My,

in der Strémung; wir bezeichnen es mit g = Mg /M.

Genau genommen ist dieses Massenverhaltnis g eine orts- und zeitabhingige Funktion, welche durch
cine ganze Anzahl physikalischer Liffckte beeinflullt wird. Zum einen charakterisiert u die im Wasser ent-
haltene ungeloste Luftmasse. Letztere dndert sich, wenn das Gleichgewicht zwischen geldster und ungeldster
Luit infolge Variation des lokalen Druckfeldes gestiért wird ; auch die Eigenbewegung der Luftblasen relativ
zum umgebenden Wasser wird dabei eine Rolle spielen. Zum anderen sind Luftblasen in ihrer Eigenschaft als
Kavitationskeime auch fiir die in den Stellen niedrigen Druckes wesentliche Dampfkavitation bedeutsam.
In denjenigen Gebieten des Stromungsfeldes, in denen Dampfkavitation herrscht, wird das Massenverhaltnis u
vor allem durch die Verdampfungsvorginge und die Blasendynamik einschlieBlich der Wechselwirkung zwi-
schen den Blasen bestimmt sein. Der freie Luftgehalt ist dann von geringerem Gewicht.

Aus diesen kurzen Uberlegungen wird bereits deutlich, wie schwierig eine genaue, den physikalischen
Gegebenheiten entsprechende Berechnung von y sein wiirde.
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Bei ciner Unterscheidung zwischen Luft und Wasserdampf hiitte man unter Beriicksichtigung der Eigen-
Lewegung der Blasen eine echte Drei-Phasen-Stromung mit drei verschiedenen untereinander in Wechsel-
wirkung stehenden Geschwindigkeitsfeldern. Uberdenkt man jedoch die mathematischen Konsequenzen, so
ergilbt sich, dal} eine solche Theorie nach dem derzeitigen Stand der Forschung kaum sicher formulierbar und
schon gar nicht mit einem vertretbaren Aufwand numerisch auswertbar wire. Man muB sich vielmehr mit
cinem wesentlich vereinfachten Modell begniigen, wie dieses in der vorliegenden Arbeit auch geschieht.

Dazu gehort zundchst die Vernachlissigung der Eigenbewegung von Luft- und Kavitationsblasen gegen-
iiber tlem umgebenden Wasser. Dadurch haben wir es nur noch mit cinem einzigen Geschwindigkeitsfeld zu
tun, das wir aullerhally etwa auftretender VerdichtungsstoBe (oder wie man auch sagt KavitationsstoBe) als
Potentialstromung behandeln werden. Der LBinfluld der Zihigkeit des Medinms wird ohnehin nicht beriick-
sichtigt.

Weiter wollen wir annchmen, dal das ortliche Massenverhaltnis y eine eindeutige Funktion des értlichen
Druckfeldes p sei und gleichzeitig die ungeldste Luftmasse und die Dampfmasse beschreibt. Thermodynamisch
entspricht dies der Voraussetzung eines Gleichgewichtszustandes fiir das Stromungsmedium. Da g auf jeden
Fall mit almehmendem Druck wachsen mul, liegt ein Ansatz der Form

% .
yanwfg) ¢ 2 0) (1)
nahe mit einem zunichst freien Exponenten L. Die Grolien po, pieo bezcichnen dabei einen Ausgangszustand,
z. B. die Verhéltnisse weit vor dem betrachteten Fligelprofil. Der Sonderfalll = 0 entspricht einem konstanten
Massenverhdltnis. Der Ansatz (1) hat sich vom theoretischen Standpunkt aus bei der Behandlung der stro-
mungsmechanischen Gleichungen (Kontinuitdtsglelchung, Impulssatz, Energiesatz, Stoflrelationen) als recht
{tbersichtlich erwiesen [3).

2, Ihe strimungsimechanisehen Gleichungen

Im Rahmen der hicr beabsichtigten Untersuchung des stationdren Druckfeldes in der Umgebung eines Trag-
fligelprofils ist es ahne Eingehen auf die akustische Abstrahlung ohne weiteres zuldssig, das reine Wasser als
inkompressibel, also

oy = konst. {2)

anzunchmen. Diec Kompressibilitit ist dann lediglich durch die Gasdichie pg bedingt. Unter ng verstehen wir
zusammenfassend sowohl die Luftdichte als auch die Dampfdichte.
Wir bezeichnen mit « das Verhiltnis von Gasvolumen Vg zu Wasservolumen ¥y in einem kleinen Vo-
lumenbereich Vg 4 Fyr des Stromungsfeldes, also
Vv .
L = plr. (%)

W= o "

Vw 247}

Damit wind die CGemischdichte

1
v =or b ()
Fiir den Gasanteil der Stromung setzen wir die Giiltigkeit der Zustandsgleichung
p=uosTH (R = Gaskonstante) (9)

voraus. Unter der einleuchtenden Annahme, dall die Gasblasen die gleiche Temperatur 4" wie das umgebende
Wasser haben und diese Wassertemperatur iiberhaupt konstant bleibt {isotherme Zustandsinderung), folgt
weiter?) '

Py _ konst. , (6)
HQw
oder auch mit (1) und {2):
B \L+A
& = Neg (p—;o) . (7)

Der Index , 00" bezeichnet Bezugswerte, clie sich auf den Zustand weit vor dem Fligelprofil, also auf die An-
stromung beziehen.

Fiir die Anwendung in der Propellerhydrodynamik haben vor allem Strémungen mit cinem relativ kleinen
Luftvolumengehalt Bedeutung. Wir wollen daher & < 1 voraussetzen, und da aullerdem pgfoy <€ 1 ist, diirfen
wir davan ausgehen, dafl etwa g < 1072 bleibt, Dann lalt sich tiberall

l4pal (8)

1) Dubei wird entsprechend der in der Einleitung getroffencn Voraussetzung ein durch die Blasendynamik bedingter
Unterschied zwisehen dem Druck im umgebenden Wasser und dem Druck am Blasenrand vernachliissigt.
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setzen und mit dieser Vercinfachung folgt aus (4) und (7} fiir die Gemischdichte

0=y I:] + Neo (p;)lﬂJ'l. (9)

Aus (9) erhalten wir fiir die Schallgeschwindigkeit ¢ des gashaltigen Wassers die Relation

(10)

1+aq2
o] gy
e =£°z(&o)‘ _\P= _aa(&)‘“[l_ﬂli
ow \ P Nl +4) O \ & afl +2)°
Formel (10) zeigt, daB die Schallgeschwindigkeit stark vom értlichen Druckfeld abhiingt und in Bereichen
niedrigen Druckes schr kleine Werte annehmen kann, Wegen der vorausgesetzten Inkompressibilitit des
reinen Wassers gemiil} (2) darf in Gleichung {10} der Grenziibergang zu reinem Wasser mit «o —» 0 nicht vor.
genommen werden. Jedoch ist es ohne weiteres méglich [5]. die Darstellung (10} entsprechend zu verallge-
meinern, fir die Behandlung des vorliegenden Problems ist dieses aber nicht notwendig.
Im Rahmen der Vereinfachung (8) ergibt sich fiir die innere Energie e der Stromung

et ar 1 opfl 1 :
e=eyT = Ropay 0,07 [ ow ()
mit ey als der spezifisch-n Wirme des Wassers. Rfey = 0,07 (fur Luft). Aus Gleichung (11) folgt mit

a -1
et = (;g — %) (g—;;) wieder das Ergebnis (10), wic man leicht bestiitigt.
o

Das Geschwindigkeitsfeld © in der Umgebung des betrachteten Fliigelprofils setzen wir (abgesehen vom
Bereich etwa auftretender VerdichtungsstoBe) als Potentialstromung in der Form

r = e, + dey) + grad @ (12)

an. Dabel ist uc(e, + 6oe,) mit 85 <€ 1 dic Anstrémung weit vor dem Profil, Wie in der Theorie schlanker
Profile {iblich, legen wir die {abgesehen von der unmittelbaren Umgebung des Staupunktes) in guter Ndaherung
erfiillte Voraussetzung

{grad ¢ < ug, (13)

zugrunde. Damit nehmen die Lrhaltungssiitze von Impuls (F¥oLERsche Gleichung) und Masse (Kontinuitits.
gleichung) die Form an:

g A i 8
Ueo 81:+fg( j=konst. S tgE T @ :

Das in der ersten Gleichung auftretende Integral liBt sich mit (9) unmittelbar auswerten; fiir ¢ ist der Wert
aus Formel (10) einzusctzen. Fs ergibt sich

eI

Po 02 P A |\DP
umd
o | 2p D UG . {PV[p Y -2 32
g_;lj:-_.—-{-aJ =X P (1+/.)(p-—m) (E’:) +cxm_ e (15}

Die heiden Relationen (14) und (15) stellen ein nichtlineares Differontialgleichungssystem zur Berechnung des
Geschwindigheitspotentials @ und des Druckes p dar. Sie gelten aber nur in den stoBfreien Bereichen des
Strémungsfeldes, wo sich alle Funkiionen stetig differenzierbar verhalten.

Auf der Saugscite eines Fliigelprofils kinnen wegen der dort herrschenden niedrigen &rtlichen Schall-
geschwindigkeit lokale Bereiche mit Uberschallzustand auftreten, die mit einem Verdichtungsstoll abgeschlos-
sen werden. Wit mitssen daher fiir die vollstindige Berechnung der Stromung auBler Gleichung (14) und (15)
noch die StoBrelationen beriicksichtigen,

Wir bezeichnen mit U, die Geschwindigkeitskomponente senkrecht und mit U7; die Komponente parallel
zu der als Gerade angenommenen StoBlinie und kennzeichnen alle Groflen vor dem Verdichtungsstol mit ~,
dahinter mit A,

Die Erhaltungssiitze von Masse, Tmpuls und Encrgie liefern die Beziehungen

5 g _ & 0O 3 0O
Ue=Ues 1+ I1+4° QT+1+a“:aE+1+&’ (16)
a

38
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Durch eine elementare Rechnung folgt aus (16) unter Beriicksichtigung von (10} zunéchst:

b &G 80y _14a i
[ (T) 70, 1 +3 {7)

Wir setzen weiter voraus, daB die Abhdngigkeit (1) auch liber den Stof hinweg giiltig bleibt und beachten die

Nidherung (8). Dann liefert eine elementare Rechnung nach Elimination von 3, P, U, die noch fehlende Be.
stimmungsgleichung fiir &/&, nimlich:

- A w7 ABVAHL
& 1 —&fafU
=1+ 1 =33 (Un =1. (18)
o 144 \¢

Gleichung (18) enthilt natiirlich stets die triviale Losung & = &. Die dem Verdichtungsstofl entsprechenden
Werte sind z. B, fir/ = 0:

und fiir 2 =1:

AU I T U /1 1
ala = ‘11,1 [?+“§“I" +—§.][ﬂ] -.:2—' + -1—6-“1,.]'
Mit &/& liegen gemily Gleichung (17} auch die iibrigen GréBen des Stromungszustands hinter dem StoB fest.
Sie lassen sich eindeutig aus dem Stromungsfeld vor dem Stofl berechnen.
Bei der hier untersuchten Stréomung um schlanke Tragfliigelprofile kann man in guter Nadherung an-
nehmen, dal die Stolllinje senkrecht zur Profilsehne, also zur z-Achse (vzl. Bilder 1 und 2), verliuft. Dann ist

Df< Us und M, = (7,,,’?:' stellt die ortliche Macuzahl vor dem StoB dar.

3. Bereehnung des Druckfeldes am Tragfliigelprofil

Um das Druckfeld in der Umgebung des Fligelprofils zu bestimmen, haben wir das System der Differential-
gleichungen (14), (15) zu 18zsen und zwar sowohl unter Erfiillung der siblichen Strémungsrandbedingung am
Profil als auch unter Beachtung der StoBrelationen (17), (18) lings einer sich auf der Saugseite etwa bei 2 = =,
von y = 0 bis y = [ erstreckenden StoBlinie (vgl. Bilder 1 und 2). Iis ist zweckmiBig, eine veraligemeinerte
Druckfunktion § einzufiihren, durch die Definition

Plpon + "3/3(1 — (%”)}) (. + 0)

o= (19)
PP +am]np£; (?=0).
Dann nimmt Gleichung (14) die Gestalt an:
Ol O
=1 -===__| 20
b PR (20)
Wie eine elementare Rechnung zeigt, 1iBt sich die Differentialgleichung (15) in die Form bringen
134
pali =u.miln[1 —{—ax(&) ] (21)
ox r

Im Zusammenhang mit den Gleichungen (19) und (20) vermerken wir noch: Im Fall der inkompressiblen
Stromung ohne Gasgehalt, also filr v, = 0, kann das Druckfeld bei geniigend groBen Werten von u,, (€@/0z)
formal negativ werden; die Stromung wird dann also nicht mehr realistisch erfalt. Bei Beriicksichtigung eines

Bild 1. Bezeichnungen und Koordinaten am Fligelprofil }ld 2. Integrationsbereich und Integrationswege
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Gasgelialts mit ag 4= @ wird nur noch die in diesem Fall nicht mit p/p, iibereinstimmende Druckfunktion §
(welche keine physikalische Bedeutung hat) negativ; der Druck p sellst bleibt stets positiv. Dem Grenzwert
p — 0 entspricht h - —oo wic ein Blick auf Gleichung (19} zeigt.

Fiir die Tosung der nichtlinearen Differentialgleichung (£1) mit den zusétzlichen Relationen (19), (20)
und den StoBbezichungen (17}, (18) verwenden wir eine Integralgleichungsmethode, die von der GrEENschen
Iormel der Potentialtheoric ausgeht. Lin dhnliches Vorgehen hat sich bereits in der Theorie der sehallnahen
CGas-Stromungen mit lokalen (Tberschallgebieten bewdhrt [6]. Dic GreExsche Formel

. dur
[ [ [hAw — WAD] dE iy = (‘:'.') f [fl) yr g yp]d.s,,, (22)
[£5) (tn)

mit
¥ =1In ]’(.’c_—-— N+ y—nr=hr

ist nach bekannten Methoden der Analysis auf den Bereich (8) der a-y-1ibene anzuwenden, in dem die FFunk-
tionen @ und ¥ zweimal stetig differenzicrbar sind. Tetzteres ist fir @ lings der Profilsehine im Bereich
—a = 2= ader a-Achse und ander StoBlinie 2 =z, 0 £ ¥y <1, nieht der Fall. Di¢ Berandung des Bereichs ()
besteht daher aufier aus den Kreisen (¢,) mit sebr groflem und {¢,) um den Aufpunkt (z, y) mit infinitesimalem
Radius noch aus zwei weiteren Anteilen: Die Randkurve (¢3) schlieBt die Profilsehne und diec Randkurve (¢,)
die StoBlinie aus dem Bereich (B) aus. {(vgl. Bild 2).

In Gleichung (22) ist » die fiuflere Normale, und wir verabreden, dall die Rinder fir die Auswertung der
Linienintegrale so durchlaufen werden, daB das Gebiet (8) zur Rechten liegt.

Wie Ublich setzen wir voraus, daB ¢ sich im Unendlichen so verhilt, dal

] = Iimf fIJ P ln r] rdpy =0 23)
=00

(¢s}
angenommen werden kann., Weiter folgt mit # = —r:
23
. N4
= liin —th— +-——ln rlrdp, = =230z, y) . (24)
=3 r
(ry) v

Wir schreiben nun die Diskontinuitiiten der Funktion €@ und ihrer Normalableitungen, welche lings der Linien
{¢3) und (¢,) anftreten, in der Abkinzung

ol e aeh
Pimto = Pracy = 8(Phy=o 5 ONg=t0  Mpme—o a(on ),; " (23)
29
o o o
d"é-x.+0 - ‘f’s-r. 0= a(fb)e__,,‘ ; aEh £n+0 _aflﬁ =0 - a (oﬂﬂf)
v =Ly - - =z,

und erhaften so fiir die beiden restlichen Randintegrale:

[=f[—o(cp)a“”+a(§f)hr] de 26)
. n =0

(€s) -0

b ln r oeh ’ -
j j [— oy — = -0 (ag) In T,L..,:hj . (27)
[1M] 0

In () ist 4% = 0, und A¢ durch die zu lésende Differentialgleichung (21) bestimmt. Unter Beriicksichtigung
von (23) bis (27) nimint dic GREExsche Formel (22} als Losung von (21) die Gestalt an:

2 =f[a (g':)ln - c(fl)-a-l“—r] g +[ ln ] oy -4
ffum— ln 1 + & (pw) ]ln r o dédy (28)

L]

A8+
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Tir die Berechnung des Druckfeldes und die Erfilllung der Strémuugsrandbedingung am Fliigel bendtigen
wir die Ableitungen 8d/éx, 0P/dy des Potentials (28). Dicse lassen sich mit Hilfe der Integralformeln

sy e Bln L ng Y A\ s
f () S = [ (%)anda ](I%——%E— '[oGﬂ-% dE

LA % Za e (29)
0"
92 lnr t . 2lnr,
[ g(d )_8:3—5—‘1" 0; / e(h) er =y =0,

in eine dbersichtlichere Form bringen.?) Dafiiv ersetzen wir gemil) Gleichung (20) auberdem noch ¢z durch
B; cs ergibt sich:
[

i [ y g 1 owieo F)d)) (v — &) d&
== I_ —_— 7 f ————
51 +2ﬂff(8’)f U( E);‘E‘J 23 P Ia(a"l - U(L—E) +J -+

y —-a
R _ (x=a)dy Qwum Pox L (e — &) dEdy
t 27‘!‘/ O(S'i)h-z, 0 — wl):z +{y — ‘!’])2_275 Proo .[] aé_ lll ] + m( " ) ] (.,U_—-_E_)‘ZT(E;??)-".
0] ]
w3 (30)
1 8@ 1 po (@ — E)dE . G yd&
o By Tm gl { o gy s | an),, W TR
1 P ¥ —n) dr; I ( 1] _y —m) dédy
nnwuwfa“"”‘ (& — ) 4 ( -—n)’—{_z'rjf?& e ) (x — & + (y — )
v (B) (.”)

Line Betrachtung der Gleichungen (30) und (81) zeigt, dal) sie in Form der jeweils crsten beiden Integrale iiber
den Bereich —a = & < g der Profilschne genau die Terme enthalten, welcho aueh bel reinem Wasser ohne
Gasgehalt vorhanden wiren. Man braucht nur xu bedenken, daB

(0)y -y = _g’l’,vjf_”_r (ad’) — Ql;uoc (),

(32)

ist mit y(z) als Wn bc]dichte und Y ,(x) als Profildickenlinie, Dic weiteren T'erme in Gleichung (30) und (31}
sind durch dic Komprossibilitdt des gashaltigen Wassers bedingt. Die Doppelintegrale iiber (SB) geben den
Einflul} der nichtlincaren rechten Seite von Gleichung (21) wicder und treten auch dann auf, wenn day Stro-
mungsfeld tiberall Unterschallzustand behdlt. Die beiden Integrale iiber eine bei # = x; im Bereich 0 < y £ 1)
verlaufendo StoBlinie sind natirlich nur dann vorhanden, wenn ein lokales mit einem Verdichtungssto ab-
geschlossenes Uborschallgebiet auf der Profilsaugseite vorliegt. Aus (30) und (31) ergibt sich dic interessante
Tatsache, daB} sich der Iinflul eines Verdichtungsstolles auf das Stromungsfeld mathematiseh als S8enkenver-
ieilung der Stirke

Poo o o
Tstos = = Hoo 2{P)ruz, ol = ? (5)“,. (133)

auf der Stoflinic 0 £ y £ 7, darstellen 146t. Dicse letztere Aussage gilt ithrigens, wie man zeigen kann, auch
fiir instationdre Stromungsfelder,

Die Relation (30) stellt cine nichtlineare Integralgleichung wur Berechnung des Druckfeldes p(x, ) in
der Umgebung eincs Fligelprofils in gashaltiger Wasserstrémung dar. Der Zusammenhang zwischen o und
der Druckfunktion b ist dabei durch Formel (19) gegeben.®)

2y Beweis der Formeln (28) durch partielle Integration und folgende Tatsachen: Die Diskontinuititen miissen an den
Lnden der Integrationsbereiche verschwinden; In # geniigt der Larnacrschen Gleichung; lings der StoBlinie ist 8®/0n = 0.

?) Diec Umkehrung der Formel (19), also die Ber echnung von p/pe bei bekanntem g-Wort muB fitr allgemeine J. Werte
numerisch erfolgen; spezicll bei 4 = 1 ergibt sich oxplizit

}K————fp—aoc l/a’oo Y (b — 2oc)?.

Fiir die praktisch vorkommenden Werte zeo a2 1071 ist der Unterschied zwischen b und pfpco schon fir p/pee = 0,05 vecht
unbedeutend, so gilt:

doc == |074; plree = 0,060; f = 0,048,
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Die Lésung der Integralgleichung (30) crfolgte mit einem Iterationsverfahren, beginnend mit dem in-
kompressiblen Druekfeld p,. T.etzteres ist lediglich durch die ersten beiden Integralterme in Gleichung (30)
bestimmt und kann nach Yorgabe von Dickenlinie Yy, Skelettlinie ¥ und Anstellwinkel dg nach den bekannten
Methoden der Profiltheorie fiir inkompressible Stromung [7] leicht berechnet werden.#)

Bei entsprechend grofien Anstellwinkeln d, oder Zustromgeschwindigkeiten 4o kdnnen sich dabei drtlich
auch negative Druckwerte ergeben. Es ist dann physikalisch realistisch und wie sich gezeigt hat auch fir die
numerische Durchfilhrung des Iterationsverfahrens zweckmiBig, alle Druckwerte p, welche klciner als der
Dampfdruck p, sind, auf diesen Wert p, horaufzukorrigieren. Unter Verwendung des so bestimmten inkom-
pressiblen Druckfeldes py(z, ¥) baw. byle, ) 180t sich das Doppelintogral dber den Bereich (B) in Formel (30)
berechnen.5) Tis liefert einen Beitrag zum Feld, den wir mit 31}5’) bezeichnen wollen.

Auf Grund der damit vorliegenden Druckfunktion f, + 2 und des zugehdrigen Druckfelds 1iBt sich

feststellen, ob und in welchen Bereichen Uberschallzustand auftritt. Dazu braucht ja mit Iilfe der Schall-
geschwindigkeit ¢ gemél Formel (10) nur die értliche MAoHzahl

v a1 8P\ U Poo 1 _ o
M =M, -—?(um +_EE)“ [1 -+ 7 (1 ga)J (34)

C Q;y'um

jedes Feldpunktes {z, ) nusgerechnet zut werden. Die y-Komponente der Geschwindigkeit hat dabei ceffektiv
keinen EinfluB.
Wenn im Stromungsfeld {iberall Unterschallzustand herrseht, so stellt

B = 5 + b

bereits dic erste Niherung fir die Druckfunktion der gashaltigen Wasserstromung dar.

Tritt dagegen ein lokales®) Gebiet mit Uberschallzustand auf, das mit cinem Verdichtungsstofi abge-
schlossen wird?), 80 mull noch der Anteil des StoBintegrals in Gleichung (30} bei der Bercchnung der Druck-
funktion § berticksichtigt werden. Eine erste Ndherung fiir die Stolllinge ergibt sich aus der Erstreckung des
Uberschaligebictes von &, + g;}f}) in y-Richtung, wir bezeichnen sie mit Y.

Dic StoBstirke 6(§)rms, laBt sich aus den Stolgleichungen (17) und (18) bestimmen, wenn der Zustand
vor dem Stofl bekannt ist. In der Regel wird man in guter Ndherung daven ausgehen konnen, dall &~ p,,
also gleich dem Dampfdruck ist. Der zugehdrige Wert von % folgt aus Gleichung (19). Mit 4/& aus Gleichung
(18) und wegen § = P[ps folgt:

—_ o— P e & Koo | [ Poo *
O §lome, = —"60—?-9:'1—"_*_—?:(1 _E)_{_T[(?)_]J' (35}

F7 ist die Macnzahl des Strémungsrustands vor dem Stoll und ergibt sich aus Gleichung (34).

Es bleibt nun noch die Lage 2 = %, des StoBes am Profil zu bestimmen. Divso Aufgabe ist bereits fir die
schallnahe Gasstrémung mehriach diskutiert worden (vgl. z. B. [9], [10]).

Eine physikalisch korrekte Lisung ergibt sich aus der Bedingung, daBl dor durch den Verdichtungsstol
am Profil hervorgerufene Druckwiderstand gleich demjenigen Widerstand sein muli, der der Entropiezunahme
im Verdichtungsstol entspricht. In reibungsfreier Unterschallstrémung verschwindet ja bekanntlich der Druck-
widerstand eines Profils. Jedoch bereitet die geniigend genaue Berechnung des Druckwiderstands in Abhéngig-
keit von méglichen StoBlagen x, erhebliche numerische Schwierigkeiten, Dahor wird in der Gasdynamik meist
ein¢g mehr heuristische Methode zur Bestimmung des x;-Wertes angewendet ; zum Beispiel die Festlegung, dal
das Druckfeld hinter dem StoR wieder mit der auf Grund der Pranprrschen Regel fiir Untorschallstrémung
ermittelten Verteilung iibereinstimmen soll [10]. Auch wir verwenden hier eine dhnliche heuristische Mothode
Und zwar wird dic Stoflinie so gelegt, dall vor dem Stoll in der Néahe der Profilsaugseite, also flir # < x; und
y = 0, iiberall entweder etwa Dampfdruck p, oder der sich sonst auf Grund des Feldes %, -+ E;)}f) ergebende

Minimaldruek pan > p, herrscht. Die numerische Auswertung hat gezeigt, dall dieses Kriterium eine recht

o

1 Aun ¥ g und d, folgt ja unmittelbar die Wirbeldichte 4, also wegen (32} anech O(b)e. 1itr Aufpunkte am Profil, alsoy =0
mull in unmittelbarer Umgebung der Vorderkante bel x = —a die Tangentialgeschwindigkeit #co + 0@®/02 noch wie iiblich
[7] mit dem Rizckrsfaktor [1 4 ¥ if]3! korrigiert werden.

% Fiir die Auswertung des Doppelintegrals in Formel (30) hat os sich als zweckmiiBig erwiesen, zuerst bei konstantem
% = 1y iiber £ zu integrieren und dann die einzelnen Teilintegrale iiber # zu summieren, Iilr 5, = y tritt bei der Integration
tiber § bet £ = 2 oine Singularitit auf, die sich als Cavcryscher Hauptwert integricren lift.

Es zeigt sich im tibrigen, daB nur die Bereiche niedrigen Drucks auf der Saugseite in der niheren Umgebung des Profils
(lain]en Beitl:;g von Bedeutung zum Wert des Doppelintegrals liefern. Dadurch kann der Integrationsbereich relativ klein ge-
halten werden.

*) In einigem Abstand vom Profil herrscht auf jeden Fall Unterschallzustand.» Denn bei normalem Atmosphirendruck
ist der Gasvolumgehalt dort gering, ac < 107 und die zugehdrige Schallgeschwindigkoit eec >> 200 m/see. Hine so hohe An-
stromgeschwindigkeit 4o wird von Strémungskérpern im Wasser aber bel weitem nicht erreicht.

7} Aus der Gasdynamik ist bekannt, daB ein stoBfreier Ubergang von Uberschall- zu Unterschallzustand ohne zusiitz.
liche Strémungsbeeinflussung als stabiler Vorgang nicht méglich ist {8]. Auch in der gashaltigen Wasscerstrémung werden, wie
Experimente zeigen, Uberschallgebiete durch Verdichtungastdfie abgeschlossen. [11].
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genaue Aussage tiber die Stolllage w = x, liefert.®) Damit ist auch der Anteil des Stolles zum Feld § ermittelt;
wir wollen diesen mit der Abk{irzung ©g¢ bezeichnen,
Der Ausdruck

60 = §o + B + 5

stellt somit dic erste Niherung fiir dic gesuchte Druckfunktion beim Auftreten cines lokalen Uberschall-
gebictes dar,

Wenn wir zuniichst die Frage xuriickstellen, inwieweit die Strmnunwsrandbo(hnymtr am Profil
auch in der gashaltigen Strémung noch e:fullt ist, (fiir die inkompressible Stromung war dieses ja durch die
entaprechende Festlegung von 8(9),-0 der Fall; vgl. auch Ziff, 4), 30 konnen in ganz analoger Weise weitere
Nalierungen in der Form

S'!(“) = S‘)n + S'l}}_]) + 8’);‘:_” (n=2,3,.. ')

berechnet werden. Dabei ist jeweils im Doppelintegral das Druckfeld der vorhergehenden Niherung einzu-
sotzen. AuBerdem sind nach den gleichen Kriterien wie bei der Ausgangsniherung die StoBliinge 1. Stolilage #,
und StoB-Stirke 8(p)zwz, jedesmal neu zu iiberpriifen. Das Tterationsverfahren wird abgebrochen, wenn zwei
anfeinander folgende Néherungen sich effeltiv nicht mehr untarscheiden,

4. Die Strémungsrandbedingung um Fliigelprofil

Bei der Beschreibung des Tterationsverfahrens zur Berechnung des Druckfeldes haben wir in Ziff, 3 ¢ine Unter-
suchung der Stromungsrandbedingung am Profil bewulit zuriickgestellt, um den Gedankengang nicht zu sehir
zu komplizieren. Die in diesein Zusammenhang notwendigen Uberlegungen sollen nun nachgeholt werden.

. . . I .
Unter Beriicksichtigung des Gasgehaltes im Wasser, also mit —iag gemidll Formel (31) und Beachtung
der Relation (32), lautet die Randhedingung: Moo €Y |ymo

i€ E
E) e
.’c—;‘d"

— o Valx) + 2 wldy +t§)-———

-t

(36)

In GI. (30) ist Y (z) die Profilskelettlinie und 8, cine Abkarzung fiir die dureh die Kompressibilitit gashaltigen
Wassers cinschlielllich Verdichtungsstol Eegonuber der klassisxchen Form fiir inkompressible Stmmung zusitz-
lich auftretenden Terme, nimlich

1, :
| pe [ Ay 1 ([ pu\H] g dE i
’ = — - ' —— ——‘] 1 Y :}
% =y owttas | (& — )t 41t 27 / 2k n[ * r\w( P ) (v —- &) -+t 7)
0 (B}

In der Regel wird man davon auszugehen haben, dab die Skelettlinie des 'rofils fost vorgegeben ist, Machen
wit dann fiir die Wirbeldichte » den Anusatz

7)) = yol®) + a0

mit g als der Verteilang fiie inkompressible Strdmung, so erhalten wir fiir die Berechnung der Zusatzzirkulation
v, die Integralgleichung

oo (2) =E‘1 [ Lif)g de (38)
“a

d, kann als eine Art wusiitzlicher, durch dic Kompressibilitit bedingter Anstellwinkel interpretiert werden, der
allerdings iiber die Profiltiefe stark verdnderlich ist.

Bei numerischen Untersuchungen und Abschiztungen hat sich gezeigt, daBl der erste durch den Stol}
bedingte Term in (37) den wesentlichen Anteil von §, licfert, withrend das Doppelintegral nur einen unbedeu-
tenden Hinflu$l hat. Tin Rahmen dieser Betrachtung kénnen wir unbedenklich &(9)e oz, als konstant annehmen
und erhalten so

1 Po_ o0 R
Sl = ) {w“[“( *‘(u—rl)) (39)

%) Der Wert pg, des StoBintegrals in GL (30) filllt bei festem y (0 <y <C{;} mit zunchmendem z fiir z < 2; — 0 laufend
ab und erreicht bei # = z; — Osein Minimum. Am 8toB nimmt pg, sprunghaft um den Wert 6(5‘:}z zu und fillt hinter dem Stol
fir xz >> x; 4 0 wieder kontinuierlich ab. Auf Grund dieser Figenschaften ist es moglich, #; so festzulegen daB in guter Nihe-

rung in einem gewissen Bereich z < 2, vor dem StoB by + b(m + go“’) a2 o buw. & oy bleibt. (Vglh. aveh die Krgebnisse
der Beispiele in Ziff. 5.) ;
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IS zeigt sich®), daB die Funktion §, nur in einem im Verhiltnis zur Profilticfe kleinen Bereich um die Stelle
& = xy herum iiberhaupt merkliche Werte annimmt, Fiir ¢ = 2, wird §, logarithmisch singuldri?), bleibt aber
quadratisch integrabel. Infolgedessen existiert die Lésung der Integralgleichung (38). Ihre effektive und
genaue Berechnung stdoBt aber wegen der sehr langsamen Konvergenz ciner FouriErschen Reihenentwicklung
fiir die Funktion 8, auf groBe Schwicrigkeiten.

Man kann sich jedoch relativ leicht einen Uberblick iiber den qualitativen Verlauf der Laésung y, von
(38) verschaffen. Diese mull so geartet sein, dafl p, praktisch verschwindet, wenn » geniigend weit von der
singuliren Stelle z, entfernt ist; in der Umgebung der singuliren Stelle « = &, mul} y, so beschaffen sein,
daf fiir 8, die logarithmische Singularitit heranskommt. AuBerdem ist §, iiberall positiv. Wie man sich leicht
klarmacht, wirde dieses genau einer Diskontinuitit von y, bei x = x; entsprechen, es miillte daher gelten:

Yal®) = {

positiv fiir * = x; — 0, und schnell auf Null abnehmend fir « < a,,
negativ fir x = a, 4- 0, und schnell auf Null zunehmend fiir x > 2, .

Fiir die tatsichliche numerische Berechnung der Zusatzwirbelbelegung werden wir cine andere nachfolgend
erliuterte mehr physikalische Uberlegung heranﬂehen Babei zeigt es s1eh dali der auf diese Weise ermittelte
Funktionsverlauf von y,(z) qualitativ weitgehend mit der oben gewonnenen Aussage tibereinstimmt. Lediglich
tritt an die Stelle der mathematischen Diskontinuitiit bei x = =z, ein steiler Abfall der Funktion ¥, in der Um-
gebung dieser Stelle (vgl. z. B. Bild 10).

Bei der eben erwihnten durch die physikalischen Flﬂenschaften des Druckfeldes gestiitzten Uberlegung
handelt es sich um folgendes: Im Rahmen der Bercohnung, des Druckfeldes auf der Profilsaugseite stellt sich
{unter Vorwegnahme spéterer Ergebnisse) heraus, dall der Kinflufl der Kompressibilitit sich im wesentlichen
auf das Uberschallgebict vor dem Verdichtungsstof und den Bereich unmittelbar hinter dem Stofl erstreckt.
In der direkten Umgebung des Staupunktes an der Vorderkante sowie in dem Gebiet in einigemn Abstand (etwa
10%, der Flugelticfe) hinter dem Stof} ist der Stromungszustand absolut inkompressibel. ks erscheint somit
logisch, daB das Stromungsfeld auch auf der gesamten Druckseite inkompressiblen Charakter haben muB.
Denn bei der hier behandelten stationéren ebenen ’rofilstrémung ohne Beriicksichtigung des Einflusses der
Fliigelscitenkanten ist nicht einzuschen, dal} sich die Kompressibilitdt auf der Druckseite in Anbetracht der
dortigen kleinen, einer vein inkompressiblen Stromung entsprechenden drtlichen Macmzahlen bemerkbar
machen kann.

Die Bedingung, daB das Feld § aof der Druckseite des Profils den inkompressiblen Zustand beibehalten
mul}, 1aft sich nun in einfacher Weise zur Bestimmung der Zusatzwirbelbelegung y, verwenden. Dazu berechnet
man mit dem in Ziff. 3 dargestellten Iterationsverfahren den Verlauf der Druckfunktion ${x, +0) auf der
Saugseite zundchst unter Beibehaltung des inkompressiblen Ausgangswertes vont!)

Oy = —S——=p(x) [1 + VEI1. (+0)

Dabei zeigt es sich, dal durch den EinfluBl des Stofiintegrals und Doppelintegrals in (30) das Feld §p auf der
Druckseite, also

Pulz, —0) = Hr, +0) +-' ol [¥ + Y3 (+1)

in der niheren Umgebung der Stnﬁlage x = x, doch merklich von der inkompressiblen Verteilung §o{z, —0)
abweicht. Dic Bedingung

Polr, —0) = Hlx, —0) (42)
laBt sich jedoch durch Finfahrung der Zusatzbelegung », erfiillen. s muB dann
Owteg. Yolx) + pale)

Pe 1+ YV

sein, und aus (43) und (41) folgt dic gesuchte Bestimmungsgleichung fiir ,, welehe wir an Stelle der Integral-
gleichung (38) Ver\\'cnden:]z)

bolw, —0) = bla, +0) 47 (43)

B [olr, —0) — Bz, —0)]. (44)

I
‘Io ya(‘T) - 91

¥) Diere Tatsache ergibt sich unmittelbar aus Formel (39), wenn man beritcksichtigt, daB in den meisten bei Anwendun-
gen auftretenden Fillen gilt:

Ba® < 1073 !

= n;pu‘

&{h) < 0,05 .

12} Der FuBpunkt = = x, und y = 0 der StoBlinie mub streng genomimen als eine Art singuliirer Punkt aus unseren Be-
trachtungen ausgenommen werden. Denn dieser Punkt gehdrt gemeinsam den Randkurven (c3) und {c,) {(vgl. Bild 2} der bei
der Gewinnung von (31} und (30) verwendeten GrEEXschen Formel an.

1) Fiir y = 40 ist wie in der Profiltheorie iiblich der Riecersfaktor zu beriicksichtigen.

12) Zur Auswertung der Gleichungen {41} und (44) bemerken wir noch: Das Doppelintegral in Formel (330} ist stetig fir
y = -£0; auch das StoBintegral aus (30) bleibt beim Durchgang durch die x-Achse stetig mit Ausnahme des Punktes @ = ;.
Unter 9*(x), —0} wollen wir dann das arithmetische Mittel der sich bei 2, 4 0 und 2, — 0 ergebenden Werte verstehen,
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Abschlicfiend bleibt noch zu priifen, ob und inwieweit der Einflul3 von y, das vorher nur mit 9, berechnete
Feld & auf der Saugseite des Profils verdndert. Wie sich gezeigh hat, ist die Abweichung in vielen Fillen un.
crheblich, gegebenenfalls muB sie mit einer weiteren Tteration gemil Ziff. 3 beriicksichtigt werden.

3. Anwendung und Ergebnisse der Theorie

Bevor die vorgelegte Theorie auf konkrete Beispiele angewendet werden kann, miissen wir uns noch iiber den
Exponenten Z klar werden, der gemifl Gleichung {1} dic Abhidngigkeit des drtlichen Massenverhiiltnis g vom
Druckfeld bestimmt. Gleichzeitig ist es auch erforderlich, einen realistischen Wertebereich fiir das Gasvolumen-
verhiltnis ag der Zustromung festzulegen.

Wie wir in der Einleitung ausgefithrt haben, stellt die Relation (1) nur cine heuristisch angesetzte sum-
marische Niherungsformel dar und wurde nicht auf Grund von Betrachtungen cinzelner physikalischer Vorginge
gewonnen. Daher wird man eine genauere Aussage tiber den Wert von 2 erst durch Vergleiche zwischen den
Ergebnissen der Theorie und denjenigen eingehender darauf abgestimmter cxperimenteller Untersuchungen
gewinnen kinnen.

Da letztere zur Zeit nur in sehr begrenztem Umfang zur VerfGgung stehen [11], miissen wir uns fiir die
numerische Auswertung der Theorie mit. einer angendherten Festlegung von A begniigen.t*) Schon auf Grund
von rein qualitativen chrlcgungen erscheint es unrealistisch, g als konstant {2 = 0) anzusetzen, wenn man
mit y¢ sowohl den Anteil der freien Luftmasse als auch denjenigen der bei Bildung von Dampfkavitation ent-
stchenden Dampfmasse beschreiben will (vel. Einleitung).

Soweit es sich nur um das Massenverhiltnis des freien Luftgehalts ohne Dampfkavitation handelt, wird
in der Literatur iberwiegend von einem konstanten u-Wert ausgegangen und damit die Schallgeschwindigkeit
und andere thermodynamische Groflen berechnet (vgl. z. B. [1], [2], {3], [12], [13], [14]).

SiymHAXN findet dagegen eine erhebliche Druckabhingigkeit von g mit einem Verlauf dihnlich dem Potenz-
gesetz (1), [15]). Auch andere funktionale Zusammenhinge erscheinen denkbar.1)

Nun liegt der Massenanteil an geldster Luft im Wasser beil normalen Anstrémungsdriicken von etwa
1 kp/em? in der GroBenordnung von 1071 bis 1075, Der uns interessicrende freic Luftgehalt betrigt bei solchen
Driicken sicher nur einen kleinen Bruchteil davon; nach den aus der erwihnten Literatur zu entnehmenden
Angaben durfte er ungefithir um zwei Grélenordnungen ticfer liegen. Man kann somit etwa

1077 £ poo £ 1078
annchmen. Der realistische Bereich fiir das Volumverhiltnis a der Anstromung (die ja wegen ihres relativ
hohen Druckes in der Regel noch keine Dampfkavitation enthalt) wird demnach ungefihr

1107 < ago < 1072 (45)
sein.

Bezieht man die Dampfkavitation in die Uberlegungen ein, so wiirden sich beim Errcichen von Dampf-

druck im Stromungsfeld also fir p & p, = 0,03 kpfem?, poofp = 31 folgende Werte fiir den Luftvolumen.
gehalt & ergeben:

=0: ar~ oy, oder 1.6-10%a <3310
I: as 110046, oder 006 <o <11,
2 =2: o a 360000, oder 1,8<a<36.

~a

s

Gehen wir im Rahmen die ser heuristischen Betrachtung davoen aus, dall fiir p & ¢, ein Wasser-Gas-Gemisch
vorliegt mit einem (Gasvoelumenanteil o zwischen 10%, und 509, so ist der Wert 2 = 1 am plausibelsten. Iie
nachfolgend mitgeteilten Zahlenergebnisse konkreter Profilstromungen wurden daher mit 2 =1 berechnet . *
AuBlerdem liegt der Luftvolumengehalt o der Zustromung in dem durch (45) gegebenen Bereich,

Bei den Beispielen 1 bis 6 handelt es sich um ein ungewdlbtes (Y, = 0) Fligelprofil mit der Dickenlinie

1 -
—¥p =0.06 T — (xfa)®.

Der Druck der Zustiémung ist mit p, = 1 kpfem?®, der Kavitationsdruck und damit zugleich der iiberhaupt
auftretende Minimaldruck mit p, = 0.03 kp/em? angenommen. Die einzelnen Beispiele unterscheiden sich
durch ihre Anstellwinkel d,, das Volumenverhilltnis a, und den Geschwindigkeitsbeiwert der Zustromung
Q,,»Ngo/gm. Letuterer stellt praktiseh die reziproke Kavitationszahl dar. Die Werte sind:

Beispiel 1§, = 0,020;  ay = 1074 Ol Poo = 4,0 .
Beispiel 2: 4, = 0,025; a, = 1077, r_)“-?tcéolpm =4,0.
. deispiel 31 6 =0,030; a, = 1071 Q,,-ugc[pm =4.0,

Beispiel 4: 8, = 0,023; aq =3 1079; O ttaePoo = 4,0 .
Beispiel 5: 8, = 0,025; ap =2-107%;  pyui,/po = 4.0.
Beispiel 6: 4 = 0,030; o, = 107¢; Ot Poo = 2,25 .

I

1) Darunter wollen wir eine Beschriinkung von A auf ganze Zahlen verstehen.
!4} In einer persénlichen Mitteilung an die Verfasser gibt H. J. Barren fir u(p) ohne Beriicksichtigung von Dampf-

kavitation ein lincares Gesetx an. Es beruht auf der Voraussetzung, dafl sich lokal stets Gleichgewicht zwischen geléster und
ungeldster Luft cinstellt,
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Die inkompressible Strémung um day Profil ist durch die Wirbeldichte

PV T
Yo 50“001 Rl

und die Quellen-Senkenbelegung

g = 0,06 [l/u g _I/“ T Q’J

+x o« —=2

gekennzeichnet.

Mit MHilfe des in Ziff, 3 beschriebenen Iterationsverfahrens wurde das Druckfeld aunf der Profilsaugseite
crmnittelt. Tn allen Tillen waren drei Iterationssehritte ausrcichend, um Konvergenz zu erveichen. Div Frgeb-
nisse sind in den Bildern 3 bis 8 dargestellt, Zum Vergleich ist die Druckverteilung bei inkompressibler Strd-
mung gestrichelt eingezeichnet,
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Dild &

Die erhaltenen Druckverliufe zeigen deutlich, dali der Eindlufl der durch den Gasgehalt bedingten Kom-
pressibilitit des Wassers sich lediglich auf die Ulll"‘cl]llll"‘ des mit einom Vcrdmchtungssto[& nbrvcschlossencn
Uberschallgebiotes beschriinkt. Bereits kurz hinter dum StoB erreicht das Druckfeld wieder seinen mkompmsm-
blen Zustand, Entsprechend ist es in y-Richtung senkeecht zur Profilstruktur. Die StoBlange {,/e bei den ein-
zelnen Beispielen gebt aus der nachfolgenden Tabelle hervor:

Beispiel 1 2 3 1 5 6
lija 0,075 0,0125 0,0176 0,0076 00175 0,0025

Nenncnswerte Abweichungen vom inkompressiblen Strémungsfeld treten tiberhaupt nur auf, wenn Uberschall-
zustand erreicht wird., Selbst Beispiel 6 mit dem nur noch schwach ausgeprigten Uberschallgebiet hat schon
fast inkompressible Druckverteilung. Dic Verhiltnisse unterscheiden sich also wesentlich von denjenigen einer
schallnahen Luftstrémung sowohl mit als auch ohne lokales Uberschallgebict. Denn bei letaterer ist ja das
gesamte Stromungsfeld auch in grofem Abstand von einem eventuell auftretenden Uberschallbereich gegen-
iiber dem inkompressiblen Zustand erheblich medifiziert, also die MacHzahl iiberall entsprechend hoch.

Der Grund fiir dieses verschiedene Verhalten ist folgender: Bei Luft ist die ortliche Schallgeschwindigkeit

~|/_’_[‘_, bleibt also im ganzen Stromungsfeld ecines schlanken DProfils fast konstant. el gashaltigem Wasser
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sinkt der Wert der Schallgeschwindigkeit in den Unterdruckgebieten am Profil um weit mehr als eine GréBen-
ordnung gegeniiber dem fiir die in der Regel noch inkompressible Zustrémung geltenden Wert ab. Da bei einer
Stromung um schlanke Flagelprofile (mit Ausnahme der Umgebung des Staupunktes) sich die Geschwindigkeit
im ganzen Stromungsfeld nur mdBig verdindert, ist durch das Verhalten der Schallgeschwindigkeit auch die
Variation der ortlichen MacHzahl und damit der Kompressibilitatseinflul bestimmt.

Die Ergebnisse der Beispiele 1, 2, und 3 zeigen ferner, daB bei gleicher Geschwindigkeit u, und gleichem
Luftvolumengehalt &o, der Zustromung die Ausdehnung des Uberschallgebietes und damit die StoBlinge mit
wunchmendem Anstellwinkel §, grofer wird. Dagegen bleibt die StoB-Stirke (der Drucksprung) ungefihr kon-
stant, wenn vor dem Stol bereits etwa Dampfdruck herrseht.

Durch Vergleich der Druckverteilungen der Beispicle 4, 2 und 5 erhilt man einen Uberblick, wie sich bei
sonst gleichen PParametern ecine Anderung des Luftvolumengehaltes ag der Zustromung auswirkt. Sowohl die
Ausdehnung des Uberschallgebictes als auch die Sto8-Stirke nehmen mit x erheblich zu; der Grenzdruck
{p/Pxc)sr=1, bel dem die Schallgeschwindigkeit erreicht wird, steigt ebenfalls an (vgl. auch Bild 20),

Eine Betrachtung der Resultate von Beispicl 3 und 6 vermittelt einen Eindcuck von dem grolien Einfluf3,
den der Beiwert gy 15/ poo (also etwa die reziproke Kavitationszahl) auf die Forn des Druckfeldes und die GroBe
des Uberschallgebietes ausiibt.

Bild 9 zeigt der Verlauf der Druckverteilung anf der Profildruckseite direkt an der Kontur. Dieser stimmt
voraussetzungsgemil (vgl. Formel (42)) mit dem der inkompressiblen Strémung iiberein. SchlieBlich gibt
Bild 10 die durch den Einflul} der Kompressibilitit und insbesondere des VerdichtungstoBes bedingte zusitz-
liche Wirbelbelegung v, (bezogen auf die Verteilung v, der inkompressiblen Stromung) wieder. y, hat tatsach-
lich weitgehend den in Ziff. 4 bei der Diskussion der Stromungsrandbedingung vorhergesagten Verlanf,
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Bild 9. Druckverteilung an der Druckzeite, Beispiele 1 Lis 6 Bild 10. Zusatzzirkulation, Belspiele 1 bis 6

In allen Fillen tritt hinter dem Verdichtungsstof zunéchst ein erheblicher Druckabfall auf. Diese auch
als Nachexpansion bezeichnete Erscheinung ist auch bei schallnahen Luftstromungen bekannt und experi-
mentell bestitigt (6], [16].

Die weiteren Beispicle 7 bis 12 bezichen sich auf ein dickeres und zugleich gewolbtes Profil. Und zwar
haben die Dickenlinie und die Skelettlinie die Form

1 —_— ® 1
Y, =T = o (0,1[) —0.07 i); Y, = 0,065 (1 — a%/a?) .
a « a

Die maximale relative Dicke liegt bei /e = —0,435 und betragt 11,79%,.

Der Dampfdruck und damit zugleich der tliberhaupt auftretende Minimaldruck ist wie vorher p, =

= 0,03 kpfem®. Der Druck der Zustrémung wurde fiir die Beispiele 7 und 10 mit p, = 1 kpfem? fiir die Bei-
spiele 8,9, 11 und 12 mit py = 0,5 kpfem? angenommen,!%) Die weiteren Daten sind:

Beispiel 7: &8, = 0.03; ~ay = 10714 ot [P = 2.0.
Beispiel 8: 9, = 0,05; oy, = 1071; Oyt Po = 2,0.

Beispiel 9: 4§, = 0,05; a, =4-1071; g"ru.go[pw = 2.0.

Beispiel 10: 4, = 0,00; &, = 1079 O ol Poe = 34
Beispiel 11: §, = 0,00; an = 1074; O sl P = 34,
Beispiel 12:  § = 0,00; oo =4 - 1071 oy tii/pe = 3,4.

1%) Ahnliche Verhiiltnisse liegen bei den von Stymmax [11] durchgefiihrten Versuchen mit einem entsprechenden Flagel-
profil vor. Dort wird das Wasser von einem Ruhedruck p, mit u, = 0 auf die Zustrémgeschwindigkeit #,, mit dem zug. Druck
Poc beschleunigt. Die Beispicle 8, % entsprechen den Daten: p, = 1 kp/em?; po, = 0,5 kpfem?; u,, = 10 m/fsee. Die Beispiele
11, 12 entsprechen den Werten: py = 1,35 kp/em?; poo == 0,5 kp/em?; ug = 13 mfsec. Der Luftvolumengehalt im Ruhekessel

ag betrigt 1074 far die Beispicle 9 und 12 und 0,25. 107 fiir die Beispiele 8 und 11, wenn auch fiic die Beschleunigung aus dem
Ruhekessel heraus Gleichung (1) mit 2 = 1 zugrunde gelegt wird.
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Die inkompressible Stromung um das Profil ist durch die Wirbeldichte

7o = 2o [‘501 : I : + 0,131 :(mz/ég_):|

und die Quellen-Senkenbeleguny

g = %o [o 17]/ . 03 l/fi-"f'—“L — 0,281 — (Zéﬁsz'SJ
bestimmt.

Die Ergebnisse fir den Verlauf der Druckverteilung auf der Profilsaugseite sind in den Bilder 11 bis 16
dargestellt. Die inkompressiblen Druckwerte sind zum Vergleich wieder gostrichelt mit cingetragen. Die
StoBldngen I fa sind in der nachfolgenden Tabelle susammengestellt:

Beispiel 7 8 9 10 11 12
[Je 0,0225 0,0225 0,030 0,060 0,045 0,090

Die bereits bei der Diskussion der Ergebnisse von Beispiel § big 6 hervorgehobenen Ligenschaften des Druck-
feldes sind grundsitzlich auch bei den neuen Beispielen 7 bis 12 vorhanden ; wir brauchen daher im folgenden
nur noch auf einige physikalische Besonderheiten hinweisen.
So ist es verstindlich, dalb bei dem (gegeniiber Beispiel 1 bis 6) dickeren und auBerdem g,uwolhten Profil
fiir Anstellwinkel §, = 0,05 ausgepriigte Uberschallzustinde schon bei dem relativ kleinen Beiwert ==— quw = 2
oo
auftreten. Das lokale Uberschallgebiet ist sowohl stromabwiirts als auch senkrecht zum l’rofll woltm aus-

Ewuoo

gedohnt. (Beispiel 7 big 9). Ohne Amtel[wmkd also fiir §; = 0, wire die Stromung fiir = 2 noch

P
rein inkompressibel ; erst oberhalb von _@_'f__g’_ 3 (flir Beispiel 10 bis 12 wurdo der Wert 3,4 gowiihlt) treten

lokale Uberschallgebiete auf, deren Ausdehnung dann allerdings wesentlich groBer ist als bei dem entsprechen-
den Fall mit Anstellwinkel. Letztere Tatsache ist durch das stdrkerc radiale Druckgefille der durch den Ein.

fluf} des Anstellwinkels gekriimmten Stromlinien bedingt.
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Ein Vergleich von Beispiel 8 mit 9 sowie von 11 mit 12 zeigt wieder starken Linflull des Gasvolumen-
gehalts xq der Zustrdmung.

Line Betrachtung der Beispiole 7 und 9 sowie 10 und 12 mit dem jeweils gleichen Beiwert gwuﬁo/pm und
ibereinstimmendem «-Wert filr p = 1 kpfem? gemaB Formel (7) zeigt: Wenn bereits bei p = 1 kpjem? die
Zustromgeschwindigkeit zum Profil vorhanden ist, (Beispiel 7 und 10), so wird die Sto3-Stirke gréfier aber die
Ausdehnung des Uberschallgebietes kleiner als wenn bei p = 1 kpjem? noch Ruhezustand herrseht und die
Zustromgeschwindigkeit w4y erst bei dem niedrigeren Druck » = 0,5 kp/em? erreicht ist; (Beispicl 9 und 12).

Geht man andererseits von gleichen a.-Werten und gleichen Kavitationszahlen (d. h, etwa aueh gleichem
Qwu‘ﬂo/pm) fiir den Zustromzustand po, #eo 8U8, 80 bleibt die Ausdehnung eines ctwa auftretenden Uberschall.
gebietes annihernd konstant, wihrend die StoBstérke mit zunehmendem pg, bzw. % crheblich zunimmt.
Dioses geht aus einem Vergleich von Beispiel 7 mit 8 sowie von 10 mit 11 hervor. Dic Energie der Zustrémung
ist ja auch bei 8 bzw, 11 wesentlich niedriger als bei 7 hzw. 10,

ITinter dem Verdichtungsstol tritt auch bei Belspiel 7 bis 12 dic bekannte Nachexpansion (also Druck-
abfall) auf,

In Bild 17 ist die Druckverteilung am Profil auf dessen Druckscite dargestellt, Wie in Ziffer 4 dargelegt
wurde, ist sie mit derjenigen der inkomprossiblen Stromung identisch. Die Bilder 18 und 19 zeigen die durch
den Hinfluf der Kompressibilitat einschlieBlich des VerdichtungsstoBes bedingte zusitzliche Zirkulationsver-
teilung y, und zwar bezogen auf die Belegung y, des Profils bei inkompressibler Stromung, Der Verlauf vony,
entspricht wieder weitgehend den Uberlegungen aus Ziffer 4.

Unabhéngig von den oben diskutierten Ergebnissen der behandelten speziellen Beispiele 1 bis 12 kommen
wir nun noch zu einigen allgemeineren Betrachtungen.
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In Bild 20 ist in Abhingigkeit von den Zustrémungsparametern &y, und gytieefpe det Druck (p/poo)ar=1
dargestellt, bei dem im Strémungsfeld Uberschallzustand crreicht wird., Dicser Druck wéchst verstdndlicher-
weise mit den beiden genannten Parametern. Zum Vergleich sind gestrichelt diejenigen Werte cingexcichnet,
wolche sich fiir ein konstantes Massenverhiltnis (A = 0) erge'ben wiirden. Man erkennt, dal sich im Gegcnsatz
zu experimentellen Beobachtungen [11] nur ganz schwache Uberschallzustinde ausbilden wiirden, wenn A = 0
angenommen wirc.

Bild 21 zeig,t den aus den allgemneinen Stofgleichungen (17) und (18) berechneten Druck p hinter dem Ver-
dichtungsstoll in Abhéngigkeit vom Gasvolumenoeha]t der Zustrémung x. und cinigen weiteren Parametern.
Aus den dargestellten Frgebnissen erkennt man: $ steigt mit zunchmendem &, und bei fostem Zustréomdruck
P auch mit wachsender (zcschwmdlgkelt Ueo. Sinkt der Druck vor demn Stol nicht auf den Dampfdruck ab,
bleibt also 5 > p, = 0,03, so ist verstindlicherweise auch P cntsprechend kleiner als fiir p = p,. Vergleicht
man andererseits Stromungsvorginge, beidenen jeweils vor dem StoB Dampfdruck erreicht wird, so ergibt sich:
Bei gleichem oy und glomher Kavxmtlonszahl bzw. gleichem Beiwert oputo/peo sinkt die StoB-Smrke (P —p)
mit abnehmendem pg-Wert erheblich. s ist fiir den Stoll wesentlich, ob bei gleicher Kavitaiionszahl und
gleichem Gasvolumengehalt von hoher oder niedriger Stromungsenergic ausgegangen wird.

Korrigiert man jedoch bei Verkleinerung des po-Wortes den Gasvolumengehalt o entsprechond Glei-
chung (7) uml hilt auBerdem nicht die Kavitationszahl, sondern die Zustrémgesc hwmdmkut konstant, so bleibt
die StoB-Stirke (p — 7) annidhernd konstant.

Vertrlemht man dic in Bild 21 enthaltenen aus den StoBgleichungen (17), (18) berechneten p-Werte mit
den Driicken 3 p dirckt hinter dem Stol3 bei den Profilstrémungen der Beispiele 1 bis 12 in den Bildern 3 bis 8
und 11 bis 16, so wird man feststellen, dal} letzters 7-Werte etwas kleiner sind, als Bild 21 angibt. Der Grund
hierfilr ist folgender:

Bei dem in Ziffer 3 dargelegten Iterationsverfahren zur Berechnung des Profildruckfeldes wird die Stofi-
Stirke ¢(p) aus Gleichung (35) entsprechend den Stolirelationen bostimmt. Das Stolintegral pyy, in Gleichung
{30) hat am Stoll bei 2 = 2, F 0 diec Diskontiniutdt T8(§)/2 mit cinem steilen Abfall vor und hinter dem
StoB. Bei der in Ziffer 3 erliuterten Einfigung deos StoBintegrals in das Feld p gebt ein Teil dor Diskontinuitét
dadurch verloren, dafl unmittelbar vor dem Stoll ein negatives 9, bzw. ein Wert p < p, entsteht, welcher ent-
gprechend der in Ziffer 3 erliuterten Korrcktur auf p, heraufgesctzt wird, Man konnte natiirlich die aus {35)
errechnete Diskontinuitit soweit erhshen, dafl der $-Wert aus Bild 21 auch im Feld der Profilstromungen an-
genommen wird., Die sich dabel ergebenden Druckverliufe hinter dem Siofi wiiren denjenigen aus den Bil-
dern 3 bis 8 und 11 bis 16 sehr dhnlich, nur etwas nach oben verschoben.

Wir haben jedoch aus folgendem Grund von einem solchen Verfahren abgeschen: Einmal wire damit der
StoBeinflull in einigem Abstand von der Stofilinie {iberbewertet. Zum andercn ist aus der schallnaben Aero-
dynamik bekannt, daB die wirklich hinter cinem VerdichtungsstoB auftretenden Driicke stets kleiner sind, als
sie durch die idealisierten Gleichungen flir cinen senkrechten Stoll ohne Reibungseinflull vorhergesagt werden
[10].

Is erschien daher sinnvoll, die sich bei dem Rechenverfahren aus Ziffer 3 crgebende Abminderung von 3
gegeniiber den Werten aus Bild 21 von etwa 20 bis 259 nicht zu korrigieren.

Leider stchen sichere Meflwerte {iber die wirkliche Stol}-Stérke in gashaltigem Wasser noch nicht wur
Verfiigung,

6. Vergleich it Lxperimenten

Fiir einen Vergleich der theoretischen Frgebnisse mit IExperimenten kimnen aus der uns bekannt gewordenen
Literatur nur die Schalldruckmessungen von Smmmax [11] an Tragfliigelprofilen in gashaltigem Wasser heran-
gezogen werden (vgl. Fufinote %)). Bezliglich dor /u‘stromung und der Profilform sind die Beispicle 9
und 12 etwa mit dem SimHANschen Untersuchungen bel den Anstellwinkeln d, = 0° und 3° vergleichbar. Die
hier theoretisch berechnete Druckverteilung auf der Profilsangseite mit dem Verdichtungsstof3 ontsprlcht un-
gefithr den Beobachtungen von Simitax bei den Kavitationsbeiwerten#)
o= %Lp" =0,73 fir § =0° und ¢ = 1,11 fiir §, = 3° = 0,05 .
) Qwugo

Die Werto der berechneten Beispicle sind o = 0,56 fir §; = 0° und ¢ = 0,84 fiir §, = 3°.

Zwar stimmt der Anstieg des Kavitationsbeiwerts mit wachsendem Anstellwinkel zwischen Theorie und
lixperiment fiberein, und auch die Beiworte ¢ haben etwa die gleiche GriBe; fir einen wirklichen guantitativen
Vergleich fehlen jedoch in der Simmaxschen Untersuchung genaune Angaben tiber den Gasvolumengehalt sy,
der Zustrémung und die Stirke (§ — p,) des VerdichtungsstoBes.

Aullerdem ist wu bedenken, daf} in Wirklichkeit keine vollkommen stationdre Strémung auftritt, wie
wir sie hier vorausgesetszt haben. Denn cinmalsind durch die bereits erwiilinte Grenzschichtablésung erhebliche
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instationire Druckschwankungen bedingt, die sich auch auf dic Lage des Stolles auswirken 28y 17) Zum anderen
erzwingt der im Verdichtungsstoll auftretende Druckanstieg den Zusammenfall der Kavitationsblasen des
TUberschallbereichs. Hierdurch werden hochfrequente im Kilohertz-Bereich liegende Druckwellen und ent-
sprechende Oszillationen des Verdichtungsstofes ausgelost.

Bedenkt man diese hier nur kurz angedeuteten Probleme und dic Schwicrigkeiten ihrer sachgerechten
Behandlung, so wird klar, daB die in der vorlisgenden Arbeit entwickelte Theorie nur als ein erster Schritt zur
Berechnung der gashaltigen Wasserstromung um Tragfligelprofile angesehen werden kann. Dieses gilt nicht
zuletzt auch in Anbetracht der sonstigen strémungsmechanichen und thermodynamischen Vereinfachungen
welche in der vorlicgenden Theorie enthalten sind (vgl. Ziffer 1),
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18) Die angegebenen o-Werte entsprechen nach Siminax etwa dem Zustand einer nocl gerade anlicgenden Profilgrena-
schicht hinter dem StoB. Mit weiter abnehmenden Kavitationgbeiwerten wiirde der Druckanstieg im StoB so zunehmen, daBl
sich die Grengschicht dahinter ablést. Der voll abgelste Zustand ist nach Messungen von SrMuaw erveicht bei ¢ = 0,42 fiir
Gy, = 0° und ¢ = 0,48 fiir §, = 3°.

17) Diese Druckschwankungen sind die Ursache fiir den aus der transsonischen Aerodynamik bekannten und gefirehte-
ten ,,Schiittelvorgang® bel Flugzeugtragfliigeln [10], [17]. Eine rein theoretische Erfassung dieser Vorgiingo stofit noch auf
schr groBe Schwierighkeiten.



