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Zusammenfassung

Ausgangspunkt der Arbeit sind die Differentialgleichungen
des linear-elastischen Kontinuums und die daraus folgenden
NAVIER'schen Gleichungen. Als Randbedingungen werden allge-

meine gemischte Randbedingungen formuliert.

Zundchst werden der Energiesatz der Elastizit8tstheorie, die

Formdnderungsarbeit und das Gesamtpotential abgeleitet.

Der einfache Denkansatz der Variation der Verschiebungen,
gleichbedeutend mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen,
wird eindeutig definiert. Die Anwendung fihrt auf das Prinzip
der virtuellen Arbeiten. Die Identitdt zwischen dem Prinzip der
virtuellen Arbeiten und der Stationaritdt des Gesamtpotentials I
wird fiir ein allgemeines elastisches Stoffgesetz nachgewiesen.
Durch Einfilhren eines linear-elastischen Stoffgesetzes folgt die
Minimaleigenschaft des Gesamtpotentials und damit das Minimal-

prinzip der Verschiebungen.

Schliefilich wird das dreidimensionale Variationsproblem der
Elastostatik formuliert. Die zu diesem Variationsproblem geh&-
renden EULER-LAGRANGE'schen Differentialgleichungen werden abge-
leitet. Sie erweisen sich als identisch mit den NAVIER'schen
Gleichungen. Demnach filtert die L&sung des Variationsproblems
genau den Satz des Verschiebungsfeldes aus, der den NAVIER'schen
Gleichungen und damit auch den Differentialgleichungen des Systems

geniigt.



Conclusion

This work is based upon the differential equations of the
linear-elastic continuum and - as a result thereof - NAVIER's

equations. General mixed boundary conditions are formulated.

First of all the theorem of energy of the theory of elasticity,

the strain energy and the total potential energy are derived.

The simple statement of the variation of displacements, being
identical with the principle of virtual displacements, is
defined definitely. The application leads to the principle of
virtual works. The identity of the principle of virtual works
and the principle of stationary total potential II is proven

for a general elastic stress-strain relation. Through the intro-
duction of a linear-elastic constitutive relation results the
minimal quality of the total potential energy and therefore the

minimal principle of displacements.

Eventually the three-dimensional variational problem of elasti-
city is formulated. EULER-LAGRANGE's differential equations,
which belong to this variational problem of elasticity, are
deduced. They turn out to be identical with NAVIER's equations.
Consequently the result of the variational problem filters out
exactly the set of the field of displacement, which in turn ful-
fills the requirements of NAVIER's equations, and therefore also

the differential equations of the system.



Abkilirzungen / Symbole

X5 Koordinaten A, B, Ortsfunktionen
u, Verschiebungen F Grundfunktion
ﬁi Verschiebungen auf Og ¢ Dichte

Eij Dehnungstensor t Zeit

Y Schubverformung § Variationssymbol
Oij Spannungstensor w Durchbiegung
Xi Volumenkréfte

6ij Kronecker-Symbol

Fi Einzellasten

E Elastizitdtsmodul

G Schubmodul

v Querkontraktionszahl

ﬁi Oberfl&chenspannung auf 0,

&i Reaktionsspannung auf O

n, Normaleneinsvektor

Ink Differentialoperator

W Formdnderungsenergie

W Spezifische Formdnderungsenergie

U Potential der &duBeren Belastungen

1 Gesamtpotential

v Volumen

0 Gesamtoberfl&dche

O, Oberfldche fir natiirliche Randbedingungen

Og Oberfldche fiir geometrische Randbedingungen

I I Invarianten des Spannungstensors



1. Das allgemeine Integrationsproblem

Es wird lineare Kinematik (geometrische Linearitdt) und lineares
Stoffgesetz (physikalische Linearité&t) £ilir isotrope Kdrper vor-
ausgesetzt. Die Gleichgewichtsbedingungen (Statik) werden am unver-
formten Volumenelement (Theorie I. Ordnung) aufgestellt, wobei in
der Elastostatik die Trégheitskrdfte g azui/atz vernachlédssigt wer-

den. Dann lauten die Grundgleichungen der Elastizit&dtstheorie /1/:

1
Kinematik : eij:= 7 (uid~+ ubi) i (1.a)
Statik i +XJ~ = 0 , (1.b)
1+v v
Stoffgesetz : 66"= (5}-“5---——— 5} ). (1.c)
) E R
Eliminiert man in Gl. (71.a) die Verschiebungen u; erhdlt man

flir die Kinematik die Kompatibilit&tsbedingungen. Das Grundglei-

chungssystem lautet dann

Kompatibilit&tsbedingungen :

Eij,kt T Bua,ij "Bk ik o, (2.a)
Statik : Sibi + Xj = () ) (2.b)
Stoffgesetz : 6.-'J- = %\Z (6’,:]- - 6ij T:—\? Gkk)' (2.c)
Die 81 Gln. (2.a) reduzieren sich wegen der Symmetrie des Dehnungs-

tensors, man vergleiche (1.a), auf sechs Gln. Diese sind voneinan-
der nicht unabhdngig. Es gelten ndmlich die BIANCHI-Identitdten /2/.
Danach verbleiben drei Kompatibilit&dtsbedingungen, die man nach
RIEDER /3/ in der Form

Ink (€) =0 (3)

zusammenfaBt, mit Ink als Differentialoperator. Die Gln. (2.a) und
(3) sind identisch. Gl. (3) sagt aus, daB die Inkompatibilitdt des

Dehnungstensors Eij verschwindet. Flir das Gleichungssystem (1)



sind durch die Gln. (1.a) die Kompatibilit&dtsbedingungen identisch
erfillt.

Die Gln. (1.b) und (2.b) stehen fir das Krdftegleichgewicht am
Volumenelement im Kdrperinneren. Das Momentengleichgewicht wird
durch die Symmetrie des Spannungstensors abgedeckt.

Das Gleichungssystem (1) ist das allgemeine Integrationsproblem
der Elastizit&dtstheorie unter EinschluB der Verschiebungen u; -
Das Gleichungssystem (2) ist das allgemeine Integrationsproblem,

formuliert in den Dehnungen Eij und den Spannungen Oij

2. Die Randbedingungen

Die Losungen von (1) oder (2) miissen die Randbedingungen erfiillen.
Es wird hier der allgemeine Fall gemischter Randbedingungen betrach-
tet. Dann sind filir ein Teilgebiet (Teilmenge) Og der Gesamtober-
fldche © die Verschiebungen &i vorgegeben, und fir (%; gelten

die sogenannten geometrischen Randbedingungen
o .
w; (x;) , fur alle x; € Og - (4)

Flir das Teilgebiet On der Gesamtoberfldche O sind die Oberfld-
chenspannungen ﬁi vorgegeben. Fir On gelten die sogenannten natir-

lichen Randbedingungen
ﬁi(xi)=nj(x£)6'ij(xi_) , fir alle x; € Op , (5)

man vergleiche /1/. Dabei ist I%j der aus dem Volumengebiet heraus-
zeigende Normaleneinsvektor des Oberfldchenelementes im Angriffs-
punkt wvon 51 . Nach Gl. (5) sind Spannungstensor 0 und Oberfla-

chenspannungﬁi am Oberfl&dchenelement im Kr&fgegleichgewicht.

Die Gesamtoberfldche O steht dabei mit den Teilgebieten Og (Ober-
fldchenbereich, auf dem die geometrischen Randbedingungen vorgeschrie-
ben sind) und den Teilgebieten On (Oberflidchenbereich, auf dem die

natlirlichen Randbedingungen vorgeschrieben sind) in der Beziehung

0=09U0n‘ (6)

In der Strukturmechanik werden die geometrischen Randbedingungen bzw.
Verschiebungsrandbedingungen (4) auch wesentliche Randbedingungen ge-

nannt, die natirlichen Randbedingungen (5) heiBen auch Kraftrandbe-



dingungen /6/.

3. Die NAVIER'schen Gleichungen

Ein Weg zur Aufldsung des allgemeinen Integrationsproblems (1)
besteht darin, Spannungen Oij und Dehnungen Eij zZzu eliminieren.
Dann erhdlt man drei partielle Differentialgleichungen in den Ver-

schiebungen u; o namlich:

1
1-2v ujlji'

6 (“i,jj+ )+ X;=0. (7)

Diese drei Gln. zur Bestimmung von ui(xi) heiBen NAVIER'sche

Gleichungen. In ausgeschriebener Form lauten die Gln. (7):

2 .4 2
du, Ju du 1 9
G{ Lt s A (a“‘+a“z+9“3) +¥, =0,
,°  Wx,2  Ox; 1-2v O, \Bx; B, Bxs
(8)
9 2’ Pu 1 2 [Ju, u, 9
6 u:+ u:+ i_+ Ty—24 "3) +X, =0,

2 4 2
G{au3+au3+au3+ 1 9 (au1+au2+'ou3) Y%y =0 .
ax?  3x,2  Bx,7  1-2v x5 Ax; A&, x,

Eliminiert man im Gleichungssystem (1) Verschiebungen uy und

Dehnungen Eij , erhdlt man sechs partielle Differentialgleichun-

gen fir die sechs Spannungskomponenten oij . Diese Gleichungen
heiBen BELTRAMI'sche Gleichungen. Auf die Wiedergabe wird hier ver-

zichtet, man vergleiche /4/.

4. Die Formdnderungsarbeit des elastischen Korpers

Als Folge des Spannungs- und Verformungszustandes nimmt der elasti-
sche KOrper Formdnderungsenergie oder Formdnderungsarbeit W auf.

Die im Volumenelement dV gespeicherte Formdnderungsenergie betrigt

dw = —;‘ £Lj 611 dv. (9)

Die auf das Volumenelement dV entfallende (bezogene) Formdnderungs-



arbeit heiBt spezifische Formdnderungsarbeit oder spezifische

Formdnderungsenergie W, . Aus Gl. (9) folgt
dw |
Wy = — = — &ij 64 . (10)
dv Z

Die ausgeschriebene Form von Gl. (10) lautet (Summation iber die

Indizes i,3j):

{

€164 tEpp0pp1E,, 65, + 2(512 6t 823623"513613)} (11)

N| —

Ws

— 1 E
3 €6+ €59 05yt E4a By + 41, 010 + ¥is 63 + £15 675 } .

.

Linsetzen des Stoffgesetzes (1.c) in Gl. (10) liefert W, =W (o

Ws (6‘) = *;' 6ij '1%2 (61“1_:_\,’ b;; 6vkk)

1+v v
" ZE (SLJ 6ij ~ v by 6y Gkk)
1+v 2 v 2
= 6 ——— 6. ).
o E ( Y 1+v kk) (12)
Die ausgeschriebene Form von Gl. (12) lautet:

1 2 2 b4
Wg (6'51-) = -ZE 6, t 6'22 T 6'33 —2v (611 G'224' gzz€33+ G’11 6‘33)}

= (6 + 65 + 6 ).

26 (13)

Mit der ersten und zweiten Invariante I, und I, des Spannungs-

tensors Gij , nadmlich

L

i

6'11 + 6,, + 65, und

2 2 2
L, =~ (611 655t 65, 635+ 67 6%3)*" 6rp + 6, +6,
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man vergleiche z.B. /1/, kann (13) auch in der Form

1 2
Ws (Gij) T e [ I, +2(1v) Iz} (14)

geschrieben werden.
Leitet man Gl. (12) nach 0 ab, erhdlt man den Zusammenhang:

2v 66’kk )

aWs (6i;) 1+v
—e = = (264~ 155 S 367

96 2E

-Y
1+v

I
<
<

~~
2

bk Bij )

(15)

In Worten: Die Ableitung der spezifischen Formd&nderungsenergie
Ws(oi.) nach den Spannungskomponenten Oij liefert die Dehnungs-

komponenten Eij
Jetzt soll WS = Ws(eij) berechnet werden. Dazu bendtigt man das

Stoffgesetz in der nach Oij aufgeldsten Form. Aus Gl. (1.c) folgt
durch Umkehrung:

E
6l =__(€ij+

\ (16)
5:: € .
] 1+v kk)

1-2v U

Einsetzen von (16) in (10) liefert WS = Ws(eij):

1 E \4
Ws (€5) = 5 &5 (54 + 725 % e )

E v o
T2 (1+v) (8"j eij ¥ 12 By € F’kk)

= —F (20 .2 )
2(1+\>)( L) 1-2v Zkk (17)

i

G (efj+r‘—;—;ekf(),

Die ausgeschriebene Form der Gl. (17) lautet:



2 2 2 _z
(EntEee +533) +2 (E 12+ €55 TED )}( 18)

2 2 2 \%
W5 (Sij) = (G i&ﬂ t Eppt+E33 +1 7

Leitet man (17) nach den Komponenten des Dehnungstensors Eij ab,

erhdlt man den Zusammenhang:

IWs (Ei; E 2v .}
5( Ll) = - 281,] +1___E— Ekk KKk
e 2 (1+v) v %€y
E v
= Eij + —eg, 6.
t+v \ Y7 1-2p Tk T
= 63 . (19)
In Worten: Die Ableitung der spezifischen Formdnderungsenergie
WS = Wy (eij) nach den Dehnungskomponenten eij liefert die Span-

nungskomponenten Oij

Als Beispiel werden €11 und 0,1 aus der spezifischen Formdnde-

rungsarbeit WS nach den Gln. (13), (15), (18) und (19) berechnet:

IWs (65;) 1
__Wﬂ_w__ = &, = 5¢ {?_Gﬁ— Zv(6'22+6'33)}
1
= —E_{ 6% “V(622+€33)} ;
3W5 (812)) 2v
=6y = 2e4% 7=7y (511+522+533)

o
=26 { €q t 1——\;\) (811+ €22 +833) } :

Die im K&rper gespeicherte Formanderungsenergie W betré&gt:

(20)

W = mWS dv = ” Ws (6;) dv =ﬂ Ws (8) dV.
v v

v



5. GAUSS'scher Integralsatz (Divergenz-Theorem)

Gegeben sel ein Volumengebiet V , das durch die Oberfldche O be-
grenzt wird. Auf dem Integrationsgebiet seien die skalaren Orts-
funktionen A(xi), B(Xi) und C(Xi) mit den partiellen Ableitungen
A/ 3x, , aBlaxz und  9C [ x5 gegeben. Dann lautet der Inte-
gralsatz von GAUSS /7/:

f][ a§x1l) 32)((2‘) ’6;53 JjA(x )yt B(x)n,+C (x: Y )
(21)

Der Satz (21) wird durch
B(xi) =C(x\)=0 und A(x;) =6 (x;) ~uy(xi) (22)

umgeformt. Einsetzen von (22) in (21) liefert

9 (23)
j” —dV = j[ 6,u,n, d0 - //[ By, dv.
'aXL aX1

0 v

Fir den weiteren Gebrauch wird die Form (23) des GAUSS'schen Inte-
gralsatzes noch verallgemeinert. Aus (23) erh&lt man schlieBlich

die bendtigte Form in Indexschreibweise:

967 (24)
L el .= - . — L -
f[[ d.V ]]G’,_J ugn; do [[[—Lng u; dv,

0 Vv

mit nj als Normaleneinsvektor gemdB Abschn. 2.




6. Der Energiesatz

Im folgenden wird die Formdnderungsarbeit W, vgl. Abschn. 4,

ndher untersucht. Es gilt

W=; J”e‘l 6ijd > J”G'tj Z(Zm ax,:)dvzjé”I Gij % dv,

vV v

wobei im rechts stehenden Volumenintegral von Oij = Oji Gebrauch
gemacht wurde. Anwendung des GAUSS'schen Integralsatzes4(24) liefert:

W = H i do ]f[—lu dv b (25)

Unter Beachtung der im Kdrperinneren geltenden Gleichgewichtsbedin-

gungen (1.b) erh&dlt man aus (25):

W—~— Jf lJJudO-I»][j)(udV . (26)

Das Oberfl&dchenintegral in (26) geht gemdB Gl. (6) Uber die Gesamt-
oberfldche 0O = OglJ On , wobeli auf On die Kraftrandbedingungen
(5) gelten.

Auf Og rufen die nach der Randbedingung (4) vorgeschriebenen Ver-
schiebungen &i Oberflichenreaktionsspannungen, auch Auflager-
reaktionen genannt, hervor. Diese werden mit ﬁi bezeichnet. Die
durch die Vorgabe von ﬁi im Oberfl&dchenbereich Og hervorgerufe-
nen Reaktionsspannungen &i missen natirlich am Oberfldchenelement

mit Oij im Kréaftegleichgewicht stehen. Daher gilt Gl. (5) auf Og

entsprechend:
§; (x)=nj(x;) 635 (xi) , fiir alle x; € 0. (27)
Unter Beachtung der Randbedingungen (4), (5) und (27) lautet Gl. (26):

—'Z-maqe}j av =1 ”ﬁiuid0+ﬂﬁiﬁid0+”]¥iuidv . o
v On Og v
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Der Zusammenhang (28) wird als Energiesatz bezeichnet. Danach ist

die gespeicherte Form&nderungsenergie gleich der Arbeit der &uBeren
Lasten. Diese dufere Arbeit besteht nach (28) aus der Arbeit der
Oberfldchenspannungen éi , aus der Arbeit der Auflagerreaktionen

s

q; und aus der Arbeit der Volumenkrédfte X; . Das Oberfl&ichen-
integral iber Og in Gl. (28) kann durch den Ausdruck F,ou, ersetzt
werden, mit Fi als Einzellasten einschliefilich aller Auflagerreak-

tionen.

7. Das Gesamtpotential II des elastischen Kdrpers

Ist W die Formdnderungsenergie eines Systems und sei U das
Potential aller am System angreifenden (eingeprédgten) Belastungen,

dann gilt fiir das Gesamtpotential II des Systems
M= WwW+u. (29)

Flir ein linear elastisches Kontinuum, das an seiner Oberfl&che O

gemdB den Randbedingungen (4) und (5) beeinfluBt wird, gilt

1
W = 7 j]] Eij G'LJ dVv und (30)
v

o< ffrweo [faiiso [ruer,
On 09 v

wobei U das Potential aller eingeprdgten Lasten darstellt. Damit

erhdlt man fir das Gesamtpotential 1l :

%[ﬁe‘j ij dv —Hﬁiui do 'ﬂ‘iia; d0 —j”*i u; dv . (32)
v On 03 v

T

In /6/ steht fiir das Oberflidchenintegral {iiber Og der Ausdruck
Fi]li’ mit Fi als Einzellasten. Diese umfassen alle duBeren einge-
prdgten Krédfte und die Reaktionslasten. In /8/ wird das Oberfldchen-

integral {lber Og_ beim Gesamtpotential nicht aufgeflihrt.



Das Gesamtpotential I ist gleich der gesamten oder totalen poten-
tiellen Energie des Systems. Wie noch gezeigt wird, ist I stationdr
(I = 0) . Im Hinblick auf diese wesentliche Eigenschaft, die die
Grundlage flir Finite-Elemente-Berechnungen in kontinuierlichen
Systemen darstellt, wird @I auch in Anlehnung an die Variations-

rechnung als Funktional bezeichnet.

8. Virtuelle Verschiebungen

Fir einen K&rper, der auf seiner Oberfldche O durch die allgemei-
nen gemischten Randbedingungen (4) und (5) belastet ist, wird sich
ein aktueller (realer) Verschiebungszustand ui(xi) einstellen.
Dieser erfilillt die NAVIER'schen Differentialgleichungen (7) bzw. (8)

und damit auch die Gleichgewichtsbedingungen (1.Db).

Der reale Verschiebungszustand ui(xi) soll nunmehr gedanklich
durch eine Variation Sui(xi) verdndert werden, wodurch auch die
Energiezustédnde des belasteten elastischen K&rpers mitvariiert
werden. Derartige Variationen bilden die Grundlage fiir weitergehende

Energiebetrachtungen.

Die Variation Gui des Verschiebungszustandes u, kann beliebig

vorgenommen werden. Allerdings miissen die nachstehend genannten

Forderungen berilcksichtigt werden: Eine Variation Gui sei
klein gegeniiber den realen Verschiebungen ug oy

eine stetige Funktion der xi , und

eine geometrisch vertrdgliche Verschiebung.

Die letzte Forderung besagt, daB z.B. in einem festen Auflager die
Variation der Oberflidchenverschiebung im Auflagerpunkt Null sein
mub: dﬁi = 0 . Andernfalls ist die geometrische Vertrdglichkeit
an der Oberfldche im Auflagerpunkt verletzt.

Allgemein ausgedriickt bedeutet die geometrische Vertrdglichkeit,
daB fir das Oberfldchenteilgebiet Og r in dem nach den geometri-
schen Randbedingungen (4) die Oberfldchenverschiebungen ﬁi vorge-—
schrieben sind, die Variationen GGi verschwinden miissen. Demnach
lautet die Forderung nach geometrischer Vertrdglichkeit der Varia-

tionen Gui(xi) in Ubereinstimmung mit (4) :



BIOAL (Xi) =0 Fur alle X; € 09 . (33)

Die beschriebene Variation Gui der Verschiebung u nennt man

auch virtuelle Verschiebung. Virtuelle Verschiebungen Gui sind
gedachte, geometrisch vertrdgliche und kleine Anderungen des real
eintretenden Verschiebungszustandes u; . Man kann auch sagen, vir-
tuelle Verschiebungen Gui sind m&gliche, zum Schein (flr den Zweck,
Kenntnisse iliber die Variation des Energiezustandes zu gewinnen) voll-
zogene kleine Anderungen des Verschiebungszustandes u; - In /5/ wird
auf den einfachen Denkansatz, der dem Prinzip der virtuellen Verschie-

bungen zugrunde liegt, besonders eingegangen.

Abb. 1 zeigt erlaubte und nicht erlaubte virtuelle Verschiebungen am

Beispiel eines Balkens auf zwei Stiitzen.

.

Wﬁj (AN Wix)

dw(x) erbaust

6w (x) micht erfoubt
Abb. 1

Virtuelle Verschiebungen Gui fihren zu einer Variation des Deh-
nungszustandes Geij . Nach Gl. (1.a) ergibt sich fiir die Vvaria-

tion des Dehnungstensors

65ij = —;- (Suilj+6uj,i) )

oder in anderer Schreibweise

(34)



9., Das Prinzip der virtuellen Arbeiten

Die Formdnderungsenergie W soll nunmehr durch virtuelle Verschie-
bungen 6ui des Verschiebungszustandes uy variiert werden. Dabei
gelten die fir dui im Abschn. 8 festgelegten Regeln. Ausgehend

von Gl. (20) liefert die Variation unter Beachtung von (19):

bW = ”f&w (elj)dv ﬂ] o (ELJ)éatjdV [/f{: Se; dv. (35)

Den Zusammenhang

(36)
ﬂ 6’- 58 dv

findet man auch ohne Beriicksichtigung eines linear elastischen
Stoffgesetzes, denn die am Volumenelement wirksame virtuelle Form-
dnderungsarbeit ist Oij 6€ij av /9/,/10/. Demnach gilt (36) ganz

allgemein auch flir nichtlineare elastische Spannungs-Dehnungsbezie-

hungen.
Da der Dehnungstensor Eij nach Gl. (1.a) aus dem Verschiebungs-
feld u; folgt, kann in (36) die Variation des Dehnungstensors §e. i5
nach Gl. (34) durchgefiihrt werden. Man erhdlt unter Berilicksichtigung
der Symmetrie des Spannungstensors Oij = Oji
36u BSu aﬁu;
= ﬂf b}( : dV 6;; ——dv. (37)
vV

Man keachte, daB8 in Gl. (37) die virtuellen Verschiebungen Gui

explizit auftreten. Die sinngemdBe Anwendung des GAUSS'schen Inte-

gralsatzes in der Form (24) auf Gl. (37) liefert

6W = [/6" du; n; d0 — ﬂ ———J-Bu dv . (38)



Da die Variation dui auf einen im Gleichgewicht befindlichen
Kdrper angewandt wird, gelten die Gleichgewichtsbedingungen (1.Db).
Demnach kann die Ableitung des Spannungstensors im Volumenintegral
von Gl. (38) nach (1.b) durch die spezifischen Volumenkrdfte X,

i
ersetzt werden:

oW =f[6}j n; 6u; do + fol Su; dVv, (39)
0 v

Das Oberfldchenintegral in (39) wird gemdB8 den allgemeinen Randbe-
dingungen nach Abschn. 2 in die Oberfl&chenintegrale uber On und
Og zerlegt. Dabfi ist zu beachten, daB nach Gl. (4) auf Og die
Verschiebungen u; vorgegeben sind. Auf diese Weise erhdlt man
aus (39):

5W = jfslij nj 6ul: dO +j[6'Ljnj8&i d.o +]:[ XL 6ul dV. (40)
0, 0, v

Wegen der geforderten geometrischen Vertrdglichkeit der virtuellen
Verschiebungen darf &i auf Oc nicht mitvariiert werden. Bei
Beachtung der Bi?dungen bzw. Lagerungsbedingungen ﬁi auf Og gilt
nach Gl. (33) 6ui = 0 auf Og . Damit folgt aus (40):

5W = H 6; n; Bu; dO +U ¥; 5u; dV. (a1)
On ',

Weiterhin gelten flir den Oberfldchenbereich On die natlirlichen
Randbedingungen (5), n&mlich 5i = Oijnj . Damit folgt fir die

Variation von &W schlieBlich aus (41):

SW= [[ﬁL éu; dO + j] X; du; dV . (42)
On v



In Worten: Die mit einer virtuellen Verschiebung 6ui verbundene
virtuelle Formdnderungsarbeit ist gleich der virtuellen Arbeit der
duBeren Krdfte, also gleich der Arbeit der Belastungen und der

Volumenkridfte.
Da die Oberfldchenbelastung §i und die Volumenkrdfte Xi nicht
mitvariiert werden, kann in Gl. (42) das Variationszeichen vor die

Integrale treten. Es folgt dann endglltig aus (42):

6 W‘ﬂﬁc“cd‘)—ﬂ ¥ju, dvi = 0. (43)
On 74

Man bezeichnet den Zusammenhang der Gl. (43) als das Prinzip der

virtuellen Arbeiten.

10. Die Stationaritdt des Gesamtpotentials 1II

Es wird jetzt die erste Variation des Gesamtpotentials 1 gebildet.
Dabei geht man direkt von Gl. (32) fir @I aus. Wir schreiben 1

aber in der zuldssigen Form

1T=W—U|3;u;do—ﬁqiﬁicl0—ﬂ[*iuidv ) (44)
On Og v

wobel die Formd&nderungsenergie W nicht an ein linear elastisches
Stoffgesetz gebunden sein muB. Man beachte dazu die Ausfiihrungen im

Abschn. 9. Die Variation von I nach Gl. (44) liefert

ST = SW‘I[FL 5ui dO —[[6“8&; do — j[ Xi 5u£ dv. (45)
On 09 v
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Da auf Og die Variationen Gﬁi verschwinden, folgt aus Gl. (45):
8T = & W—Hﬁiuido—][ X;u dv .- (46)
O v

Dieses Ergebnis ist identisch mit dem Prinzip der virtuellen Arbei-
ten Gl. (43). Demnach gilt

ST = 0. (47)

In Worten: Die erste Variation des Gesamtpotentials verschwindet

bzw. das Gesamtpotential II ist stationdar.

Die einander gleichen Aussagen (43) und (46) wurden auf verschiede-
nen Wegen hergeleitet. Daher gilt: Das Prinzip der virtuellen
Arbeiten und die Stationaritdt des Gesamtpotentials I sind identisch.
Demnach gelten die folgenden Ausfiihrungen zur Stationaritdt von I

genau so auch flir das Prinzip der virtuellen Arbeiten.

Zur Ableitung von &I = O wurden folgende Grundgleichungen und
Randbedingungen herangezogen, man vergleiche dazu die Abschnitte
1T und 9

Kinematik, Gl. (1.a) : eij =—;- (u'i/j + ujli') )
Statik, Gl. (1.b) : 6£j,|'. + *j = 0”

(4) : &'i (X-l) fir alle X{ € 09 ,
Randbedingungen

) pyp (xi) = njx;) 65 (x;) fur alle x; € Oy -

Die Linearitdt des Stoffgesetzes (1.c) wurde nicht bendtigt.

Demnach sind in der Aussage 6II = O die Gleichgewichtsbedingungen
und die Kinematik (Vertrdglichkeitsbedingungen) enthalten. &I = O
stellt daher eine andere Formulierung der Statik und Kinematik des
elastischen Kontinuums filir ein beliebiges elastisches Stoffgesetz

dar.



Die Gl. (47), S8II = O, bedeutet: Das sich einstellende, die kine-
matischen Bedingungen, die Gleichgewichtsbedingungen und die Rand-
bedingungen erflillende reale Verschiebungsfeld u, macht das Gesamt-

potential des elastischen Kbrpers stationédr.

Fir die weiteren Betrachtungen wird ein linear elastisches Kontinuum

vorausgesetzt.

11. Die Minimaleigenschaft des Gesamtpotentials 1l

§II = O 1ist eine notwendige Bedingung filir ein Extremum. Falls die
zwelte Variation 62?11 > O ist, handelt es sich bei dem Extremum
um ein Minimum. Im folgenden wird &I > O flir ein lineares elasti-

sches Stoffgesetz bewiesen.

Wir spezialisieren zundchst die virtuelle Formdnderungsenergie J&W
nach Gl. (36) durch Einbringen der linear elastischen Spannungs-

Dehnungsbeziehung (16):

f[ GI"] 6Eij dVv
\"2
E fj v
1+ v ] (ELJ+ 1-2v 6"" akk) 68"’1' dv
\'

- _F ( de;: + d 5
1t [[ i 9%y TIZy Ok 6*“) v . (48)
v

Es gilt nach den Gln. (29) und (46)

ow

i

M= w+U und

6T

il

oW+ 8sU

5 W—Hﬁiuido—ﬂ[ﬁuidv . (49)
On v

I



Nach den Grundlagen der Variationsrechnung /7/,/9/,/11/ folgt flr

die gesuchte zweite Variation

82T = 8°W + 6% U. (50)

Nach Gl. (49) ist das Potential der &duBeren Belastungen U 1linear.

Daher verschwindet die zweite Variation 62 U . Demnach gilt

52T = 8°W, (51)

weshalb nur die zweite Variation der Formidnderungsenergie zu unter-

suchen ist. Die zweite Variation von W ergibt sich aus der vorbe-

reiteten Gl. (48) zu
' = 5% W
(52)
(slj et 5y Exk Sskk) dv.
Die Variation der Einzelterme liefert wegen der Linearitdt des
Dehnungstensors (1.a):
2 2
6(8158 ]) ij&&[,"l’&&,:j 88'.']‘ = (68;1") )

2 2
6 (4 68kk) = 6,4 8 £ + 854, 65 = (B8, )" -
Einsetzen von (53) in (52) ergibt fir die zweite Variation von I :

2
6Tr—-——”[ Sa,J (68 J T dV >0 Fir Ceveos.

(54)



Da die Querkontraktionszahl v stets in dem geforderten Bereich
liegt, ist nach Gl. (54) &1 > O . Damit ist bewiesen, daB das
Gesamtpotential II bei linear elastischen KOrpern stets ein Minimum

annimmt.

Die Minimaleigenschaf£ des Gesamtpotentials 1 kann damit wie folgt

ausgedriickt werden:

Das sich einstellende, die kinematischen Bedingungen, die Gleichge-

wichtsbedingungen und die Randbedingungen erfilillende reale Verschie-
bungsfeld uy macht das Gesamtpotential des linearen elastischen

Kbrpers zum Minimum.

Vergleicht man also das wirklich eintretende System von Verschie-
bungen uy mit allen mdglichen benachbarten und geometrisch zul&s-
sigen Verschiebungen u, + Gui , S0 zZeichnet sich das wirklich ein-
tretende Verschiebungsfeld us durch ein Minimum der gesamten poten-

tiellen Energie I aus.

Demnach ist es mbglich, den linear-elastischen Zustand eines K&rpers
durch die Minimalforderung (47) vollstdndig zu beschreiben. Mit ande-
ren Worten: In der kompakten Formulierung &I = O ist das Grund-

gleichungssystem (1) vollstdndig enthalten.

Da die NAVIER'schen Gln. (7) bzw. (8) aus dem allgemeinen Integra-
tionsproblem (1) entwickelt wurden, beschreibt die Forderung &I =0
auch den Zusammenhang, der durch die NAVIER'schen Differentialglei-

chungen ausgedriickt wird.

12. Das Minimalprinzip der Verschiebungen

Wahlt man die Darstellung

W = W(Elj) = W{(ul'j“'uhl)/Z} = W(ui) )
dann ist das Gesamtpotential

T(w) = W) = [[pouao - [[4.8; o~ [[] % u av
On 03 v

(55)



eine Funktion des Verschiebungsfeldes u; - Aus diesem Grunde

bezeichnet man

5Tr(ui) = U (56)

auch als das Minimalprinzip der Verschiebungen.

13. Das dreidimensionale Variationsproblem der linearen Elastostatik

Bei der Herleitung des Prinzips der virtuellen Arbeiten wurden die
Grundgleichungen fir Kinematik (1.a), Statik (1.b) und Stoffgesetz
(1.c) sowie die Randbedingungen (4) und (5) herangezogen. Daraus
folgte, daB das Prinzip der virtuellen Arbeiten diese grundlegenden
Differentialgleichungen enthdlt. Aus der Identitdt zwischen dem
Prinzip der virtuellen Arbeiten und der Stationaritdt des Gesamt-
potentials wurde gefolgert, daB auch 6l = O die das Problem

beschreibenden Differentialgleichungen einschlieft.

Es muB aber auch der direkte Weg idber das Gesamtpotential 1 zum
Ziele fihren. Deshalb ist noch nachzuweisen, daB das Minimalprinzip
der Verschiebungen 6H(ui) = 0 die Differentialgleichungen des
allgemeinen Integrationsproblems (1) vollstdndig enth&lt.

Daher wird in diesem Abschnitt das dreidimensionale Variations-
problem der Elastostatik formuliert. Mit Hilfe der Variationsrech-
nung gelingt damit die direkte Ableitung der NAVIER'schen Diffe-
rentialgleichungen (7) bzw. (8), wodurch 6H(ui) = 0 direkt auf

das allgemeine Integrationsproblem (1) zurickgefiihrt ist.

Das Gesamtpotential H(ui)

Die Formdnderungsenergie W(ui) ergibt sich aus Gl. (17) unter

Beachtung von Gl. (1.a)

2 v 2
G”f{ +2ut),u + U, )+1—2v “k,k}d"- 57)




Mit Gl. (57) lautet das Gesamtpotential 1 nach Gl. (32)

2 2 v 2 8
(ui,j+ Zut-,juj’ﬁuj’i)ﬁ— w ]—Xiu; dV

=
—
'F
S’

Il
-
———

pr—b—
D
|
[

1-2v 7Kk
v
- j]ﬁi u.': d.o e [[QCai d.o . (58)
0 0
n 9
Gl. (58) wird in der Form

Tf(ui) = U[F(ul-) ui’j)alv—ﬂ;‘smi do — H‘%t Gi do, (59)
v On 09

mit F(u‘;) u.i)j) = F {ui (X.'_)) u.l")i (Xi)} als Grundfunktion

i

1 2 v 2
F G{Z(uw-JrZu; JlJru“)Jr 7o k,k}"*iui (60)

geschrieben. Wie ersichtlich, hdngt die Grundfunktion von den drei
Funktionen des Verschiebungsfeldes uy (x ) und von den neun Verschie-
bungsableitungen (x ) ab. Im Hlnblle auf das anstehende Varia-

Ui,
tionsproblem nennt man H(ui) auch Funktional.

Das Variationsproblem

Wir fordern jetzt das Minimum der potentiellen Gesamtenergie H(ui)
und bilden dazu die erste Variation 6II = O . Benutzt wird Gl. (59),

wobel das Oberfldchenintegral Uber O wegen Gﬁi = 0 wegfiallt

ST (u;) =6 H[F ut,uLJ ) dv - H p; ou; d0 = 0.

(61)



In der Variationsrechnung werden Extremwerte fiir Funktionale gesucht.
Die vorliegende Variationsaufgabe besteht nach Gl. (61) darin, das
Funktional II , welches von den drei unbekannten Vektorfunktionen des
Verschiebungsfeldes uy (x ) und deren neun Ableitungen ui,j(xi) ab-
h&ngt, in Abhanglgkelt von i(xi) zu minimieren. Die Frage des
Variationsproblems (61) lautet demnach: Welcher Satz von drei Funk-
tionen ui(xi) macht das Funktional I  zum Minimum ? Dabei ist

§l = O, also Gl. (61), die notwendige Bedingung filir den Extremwert

von H(ui)

Fir die weitere Behandlung schreiben wir (61) in der zuldssigen Form:

6T = ”[(_ du; + _g%— 6“i,j) dv —Uﬁt bu; d0 =0, (62)
)

Yl
On
[ 9
mit =
’c)u;’j 9 ('()u;/'an)
Der Term mit der Variation der Verschiebungsableitung in Gl. (62)

wird durch den GAUSS'schen Integralsatz (24) ausgedriickt. Setzt man
in (24) fir G'J = ’aF/au” und ergdnzt bei wu; das Varia-
tionssymbol § , so erhdlt man:

(63)

ﬂ Buy fm" W= H duy; | bu; do ~ [ﬂ ax; (aut,) buj dV..

Einsetzen von (63) in (62) ergibt



o =[] [ -3 o) | o e

v (64)
9F .
+ ][ 3 1 B 40 -[ b Su; d0 = O
o O,
wobel das Oberfldchenintegral Uber O gemdB Gl. (6) wieder iber

O =0_V On zu berechnen ist. Da auf Og die Variationen 631
verschwinden, verbleibt nur das Oberfldchenintegral iliber On
Die endgiltige Form der Bedingung fiir den Extremwert des Gesamt-—

potentials lautet damit

T /// L (o) | o av

(65)
o
+f[ n]""Pi')Sul" d.O = 0,.
0
Da dies flir beliebige Variationen 6ui gilt, ist die Extremwert-
bedingung (65) nur dann erfiillt, wenn die Integranden im Volumen-
und Oberfldchenintegral verschwinden
F 9 oF .
IF _ =0 inv, (66)
du; A \
oF . .
N TPL < auf  Op . (67)
u; .

7}

Die drei partiellen Differentialgleichungen (66) sind die EULER-
LAGRANGE 'schen Gleichungen des vorliegenden dreidimensionalen

Variationsproblems.



Die Extremwertbedingung 6II = O des Variationsproblems ist damit
auf die beiden Gleichungssysteme (66) und (67) zurilickgefiihrt. Die
notwendige Bedingung fir das Gesamtpotential ist dann erfiillt, wenn
(66) und (67) gelten. Demnach muB die Grundfunktion F(ui, u. L)

i, ]
nach Gl. (60) diese beiden Gleichungssysteme erfiillen.

Im folgenden werden (66) und (67) mit Hilfe von (60) berechnet

Py
'Bui
aF 1 du A, 2v 9

=6 {- (2up; +2up; —2 4 2u i+ 2u;; "‘)+ Upg ~— Kk
Bugj 4 ( b) ‘Ja Wij it aulj 1-2v |$'gugj

2v

=6 ) uij tujit g5 v By (68)
d [9F _ 2V )
e (ur) = © (5 o 125 e B

]

=6 (u 22w 1) =6 (ug+ ——u
Wejj T 29 Yigi) = P \Yaji 705, Wi ) -

Mit diesen Berechnungen lauten die zu erfiillenden EULER-LAGRANGE'
schen Gleichungen (66)

G (“‘i,jj + 7:12—\) Wi,ii ) +X = 0. (69)
Das sind aber genau die NAVIER'schen Gleichungen (7). Demnach
filtert das grundlegende Extremalprinzip &I = O genau die drei
Verschiebungsfunktionen u, aus, welche den NAVIER'schen Gleichun-
gen genligen. Bei den NAVIER'schen Gln. (7) handelt es sich um die
Gleichgewichtsbedingungen (1.b), ausgedrickt in den Verschiebungen
u; - Sie enthalten die kinematischen Grundgleichungen (1.a) und

das Stoffgesetz (1.c). Daher vereinigt das Prinzip vom Minimum

der gesamten potentiellen Energie ¢II = O 1in sich alle Forderungen,



die das Differentialgleichungssystem (1) enthdlt.

Nachzuweisen ist noch die Gililtigkeit der Gln. (67). Es gilt nach

Gl. (68), (1.a) und mit dem Stoffgesetz (16):
9F o o o (70)
T L Zﬁ(sij"' 1-2v 8kk5ij)"j I Gn:j =P = 0.

L]

Nach (70) beschreibt die Forderung (67) die natlirlichen Randbedin-
gungen (5). Damit ist auch (67) erfiillt.

Es wurde nachgewiesen, daB (66) genau den problemorientierten
Differentialgleichungen und (67) genau den Randbedingungen cgeniligt.
In solchen Fdllen spricht man auch von einem natilirlichen Variations-

problem /12/.

14. SchluBbemerkung

Die das elastische Kontinuum beschreibenden Differentialgleichungen
(1) wurden unter Erfilillung der geometrischen Randbedingungen und
der natiirlichen Randbedingungen direkt aus dem Variationsprinzip
abgeleitet. Man kann auch kurz sagen: ¢l = O 1ist das Variations-

problem zum Grundgleichungssystem (1).

Wendet man das grundlegende Variationsprinzip der Elastostatik
direkt an, um Nd&herungsldsungen der Differentialgleichungen fir
Spannungen und Verschiebungen zu erhalten, so beinhaltet das Prinzip
die Erfiillung der das System beschreibenden Differentialgleichungen,

ohne daB man diese selbst braucht.

Die Formulierung einer elastostatischen Aufgabe als Variations-

problem ist demnach ein alternativer Weg zur Systembeschreibung.

Bei numerischen N&herungsverfahren, wie z.B. der Methode der Finiten
Elemente, spielt die Variationsmethode eine zentrale Rolle. So bildet
die Formulierung als Variationsproblem die Grundlage zur Aufstellung

der Finite-Elemente-Gleichungen.
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