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Zusammenfassung

Ausgangspunkt der Arbeit sind die Differentialgleichungen

des linear-elastischen Kontinuums und die daraus folgenden

NAVIER'schen Gleichungen. Als Randbedingungen werden allge-

meine gemischte Randbedingungen formuliert.

Zunächst werden der Energiesatz der Elastizitätstheorie, die

Formänderungsarbeit und das Gesamtpotential abgeleitet.

Der einfache Denkansatz der Variation der Verschiebungen,

gleichbedeutend mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen,

wird eindeutig definiert. Die Anwendung führt auf das Prinzip

der virtuellen Arbeiten. Die Identität zwischen dem Prinzip der

virtuellen Arbeiten und der Stationarität des Gesamtpotentials TI

wird für ein allgemeines elastisches Stoffgesetz nachgewiesen.

Durch Einführen eines linear-elastischen Stoffgesetzes folgt die

Minimaleigenschaft des Gesamtpotentials und damit das Minimal-

prinzip der Verschiebungen.

Schließlich wird das dreidimensionale Variationsproblem der

Elastostatik formuliert. Die zu diesem Variationsproblem gehö-

renden EULER-LAGRANGE'schen Differentialgleichungen werden abge-

leitet. Sie erweisen sich als identisch mit den NAVIER'schen

Gleichungen. Demnach filtert die Lösung des Variationsproblems

genau den Satz des Verschiebungsfeldes aus, der den NAVIER'schen

Gleichungen und damit auch den Differentialgleichungen des Systems

genügt.
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Conclusion

This work is based upon the differential equations of the

linear-elastic continuum and - as a result thereof - NAVIER's

equations. General mixed boundary conditions are formulated.

First of all the theorem of energy of the theory of elasticity,

the strain energy and the total potential energy are derived.

The simple statement of the variation of displacernents, being

identical with the principle of virtual displacements, is

defined definitely. The application leads to the principle of

virtual works. The identity of the principle of virtual works

and the principle of stationary total potential TI is proven

for a general elastic stress-strain relation. Through the intro-

duction of a linear-elastic constitutive relation results the

minimal quality of the total potential energy and therefore the

minimal principle of displacements.

Eventually the three-dimensional variational problem of elasti-

city is formulated. EULER-LAGRANGE's differential equations,

which belong to this variational problem of elasticity, are

deduced. They turn out to be identical with NAVIER's equations.

Consequently the result of the variational problem filters out

exactly the set of the field of displacement, which in turn ful-

fills the requirements of NAVIER's equations, and therefore also

the differential equations of the system.
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Abkürzungen / Symbole
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Oberflächenspannung auf
°n

Reaktionsspannung auf 0g
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Differentialoperator

Formänderungsenergie

A, B, C Ortsfunktionen

F Grundfunktion

p Dichte

t Zeit

eS Variationssymbol

w Durchbiegung

Spezifische Formänderungsenergie

Gesamtpotential

Potential der äußeren Belastungen

Volumen

Gesamtoberfläche

Oberfläche für natürliche Randbedingungen

Oberfläche für geometrische Randbedingungen

Invarianten des Spannungstensors
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1. Das allgemeine Integrationsproblem

Es wird lineare Kinematik (geometrische Linearität) und lineares

Stoffgesetz (physikalische Linearität) für isotrope Körper vor-

ausgesetzt. Die Gleichgewichtsbedingungen (Statik) werden am unver-

formten Volumenelement (Theorie I. Ordnung) aufgestellt, wobei in

der Elastostatik die Trägheitskräfte g Ö2UL/~t2 vernachlässigt wer-

den. Dann lauten die Grundgleichungen der Elastizitätstheorie /1/:

Kinematik
1

ELj = l (ULJj + Uj}i.) (1 . a)

Statik 6'~". + X
J
" = 0 )

lJlI.

1+ V V )E LJ'
= (Oti - b

L
J
"
- 6'

kk .
E J 1+\)

(1 . b)

Stoffgesetz (1.c)

Eliminiert man in GI. (1.a) die Verschiebungen u. , erhält man
l

für die Kinematik die Kompatibilitätsbedingungen. Das Grundglei-

chungssystem lautet dann :

Kompatibilitätsbedingungen

Ei.
J
' kl

+ f;
kl

..- f: .
k .

l
- f;

"l
.k = 0

J JlJ L/J JJL
(2.a)

Statik 0... + X
J
' = 0 )LJJL

1+ V
(

V
)E.

Lj
= E 6'

ij
- 6

ij
1 + \)

6'
kk .

(2.b)

Stoffgesetz (2.c)

Die 81 GIn. (2.a) reduzieren sich wegen der Symmetrie des Dehnungs-

tensors, man vergleiche (1.a), auf sechs GIn. Diese sind voneinan-

der nicht unabhängig. Es gelten nämlich die BIANCHI-Identitäten /2/.

Danach verbleiben drei Kompatibilitätsbedingungen, die man nach

RIEDER /3/ in der Form

Ink (e Lj) = 0 ( 3 )

zusammenfaßt, mit Ink

(3) sind identisch.

als Differentialoperator. Die GIn. (2.a) und

GI. (3) sagt aus, daß die Inkompatibilität des

verschwindet. Für das Gleichungssystem (1)Dehnungstensors E:. .
lJ
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sind durch die GIn. (1.a) die Kompatibilitätsbedingungen identisch

erfüllt.

Die GIn. (1.b) und (2.b) stehen für das Kräftegleichgewicht am

Volumenelement im Körperinneren. Das Momentengleichgewicht wird

durch die Symmetrie des Spannungstensors abgedeckt.

Das Gleichungssystem (1) ist das allgemeine Integrationsproblem

der Elastizitätstheorie unter Einschluß der Verschiebungen u. .

1
Das Gleichungssystem (2) ist das allgemeine Integrationsproblem,

formuliert in den Dehnungen E.. und den Spannungen 0..
1J 1J

2. Die Randbedingungen

Die Lösungen von (1) oder (2) müssen die Randbedingungen erfüllen.

Es wird hier der allgemeine Fall gemischter Randbedingungen betrach-

tet. Dann sind für ein Teilgebiet (Teilmenge) 0 der Gesamtober-g
fläche 0 die Verschiebungen ü. vorgegeben, und für 0 gelten

1 g
die sogenannten geometrischen Randbedingungen

ü.
i
(xd ) für aUe Xi € °9, (4 )

Für das Teilgebiet 0 der Gesamtoberfläche 0 sind die Oberflä-
n

ehen spannungen Pi vorgegeben. Für On gelten die sogenannten natür-

lichen Randbedingungen

Pi(xiJ =nj(Xi) Dij(XL) für alle Xi € On I (5 )

man vergleiche /1/. Dabei ist n. der aus dem Volumengebiet heraus-
J

zeigende Normaleneinsvektor des Oberflächenelementes im Angriffs-

punkt von p. . Nach GI. (5) sind Spannungstensor 0.. und Oberflä-
1 1J

ehen spannung p. am Oberflächenelement im Kräfgegleichgewicht.1

Die Gesamtoberfläche 0 steht dabei mit den Teilgebieten 0 (Ober-g
flächenbereich, auf dem die geometrischen Randbedingungen vorgeschrie-

ben sind) und den Teilgebieten 0 (Oberflächenbereich, auf dem dien
natürlichen Randbedingungen vorgeschrieben sind) in der Beziehung

o - U On . (6)

In der Strukturmechanik werden die geometrischen Randbedingungen bzw.

Verschiebungsrandbedingungen (4) auch wesentliche Randbedingungen ge-

nannt, die natürlichen Randbedingungen (5) heißen auch Kraftrandbe-
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dingungen /6/.

3. Die NAVIER'schen Gleichungen

Ein Weg zur Auflösung des allgemeinen Integrationsproblems (1)

besteht darin, Spannungen a.. und Dehnungen E.. zu eliminieren.
1J 1J

Dann erhält man drei partielle Differentialgleichungen in den Ver-

nämlich:schiebungen u.
1

1

G (u.. -. + u.. .. ) + )(. = 0 .

I.JjJ 1-2~ JdL l
(7)

Diese drei GIn. zur Bestimmung von u. (x.) heißen NAVIER'sche
1 1

Gleichungen. In ausgeschriebener Form lauten die GIn. (7):

{

2 2 2

1

G
() 1.1, () U 1 aU1 1 a '(}u1 raU2 'au3

+ 1l-+-+-i-- - -+-+ 1\,

'3x,2 '<Ix,2 '<Ix; 1-2\1 '<Ix, (\Jx, \Jx, !Ix, ) - 0 I

(8 )

t

2 2 2

(
6

a U2 () U2 (J 1.12 1 a '(tUt 'du2 91.13 y
+-+-+ - -+-+- +" =

\Jx,
,

!Ix.' 'ax: 1-Z\1 ax, 'ax, 'aX. 'ilx,)1 ·

G
{

()2U3
+

()2U3
+

'(}2U3
+ ~ ~

(
aU1

+
(tU2

+
'dU3

)}
+ * 3

=
3xl '()XZ2 3X32 1-2\7 3x3 aXt (tXZ '()X3

0,

D.

Eliminiert man im Gleichungssystem (1) Verschiebungen u. und1
Dehnungen E.. , erhält man sechs partielle Differentialgleichun-

1J
gen für die sechs Spannungskomponenten a.. . Diese Gleichungen

1J
heißen BELTRAMI'sche Gleichungen. Auf die Wiedergabe wird hier ver-

zichtet, man vergleiche /4/.

4. Die Formänderungsarbeit des elastischen Körpers

Als Folge des Spannungs- und Verformungszustandes nimmt der elasti-

sche Körper Formänderungsenergie oder Formänderungsarbeit W auf.

Die im Volumenelement dV gespeicherte Formänderungsenergie beträgt

dW _ 1

-
Z

E i.j0 Lj
d V . (9 )

Die auf das Volumenelement dV entfallende (bezogene) Formänderungs-
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arbeit heißt spezifische Formänderungsarbeit oder spezifische

Formänderungsenergie W . Aus GI. (9) folgts

Ws =
dW

dV
=

f

Z
f;

i.j 6'Lj (10)

Die ausgeschriebene Form von GI. (10) lautet (Summation über die

Indizes i, j) :

Ws =
~

f
E110" + E22 1)22+E33 1>" + 2 (E'2 D,z+ E23 0Z3 + E13(13)} ( 11)

=
~

1
El1 0" + Ezz D2Z + E33 D33 + 012 6"2 + rZ3 b Z3 + (13 6"3

}

Linsetzen des Stoffgesetzes (1.c) in GI. (10) liefert W = W (0..):
s s 1J

( )
1 1+\1

(
" )Ws Di,j = 2"6'iJE Dq -

1 + V Oij 0kk

1-t\1
(

\)

)=
l E 0i.j bij - 1+\'1 Oij OLj 0kk

1+\1 (
2 'V 2

)=
2E

6'tj -
1+'V

6"kk . (12)

Die ausgeschriebene Form von GI. (12) lautet:

Ws (6'"ij) =
1

2E {

2 2. 2

}
b11 + b 22

-t b33 - 2 \J (b11 6"22+ b21 b33 + bU b33 )

+ 1

26
(

2 2 2

)6'12 + 6"23 + 6'13 . ( 1 3 )

Mit der ersten und zweiten Invariante 11 und 12 des Spannungs-

tensors 0.. , nämlich
1J

11 = 6' 11 + 6'22 + 6'33 und

( )
2 2 2

I z = - D11 6'22 + ~2 033 + &;1 6'33 + 012 + Ö23 + °13 >
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man vergleiche z.B. /1/, kann (13) auch in der Form

Ws (b'j) =
:E {

I: + 2 (H9) Tz
}

( 14)

geschrieben werden.

Leitet man GI. (12) nach o'. .
1J

ab, erhält man den Zusammenhang:

ö Ws (6'':j)

Öbq
-

1 +\)

(

2\l ab kt(

)- 26'0.- - ~
2 E

I.J 1+ \) kk (}6'i.j

1-t\>
(
f)'o.- ~

bkk Oi.
J
o)

(15)
- - LJ 1+\1E

- e ~j.

In Worten: Die Ableitung der spezifischen

W (0'..) nach den Spannungskomponenten 0'..
S 1J 1J

komponenten E..
1J

Formänderungsenergie

liefert die Dehnungs-

Jetzt soll W = W (E..)
S S 1J

Stoffgesetz in der nach

durch Umkehrung:

berechnet werden. Dazu benötigt man das

0'.. aufgelösten Form. Aus GI. (1.c) folgt
1J

6'.-

lJ
- ~ (E"+

\)

1+\J lJ 1-2\l 0i.J ekk).

(16)

Einsetzen von (16) in (10) liefert W = vJ (E..):
s s 1J

1 E
(

'\)

)Ws (Eij) =
2 fij

1+\)
Eij + 1-l\> 6ij fkl<

- 2 (1:\l) (6i.j Ei.j + 1-~\) 6ij f;i.j €.kk)

_ E (
2 " 2-

2 ( 1+ \J)
6 i.j +

1- 2 \J
6 kk ) ( 1 7 )

( 2 \) 2 )- 6 €i.j + 1-2\7 6kk .

Die ausgeschriebene Form der GI. (17) lautet:
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) [2 2 Z 'I) )
2

( 2 2 2

)}Ws (E-ij = 6
l

[;11 + E22 + &33 -t
1-2\1

(C11+E-22+&~3 + 2 E 12+&23 +f:13 .( 18)

Leitet man (17) nach den Komponenten des Dehnungstensors

erhält man den Zusammenhang:

E. .
1J

ab,

() Ws (e i.j) _ E
(

?
2 \) () f, Kk )- L f:.. +- f:,

'afi.j 2 (1+'1) "J 1-2\7
kk '()~j,J-

E
(

~

)- E.e + f, S..
1 + \)

LJ 1- 2 \1 kk LJ

- bi,j. ( 1 9 )

In Worten: Die Ableitung der spezifischen Formänderungsenergie

W = W (E..) nach den Dehnungskomponenten E.. liefert die Span-s s 1J 1J
nungskomponenten 0.. .

1J

Als Beispiel werden E11 und

rungsarbeit W nach den GIn.s

011 aus der spezifischen Formände-

( 1 3), ( 1 5), (18) und (1 9) berechnet:

a Ws (6'~j)

'a 6'11
- &11= 21E

{
2 bll - 2 \l (6'22 + 6'33)

}

- + {
G;1 - \l (6'22 + 6'33) } J

- b,1 = 6 f
2&11+ 1~~\} (~t1+&22-t&33)}

= 26
{

e
11
+

1- ~\J (f." + E22 + f 3~) }
.

Die im Körper gespeicherte Formänderungsenergie W beträgt:

a Ws (Ei:j)

'()~ 11

w =
J[J

Ws dV =
JJf

Ws(bij) dV =
JJJ

WS(~'j) dV .

V V V
(20)
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5. GAUSS'scher Integralsatz (Divergenz-Theorem)

Gegeben sei ein Volumengebiet V, das durch die Oberfläche 0 be-

grenzt wird. Auf dem Integrationsgebiet seien die skalaren Orts-

funktionen A(x.), B(x.) und C(x.) mit den partiellen Ableitungen
111

dA/ox, ) 3B/oX2 und ~C/~x3 gegeben. Dann lautet der Inte-

gralsatz von GAUSS /7/:

JJf (
()A(Xi)

+
()ß(xL)

+
'aC(Xi.)) dV =

'aX 1 'aX2 'aX3

v
IJ(A(xi) h1+ I*,)nz + C (x,)n3)dO.

o (Z1)

Der Satz (21) wird durch

B (Xi) = C(Xi,) = () und A{x~) = D11(xJ . u1 (Xi.) (22)

umgeformt. Einsetzen von (22) in (21) liefert

1IJ
()u, rr {f

Y

()6' (23)

6'11
'aX~

dV =
J1

6'11U1n1 dO -
JJj 'ib~1

U1 dV.

V 0 V

Für den weiteren Gebrauch wird die Form (23) des GAUSS'schen Inte-

gralsatzes noch verallgemeinert. Aus (23) erhält man schließlich

die benötigte Form in Indexschreibweise:

1lJ
8u-

11 JI!
'a~_. (24)

~. ~dV = ~.. tl-n. dO - 1..1u. dV
LJ 'aX. LJ .. j

'dX.
I. )

J J

V 0 V

mit n. als Normaleneinsvektor gemäß Abschn. 2.
J



11

6. Der Energiesatz

Im folgenden wird die Formänderungsarbeit W, vgl. Abschn. 4,

näher untersucht. Es gilt

w =
~ fff

ELj bij d V -

V

..1
JJJ

6'o.l
(
aUi:+~

)
dV=.!-

IIJ
~o-

'aUi
dV

Z I.J 2 ax. aXi: 2 LJ 'ax'
)

V
J

V J

wobei im rechts stehenden Volumenintegral von a.. = a.. Gebrauch
1J J1

gemacht wurde. Anwendung des GAUSS'schen Integralsatzes (24) liefert:

w - .!.

{
IJ

~.. n. u- da -
J
"f

J
~ u. dV

}
l

I.J J L JJ öX' L
J

o V

(25)

Unter Beachtung der im Körperinneren geltenden Gleichgewichtsbedin-

gungen (1.b) erhält man aus (25):

w =
~

{ ~f
bij "j Ui dO +

J[J
*i U[ dV

]
(26)

Das Oberflächenintegral in (26) geht gemäß GI. (6) über die Gesamt-

oberfläche 0 = 0 U 0 , wobei auf 0 die Kraftrandbedingungeng n n
(5) gelten.

Auf 0 rufen die nach der Randbedingung (4) vorgeschriebenen Ver-g
schiebungen Ü. Oberflächenreaktionsspannungen, auch Auflager-1
reaktionen genannt, hervor. Diese werden mit q. bezeichnet. Die

1
im Oberflächenbereich o hervorgerufe-g
müssen natürlich am Oberflächenelement

durch die Vorgabe von

nen Reaktionsspannungen

stehen. Daher gilt GI. (5) auf

~i (Xi) = nj (Xi.) bij (Xi) ) für alle xi € 09 . (27)

Unter Beachtung der Randbedingungen (4), (5) und (27) lautet GI. (26):

1

2 JIf L[jbij dV = ~ {IJ PiUidO+ 11 ihL.i dD+ III )fiui dV
}

.
V On 09 V

(28)
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Der Zusammenhang (28) wird als Energiesatz bezeichnet. Danach ist

die gespeicherte Formänderungsenergie gleich der Arbeit der äußeren

Lasten. Diese äußere Arbeit besteht nach (28) aus der Arbeit der

Oberflächenspannungen
.
q. und aus der Arbeit
1

integral über

werden, mit F.1

o
p. , aus der Arbeit der Auflagerreaktionen
1

der Volumenkräfte *. . Das Oberflächen-1
o in GI. (28) kann durch den Ausdruck F. u. ersetztg 1 1

als Einzellasten einschließlich aller Auflagerreak-

tionen.

7. Das Gesamtpotential TI des elastischen Körpers

Ist W die Formänderungsenergie eines Systems und sei U das

Potential aller am System angreifenden (eingeprägten) Belastungen,

dann gilt für das Gesamtpotential TI des Systems

lT = W+ U (29)

Für ein linear elastisches Kontinuum, das an seiner Oberfläche 0

gemäß den Randbedingungen (4) und (5) beeinflußt wird, gilt

w = ~ lIT f;.. b.. dV
2. LJ Lj und (30)

v

u - II Pi Ui dO - Ihi Üi dO - IIf *i UidV )

On 09 V

( 31)

wobei U das Potential aller eingeprägten Lasten darstellt. Damit

erhäl t man für das Gesamtpotential TI:

lr =
~ JJJ Eij b(j dV - IJ Pi Ui dO - JJ VJi dO - JI1 *i Ui dV .

V On 09 V

(32)

In /6/ steht für das Oberflächenintegral über

F. u. , mit F. als Einzellasten. Diese umfassen
1 1 1

prägten Kräfte und die Reaktionslasten. In /8/ wird das Oberflächen-

integral über 0 beim Gesamtpotential nicht aufgeführt.g

og
alle äußeren einge-

der Ausdruck
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Das Gesamtpotential 11 ist gleich der gesamten oder totalen poten-

tiellen Energie des Systems. Wie noch gezeigt wird, ist 11 stationär

(6 11 = 0) . Im Hinblick auf diese wesentliche Eigenschaft, die die

Grundlage für Finite-Elemente-Berechnungen in kontinuierlichen

Systemen darstellt, wird 11 auch in Anlehnung an die Variations-

rechnung als Funktional bezeichnet.

8. Virtuelle Verschiebungen

Für einen Körper, der auf seiner Oberfläche 0 durch die allgemei-

nen gemischten Randbedingungen (4) und (5) belastet ist, wird sich

ein aktueller (realer) Verschiebungszustand ui(xi) einstellen.

Dieser erfüllt die NAVIER'schen Differentialgleichungen (7) bzw. (8)

und damit auch die Gleichgewichtsbedingungen (1.b).

durch eine Variation 6u. (x.)
1 1

Energiezustände des belasteten elastischen Körpers

werden. Derartige Variationen bilden die Grundlage

Energiebetrachtungen.

u. (x. )
1 1

verändert werden, wodurch auch die

soll nunmehr gedanklichDer reale Verschiebungs zustand

mitvariiert

für weitergehende

Die Variation 6ui des Verschiebungs zustandes ui kann beliebig

vorgenommen werden. Allerdings müssen die nachstehend genannten

Forderungen berücksichtigt werden: Eine Variation 6ui sei

klein gegenüber den realen Verschiebungen

eine stetige Funktion der x. und
1

eine geometrisch verträgliche Verschiebung.

U.
1

Die letzte Forderung besagt, daß z.B. in einem festen Auflager die

Variation der Oberflächenverschiebung im Auflagerpunkt Null sein

muß: 6ü. = d Andernfalls ist die geometrische Verträglichkeit
1

an der Oberfläche im Auflagerpunkt verletzt.

Allgemein ausgedrückt bedeutet die geometrische Verträglichkeit,

daß für das Oberflächenteilgebiet 0 , in dem nach den geometri-
g

schen Randbedingungen (4) die Oberflächenverschiebungen U. vorge-
1

schrieben sind, die Variationen üü. verschwinden müssen. Demnach1
lautet die Forderung nach geometrischer Verträglichkeit der Varia-

tionen 6u. (x.) in übereinstimmung mit (4)1 1



14

6Üi(Xi) = 0' für alle Xi E. 09 . (33)

Die beschriebene Variation ou. der Verschiebung u. nennt man1 1
auch virtuelle Verschiebung. Virtuelle Verschiebungen ou. sind

1
gedachte, geometrisch verträgliche und kleine Änderungen des real

eintretenden Verschiebungs zustandes u. . Man kann auch sagen, vir-
1

tuelle Verschiebungen ou. sind mögliche, zum Schein (für den Zweck,1
Kenntnisse über die Variation des Energiezustandes zu gewinnen) voll-

zogene kleine Änderungen des Verschiebungszustandes u. . In /5/ wird
1

auf den einfachen Denkansatz, der dem Prinzip der virtuellen Verschie-

bungen zugrunde liegt, besonders eingegangen.

Abb. 1 zeigt erlaubte und nicht erlaubte virtuelle Verschiebungen am

Beispiel eines Balkens auf zwei Stützen.

6w(x) ~t ~
Abb . 1

Virtuelle Verschiebungen

nungszustandes OE:.. .
1J

tion des Dehnungstensors

ou. führen zu einer Variation des Deh-
1

Nach Gl. (1.a) ergibt sich für die Varia-

6 f, ij
1- -
2 (8U.i/j + 6ujJl) }

oder in anderer Schreibweise

= ; (
() &u~

'ax-J
+

ö 6Uj
)aXi.

(34)
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9. Das Prinzip der virtuellen Arbeiten

Die Formänderungsenergie W soll nunmehr durch virtuelle Verschie-

bungen ou. des Verschiebungs zustandes u. variiert werden. Dabei
l l

gelten die für ou. im Abschn. 8 festgelegten Regeln. Ausgehendl
von Gl. (20) liefert die Variation unter Beachtung von (19):

bW = Hf bWs (ELj)dV = Hf
V V

aw. (Eij)
bEijdV = Hfbcj6Eij dV.

af,~j
V

(35)

Den Zusammenhang

bW =
JJf bij
V

6t.. dV
lJ

(36)

findet man auch ohne Berücksichtigung eines linear elastischen

Stoffgesetzes, denn die am Volumenelement wirksame virtuelle Form-

änderungsarbeit ist G.. OE.. dV /9/,/10/. Demnach gilt (36) ganz
lJ lJ

allgemein auch für nichtlineare elastische Spannungs-Dehnungsbezie-

hungen.

Da der Dehnungstensor E.. nach Gl. (1.a) aus dem Verschiebungs-
lJ

feld u. folgt, kann in (36) die Variation des Dehnungstensors OE..l lJ
nach Gl. (34) durchgeführt werden. Man erhält unter Berücksichtigung

der Symmetrie des Spannungstensors G.. = a..
lJ Jl

6W =
1

2 LI!
Q..

(

()bUi
+

lJ () X .
J

V

ÖbUj ) dV
'3x i.

= fff 6'ij
() &Ui:

'aXj
dV. (37)

v

Man ~achte, daß in Gl. (37) die virtuellen Verschiebungen OU.l
explizit auftreten. Die sinngemäße Anwendung des GAUSS'schen Inte-

gralsatzes in der Form (24) auf Gl. (37) liefert

(:,W =
JJ b'j
o

DUi nj dO - IJJ
V

'()bi j

'OX'J
6Ui dV. (38)
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Da die Variation ou. auf einen im Gleichgewicht befindlichen1
Körper angewandt wird, gelten die Gleichgewichtsbedingungen (1.b).

Demnach kann die Ableitung des Spannungstensors im Volumenintegral

von Gl. (38) nach (1.b) durch die spezifischen Volumenkräfte H.1
ersetzt werden:

6W ==

If
Dq nj 6ui dO +

JIJ
Xi bUi dV.

o V

(39)

Das Oberflächenintegral in (39) wird gemäß den allgemeinen

dingungen nach Abschn. 2 in die Oberflächenintegrale über

o zerlegt. Dabei ist zu beachten, daß nach Gl. (4) aufg 0
Verschiebungen u.1

Randbe-

on und

og
vorgegeben sind. Auf diese Weise erhält man

die

aus (39):

{j W = If b(j nj 6u( da + If lI.j nj liü( dO +
IIf *i 6ui dV.

On O~ V

(40)

Wegen der geforderten geometrischen Verträglichkeit der virtuellen

Verschiebungen darf ü. auf 0 nicht mitvariiert werden. Bei1 g
Beachtung der Bindungen bzw. Lagerungsbedingungen

o
.nach Gl. (33) ou. = ~ auf 0 . Dam1t folgt aus

1 g

o
U.
1

(40) :

auf og gilt

6W -
JJ b~ n. bu. dD

J
L +

fIf
*( 61.l( dV.

V

(41)

On

Weiterhin gelten für den Oberflächenbereich 0 die natürlichenn
Randbedingungen (5), nämlich p. = 0.. n. . Damit folgt für die1 1J J
Variation von oW schließlich aus (41):

ow = 11 r. 61.ltdO + Hf *t 61.lidV. (42)

v
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In Worten: Die mit einer virtuellen verschiebung QU. verbundene1
virtuelle Formänderungsarbeit ist gleich der virtuellen Arbeit der

äußeren Kräfte, also gleich der Arbeit der Belastungen und der

Volumenkräfte.
o

Da die Oberflächenbelastung p.1
mitvariiert werden, kann in GI.

und die Volumenkräfte *. nicht
1

(42) das Variationszeichen vor die

Integrale treten. Es folgt dann endgültig aus (42):

{,
{w

-
Jf

p, u, dO -
IfJ *, ll,dV} = ().

On V

(43)

Man bezeichnet den Zusammenhang der GI. (43) als das Prinzip der

virtuellen Arbeiten.

10. Die Stationarität des Gesamtpotentials TI

Es wird jetzt die erste Variation des Gesamtpotentials TI gebildet.

Dabei geht man direkt von GI. (32) für TI aus. Wir schreiben TI

aber in der zulässigen Form

lf = W -
11

PL u~ dO - JJ ii ÜL dO

On 09

I/I *i Ui dV

V

} (44)

wobei die Formänderungsenergie

Stoffgesetz gebunden sein muß.

Abschn. 9. Die Variation von TI

W nicht an ein linear elastisches

Man beachte dazu die Ausführungen im

nach GI. (44) liefert:

&lf = 6W -
JJ rL /iuL dO - JJ 4J>ÜL do -

JJJ
Je, &U, dV.

On 09 V

(45)
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Da auf 0 die Variationen ou. verschwinden, folgt aus GI. (45)g 1

fi1f = Ii

{

W -
ff

p, u, dO

On
III *L

V

UidV
}

.
(46)

Dieses Ergebnis ist identisch mit dem Prinzip der virtuellen Arbei-

ten GI. (43). Demnach gilt

olf = (). (47)

In Worten: Die erste Variation des Gesamtpotentials verschwindet

bzw. das Gesamtpotential n ist stationär.

Die einander gleichen Aussagen (43) und (46) wurden auf verschiede-

nen Wegen hergeleitet. Daher gilt: Das Prinzip der virtuellen

Arbeiten und die Stationarität des Gesamtpotentials n sind identisch.

Demnach gelten die folgenden Ausführungen zur Stationarität von n

genau so auch für das Prinzip der virtuellen Arbeiten.

Zur Ableitung von on = 0 wurden folgende Grundgleichungen und

Randbedingungen herangezogen, man vergleiche dazu die Abschnitte

1 und 9 :

~lj = ~ (Ui)j + UjJi)Kinematik, GI. (1.a)

~tatik, GI. (1.b) ~-_. T
*

- = rf
YJL j ,

(4) : Ü.i (Xi) für alle X
i.

E- 09

Randbedingu~en

(5) :
i\ (Xi) = nj (Xi) bi.j (XL) für aUe xi € On .

Die Linearität des Stoffgesetzes (1.c) wurde nicht benötigt.

Demnach sind in der Aussage on = 0 die Gleichgewichtsbedingungen

und die Kinematik (Verträglichkeitsbedingungen) enthalten. on = 0

stellt daher eine andere Formulierung der Statik und Kinematik des

elastischen Kontinuums für ein beliebiges elastisches Stoffgesetz

dar.
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Die Gi. (47), on = 0, bedeutet: Das sich einstellende, die kine-

matischen Bedingungen, die Gleichgewichtsbedingungen und die Rand-

bedingungen erfüllende reale Verschiebungsfeld u. macht das Gesamt-l
potential des elastischen Körpers stationär.

Für die weiteren Betrachtungen wird ein linear elastisches Kontinuum

vorausgesetzt.

11. Die Minimaleigenschaft des Gesamtpotentials n

on = 0 ist eine notwendige Bedingung für ein Extremum. Falls die

zweite Variation o2n > 0 ist, handelt es sich bei dem Extremum

um ein Minimum. Im folgenden wird o2n > 0 für ein lineares elasti-

sches Stoffgesetz bewiesen.

Wir spezialisieren zunächst die virtuelle Formänderungsenergie oW

nach Gi. (36) durch Einbringen der linear elastischen Spannungs-

Dehnungsbeziehung (16):

bW -
fff
V

6':.. SE.. dV
LJ LJ

-
E

1+\7 III (ELj +
V

\}

1-2\7 5ij &kk) 6Bij dV

-
1:17 JJJ ("ij bEij +

1-:17 Ekk &&kk) dV .

V
Es gilt nach den Gin. (29) und (46)

(48)

lf = W + U und

6T = DW+SU

= 1>

{

w -
JJ Pi u, dD -

fff
*i Ili dV

}

.

On V

(49)
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Nach den Grundlagen der Variationsrechnung /7/,/9/,/11/ folgt für

die gesuchte zweite Variation

öZlf = Ö2W+ 52U. (50)

Nach Gl. (49) ist das Potential der äußeren Belastungen U linear.

Daher verschwindet die zweite Variation 82 U . Demnach gilt

ö2lf 2
= b W} (51 )

weshalb nur die zweite Variation der Formänderungsenergie zu unter-

suchen ist. Die zweite Variation von Wergibt sich aus der vorbe-

reiteten Gl. (48) zu :

&2lr = 52W

E
=-

1 + \7 Iff
b (Eij bEij + 1-~1I Ekk &6kk) dV.

V

(52)

Die Variation der Einzelterme liefert wegen der Linearität des

Dehnungstensors (1.a):

f> (eij 6fij) = t:q ~2f,i.j + SEij bE':j = (6f.~j)2 )

(53)

O(fkk6~l<k) = 6kkS2fkk+Sf;kk&Ekk = (5~kk)2 .

Einsetzen von (53) in (52) ergibt für die zweite Variation von TI

E
S21f =

1t\J IfJ {
(liE'j)\ 1-~V (&Ekk)2

}
dV > cf Fiir er ~ V b 0,5 .

(54)
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Da die Querkontraktionszahl v stets in dem geforderten Bereich

liegt, ist nach Gl. (54) 52TI > 0 . Damit ist bewiesen, daß das

Gesamtpotential TI bei linear elastischen Körpern stets ein Minimum

annimmt.

Die Minimaleigenschaft des Gesamtpotentials TI kann damit wie folgt

ausgedrückt werden:

Das sich einstellende, die kinematischen Bedingungen, die Gleichge-

wichtsbedingungen und die Randbedingungen erfüllende reale Verschie-

bungsfeld u. macht das Gesamtpotential des linearen elastischen
1

Körpers zum Minimum.

Vergleicht man also das wirklich eintretende

bungen u. mit allen möglichen benachbarten
1

sigen Verschiebungen u. + ou. , so zeichnet
1 1

tretende Verschiebungsfeld u.
1

tiellen Energie TI aus.

System von Verschie-

und geometrisch zuläs-

sich das wirklich ein-

durch ein Minimum der gesamten poten-

Demnach ist es möglich, den linear-elastischen Zustand eines Körpers

durch die Minimalforderung (47) vollständig zu beschreiben. Mit ande-

ren Worten: In der kompakten Formulierung 5TI= 0 ist das Grund-

gleichungssystem (1) vollständig enthalten.

Da die NAVIER'schen Gln. (7) bzw. (8) aus dem allgemeinen Integra-

tionsproblem (1) entwickelt wurden, beschreibt die Forderung oTI=0

auch den Zusammenhang, der durch die NAVIER'schen Differentialglei-

chungen ausgedrückt wird.

12. Das Minimalprinzip der Verschiebungen

Wählt man die Darstellung

w = W (f'-) = W f ( U. . + u -

.

)/2 }
= W (u- )

lJ
l

lJJ J,l l ,

dann ist das Gesamtpotential

lf(ud = W(Ui) -
JJ Pi Ui dD - ff qJli dO - 111 *i Ui dV
On 09 V (55)
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eine Funktion des Verschiebungsfeldes

bezeichnet man

u. . Aus diesem Grunde
1

b lr (Ui) = (1 (56)

auch als das Minimalprinzip der Verschiebungen.

13. Das dreidimensionale Variationsproblem der linearen Elastostatik

Bei der Herleitung des Prinzips der virtuellen Arbeiten wurden die

Grundgleichungen für Kinematik (1.a), Statik (1.b) und Stoffgesetz

(1.c) sowie die Randbedingungen (4) und (5) herangezogen. Daraus

folgte, daß das Prinzip der virtuellen Arbeiten diese grundlegenden

Differentialgleichungen enthält. Aus der Identität zwischen dem

Prinzip der virtuellen Arbeiten und der Stationarität des Gesamt-

potentials wurde gefolgert, daß auch oll = 0 die das Problem

beschreibenden Differentialgleichungen einschließt.

Es muß aber auch der direkte Weg über das Gesamtpotential II zum

Ziele führen. Deshalb ist noch nachzuweisen, daß das Minimalprinzip

der Verschiebungen oll(u.) = 0 die Differentialgleichungen des1
allgemeinen Integrationsproblems (1) vollständig enthält.

Daher wird in diesem Abschnitt das dreidimensionale Variations-

problem der Elastostatik formuliert. Mit Hilfe der Variationsrech-

nung gelingt damit die direkte Ableitung der NAVIER'schen Diffe-

rentialgleichungen (7) bzw. (8), wodurch oTI(u.) = 0 direkt auf
1

das allgemeine Integrationsproblem (1) zurückgeführt ist.

Das Gesamtpotential ll(u.)
1

Die Formänderungsenergie

Beachtung von GI. (1.a)

W (u. )
1

ergibt sich aus GI. (17) unter

W(Ud = 6
lIf U ( U~j + 2 U',j Uj,i t- Uj~, )

1-
1 :2\> U~~k

}

cl V .

V
(57)
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Mit Gl. (57) lautet das Gesamtpotential TI nach Gl. (32)

lf (Ui) = Hf {
G

U Hi + ZU',i Uj" +<.)+ 1-~17u.~] - XiUi} dV-

V

J1 Pi Ui dO - IJ ~JLL dO

On O~

(58)

Gl. (58) wird in der Form

lf (Ud = Iff F(u;, u',i) dV - fJ P'Ui dO

V On
JJ ~i Üi dO ,
09

(59)

mit F(u~.J Ui)j) = F {Ui (XL)) ULJj(Xi) 1
als Grundfunktion

f 1 Z z )
\) 2F = 6

4 (Ui.Jj + 2 UiJj U j,i + Uji +
1-~\) U~k }

- JE. Ui ( 60)

geschrieben. Wie ersichtlich, hängt die Grundfunktion von den drei

Funktionen des Verschiebungsfeldes u. (x.) und von den neun Verschie-1 1
bungsableitungen u. .(x.) ab. Im Hinblick auf das anstehende Varia-

1,J 1
tionsproblem nennt man TI(u.) auch Funktional.

1

Das Variationsproblem

Wir fordern jetzt das Minimum der potentiellen Gesamtenergie IT(u.)1
und bilden dazu die erste Variation oIT = 0 . Benutzt wird Gl. (59),

wobei das Oberflächenintegral über 0 wegen üü. = 0 wegfällt:g 1

5 lf ( U i) = s JfJ F (Ui) U i~j) d V - J f Pi Su i dO == l).

V On (61)
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In der Variationsrechnung werden Extremwerte für Funktionale gesucht.

Die vorliegende Variationsaufgabe besteht nach Gl. (61) darin, das

Funktional TI, welches von den drei unbekannten Vektorfunktionen des

Verschiebungsfeldes u. (x.) und deren neun Ableitungen u. .(x.) ab-
1 1 1,J 1

hängt, in Abhängigkeit von u. (x.) zu minimieren. Die Frage des
1 1

Variationsproblems (61) lautet demnach: Welcher Satz von drei Funk-

tionen u. (x.) macht das Funktional TI zum Minimum? Dabei ist
1 1

oTI = 0, also Gl. (61), die notwendige Bedingung für den Extremwert

von TI(u.) .

1

Für die weitere Behandlung schreiben wir (61) in der zulässigen Form:

&1r = Iff( ::
bUL + ::. &uL,j) dV - JJ Pi &Ui dO = rr }

.. l}J

V On

(62)

mit
'()

OUL}j
-

a

() (ÖUifaXj)

Der Term mit der Variation der Verschiebungsableitung in Gl. (62)

wird durch den GAUSS'schen Integralsatz (24) ausgedrückt. Setzt man

in (24) für 6i.j:= 'aF/,(hlL.1j und ergänzt bei ui das Varia-

tionssymbol 0 , so erhält man:

i"fr~ &Ui)' dV =
LI

'aF..
nj fiui da -

rr

J
~. f.a'JF.

.)
&Ui dV .

JJ ~U.L1 J 3uL.1 lJJ ~x
J
~ LIL

,
v}J 0

7J
V 'J

(63)

Einsetzen von (63) in (62) ergibt



+ r[ (
'aF

n. _
P
o. ) ~lt. da

Jj 'du.. J I, L
LJJ

6lf = IfI { ~~.
- ~~X,(::..)

1
SLli dV

~ J LJJ

V
(64)

+ ff a:. nj 6Ui dO - Jf Pi liui dO = (j)

o JJ 0n

wobei das Oberflächenintegral über 0

o = 0 U 0 zu berechnen ist. Da aufg n
verschwinden, verbleibt

gemäß GI. (6) wieder

o die Variationeng
nur das Oberflächenintegral über 0

n
Bedingung für den Extremwert des Gesamt-

über

o~ .
1

Die endgültige Form der

potentials lautet damit

5lf
!JZ7 {

1JF 'd

(
'aF )

1

- --- &11 dV-
V

()Ui: aXj 'aUiJj l
(65)
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-

Da dies für beliebige Variationen ou. gilt, ist die Extremwert-
1

bedingung (65) nur dann erfüllt, wenn die Integranden im Volumen-

und Oberflächenintegral verschwinden :

C)F

au' ~

o
'aXj ( a:~Jj )

- u in V) (66)

(67)

Die drei partiellen Differentialgleichungen (66) sind die EULER-

LAGRANGE'schen Gleichungen des vorliegenden dreidimensionalen

Variationsproblems.

~F o

':}u. _
nj - P L = 0' au f 0

U LJj
n ·
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Die Extremwertbedingung on = 0 des Variationsproblems ist damit

auf die beiden Gleichungssysteme (66) und (67) zurückgeführt. Die

notwendige Bedingung für das Gesamtpotential ist dann erfüllt, wenn

(66) und (67) gelten. Demnach muß die Grundfunktion F(u., u. .)
l l,J

nach GI. (60) diese beiden Gleichungssysteme erfüllen.

Im folgenden werden (66) und (67) mit Hilfe von (60) berechnet

~F

'JUi
= - *i )

(}F

G
{

1

(2 + ? 'aUj,L
2

Q 'aUj':) 2" '()Ukk

1

-= - lli" LLlL'-i- U"TLU L+-ll
'au. . 4 1J JJ 'au. . J,I. JJI. rau' - 1-2\) k,k

'au'
.

L)J L,)
",J "/J'

I
2\>

= G
I

UiJj -t UjJL i-
1-lv Uk,k 6.d (68)

~~. (~~.. )J I.)J
( 2\>

=: 6 UL)jj+ UjA +
1-2\) Uk,kj 5.. )I.J

= 6 (u';jj -t Uj,j' + 1~;Q ULj;) = 6 (U';jj + 1-~Q
!Lj,j'

)
,

Mit diesen Berechnungen lauten die zu erfüllenden EULER-LAGRANGE'

schen Gleichungen (66)

6 ( u.. '. +
1

u u) + *. = ()'
1.)

JJ 1_? \) J
'J"

..
. (69)

Das sind aber genau die NAVIER'schen Gleichungen (7). Demnach

filtert das grundlegende Extremalprinzip on = 0 gen au die drei

Verschiebungsfunktionen u. aus, welche den NAVIER'schen Gleichun-
l

gen genügen. Bei den NAVIER'schen GIn. (7) handelt es sich um die

Gleichgewichtsbedingungen (1.b), ausgedrückt in den Verschiebungen

u. . Sie enthalten die kinematischen Grundgleichungen (1.a) und
l

das Stoffgesetz (1.c). Daher vereinigt das Prinzip vorn Minimum

der gesamten potentiellen Energie on = 0 in sich alle Forderungen,
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die das Differentialgleichungssystem (1) enthält.

Nachzuweisen ist noch die Gültigkeit der GIn. (67). Es gilt nach

GI. (68), (1.a) undmitdemStoffgesetz (16):

'3F n. _ 0

'()Ui' J Pi:
1J

::= 2 G (E:ij+
1-;\) ~kk 6ij) nj - Pi

::: Dq nj - Pi.= 0'.

(70)

Nach (70) beschreibt die Forderung (67) die natürlichen Randbedin-

gungen (5). Damit ist auch (67) erfüllt.

Es wurde nachgewiesen, daß (66) genau den problemorientierten

Differentialgleichungen und (67) gen au den Randbedingungen genügt.

In solchen Fällen spricht man auch von einem natürlichen Variations-

problem /12/.

14. Schlußbemerkung

Die das elastische Kontinuum beschreibenden Differentialgleichungen

(1) wurden unter Erfüllung der geometrischen Randbedingungen und

der natürlichen Randbedingungen direkt aus dem Variationsprinzip

abgeleitet. Man kann auch kurz sagen: oll = 0 ist das Variations-

problem zum Grundgleichungssystem (1).

Wendet man das grundlegende Variationsprinzip der Elastostatik

direkt an, um Näherungslösungen der Differentialgleichungen für

Spannungen und Verschiebungen zu erhalten, so beinhaltet das Prinzip

die Erfüllung der das System beschreibenden Differentialgleichungen,

ohne daß man diese selbst braucht.

Die Formulierung einer elastostatischen Aufgabe als Variations-

problem ist demnach ein alternativer Weg zur Systembeschreibung.

Bei numerischen Näherungsverfahren, wie z.B. der Methode der Finiten

Elemente, spielt die Variationsmethode eine zentrale Rolle. So bildet

die Formulierung als Variationsproblem die Grundlage zur Aufstellung

der Finite-Elemente-Gleichungen.
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