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Kurzfassung

In diesem Bericht wird ein Verfahren fiir die Berechnung viskoser, turbulenter Stromungen vorgestellt.
Es basiert auf der diskreten Losung der zeitgemittelten Navier-Stokes-Gleichung mit Finiter-
Differenzen-Diskretisierung in einem krummlinigen korpergebundenen Koordinatensystem. Ein
Schwerpunkt der Entwicklung war ein Mehrgitteralgorithmus als effektives Losungsverfahren.

Der hier verfolgte Losungsansatz 1aBt sich folgendermaBen zusammenfassen: Die Navier-Stokes-
Gleichung wird in einem beliebigen krummlinigen, nichtorthogonalen Koordinatensystem formuliert.
Die zu berechnenden Stromungsparameter - Geschwindigkeit, Druck und Turbulenzparameter - werden
in einem dreidimensionalen strukturierten Gitter mit einer zentrierten Variablenanordnung diskretisiert.
Es werden kartesische Geschwindigkeitskomponenten benutzt. Die in dem krummlinigen Koordinaten-
system gebildeten partiellen Ableitungen werden mit finiten Differenzen erster und zweiter Ordnung be-
rechnet. Turbulente Effekte werden mit der Wirbelviskosititshypothese beriicksichtigt, wobei zur Be-
rechnung der Wirbelviskositit ein 0-Gleichungs- und ein 2-Gleichungsmodell benutzt werden. Das glo-
bale Berechnungsschema lehnt sich an das bekannte SIMPLE-Verfahren an. Innerhalb diesem werden
lincare Gleichungssysteme mit einer unvollstindigen LU-Zerlegung gelost bzw. geglittet. Das iterative
Léungsverfahren wird mit einer Mehrgittermethode beschleunigt. Dabei wird sowohl die innere Itera-
tion des SIMPLE-Algorithmusses mit einem linearen Mehrgitter-Korrekturschema, als auch die globale
Iteration mit einem "Full Approximation Scheme" beschleunigt. Die Mehrgitterbeschleunigung ist also
in gleicher Weise wie der SIMPLE-Algorithmus geschachtelt.

Zur Validierung des Verfahrens wurden ein ebener und ein rdumlicher Stromungsfall untersucht. Bei
dem ebenen Fall handelt es sich um eine pontonférmige Schwimmbriicke bei einer Reynoldszahl von
Re=0.9*10°. Firr dic Validierung raumlicher Strémungsberechnungen wurde auf Vermessungen des
Wigley-Schiffes bei Re=4.5*%10° zurickgegriffen. Bei beiden Berechnungsfillen wurde das
Konvergenz- und Laufzeitverhalten des numerischen Losungsverfahrens intensiv untersucht.

Der Vergleich von Berechnungs- mit MeBergebnissen zeigt, daB die erzielte Genauigkeit bei den einzel-
nen Stromungsgréfen recht unterschiedlich ausfallt. Die Abweichung von MeBergebnissen betragt bei
den Geschwindigkeitsprofilen weniger als 5 %. Der Druckverlauf wird mit einer Genauigkeit in der
gleichen GroBenordnung wiedergegeben. Schubspannungsberechnungen sind im Bereich dicker Grenz-
schichten (Achterschiff) ebenfalls sehr genau, im Bereich diinner Grenzschichten (Vorschiff bis Haupt-
spant) betrdgt diec Abweichung etwa 30 %. Unbefriedigend sind die Berechnungsergebnisse der turbu-
lenten kinetischen Energie, die in der Wandnéhe nur den halben Betrag der MeBwerte erreichen. In gré-
Berer Entfernung vom Schiff ist die Genauigkeit der Berechnungsergebnisse jedoch deutlich besser.

Das Laufzeitverhalten des Programmes ist gut. Durch ein Verfahren zur optimalen Bestimmung von
Startwerten sowie durch das geschachtelte Mehrgitterverfahren konnte eine erhebliche Beschleunigung
der iterativen Berechnung erzielt werden. Bei allen Berechnungsfillen konnte ein anndhernd optimales
Konvergenzverhalten erreicht werden. Wiahrend bei niedrigeren Reynoldszahlen (0.5*%10°) hierfiir das
"Full Approximation Scheme" zwingend erforderlich war, war das Konvergenzverhalten bei hohen Re-
ynoldszahlen (5*10°) auch ohne Mehrgitterbeschleunigung der globalen Iteration nahezu optimal.
Grundsitzlich verbesserte sich das Laufzeitverhalten mit zunehmender Reynoldszahl, geeignete Start-
werte vorausgesetzt. Dementsprechend war die Beschleunigung durch das "Full Approximation Sche-
me" in der globalen Iteration bei hohen Reynoldszahlen deutlich geringer als erwartet. Die Umstromung
des Wigley-Schiffes bei Re=4.5%¥10° in einem Diskretisierungsgitter mit 100.000 Zellen wurde mit ei-
nem normierten Residuum von 107 in 70 globalen Iteration und in einer Zeit von unter 1'/, Stunden auf
einer HP 730 berechnet.
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1 Einfiihrung

In diesem Bericht wird ein numerisches Verfahren beschrieben, mit dem die Umstrémung pontonférmi-
ger Wasserfahrzeuge auf begrenzter Wassertiefe berechnet werden sollte. Ziel ist die Prognose hydro-
dynamischer Eigenschaften im Vorentwurf. Dabei soll es in diesem Entwurfsstadium méglich sein,
durch den gezielten Vergleich einzelner Formvarianten die Formgebung des Fahrzeugrumpfes stro-
mungsmechanisch zu optimieren. Eine wichtige Randbedingung fiir die Entwicklung war die Lauffihig-
keit auf relativ kleinen Rechenmaschinen, so daB das Verfahren von Ingenieuren auf den ihnen aiblicher-
weise zur Verfligung stchenden Workstations benutzt werden kann.

Bei der Berechnung der Umstréomung pontonformiger Wasserfahrzeuge auf flachem Fahrwasser muf}
beriicksichtigt werden, daB die Fahrzeugform in der Regel kantig ist, wobet sich an den Kanten ausge-
prigte Stromungsablosungen bilden. Zwischen Fahrzeugrumpf und Gewisserboden bildet sich ein Ge-
schwindigkeitsprofil mit zwei Grenzschichten aus, das die Strémung unter dem Fahrzeug einschniirt
und damit das Druckfeld dort stark beeinfluft. Die Stromung um das Fahrzeug ist turbulent. Auflerdem
ist zu beriicksichtigen, daB sich um das Fahrzeug ein ausgeprigtes Wellensystem ausbildet und sich das
Fahrzeug vertrimmt und absenkt.

Eine vollstindige rechnerische Behandlung dieser komplexen Stromung ist bis heute noch nicht gelun-
gen. Das hier beschriebene Losungsverfahren beschrankt sich auf die Berechnung der viskosen, turbu-
lenten Stromung, wobei der Schiffsrumpf als unbeweglich angenommen wird, d.h. Vertrimmung und
Absenkung werden als bekannt vorausgesetzt. Auch die freie Wasseroberfliche wird durch eine grobe
Naherung ersetzt.

Es wurde e¢in numerisches Verfahren zur Losung der zeitgemittelten Navier-Stokes-Gleichungen (NSE)
entwickelt. Darin werden turbulente Effekte mit dem Wirbelviskositits-Modell beriicksichtigt, d.h. es
werden die sogenannten Reynolds-gemittelten Navier Stokes-Gleichungen (RANSE) gel6st.

Numerische Verfahren zur Berechnung der Navier-Stokes-Gleichungen (Navier-Stokes-Solver) werden
im Schiffbau erst in jingster Zeit angewendet. Einer der wichtigsten Griinde hierfur ist sicherlich, daf
diese Verfahren cinen hohen Bedarf an Rechenleistung haben. Diese steht erst in den letzten Jahren zu
akzeptablen Kosten zur Verfiigung. Doch auch mit schnellen Rechnern kénnen Navier-Stokes-Solver
nicht auf effiziente numerische Losungsverfahren verzichten, so dafl die Entwicklung von Navier-
Stokes-Solvern mit der Entwicklung schneller und robuster Gleichungsloser einhergeht.

Die Entwicklung eines solchen effektiven numerischen Losungsverfahrens war daher der Schwerpunkt
des vorliegenden Verfahrens. Dazu wurde die Mehrgittermethode gewihlt. Dieses Verfahren zur Be-
schleunigung eines iterativen Losungsverfahrens muBl sorgfiltig an die Problemstellung angepalit wer-
den. Im vorliegenden Fall war zu bericksichtigen, daB rdumliche Stromungsprobleme mit hoher Rey-
noldszahl in krummlinigen Diskretisierungsgittern mit Zellen von sehr unterschiedlichem Seitenverhilt-
nis zu 16sen waren.

In den folgenden Kapiteln wird das Verfahren beschrieben. Die einzelnen Kapitel behandeln sukzessiv
die Herleitung der beherrschenden Gleichungen, das gewahlte Diskretisierungsverfahren und den iterati-
ven Losungsansatz. Einen breiten Raum nehmen spezielle Aspekte der numerischen Implementation
und des numerischen Verhaltens des Algorithmus ein. Das Verfahren wird mit MeBergebnissen aus
Schlepptank- und Windkanalversuchen verifiziert.



2 Stand der Technik und Beschreibung des vorgestellten Verfahrens

Fur die Festlegung eines Losungsansatzes werden folgende Voraussetzungen beriicksichtigt: Die zu un-
tersuchenden Stromungen sind stationér, viskos und turbulent. Es kénnen Strémungsablésungen auftre-
ten. Dic Stromung 148t sich nicht allein in den wandnahen Regionen des Strémungsgebietes untersu-
chen, d.h. eine reine Grenzschichtbetrachtung ist nicht ausreichend. Das Strémungsmedium ist inkom-
pressibel. Wie bereits in der Einleitung beschrieben, verlangt eine rechnerische Erfassung dieser Stro-
mungsprobleme ein Verfahren zur numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen (NSE).

Bei der numerischen Losung der NSE mit den genannten Vorgaben hat sich eine Standardmethode
durchgesetzt, die in der iiberwiegenden Anzahl aller bekannten Verfahren eingesetzt wird: die sogenann-
te Druckkorrekturmethode mit einer Finite-Differenzen- oder Finite-Volumen-Diskretisierung in einem
strukturierten Gitter. Alle folgenden Betrachtungen beschrinken sich auf diese Gruppe von Verfahren.

Bei der Druckkorrekturmethode werden zunichst die Erhaltungsgleichungen fiir alle Komponenten des
Impulses mit einem noch ungenauen Druckfeld niherungsweise erfiillt. Der dabei entstchende Massen-
defekt wird durch eine anschlieBende Druckkorrektur ausgeglichen, die an eine Korrektur der Ge-
schwindigkeit gekoppelt ist. Im AnschluB daran werden gegebenenfalls Erhaltungsgleichungen fiir an-
dere skalare Grofien wie Energie oder Turbulenzintensitit gelost. Die beschriebene Berechnungsfolge
wird fur angeniherte Gleichungssysteme wiederholt, bis sich ein konvergierter Zustand eingestellt hat.

Um die die Stromung beschreibenden partiellen Differentialgleichungen in numerisch 16sbare algebrai-
sche Gleichungen zu transformieren, wird das Stromungsgebiet in einem strukturierten Gitter diskreti-
siert, d. h. die Feldgleichungen der Stromung werden in Gittergleichungen umgewandelt. Die freien Va-
riablen der Gleichungen werden nur an bestimmten Positionen dieses Gitters als diskrete Werte berech-
net. Partielle Differenziale werden durch finite Differenzen ersetzt.

Die ersten Verfahren, die diesem prinzipiellen Vorgehen folgten, wurden z. B. von Patankar (1980)
beschrieben. Dabei wurde zunichst von zahlreichen Vereinfachungen ausgegangen: das Diskretisie-
rungsgitter war orthogonal und dquidistant. Die Strémung war laminar. Aus Rechenzeitgrinden wurden
fast ausschlieBlich ebene Stromungsprobleme untersucht. Bei diesen Verfahren wurde meist eine im
Gitter versetzte Anordnung der kartesischen Geschwindigkeitskomponenten angenommen (Bild 2.1. Da-
durch wurden die Geschwindigkeitskomponenten an den Zellgrenzen unmittelbar an die Driicke in den
benachbarten Zellenmittelpunkten gekoppelt, wodurch Oszillationen des Druckes vermieden werden
konnten.

W | o p —1— - 4 | | j: — ||
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Bild 2.1: Orthogonales Gitter Bild 2.2: KonturangepaBtes Gitter

Dic meisten praktischen Stromungen - so auch Schiffsumstrémungen - lassen sich in einem orthogona-
len Gitter nicht effektiv modellieren. Fiir die Berechnung der Umstromung realer Geometrien werden in
der Regel konturangepalite Gitter wie in Bild 2.2. Um die diskretisierten NSE in diesem Gitter zu 16-
sen, werden sie in einem krummlinigen nichtorthogonalen Koordinatensystem formuliert. Durch diese
Transformation wird dic NSE um einige Terme komplexer: im Diffusionsterm treten sowohl Kreuzab-
leitungen als auch der transponierte Geschwindigkeitsgradient auf, Ausdriicke, die in einem rechtwinke-
ligen Koordinatensystem verschwinden.



Berechnungsverfahren fiir die Losung der NSE in krummlinigen nichtorthogonalen Koordinatensyste-
men wurden unter anderem von Demirdzic (1982), Demirdzic et.al (1986), Yang et.al. (1990) und Pe-
ric (1985) beschricben.

In krummlinigen Gittern bieten sich verschiedene Alternativen fir die Komponenten der Geschwindig-
keit und die Plazierung der Vanablen im Gitter an. In verschiedenen Arbeiten wurden zahlreiche Alter-
nativen vorgeschlagen und untersucht, z.B. Schonung (1991) und Shih et.al. (1989). In der Mehrzahl
der Arbeiten haben sich im wesentlichen zwet Verfahren durchgesetzt: kontravariante physikalische Ge-
schwindigkeitskomponenten in einer versetzten Anordnung und kartesische Geschwindigkeitskoordina-
ten in einer zellenzentrierten Anordnung (siche Bild 2.3).

Verfahren mit kontravarianten physikalischen Geschwindigkeitskomponenten in  versetzten Vari-
ablenanordnungen wurden fiir schiffbauliche Anwendungen von Chen et.al. (1989), Tsabiras and
Loukakis (1989), Oh et.al. (1989) und Masuko and Ogiwara, S. (1989) benutzt.

Bild 2.3: Krummlinige Gitterzelle mit kontravarianten und kartesischen Geschwindigkeitskomponenten

Piquet, J. and Visonneau, M. (1989) beschrieben ein Verfahren zur Berechnung von Schiffsumstrs-
mungen und verwendeten darin kartesische zellenzentrierte Geschwindigkeitskomponenten.

Im Vergleich bieten kontravariante versetzte Geschwindigkeitskomponenten eine einfache Behandlung
der Randbedingungen und vermeiden Druckoszillationen. In den Impulserhaltungsgleichungen treten
aber zuséatzliche Krimmungsterme auf. Kartesische, zentriert angeordnete Geschwindigkeitskomponen-
ten vermeiden diese Krimmungsterme und vereinfachen zudem die Indizierung der Gittervariablen. Die
Behandlung von Rindern des Stromungsgebietes ist allerdings komplizierter, und zur Vermeidung von
Druckoszillationen miissen spezielle Interpoationstechniken fiir die Fliisse iiber die Rinder der Diskreti-
sierungszellen angewendet werden. Diese und eine Reihe weiterer Vor- und Nachteile der jeweiligen
Geschwindigkeitsnotationen gleichen sich in etwa aus. Wenn allerdings ein Mehrgitterverfahren - wie
weiter unten beschrieben - fur die Beschleunigung der iterativen Gleichungslosung benutzt wird, iber-
wiegen die Vorteile der kartesischen gitterzentrierten Geschwindigkeitsnotation. Die bei Mehrgitterver-
fahren notwendige Ubertragung von Gittervariablen auf unterschiedliche Gitterebenen erfolgt in zen-
trierten Gittern fiir alle Variablen mit dem gleichen Interpolationsalgorithmus, was eine erhebliche Ver-
einfachung mit sich bringt. Eine wettere Vereinfachung entsteht dadurch, daB die Basisvektoren kartesi-
scher Geschwindigkeitskomponenten auf unterschiedlichen Gitterebenen konstant bleiben, was bei kon-
travarianten Geschwindigkeitskomponenten nicht zutrifft.

Als SchluBifolgerung dieser Betrachtung wird in dem vorliegenden Verfahren die zellenzentrierte karte-
sische Notation der Geschwindigkeiten gewahlt.

Das hier vorgestellte Verfahren berechnet Umstrémung von Pontons und kleinen Booten. Bei einer mitt-
leren Fahrzeuglinge von etwa 10 m und einer Geschwindigkeit zwischen 1 und 4 m/s ist dic Rey-
noldszahl damit in der GroBenordnung von 107, d.h. die Strémung ist turbulent. Wie in diesen Fallen
uiblich werden die Navier-Stokes-Gleichungen daher nur fiir die zeitgemittelten Strémungsvariablen ge-
lost. Die in den zeitgemittelten Impulserhaltungsgleichungen auftretenden Zusatzterme, die die
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turbulente Fluktuation beriicksichtigen - die sogenannten Reynoldsspannungen - werden meist mit der
Wirbelviskosititshypothese angendhert. Dabei wird die turbulente Fluktuation durch eine zusétzliche
turbulente Viskositit beriicksichtigt. Die vorliegende Arbeit folgt diesem Ansatz.

Es werden zwei verschiedene Verfahren fiir die Berechnung der turbulenten Viskositét untersucht. Das
bekannte k-e-Turbulenzmodell, das die Losung von Transportgleichungen fir die turbulente kinetische
Energie und ihre Dissipationsrate verlangt und grundlegend von Launder und Spalding (1974) be-
schrieben wird, wurde bereits mehrfach fiir dic Berechnungen von Schiffsumstromungen eingesetzt,
z.B. Masuko and Ogiwara (1989) und Tsabiras and Loukakis. (1989). Obwohl das k-e-Modell bereits
mehrfach erweitert worden ist, um fiir bestimmte Anwendungen eine hoéhere Genauigkeit zu erzielen,
z.B. Launder und Leschziner (1992), verwenden die Verfahren fiir die Berechnung von Schiffsumstro-
mungen in der Regel das Standardmodell.

Sogenannte algebraische Turbulenzmodelle bestimmen die turbulente Viskositit ohne die Losung von
Transportgleichungen. Sie erleichtern die Berechnung turbulenter Stromungen daher sehr. Cebeci and
Smith (1978) beschrieben ein inzwischen vielfach eingesetztes algebraisches Turbulenzmodell, das von
Cebeci et. al. (1989) in modifizierter Form auch fiir die Berechnung von Schiffsumstrémungen benutzt
wurde. Bei diesem Modell wird eine Abschatzung der Dicke der Grenzschicht als bekannt vorausge-
setzt. Baldwin and Lomax (1978) modifizierten den Ansatz von Cebeci und Smith, so daB auf die
Kenntnis der Grenzschichtdicke verzichtet werden kann. In der Arbeit von Stock and Haase (1989)
wurden beide Modelle mitcinander verglichen und bewertet. Obwohl sich in diesem Vergleich zeigte,
daB abgeloste Stromungen bei Cebeci besser wiedergegeben werden, wurde das Verfahren von
Baldwin-Lomax vorgezogen, da es durch den Wegfall der Grenzschichtdicke bedeutend einfacher zu
implementieren ist.

In der vorliegenden Arbeit werden die beiden Turbulenzmodelle - 4-€ und Baldwin-Lomax - untersucht
und miteinander verglichen. Der Vergleich beschrankt sich auf zweidimensionale Stréomungen ohne
freic Oberflache und dient als Entscheidungshilfe, welches Turbulenzmodell fiir die dreidimensionalen
Berechnungen implementiert werden sollte.

Folgende Randbedingungen werden beriicksichtigt: am Einstromrand werden die Geschwindigkeit und
Turbulenzparameter vorgegeben. Am Ausstromrand werden verschwindende Normalengradienten der
Geschwindigkeit angenommen. Fiir die turbulente kinetische Energie wird angenommen, daB ihre Ande-
rungen hier nur durch die Dissipationsrate verursacht werden. An den seitlichen Begrenzungen des Be-
rechnungsgebietes wird dic randnormale Geschwindigkeitskomponente wie auch die Anderung der
wandparallelen Geschwindigkeitskomponenten in Wandnormalenrichtung Null gesetzt.

Auf der Schiffskorperoberflache und in einigen Féllen auch am Gewiésserboden wird das logarithmische
Wandgesetz benutzt, um e¢ine Randbedingung aufzustellen, statt die Haftrandbedingung direkt zu erfiil-
len, siche White (1974) . Ein wesentlicher Vorteil des logarithmischen Wandgesetzes liegt darin, daB in
der Nihe der Winde eine grobere Diskretisierung ausreicht. Die direkte Erfullung der Haftrandbedin-
gung in Verbindung mit einem dann erforderlichen Low-Reynoldsnumber-Turbulenzmodell verlangt ei-
ne feinere Diskretisicrung in Wandnihe und fiihrt in der Regel zu sehr ungiinstigen Seitenverhéltnissen
der Diskretisierungszellen. Beides erschwert die numerische Losung der Erhaltungsgleichungen. Loga-
rithmische Wandfunktionen erlauben zudem eine einfache Beriicksichtigung rauher Wénde, wenn Rau-
higkeitselemente die viskose Unterschicht iiberragen.

Bei der numerischen Implementation des Wandgesetzes wurde ein neuer Weg beschritten. Die sich aus
dem Wandgesetz ergebende Wandschubspannung kann in der herkdmmlichen Form nicht direkt, son-
dern nur iterativ bestimmt werden. Mit einer einfache Approximation der logarithmischen Wandfunk-
tion und der Einfuhrung einer o6rtlichen, mit dem Wandabstand gebildeten Reynoldszahl wird eine



explizite Berechnung der Wandspannung ermoglicht, die das Losungsverfahren vereinfacht und
beschleunigt.

An der freien Wasseroberflaiche miissen zwei Randbedingungen beriicksichtigt werden. Die dynamische
Randbedingung besagt, daB der Druck an der freien Wasseroberfliche gleich dem Luftdruck ist. Die ki-
nematische Randbedingung besagt, daB keine Flussigkeit durch die freie Wasseroberflache hindurch-
tritt. Die iiberwiegende Zahl der Losungsverfahren fiir viskose Schiffsumstrémungen vernachlissigt die
dynamische Randbedingung und ersetzt die kinematische durch einen Symmetrierand, d.h. der tiefge-
tauchte Doppelrumpf wird simuliert. Der Symmetrierand wird wie die seitlichen Begrenzungen des
Strémungsgebietes behandelt.

Erhaltungsgleichungen fiir Impuls, Masse und ggf. Turbulenzparameter werden in einem krummlinigen
nichtorthogonalen strukturierten Gitter diskretisiert. Die partiellen Ableitungen werden dabei beziiglich
der kontravarianten Ortskoordinaten des durch das Gitter beschriebenen krummlinigen Koordinatensy-
stems gebildet. Sie werden mit zentralen Finite-Differenzen-Formeln zweiter Ordnung fiir den diffusi-
ven Anteil und mit einem Flux-Blending-Schema fiir den konvektiven Term diskretisiert. Bei letzterem
wird die erste Ableitung mit einem gewichteten Mittel aus Aufwind-Differenzen erster Ordnung und
zentralen Differenzen zweiter Ordnung diskretisiert.

Bei einer niedrigen Ordnung des Konvektionstermes entstehen bekannterweise Verfalschungen der Lo-
sung durch numerische Diffusion. Finite-Differenzen-Formeln héherer Ordnung vermeiden dies Pro-
blem. Fiir stationdre inkompressible Stromungen wird sehr hiaufig das QUICK-Verfahren von Leno-
nard (1977) verwendet, das auch bereits fiir die Berechnung von Schiffsumstromungen benutzt wurde,
Zhu et.al. (1989). Das QUICK-Schema ist nicht unproblematisch. Es verlangt starke Unterrelaxation
der Impulsgleichungen, um zu einem stabilen, mit iterativen Verfahren leicht zu 16senden Gleichungssy-
stem zu kommen. Auch miissen verschiedene Terme der QUICK-Differenzenformel explizit behandelt
werden, um eine schlanke Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems zu erhalten, was das Konver-
genzverhalten des Losungsverfahrens weiter verschlechtert.

Im vorliegenden Verfahren wird daher die sogenannte Defekt-Korrektur benutzt. Dabei werden in den
diskretisierten Erhaltungssétzen konvektive Terme mit finiten Differenzen erster Ordnung implizit be-
rechnet. Explizit wird der mit finiten Differenzen erster Ordnung berechnete konvektive Term wieder
abgezogen und der mit finiten Differenzen zweiter Ordnung berechnete konvektive Term hinzugefiigt.
Dabei erhilt man fiir die Losung des Gleichungssystems eine schlanke Koeffizientenmatrix mit guter
Konditionierung und im konvergierten Berechnungszustand eine zweiter Ordnung genaue Diskretisie-
rung der konvektiven Anderung. Aus Stabilitits- und Laufzeitgriinden wird in der Praxis allerdings eine
Diskretisierung des Konvektionstermes vorgesehen, die aus einem gewichteten Mittel aus zentralen und
Stromauf-Differenzen besteht.

Nach erfolgter Diskretisierung der Stromungsparameter und Einsetzen der finiten Differenzen in die Er-
haltungsgleichungen fiir Impuls und Masse ergeben sich algebraische Gleichungssysteme. Bei dem hier
benutzten Druckkorrekturverfahren wird die Massenerhaltungsgleichung durch eine Druckkorrektur-
gleichung ersetzt, die sich aus den Impulsgleichungen und der Massenerhaltungsgleichung ergibt. Das
allgemeine Losungsverfahren folgt dem SIMPLE-Schema, Patankar (1980). Die Impulsgleichung wird
linearisiert und dann mit einem geschitzten Druckfeld naherungsweise geldst. Danach wird die Druck-
korrekturgleichung gelost und die Driicke dann korrigiert. Der Druckkorrektur entsprechend wird die
Geschwindigkeit korrigiert. An diese Berechnung schlieBt sich die Berechnung der Turbulenzparameter
an. Wegen der Nichtlinearititen und der notwendigen Unterrelaxation wird dieser Vorgang wiederholt,
bis die Residuen der Erhaltungsgleichungen geniigend klein sind.

Zahlreiche Verbesserungen des urspriinglichen SIMPLE-Algorithmus wurden von verschiedenen Auto-
ren beschrieben, z.B. Issa (1986) und Patankar and Spalding (1972). Die Vorteile der einzelnen Va-
rianten des SIMPLE-Schemas sind jedoch uneinheitlich und sehr stark problemabhéngig. Es zeigt sich,
daB das SIMPLE-Verfahren mit einer optimalen Wahl der Unterrelaxationsparameter fiir Druck und

-5-



Geschwindigkeit nur schwer zu ubertreffen ist. Im vorliegenden Verfahren wurde lediglich eine Erwei-
terung des SIMPLE-Verfahrens implementiert und getestet: das SIMPLEC-Verfahren von Van Door-
mal und Raithby(1984) verlangt im Vergleich zum Basisverfahren fast keinen zusatzlichen Rechen-
aufwand. In Stromungen mit starkem WandeinfluB reduziert es die Anzahl der erforderlichen globalen
Iterationszyklen nennenswert.

Bei Stromungen, die sich im wesentlichen in eine Hauptrichtung ausbreiten und bei der Stérungen einer
stationdren Strémung sich nur wenig gegen die Stromungsrichtung ausbreiten, werden haufig sogenann-

te nartiell naraholische T dsungsansitze verfolet. z.B. {-Ioekstra und Raven (1985). In der vorliegenden
mungsverhaitnisse auftreten, dic die e der Storungstortptlanzung nur m ¢mne Kichtung nicht

erfiillen.

Innerhalb der SIMPLE- bzw. SIMPLEC-Iterationszyklen werden fiir die Erhaltungsgleichungen lineari-
sierte Gleichungssysteme gelost. Mehrere iterative Losungsverfahren wurden getestet: Successive Over-
relaxation (SOR), Linien-Relaxation bzw. Linien-Gauss-Seidel (LGS) und Alternative Direction Impli-
cit (ADI). Es zeigte sich aber, daB alle genannten Verfahren nicht mit der unvollstindigen LU-
Zerlegungsmethode nach Stone (1968) konkurrieren kénnen, die sowohl das beste Konvergenz- als
auch Glattungsverhalten hatte. Fiir dreidimensionale Stromungen, d.h. Koeffizientenmatrizen des linea-
ren Gleichungssystems mit sechs Nebendiagonalen, wird vorgeschlagen, das urspriinglich fiir Koeffi-
zientenmatrizen mit vier Nebendiagonalen beschriebene Stone'sche SIP-Verfahren (Strongly Implicit
Procedure) sukzessiv fur alle diskreten Ebenen eines dreidimensionalen Gebietes zu 16sen, Schonung
(1991). Im vorlicgenden Verfahren wird allerdings das SIP-Verfahren fiir die Berechnung von Glei-
chungssystemem mit sechs Nebendiagonalen erweitert. Es zeigt sich, daB dieses Verfahren insbesondere
in stark inhomogenen Koeffizientenmatrizen, d.h. in Diskretisierungsnetzen mit stark variierender Ma-
schenweite, iiberlegenes Konvergenzverhalten hat.

Als weiteres Verfahren zur Beschleunigung sowohl der inneren Iterationen (Losung der linearisierten
Erhaltungsgleichungen) als auch der globalen Iteration (sukzessives wiederholtes Losen der Impulser-
haltungsgleichungen, der Druckkorrekturgleichungen und der Turbulenzgleichungen) im SIMPLE-
Schema wurden Mehrgitterverfahren eingesetzt. Mehrgitterverfahren wurden grundlegend zum Beispiel
von Stiiben und Trottenberg (1981) und Hackbusch (1985) beschrieben. Brand (1984) beschreibt die
Anwendung von Mehrgittermethoden in der numerischen Strémungsmechanik.

Anders als in den genannten Verdffentlichungen ist fur die vorliegende Anwendung der Pontonumstré-
mung cin Mehrgitterverfahren fiir turbulente Stromungen in krummlinigen Gittern erforderlich. Lien
und Leschziner (1992) beschreiben ein Finite-Volumen-Verfahren, das in drei Dimensionen turbulente
Stromungen berechnet. Uber die Implementation des Mehrgitteralgorithmusses ist in diesem Aufsatz al-
lerdings sehr wenig enthalten. Das hier implementierte Verfahren lehnt sich an die Arbeit von Peric
et.al (1989) an. Sie beschrieben ein Verfahren fiir zweidimensionale turbulente Strémungen in einem
orthogonalen Gitter und berechneten damit die Strémung um eine riickwarts-springende Stufe. Die Er-
weiterung fiir den vorliegenden Fall der raumlichen Stromung in krummlinigen Gittern folgt theoretisch
unmittelbar aus dem Verfahren fur ebene Stromungen. Lediglich der Interpolation von Korrekturen
vom groben auf das feine Gitter - der Prolongation - mu8 besondere Aufmerksamkeit gewidmet werden.

Das Verfahren von Peric et.al. benutzt als Glétter auf allen Gitterebenen den SIMPLE-Algorithmus.
Dies beinhaltet die Losung der (linearisierten) Druckkorrekturgleichung. Testrechnungen zeigen, dal
der Genauigkeitsgrad, mit der die Druckkorrekturgleichung geldst wird, von erheblicher Bedeutung fiir
das globale Konvergenzverhalten ist. Fir eine genaue Losung der Druckkorrekturgleichung ist der Re-
chenaufwand jedoch erheblich. Aus diesem Grund wurde im vorliegenden Verfahren fiir die Losung der
Druckkorrekturgleichung ein Mehrgitter-Korrekturschema vorgesehen. Das Mehrgitterschema ist damit
in der gleichen Weise geschachtelt wie der SIMPLE-Algorithmus. Die globale Iteration des SIMPLE-



Algorithmus wird mit einem "Full Approximation Scheme” beschleunigt, wihrend die innere Iteration
zur Berechnung der Druckkorrektur mit einem Mehrgitter-Korrekturschema beschleunigt wird.

Die im vorliegenden Verfahren eingesetzte Mehrgittermethode ist damit ein "Full Approximation Sche-
me" mit einem eingebetteten "Correction Scheme".

Zusammenfassung:

Formulierung der Erhaltungsgleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden in einem beliebigen nichtorthogonalen Koordinatensystem
formuliert, d.h. die partiellen Ableitungen werden nach den kontravarianten Ortskoordinaten gebil-
det. Es werden kartesische Geschwindigkeitskomponenten benutzt.

Die Erhaltungsgleichungen werden in einem krummlinigen dreidimensionalen Gitter diskretisiert.
Die Variablenanordnung ist zentriert.

Turbulente Effekte werden mit der Wirbelviskosititshypothese beriicksichtigt. Als Turbulenzmodell
werden das k-e-Modell und das algebraische Modell von Baldwin-Lomax implementiert.

Die partiellen Ableitungen werden mit Finite-Differenzen-Formeln erster bis zweiter Ordnung fiir
den konvektiven und zweiter Ordnung fiir den diffusiven Anteil gebildet.

Das allgemeine Losungsverfahren folgt dem SIMPLE-Schema. Ein SIMPLEC-Schema wird eben-
falls benutzt.

Als iterativer Loser fur die linearen Gleichungssysteme wird eine dreidimensionale Variante des
SIP-Verfahrens von Stone angewendet.

Zur Beschleunigung der iterativen Losung wird ein Mehrgitterverfahren eingesetzt. Es besteht aus
einem "Full Approximation Scheme" fur die SIMPLE-Iteration mit einem eingebetteten "Correction
Scheme " fur die Beschleunigung der inneren Iteration innerhalb der globalen SIMPLE-Iteration.



3 Erhaltungsgleichungen

In diesem Kapitel werden die zu 16senden Erhaltungsgleichungen und ihre Randbedingungen hergeleitet
bzw. beschrieben. Dies sind die Erhaltungsgleichung fiir eine kartesische Komponente des Impulses
(Impulsgleichung), die Druckkorrekturgleichung sowie Transportgleichungen fiir die turbulente kineti-
sche Energic und ihre Dissipationsrate (k-Gleichung und e-Gleichung). Partielle Ableitungen werden
dabei in einem krummlinigen nichtorthogonalen Koordinatensystem nach den kontravarianten Ortskoor-
dinaten gebildet.

3.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Firr die Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen mit den notwendigen Transformationen in ¢in
krummliniges Koordinatensystem ist die Tensorrechnung sehr hilfreich. Die wichtigsten hier angewen-
deten Schreibweisen und Rechenregeln der Tensorrechnung sind im Anhang beschrieben. In den folgen-
den Gleichungen wird insbesondere zwischen Tensoren und Tensorkomponenten unterschieden. Eine als
Tensor bezeichnete Grofe setzt sich immer aus seinen Tensorkomponenten und den dazugehdérenden
Basisvektoren zusammen. Diese Unterscheidung ist notwendig, da zwei verschiedene Koordinatensyste-
me benutzt werden: die Impulserhaltungsgleichung wird fiir kartesische Komponenten der Geschwin-
digkeit erfiillt. Dabei sollen aber alle partiellen Ableitungen nach den Ortskoordinaten eines krummlini-
gen Koordinatensystems gebildet werden.

Dic Navier-Stokes-Gleichungen fur inkompressible Stromungen mit konstanter Dichte des Strémungs-
mediums lauten in Koordinatensystem-invarianter Schreibweise:

2u+V (uu-1)=-Vp+f (3.1)
V-u=0 (3.2)

mit
T=v(Vu+(Vu)?) (3.3)

Dabei ist u der Geschwindigkeitsvektor (ein einstufiger Tensor), T ist der durch die Dichte geteilte
(zweistufige) Spannungstensor, p ist der durch die Dichte geteilte Druck und f ist eine massenormierte
Korperkraft, zum Beispiel die Erdbeschleunigung.

3.2 TImpulsgleichung

Aus (3.1) wird eine Erhaltungsgleichung fiir eine kartesische Komponente des volumenspezifischen,
durch die Dichte dividierten Impulses (d.i. Geschwindigkeitskomponente) abgeleitet. Im folgenden wird
von einer stationiren Stromung ausgegangen.

In einem beliebigen Koordinatensystem mit den kovarianten Basisvektoren g; und den kontravarianten
Basisvektoren g/ wird fiir den Nabla-Operator die Bezichung V =g’ 9/0{’ mit der krummlinigen Orts-
koordinate {’ benutzt. Man erhilt dann (siche Anhang A):

Vu =g, V-uu=g' (uu),, Vp=gp,;

(Vu)' =u, g V-Vu=g/ - (g'y,,),, V-(Vu)' =g/ (u,:g"),,



Mit der Jakobischen J und den Hilfsbeziehungen (Jg’),; = 0 erhilt man fur die einzelnen Terme in (3.1)
(eine detaillierte Herleitung mit den gebrauchlichen Konventionen der Tensoralgebra und -analysis be-
findet sich im Anhang):

Vp=gp, (3.4)

V- (uu)=1Jg - uu),, (3.5)
V- (Vu) = 3(Jg'u, ), (3.6)
V- (Vu)'=3(Jg" u,g),; (3.7)

Man setze (3.3) in (3.7) und anschlieBend (3.5) (3.6) und (3.7) ein, multipliziere diese Gleichung mit J
und bringe Teile des Diffusionstermes auf die rechte Seite. Damit wird aus der Impulsgleichung (3.1)
fiir den stationéren Fall:

Jg -uu-Jvgiu, ), ==Jgp, +Jf+ (Jvg -u,;g),; (3.8)
Dies ist nach wie vor eine Vektorgleichung. Um sie zu losen, muB sie komponentenweise geschrieben
werden. Dic Wahl der zu diesen Komponenten gehdrenden Basisvektoren ist vollig frei und muf keines-
falls mit dem Koordinatensystem g, iibereinstimmen, das zur Bildung der Ableitungen benutzt wird. Der
Grund fur diese Form der Herleitung ist vielmehr, daB kartesische Geschwindigkeitskomponenten be-
rechnet werden sollen, also Komponenten mit den rechtwinkelig aufeinanderstehenden Einheitsbasisvek-
toren e', e’ und €’. Da diese konstant sind, kénnen sie aus den partiellen Ableitungen herausgezogen
werden.
Fiir eine kartesische Komponente des Impulses #* lautet die Impulsgleichung also:
(Jg -uut-Jt%),, =-Jg'-e*p, i+ Jf- e + (Jvg - u, ;g e"),, (3.9)
mit:
Tk =vgiuk (3.10)
Die Tensorkomponenten t# diirfen nicht mit den Komponenten des Tensors 1 in (3.3) verwechselt wer-
den, da erstere nicht den konjugierten Geschwindigkeitsgradienten enthalten. Die Divergenzbedingung
(3.2) fuhrt auf:
Jg -exur),; =0 (3.11)

Betrachtung der GroéBenordnung der einzelnen Terme in (3.9):

Bei der numerischen Losung von (3.9) ist eine Abschitzung der GroBenordnung der einzelnen Sum-
menterme sehr hilfreich. Von Bedeutung ist ein Vergleich der GréBenordnung des konvektiven und des
diffusiven Anteils, dic GréBenordnung der Kreuzableitungen und der Terme der rechten Seite von (3.9).



Konvektiver Anteil vs. diffusiver Anteil: Die numerische Losung von (3.9) wird dadurch erschwert, daB3
der Diffusionsterm in der Gleichung im iberwiegenden Bereich des Berechnungsgebietes sehr viel klei-
ner ist als der Konvektionsterm. Er bestimmt aber die Ordnung der Differentialgleichung, d.h. er enthalt
die hochsten Ableitungen. Lediglich in Wandnéhe ist der Diffusionsterm nicht klein. Man begegnet die-
sem Problem mit einer entsprechend feineren Diskretisierung in Wandnihe. Verschiedene Verfahren
nutzen die Randbedingung, daB sich der Druck in Wandnéhe nicht so stark dndert wie die Geschwindig-
keit, siche Tsabiras und Loukakis(1989). Hiervon wird im vorliegenden Verfahren jedoch nicht
ausgegangen.

Kreuzableitungen: Im Diffusionsterm treten zweifache Ableitungen auf:

(Jvgiuk, ), i (3.12)

Di¢ Ableitungen, die sich aus 7 #; ergeben, werden Kreuzableitungen genannt. Sie verschwinden in ei-
nem rechtwinkligen Koordinatensystem, da dort g?=0 bei i #;. In einem fast rechtwinkligen Koordina-
tensystem - wovon im folgenden ausgegangen wird - ist der Anteil des Diffusionstermes, der sich aus
den Kreuzableitungen ergibt, klein, da hier gilt: g¥ << g” fiiri #;.

Transponierter Geschwindigkeitsgradient im Diffusionsterm: Unter der Annahme, daB die Viskositit
konstant ist, kann diese vor die Differentiale gezogen werden. Es verbleibt der Ausdruck:

V- (Vu)’ (3.13)

Er ist null (die Herleitung befindet sich im Anhang), d.h. bei konstanter Viskositit verschwindet die dif-
fusive Anderung durch den transponierten Geschwindigkeitsgradienten. Fiir kleine Gradienten der Vis-
kositit ergibt sich damit die SchluBfolgerung, dal der Anteil des Diffusionstermes, der sich aus dem
transponierten Geschwindigkeitsgradienten ergibt, sehr viel kleiner ist, als der aus dem nicht transpo-
nierten Geschwindigkeitsgradienten. Auch bei der Berechnung turbulenter Strémungen war der Aus-
druck stets so klein, daB eine explizite Berechnung weder zu Stabilititsproblemen noch zu erheblichen
Laufzeitveranderungen fiihrte.

3.3 Druckkorrekturgleichung

Die Berechnung der Geschwindigkeitskomponenten mit (3.9) kann erfolgen, wenn der Druck bekannt
ist. Berechnet man die Geschwindigkeitskomponenten mit einem geschitzten Druck, muf dieser im An-
schluB korrigiert werden. AuBerdem muB auch die Geschwindigkeit korrigiert werden, um den
Massecrhaltungssatz (3./1) zu befriedigen. Die Gleichungen zur Korrektur des Druckes und der Ge-
schwindigkeit werden im folgenden hergeleitet.

Nach der Berechnung der Geschwindigkeitskomponenten mit (3.9) ist in der Regel die Divergenzbedin-
gung V - u =0 verletzt, d.h. sie ist nur mit einer geeigneten Korrektur der Geschwindigkeitskomponen-
ten u* erfiillt:

Jg - er(u*+u*)),, =0 (3.14)
Die Korrelation zwischen einer Korrekturgeschwindigkeit und einer dazu gehérenden Druckkorrektur
erhilt man aus (3.9). Fiir eine kleine Korrektur des Druckes p berechnet sich die entsprechende Korrek-

tur einer Geschwindigkeitskomponente #* mit:

L®(@y=-Jg - e*p,, (3.15)
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Dies ist die Geschwindigkeitskorrekturgleichung, in der L* der Differentialoperator fiir die konvektive
und diffusive Anderung der Impulskomponente #* in (3.9) ist, d h.L®(u¥) = (Jg' -uu* — Jvgiu*, ), ;. Mit
der Klammerung des Indexes £ wird L als ein Operator auf die einfach kontravariante Tensorkompo-
nente #* bezeichnet, L®(1*) ist also keine zweifach kontravariante Tensorkomponente. Die Gleichung
zur Bestimmung der Druckkorrektur p erhilt man durch Einsetzen von (3.75) in (3.14):

Jg e L) Jg e P, = (Jg - ecut),, (3.16)

Dies ist die Druckkorrekturgleichung. Auf der linken Seite treten neben geometrischen GréBen nur die
unbekannte Druckkorrektur auf. Die rechte Seite ist der (mit der konstanten Dichte normierte) Masse-
defekt, der sich nach einer Berechnung der Geschwindigkeiten mit (3.9) ergibt.

Zur Berechnung der Geschwindigkeit und des Drucks in einem Berechnungsgebiet berechnet man zu-
nichst die Geschwindigkeiten mit einem geschéitzten bzw. aus der letzten Iteration stammenden Druck.
Anschliefend wird mit (3./6) die Druckkorrektur berechnet. Mit (3.15) wird dann die Korrekturge-
schwindigkeit berechnet. Die Druckkorrektur p wird zum Druck p und die Korrekturgeschwindigkeit
#* zur Geschwindigkeit #* addiert.

3.4 Turbulenzmodellierung

Grundsitzlich sind die beschriecbenen Erhaltungsgleichungen auch fir turbulente Strémungen giiltig.
Um aber mit (3.9) und (3.76) turbulente Stromungen zu berechnen, miifite man das Berechnungsgebiet
sehr fein auflésen, was zu sehr groBen Gleichungssystemen fithren wiirde. Zum heutigen Zeitpunkt kén-
nen mit den leistungsfahigsten zur Verfiigung stehenden Rechnern Strémungen mit einer Reynoldszahl
in der GroBenordnung von 10* direkt mit den beschriebenen Erhaltungssétzen berechnet werden.

Bei praktischen ingenieurmaBigen Stromungsproblemen wie dem vorliegenden der Pontonumstrémung
treten allerdings Reynoldszahlen in der GroBenordnung von 107 und dariiber auf. Es stehen auBerdem
nur Rechenmaschinen der mittleren Leistungsklasse zur Verfugung.

In diesem Fall begniigt man sich damit, zeitgemittelte GroBen der Stromungsparameter Geschwindig-
keit und Druck zu berechnen. Fithrt man in die Impulsgleichung fiir die aktuelle Strémungsgeschwin-
digkeit die Summe aus ciner zeitgemittelten Stromungsgeschwindigkeit und einer zusétzlichen turbulen-
ten Fluktuation #° ein, deren Mittelwert verschwindet, dann entsteht in (3.7) ein zusétzlicher Term, der
den gemittelten Impulstransport durch die turbulente Fluktuation angibt:

V-(uu-1)=-Vp+f+V-R (3.17)

In dieser Gleichung sind w,7,fundp jetzt zeitgemittelte GroBen und R ist der sogenannte
Reynoldsspannungstensor:

R=—4'1 ee; (3.18)

(3.17) wird auch Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichung (RANSE - Reynolds Averaged Navier
Stokes Equation) genannt. Will man sie 16sen, wird eine Bestimmungsgleichung fiir R benotigt. Es las-
sen sich exakte Transportgleichungen fiir die Reynoldsspannungen herleiten, doch 146t sich zeigen, daBl
diese ohne empirische Modellannahmen nicht zu bestimmen sind.

Die verbreitetsten Turbulenzmodelle basieren auf der sogenannten Wirbelviskosititshypothese. In die-
ser wird angenommen, daB der Reynoldsspannungstensor wie der viskose Spannungstensor von der
Geschwindigkeit u abhéngt:
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R = vr(Vu+(Vu)?) — 2k5% e;e; (3.19)

Hier ist vy die ortsabhingige turbulente Viskositit, u dic zeitgemittelte Geschwindigkeit, £ die
turbulente kinetische Energie pro Massenecinheit und 8* das Kroneckersymbol. Der zweite Term in
(3.19) stellt sicher, daB die halbe Summe der Normalspannungen 3#'%’ die turbulente kinetische Ener-

gie k ergibt.
Setzt man (3.19) in(3.9) ein, ergibt sich:
Jg -uuk-J1*),, = (3.20)
—Jg' -efp, i +Jf-ef + (J(v+vr) g -u, ;g -eb); - %(Jg" et k),
Tk = (v+vr) giuk,; (3.21)

Mit (3.20) werden die Impulsgleichungen fiir die drei mittleren Impulskomponenten in turbulenten Stro-
mungen berechnet. Zur Berechnung der turbulenten Viskositiat vy werden sogenannte Turbulenzmodel-
le herangezogen, die einen teilempirischen Ansatz fiir vy beschreiben. In dem vorliegenden Verfahren
wurden zwei verschiedene Turbulenzmodelle benutzt und miteinander verglichen: das k-e-Modell und
das Baldwin-Lomax-Modell.

3.4.1 k-e-Turbulenzmodell

Das k-e-Turbulenzmodell ist das bei der Berechnung turbulenter Stromungen verbreitetste Modell. Es
wurde grundlegend von Launder und Spalding (1974) beschrieben. In ihm wird die turbulente Viskosi-
tit mit Hilfe der turbulenten kinetischen Energie & und ihrer Dissipationsrate € berechnet:

2

vr=c1 & (3.22)

¢, ist eine Konstante. Die turbulente kinetische Energie und ihre Dissipationsrate werden mit folgenden
Transportgleichungen berechnet:

V. (k—-cyvrVk) =G-¢ (3.23)

2

V. (ue —c3vrVe) = C4§G — 65% (3.24)

¢, , ¢y, ¢, und ¢ sind Konstanten und G ist die Produktionsrate turbulenter kinetischer Energie. In dem
hier vorgestellten Berechnungsverfahren wurde der Standardsatz an Koeffizienten ¢, bis ¢, benutzt:

Konstanten im Turbulenzmodell

¢ C; C; ¢y Cs

0.09 1.0 0.769 1.44 1.92

Die Transportgleichungen fir £ und € werden in dhnlicher Weise umgeformt, so daB partielle Ableitun-
gen nach der kontravarianten Ortskoordinate eines krummlinigen Koordinatensystems gebildet werden.

Mit V=g 52— und (Jg'), ; =0 erhalt man:

(Jg -uk),; = (Jglcavrk,)),i + J(G—¢) (3.25)
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und (Jg'-ue),; = (Jglcs vrE,)), +J(C4%G—c5%) (3.26)

Die Produktionsrate G der turbulenten kinetischen Energie entspricht der Energiedissipation der mittle-
ren Hauptstromung durch die Reynoldsspannungen. Man erhalt aus der Energiebilanzgleichung (siche
z.B. White (1974) oder Hirsch (1988)):

G=@r-V)-u (3.27)

Der zweistufige Tensor Tr ist der mit der turbulenten Viskositit gebildete Spannungstensor, d.h. der
Reynoldsspannungstensor ohne die Korrektur der kinetischen Energie:

Tr= VT(Vu + (Vu)T) (3.28)

(3.27) mit (3.28) muf} so umgeformt werden, daB partielle Ableitungen in einem krummlinigen Koordi-
natensystem gebildet werden konnen. Dazu wird der Geschwindigkeitsgradient umformuliert:

Vu=g'u,,=g'gi(u,;-g")ge=g"n,;-g" gigk

In dem letzten Ausdruck sind die Basisvektoren des Tensors g;g. rechts zusammengefait. Analog er-
gibt sich fiir den transponierten Geschwindigkeitsgradienten:

(Vu)' =ghu,; g’ gige
Daraus folgt:
(Vu + (Vu)T) V=glu,; g* (gigz—k + gk%)
und schlieBlich:

G=vrgiu,;-g*(g ur+ge-u,,) (3.29)

Die Transportgleichungen fiir £ und ¢ sind nichtlinear. Im Gegensatz zu den Impulsgleichungen ist hier
jedoch der konvektive Anteil linear, der diffusive Anteil und der Quellterm sind nichtlinear.

3.4.2 Turbulenzmodell von Baldwin und Lomax

Das Turbulenzmodell von Baldwin and Lomax (1978) ist ein algebraisches Modell, d.h. es miissen kei-
ne Transportgleichungen gelost werden. Der Verzicht auf Transportgleichungen vereinfacht die Berech-
nung der turbulenten Viskositit erheblich, ist aber zugleich auch ein groBer Mangel algebraischer Tur-
bulenzmodelle. Auf dem Turbulenztransport beruhende Phinomene koénnen damit nicht beriicksichtigt
werden.

Das Turbulenzmodell von Baldwin und Lomax lehnt sich an das Modell von Cebeci and Smith (1978)
an, die damit auch Umstrémungen um Schiffskérper berechnen. Im Gegensatz zu dem Turbulenzmodell
von Cebeci et.al. erfordert das Modell von Baldwin und Lomax aber nicht die Berechnung der Grenz-
schichtdicke. Es ist damit fir Losungsverfahren fiir die reynoldsgemittelte Navier-Stokes-Gleichung
besser geeignet.

In dem Turbulenzmodell von Baldwin und Lomax wird der wandnahe Bereich des Berechnungsgebietes
in eine innere und eine duBere Region aufgeteilt. Die innere Region ist der Bereich in der Nihe einer
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Wand mit Haftbedingung. In diesem Bereich wird die turbulente Viskositit mit einer Lingenskala -
Formel berechnet:

+ 2
v = (Ky(l —e—f?)) [V X ul (3.30)

In dieser Gleichung sind K die v.Karman - Konstante, 4* die Ackermann - Konstante und y der Wan-
dabstand. y* =y /s /v ist der mit der Wandschubspannung T, und der Viskositit v gebildete dimen-
sionslose Wandabstand und |V x u| ist der Betrag der Rotation der Geschwindigkeit. In dem hier be-
schriebenen Verfahren werden an Wanden mit Haftbedingungen zur Berechnung der Wandschubspan-
nungen sogenannte Wandfunktionen benutzt. Als Konsequenz daraus wird die turbulente Viskositit in
einem Bereich y* < 100 nicht benétigt. In den Bereichen y* > 100 aber kann die Van Driest Korrektur,
d.h. die innere Klammer in (3.30) vernachlassigt werden.

In dem duBeren Bereich wird die turbulente Viskositéit mit:
V7 = ko Fuure Frres (3.31)
berechnet. Darin ist &, eine Konstante und:
Fwaxe = MINW: 5 [V X 0y, Cx b/ |V X ulyx) (3.32)

Hier bezeichnen y,, und |V xu|,,, den Wandabstand und den Betrag der Rotation der Geschwindig-
keit an der Stelle, an der y |V xu| einen Maximalwert erreicht hat. u,,. ist der grofite Unterschied des
Betrages der Geschwindigkeit in einem Strémungsprofil. Das zweite Argument des MIN-Operators in
(3.32) stellt eine stark vereinfachte Approximation fur 7, in Regionen mit abgel6ster Strémung dar.
Auch n (3.32) wurde die Van-Driest-Korrektur vernachlissigt.

Die Klebanov-Funktion F, ., sorgt fiir einen stetigen Verlauf der mit dieser Methode berechneten tur-
bulenten Viskositit zwischen der duleren Grenzschicht und dem Gebiet in groBerer Entfernung von fe-
sten Winden:

Fxizp = (1 + 5.5 (222 )_1 (3.33)

Hier ist ¢, eine weitere Konstante. Die folgenden Konstanten wurden benutzt:

K A* k, Cux Crrrs
0.41 26 0.0269 0.25 03

Die Rotation der Geschwindigkeit wird in einem kontravarianten krummlinigen Koordinatensystem be-
rechnet mit:

Vxu= ga—é,xu ke =2(Juk g’ xex), (3.34)

Die Grenze zwischen dufierem und innerem Bereich befindet sich bei dem Wandabstand, bei dem v.°
und v, den gleichen Wert annehmen, d.h.:

vr = MIN(V;, v3) (3.35)
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Bei dem Turbulenzmodell nach Baldwin-Lomax ist es erforderlich, Ebenen zu definieren, auf denen die
Hauptstromungen nidherungsweise senkrecht stehen. Bei der Berechnung der Umstrémung lings ange-
stromter Schiffe sind dies zum Beispiel die Spantebenen. In diesen Ebenen wird wie oben beschrieben
der Maximalwert des Produktes aus Wandabstand und Betrag der Rotation der Geschwindigkeit und
der grofite auftretende Unterschied des Betrages der Geschwindigkeit gesucht und der Berechnung der
Viskositit zugrunde gelegt. Durch die Bestimmung der beschriebenen Maximalwerte vermeidet das
Baldwin-Lomax-Modell die Einbeziehung einer Grenzschichtdicke in die Berechnung. In der Maximal-
wertbestimmung liegt aber auch zugleich eine erhebliche Einschrankung der praktischen Brauchbarkeit
dieser Methode. Dies soll am Beispiel einer einfachen ebenen Grenzschichtstrémung veranschaulicht
werden.

In einer ebenen Grenzschichtstromung ist der Betrag der Rotation der Geschwindigkeit hauptsachlich
von der Ableitung der wandparallelen Geschwindigkeit (#F) nach der wandnormalen Ortskoordinate (y)
abhingig, d.h. in der Wandnihe gilt ndherungsweise: |V x u| = du?/dy. In der Nihe einer festen Wand
mit Haftbedingung hat das Geschwindigkeitsprofil einen logarithmischen Verlauf, d.h. #? ~Iny . Da-
raus resultiert |V xu| ~ % Das Produkt aus Wandabstand und Betrag der Geschwindigkeitsrotation,
das auf die Berechnung der Viskositit in der duBeren Region einen entscheidenden Einfluf hat, ist also
niherungsweise eine Konstante. In einem numerischen Naherungsverfahren lafit sich aufgrund von Un-
genauigkeiten der Wandabstand, ber dem das beschriebene anniihernd konstante Produkt seinen Maxi-
malwert hat, nur mit groBen Fehlern bestimmen. Da die turbulente Viskositit aber aus dem Produkt des
Betrages der Geschwindigkeitsrotation und dem Quadrat des Wandabstandes berechnet wird, ist dieser
Wert mit groBer Ungenauigkeit behaftet.

3.5 Randbedingungen der Impuls-, k- und e-Gleichungen

Die Gleichungen (3.9), (3.16), (3.23) und (3.24), die fiir cine Losung der gemittelten Navier Stokes
Gleichungen zu 16sen sind, sind im stationdren Fall elliptische Gleichungen, die die Angabe von Rand-
bedingungen an allen Randern verlangen. Bei der Umstrémung von Schiffskérpern (wie auch bei vielen
anderen Stromungsproblemen) werden folgende Randbedingungen vorgesehen:

= Dirichletrandbedingung am Einstrémrand:
Etwa eine Schiffslange vor dem Schiff wird eine parallele Zustrémung angenommen. In einer
freien Zustrémung bei einem fahrenden Schiff wird diese Zustromung als konstant und turbu-
lenzfrei angenommen. Ist das Fahrzeug in einem stromenden tiefenbegrenzten Gewésser ver-
ankert, wird ein Zustrémungsprofil angesetzt, das die Haftbedingung am Boden erfiilit.

=  Neumannrandbedingung am Ausstrémrand:
Am Ausstromrand wird angenommen, daB sich die Geschwindigkeit normal zum Rand nicht
mehr dndert, d.h. die randnormalen Ableitungen verschwinden. Fiir die turbulente kinetische
Energie wird angenommen, daB sie sich nur noch durch ihre Dissipationsrate dndert.

= Haftbedingung an festen Winden:
Am Schiffskorper und bei tiefenbegrenzten Gewdssern wird eine Haftbedingung vorgesehen,
die in dem hier vorgestellten Verfahren durch Wandfunktionen realisiert wird.

B Schubspannungsfreiec Winde an den seitlichen Begrenzungen des Berechnungsgebietes:
An den seitlichen Begrenzungen des Berechnungsgebietes wird angenommen, daB die rand-
normale Geschwindigkeitskomponente und die wandnormale Ableitung der wandparalielen
Geschwindigkeitskomponenten verschwinden. Auch die wandnormalen Ableitungen der tur-
bulenten kinetischen Energie und ihrer Dissipationsrate verschwinden hier. Diese Randbedin-
gung wird auch in der Wasserlinienebene realisiert.

Bei Stromungen auf flachem Wasser um ein verankertes Schiff ist die Zustréomung nicht konstant, son-
dern hat ein logarithmisches Profil. Dieses Profil erhilt man beispielsweise aus Versuchsdaten. In die-
sem Fall muB auch die turbulente kinetische Energie und ihre Dissipationsrate am Einstromrand gege-
ben sein. Die turbulente kinetische Energie ergibt sich aus einer Abschitzung der Turbulenzintensitit,
die fur viele Stréomungsprobleme aus Versuchsdaten bekannt ist. Mit der Turbulenzintensitit 7, und
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dem Betrag der gemittelten Hauptstromung u erfolgt eine Abschitzung der turbulenten kinetischen
Energie:

k=3T2y2 (3.36)

N W

Die Dissipationsrate am Einstromrand wird mit einer Abschitzung des turbulenten LangenmaBes
angenédhert:
k3/2
€= (3.37)
Hier ist / das turbulente LiangenmaB. Im Bodenbereich wird fiir / etwa der zweieinhalbfache Bodenab-

stand angenommen. Zwischen zwei Winden ist / ndherungsweise konstant ein Zehntel des Abstandes
der Wande. AuBerhalb der Grenzschicht gehen beide Turbulenzparameter gegen 0.

Am Ausstromrand verschwinden die randnormalen Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten,
d.h.im Diffusionsterm der Impulserhaltungsgleichung verschwinden die randnormalen Ableitungen.

Fir die Berechnung der Turbulenzparameter wird folgendermaBen vorgegangen: Um das Berechnungs-
gebiet nicht so weit hinter das Schiff auszudehnen, bis sich eine turbulenzfreie Stromung eingestellt hat,
wird davon ausgegangen, daB sich die turbulente kinetische Energic £ am Ausstrémrand nur noch durch
Konvektion und die Dissipationsrate dndert, d.h.

u-g'k,=-¢ (3.38)

mit dem randnormalen kontravarianten Basisvektor g” und der Ableitung von £ nach der kontravarian-
ten Ortskoordinate &”. Dieser Ausdruck wird in den Diffusionsterm von (3.23) eingefithrt, wobei der
Quellterm an dieser Stelle gleich Null gesetzt wird. Analog erhilt man fiir die Dissipationsrate:

2

u-g'e,, = —cs - (3.39)

3.5.1 Logarithmische Wandfunktionen an festen Winden mit Haftbedingung

An festen Winden mul} als Randbedingung die Haftbedingung erfiillt werden, d.h. die Geschwindigkeit
der Stromung entspricht hier der Geschwindigkeit der Wand, in der Regel null. In unmittelbarer Wand-
nihe gilt das k-¢ - Turbulenzmodell in der hier beschriebenen Form nicht mehr. Will man den Bereich
unmittelbarer Wandnihe genau erfassen, ist hier eine sehr hohe Diskretisierung in Zusammenhang mit
einer Variante des k-e-Turbulenzmodelles - des sogenannten Low Reynolds-Number k-e-Modells - er-
forderlich. Um die damit verbundenen Schwierigkeiten - insbesondere die mit der hohen Diskretisierung
verbundene VergroBerung der zu 16senden diskreten Gleichungssysteme - zu vermeiden, werden in dem
hier beschricbenen Verfahren sogenannte Wandfunktionen eingesetzt, mit denen eine Bezichung zwi-
schen dem normierten Wandabstand y* und der normierten Geschwindigkeit #* angegeben wird (z.B.
White (1974)):

ut=xlny* +B (3.40)
Hier ist * = u/ [/|tw| und y* =y /|tw| /v mit der wandparallelen Geschwindigkeitskomponente # und

dem Wandabstand y, an dem die Geschwindigkeit herrscht. T, ist die mit der Dichte normierte Wand-
schubspannung, K die v. Karman-Konstante und B eine weitere Konstante:
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K=041
B=50

Das logarithmische Wandgesetz in der Form (3.40) hat einen begrenzten Giiltigkeitsbereich:
30 <y <300

Um (3.40) in (3.9) einzusetzen, muB (3.40) nach der Wandschubspannung aufgelost werden. Setzt man
die Definition von %" und y" in (3.40) ein, erhilt man:

= in™T 4B

(3.41)

Diese Gleichung 148t sich nicht explizit nach 7, auflésen. Von verschiedenen Entwicklern wurden Me-
thoden entwickelt, die Wandschubspannung effektiv in (3.9) zu integrieren. In einem iterativen Berech-
nungsschema kann die neue Wandschubspannung beispielsweise mit dem Wert der letzten Iteration be-
rechnet werden. Bezeichnet 7 den aktuellen Iterationsschritt, berechnet sich dic Wandspannung nihe-
rungsweise mit:

= | —— (3.42)
In ¥

+B

1
K

Dieses Vorgehen verlangt aber, dafl die Wandschubspannung zwischen den einzelnen Iterationsschritten
gespeichert wird. Zudem verlangsamt dies die Konvergenz des iterativen Verfahrens.

Hier wird daher ein anderer Weg beschritten. Im Intervall 30 < y" < 300 148t sich (3.40) mit hoher Ge-
nauigkeit mit einer Potenzfunktion approximieren:

ut =A%) (3.43)
Mit den Koeffizienten 4=8.14976 und N=0.14844 approximiert diese Funktion (3.40) in dem genann-
ten Giiltigkeitsbereich mit einem Fehler kieiner 1.5 %, in weiten Teilen des Giiltigkeitsbereiches deut-

lich darunter (Newman (1977) gibt die Koeffizienten A=8.7 und N='/, an). Weitere einfache Umfor-
mungen erlauben eine explizite Angabe der Wandschubspannung:

= c()’ (Rey)™ (3.44)

Hier ist Re, = %~ die mit dem Wandabstand gebildete értliche Reynoldszahl, und ¢ und M sind zwei
Konstanten:

- 2 _
M= Z = 17415

und ¢ =~ = 0.02590 (3.45)

Bei der Wandschubspannung gemaB (3.44) handelt es sich um zweifach kontravariante physikalische
Spannungstensorkomponenten. An einer festen Wand treten durch zwei mogliche wandparallele Ge-
schwindigkeitskomponenten zwei kontravariante physikalische Tensorkomponenten TY mit 7 #; auf.
Mit (3.44) erhilt man fiir die Schubspannungstensorkomponenten (i #j) an einer festen Wand:
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2 s VM
——— v
TV = C(;B) (T) (3.46)

Dabei ist #/ eine der beiden kontravariante physikalischen Geschwindigkeitskomponenten parallel zur
Wand und " der Wandabstand, bei dem diese Geschwindigkeit auftritt:

W = u~g’h(,-) (3.47)

mit dem Metriktensor g7 =g’ - g’ und A, = | g, |. Die Klammerung der Indizes erfolgt hier, damit sicher-
gestellt ist, da die Einsteinsummenkonvention konsequent angewendet wird, d.h. geklammerte Indizes
werden bei der Bildung eines Paares mit jeweils einem gleichlautenden oberen und unteren Index nicht
beriicksichtigt.

Um die kontravarianten metrischen Wandschubspannungstensorkomponenten in die Erhaltungsglei-
chung fiir eine kartesische Geschwindigkeitskomponente einzufiilhren, miissen sie transformiert werden.
Der Tensor T in der Impulsgleichung (3.7) 148t sich durch Tensorkomponenten mit verschiedenen Ba-
sisvektoren ausdriicken:

g=1F gie, =17 h(,-)lh(,-) g:g; (3.48)

Hier bezeichnet T die gemischt kontravariant - kartesische Spannungstensorkomponente, wie sie in
(3.9) fir die Berechnung der Impulskomponente #* benétigt wird, T/ bezeichnet den kontravarianten
metrischen Spannungstensor in (3.46). Man erhalt daraus die Transformation:

i iy _1
=T g e (3.49)

An festen Wiinden existieren nur Schubspannungskomponenten. Die Normalspannungskomponente ver-
schwindet an der Wand aufgrund der Divergenzbedingung, wic auf der folgenden Seite gezeigt wird.
Auch die sich aus den transponierten Geschwindigkeitsgradienten ergebenden Tensorkomponenten ver-
schwinden an festen Winden. Dies 1463t sich einfach zeigen, indem man die vollstindigen Schub- und
Normalspannungstensorkomponenten an einer festen Wand mit Haftbedingung als kontravariante me-
trische Tensorkomponenten in Abhingigkeit von wandparallelen und wandnormalen Ortskoordinaten
und Geschwindigkeitskomponenten ausdriickt. Mit den beiden wandparallelen Ortskoordinaten
&' (i=1,2) und der wandnormalen Ortskoordinate n sowie den entsprechenden Geschwindigkeitskompo-
nenten %% bzw. 1" lautet der Schubspannungstensor an einer Wand mit Haftbedingung:

e =V(%+%"??) (3.50)
und der Normalspannungstensor:
TN =2vEe (3.51)

In unmittelbarer Wandnihe muB aber der Masseerhaltungssatz (Divergenzbedingung) gelten, d.h.:

s | |
oe! + k2 + on =0

(3.52)

Da aber auf einer Wand mit Haftbedingung die Geschwindigkeit (relativ zur Wand) in jedem Fall
(konstant) O ist, verschwinden auch die Ableitungen jeder Geschwindigkeitskomponente nach der
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wandparallelen Ortskoordinate & . Das bedeutet, daBl die Normalspannung gemif (3.5/) verschwindet,
die Schubspannung entsprechend (3.50) reduziert sich auf:

ng =yt
8 =y (3.5
Diese wird wie oben beschricben mit den logarithmischen Wandfunktionen angenihert.

Bei der Verwendung logarithmischer Wandfunktionen ergeben sich Randbedingungen fiir die turbulente
kinetische Energie und ihre Dissipationsrate aus der Annahme, daB in der unmittelbaren Wandnihe
Dissipation und Produktion turbulenter kinetischer Energie im Gleichgewicht sind. Dann erhilt man fiir
die turbulente kinetische Energie in der Wandzone:

kw = % (3.54)
und ihre Dissipationsrate:
37
&w = %, (3.55)

mit der Wandschubspannung T», dem Wandabstand y und den Konstanten K und ¢, wie zuvor
beschrieben.

3.5.2 Feste Winde mit Gleitbedingung

An Winden mit Gleitbedingung treten per Definition keine Schubspannungen auf. Es treten aber neben
dem Druck noch Normalspannungen auf. Die kontravariante physikalische Normalspannungstensor-
komponente, gebildet mit der auf dem Rand senkrecht stehenden Geschwindigkeitskomponente #°, ist:

TO = 2vou'/dy® (3.56)

wobei y' der Wandabstand der Geschwindigkeitskomponente ist. Diese kontravariante physikalische
Geschwindigkeitskomponente wird wie oben beschrieben transformiert. Man erhilt dann mit (3.49):

ik a1 k
T =2V Ty (B0 T €) (3.57)

wobel 1*  die Spannungstensorkomponente in (3.9) an Rindern mit Gleitbedingung bezeichnet. Auch
hier wurde die Klammerung der Indizes eingefithrt, um der Einsteinschen Summenkonvention zu
geniigen.

3.6 Randbedingung der Druckkorrekturgleichung

Zur Losung der Druckkorrekturgleichung (3.76) werden ebenfalls Randbedingungen benétigt. Dabei
wird so vorgegangen, daB nach der Berechnung der Geschwindigkeitskomponenten mit (3.9) die Ge-
schwindigkeiten auf dem Ausstromrand so korrigiert werden, dafl das gesamte Berechnungsgebiet die
Divergenzbedingung erfiillt, d.h. die Summe der in das Gebiet durch den Einstrémrand einstromenden
Wassermassen wird der Summe der ausstromenden Wassermassen durch den Ausstromrand gleichge-
setzt. Dazu werden die mit (3.9) berechneten Geschwindigkeiten auf dem Ausstromrand mit einem kon-
stanten Faktor multiphiziert, der die Gleichheit der ein- und ausstrémenden Wassermassen gewéhrlei-
stet. Die damit verbundene Verletzung der Impulsgleichung verschwindet, wenn die rechte Seite der
Druckkorrekturgleichung verschwindet, d.h. wenn eine konvergierte Lésung erreicht ist.
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Die Randbedingung fiir die Druckkorrekturgleichung wird dann so festgelegt, daB die Geschwindig-
keitskorrektur durch den Rand Null ist, d.h. auf den Riandern des Berechnungsgebietes verschwindet der
Ausdruck:

0¥ =5/ g" - e P, n (3.58)

Hier bezeichnet agin eine Ableitung nach der randnormalen Ortskoordinate und g” den auf dem Rand

senkrechtstehenden kontravarianten Basisvektor.

Eine Randbedingung fiir den Druck ist in den Navier-Stokes-Gleichungen nicht erforderlich, da diese
nicht vom Druck selbst, sondern lediglich vom Druckgradienten abhingt. Es mufl aber verhindert wer-
den, daB Driicke berechnet werden, gegen die Druckdifferenzen im Berechnungsgebiet numerisch sehr
klein sind, da dies zu grofien Fehlern fithren kann. Dazu wird die Druckkorrektur an einer ausgewahlten
Stelle des Berechnungsgebietes ignoriert, iiberall sonst wird die Druckkorrektur entsprechend reduziert.
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4 Numerische Methode zur Losung der Reynoldsgleichungen

In diesem Kapitel werden Linearisierungen und Vereinfachungen der zu l6senden Gleichungen, die Dis-
kretisicrung der Feldvariablen und der partiellen Ableitungen, das Iterationsschema und die Mehrgitter-
methode zur Beschleunigung der Iteration beschrieben.

4.1 Linearisierung und Vereinfachung der Gleichungssysteme

Zur Linearisierung der Impulsgleichungen wird der Fluf} aber die Zellgrenzen mit der aus dem letzten
Iterationsschritt bekannten Geschwindigkeit berechnet. Mit ihr werden auch die Kreuzableitungen und
der transponierte Geschwindigkeitsgradient des Diffusionstermes ermittelt, d.h. diese Anteile der Im-
pulsgleichung werden explizit berechnet, da sie im Vergleich zu den anderen Anteilen der Impulsglei-
chung klein sind.

Bezeichnet v=1#e, einen bekannten Wert der Geschwindigkeit u=u*e, , lautet die linearisierte vereinfach-
te Impulsgleichung;

Jg -vuF-J1%) ;= (4.1)
—Jg ekp, +Jf-e + (J(vHvp) g v, g e, — 2(Jg - ekk),; + (J(v+vr) givk, ), P
k= (v+vr) gDuk

T* enthilt nach dieser Definition die Kreuzableitungen nicht mehr. In der Druckkorrekturgleichung wer-
den die gemischten Ableitungen vernachlissigt. Die vereinfachte Druckkorrekturgleichung lautet dann:

g ex(L®)1Jg? " B, ), = (Jg' - erub),, (4.2

Wenn L* fiir alle Komponenten des Impulses gleich wire, konnte dieser Ausdruck weiter vereinfacht
werden, indem die kontravarianten Basisvektoren zum kontravarianten metrischen Tensor zusammenge-
faBt werden. Die kartestschen Basisvektoren fallen dann weg. Wegen der nichtlinearen logarithmischen
Wandfunktionen ist dies jedoch hier nicht moglich.

Bei den Gleichungen fir die Turbulenzparameter £ und € werden der Diffusionsterm und nichtlineare
Anteile des Quelltermes in dhnlicher Weise wie die Impulsgleichungen linearisiert. Um wihrend der Ite-
ration negative Werte der turbulenten Energie und ihrer Dissipationsrate auszuschlieBen, wird ein nega-
tiver Quellterm in der entsprechenden Gleichung pseudolinearisiert, indem er durch die turbulente kine-
tische Energie des letzten Iterationsschrittes dividiert und mit der des aktuellen Iterationsschrittes multi-
pliziert wird. Bezeichnet £ einen bekannten Schitzwert der turbulenten kinetischen Energie £ und € ei-
nen bekannten Schitzwert der Dissipationsrate von £, dann lautet die so vereinfachte Gleichung der tur-
bulenten kinetischen Energie®:

Jg - uk—-Jg0 covrk, ), 1 - Tk = MAX(O, Sy) (4.3)

N
mit sk=(.fg"fczvrk,,) L +J(G—8) (4.4)

b Bei der Gleichung zur Berechnung der turbulenten kinetischen Energie & ist nur fiir diese zwischen dem bekannten
(uberstrichenen) und unbekannten Wert unterschieden. Fiir alle anderen Gittervariablen wie die Geschwindigkeit
und die Dissipationsrate werden in jedem Fall die bekannten Werte genommen. Dies gilt sinngeméf auch fir die
Dissipationsrate und die Geschwindigkeitskomponenten.
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MIN bezeichnet den kleineren, MAX den groBeren Wert des Wertepaares in der nachfolgenden
Klammer.

Der positive Anteil des Quellterms der Gleichung fur die Dissipationsrate hiangt (nach Einsetzen der
turbulenten Viskositit in der Produktionsrate ) gar nicht von € ab und wird explizit behandelt. Der ne-
gative Anteil wird wie oben linearisiert. Die linearisierte e-Gleichung lautet:

(/g -ue - Jg0csvre, ), +JostE — e = MAX(O,Se) (4.3)
mit Se = (Jg¥csvre, )7, +Jcac) Sk (4.6)
und vr=ciX (4.7)

In den Impulsgleichungen tritt eine weitere Nichtlinearitit auf, wenn logarithmische Wandfunktionen
benutzt werden. AuBerdem hiingen die Wandspannungen von allen Geschwindigkeitskomponenten ab.
Der Schubspannungstensor an einer Wand wird daher ebenfalls linearisiert und in einen mmplizit und ei-
nen explizit zu berechnenden Teil aufgespalten.

Mit dem bekannten Wert v der Geschwindigkeit u erhalt man aus(3.46) eine in u linearisierte Gleichung
der kontravarianten metrischen Wandschubspannung *:

. i )
TV = mu-g’h(,) (4.8)

. o v M D fy YL
mit w0 € i (v-87hp) (4.9)

und den kontravarianten Basisvektoren g/, den Konstanten ¢ und M, dem Wandabstand y*, der Viskosi-
tdt v und dem Betrag des kovarianten Basisvektors g /; = |g;|. Bei einer Diskretisierung wie im nich-
sten Kapitel beschrieben, ist ' =0.5/,/g'® .

Durch Transformation erhélt man Spannungstensorkomponenten t*, die an Wianden mit Haftbedingung
in Gleichung (3.20) cingesetzt werden kénnen:

0 u-g’;a g -e (4.10)

Tk =
Die Geschwindigkeit u wird weiter in ithre Komponenten zerlegt:

.k_afi(j) | k I
T —Wel-g’mgye u (4.11)

Die Spannungstensorkomponente T* setzt sich somit aus sechs Summanden zusammen, da in ihr zwei
kontravariante metrische Schubspannungen an der Wand vorkommen (zwei verschiedene j mit j # i),
die jeweils von drei Geschwindigkeitskomponenten abhéngen («, =1,2,3). Diese Komponenten werden
in implizit zu berechnende (1=k) und explizit mit bekannten Geschwindigkeiten zu berechnende Sum-
manden (/ # k) aufgeteilt.

» Auch hier werden wie in Kapitel 3 geklammerte Indizes benutzt, damit geméaf3 der Einsteinschen Summenkonven-
tion nur ein gleichlautender nicht geklammerter oberer und unterer Index vorkommt, iiber den summiert wird.
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Die kontravarianten physikalischen Normalspannungstensorkomponenten T7mit i = jwerden an schub-
spannungsfreien Réndern mit einer wandorthogonalen physikalischen Geschwindigkeitskomponente %',
die in einem Abstand ' von der Wand aufiritt, approximiert:

T = 2v§ (4.12)

Der Wandabstand y* wird hier ebenfalls mit y* =0.5/,/g"® angenommen. Bei ¢inem annihernd orthogo-
nalen Diskretisicrungsgitter in der Nihe des Randes gilt hier nidherungsweise 4, = 1/‘/gi(i) . Die Span-
nungstensorkomponente T% in (3.57) berechnet sich dann niherungsweise mit:

Tik — 4V g(ii) (u . g’)(g(’) . ek) (413)

Diese aufwendigen Ausdriicke fir die Berechnung der Spannungstensoren an festen Wénden entstehen,
da kartesische Geschwindigkeitskomponenten benutzt werden, die nur in Ausnahmefillen parallel zu
den Winden verlaufen. Die Ausdriicke vereinfachen sich erheblich, wenn statt dessen kontravariante
metrische Geschwindigkeitskomponenten verwendet werden. Wie bereits in der Diskussion der Ge-
schwindigkeitsnotationen in Kapitel 3 haben kontravariante Geschwindigkeitskomponenten aber andere
Nachteile, die insbesondere bei Mehrgittermethoden iiberwiegen, so daB die mit kartesischen Geschwin-
digkeitskomponenten verbundenen komplexen Ausdriicke fiir den Spannungstensor in Wandnihe akzep-
tiert werden.

Neben der Komplexitit der Berechnung der Spannungstensoren bei kartesischen Geschwindigkeitskom-
ponenten ist ein weiterer Nachteil dieses Vorgehens, dal die Spannungstensoren zum Teil explizit be-
rechnet werden miissen. Dies verlangsamt die Konvergenz des Verfahrens. Bei gegeniiber einem karte-
sischen Koordinatensystem wenig geneigten Wanden ist die Verlangsamung jedoch gering, bei um 45
Grad geneigten Wianden hat sie ein Maximum.

4.2 Diskretisierung der Feldvariablen und der partiellen Ableitungen

Zur Diskretisierung wird das Berechnungsgebiet mit einem strukturierten, krummlinigen Gitter diskreti-
siert. Die diskreten Werte der variablen Strémungsparameter in diesem Gitter - die kartesischen Kom-
ponenten der Geschwindigkeit, der Druck, die turbulente kinetische Energie und ihre Dissipationsrate -
sind zusammen jeweils in der Mitte der Zelle angeordnet, d.h es wird eine zellenzentrierte Notation der
Gittervariablen gewihilt.

Bild 4.1: Zweidimensionales Diskretisicrungsnetz Bild 4.2: Finites Volumen

Das fur die Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen benutzte krummlinige Koordinatensystem
wird durch das Diskretisierungsgitter so definiert, daB sich die kontravariante Ortskoordinate &' in der
Mitte zweier benachbarter Diskretisierungszellen genau um den Betrag 1 unterscheidet. Hat der Zellen-
mittelpunkt einer beliebigen Zelle die kontravarianten Koordinaten &'=i, £*=j und &>k, dann hat der

Zellenmittelpunkt der linken Nachbarzelle die Koordinaten &'=i-1, &°=j und &=k, der rechte
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Nachbarzellenmittelpunkt hat die kontravarianten Koordinaten &'=i+1, &*=j und &=k, der untere Nach-
bar &'=1, £€’=j-1 und &’=k usw. wie in Bild 4.3 (fur den ebenen Fall) skizziert.

Bild 4.3: Kontravariante Ortskoordinaten

Nach der Uberfithrung der Feldvariablen und Feldgleichungen in Gittervariable und -gleichungen wer-
den die partiellen Ableitungen diskretisiert, d.h. die in den Gleichungen vorkommenden Differentiale
werden durch finite Differenzen ersetzt.

In den zu lésenden Gleichungen kommen erste und zweite Ableitungen vor. Die zweiten Ableitungen
(Diffusionsterme) werden mit finiten Differenzen der Ordnung O(%#°) diskretisiert. Die ersten Ableitun-
gen des Konvektionstermes wurden zunédchst mit Aufwind-Differenzen erster Ordnung diskretisiert.
Diese Kombination fiihrt zu einem stabilen Losungsverfahren mit guter Konditionierung der Matrizen
der linearisierten diskreten Gleichungen. Der Nachteil dieses Verfahrens ist, daB durch die erster Ord-
nung genaue Approximation des Konvektionstermes numerische Diffusion entsteht, die von gleicher
GroBenordnung oder grofier als die tatsdchliche (physikalische) Diffusion ist und damit das Berech-
nungsergebnis erheblich verfalscht. Es wurde daher fiir den Konvektionsterm eine Defekt-Korrektur
vorgesehen, die es ermoglicht, den konvektiven Term mit einem gewichteten Mittel aus finiten Differen-
zen erster und zweiter Ordnung zu berechnen. Diese ist so in das Iterationsschema eingebettet, daB die
guten Stabilitatseigenschaften eines erster Ordnung genauen Verfahrens weitgehend erhalten bleiben.

In den folgenden Gleichungen werden die finiten Differenzen einer beliebigen mit ¢ bezeichneten Gitter-
variablen an der Stelle (,/,k) nach der kontravarianten Ortskoordinate &’ gema obiger Skizze gebildet.

Bei der Berechnung der konvektiven Anderung (Jg™ - u¢), » mufl neben der Anderung der Gittervaria-

blen auch die Anderung des Flusses beriicksichtigt werden, da der Konvektionsterm zur Verbesserung
der Stabilitit konservativ formuliert wurde. Bezeichnet /* den FluB in Richtung £™, d.h.

ffo=Jg"-uod (4.14)
mit der Jakobischen .J, dem kontravarianten Basisvektor g” und der Geschwindigkeit u, dann berechnet

sich die konvektive Anderung der Gittervariablen ¢ an der Stelle (7,7,k) in Richtung &’ (d.h. m=1) mit
der Differenzenformel erster Ordnung;:

(701 =L+ 5,),k) - 0G+35,7,6) — L= 3.),0) - 0 — 3,7, k) (4.15)

wobei:
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fl(i_%’j’k)>0 = q)(l_%a.]:k)=¢(l_1,]’k)
fli-2j,0<0 = 0(G-1,j,k) =4G,j,k)
S +3..6) >0 = 06 +3,j,k) = 03,j, k)

SUi+2.,0)<0 = 0+3,5,k)=06+1,/,k)

Der Diffusionsterm (JT' g™ ¢, m), » der Gittervariablen ¢ mit der Jakobischen J, der Diffusivitit I" und
dem kontravarianten metrischen Tensor g7 wird in dhnlicher Weise diskretisiert. Der symmetrische
Anteil des Diffusionstermes (m=n) wird in Richtung &’ (d.h. m=n=1) mit der folgenden Differenzenfor-
mel approximiert:

T, 1)1 = Ji+17,8) - TG+17,k) g0 +17.0) (0G+ 1,7,k -, /,4) (4.16)
—Ji—1,5.k) TG —3.7.k) - =1, 7.k) - (9.7, k) — 9@ = 1,j,k))

In diesen Differenzenformeln werden Variablen an der Stelle (i+1/2,7,k) durch Mittelung der Variablen
an den Stellen (7,7,k) und (i+1,j,k) gewonnen. Dies bedeutet in der Regel, daBl die Position (i+1/2,j,k)
nicht mit der Grenze zwischen den Zellen (7,7,k) und (i+1,,k) tibereinstimmt.

Bei der Defekt-Korrektur wird der mit Differenzenformeln erster Ordnung implizit berechnete konvekti-
ve Term mit einem explizit berechneten gewichteten Mittel aus Differenzenformeln erster und zweiter
Ordnung korrigiert. Fir die folgenden Differenzenformeln wird von einer eindimensionalen Betrach-
tung ausgegangen. Bezeichnet f den FluB iiber die Zellgrenzen eines eindimensionalen Gitters, & die
Ortskoordinate und 7 ihren aktuellen Wert sowie ¢ die Gittervariable ¢ des Iterationsschrittes x, dann
berechnet sich die konvektive Anderung von ¢ mit der Differenzenformel:

aa—fgzﬂi+§)-q>(i+§) —fi-Y-06-1 (4.17)

mit: fi-5>0 = 0G-3) = ¢~ - 1)—oc(¢“‘1(i— 1)—q>'<-1(i-§))
fi=$<0 = 46-3) = 050 -a 00 -0G- D))
fi+$H>0 = 0+ = 00 -a 0 -0~ +D))

fi+3)<0 = ¢i+3) = o"G+ 1)—(x(¢"‘1(i+ 1)—¢‘<—1(z’+§))

Der Wichtungsfaktor o ist ein nach Stabilititskriterien zwischen 0 und 1 festzulegender Parameter. Die
Differenzenformel (4.17) ist zweiter Ordnung genau bei o=1 und erster Ordnung genau bei o=0, da
sich die Gittervariablen ¢* und ¢*' im konvergierten Zustand nach Abbruch der Iteration nur noch um
einen vernachlassigbaren Schwellenwert unterscheiden. Die Konditionierung der Koeffizientenmatrix
der linearisierten Gleichungssysteme, dic aus den Differenzenformeln (4./5) und (4.17) resultieren, un-
terscheiden sich nicht. In beiden Fallen lassen sich die daraus resultierenden, linearisierten Gleichungs-
systeme mit cinem iterativen Losungsverfahren gut 16sen.

In den Impulsgleichungen wird ebenfalls eine Approximation des Druckgradienten benétigt. Er wird
nichtkonservativ mit zentralen Differenzen berechnet:

0,
% =Pe—Dw (4.18)
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Dabei bezeichnen p, und p, die linear interpolierten Driicke auf dem rechten (EAST) und linken
(WEST) Rand der Diskretisierungszelle i. Diese Driicke werden nicht durch Mittelung, sondern durch
lineare Interpolation gewonnen, um mit dem kontravarianten Basisvektor konsistent zu sein, der mit der
Druckdifferenz den Druckgradienten bildet.

4.3 Globales Iterationsschema

parameler LNCAIISICIL, VUICUUIAUVIIL BIU UIDRAVUOIVA L VY GAMbIL) Selits VALV TEAvAL e ) o vwanem Asn s n o o A
gen mit diagonaldominanten Koeffizientenmatrizen. In diesen sind neben der Hauptdiagonalen im zwei-
dimensionalen Fall nur vier, im dreidimensionalen Fall nur sechs Nebendiagonalen besetzt. Bei AuBe-
rachtlassung der Koppelungen zwischen diesen Gleichungssystemen lassen sich diese einzeln leicht mit
einem iterativen Verfahren 16sen.

Eine Losung, die alle Impuls-, Druckkorrektur und Turbulenzgleichungen in der nichtlinearisierten
Form simultan erfullt, wird mit der globalen SIMPLE-Iteration berechnet. Der SIMPLE-

Iterationszyklus setzt sich wie folgt zusammen:

SIMPLE - Iterationszyklus:

(1)  Festlegen von Startwerten fiir dic Geschwindigkeitskomponenten, den Druck und die
Turbulenzparameter, Interpolation der Flusse iiber die Zellgrenzen.

(i)  Sukzessive Berechnung einer Niherung der Geschwindigkeitskomponenten mit den un-
terrelaxierten, linearisierten diskreten Impulsgleichungen auf Basis des bekannten Druk-
kes und der bekannten Zellgrenzenfliisse.

(1) Berechnung der Flisse iiber die Zellgrenzen mit einer Interpolationsmethode, die den ort-
lichen Druckgradienten an den Zellgrenzen beriicksichtigt (spezielle Geschwindigkeits-
interpolation, s. Kap 4.3.3).

(iv) Berechnung der Druckkorrektur mit Hilfe der Druckkorrekturgleichung und dem Masse-
defekt, der sich aus den oben berechneten Fliissen ergibt. Berechnung der Geschwindig-
keitskorrektur mit Hilfe der Geschwindigkeitskorrekturgleichung.

(v)  Addition der Korrekturgeschwindigkeiten zu den unter (it) berechneten Geschwindigkei-
ten, Addition der unterrelaxierten Druckkorrektur zum bekannten Druck. Korrektur der

Massenfliisse iiber die Zellgrenzen.

(vi) Berechnung ciner Niherung der Turbulenzparameter mit den entsprechenden linearisier-
ten diskreten Gleichungen, die ebenfalls unterrelaxiert werden.

(vii) Berechnung des Residuums, gegebenenfalls Speicherung von Zwischenergebnissen.

(viii)) Wiederholung der Schritte (ii) bis (vii) bis das Residuum einen vorgegebenen Schwellen-
wert erreicht hat.

Die SIMPLE-Iteration ist also eine zweifach geschachtelte Iteration. In der inneren Iteration werden
Naherungslgsungen der linearisierten Gleichungssysteme berechnet, in der duBeren Iteration werden die
Linearisierungen aufgelost und eine Losung bestimmt, die simultan alle Erhaltungsgleichungen erfiillt.
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In den folgenden Kapiteln wird auf cinige spezielle Aspekte des beschriebenen Iterationsschemas
eingegangen.

4.3.1 Startwerte, Unterrelaxation und Residuen

Am Beginn der SIMPLE-Iteration miissen Startwerte fur die Geschwindigkeitskomponenten, den Druck
und die Turbulenzparameter festgelegt werden.

Fir die Geschwindigkeiten ist es grundsatzlich unerheblich, welche Startwerte verwendet werden. Bei
einem iterativen Verfahren kann eine geeignete Wahl von Startwerten die notwendige Anzahl von Itera-
tionszyklen erheblich reduzieren. Bei Testrechnungen hat es sich als vorteithaft erwiesen, Startwerte zu
nehmen, die in jeder Diskretisierungszelle die Divergenzbedingung erfiillen, d.h. die aus den Geschwin-
digkeiten interpolierten Flisse iiber die Zellgrenzen miissen in jeder Zelle 0 bilanzieren. Die Reduktion
notwendiger globaler Iterationszyklen hierdurch war erheblich.

Um solche Startwerte zu erhalten, wurde folgendermaBen vorgegangen: Zunichst wurde die Geschwin-
digkeit im ganzen Berechnungsgebiet auf die Geschwindigkeit des Einstromrandes gesetzt. Bei lings
angestromten Schiffsformen sind dies bereits relativ gute Startwerte. Mit diesen Geschwindigkeiten
wird die Druckkorrekturgleichung gelost. Nach Berechnung der Druckkorrektur wird mit dieser eine
Geschwindigkeitskorrektur berechnet und zur geschitzten Startgeschwindigkeit addiert, so daf der
Massenerhaltungssatz zumindest anndhernd erfuillt ist. Die Druckkorrektur wird ignoriert, d.h. sie wird
nicht zum Startdruck addiert, der damit den Wert 0 im ganzen Berechnungsgebiet behilt. Dieses Igno-
rieren der ersten Druckkorrektur ist fir das Konvergenzverhalten entscheidend, da die ersten Druckkor-
rekturen physikalisch unplausible Druckspitzen enthalten, die durch die in einigen Diskretisierungszel-
len unvermeidlichen Massendefekte der ersten Geschwindigkeitsschitzung entstehen. Das Verfahren ar-
beitet auch, wenn eine erste Schitzung der Geschwindigkeiten nicht moglich ist und daher iiberall 0 an-
genommen wird, solange nirgends im Berechnungsgebiet die Viskositit 0 gesetzt ist. Allerdings ist es in
diesem Fall giinstiger, in der Druckkorrekturgleichung (4.2) fiir L* den Kehrwert eines sehr kleinen
Zeitintervalls anzunchmen. Bei einem Euler-Problem ist dieses sogar zwingend notwendig. Das Zeitin-
tervall ist so klein zu wihlen, daB die Courant-Bedingung erfuillt ist. Praktisch bedeutet dies, es wird die
Druckkorrekturgleichung berechnet, die aus einer voll expliziten Berechnung der Impulsinderung
hervorgeht.

Die Annahme von 0 als Startwert fiir die Turbulenzparameter ist nicht moglich, da beide im Nenner
vorkommen, so daB hier sinnvolle von 0 verschiedene Werte angenommen werden. Der Startwert der
turbulenten kinetischen Energie wird mit einer Referenzgeschwindigkeit gebildet:

kinit =CrUre (4.19)

Bei Schiffsumstromungen ist u,,, die ungestorte Parallelstromung weit vor dem Schiff, ¢, ist eine Kon-
stante. Der Anfangswert der Dissipationsrate &€ wird so bestimmt, daB die mit den Anfangswerten be-
rechnete turbulente Viskositit in einem sinnvollen Verhiltnis zur laminaren Viskositét steht:

2

kini
Einit = Clyoe (4.20)

Hier ist ¢, eine bereits im letzten Kapitel beschriebene Konstante des k-e-Turbulenzmodells, v die mole-
kulare Viskositit und c, eine weitere Konstante. ¢, wird so festgelegt, dal die aus den Anfangswerten
k.. und €, . gebildete turbulente Viskositit in einem sinnvollen Verhéltnis zur laminaren Viskositit

steht. Im hier beschriebenen Verfahren wurden folgende Konstanten benutzt:

cr =0.01 (4.21)
ce=0.1bis 1.0
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Unterrelaxation:

Die Unterrelaxation der Geschwindigkeiten und der Turbulenzparameter wird in die entsprechenden
Gleichungssysteme integriert. Im folgenden bezeichnet

ch)gv + A%:BLNB ¢}\CIB =r (4.22)

die linearisierte Gleichung zur Losung einer diskreten Strémungsvariablen ¢, in der L. die Koeffizien-
ten der Hauptdiagonale, L,, die Koeffizienten der Nebendiagonalen und ¢, die Stromungsvariablen
der benachbarten Gitterzellen bezeichnen. Der Hochindex k bezeichnet den aktuellen Iterationsschritt.
Eine lineare Unterrelaxation berechnet die unterrelaxierte Stromungsvariable ¢, aus einem mit dem Re-
laxationsfaktor @ gewichteten Mittel der Strémungsparameter des aktuellen Iterationsschrittes ¥ und
des letzten Iterationsschrittes x-1:

05 = 0 ¢f + (1-0) ¢ (4.23)

Durch Umformen und Einsetzen von (4.23) in (4.22) erhalt man ein Gleichungssystem fiir die Berech-
nung der unterrelaxierten Stromungsvariablen:

Logx + Lup 0% = r+ 2L 005 (4.24)

Dic Unterrelaxation des Druckes ist einfach durchzufithren. Nach Berechnung der Druckkorrektur wird
nur ein Teil dieser Druckkorrektur zum Druck addiert:

pkorr =p+mpap (4.25)

Hier bezeichnet p, ,, den korrigierten Druck, p den unkorrigierten Druck, wie er der Berechnung der
Geschwindigkeiten zugrundegelegt wird, dp bezeichnet die Druckkorrektur und wp den Unterrelaxa-
tionsfaktor fiir den Druck. In dem vorliegenden Verfahren wurden in der Regel folgende Relaxations-
faktoren benutzt:

wy =038 fir die Geschwindigkeitskomponenten
wp = 0.2 fur die Druckkorrektur
W = 0, =07 fiir die Turbulenzparameter £ und €

Genauere Hinweise hierzu werden bei der Beschreibung der Berechnungsbeispiele gegeben.
Residuum:

Zur Berechnung des Residuums wurde entweder die Max-Norm oder die 1-Norm benutzt. Bezeichnet
dr; das Residuum einer bestimmten Zelle und n die Anzahl aller Zellen, berechnet sich die 1-Norm mit;

lorl, = £ o] (4.26)

und die Max-Norm: lorl., = max(|xi], [x2], ..., |xx]) (4.27)

Das so berechnete Residuum wurde mit dem Residuum normiert, das sich aus dem Startwert 0 ergibt,
d.h. es wurde durch die entsprechende Norm der rechten Seite dividiert.
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Das Residuum wurde fur die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten, den VolumenfluB und die Tur-
bulenzparamcter berechnet. Die globale Iteration wurde abgebrochen, wenn der groBte dieser sechs
Werte cinen Schwellenwert unterschritten hatte.

4.3.2  Diskrete Druckkorrekturgleichung

Bei der Losung der Druckkorrekturgleichung (4.2) wird eine Naherung des kombinierten Konvektions-
Diffusionsoperators L* benétigt. In der diskretisierten linearisierten Impulsgleichung ist L® die Koeffi-
zientenmatrix des Gleichungssystems. Aufgrund der iterativen Berechnung geniigt in der Druckkorrek-
turgleichung jedoch eine Naherung dieser Matrix, damit die Inversion vereinfacht wird. Es wurden zwei
verschiedene Niherungen verwendet.

Die linearisierte diskrete Form der Gleichung (4.1) zur Berechnung einer diskreten Geschwindigkeits-
komponente #*, der Zelle "C" kann geschricben werden als:

193k + ]?;;‘; 19wy =1k (4.28)

wobei ", die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten der benachbarten Diskretisierungszellen
bezeichnet, /% und /%, sind die dazugehérenden Koeffizienten, d.h. das Hauptdiagonalenelement und
die Nebendiagonalenelemente der aktuellen Zeile der Koeffizientenmatrix.

Im SIMPLE-Schema wird als Naherung fiir die Koeffizientenmatrix L% in der Druckkorrekturglei-
chung (4.2) nur die Hauptdiagonale verwendet, d.h. in der diskreten Form der Druckkorrekturgleichung
gilt:

L® < [P (4.29)

Die Vemachlissigung der Nebendiagonalenelemente vereinfacht die Lésung der diskreten Druckkorrek-
turgleichung erheblich. Sie beeintrachtigt das Ergebnis nicht, da die Druckkorrekturgleichung im kon-
vergierten Zustand am Ende der globalen Iteration homogen ist und die Druckkorrektur dementspre-
chend verschwindet. Durch die Vernachlédssigung der Nebendiagonalen ist allerdings eine Unterrelaxa-
tion des Druckes erforderlich, wie im vorigen Kapitel bereits beschrieben wurde.

Durch eine Erweiterung der SIMPLE-Methode, dic im Kapitel 2 bereits diskutierte SIMPLEC-
Methode, wird die erhebliche Unterrelaxation des Druckes aberfliissig. Bei der SIMPLEC-Methode
wird die Naherung der Koeffizientenmatrix der Impulsgleichung, die in der Druckkorrekturgleichung
benétigt wird, wie folgt berechnet:

L® = [P 4 z 1% (4.30)

Diese Naherung beruht auf der Annahme, daB sich die Geschwindigkeit von einer Diskretisierungszelle
zur ndchsten nur wenig unterscheidet. Durch die SIMPLEC-Methode ist es méglich, auf eine Unterrela-
xation des Druckes zu verzichten. Allerdings ist es dann erforderlich, den Unterrelaxationsfaktor der
Geschwindigkeiten zu reduzieren. Bei den mit der SIMPLEC-Methode durchgefithrten Berechnungen
wurden folgende Unterrelaxationsfaktoren benutzt:

SIMPLEC-Unterrelaxation: wp =1.0
Wy 0.5

Mit diesen Unterrelaxationsfaktoren wurde in vereinzelten Testrechnungen ein im Vergleich zum
Standard-SIMPLE-Verfahren deutlich besseres Konvergenzverhalten ermittelt. Diese Verbesserung war
jedoch nicht bei allen Strémungsproblemen zu erreichen. Die notwendige Reduzierung der
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Unterrelaxation der Geschwindigkeiten hat ndmlich einen Einflu} auf die Geschwindigkeitsinterpolation
zur Berechnung der Fliisse an den Zellgrenzen, wie im folgenden Kapitel beschrieben. Dadurch sind bei
Stromungsproblemen mit Hindernissen Stabilitatsprobleme aufgetreten. Die SIMPLEC-Methode wurde
daher in der Regel nicht benutzt.

4.3.3 Geschwindigkeitsinterpolation

Zur Berechnung des Volumendefektes als rechter Seite der Druckkorrekturgleichung ist es erforderlich,
die Geschwindigkeiten auf den Rindern der finiten Volumina durch Interpolation zu ermitteln. Um Os-
zillationen des Druckes zu vermeiden, muf3 die Geschwindigkeit hier vom lokalen Druckgradienten ab-
hingig sein, d.h. der Druckgradient an dieser Stelle wird als Differenz der Driicke der beiden zu diesem
Rand gehorenden Zellen berechnet. Um dies zu erreichen, wurde die spezielle Geschwindigkeitsinterpo-
lation von Rieh and Chow (1983) vorgeschen.

Im folgenden wird nur die Grenze zweier in &' - Richtung benachbarter Zellen betrachtet, an der der
ZellgrenzenfluBb mit der speziellen Geschwindigkeitsinterpolation bestimmt werden soll. Bezeichnungs-
konventionen sind im folgenden Bild enthalten. Die Positionen der Zellenmitte werden mit "C" und "E",
die involvierten Zellgrenzen mit "w", "e" und "ee" gemifl Skizze bezeichnet:

Bild 4 .4: Geschwindigkeitsinterpolation an der Grenze benachbarter Zellen

Die Geschwindigkeitsinterpolation arbeitet prinzipiell folgendermaBen: Die Geschwindigkeiten in den
Zellenmitten C und E werden um den Einflul der dortigen Druckgradienten reduziert. Aus diesen redu-
zierten Geschwindigkeiten wird durch Interpolation die reduzierte Geschwindigkeit an der Position e be-
stimmt. Dort wird der Einflul des Druckgradienten wieder hinzugefiigt, wobei bei der Berechnung des
Druckgradienten jetzt nur die Driicke p.. und p,, beriicksichtigt werden.

Die reduzierte Geschwindigkeitskomponente #* im Punkt C berechnet sich aus:

Je gé-ek (Pe—pw)

A k
ak = uk + 0 (4.31)
C

Darin bezeichnet #*.. die Geschwindigkeitskomponente k im Punkt C, J,. und g' . die Jakobische und den
kontravarianten Basisvektor an dieser Stelle, e den kartesischen Basisvektor, /® ¢ bezeichnet den zen-
tralen Koeffizienten der diskreten Gleichung zur Berechnung von #* gemaB (4.28) und p, bzw. p, sind
die Driicke an den Zellgrenzen der Zelle C, wie sie in (4./8) zur Berechnung des Druckgradienten im
Punkt C benutzt wurden.

Mit dieser reduzierten Geschwindigkeit im Punkt C und einem sinngemaB berechneten Wert im Punkt £
wird die reduzierte Geschwindigkeit im Punkt e berechnet:

N ik ik
ut = <= (4.32)
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Die interpolierte Geschwindigkeit an der Position e wird aus dieser reduzierten Geschwindigkeit durch
Hinzufiigen des Druckgradienteneinflusses berechnet:

uf = it - J. gi-e* < (pr—pc) (4.33)

Dies ist die Geschwindigkeit im Punkt e, die nur noch vom lokalen Druckgradienten abhéngt, und mit
der der FluB an dieser Zellgrenze f, berechnet wird:

Jo=Jogl e ul (4.34)

Auf diese Weise wird der Fluf uber alle Grenzen der Diskretisierungszelle berechnet. Die Summe die-
ser Fliisse ist der Volumendefekt der Zelle und bildet die rechte Seite der Druckkorrekturgleichung.

Durch den Quotienten /%, in (4.31) beeinfluBt der Unterrelaxationsfaktor der Geschwindigkeiten die
mit der speziellen Geschwindigkeitsinterpolation ermittelten Fliisse tiber die Zellgrenzen. Dies kann zu
Instabilitidten fithren. In der Literatur wurden verschiedene Methoden vorgeschlagen, diese Abhingig-
keit von der Unterrelaxation zu vermeiden, z.B. Lien and Leschziner (1992) und Majumdar (1988).
Bei Testrechnungen hat sich aber in Ubereinstimmung mit der Literatur gezeigt, daB der EinfluB der
Unterrelaxation fiir Unterrelaxationsfaktoren groBer als 0.7 verschwindet. Aus diesem Grunde ist die
Anwendung des oben beschriebenen SIMPLEC-Verfahrens problematisch, da es Geschwindigkeitsun-
terrelaxationen von ®, = 0.5 verlangt. Das Standard-SIMPLE-Verfahren mit einem Unterrelaxations-
faktor fiir die Geschwindigkeit von ®,, = 0.8 war jedoch bei allen Testrechnungen stabil.

4.3.4 Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

Innerhalb der SIMPLE-Iteration werden mehrfach lineare Gleichungssysteme gelost bzw. eine Nihe-
rungslosung hierfir bestimmt. Nach erfolgter Diskretisierung und Vereinfachung haben diese Glei-
chungssysteme im zweidimensionalen Fall folgende Form:
[ X X X |
X X X X

X

=
*
=

X x x x (v} _lr (4.35)

X X X X
X X X

Hier bezeichen x Matrizenelemente, die von O verschieden sind. Im dreidimensionalen Fall sind zwei
weitere Nebendiagonalen besetzt. Diese Gleichungssysteme werden mit einem iterativen Verfahren
gelost.

Es wurden mehrere iterative Gleichungsloser getestet:

- Punkt-Uberrelaxation SOR
- Linien-Gauss-Seidel LGS
- Strongly Implicit Procedure SIP

Die iterative Losung der linearen Gleichungssysteme kann durch eine ungiinstige Konditionierung der
Matrizen erschwert werden. Bei Schiffsumstromungen (wie bei vielen anderen Stréomungen auch) ent-
stehen bei einer an die geometrischen Gréflenverhiltnisse angepaBten Diskretisierung Zellen mit sehr
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unterschiedlichem Seitenverhiltnis. Fiir die Besetzung der Matrizen bedeutet dies, daB sich die GroBen-
ordnungen der Nebendiagonalenelemente einer Zeile stark unterscheiden. Fur derartige Berechnungen
eignet sich die SOR-Methode wenig. Sie konvergiert nur dann gut, wenn die Zellen eine nahezu quadra-
tische Form haben. LGS-Methoden sind gut geeignet, wenn alle Zellen entweder ein quadratisches bis
sehr kleines oder ein quadratisches bis sehr groBes Seitenverhaltnis haben. Durch die Approximation
der Haftrandbedingung mit dem logarithmischen Wandgesetz kann die notwendige Diskretisierung in
unmittelbarer Wandnihe zwar deutlich gesenkt werden, bei Strémungen mit Reynoldszahlen in der
GroBenordnung um 5*10° bei langs angestromten Schiffen sind aber Zellenseitenverhltnisse von '/,
bis 300 praktisch nicht zu vermeiden.

In diesem Fall zeigt dic SIP-Methode das beste Konvergenzverhalten. Bei dieser Methode handelt es
sich um eine unvollstindige Links-Rechts-Zerlegung, bei der die zerlegten Dreiecksmatrizen wie die
entsprechenden linken und rechten Seiten der Ausgangsmatrix besetzt sind. Durch eine geeignete Mani-
pulation der Ausgangsmatrix ist das Produkt der zerlegten Dreiecksmatrizen eine Approximation der
Ausgangsmatrix, die zu einem stabilen Losungsverfahren fiihrt.

Innerhalb eines SIMPLE-Zyklus ist nicht immer die vollstindige Losung der linearisierten Gleichungs-
systeme erforderlich. Die folgende Tabelle beschreibt die Anzahl der SIP-Iterationszyklen, die in einem
SIMPLE-Zyklus zur Berechnung der linearen Gleichungssysteme durchgefiihrt wurde:

Lineares Gleichungssystem | SIP - Iterationszyklen
Geschwindigkeitskomponenten 1 bis 2
Druckkorrektur bis vorgegebencs Ma-

ximalresiduum unter-
schritten ist
Turbulenzparameter k und € 1 bis 2

Bei der Berechnung praktischer Stromungsprobleme werden heute uiblicherweise Diskretisierungsgitter
mit etwa 50.000 bis 500.000 Gitterzellen verwendet. Das bedeutet, daB innerhalb eines globalen Iterati-
onszyklusses sechsmal ein lineares Gleichungssystem mit 50.000 bis 500.000 Unbekannten niherungs-
weise gelost werden muB. Bei vielen Strémungsproblemen werden etwa 50 bis 500 globale Iterationszy-
klen durchgefiihrt. Der hieraus resultierende Rechenaufwand ist die Ursache dafiir, daB man nach Ver-
fahren gesucht hat, mit dem die iterativen Algorithmen beschleunigt werden kénnen. In dem hier vorge-
stellten Verfahren wurde hierfir die Mehrgittermethode implementiert. Sie wird in den nichsten Kapi-
teln beschrieben.

4.4 Mehrgittermethode

Die Mehrgittermethode ist eine allgemeine Methode fur die Beschleunigung iterativer Losungsverfah-
ren. Sie wurde grundlegend von Hackbusch (1985) und von Stiiben und Trottenberg (1981) beschrie-
ben. Die hier vorgestellte Methode ist angelehnt an das Verfahren von Peric (1990), der die Strémung
iiber eine riickwirts springende Stufe in einem orthogonalen zweidimensionalen Gitter berechnet.

4.4.1 Grundprinzip

Ein beliebiges diskretes lineares oder nichtlineares Gleichungssystem (GLS) wird fortan mit:
L(p)=r (4.36)

bezeichnet, wobei L einen Operator bezeichnet, der auf die Unbekannte ¢ angewendet wird, und » be-
zeichnet die rechte Seite des Gleichungssystems (GLS). Wenn dieses GLS iterativ gelost wird - z.B.
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durch einfache oder im nichtlinearen Fall wiederholte Anwendung des SIP-Lésers - ,erhilt man nach ei-
nigen Iterationszyklen eine Naherungslosung fiir ¢, die das Gleichungssystem nur bis auf ein Residuum
or erfiillt:

L(0)=r+dr (4.37)

wobei ¢ die Naherungslosung fiir ¢ und 87 das Residuum bezeichnet. Fiir eine Lésung muB man ¢ um
eine Korrektur 8¢ erganzen, mit der das GLS erfullt ist:

L+8¢)=r (4.38)

Die Bestimmungsgleichung fiir die Korrektur 8¢, um die ¢ erginzt werden muB, damit das Residuum
or verschwindet, erhilt man durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen:

L(0+30) = L(d)—dr (4.39)
Wenn L cin linearer Operator ist, vereinfacht sich die Bestimmungsgleichung fiir 8¢:
L(d9) = -or (4.40)

Man hat nun festgestellt, daB die meisten iterativen Losungsverfahren in der Lage sind, hochfrequente
Fehler, d.h. eine Verteilung des Residuums im Gitter, die sich von Gitterzelle zu Gitterzelle stark dn-
dert, sehr schnell zu reduzieren. Es stellt sich dann eine relativ glatte niederfrequente Fehlerverteilung
ein, die von den gebriuchlichen iterativen Losern nur schlecht reduziert wird. Man spricht in diesem
Fall von den Glattungseigenschaften eines iterativen Losers bzw. von einem Glitter.

Dic Mehrgittermethode macht sich diese Eigenschaft iterativer Loser zunutze. Bei ihr werden Lésungen
des GLS, d.h. in unserem Fall die Erfiillung der diskretisierten Erhaltungssitze, auf mehreren Gittern
bestimmt. Man berechnet zunéchst eine Naherung der Losung auf dem feinsten Gitter. Es stellt sich ei-
ne glatte Fehlerverteilung ein. Auf einem groberen Gitter wird dann eine Korrektur der Losung berech-
net. Dies ist aus zweierlei Griinden auf dem groben Gitter einfacher. Zum einen hat eine niederfrequente
Fehlerverteilung auf einem feinen Gitter in einem groben Gitter bereits eine héhere Fehlerverteilungsfre-
quenz, zum anderen bestehen die korrespondierenden Gleichungssysteme auf dem gréberen Gitter aus
sehr viel weniger Unbekannten als auf dem feinen Gitter.

In dem hier vorgestellten Verfahren wird eine volumenorientierte Gittervergroberung benutzt, d.h. eine
Zelle des groben Gitters entsteht im zweidimensionalen Fall wie im nachfolgenden Bild durch Zusam-
menfassen von vier Zellen des feinen Gitters, dreidimensional durch Zusammenfassen von acht
Feingitterzellen.

O fine grid ol ceater

Bild 4.5: Feingitter und Grobgitter
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Der Mehrgitter-Berechnungsalgorithmus setzt sich dann wie folgt zusammen:

®  Auf dem feinen Gitter - gekennzeichnet mit dem Index 4 - wird eine Naherungslosung von ¢ berech-
net, die das GLS bis auf ein Residuum & erfullt:

Lh(o"y =" + &r” (4.41)

®  Bei einem sogenannten Full Approximation Scheme (FAS) werden die Naherungslosung und das
Residuum des Feingitters auf das grobere Gitter iibertragen. Man spricht dabei von der RestrAiktion.
In der folgenden Gleichung bezeichnet 7, den Restriktionsoperator fiir die Gittervariablen, 7, be-
zeichnet den Restriktionsoperator fiir das Residuum:

oF =7 %", & =I5 (4.42)

= Auf dem groben Gitter wird die Grobgitterldsung $H des GLS berechnet mit:
=H A —
A (q) ) =LA "y — or¥ (4.43)

. ) . . ) L =H . .
Wenn L ein nichtlinearer Operator ist, unterscheiden sich L% und L. L7 wird mit ¢ gebildet und L¥
mit ¢ .

= Aus der Grobgitterlosung wird die Grobgitterkorrektur berechnet:
=H —
5" =0 - o (4.44)

® Wenn L ein linearer Operator ist, kann die Grobgitterkorrektur direkt berechnet werden, ohne daB
die Gittervariable auf das Grobgitter tibertragen werden miissen (Correction Scheme, CS):

L7 3¢" = —orf (4.45)

®  Die Korrektur auf dem groben Gitter wird auf das feine Gitter iibertragen und dort zur angeniherten
Feingitterlosung addiert. Der Vorgang wird Prolongation genannt. Bezeichnet 1" den Prolongatl-
onsoperator vom groben auf das feine Gitter, berechnet sich die korrigierte Feingitterlésung ¢ ¢ mit:

5 =8+ 1 8o (4.46)

Die so korrigierte Losung des feinen Gitters erfullt in der Regel das GLS noch nicht, da durch die Pro-
longation neue Fehler cingefithrt werden. Das Residuum ist allerdings hochfrequent und kann daher
leicht durch einige zusitzliche Iterationszyklen mit dem Glitter reduziert werden.

Das Verfahren kann rekursiv angewendet werden, d.h. die Losung auf dem groben Gitter kann berech-
net werden, indem nur eine Naherungslosung bestimmt und diese nach dem gleichen Verfahren mit der
Korrektur eines noch groberen Gitters verbessert wird. Benutzt man ein FAS-Verfahren, wird die Kon-
vergenz des Verfahrens nochmals verbessert, indem man mehrere FAS-Zyklen hintereinander durch-
fiihrt, d.h. der Zyklus aus Berechnung der Feingitterapproximation (Pre-Iteration), Restriktion, Berech-
nung der Grobgitterkorrektur, Prolongation und Post-Iteration wird mehrfach wiederholt.

Dic Restriktion wird in dem hier beschriebenen Verfahren wie folgt berechnet: Das Residuum einer
Grobgitterzelle wird durch Addition der Residuen der entsprechenden Feingitterzellen bestimmt. Die
Grobgittervariablen werden als mit der Jakobischen gewichtetes Mittel der entsprechenden Feingitterva-
riablen bestimmt. Bezeichnen mit /' indizierte GroBen die zu einem Grobgitter gehorenden Feingitterzel-
len, dann lautet die Restriktion des Residuums:

-34 -



o = ¥ & (4.47)

hieH

Die Restriktion der Gittervariablen ergibt mit der Jakobischen J* der Feingitterzellen und der Jakobi-
schen J der Grobgitterzelle:

o =L 3 G (4.48)

H
J7 pieH

Das Residuum ist grundsétzlich der Fehler einer Bilanz der Flisse uiber die Zellgrenzen eines finiten
Volumens - seien dies Masse-, Volumen- oder Energiefliisse. Es 1aBt sich daher leicht veranschaulichen,
daB sich das Grobgitterresiduum aus der Summe der Feingitterresiduen zusammensetzt. Die Gitterva-
riablen des Grobgitter ergeben sich nach (4.48) als mit dem jeweiligen Zellvolumen gewichtetes Mittel
der Feingittervariablen. Die verwendeten Gittervariablen sind im vorliegenden Fall grundsitzlich koor-
dinatensysteminvariant (d.h. Skalare oder Tensoren mit konstanten Basisvektoren). Die gewichtete Mit-
telung ist lediglich eine vereinfachte Interpolation der Gittervariablen in der Zellenmitte der Grobgitter-
zelle aus den Gittervariablen in der Zellenmitte der Feingitterzellen.

Die Prolongation der Grobgitterkorrektur auf das feine Gitter erfolgt hier in zweidimensionalen Gittern
mit einer bilinearen bzw. im dreidimensionalen Gitter mit einer trilincaren Interpolation. Besondere Be-
achtung muB man dieser Interpolation an den Rindern des Berechnungsgebietes widmen. Auf Ein-
stromrindern ist die Korrektur null, auf Ausstrémrindern ist die Anderung der Korrektur senkrecht
zum Rand null. Dementsprechend wird die Geschwindigkeitskorrektur auf der randnahen Feingitterzelle
durch Interpolation des Wertes der wandnahen Grobgitterzelle auf 0 bestimmt. Die Korrektur der Druk-
kes der wandnahen Feingitterzelle wird auf den Wert der Korrektur des Druckes der wandnahen Grob-
gitterzelle gesetzt.

Ein Berechnungszyklus, der sich aus einigen Feingitteriterationszyklen (den Pri-Iterationszyklen), der
Berechnung der Grobgitterkorrektur mit anschlieBender Prolongation und einigen weiteren Feingitteri-
terationszyklen (den Post-Iterationszyklen) zusammensetzt, wird auch V-Zyklus genannt. Dies trifft
auch zu, wenn zur Berechnung der Grobgitterkorrektur rekursiv noch grébere Gitter eingesetzt werden.
Bei der Losung eines nichtlinearen Problems mit dem FAS werden in der Regel mehrere V-Zyklen hin-
tereinander ausgefiihrt, wobei jeweils nur wenige Post-Iterationszyklen durchgefithrt werden. Nach je-
der Restriktion oder Prolongation werden die Koeffizienten des Gleichungssystems neu berechnet, d.h.
dementsprechend auch nach jedem V-Zyklus. Bei einem linearen Problem, das mit dem CS gelost wird,
bleiben dic Koeffizienten des Gleichungssystems auf allen Gitterebenen konstant. Es ist daher sinnvoll,
nur einen V-Zyklus mit im Vorwege ermittelten Koeffizienten des Gleichungssystems zu berechnen.
Dabei werden wie bei dem FAS nur wenige Pré-Iterationszyklen berechnet, nach der Prolongation aber
so viele Post-Iterationszyklen, wie zur Unterschreitung des vorgegebenen Residuums notwendig sind.

Fur die ersten Iterationszyklen auf dem feinen Gitter wird nach wie vor eine erste Schitzung der Lo-
sung als Startwert der Iteration bendétigt. Im sogenannten Prolongation Scheme (PG) wird ein erster
Schitzwert des Feingitters dadurch gewonnen, dal man zunichst auf dem groben die Lsung berechnet
und diese auf das feine Gitter prolongiert. Bei der Prolongation der Grobgitterlosung benutzt man die
gleiche Interpolationsoperation wie bei der Prolongation der Grobgitterkorrektur. Lediglich in der Néhe
von Rindern des Berechnungsgebietes kann diese abweichen.

Die Kombination von FAS und PG wird FAS / Full Multigrid, FAS/FMG, genannt. Dabei wird zu-
nichst cine Grobgitterlosung bestimmt und diese auf das feine Gitter iibertragen. Dort bestimmt man
dann eine Naherungslésung und ibertréagt diese und das Residuum wiederum auf das grobe Gitter. Dort
wird eine Grobgitterkorrektur berechnet und auf das feine Gitter prolongiert, um die Feingitterapproxi-
mation zu korrigieren. Auch dieser Algorithmus ist rekursiv, d.h. man beginnt auf dem grébsten Gitter

-35-



und berechnet dann sukzessive mit FAS / FMG die Losung auf mehreren Gitterebenen bis man die Lé-
sung auf dem feinsten Gitter gefunden hat. Man nennt dies auch einen Sagezahnalgorithmus.

FAS -V -
Zyklen
QM ./\/\ Grobstes Gitter
Y
i Feinstes Gitter
Prolongation Prolongation Restriktion
Gittervariable Korrektur Residuum
(FMG) (FAS, CS) (FAS, CS)
und Gitter-
variable (FAS)

Bild 4.6: Sagezahnalgorithmus

4.4.2 Mehrgitteralgorithmus fiir die Navier-Stokes-Gleichungen

Bei der Losung der Navier-Stokes-Gleichungen ist zu beachten, daB der konvektive Term in der Im-
pulsgleichung nichtlinear von der Geschwindigkeit, der Druckgradient hingegen linear vom Druck ab-
héingig ist. AuBlerdem ist die rechte Seite der diskreten linearisierten Impulsgleichungen wegen der
Querableitungen und wegen der explizit behandelten Anteile der konvektiven Anderungen und der
Wandspannungen ebenfalls von der Geschwindigkeit abhingig.

Mit der Geschwindigkeit u=u«‘e,_kann die diskretisierte Impulserhaltungsgleichung der NSE fiir die Ge-
schwindigkeitskomponente #* folgendermaBen geschrieben werden:

F(u) - u* = d*(p) + r*(u) (4.49)

Dabei bezeichnet /* den kombinierten Konvektions-Diffusionsoperator fiir die Geschwindigkeitskompo-
nente #*, d.h. die von u abhingige Koeffizientenmatrix der diskreten Impulsgleichung. d ¥ (p) bezeichnet
die 4-tc Komponente des Druckgradienten und 7(u) die wegen der Querableitungen und der explizit be-
handelten Anteile der konvektiven Anderungen und der Wandspannungen schwach von der Geschwin-
digkeit abhiingige rechte Seite.

Nach der Durchfithrung einiger SIMPLE-Iterationszyklen auf dem feinen Gitter ist eine Naherung der
Geschwindigkeit und des Druckes gefunden, die die Impulsgleichung bis auf ein Residuum erfiillt (die
Indizes /4 bzw. H fur die Bezeichung der Gitterebenen werden fortan weggelassen):

[F() - #* = d*(p) +r(i) + or (4.50)
Hier bezeichnet u = #*e; die Niherungslésung der Geschwindigkeit, 5 die des Druckes und 8 das Resi-

duum. Mit einer korrigierten Geschwindigkeit und einer Korrektur des Druckes wird die
Impulsgleichung:

*(u+ du) - (@* + du*) = d*(p + 8p) + r(ii + Su) (4.51)
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mit den Korrekturen der Geschwindigkeit du = du*e, und des Druckes &p erfiillt. Durch Subtraktion der
letzten beiden Gleichungen erhilt man eine Bestimmungsgleichung fur die Korrekturen, die das Resi-
duum verschwinden lassen:

/(@) - 7 =dk 8p +r(@)+F(u) - #* —r(u) - or (4.52)
kon‘s'tant
mit W =ut+8uF (T=u+du (4.53)

Zunichst wird mit einigen SIMPLE-Iterationszyklen auf dem feinen Gitter eine Ndherungslosung der
Geschwindigkeit @ = #*e; und des Druckes p berechnet. Sie erfiillt die Impulsgleichung bis auf ein Re-
siduum & entsprechend (4.50). Die angenéherten Geschwindigkeiten und das Residuum werden jetzt in
der beschricbenen Weise auf das grobe Gitter restringiert, der Druck jedoch nicht, da auf dem groben
Gitter nur eine Druckkorrektur berechnet wird. Es wird also fir die Geschwindigkeiten wegen der
Nichtlinearititen ein Full Approximation Scheme benutzt, fir den Druck geniigt ein Correction
Scheme.

Auf dem groben Gitter wird zundchst der Ausdruck /*(@) - #* — r(@) — &r explizit berechnet. Er bleibt bei
der nun folgenden SIMPLE - Iteration auf dem Grobgitter konstant und wird zur rechten Seite der
Grobgitter-Impulserhaltungsgleichung addiert. Mit (4.52) werden nun auf dem groben Gitter die Grob-
gitterlésung der Geschwindigkeit @t = ‘e, , die Grobgitter-Druckkorrektur 8p und mit (4.53) die Grob-
gitterkorrektur der Geschwindigkeit 8 berechnet. Als Startwerte der SIMPLE - Tteration auf dem gro-
ben Gitter wird fiir die Geschwindigkeit die Restriktion der approximierten Feingittergeschwindigkeit
benutzt. Fiir die Druckkorrektur auf dem Grobgitter dp ist der Startwert null. Die Grobgitterkorrektu-
ren 5u* und 8p werden auf das feine Gitter prolongiert und dort zu den Feingitter - Niherungswerten
#*und p addiert. Einige weitere SIMPLE-Iterationszyklen auf dem feinen Gitter glatten Fehler, die
durch Ungenauigkeiten der Prolongation der Korrekturen auf das Feingitter entstehen.

Bei der Berechnung turbulenter Stromungen mit dem 4-€ - Modell geht man sinngemaB vor. Wegen der
Nichtlinearititen ist hier wieder ein Full Approximation Scheme erforderlich. Die rechte Seite ist wie-
derum von £ bzw. € abhingig. Man berechnet auf dem feinen Gitter innerhalb des SIMPLE Algorith-
musses eine Naherung der Turbulenzparameter kund € sowic das Residuum dieser Niherung. Die
Grobgitterlésung ergibt sich dann zu:

k) - k= r(k) + I(F) — r (k) — &r (4.54)

mit der Grobgitterlosung k, der restringierten Feingitterlosung & und dem restringierten Residuum 67
Die Grobgitterkorrektur:

Sk=k—% (4.55)

wird auf das feine Gitter prolongiert und dort zur Feingitterndherung addiert. Entsprechend geht man
auch bei der € - Gleichung vor.

Wie beschrieben kann der Algorithmus mit einem FMG-Verfahren zur Schatzwertermittlung kombi-
niert werden. AuBerdem kann zur Bestimmung der Grobgitterlosung ein noch groberes Gitter zur Be-
schleunigung der Konvergenz verwendet werden.

Das beschricbene FAS / FMG - Schema ist ein Verfahren zur Beschleunigung der SIMPLE-Itcration,
die bereits weiter oben als duBlere Iteration bezeichnet wurde. Der SIMPLE-Algorithmus selbst nimmt
auf den unterschiedlichen Ebenen die Funktion cines Glatters ein. Innerhalb des SIMPLE-Algorithmus
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auf den verschiedenen Gitterebenen wird immer die Massenerhaltung mit Hilfe der linearisierten Druck-
korrekturgleichung und einer Korrektur der Geschwindigkeiten und des Druckes erfiillt. Hierzu wird
cbenfalls ein iteratives Schema angewendet, das als innere Iteration bezeichnet wird. Hierbei kann man
- sofern man sich nicht auf dem grébsten Gitter befindet - ein Korrekturschema verwenden. Man be-
stimmt zunichst eine Naherungslosung der Druckkorrektur p auf dem aktuellen Gitter (h), so daB die
Divergenzbedingung bis auf ein Residuum erfullt ist:

I"-p"=rk+58r" (4.56)

Diese Naherung der Druckkorrektur wird auf dem nichst groberen Gitter weiter korrigiert, wozu das
Residuum zuvor auf das grobere Gitter restringiert werden muf3;

H.3pt = I orh (4.57)

Die Grobgitterkorrektur der Druckkorrektur wird auf das feine Gitter prolongiert und dort zur Nihe-
rungslosung der Druckkorrektur addiert:

7" =p"+1I, 8p" (4.58)

7" ist die Losung der Druckkorrektur auf dem feinen Gitter, mit der die Geschwindigkeitskorrektur be-
rechnet wird.

Es ist zu beachten, daB in einem SIMPLE-Verfahren grundsitzlich kein Druck direkt berechnet wird,
sondern (auch ohne Mehrgitterverfahren) lediglich eine Druckkorrektur. Mit dem Mehrgitterkorrektur-
schema wird dann eine Korrektur dieser Druckkorrektur berechnet. Dies gilt fiir einen SIMPLE-
Algorithmus auf dem feinsten Gitter. Bei einer SIMPLE-Iteration auf einem groberen Gitter ist der
Druck auf dieser Gitterebene selbst eine Druckkorrektur fiir das néchst feinere Gitter. Mit der Druck-
korrekturgleichung dieser Gitterebene wird eine Korrektur dieser Druckkorrektur berechnet. Die Itera-
tion zur Berechnung dieser Korrektur der Druckkorrektur kann wiederum durch ein Mehrgitterkorrek-
turschema beschleunigt werden, mit dem eine Korrektur der Korrektur der Druckkorrektur berechnet
wird.

Bei der praktischen Implementation miissen einige weitere Punkte beriicksichtigt werden:

®  Bei cinem Zweigitterverfahren wird die SIMPLE-Iteration auf dem Grobgitter abgebrochen, wenn
das Residuum dort zwei Grofenordnungen kleiner ist als das letzte Residuum der Feingitterebene
vor der Restriktion. Eine weitere Reduzierung des Grobgitterresiduums fiihrt in der Regel nicht zu
einer Verbesserung der Feingitterkorrektur. Bei einem Mehrgitteralgorithmus wird so auf der gréb-
sten Gitterebene verfahren.

=  Bei einem Mehrgitteralgorithmus kann die Feingitterkorrektur nach einem V-Zyklus innerhalb einer
FAS-Iteration geringer sein als bei einem Zweigitteralgorithmus, da bei einem Mehrgitteralgorith-
mus nicht sichergestellt ist, da das Residuum der zweitfeinsten Gitterebene tatsiachlich zwei Gro-
Benordnungen kleiner ist als das der feinsten vor der Restriktion. Bei einem Zweigitteralgorithmus
ist dies jedoch gegeben (s.0.).

= Bei der Restriktion der Geschwindigkeiten auf das grobe Gitter kann durch Ungenauigkeiten der In-
terpolation ein zusitzlicher Massedefekt entstechen. Wenn man die Fliisse iiber die Grobgitterzell-
grenzen durch Restriktion der Fliisse der Feingitterzellen berechnet, entstehen zwar zunichst keine
zusitzlichen interpolationsbedingten Massedefekte, jedoch korrespondieren dann die Grobgitterge-
schwindigkeiten und die Grobgitterfliisse vor allem in stark gekriimmten Gitterbereichen nicht. In
beiden Fillen entstehen Stérungen, die die auf dem Grobgitter berechnete und dann prolongierte
Korrektur verschlechtern. In dem hier beschriebenen Verfahren werden daher auf dem Grobgitter
nach der Restriktion der Gittervariablen und vor der SIMPLE-Iteration die Zellgrenzenfliisse aus
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den zellenzentrierten Geschwindigkeiten berechnet und der daraus resultierede Massedefekt in den
Zellen bei der Berechnung der Druckkorrektur innerhalb der SIMPLE-Iteration von der rechten Sei-
te der Druckkorrekturgleichung abgezogen.

®  Analog mufl man vermeiden, daB durch die Prolongation der Korrekturen auf das feine Gitter zu-
sitzliche Massedefekte entstehen. In diesem Fall wird einmalig vor Beginn der SIMPLE-Iteration
nach der Prolongation die Druckkorrekturgleichung gelost und die Geschwindigkeiten korrigiert. Die
Druckkorrektur wird ignoriert. Bei Testrechnungen hat sich aber gezeigt, daB3 diese Korrektur dann
nicht notwendig ist, wenn bei der Losung der Druckkorrekturgleichung auf dem groben Gitter ein
kleineres Residuum erreicht wird als auf dem feineren Gitter.

=  Ein negatives restringiertes Residuum der Transportgleichungen firr die Turbulenzparameter kann
wihrend der Iteration zu negativen Werten fur & und € fithren. Dementsprechend werden negative
restringierte Residuen auf dem groben Gitter wie die negativen Terme der rechten Seite der Trans-
portgleichungen behandelt.

® Bei der Prolongation der Korrekturen der Turbulenzparameter koénnen durch Inter-
polationsungenauigkeiten negative Werte fir £ und ¢ auftreten. In die- sem Fall wird die Korrek-
tur ignoriert (man darf an dieser Stelle weder verschwindende noch sehr kleine Turbulenzparameter
annchmen).

®  Es hat sich fur die Stabilitidt des Verfahrens ebenfalls als giinstig erwiesen, die turbulente Viskositit
cbenfalls nur auf dem feinsten Gitter des aktuellen FAS - Zyklusses zu berechnen und auf den gro-
beren Gittern restringierte Werte der turbulenten Viskositét des Feingitters zu benutzen, die konstant
bleiben. Der FAS-Algorithmus fiir die Turbulenzparameter wird jedoch beibehalten. Dies bedeutet,
daB die Berechnung der Geschwindigkeiten auf dem Grobgitter von der Berechnung der Turbulenz-
parameter auf dem Grobgitter entkoppelt ist.

Bei der Berechnung praktischer Probleme, d.h. in gekriimmten, an bestimmten Stellen stark zusammen-
gezogenen Gittern, treten zwel weitere Probleme auf, die das Konvergenzverhalten verschlechtern und
sogar zu einem nicht konvergierenden Verhalten der Iteration fithren kénnen:

- Bei dem angegebenen Gittervergroberungsschema entstehen Grobgitter, die deutlich weniger glatt
sind als das nichst feinere Gitter. Bei einem Feingitter, das an einer Stelle des Diskretisierungs-
gebietes zusammengezogen ist und dessen Zellenabmessungen von dieser Stelle ausgehend mit
jeder Zelle um cinen bestimmten Faktor wachsen, entsteht daraus ein Grobgitter, bei dem sich die
Abmessungen benachbarter Zellen um das Quadrat dieses Faktors unterscheiden. Durch die Re-
duzierung der Glattheit der groberen Gitter verschlechtert sich die Losung, die auf diesem Gitter
erzielt wird, und damit die Grobgitterkorrektur, die auf das feine Gitter prolongiert wird.

- Eine weitere Verschlechterung des Konvergenzverhaltens kann durch das Verfahren entstehen,
mit dem wiahrend der Iteration negative Werte der turbulenten kinetischen Energie ¥ und ihrer
Dissipationsrate € vermieden werden. Die Koeffizientenmatrizen der linearisierten Gleichungssy-
steme fiir £ und € sind M-Matrizen (Minkowski-Matrizen), bei denen nur dann negative Ergeb-
nisse entstehen konnen, wenn die rechte Seite des Gleichungssystems negativ ist. Um dies grund-
sdtzlich auch fir Zwischenergebnisse der iterativen Berechnung zu vermeiden, werden negative
rechte Seiten pseudolinearisiert, d.h. sie werden durch die Losung des letzten Iterationsschrittes
dividiert und mit der unbekannten Losung des aktuellen Iterationsschrittes multipliziert. Auf die-
se Weise erhilt man auf der rechten Seite der Gleichung 0 und eine héhere Diagonaldominanz
der Koeffizientenmatrix.

Die linearisierte Gleichung zur Bestimmung eines diskreten Wertes ¢, (¢ kann die turbulente ki-
netische Energie oder ihre Dissipationsrate sein) lautet:
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Icdc +IngONE =7 (4.59)

mit den Gitternachbarn ¢,; von ¢. und dem Hauptdiagonalenelement /. sowie den Nebendiago-
nalenelementen /; der Koeffizientenmatrix. Wenn » < 0 ist, werden negative Werte fur ¢, ver-
mieden, indem r durch den Wert von ¢ des letzten Iterationsschrittes dividiert und mit dem ak-
tuellen Wertes multipliziert wird. Bezeichnet x den aktuellen Iterationsschritt, dann erhilt man
nach dieser Umformung aus (4.59):

(lc—%%)q)é +Ing Opp = 0 (4.60)
Durch diese Umformung wird die Gleichung unterrelaxiert, wobei der resultierende
Relaxationsfaktor:
_ q)lc—l ]
0" = o5 lc‘ir (4.61)

lautet. Diese Unterrelaxation tritt immer auf, wenn 7 einen negativen Wert annimmt, also auch
ohne Mehrgitterbeschleunigung der Iteration. In einem "Full Approximation Scheme" enthilt »
auf dem groben Gitter allerdings auch das restringierte Residuum des Feingitters. Der Betrag von
7 kann dann so groB werden, daB daraus ein sehr kleiner Unterrelaxationsfaktor entsteht. Bei
Testrechnungen traten auf Grobgittern Unterrelaxationsfaktoren bis '/, auf. Als Folge konver-
gierte das Gleichungssystem fur £ und € sehr langsam. Der Unterrelaxationsfaktor dndert sich al-
lerdings auf jeder Gitterebene und bei jedem SIMPLE-Iterationsschritt.

Mit einer begrenzten Diskretisierung 148t sich ein glattes Feingitter nicht immer realisieren, so daff die
Grobgitter umso weniger glatt werden. Die starke Unterrelaxation 146t sich durch eine geeignete Wahl
von Startwerten nur bedingt vermeiden. Beides verlangsamt die Konvergenz des Mehrgitteralgorithmus.
Das Berechnungsergebnis verschlechtert sich jedoch nicht.
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5

Programmentwicklung und Programmbenutzung

Das beschriebene Verfahren wurde als Rechnerprogramm in der Programmiersprache C entwickelt. Die
Entscheidung fiir C im Gegensatz zu dem bei numerischer Programmierung cher aiblichen FORTRAN
ist im wesentlichen eine persénliche Praferenz des Entwicklers gewesen. C ist eine kompakte Program-
miersprache. Sie bictet im Vergleich zu Standard-FORTRAN einige Vorteile, die sie auch fiir numeri-
sche Programmierung attraktiv macht:

>

Rekursion:

C crlaubt die Programmierung eines rekursiven Funktionsaufrufes, FORTRAN nicht. Fiir die
Programmierung cines Mehrgitter -"Full Approximation Scheme" ist die rekursive Programmie-
rung eine starke Vereinfachung. Folgende Zeilen Pseudocode erldutern die einfache Programmie-
rung unter Ausnutzung rekursiver Funktionsaufrufe:

procedure fas ( gitterebene h)
simple iterationszyklen ( gitterebene h );
restringiere ( von gitter h nach gitter h+1 );
if (h<=h,,,,) call procedure fas ( gitterebene h+1 );
prolongiere( von gitter h+1 nach gitter h );
simple_iterationszyklen ( gitterebene h );

end procedure fas

Grundsitzlich ist auch ohne Rekursion die Programmicrung eines Mehrgitteralgorithmusses
moglich. Dies ist jedoch umsténdlich. Durch rekursive Programmierung wird die Umstellung des
Verfahrens von einem Zweigitteralgorithmus auf einen Mehrgitteralgorithmus sehr stark verein-
facht. Dies kommt dem Verstidndnis des Programmflusses, der Lesbarkeit des Programmcodes
und damit einer spiteren Programmpflege und Erweiterung zugute.

Dynamisch allokierte Datenfelder:

C erlaubt dic Programmierung einmalig angelegter Datenfelder, deren GroBe erst zur Laufzeit
festgelegt wird. In FORTRAN wird die Gré8e von Datenfeldern zur Compile-Zeit festgelegt. Die
Festlegung der allokierten FeldgroBen zur Compile-Zeit ist oft eine Verschwendung von Rechner-
ressourcen, da immer so viel Speicher allokiert wird, wie fur das komplexeste Stromungsproblem
notwendig ist.

Die aktuelle Programmversion ist in ANSI-C geschrieben. Sie wurde ohne Anderungen am Sourcecode
erfolgreich auf folgenden Systemen angewendet:

> SUN Sparcstation SunOS 4.1.x und Solaris 2.1
> HP 9000 Serie 700, HP-UX 8.0.x
> MS-DOS 5.0

Das Programm besteht aus:

14 C-Quelldateien

16 Deklarationsdateien

4980 Zeilen Programmquelltext
davon etwa 2000 Zeilen Kommentar

Um ein lauffihiges Programm zu erzeugen, eignet sich jeder ANSI-C-Compiler. Zusitzliche Laufzeit-
bibliotheken sind neben der Standard-C-Bibliothek nicht erforderlich.
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Parallel zum Berechnungsprogramm, das "FLOWC" genannt wird, wurde ein Stromungs-
visualisierungsprogramm entwickelt.

Der zu "FLOWC" gehorende Postprozessor "POSTFLOW" ist ebenfalls in der Sprache C entwickelt
worden. Als graphische Bibliothek setzt er das interaktive dreidimensionale Graphikpaket PHIGS+ ein.
PHIGS+ ist ein Standard, der die Portierung auf andere Rechnerplattformen erleichtert. "POSTFLOW"
ist gegenwirtig auf SUN Sparcstations implementiert und voll in das auf diesen Rechnern laufende
Window-System integriert. Das Programm ist sehr leicht und intuitiv zu bedienen und erlaubt eine voll-
stindig dreidimensionale Sicht auf das Berechnungsgebiet mit allen Strémungsparametern und beliebi-
ger Skalierung, Rotation und Verschiebung.

Die Kombination von "FLOWC" und "POSTFLOW" ermoglicht Stromungsberechnungen mit einem
Einarbeitungsaufwand, der im Vergleich zu kommerziellen Strémungsberechnungsprogrammen sehr
klein ist.

Zur Benutzung des Programmes ist eine Eingabedatei zu erstellen, deren Name beim Programmaufruf
als Argument iibergeben wird. Das Programm erzeugt als Ergebnis der Berechnung eine Ausgabedatet,
die die berechneten Gittervariablen in beliebigen Iterationsschritten enthilt. Ein- und Ausgabedatei wer-
den vom Postprozessor gelesen, um die berechneten Gittervariable, graphisch darzustellen.

Die Eingabedatei ist eine Textdatei, in der alle Berechnungsparameter, Startwerte und Steuerparameter
festgelegt werden konnen. Dies geschieht mittels Variable-Attribut-Wertepaaren. In dem folgenden Bei-
spiel wird ein Full Approximation Scheme fur die globale Iteration aktiviert und die laminare Viskositit
festgelegt:

FAS: ON schaltet FAS ein
NUE: 1.19E-6 legt dic laminare Viskositit fest

Zwischen den Variable-Attribut-Paaren kénnen beliebige Kommentare stehen. Fehlen diese Angaben,
werden Standardwerte angenommen. Dadurch ist es moglich, ein Strémungsproblem mit sehr wenigen
Eingaben zu definieren. Die Standardwerte sind so festgelegt, daB fur den Fall einer vollstindig fehlen-
den Angabe von Variable-Attribut-Paaren eine ebene laminare Rohrstrémung in einem orthogonalen
Netz von 20 * 10 Zellen mit einer ZellgroBe von 12 berechnet wird.

Im Anhang ist cine Beispieleingabedatei beschrieben. Dort befindet sich auch eine Tabelle, die alle

Variable-Attribut-Paare zur Modellierung eines Stromungsproblemes mit ihren Vorgabewerten und
Eingabegrenzen beschreibt. Der Anhang enthalt ferner eine Abbildung des Postprozessors.
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6 Validierungsberechnung '""Wall Driven Cavity"

Zur Validierung des Verfahrens wurde der Strémungsfall "Wall Driven Cavity" untersucht. Dabei wird
ein Fluid in einem ebenen quadratischen Stromungsgebiet, das von Winden mit Haftbedingungen be-
grenzt wird, in eine Zirkulationsbewegung versetzt, in dem eine der Begrenzungswinde tangential mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt wird.

Das Stromungsproblem "Wall Driven Cavity" wird vielfach als Testfall fiir numerische Berechnungs-
verfahren reibungsbehafteter Stromungen benutzt. Hier werden zum Vergleich die Untersuchungen von
Ghia et al. (1982) und Barcus et al. (1988) herangezogen. Der Vergleich beschrinkt sich auf eine Re-
ynoldszahl von Re = 1000, gebildet mit der Tangentialgeschwindigkeit der bewegten Wand und der Sei-
tenlange des quadratischen Berechnungsgebietes.

Fir den Vergleich mit den Ergebnissen von Ghia et al. wurden Berechnungen auf einem Diskretisie-
rungsgitter von 128 * 128 quadratischen Zellen durchgefiihrt. Der konvektive Term wurde mit einem
85 %-igen Anteil finiter Differenzen zweiter und einem 15 %-igen Anteil finiter Differenzen erster Ord-
nung diskretisiert.

Xps Yo
L]

VL
VR

xuyLQ luj=0 (j XpYr

Bild 6.1: Berechnungsgebiet "Wall Driven Cavity"

Bild 6.2 zeigt links den Primédrwirbel und rechts als Ausschnitt den linken Sekundirwirbel.
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Bild 6.2: Primir- und linker Sekundirwirbel des Berechnungsfalles "Wall Driven Cavity"

In Tabelle 6.1 werden die Koordinaten des Zentrums des Primarwirbels x;, y, sowie des linken und des
rechten Sekundirwirbels x;, y; bzw. X, y; mit den Ergebnissen von Ghia et al. verglichen. Die GroBen
HL, VL, HR und VR bezeichnen die horizontale bzw. vertikale Lage des Punktes, an dem eine Vorzei-
chenumkehr der Tangentialgeschwindigkeit in unmittelbarer Wandnéahe auftritt.

vorliegendes Ghia Prozentuale Abweichung

Verfahren bezogen auf Seitenldnge
Xp 0.5338 0.5313 0.25%
Ve 0.5729 0.5625 1.04 %
X, 0.0875 0.0859 0.16 %
y. 0.0738 0.0781 0.43 %
Xg 0.8379 0.8594 2.50 %
Yr 0.1078 0.1094 0.60 %
HL 0.2305 0.2188 1.70 %
VL 0.1602 0.1680 0.80 %
HR 0.3496 0.3034 4.20 %
VR 0.3789 0.3536 230 %

Tabelle 6.1: Vergleich der Koordinaten des priméren und der sekundaren Wirbel

Die Tabelle zeigt Abweichungen mit einem Mittelwert von 1,3 %. Die Vergleichsmoglichkeit wird ein-
geschrankt, da die Angaben von Ghia et al. vermuten lassen, daB die Koordinaten der Wirbelzentren
auf die der nichstliegenden Gitterknoten gerundet wurden. Weitere Griinde fiir die Abweichungen sind
die unterschiedliche Diskretisierung des konvektiven Terms (3. Ordnung bei Ghia) und ein geringfligig

anderes Diskretisierungsgitter.
Zur Untersuchung des Konvergenzverhaltens wurde ein Gitter mit 80 * 80 Zellen benutzt, um die Ver-

gleichbarkeit mit Barcus et al. herzustellen. Es wurden finite Differenzen der Ordnung 1 fur die Diskre-
tisierung des konvektiven Terms verwendet. Der Relaxationsfaktor fir die Geschwindigkeit war
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®=0.8, fur den Druck wurde ®,=0.4 verwendet. Die verwendeten Mehrgittermethoden beschrinken
sich auf eine Beschleunigung der globalen Iteration. Vier verschiedene Berechnungsverfahren wurden
miteinander verglichen:

& Eingitterverfahren (SG): SIMPLE-Iterationszyklen nur auf dem feinsten
Diskretisierungsgitter

®  Prolongation Scheme (PGM): Dabei wird zundchst eine Losung auf einem groben
Gitter (5 * 5 Gitterzellen) bestimmt und diese dann auf das nichst feinere Gitter iiber-
tragen. Hier wird wiederum eine Losung bestimmt und auf das feinere Gitter iibertra-
gen usw., bis das feinste Gitter erreicht ist.

®  Full Approximation Scheme (FAS) in der in Kap. 4 beschriecbenen Weise. Auf jeder
Gitterebene wird jewelils ein SIMPLE-Iterationszyklus berechnet.

® Full Multigrid (FMG) als Kombination aus PGM und FAS

Bild 6.3 zeigt den Verlauf des Residuums der x-Komponente der Geschwindigkeit iiber den globalen
Iterationszyklen.
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Bild 6.3: Konvergenzverhalten der globalen Iteration

Bild 6.3 zeigt eindrucksvoll, wie mittels Mehrgittermethoden eine Beschleunigung der globalen Konver-
genz erreicht wird. Die grofite Beschleunigung der Konvergenz wird mit dem FMG-Verfahren erreicht,
das aber im Vergleich zum FAS-Verfahren nur unwesentlich schneller ist. Die Ergebnisse wurden mit
denen von Barcus et al. verglichen. Er benutzt ebenfalls ein "Full Multigrid Scheme", berechnet Kor-
rekturen auf einer Gitterebene allerdings nicht mit einem "Full Approximation Scheme", sondern mit ei-
nem "Correction Scheme".

Tabelle 6.2 zeigt im Vergleich die Anzahl notwendiger Iterationszyklen zur Reduzierung des Resi-
duums auf 0.1 % des Anfangswertes.
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Verfahren Hier Barcus
SG 380 389
PGM 301 299
FMG 14 17

Tabelle 6.2: Vergleich der Iterationszyklen
Die Tabelle zeigt gute Ubereinstimmung fiir das Eingitterverfahren und das PGM-Schema. Beim FMG

zeigt sich ein etwas geringerer Rechenbedarf fur das hier beschriebene Verfahren, der auf dic Benut-
zung des "Full Approximation Scheme" zur Bestimmung von Korrekturen zuriickzufiihren sein dirfte.
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7 Berechnungen ebener Stromungen

Als ebener Stromungsfall wurde die Umstromung eines pontonformigen Querschnittes, der in einem tie-
fenbegrenzten stromenden Gewiésser fest verankert ist. Bild 7.1 zeigt das Berechnungsgebiet sowie die
Lingspositionen, an denen gemessene Geschwindigkeitsprofile vorlagen.

Einstrom- Ausstrom-
rand rand

0.7°L e L e L

l — :
q
)

x=-1ZOOmW%=-4SOm

V2727222222 77

Bild 7.1: Geometrie des Berechnungsgebietes

x=0m = 1360 m|

Die Berechnungen und Messungen wurden mit einem fixierten Modell der Lange L=1100 mm und ei-
nem Tiefgang 7=73 mm bei einer Wassertiefe von =300 mm durchgefiihrt. Der Gillungswinkel des
Modelles betrug etwa 15 Grad und lief in einem Radius von etwa 200 mm in die Bodenplatte ein. Die
Reynoldszahl - gebildet mit der Geschwindigkeit an der Wasseroberfldche und der Fahrzeuglange - be-
trug 0.958 * 10°. Die Lénge des diskretisierten Fliissigkeitsgebietes betrigt bei allen folgenden Berech-
nungen etwa 2.7 * Linge des Modells, wobei der Bereich hinter dem Modell etwa eine Modelliange
betragt.

Die Ergebnisse der Berechnung werden mit MeBergebnissen aus dem Modellversuchstank verglichen,
siche Bechteler et.al. (1991). Die Versuche wurden am Institut fiir Wasserwesen der Universitit der
Bundeswehr Miinchen in einer etwa 50 m langen Kipprinne durchgefiihrt. Im Versuch wurden fest ver-
ankerte Modelle an der freien Wasseroberfliache untersucht (Fn=0.304, Fn,;=0.583). Im Gegensatz hier-
zu wurden die Berechnungen mit einer Symmetrierandbedingung in der Wasserlinie der Modelle durch-
gefiihrt, d.h. berechnet wurde die Umstrémung des tiefgetauchten Doppelrumpfes. Fir die Vergleich-
barkeit der Ergebnisse von Messung und Berechnung ist dies eine Einschrinkung, die sich vor allem im
Bugbereich des Fahrzeuges auswirkt.

7.1 Testrechnung mit einem Diskretisierungsgitter von 64 * 24 Zellen

Diese Rechnung soll vor allem die beiden implementierten Turbulenzmodelle miteinander vergleichen
und unterschiedliche Glatter der inneren mehrgitterbeschleunigten Iteration untersuchen. Die folgende
Abbildung zeigt das Diskretisierungsgitter, das aus 64 * 24 Gitterzellen bestand:

il

Bild 7.2: Diskretisierungsgitter 64 * 24
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Dic konvektive Anderung wird mit Aufwind-Differenzen erster Ordnung berechnet. Unter dem Fahr-
zeugboden und am Gewisserboden wurde eine Haftrandbedingung vorgesehen, die mit logarithmischen
Wandfunktionen mit einem mittleren dimensionslosen Wandabstand von y* = 110 realisiert wurde.

Zur Beschleunigung der inneren Iteration wurde ein Mehrgitter-Korrekturschema verwendet, wéihrend
die duBere Iteration ohne Mehrgitterbeschieunigung durchgefithrt wurde. Als Glatter innerhalb des
Mehrgitterschemas zur Losung der Druckkorrekturgleichung wurden mehrere iterative Verfahren mit-
einander verglichen: Gauss Seidel Iteration, Punkt-Uberrelaxation, Linien-Gauss-Seidel und Strongly
Implicit Procedure von Stone (1968).

Die Ergebnisse wurden mit einem SIMPLEC-Schema ohne Unterrelaxation des Druckes berechnet. Der
Unterrelaxationsfaktor fiir die Geschwindigkeit muBite fiir die beiden untersuchten Turbulenzmodelle
unterschiedlich gewihlt werden. Wahrend beim k-e-Modell eine Geschwindigkeitsunterrelaxation von
0.5 ausreichend war, zeigten die Berechnungen mit dem Baldwin-Lomax-Modell erst mit einer Ge-
schwindigkeitsunterrelaxation von 0.3 eine konvergierende globale Iteration. Wahrend mit dem k-e—
Modell 120 globale Iterationszyklen ausreichend waren, um das Residuum auf 10™ zu reduzieren, wa-
ren mit dem Baldwin-Lomax-Modell aufgrund der geringeren Unterrelaxation der Geschwindigkeit na-
hezu 300 Iterationszyklen notwendig.

Bild 7.3 =zeigt den Vergleich gemessener und mit den beiden Turbulenzmodellen gerechneter
Geschwindigkeitsprofile:
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Bild 7.3: Gemessene und berechnete Geschwindigkeitsprofile
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Der Vergleich gemessener und berechneter Geschwindigkeitsprofile zeigt Abweichungen von durch-
schnittlich 10 %, in den meisten Bereichen deutlich darunter, an einigen Stellen jedoch auch erheblich
dariiber. Fiir die dominierende Langskomponente der Geschwindigkeiten ist dies nicht in jeder Bezie-
hung zufriedenstellend. Ursache hierfiir sind Fehler bet der Schitzung des Geschwindigkeitsprofiles und
der Turbulenzparameter am Einstrémrand sowie das grobe Diskretisierungsgitter.

Ein Vergleich zeigt zudem erhebliche Unterschiede zwischen den Geschwindigkeitsprofilen beider Tur-
bulenzmodelle. Es ist anzunehmen, daB dies an der turbulenten Viskositit in Wandnihe liegt, die bei
den beiden Turbulenzmodellen sehr unterschiedlich ausfilit. Das folgende Bild zeigt den Verlauf der
Gesamtviskositit (also der Summe aus turbulenter und laminarer Viskositit) unter dem Fahrzeugboden.

-50} B-L
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Bild 7.4: Gesamtviskositét unter dem Fahrzeugboden

Bild 7.4 zeigt, daB der mit dem k-e-Modell berechnete Maximalwert der turbulenten Viskositit um den
Faktor 2.5 grofer ist als der mit dem Baldwon-Lomax-Modell berechnete.

Die Geschwindigkeitsprofile des Baldwin-Lomax-Modelles zeigen zudem Oszillationen, d.h. die Ge-
schwindigkeiten variieren in physikalisch nicht plausibler Weise um einen Mittelwert. Dies liegt - wie
bereits in Kapitel 3.4.2 beschrieben - daran, daB es in einem numerischen Verfahren sehr schwer ist,
den Maximalwert des Produktes aus dem Betrag der Rotation der Geschwindigkeit und dem Wandab-
stand zu bestimmen, da dieses Produkt in einem logarithmischen Geschwindigkeitsprofil annihernd eine
Konstante ist.

Ein Vergleich des unter dem Fahrzeugboden gemessenen Druckverlaufes mit den entsprechenden Er-
gebnissen der Berechnung (Bild 7.5) zeigt eine befriedigende Ubereinstimmung.
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Bild 7.5: Druckverlauf unter dem Fahrzeugboden

Im Bugbereich und unter dem vorderen Gillungseinlauf in den Boden treten allerdings erhebliche Ab-
weichungen auf. Die Abweichungen im Bugbereich beruhen auf der hier nicht zuldssigen Substitution
der freien Wasseroberfliche durch eine Symmetrieebene. Sie ist ein inhdrenter Nachteil des hier be-
schriebenen Verfahrens, bei dem eine bessere Beriicksichtigung der freien Wasseroberfliche nicht még-
lich ist. Die Abweichung im Gillungseinlauf diirfte an der nicht ausreichenden Diskretisierung an dieser
Stelle liegen.

Obwohl der Aufwand zur Berechnung der turbulenten Viskositit mit dem algebraische Baldwin-
Lomax-Modell grundsatzlich geringer ist als bei einem Zweigleichungsmodell, verringerte sich in dem
hier gezeigten Rechenfall der Gesamtberechnungsaufwand nicht. Wegen der geringeren erforderlichen
Unterrelaxation der Geschwindigkeit steigt die Anzahl der bis zum Erreichen eines gegebenen Resi-
duums notwendigen globalen Iterationszyklen erheblich, so dal der Rechenaufwand bis zum Erreichen
einer konvergierten Losung etwa konstant blieb.

Wegen der auftretenden Geschwindigkeitsoszillationen wurde bei allen weiteren Berechnungen das
Baldwin-Lomax-Turbulenzmodell nicht mehr beriicksichtigt. Auch die SIMPLEC-Methode wurde bei
allen weiteren Untersuchungen nicht mehr beriicksichtigt, da die erforderliche Geschwindigkeitsunterre-
laxation im Zusammenhang mit der Geschwindigkeitsinterpolation an den Zellenrindern problematisch
ist.

.2 Variation der Diskretisierung des Berechnungsgebietes

Mit einer Verbesserung des Diskretisierungsgitters und einer Untersuchung von Gitterabhéngigkeiten
soll versucht werden, eine bessere Ubereinstimmung der Ergebnisse mit den Messungen zu erzielen.
Dabei wurden die folgenden Diskretisierungsgitter untersucht:
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52 * 16 Gitterzellen
104 * 32 Gitterzellen
208 * 32 Gitterzellen
208 * 64 Gitterzellen

Bild 7.6 zeigt das Gitter mit104 * 32 Zellen.
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Bild 7.6: Diskretisierungsgitter 104 * 32

Die Berechnungen wurde mit einer konstanten Geschwindigkeit am Einstromrand durchgefiihrt, da es
sich als schwierig erwies, bei den unterschiedlichen Diskretisierungen ein logarithmisches Einstrémpro-
fil zu modellicren, das den Vergleich der Ergebnisse der einzelnen Gitter zulieB. Auf allen Gittern wur-
de mit dem k-e-Turbulenzmodell mit logarithmischen Wandfunktionen gerechnet. Der Konvektionsterm
wurde mit finiten Differenzen der Ordnung O¢h) diskretisiert.

In den folgenden Diagrammen sind der Druckverlauf, der Verlauf der Schubspannungen am Fahrzeug-
boden und das Geschwindigkeitsprofil unter dem Hauptspant vergleichend fur alle Gitter aufgetragen.
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Bild 7.7: Druckbeiwert bei unterschiedlichen Diskretisierungsgittern
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Ein Vergleich der berechneten Druckbeiwerte zeigt, daB sich die Ergebnisse der feineren Gitter kaum
voneinander unterscheiden. Lediglich das Gitter mit 52 * 16 Zellen weicht von den anderen Ergebnissen
stiarker ab.

Ein dhnliches Bild zeigt sich auch bei der Darstellung des Geschwindigkeitsprofiles unter dem Haupt-
spant. Bild 7.8 zeigt stark vergroBert einen Ausschnitt des Geschwindigkeitsprofiles. Die mit den ver-
schiedenen Gittern berechneten Maximalwerte der Geschwindigkeiten weichen lediglich um 0.85 %
voneinander ab. Auch hier tritt bei dem Ubergang vom grobsten auf das nichst feinere Gitter die groBte
Anderung des Maximalwertes auf. Die Maximalgeschwindigkeiten der feineren Gitter unterscheiden
sich lediglich um etwa '/, des Betrages der Geschwindigkeit.

-200

1.35 1.4 1.45

Bild 7.8: Geschwindigkeitsprofil bei unterschiedlichen Diskretisierungsgittern

Der Vergleich der mit den unterschiedlichen Gittern berechneten Schubspannungen hingegen zeigt nicht
den gewiinschten Verlauf.
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Bild 7.9: Schubspannungen bei unterschiedlichen Diskretisierungsgittern

Wihrend die Ergebnisse der Gitter 208 * 32 und 104 * 32 gute Ubereinstimmung zeigen, weicht der
Scherspannungsverlauf des Gitters 52 * 16 erwartungsgemiB stark ab. Das trifft jedoch auch fiir das
Gitter mit 208 * 64 Zellen zu, vermutlich weil die untere Grenze des Giltigkeitsbereiches der logarith-
mischen Wandfunktionen unterschritten wird. Bei einer Wandspannung von 4 N/m? ist der dimensions-
lose Wandabstand y* < 40. Als Giiltigkeitsgrenzen der Wandspannungen werden in der Literatur viel-
fach 100 < y* < 300 angegeben. Das Diagramm von White (1974) S. 473 zeigt einen Giiltigkeitsbereich
von 60 < y* < 600.

Die Gitteranderungsuntersuchung lift eine Reihe von Schlissen zu. So zeigte sich, daf der Druckver-
lauf am unempfindlichsten auf Gitterveranderungen reagiert. Es miissen bei einer Variation der Diskre-
tisierung daher immer auch Schubspannungs- und Geschwindigkeitsprofile betrachtet werden. Das Mit-
tel der Gitterverfeinerung zur Verbesserung der Genauigkeit findet beim Einsatz von Wandfunktionen
bereits frithzeitig eine Grenze, wenn der dimensionslose Wandabstand Werte auBerhalb des Giltigkeits-
bereiches der Wandfunktionen annimmt. Insgesamt betrachtet sind im vorliegenden Fall die Diskretisie-
rungsgitter von 104 * 32 und 208 * 32 gut geeignet, wobei das feinere der beiden Gitter vor allem den
Langsverlauf der Schubspannung im Bereich der Gillungseinldufe in den Boden besser wiedergibt.

.3 Vergleich der Berechnungsergebnisse mit Meflergebnissen

Der Vergleich von Messungen und Berechnungen wurde mit dem Diskretisierungsgitter von 104 * 32
Zellen durchgefiihrt. Bei diesen Berechnungen wurde ebenfalls das k-e-Turbulenzmodell in Verbindung
mit logarithmischen Wandfunktionen benutzt. Die konvektive Anderung des Impulses wurde hier mit
finiten Differenzen der Ordnungen O(h) und O(#’) diskretisiert. Am Einstromrand wurde jetzt ein loga-
rithmisches Stromungsprofil iiber die halbe Wassertiefe angenommen.

Die Berechnungen wurden mit dem SIMPLE-Schema durchgefiihrt. Dabei wurden folgende Unterrela-
xationsfaktoren verwendet:
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Die Wahl eines relativ groBen Unterrelaxationsfaktors fiir die Geschwindigkeiten und eines kleinen Un-
terrelaxationsfaktors fiir den Druck stellt sicher, daB die Geschwindigkeits-Unterrelaxation die spezielle
Geschwindigkeitsinterpolation zur Berechnung der Fliisse iiber die Zellgrenzen kaum beeinfluit. Die
globale Iteration wird abgebrochen, wenn das Residuum kleiner als 10 war. Die innere Iteration zur
Losung der Druckkorrekturgleichung wurde immer dann abgebrochen, wenn der vor Beginn der Itera-
tion festgestellte Massedefekt um den Faktor 107 reduziert war.

Die folgenden Diagramme zeigen einen Vergleich der berechneten und gemessenen Geschwindigkeits-
profile an den in Bild 7.1 gezeigten Querschnitten. In den Diagrammen bezeichnet o (Alpha) die Wich-
tung der zentralen Differenzen bei der Berechnung des Konvektionstermes der Impulsgleichung (s. Kap.
5.2). Ein Wert von 0=0.0 bezeichnet eine Diskretisierung erster Ordnung des Konvektionstermes der
Impulsgleichung, ein Wert von o:=1.0 bezeichnet eine Diskretisierung zweiter Ordnung .
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Bild 7.10: Vergleich berechneter und gemessener Geschwindigkeitsprofile
Diskretisierungsgitter 104 * 32

Im Vergleich zu den in Bild 7.3 gezeigten Ergebnissen wurde eine deutliche Reduzierung der Abwei-
chungen der Berechnungsergebnisse von den Messungen erreicht. Dies ist zum einen durch die feinere
Diskretisierung des Berechnungsgebietes, zum anderen durch die bessere Anpassung des Einstrémprofi-
les an die Gegebenheiten des Modellversuches erreicht worden. Die Ordnung der Diskretisierung des
Konvektionsterms hat nur einen geringen EinfluB auf den Verlauf des Geschwindigkeitsprofils. Der Un-
terschied ist in allen Féllen kleiner als die Abweichung zwischen Berechnungs- und MeBergebnissen.
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Allerdings ist bei dem vorliegenden Strémungsproblem der Verlauf der Stromlinien fast dqidistant zu
den Gitterlinien. Dadurch wird das Auftreten numerischer Diffusion reduziert.

Bei den berechneten Druckverlaufen (Bild 7.11) ergibt sich eine relativ groe Abweichung zu den Mes-
sungen vor allem unter dem Fahrzeugboden und an den Gillungseinldufen in den Boden. Im Vergleich
zum Diskretisierungsgitter mit 64 * 24 Zellen ist die Abweichung zwischen Berechnung und Messung
unter dem Fahrzeugboden sogar deutlich gestiegen, was in keiner Weise plausibel ist. Die Berechnun-
gen geben auch die Unterdruckspitze am Einlauf der vorderen Gillung in den Boden nur unzureichend
wieder. Hier ist dic Abweichung zwischen Messung und Berechnung erheblich.
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Bild 7.11: Vergleich berechneter und gemessener Druckverlauf unter dem Fahrzeugboden
Diskretisierungsgitter 104 * 32

Eine Bewertung des hier gezeigten Vergleiches zwischen Messung und Berechnung ist aus zwei Griin-
den relativ schwierig. Zum einen wurden bei der Messung andere Randbedingungen angenommen als
bei der Berechnung. Dies trifft vor allem auf die freie Oberfldche des Versuches zu, die in der Berech-
nung durch eine Symmetriecbene ersetzt wurde. AuBerdem ist die Spezifikation der TurbulenzgréBen
auf dem Einstrémrand nur durch Abschitzen moglich, da hier keine MeBdaten vorlagen. Ein weiteres
Hindemis fur eine Bewertung der Qualitit der Berechnung sind fehlende Kenntnisse iiber die Qualitit
der MeBergebnisse. Die Messungen wurden in einer sogenannten Kipprinne durchgefiihrt, bei der die
Stromungsgeschwindigkeit durch eine Neigung des gesamten Stromungskanales erreicht wird. Dies in
Verbindung mit der geringen Kanalbreite von nur einem Meter bei einer Modellldnge von 1.0 m lassen
die Vermutung zu, daB} reproduzierbare ebene Stromungsverhiltnisse iiber einen lingeren Versuchszeit-
raum nicht immer gesichert sind. Dennoch wird die Ubereinstimmung der Berechnungsergebnisse als
ausreichend fiir ingenieurméBige Untersuchungen angesehen, mit der zum Beispiel Formoptimierungen
mit Hilfe einer Variantenuntersuchung ohne den Riickgriff auf Versuchsdaten méglich sind.

4 Konvergenzverhalten des Berechnungsverfahrens
4.1 Einflufl der Druckkorrekturgleichung auf die globale Konvergenz

Fiir das globale Konvergenzverhalten der SIMPLE-Iteration ist die Genauigkeit, mit der die Niherung
der Druckkorrekturgleichung bestimmt wird, von entscheidender Bedeutung.Die Erfiillung der Massen-
erhaltungsbedingung, d.h. die Losung der Druckkorrekturgleichung, beansprucht den groBten Teil der
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Rechenzeit innerhalb einer globalen Iteration. Wahrend jeweils ein bis zwei innere lterationszyklen fiir
die Niherungslosung der Impuls- und Trubulenzgleichungen ausreichend sind, muB die Druckkorrek-
turgleichung in jeder globalen Iteration aufs neue sehr genau berechnet werden, damit der Massedefekt
klein bleibt.

Fiir den zuldssigen Massedefekt benutzt man in der Regel ein dynamisches Kriterium, d.h. man fiihrt so
viele Iterationszyklen durch, bis der Massedefekt einen vorzugebenden Bruchteil des Anfangswertes vor
Beginn der Iteration erreicht hat. Testrechnungen ergaben das beste Konvergenzverhalten, wenn die
1-Norm des Massedefektes etwa eine GréBenordnung kleiner ist als die 1-Norm des Residuums der Im-
pulsgleichungen in dieser globalen Iteration. Die Vorgabe eines absoluten Abbruchkriteriums fiir die
Druckkorrekturgleichung ist daher unékonomisch.

Bild 7.12 zeigt den Verlauf des Residuums der Impulskomponenten in Abhéngigkeit von der Anzahl der
globalen SIMPLE-Iterationszyklen. Der Kurvenparameter ist der Massedefekt, bei dem die innere Itera-
tion zur Berechnung der Druckkorrektur abgebrochen wird, im Verhiltnis zum Massedefekt vor Beginn
der inneren Iteration. Der untersuchte Stromungsfall ist hier die Bargeumstrémung mit 104 * 32
Gitterzellen.

Bei einer Reduzierung des Massedefektes auf ein Zehntel des Anfangswertes oder weniger ist das Kon-
vergenzverhalten der globalen Iteration am besten. Bei einer Reduzierung des Massedefektes auf 20 %
des Anfangswertes - ein Wert, der in der Literatur oft genannt wird - ist das Konvergenzverhalten der
globalen Iteration immer noch gut, aber nicht immer monoton fallend. Wird die Druckkorrekturglei-
chung nur so genau gelost, daB der Massedefekt bei Abbruch der Iterationen zur Losung der Druckkor-
rekturgleichungen noch 50 % des Wertes vor Beginn der Berechnung der Druckkorrektur betrigt, ver-
schlechtert sich das globale Konvergenzverhalten deutlich. Es ist also wiinschenswert, bei jeder Berech-
nung der Druckkorrektur den Massedefekt auf 10 % des Startwertes zu reduzieren.
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Bild 7.12: Verlauf der globalen Konvergenz in Abhingigkeit des Residuums
der Druckkorrekturgleichung

Eine Untersuchung des Einflusses der Startwerte auf das Konvergenzverhalten der globalen Iteration
zeigt den erheblichen EinfluB des Massedefektes vor Beginn der globalen Iteration. Vor Beginn der glo-
balen SIMPLE-Iteration miissen Startwerte fiir alle Geschwindigkeitskomponenten, den Druck und die
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Turbulenzparameter festgelegt werden. Bei vielen Stromungsproblemen ist es nicht einfach, Startwerte
fiur die Geschwindigkeiten vorzugeben, die den Massenerhaltungssatz in jeder Diskretisierungszelle er-
fillen. In vielen Fallen wird daher als Startwert der Geschwindigkeiten iiberall 0 angenommen. Aus
dem mit dieser Schitzung verbundenen Massedefekt resultiert dann eine sehr hohe Druckkorrektur in
der ersten globalen Iteration, die in den folgenden globalen Iterationszyklen nur langsam abgebaut wird.
Dies verschlechtert das globale Konvergenzverhalten.

Bei Schiffsumstromungen wie auch bei anderen Umstrémungen mit einer dominierenden Hauptstro-
mung, die ihre Richtung nur wenig indert, besteht die Moglichkeit, als Startwert alle diskreten Ge-
schwindigkeiten im Berechnungsgebiet auf die Geschwindigkeit des Einstromrandes zu setzen. Dies ist
in der Regel ein besserer Startwert als der oben beschriebene, er erfiillt aber den Massenerhaltungssatz
in der Regel ebenfalls nicht, mit den gleichen Folgen wie im oben beschriebenen Fall.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Losung des Stromungsproblemes zunichst auf einem grobe-
ren Gitter zu bestimmen, und diese als Startwerte auf das feinste Gitter zu prolongieren. Dies Verfahren
wird oft mit einem "Full Approximation Scheme" kombiniert (FAS/FMGQG), ist aber grundsitzlich unab-
héangig davon.

Hier wird jedoch ein anderes Verfahren favorisiert. Dabei wird vor der ersten globalen Iteration eine
Losung der Druckkorrekturgleichung bestimmt. Das Geschwindigkeitsfeld wird um die aus der berech-
neten Druckkorrektur resultierenden Geschwindigkettskorrektur verbessert, wodurch sich der Massede-
fekt der Startwerte deutlich reduziert. Die Druckkorrektur hingegen wird nicht zum Startwert des Druk-
kes addiert, sondern i1gnoriert, d.h. der Startwert des Druckes ist 0.

Bild 7.13 zeigt im Vergleich den Verlauf des Residuums der Impulskomponenten iiber den globalen
Iterationszyklen. Die beschriebenen Methoden zur Ermittlung von Startwerten wurden dabei miteinan-
der verglichen. Bei dem Stromungsmodell handelt es sich wiederum um dic Barge mit 104 * 32
Gitterzellen.
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Bild 7.13: Konvergenzverlauf der globalen Iteration mit und
ohne Korrektur der Geschwindigkeitsstartwerte
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Das Diagramm 146t einen deutlichen EinfluB der Startwerte auf den Konvergenzverlauf der gesamten
Iteration erkennen. Insbesondere mit dem Startwert O fiir alle Geschwindigkeiten ist das Residuum von
der ersten Iteration an deutlich héher und konvergiert sehr viel langsamer. Mit konstant auf die Ein-
stromgeschwindigkeit gesetzten Startwerten ist der Verlauf des Residuums erwartungsgemif bereits
deutlich giinstiger, das Residuum steigt aber auch hier in den ersten Iterationszyklen an.

Sowohl die aus einer prolongierten Grobgitterlosung resultierenden als auch die mit einer aus der
Druckkorrektur resultierenden Geschwindigkeitskorrektur verbesserten Startwerte beeinflussen das
Konvergenzverhalten giinstig. Die beiden Graphen unterscheiden sich nur wenig. Im Vergleich zu den
ersten beiden Graphen betrigt die Reduzierung des Rechenaufwandes etwa 10 bis 20 globale
Iterationsschritte.

Bei der Startwerterzeugung durch Prolongation einer Grobgitterlosung muB das Stromungsproblem auf
dem Grobgitter vollstindig gelost werden. Der Rechenaufwand hierfiir kann zwar durch alle Mafinah-
men beschleunigt werden, mit denen auch die Feingitterlosung beschleunigt wird (Startwerte, FAS
usw.), der Rechenaufwand fiir die Bestimmung der Grobgitterlosung ist aber nicht vernachlissigbar.
Hingegen ist der Rechenaufwand fiir die einmalige Losung der Druckkorrekturgleichung zur Berech-
nung der Geschwindigkeitskorrektur immer geringer als der Rechenaufwand fur eine globale Iteration.
Bei 200 globalen Iterationszyklen auf dem feinen Gitter fallt der Aufwand dafiir kaum ins Gewicht. Die
Berechnung der Startwerte durch Losen der Druckkorrekturgleichung mit anschlieBender Geschwindig-
keitskorrektur - aber ohne Druckkorrektur - ist damit die 6konomischere Methode zur Berechnung von
Startwerten, die den Gesamtverlauf der globalen Iteration giinstig beeinflussen. Dies bedeutet jedoch
auch, daB hinsichtlich der Beschleunigung der globalen Konvergenz durch Mehrgitterverfahren das
"Full Approximation Scheme / Full Multigrid" (FAS/FMG) keine Vorteile gegeniiber dem einfachen
"Full Approximation Scheme" (FAS) hat. Sofern die Startwerte in der beschriebenen Weise richtig be-
rechnet werden, ist das FAS allein vollkommen ausreichend, bei einem etwas geringeren Gesamtberech-
nungsaufwand. Alle weiteren Untersuchungen werden daher mit der beschriebenen Startwertermittlung
und mit einem "Full Approximation Scheme" durchgefiihrt. Auf die Berechnung von Startwerten durch
Prolongation der Grobgitterwerte wird verzichtet.

7.4.2  EinfluB der Diskretisierung des Konvektionstermes

Bild 7.14 zeigt die Abhéngigkeit des Residuums von den globalen Iterationszyklen, wobei die Ordinate
in diesem Falle die 1-Norm des Residuums der Léngsgeschwindigkeitskomponente ist. Der Kurvenpa-
rameter o (Alpha) bezeichnet den Anteil der mit zentralen Differenzen berechneten konvektiven Ande-
rung des Impulses.
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Bild 7.14: Konvergenzverlauf in Abhingigkeit der Wichtung zentraler Differenzen
des Konvektionstermes, 104 * 32 Gitterzellen

Das Diagramm zeigt, daB der Einflu von o auf das Konvergenzverhalten bis zu einem Wert von
0=0.9 sehr gering ist. Erst bei Werten 0c>0.9 verschlechtert sich das Konvergenzverhalten deutlich. In
der Praxis bedeutet dies, daB es besonders okonomisch ist, Konvektionsterme mit einem Wert von
0=0.9 zu berechnen, da hier der rechnerische Aufwand nur geringfiigig hoher als bei erster Ordnung
diskretisiertem Konvektionsterm ist, dic Losung aber nahezu zweiter Ordnung ist.

7.4.3 Mehrgitter-Korrekturschema fiir die Druckkorrekturgleichung

Wegen der oben gezeigten Bedeutung des Massedefektes auf das Konvergenzverhalten der globalen Ite-
ration und wegen des groBen Rechenaufwandes fiir eine hinreichende Reduzierung des Massedefektes
kommt einer 6konomischen Losung der Druckkorrekturgleichung besondere Bedeutung zu. Aus diesem
Grund ist ein Mehrgitter-Korrekturschema in Verbindung mit einem SIP-Glitter zur Beschleunigung
der Losung der Druckkorrekturgleichung vorgesehen worden. Durch das Mehrgitter-Korrekturschema
kann der Rechenaufwand fiir eine einzelne globale Hteration deutlich gesenkt werden. Die Anzahl der
notwendigen globalen Iterationszyklen bleibt davon unberiihrt.

Im ersten untersuchten Stromungsfall - der Bargeumstromung mit 64 * 24 Zellen - wurde ein Mehrgit-
terkorrekturschema mit vier Gitterebenen zur Losung der Druckkorrekturgleichung benutzt. Neben der
Eingitter- und Mehrgittermethode wurden auch mehrere iterative Loser beziehungsweise Glatter mitein-
ander verglichen. Tabelle 7.1 zeigt die notwendigen Zyklen der inneren Iteration fur die Losung der
Druckkorrekturgleichung in der ersten globalen Iteration. Die innere Iteration terminiert, wenn das ma-
ximale Residuum einen Wert von 10 unterschreitet, d.h. es wird ein absolutes Abbruchkriterium
verwendet.
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Gauss-Seidel . Punkt- Linien-Gauss- | Strongly Implicit
Uberrelaxarion Seidel Procedure (SIP)
Uberrelaxations- Diagonal-
faktor 1.5 wichtung 0.9
Eingitter- >4000 >4000 1407 412
methode
Mehrgitter- 146 104 20 8
Korrekturschema

Tabelle 7.1: Iterationszyklen der ersten inneren Iteration
64 * 24 Diskretisierungszellen

Bei den Tabellenangaben wurde die Anzahl der Iterationszyklen des Mehrgitteralgorithmusses auf allen
Gitterebenen umgerechnet auf eine dquivalente Anzahl der Iterationszyklen auf dem feinsten Gitter. Bei
einem Vergleich der verschiedenen Glatter muf beriicksichtigt werden, daB die einzelnen Glétter fiir ei-
nen Iterationsschritt eine unterschiedliche Anzahl von Gleitkommaoperationen verlangen:

Gauss-Seidel 5 Multiplikationen 5 Additionen
Punkt-Uberrelaxation 6 Multiplikationen 5 Additionen
Linien-Gauss-Seidel 17 Multiplikationen 13 Additionen
SIP 9 Multiplikationen 9 Additionen

Der SIP-Glitter verlangt zusatzliche Operationen fur die LU - Zerlegung der Matrix.

In der folgenden Tabelle handelt es sich um die Bargeumstrémung mit 208 * 64 und 104 * 32 Gitterzel-
len. Angegeben sind die notwendigen Iterationszyklen zur Losung der Druckkorrekturgleichung vor der
ersten Iteration (zur Erfillung des Massenerhaltungssatzes fur die Startwerte der Geschwindigkeiten)
und in der ersten Iteration. Der Massedefekt wurde jeweils auf ein Zehntel des Anfangswertes reduziert,
d.h. es wurde ein dynamisches Abbruchkriterium verwendet. Die Iterationszyklen auf héheren Gittere-
benen wurden umgerechnet auf eine entsprechende Iterationsanzahl auf dem feinsten Gitter. Als iterati-
ves Losungsverfahren bzw. als Glitter wurde die SIP-Methode eingesetzt.

208 * 64 16 26 3G 4G 5G | Faktor Reduzierung
Druckkorrektur vor der ersten
globalen lteration 1896 246 32 11 12 158.0
Druckkorrektur in der ersten
globalen iteration 443 61 13 o 8 55.4

104 * 32 16 2G 3G 4G 5G Faktor Reduzierung
Druckkorrektur vor der ersten
94 167 9
globaien lteration 685 76.1
Druckkorrektur in der ersten 121 21 9 8 15.1

globalen Iteration

Tabelle 7.2: Iterationszyklen zur Losung der Druckkorrekturgleichung
mit und ohne Mehrgitterbeschleunigung

In dieser Tabelle wird wie auch schon bei dem Berechnungsfall mit 64 * 24 Zellen die Beschleunigung
der Konvergenz durch ein Mehrgitter-Korrekturschema bei der Losung der Druckkorrekturgleichung
eindrucksvoll verdeutlicht. Wihrend beim ersten Berechnungsfall mit 64 * 24 Zellen noch ein absolutes
Abbruchkriterium verwendet wurde, das relativ undkonomisch ist, wurde hier der Aufwand fiir die
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Druckkorrekturgleichung auf ein Minimum beschriankt. Dennoch ergibt sich durch den Einsatz von
Mehrgittermethoden eine Rechenzeitreduzierung, die bereits bei 3300 Gitterzellen ecinen Faktor grofier
als 10 erreicht. Bei 13000 Gitterzellen wichst die Ersparnis auf einen Faktor iiber 50 in den ersten
Iterationszyklen.

In der letzen Tabelle wird allerdings bereits sichtbar, daB sich der Rechenaufwand fur die Losung der
inneren Iteration mit jeder weiteren globalen Iteration reduziert. Damit wird auch das Potential fiir eine
Einsparung von Rechenzeit durch den Einsatz des Mehrgitterkorrekturschemas reduziert. Nach 100
oder mehr globalen Iterationszyklen ist der Rechenaufwand zur Losung der Druckkorrekturgleichung so
gering, daB durch Mehrgittereinsatz nur eine geringe Beschleunigung der Konvergenz zu erzielen ist.

7.4.4  Beschleunigung der globalen Iteration

Durch die Beschleunigung der Konvergenz der Druckkorrekturgleichung wird die globale Konvergenz
nicht beeinflut. Um diese zu beschleunigen, wurde fiir die Berechnungsfille der Bargeumstromung bei
104 * 32 Zellen und 208 * 64 Zellen das Full Approximation Scheme benutzt.

Der FAS-Algorithmus arbeitet mit jeweils zwei SIMPLE-Iterationsschritten vor der Restriktion und
nach der Prolongation. Auf dem grébsten Gitter wurden so viele SIMPLE-Iterationszyklen durchge-
fithrt, bis das Residuum 1 % des letzten Residuums der vorigen Gitterebene unterschritten hat. Dafiir
werden in der Regel nicht mehr als 30 SIMPLE-Iterationszyklen benétigt. Die zusitzliche Rechenzeit
ist schon bei einem 4-Gitter-Algorithmus gegeniiber einer einzelnen Iteration auf dem feinsten Gitter
vernachléssigbar.

Bild 7.15 zeigt im Vergleich fiir ein Eingitter (SG) - und ein FAS-Mehrgitterverfahren den Verlauf des
Residuums iiber den globalen Iterationszyklen auf dem feinsten Gitter. Bei dem Berechnungsfall han-
delt es sich um das Diskretisierungsgitter mit 208 * 64 Zellen. Es wurden 5 Gitterebenen verwendet.
Dabei wurden folgende Berechnungsparameter benutzt:

Unterrelaxation der Geschwindigkeit: ®,=038
Unterrelaxation der Geschwindigkeit: w,=0.2
Abbruchresiduum der Druckkorrekturberechnung: AR = 0.1 * Anfangswert

2 Pra-Iterationszyklen vor Restriktion bei FAS und CS
2 Post-Iterationszyklen nach Prolongation bei FAS
Diskretisierung der konvektiven Impulsinderung: o« = 0.0 und 0=0.9
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Bild 7.15: Konvergenzverlauf turbulente Stromung, Diskretisierungsgitter 208 * 64

Durch das Full Approximation Scheme wird eine erhebliche Reduzierung der globalen Iterationszyklen
auf dem Feingitter crreicht. Bei einem Residuum von 10™ wird die Anzahl der notwendigen globalen
Iterationszyklen von etwa 360 auf 50 reduziert. Das Diagramm zeigt auch, daBl eine 90 %-ige Beriick-
sichtigung zentraler Differenzen bei der Diskretisierung des Konvektionsterms erst bei einem Residuum
kleiner als 10 einen nennenswerten EinfluB auf das Konvergenzverhalten hat, d.h. auch mit einer Dis-
kretisierung, die zu 90 % Differenzen zweiter Ordnung benutzt, erh6ht sich der Berechnungsaufwand
im Vergleich zu Aufwinddifferenzen nur unwesentlich.

Die Beschleunigung der Konvergenz fillt auf groberen Gittern geringer aus, so daB dort die Anwen-
dung der Mehrgittermethode keinen Vorteil bringt (Bild 7.16).

Residuum
1E+0 ¢

e
1E2 k

1E-4 &

166 L

1E8 ¢

Eqo L Lo ) PR S
Q 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
iterationszykien

Bild 7.16: Vergleich der Konvergenzverlaufe mit 104 * 32 bzw. 208 * 64 Diskretisierungszellen
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Bild 7.16 148t erkennen, daB bei 104 * 32 Diskretisierungszellen die Konvergenzbeschleunigung durch
das FAS sehr gering ausfallt. Interessanter ist aber, daB sich die Anzahl notwendiger Iterationszyklen
zur Erreichung eines Residuums beim FAS fiir beide Diskretisierungsgitter kaum unterscheidet. Da der
Rechenaufwand fiir eine globale Iteration linear von der Anzahl der Diskretisierungszellen abhiingt - ein
Mehrgitterkorrekturschema fiir die Losung der Druckkorrekturgleichung vorausgesetzt - bedeutet dies
auch eine nahezu linecare Abhingigkeit des Rechenaufwandes von der Anzahl der
Diskretisierungszellen.

Zusammenfassung Mehrgitterbeschleunigung:

Bei den hier beschriebenen Strémungsberechnungen wird die Beschleunigung der Konvergenz durch
zwei verschiedene Mehrgitteralgorithmen erreicht. Wahrend die innere Iteration zur Losung der Druck-
korrekturgleichung mit einem Korrekturschema beschleunigt wird, wird bei der auBeren globalen Itera-
tion dic FAS-Methode angewandt. Die Beschleunigungsfaktoren durch die beiden Verfahren multipli-
zieren sich zu einer Gesamtverbesserung.

Bei dem Stromungsproblem mit einer Diskretisierung von 208 * 64 Zellen wird die Anzahl der inneren
Iterationszyklen zur Losung der Druckkorrekturgleichung in der ersten globalen Iteration von 1896
Iterationszyklen ohne Mehrgitterbeschleunigung auf nur 12 Iterationszyklen mit einem Korrektursche-
ma reduziert. Unabhingig von der inneren Iteration wurde die duBere Iteration mit einer FAS-Methode
beschleunigt, die das Konvergenzverhalten deutlich verbessert (Bild 7.15).

Um jedoch Ein- und Mehrgittermethoden eindeutig miteinander zu vergleichen, miissen einige Zusatz-
einfliisse beriicksichtigt werden, die dazu fuhren, daB die Rechenzeitbeschleunigung durch die Mehrgit-
termethode nicht so positiv ausfillt wie zunichst erwartet wurde.

> Die Berechnungen auf den gréberen Gittern und die Prolongations- und Restriktionsoperationen
verlangen Rechenzeit. Im vorliegenden Berechnungsbeispiel werden in der globalen Iteration bei
jedem V-Zyklus 4 globale Iterationszyklen auf jeder Gitterebene durchgefiihrt. Vier Iterationszy-
klen auf dem zweitfeinsten Gitter verlangen etwa die gleiche Anzahl von Rechenoperationen wie
eine Operation auf dem feinsten Gitter. Der Rechenaufwand fiir dic weiteren groberen Gitter ist
praktisch vernachldssigbar. Insgesamt ist ein im Vergleich zu einer Eingitterberechnung gleicher
Iterationszahl etwa 30 % hoéherer Rechenaufwand anzusetzen.

> Die Beschleunigung der Konvergenz der Druckkorrekturberechnung ist besonders eindrucksvoll
in den ersten globalen Iterationszyklen. Da im Laufe der globalen Iterationszyklen der Aufwand
fiir die Losung der Druckkorrekturgleichung kontinuierlich abnimmt, kann naturgemil auch die
Beschleunigung durch das Mehrgitter-Korrketurverfahren nicht mehr so groB sein.

Ein (mit einigen rechnerbedingten Einschrinkungen) objektiver Vergleich ist daher nur mit einem Ver-
gleich der Rechenzeiten moglich.

Das folgende Diagramm zeigt die Gesamtberechnungszeiten fiir die ebene Bargeumstromung bei den
vier Diskretisierungen:

52 * 16 Zellen d.h. 832 Zellen
104 * 32 Zellen d.h. 3328 Zellen
208 * 32 Zellen d.h. 6656 Zellen
208 * 64 Zellen d.h. 13312 Zellen
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Bei den folgenden Berechnungszeiten handelt es sich um reine CPU-Zeiten. Die Berechnungen werden
in-core und ohne Plattenzugriff durchgefiihrt. Die Iteration wird abgebrochen, wenn die groBte 1-Norm
der funf berechneten GittergroBen den Wert 107 unterschreitet.

CPU-Zeit [s]
10 000

FAS

8 000

6 000

4000

2000

52*16 104 * 32 208 * 32 208 *64
Diskretisierung

Bild 7.17: Rechenzeit Ein- und Mehrgittermethode fiir ebene Bargeumstromung

Die gemessene Beschleunigung durch die geschachtelte Mehrgittermethode betragt demnach im Falle
der hochsten Diskretisierung etwa Faktor 5.

Bei der Berechnung unterschiedlich diskretisierter Modelle konnte beobachtet werden, daB die Anzahl
der globalen Iterationszyklen zur Erreichung eines bestimmten Residuums bei Einsatz der Mehrgitter-
methode annihernd konstant blieb. Das bedeutet, die Rechenzeit steigt anndhernd lincar mit der Anzahl
der Zellen des diskretisierten Strémungsproblemes. Diese Eigenschaft eines iterativen Losungsverfah-
rens wird als "optimales Konvergenzverhalten" bezeichnet.

Eine Regression der im letzten Diagramm dargestellten Berechnungszeiten iiber der Anzahl der Diskre-
tisierungszellen zeigt ein Ergebnis, das dic Beobachtung bestétigt. Werden die vier Diskretisierungen
von Bild 7.17 zugrundegelegt, ergibt sich, daB die Rechenzeit etwa proportional der 1.04-ten Potenz der
Anzahl der Diskretisierungszellen ist:

tepy ~ nl04

mit der CPU-Rechenzeit 7, und der Diskretisierung des Strémungsproblemes 7.
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8 Stromungsberechnungen um das Wigley-Schiff

Als dreidimensionaler Stromungsfall wird die Umstromung des Wigley-Schiffes untersucht. Die ur-
spriingliche Zielsetzung, die Untersuchung einer raumlichen Pontonumstromung auf beschranktem
Fahrwasser, scheiterte am Fehlen geeigneter qualitativ hochwertiger Modellversuchsergebnisse. Das
Wigley-Schiff hingegen wurde bereits mehrfach experimentell untersucht. Fur den Vergleich der Be-
rechnungen mit Messungen werden die Ergebnisse von Sarda (1985) herangezogen.

Das Wigley-Schiff hat eine parabolische Wasserlinien- und Spantform. Seine Korperoberflache wird

mit
3(-8)(-)

beschrieben, wobei ein kartesisches Koordinatensystem benutzt wird, dessen Ursprung mittschiffs am
Hauptspant in der Wasserlinie liegt, dessen x-Achse nach hinten und dessen z-Achse nach unten zeigt.
B bezeichnet die Schiffsbreite, D den Tiefgang und L die Lange des Schiffes.

Die Berechnungen wurden mit Verhaltniswerten durchgefiihrt, die auch den Modellversuchen von Sar-
da zugrundelagen, d.h. L/B = 10 und L/D=16. Dic Reynoldszahl betrug Re = 4.5 * 10°,

Die Berechnungen werden mit einer Reihe von Diskretisierungsgittern mit 840 bis 107000 Gitterzellen
durchgefithrt. Tabelle 8.1 listet dic verwendeten Diskretisierungsgitter auf. In der dritten Spalte ist an-
gegeben, wie viele Gitterebenen bei einem Mehrgitterschema benutzt wurden, in den letzten vier Spal-
ten , welche Stromungsparameter mit MeBwerten verglichen werden. Hier bezeichnet p den Druckver-
lauf, ¢, den Reibungswiderstandsbeiwert, £ die turbulente kinetische Energie und #* die X-Komponente
der Geschwindigkeit.

Diskretisierungs- | Gitterzellen | Gitterebenen D |k W
gitter (i*j*k) |

96 * 32 * 32 98304 5 L . ) °
48 ¥ 32 ¥ 32 49152 5 ° °
56 * 48 * 40 107520 3 .

56 * 24 * 40 53760 3 L

56 * 24 * 20 26880 2 L ] °
28 * 24 * 20 13440 2

28* 12 *20 6720 2 ° . ° °
14 * 6 *10 840 1 . .

Tabelle 8.1: Diskretisierungsgitter Wigley-Schiff

Es wird eine Gesamtkorperstromung berechnet, d.h. der Einstromrand des Berechnungsgebietes liegt in
einer angemessenen Entfernung vor dem Bug des Schiffes. In vielen Fallen von Stromungsberechnun-
gen um Schiffe wird nur die Achterschiffsumstromung berechnet, um das Diskretisierungsgitter mog-
lichst klein zu halten. In diesem Fall liegt der Einstrémrand in der Hauptspantebene, in der dann die Ge-
schwindigkeit und die Turbulenzparameter angegeben werden miissen. Eine Moglichkeit, diese Randbe-
dingungen zu bestimmen, besteht darin, eine Vorschiffsumstrémung zu berechnen, bei der die Haupt-
spantebene dann der Ausstromrand ist. Dies ist bei dem zur Hauptspantebene symmetrischen Wigley-
Schiff sehr einfach méglich, indem man Einstrom- und Ausstromrand vertauscht und das Vorzeichen
der Geschwindigkeit umkehrt. Im Vergleich zu einer Berechnung der Ganzschiffsumstromung mit ei-
nem &dquivalenten Gitter bedeutet dies, daB das Stromungsproblem zweimal mit der halben Anzahl an
Diskretisierungszellen gelost wird. Dies kann bet den ublichen Losungsverfahren eine erhebliche
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Reduzierung der Rechenzeit mit sich bringen. Bei einem optimalen iterativen Ldser mit einem Berech-
nungsaufwand proportional zur Anzahl der Diskretisierungszellen verschwindet dieser Vorteil. Die Be-
rechnung der Ganzkorperstromung ist daher rechenékonomisch kein Nachteil, organisatorisch aber viel
einfacher. Lediglich die SpeichergroBe ist bei einer Berechnung der Ganzschiffsumstrémung hoher.

Bild 8.1 zeigt das Berechnungsgebiet, das bei allen Diskretisierungsgittern gleich ist. Demnach liegt der
Einstromrand etwa 30 % der Schiffslange vor dem vorderen Lot, der Ausstromrand liegt eine Schiffs-

lange hinter dem hinteren Lot. Das Berechnungsgebiet ist etwa eine Schiffslidnge breit und eine halbe
Schiffsliange hoch.

Free Slip Bedingung L

Free Slip Bedingung

—C

05L

Einstrémrand
Ausstrémrand
L
Free Slip
Bedingung

Free Slip Bedingung

Free Slip Haftbedingung
Bedingu Free Slip Bedingu | v

03L L L

Bild 8.1: Berechnungsgebiet Wigley-Schiff (Wasserlinienebene und Hauptspantebene)

Am Einstromrand wird eine konstante Geschwindigkeit vorgegeben und die turbulente kinetische Ener-
gie null gesetzt, d.h. hier herrscht ungestérte parallele Zustromung. Am Ausstrémrand sind die randnor-
malen Ableitungen fiir die Geschwindigkeitskomponenten und die Turbulenzparameter 0. In der Mitt-
schiffsebene, auf der seitlichen Berandung und auf dem Boden des Berechnungsgebietes herrscht
Schubspannungsfreiheit. Diese Randbedingungen werden auch in der Wasserlinie angenommen, d.h. die
freie Oberfliche wird durch eine Symmetriecbene ersetzt. Es wird also die Umstrémung des tiefge-
tauchten Doppelrumpfes berechnet. Dies ist konsistent zu den Versuchen von Sarda.

Bild 8.2 und Bild 8.3 zeigen das Diskretisierungsgitter in der Wasserlinie und in der Spantebene fiir das
Gitter 96%32%32,
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W]

Bild 8.2: Wasserlinie des Diskretisierungsgitters 96*32%32

Bild 8.3: Hauptspantebene des Diskretisicrungsgitters 96 * 32 * 32

Die im folgenden Kapitel gezeigten Berechnungsergebnisse wurden alle mit dem gleichen Satz an Be-
rechnungskoeffizienten durchgefiihrt:

® Der konvektive Term wurde mit einem 10 %igen Anteil erster Ordnung genauer Upwind-
Differenzen und einem 90 %igen Anteil zweiter Ordnung genauer zentraler Differenzen berechnet.

® Der dimensionslose Wandabstand betrug auf fast allen Gittern 50 < y" < 120. Lediglich auf dem
Gitter mit 6720 Zellen war der Gitterabstand y* =~ 240. Auf dem Gitter mit 840 Zellen war der di-
mensionslose Wandabstand deutlich auBerhalb des giiltigen Bereiches. Direkt am Bug sind die Giil-
tigkeitsgrenzen der Wandfunktionen ebenfalls nicht eingehalten, da hier sehr diinne Grenzschichten
liegen (am vorderen Lot mit einer gegen null gehenden Dicke).
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8.1 Vergleich von Berechnungs- und Meflergebnissen

Druckverlauf in der Wasserlinie:

Der Vergleich von Messungen und Berechnungen des Druckverlaufes wurde auf der Schiffskorperkon-
tur in Hohe der Wasserlimie durchgefiihrt. Der Vergleich umfafit Berechnungen mit den Diskretisie-
rungsgittern 96*32*32, 48*32*32, 56%24*20, 28*12*20 und 14*6*10, d.h. auf 5 Gittern von 840 bis
98304 Gitterzellen. Bei der Auswahl der Gitter fiir den Vergleich wurde vor allem auf eine Variation
der Langsauflosung geachtet.

Bild 8.4 zeigt den Druckbeiwert c, iiber der Langenkoordinate. Das vordere Lot des Schiffes liegt bet
1=0, das hintere Lot bei 1=3048 mm. Der Druckbeiwert cp = (p — po)/(0.5pv?) wurde so definiert, daB p,
der Druck am Einstrémrand in der Hohe der Wasserlinie ist, d.h. an dieser Stelle ist ¢,=0.

cpl
0.3
P g .t ot M
1476"10  28*12°20 56°24°20 48'32'32 96°32'32 ;i‘,‘:g
emtas e marmsrmrim meme - Y
)
'
‘ 1
)
0.1 [ S A\ ™,
. kY s \
SO\
o O\
(] k
o ®
b ®
-0.1 :
-500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
| [mm]

Bild 8.4: Druckverlauf in der Wasserlinie

Der Vergleich der Berechnungskurven zeigt, da sich der berechnete Druckverlauf mit zunehmender
Netzverfeinerung einer Losung annihert, die bereits mit dem mittleren Gitter (56*24*20, 26880 Gitter-
zellen) erreicht ist. Die beiden groberen Gitter zeigen cine deutliche Abweichung. Der Unterschied der
drei feinsten Gitter (26880, 49152 und 98304 Gitterzellen) ist praktisch unbedeutend, d.h. bereits mit
26880 Diskretisicrungszellen ist hier eine nahezu gitterinvariante Losung gefunden worden. Der Ver-
gleich dieser Losung mit den MeBergebnissen zeigt allerdings vor allem im Vorschiffsbereich deutliche
Unterschiede. Bezogen auf den Staudruck der Anstromung treten hier Abweichungen bis 5 % auf. Im
Achterschiff ist die Ubereinstimmung besser. Grundsitzlich fillt ein auf geglitteten MeBwerten basie-
render Vergleich besser aus.

Schubspannungen:

Der berechnete Schubspannungsverlauf wurde auf der Schiffskérperkontur in Spantebenen mit den ent-
sprechenden Messungen verglichen. Dabei wurde der Reibungswiderstandsbeiwert ¢, iiber der mit dem
Schiffstiefgang normierten Hohenkordinate Z/D aufgetragen. Der Reibungswiderstandsbeiwert wird in
ahnlicher Weise aus der Schubspannung auf der Korperkontur ermittelt wie der Druckbeiwert aus dem
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Druck. Er berechnet sich mit cr = Twand/(0.5pv?) mit der Wandschubspannung t,,_,, der Dichte p und
der ungestorten Zustromgeschwindigkeit v.

Bild 8.5 zeigt im Vergleich den gemessenen und die berechneten Reibungswiderstandsbeiwerte. Die Be-
rechnungen wurden mit den Diskretisierungsgittern 96 * 32 * 32, 56*48*40, 56*24*40, 28*12*20 und
14*6*10 durchgefiihrt. In diesem Fall wurde insbesondere die Auflosung der raumlichen Ausdehnung
normal zur Wand variiert. Die vier gezeigten Diagramme unterscheiden sich in der Langsposition der
Messung. 2X/L=0.0 bezeichnet dabei die Position des Hauptspantes und 2X/L=1.0 das hintere Lot.

Am Hauptspant (2X/L=0.0) wird eine groe Abweichung der Berechnungswerte von den Messungen
festgestellt. Hier ist auch eine deutliche Abhéngigkeit des Ergebnisses von der Diskretisierung zu erken-
nen. Mit zunehmender Auflosung des Berechnungsgebietes senkrecht zur Wand wird die Abweichung
der berechneten Schubspannung zu den MeBwerten immer groBer. Die Abweichung betrégt hier bis zu
40 %. Bei einer Anndherung an das achtere Lot werden die Unterschiede zwischen den einzelnen Be-
rechnungsgittern wie auch die Differenz zwischen Berechnung und Messung immer geringer. Das Dis-
kretisierungsgitter 14 * 6 * 10 zeigt jedoch immer eine deutliche Abweichung sowohl zu den Berech-
nungsergebnissen der anderen Gitter als auch zu den MeBwerten. Dies ist jedoch wegen des groBien
Wandabstandes dieses groben Gitters ein erwartetes Ergebnis und trifft zu einem geringeren Grade
auch noch fur das nichstfeinere Gitter 28 * 12 * 20 zu. Die Berechnungsergebnisse der anderen Gitter
fallen nahezu zusammen, mit Abweichungen bis 3 %, meistens deutlich darunter. Das logarithmische
Wandgesetz ist eine empirische, mit Ungenauigkeiten behaftete Funktion, so daB bei einer Abweichung
von 3 % zwischen den einzelnen Gittern bereits von einer nahezu gitterinvarianten Lsung gesprochen
werden kann.
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Die Ubereinstimmung dieser gitterinvarianten Losung mit den MeBwerten nimmt zu, je niher die MeB-
bzw. Berechnungspunkte am hinteren Lot liegen. Unmittelbar vor dem hinteren Lot ist die gemittelte
Abweichung der gitterinvarianten Losung von den MeBwerten 6 %. Ursache fiir die Zunahme der Ge-
nauigkeit bei Anndherung an das hintere Lot ist vermutlich die Zunahme der Grenzschichtdicke. Am
Hauptspant ist die Grenzschicht so dinn, daB sie nur durch drei bis vier Gitterlinien senkrecht zur
Wand aufgelost wird. Am hinteren Lot hingegen betragt die Grenzschichtdicke etwa eine halbe Schiffs-
breite und wird damit von 20 und mehr Gitterlinien senkrecht zur Wand diskretisiert. Dies ist ein inhi-
renter Nachteil der Berechnung diinner Grenzschichten mit Wandfunktionen. Eine hoéhere Auflosung
des unmittelbaren Wandbereiches ist bet diinneren Grenzschichten in der Regel nicht moglich, weil
dann der Giiltigkeitsbereich des dimensionslosen Wandabstandes y* unterschritten wird.

Geschwindigkeitsprofile:

Messungen der Geschwindigkeitsprofile werden mit Berechnungen auf drei verschiedenen Gittern ver-
glichen. Es werden Profile in den Hohenpositionen Wasserlinie und 0.2 * Tiefgang iiber Oberkante Kiel
(OKK) und den Langspositionen Hauptspant, hinteres Lot sowie 0.4 * Léange hinter dem hinteren Lot
fir den MeBwertvergleich herangezogen. In den folgenden Diagrammen bezeichnet 2X/1.=0 die Langs-
position des Hauptspantes, 2X/L.=1.0 die Langsposition des hinteren Lotes, Z/D=0 bezeichnet die Ho-
henposition Wasserlinie und Z/D=0.8 bezeichnet die Hohenposition 0.2 * Tiefgang iiber dem Kiel.

In den Diagrammen in Bild 8.6 und Bild 8.7 ist die Langskomponente der Geschwindigkeit iiber dem
Abstand zur Wand aufgetragen. Die Geschwindigkeit wurde dabei mit der der ungestorten parallelen
Zustromung vor dem Schiff und der Wandabstand mit der halben Schiffsbreite normiert.
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Bild 8.6: Geschwindigkeitsprofile in der Wasserlinie
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Bild 8.7: Geschwindigkeitsprofile 0.2 * Tiefgang tiber Kiel

Bei einer genaueren Betrachtung der MeBwerte kann beobachtet werden, daB die Langsgeschwindigkeit
neben dem Schiff am Hauptspant nur iiber einen sehr kleinen Bereich die Geschwindigkeit der ungestor-
ten Zustrémung erreicht. Insbesondere in groBerer Entfernung vom Schiff ist die Geschwindigkeit ge-
ringer als die der ungestorten Zustrémung. Bei Berechnungen und Messungen in einem vollstindig ge-
schlossenen Kanal ist dies nicht méglich. Vielmehr wird neben dem Schiff durch dessen Verdringung
und durch die zusatzliche Verdringungsgrenzschichtdicke eine Ubergeschwindigkeit induziert. Bei den
vorliegenden Messungen hingegen geht offensichtlich Masse aus der niheren Umgebung des Schiffes
(dem Berechnungsgebiet) verloren. Hier sind die Messungen entweder sehr ungenau oder sie wurden
nicht in einem geschlossenen Kanal, sondern z.B. in einem lidngs geschlitzten runden Kanal durchge-
fiihrt, wie er auch am Institut fiir Schiffbau der Universitat Hamburg eingesetzt wird.

Um trotzdem die Vergleichbarkeit von Berechnungen und Messungen zu gewahrleisten, werden die Be-
rechnungswerte so um einen konstanten Betrag korrigiert, dal Berechnungs- und Mefiwerte in grofier
Entfernung zur Schiffskontur tibereinstimmten. Diese Korrekturen waren notwendig am Hauptspant so-
wie am hinteren Lot fiir die Geschwindigkeitsprofile in der Wasserlinie. Bei den Geschwindigkeitsprofi-
len weit hinter dem Schiff und auf 0.2 * Tiefgang iiber dem Kiel war die Korrektur nicht notwendig.
Hier stimmten die berechneten und gemessenen Geschwindigkeiten in groBer Entfernung vom Schiff
uberein.

Unter Beriicksichtigung der Korrektur zeigt sich insbesondere in der Wasserlinienebene eine erfreulich
gute Ubereinstimmung zwischen den gemessenen und den auf den feineren Gittern berechneten Ge-
schwindigkeitsprofilen. Lediglich bei dem Diskretisierungsgitter 28 * 12 * 20 zeigt sich eine groBere
Abweichung von den MeBergebnissen. Alle Geschwindigkeitsprofile der feineren Gitter fallen nahezu
zusammen. Die Abweichungen von den MeBwerten betragen am Hauptspant und am hinteren Lot weni-
ger als 2 %. Bei der Langsposition 0.4 * Lange des Schiffes hinter dem hinteren Lot treten Abweichun-
gen von den MeBwerten bis zu 4 % auf. Auch hier sind die Abweichungen deutlich geringer, wenn fiir
den MeB- und Berechnungsvergleich ein geglattetes Geschwindigkeitsprofil der MeBwerte zugrunde ge-
legt wird. In der horizontalen Ebene 0.2 * Tiefgang iiber OKK treten groBere Abweichungen zwischen
Messung und Berechnung auf. Sie betragen am hinteren Lot in unmittelbarer Wandnihe vereinzelt bis
zu 30 %.

Turbulente kinetische Energie:

Der Verlauf der turbulenten kinetischen Energic wurde in der Wasserlinienebene am hinteren Lot und
bei den Lingspositionen 0.2 * Lange und 1.0 * Lange des Schiffes hinter dem hinteren Lot mit den ent-
sprechenden MeBwerten verglichen. Der Vergleich weit hinter dem Schiff sollte vor allem die
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Maoéglichkeit des Transportes turbulenter kinetischer Energie im &-€ - Turbulenzmodell verifizieren, die
als wesentlicher Vorteil dieses Turbulenzmodelles im Vergleich zu algebraischen Turbulenzmodellen
gilt.

In Bild 8.8 bezeichnet 2X/1.=0.0 dic Hauptspantposition und 2X/1.=1.0 das hintere Lot. In den Dia-
grammen ist die turbulente kinetische Energie aufgetragen iiber dem horizontalen Abstand zur Wand
bzw. zur Mittschiffsebene. Dic Profile liegen bei Z/D=0.0, d.h. in der Wasserlinic. Die turbulente kine-
tische Energie ist mit dem Quadrat der ungestorten Anstromgeschwindigkeit normiert, der Abstand zur
Wand mit der halben Schiffsbreite.

Am hinteren Lot in unmittelbarer Wandnihe ist die gemessene turbulente kinetische Energie doppelt so
groB wie die berechnete. In etwas groBerer Entfernung zur Wand wie auch hinter dem Schiff ist die
Ubereinstimmung besser. Die Fehler betragen jedoch vielfach bis zu 30 %.

Alle Diagramme zeigen eine deutlich erkennbare Abhingigkeit der Berechnungsergebnisse von der Git-
terdiskretisierung. In allen Fillen ist die auf den groberen Gittern berechnete turbulente kinetische Ener-
gie geringer als die auf den feineren Gittern berechnete. Dies ist auch zu erwarten, da auf groberen Git-
tern der Geschwindigkeitsgradient und damit auch die Produktionsrate turbulenter kinetischer Energie
unterschitzt wird. Eine noch feinere Auflosung des Berechnungsgebietes war jedoch aus Griinden feh-
lender Rechenkapazitit nicht méglich.
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Bild 8.8: Verlauf der turbulenten kinetischen Energie

Zusammenfassung:

Der Vergleich von Berechnungs- und MeBwerten zeigt ein uneinheitliches Bild. Der Druckverlauf
wird im Bereich des Vorschiffes nur mit maBiger Genauigkeit wiedergegeben, im Hauptspantbereich
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und 1m Achterschiff fillt der Vergleich giinstiger aus, vor allem wenn dabei geglittete Mewerte zu-
grunde gelegt werden. Der Schubspannungsverlauf zeigt im Hauptspantbereich Abweichungen bis zu
30 %, die aber in Richtung des hinteren Lotes abnehmen. Wesentlich besser ist der Berechnungs-
MeBwertvergleich bei den Geschwindigkeitsprofilen, deren Abweichung nur an einzelnen Stellen 2 %
uberschreitet. Bei der turbulenten kinetischen Energie wiederum ist die Abweichung der Berechnungs-
werte von den MeBwerten am hinteren Lot unakzeptabel.

Beim Druckverlauf, den Schubspannungen und den Geschwindigkeitsprofilen wird eine nahezu gitterin-
variante Losung bereits mit 56 * 24 * 40 bzw. 48 * 32 * 32 Diskretisierungszellen, d.h. mit etwa 50000
Gitterzellen, festgestellt. Eine Erhohung der Gitterdiskretisierung in Langsrichtung und in Hohenrich-
tung hat keine Verbesserung der Ergebnisse gebracht. Bei einer sehr hohen Diskretisierung in Querrich-
tung, d.h. senkrecht zu Winden mit Haftbedingung, muB vor allem beriicksichtigt werden, dal der mi-
nimale Wandabstand y” nicht unterschritten wird.

Es ist zu vermuten, daB die Schubspannungen im Bereich diinner Grenzschichten, d.h. am und vor dem
Hauptspant, mit einer héheren Gitterauflosung genauer berechnet werden konnen. Auch die Genauig-
keit der Berechnung der turbulenten kinetischen Energie kann unter Umstédnden von einer verbesserten
Auflosung senkrecht zur Wand profitieren. Wegen beschrinkter Rechnerkapazititen konnte eine weite-
re Steigerung der Diskretisierung jedoch nicht untersucht werden.

8.2 Konvergenzverhalten des Mehrgitteralgorithmus
8.2.1 Beschleunigung der inneren Iteration

In Tabelle 8.2 werden die notwendigen Feingitteriterationszyklen fiir unterschiedliche Mehrgitteralgo-
rithmen verglichen (Iterationszyklen auf groberen Gitterebenen wurden dabei umgerechnet auf eine
dquivalente Anzahl von Feingitteriterationszyklen). "1 GE" bezeichnet dabei den Eingitteralgorithmus
(eine Gitterebene), wahrend bei "4 GE" neben dem Feingitter noch drei weitere Grobgitterebenen be-
nutzt wurden. In der Tabelle sind sowohl die notwendigen inneren Iterationszyklen aufgefiihrt, die vor
der ersten globalen Iteration zur Herstellung guter Startwerte benétigt werden, als auch die inneren
Iterationszyklen in der ersten globalen Iteration. Als notwendige Iterationszyklen werden dabei die An-
zahl Iterationszyklen bezeichnet, die benétigt werden, um das Residuum auf 10 % seines Wertes vor
Beginn der Berechnung zu reduzieren.

1 GE 2 GE 3 GE - 4GE
innere Iterationszyklen 343 79 65 63
vor der ersten globalen
Iteration
innere Iterationszyklen 47 10 10 12
in der ersten globalen
Iteration

Tabelle 8.2: Iterationszyklen zur Losung der Druckkorrekturgleichung bei konstanten Startwerten

Aus der Tabelle geht einec Reduzierung der notwendigen Iterationszyklen durch das Mehrgitterverfahren
auf ein Funftel des Eingitterwertes hervor. Diese Reduzierung ist deutlich geringer als bei der Ponto-
numstromung festgestellt wurde. Es ist allerdings zu beriicksichtigen, daB es beim Wigley-Schiff relativ
einfach ist, Startwerte zu erzeugen, dic den Massenerhaltungssatz erfullen. Mit der konstanten Ge-
schwindigkeit des Einstromrandes im ganzen Berechnungsgebiet werden Startwerte vorgegeben, die nur
in unmittelbarer Wandnihe des Wigley-Schiffes den Massenerhaltungssatz nicht erfiillen. Der Fehler,
d.h. der Massedefekt, tritt dementsprechend nur lokal auf, die Fehlerverteilung ist hier hochfrequent.
Bei solchen Bedingungen hat auch ein iterativer Loser ohne Mehrgitterbeschleunigung gutes
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Konvergenzverhalten. Dies wird auch dadurch bestitigt, daB bereits mit einem Zweigitteralgorithmus
fast die gleiche Beschleunigung der Iteration erreicht werden kann wie mit einem Viergitteralgorithmus.
Waihrend auf der zweitfeinsten Gitterebene die Fehlerverteilung immer noch relativ hochfrequent ist,
kann sie auf der grobsten Gitterebene praktisch nicht mehr abgebildet werden.

8.2.2 Beschleunigung der dufleren Iteration

Die duBere Iteration wird wie in Kap. 7 auch bei der Berechnung der Umstromung des Wigley-Schiffes
mit einem Full Approximation Scheme beschleunigt. Es werden mehrere V-Zyklen mit jeweils zwei
Pri- und zwei Post-Tterationszyklen und mit bis zu 30 Iterationszyklen auf dem grébsten Gitter durch-
gefiihrt. Auf dem feinen Gitter werden zunéichst Startwerte ermittelt durch einmaliges Losen der Druck-
korrekturgleichung und Korrektur der Geschwindigkeit. Die innere Iteration wird abgebrochen, wenn
das Residuum der Druckkorrekturgleichung 10 % des Anfangswertes unterschreitet.

Mit diesen Berechnungsparametern werden die Konvergenzverlaufe von Eingitter- und Mehrgitterver-
fahren verglichen, und zwar mit den Gittern 28 * 12 * 20, 56 * 24 * 40, 96 * 32 * 32 und 48 * 32 * 32.

Bild 8.9 zeigt im Vergleich das Residuum der Impulsgleichung zur Bestimmung der Langsgeschwindig-
keit, aufgetragen iber der Anzahl der globalen Iterationszyklen.
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Bild 8.9: Vergleich Eingittermethode (SG) und Full Approximation Scheme (FAS)

In den beiden oberen Diagrammen ist zu erkennen, daB mit Hilfe des "Full Approximation Scheme"
(FAS) keine wesentliche Reduzierung der globalen Iterationszyklen erreicht werden kann. Dies ist zwar
bei dem Gitter mit 6720 Gitterzellen nicht verwunderlich. Bei dem feineren Gitter mit 53760 Zellen
wurde allerdings eine deutliche Beschleunigung der Konvergenz durch FAS erwartet. In den beiden
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unteren Diagrammen ist zwar eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens durch FAS erkennbar, sie
fallt jedoch gering aus.

Fur diese geringe Beschleunigung durch FAS kommen mehrere Griinde in Frage. Es ist moglich, daBl
die groberen Gitter nicht glatt genug sind, so daB die prolongierte Grobgitterkorrektur auf dem feinen
Gitter nur zu einer geringeren Verbesserung des Ergebnisses fihrt. Im Falle des Gitters 56 * 24 * 40
werden nur zwei Grobgitterebenen eingesetzt, was ebenfalls die Beschleunigung der Konvergenz beein-
trachtigen kann. Zudem ist es moglich, daB auf den groberen Gittern wegen restriktionsbedingter star-
ker Unterrelaxation der Gleichungssysteme fiir die Turbulenzparameter ein sehr schlechtes Konver-
genzverhalten herrscht. Dies sind Griinde fiir eine Verschlechterung des Konvergenzverhaltens des
FAS. Ein weiterer Grund dafiir, dal FAS nicht die erwartete Beschleunigung bringt, ist auch gegeben,
wenn bereits der Eingitteralgorithmus gute Konvergenzeigenschaften aufweist. Dann ist naturgemil
das Beschleunigungspotential durch FAS gering. Fiir diesen letzten Grund spricht einiges:

Das Ergebnis ist nur auf den ersten Blick enttduschend. Die Diagramme in Bild 8.9 lassen noch eine
weitere Beobachtung zu. Zum einen werden bereits mit einem Eingitterverfahren bei etwa 100000 Git-
terzellen nur 90 Iterationszyklen zur Verkleinerung des Residuums auf 10~ des Anfangswertes benotigt.
Dies ist ein erfreulich niedriger Wert. Andererseits ist erstaunlich, daB sich trotz unterschiedlich feiner
Diskretisierung selbst bei den Eingitterverfahren die Anzahl notwendiger Iterationszyklen zur Errei-
chung eines bestimmten Residuums nur wenig unterscheidet. Wéhrend die Diskretisierung in den vier
Beispielen von 6720 bis 98304 Gitterzellen reicht, werden in allen Fallen zwischen 65 und 95 globale
Tterationszyklen bis zum Residuum von 10~ benétigt. Geht man davon aus, daB die Rechenzeit fiir eine
globale Iteration etwa linear mit der Anzahl der Diskretisierungszellen wichst - Mehrgitterbeschleuni-
gung der inneren Iteration vorausgesetzt - , dann bedeutet dies, daB bereits der Eingitteralgorithmus (der
duBeren Iteration) nahezu optimales Konvergenzverhalten hat.

In Bild 8.10 wird das Konvergenzverhalten des Eingitterverfahrens fiir sieben sehr unterschiedliche
Diskretisierungsgitter miteinander verglichen. Auch hier fallen alle Graphen sehr dicht zusammen. Das
im Vergleich zu den feineren Gittern sogar schlechtere Konvergenzverhalten der gréberen Gitter liegt
darin begriindet, daB} in einem gegebenen Berechnungsgebiet ein grobes Gitter bei den gegebenen Gren-
zen fiir den Wandabstand der wandnichsten Zellen notwendigerweise nicht sehr glatt sein kann. Dies
wirkt sich ungiinstig auf das Konvergenzverhalten aus. Es bleibt aber festzustellen, daB dic notwendi-
gen globalen Iterationszyklen zur Unterschreitung eines Residuum nur gering von der Anzahl der Dis-
kretisierungszellen im Gitter abhédngig sind.
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Bild 8.10: Vergleich des Konvergenzverhaltens mit verschiedenen Gittern

Wenn bereits der Eingitteralgorithmus ein nahezu optimales Konvergenzverhalten hat, dann kann dieses
natiirlich nicht mehr durch einen Mehrgitteralgorithmus beschleunigt werden. Die geringe Verbesserung
der Konvergenz, die mit FAS bei dem Gitter 96 * 32 * 32 erzielt worden ist, rechtfertigt den zusatzli-
chen Aufwand fiir die auf den groberen Gittern durchzufithrenden Iterationszyklen nicht.

Die Begriindung fiir das nahezu optimale Laufzeitverhalten des Eingitteralgorithmus liegt in der hohen
Reynoldszahl des untersuchten Strémungsfalles im Zusammenhang mit der Methode zur Berechnung
optimaler Startwerte. In dem vorliegenden Verfahren werden zunichst im gesamten Gebiet konstante,
auf den Wert des Einstromrandes gesetzte Geschwindigkeiten als Startwerte angenommen. Diese Start-
werte werden dann mit ciner Geschwindigkeitskorrektur so verdandert, daB sic den Massenerhaltungs-
satz (mit einem geringen Fehler) erfillen. Die Geschwindigkeitskorrektur wird dabei in der beschriebe-
nen Weise aus einer einmaligen Berechnung der Druckkorrektur bestimmt.

Die so bestimmten Startwerte erfiillen nicht nur den Massenerhaltungssatz, sondern in weiten Teilen
des Berechnungsgebietes auch den Impulssatz. Durch geeignete Startwertvorgaben (sehr kleine Werte)
sind auch die Erhaltungsgleichungen fiir die turbulente kinetische Energie und ihre Dissipationsrate fast
uiberall erfiillt. Nur in unmittelbarer Wandnéhe sind die genannten Gleichungen nicht erfiillt. Nicht ver-
schwindendes Residuum ist somit lokal beschriankt und dementsprechend hochfrequent.

Dies trifft insbesondere bei Stromungen mit sehr hoher Reynoldszahl zu, bei denen die Grenzschichten
dinner sind als bei laminaren Strémungen. Bei einer Vorgabe von Startwerten in der oben beschriebe-
nen Weise ist das Residuum nur in unmittelbarer Wandnihe groB. Die Verteilung des Residuums ist um
so hochfrequenter, je hoher die Reynoldszahl ist. Diese hochfrequente lokal beschriankte Fehlervertei-
lung kann jedoch am besten auf dem feinsten Gitter mit einem iterativen Verfahren reduziert werden.
Auf groberen Gittern konnen diese Fehler nur schlecht abgebildet und damit auch nur wenig reduziert
werden.

Um diese Vermutungen zu stiitzen, wurden Untersuchungen gemacht, bei denen die Umstromung des
Wigley-Schiffes bei sehr unterschiedlichen Reynoldszahlen berechnet wurde. Die Reynoldszahl wurde
von 4.5 * 10° itber 4.5 * 10°bis 4.5 * 10 * reduziert. Der letzte Fall wurde laminar gerechnet, d.h. ohne
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k-e-Turbulenzmodellierung.  Verglichen wurde das Konvergenzverhalten mit und ohne
Mehrgitterbeschleunigung.

Bild 8.11 zeigt das Ergebnis dieses Vergleiches. Wie in den Diagrammen zuvor wurde hier das Resi-
duum der Impulsgleichung fiir die Langskomponente der Geschwindigkeit tiber den globalen Iterations-
zyklen aufgetragen. Die Berechnung wurde mit dem Diskretisierungsgitter 48 *32 * 32 d.h. 49152 Zel-
len, durchgefiihrt.
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Bild 8.11: Vergleich Eingitter- und Mehrgittermethode, Variation der Reynoldszahl

Die Diagramme zeigen deutlich den Zusammenhang zwischen Mehrgitterbeschleunigung und Reynolds-
zahl. Grundsitzlich nehmen mit fallender Reynoldszahl die fiir ein bestimmtes Residuum notwendigen
Iterationszyklen zu, und zwar sowohl fiir die Eingitter- als auch fiir die Mehrgittermethode. Mit der Zu-
nahme der notwendigen Iterationszyklen steigt aber auch die mit dem Mehrgitteralgorithmus erzielbare
Beschleunigung. Wihrend bei einer Reynoldszahl von 4.5 * 10° nur eine minimale Beschleunigung mit
dem FAS erzielt werden konnte, so betrigt die Beschleunigung der Konvergenz bei Re = 4.5 * 10° be-
reits etwa Faktor 5. Im Falle der laminaren Strémung (ohne -¢ - Turbulenzmodellierung) ist die Be-
schleunigung zunichst gering. Die Konvergenz des Eingitteralgorithmus verlangsamt sich aber mit
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zunehmenden Iterationszyklen, so daB mit einem Mehrgitterverfahren bei einem Residuum von 10 be-
reits eine Beschleunigung um den Faktor 10 erreicht wird.

Das Ergebnis der Reynoldszahl-Variation ist also, dal mit zunehmender Reynoldszahl die Beschleuni-
gung durch Mehrgittermethoden immer geringer wird. Dies heiit jedoch nicht, daB der Mehrgitteralgo-
rithmus mit steigender Reynoldszahl grundsitzlich schlechter arbeitet. Vielmehr ist bei hohen Reynolds-
zahlen bereits der Eingitteralgorithmus sehr effektiv und zeigt nahezu optimales Konvergenzverhalten.
Dementsprechend reduzieren sich damit die Moglichkeit zur Beschleunigung der Konvergenz mit
Mehrgittermethoden.

Zusammenfassung Mehrgitterbeschleunigung:

Bei der Berechnung der Umstromung des Wigley-Schiffes mit dem geschachtelten Mehrgitterverfahren
wurde eine sehr viel geringere Beschleunigung der Konvergenz als im Falle der ebenen Bargeumstro-
mung festgestellt. Es zeigte sich dabei, daB die Beschleunigung durch Mehrgitterverfahren sehr stark
von der Reynoldszahl abhingig ist. Beim Wigley-Schiff mit einer Reynoldszahl von 4.5 * 10° ist eine
Konvergenzverbesserung der globalen SIMPLE-Iteration durch Mehrgitterverfahren praktisch nicht ge-
geben. Die innere Iteration zur Losung der linearisierten Druckkorrekturgleichung konnte immerhin
noch um den Faktor 5 beschleunigt werden.

Die geringe Beschleunigung der Konvergenz lag allerdings nicht an einem Versagen des Mehrgitterver-
fahrens. Vielmehr zeigte sich, daB bei hoheren Reynoldszahlen bereits ein Eingitteralgorithmus fiir die
globale Iteration (in Kombination mit einem Mehrgitter-Korrekturschema fiir die innere Iteration) ein
effektives Losungsverfahren mit einem nahezu optimalen Laufzeitverhalten hat. Das Potential fir Kon-
vergenzverbesserungen durch ein FAS ist dann naturgemil gering.

Dieses gute Konvergenzverhalten des Eingitterverfahrens ist jedoch eng an die Vorgabe von Startwerten
gekoppelt, die die Erhaltungsgleichungen in weiten Teilen des Berechnungsgebietes erfiillen und nur in
unmittelbarer Wandnihe einen Fehler mit hochfrequenter Verteilung haben. In allen anderen Fillen, bet
denen solche Startwerte a priori nicht definiert werden konnen - das sind Strémungen mit niedrigerer
Reynoldszahl, aber auch Strémungen mit Ablésungen und Rezirkulationen oder Strémungen in komple-
xen Geometrien - hat die Eingittermethode kein optimales Konvergenzverhalten. In diesen Fillen bleibt
die Mehrgittermethode ein effektives Verfahren zur Beschieunigung der Konvergenz, mit der ein nahezu
optimales Konvergenzverhalten, d.h. ein anndhernd lincares Ansteigen der Rechenzeit mit der Anzahl
Unbekannter, erreicht werden kann.
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9 SchluSbemerkungen

Im vorliegenden Aufsatz wurde ein numerisches Verfahren zur Berechnung der Umstrémung von Schif-
fen und kleineren Booten vorgestellt. Es beschriankt sich auf die Erfassung viskoser turbulenter Phéno-
mene unter Vernachlassigung der Schiffsbewegungen und der freien Wasseroberflache.

Das Verfahren basiert auf der numerischen Losung der diskreten zeitgemittelten Navier Stokes Glei-
chung. Turbulente Effekte wurden mit der Wirbelviskosititshypothese beriicksichtigt, wobei zur Be-
rechnung der turbulenten Viskositét das k-€ - Turbulenzmodell zur Anwendung kam. Das Verfahren ar-
bettet mit einer zellenzentrierten Diskretisierung der Geschwindigkeitskomponenten, des Druckes und
der Turbulenzparameter in einem dreidimensionalen, krummlinigen, nichtorthogonalen Gitter. Partielle
Ableitungen in den beherrschenden Gleichungen werden mit finiten Differenzen erster bis zweiter Ord-
nung diskretisiert. Das numerische Losungsverfahren ist an das bekannte SIMPLE-Schema angelehnt.
Dabei werden zunichst die Erhaltungsgleichungen des Impulses auf Basis eines geschitzten Druckes
niherungsweise berechnet. Daran schlieit sich eine Korrektur des Druckes und der Geschwindigkeiten
an, durch die der Masseerhaltungssatz befriedigt wird. AnschlieBend werden die Transportgleichungen
der Turbulenzparameter niherungsweise erfullt. Der Berechnungsablauf wird zyklisch wiederholt, bis
sich ein konvergierter Zustand eingestellt hat.

Bei derartigen Verfahren ist der Rechenaufwand zur numerischen Losung der algebraischen Glei-
chungssysteme sehr hoch. Ein Schwerpunkt der Entwicklung war daher von Beginn an die Implementa-
tion eines leistungsfihigen Mehrgitter-basierten Losungsverfahrens. Das hier verwendete Mehrgitter-
Schema beschleunigt sowohl die innere Iteration mit Hilfe eines linearen Korrektur-Schemas als auch
die duBere Iteration mit einem "Full Approximation Scheme". Als Glatter wurde in der inneren Iteration
ein unvollstindiges LU-Zerlegungsverfahren und in der globalen Iteration der SIMPLE-Algorithmus
benutzt. Eine Schliisselrolle nimmt dabet die Bestimmung optimaler Startwerte der iterativen Berech-
nung ein.

Das Losungsverfahren zeigte bei den hier durchgefiihrten Testrechnungen nahezu optimales Verhalten,
d.h. ein anndhernd lineares Ansteigen der Rechenzeit mit zunechmender Anzahl von Diskretisierungszel-
len. Das Laufzeitverhalten verbesserte sich mit steigender Reynoldszahl. Bei einer Reynoldszahl von
Re=4.5*10° war fiir ein optimales Laufzeitverhalten keine Mehrgitterbeschleunigung der duBeren Itera-
tion erforderlich. Fiir die Berechnung der Umstrémung des Wigley-Schiffes bei dieser Reynoldszahl
wurde mit einem Diskretisierungsgitter von etwa 100000 Gitterzellen eine Rechenzeit von unter 1'/,
Stunden auf einer HP 730 bendtigt.

Die Ubereinstimmung der Berechnungsergebnisse mit Messungen ist noch nicht in jeder Beziehung zu-
friedenstellend. Wihrend berechnete Geschwindigkeitsprofile auch im wandunmittelbaren Bereich rela-
tiv gut mit Messungen tibereinstimmen, werden die Schubspannungen im Bereich diinner Grenzschich-
ten nur unbefriedigend genau berechnet. Druckbeiwerte werden mit einer fir Variantenuntersuchungen
hinreichenden Genauigkeit berechnet, wahrend der Vergleich berechneter und gemessener Werte der
turbulenten kinetischen Energie Abweichungen bis nahezu 100 % zeigt.

Schubspannungen an festen Winden werden mit der wandnéchsten diskreten Geschwindigkeit berech-
net. Da letztere bei weitem nicht die Ungenauigkeiten der Schubspannungen aufweisen, sind hier die lo-
garithmischen Wandfunktionen in der verwendeten Form offenbar unzureichend. Verschiedene Ent-
wickler schlagen Modifikationen der logarithmischen Wandfunktionen vor, die die Wandschubspannun-
gen vor allem bei Vorhandensein eines Druckgradienten oder einer Kriimmung der Wand besser model-
lieren. Da auch die turbulente kinetische Energie im Wandbereich sehr ungenau ist und diese wiederum
direkt aus der Wandspannung hervorgeht, kann auch hier mit einer besseren Ubereinstimmung mit
MeBwerten gerechnet werden, wenn es gelingt, die Genauigkeit der Berechnung der Wandspannungen
zu erhohen. In der vorliegenden Studie wurde eine Untersuchung in diesem Sinne aber aus Zeitgriinden
nicht durchgefuhrt.
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Wird mit einem fehlerhafien Reibungsbeiwert der Reibungswiderstand eines Schiffes berechnet, so wird
der relative Fehler des integralen Wertes die gleiche GroBenordnung haben wie der Fehler des Rei-
bungsbeiwertes. Dies trifft jedoch fiir den Druckwiderstand eines Schiffes nicht zu. Hier wird in der
Regel der Fehler des integrierten Druckfeldes bedeutend groBer sein als der mittlere Fehler des Druck-
beiwertes. Berechnet man das Druckintegral iiber das Vor- und Achterschiff getrennt, so erhilt man
zwei vom Betrag etwa gleich grole Zahlen, die fehlerbehaftet und von verschiedenem Vorzeichen sind.
Der Druckwiderstand ist dann die Summe dieser beiden Zahlen, deren Fehler in der Regel viel grofer
ist als der Fehler des Vor- oder Achterschiffsintegrales. In diesem Sinne sind an die Genauigkeit der Be-
rechnung des Druckes viel hohere Anforderungen zu stellen als an die Scherspannung. Die in den bei-
den Beispielen gezeigte Ubereinstimmung zwischen Berechnung und Messung ist daher fiir eine integra-
le Betrachtung der Ergebnisse noch viel zu ungenau.

Fiir Variantenuntersuchungen hingegen diirfte die Genauigkeit ausreichend sein und eine systematische
Untersuchung - etwa zu Formoptimierungen - zulassen. Bei Variantenuntersuchungen, bei denen eine
Reihe von Berechnungen mit variierter Formgebung durchgefihrt werden, ist das giinstige Laufzeitver-
halten des Programmes vorteithaft. Da eine gitterinvariante Losung der Umstromung des Wigley-
Schiffes auf einem Arbeitsplatzrechner in deutlich unter 2 Stunden bestimmt werden kann, ist es im
Rahmen ciner Formoptimierung unproblematisch, fiinf bis zehn und mehr verschiedene Varianten zu
berechnen. Die Zeit und die Kosten hierfiir sind fast verschwindend im Vergleich zum Aufwand fiir die
Netzgenerierung und die Auswertung einer solchen Untersuchung.

Zahlreiche Aspekte der numerischen Berechnung von Schiffsumstrémungen mit einem Navier-Stokes-
Solver konnten aus Zeitmangel in der vorliegenden Entwicklung nicht berticksichtigt werden. Wiin-
schenswerte Erweiterungen verbessern sowohl die physikalische Modellierung als auch die numerischen
Eigenschaften und die Laufzeiteigenschaften des Programmes. Auch das Spektrum der untersuchten
Stromungsbeispiele ist nicht umfassend genug fiir eine allgemeine Aussage.

Fiir die Berechnung von Schiffsumstromung ware eine Beriicksichtigung der freien Oberfliche beson-
ders wiinschenswert. Dabei ist entscheidend, ob das stationidre Wellenbild einer Schiffsumstrémung mit
begrenztem Aufwand ermittelt werden kann. Die im Vorwege dieser Studie untersuchten Methoden er-
mittelten eine stationdre freie Oberfliche mittels einer instationdren abklingenden Storung derselben,
wobel in dem entsprechenden Zeitschrittverfahren so kleine Zeitschritte gewahlt werden mufiten, dafl
die Anderung der freien Oberfliche die Courant-Bedingung erfiillte. Dies fithrt zu sehr hohen Rechen-
zeiten. Neuere Verfahren vermeiden diesen Nachteil. Bei ihnen wird die freie Oberflache mittels beweg-
ter Gitter berechnet, wobei sich die Verschiebung der Gitterknoten jedoch nicht unmittelbar aus der Ge-
schwindigkeit ergibt - dies wiirde wiederum ein Zeitschrittverfahren mit sehr kleinen Zeitschritten ver-
langen - sondern aus dem in den Diskretisierungszellen festgestellten Massendefekt nach Berechnung
der Impulsgleichungen. Aus Zeitgriinden konnten im Rahmen der vorliegenden Studie jedoch keine Ver-
suche mit diesem interessanten Verfahren durchgefiihrt werden.

Als weitere Verbesserung der physikalischen Modellierung wire eine genauere Berechnung der turbu-
lenten kinetischen Energie in Wandnihe erforderlich. Ein vielverwendeter moglicher Ansatz hierfiir ist
das sogenannte Low-Reynoldsnumber-£-e-Turbulenzmodell, bei dem auf Wandfunktionen verzichtet
und die unmittelbare Wandregion hoher aufgelost wird. Problematisch fiir praktische Schiffsumstro-
mungen ist hierbei die Beriicksichtigung von Wandrauhigkeiten, da das Low-Reynoldsnumber-
k-e-Turbulenzmodell von hydraulisch glatten Wanden ausgeht. Wahrend dies fiir die Berechnung von
Umstromungen von Modellen in der Regel kein Problem darstellt, ist die Annahme einer hydraulisch
glatten AuBenhaut bei wirklichen Schiffen nicht gegeben. Auch diese Problematik bleibt im vorliegen-
den Verfahren aus Zeitgriinden unbehandelt.

Bei der Implementation des numerischen Verfahrens sind ebenfalls einige Verbesserungen moéglich. So
ist die Methode, mit der wihrend der Iteration negative Werte der turbulenten kinetischen Energie und
ithrer Dissipationsrate vermieden werden, unbefriedigend, da sie wie beschrieben zu einer erheblichen
Unterrelaxation fithrt, die das Konvergenzverhalten sehr negativ beeinflufit. Grundsatzlich ist es
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wiinschenswert, die Robustheit des iterativen Verfahrens zu verbessern, die sehr stark von optimalen
Unterrelaxationsparametern abhingt. Ein moglicher Ansatzpunkt hierfiir ist eine Verbesserung der dis-
kreten Druckkorrekturgleichung. In ihrer jetzigen Form verlangt sie eine starke Unterrelaxation der
Druckkorrektur. Der SIMPLEC-Algorithmus bietet hier nur teilweise Abhilfe, da er zwar die Unterrela-
xation des Druckes vermeidet, aber einen kleineren Unterrelaxationsfaktor fiir die Geschwindigkeits-
komponenten verlangt. Verbessert werden sollte hier die Naherung der Inversen der Koeffizientenmatrix
der linearisierten Impulsgleichungen ( (L% in Gleichung (4.2) ). Im SIMPLE-Algorithmus werden le-
diglich dic Hauptdiagonalenelemente invertiert. Auch die Linearisicrung der rechten Seite der Trans-
portgleichungen fur die Turbulenzparameter verlangt starke Unterrelaxation. Bei der Wahl geeigneter
Unterrelaxationsfaktoren steht man daher immer vor dem Problem, daB kleine Unterrelaxationsfaktoren
die Robustheit des Verfahrens verbessern, dic Rechenlaufzeit aber ungiinstig beeinflussen. Um Rech-
nerressourcen optimal zu nutzen, werden immer groftmogliche Unterrelaxationsfaktoren gewihlt, wo-
bei das Risiko einer divergierenden Berechnung gegeben ist. Die Robustheit des Verfahrens bleibt daher
noch fiir einige Zeit ein Fokus zukiinftiger Entwicklungsaktivititen.

Hinsichtlich der Beurteilung der Berechnungszeiten und der Ubereinstimmung mit MeBergebnissen rei-
chen die beiden untersuchten Stromungsbeispiele sicherlich nicht fiir eine allgemeine Aussage aus. Ins-
besondere treten in beiden Beispielen keine Stromungsablésungen auf. Testrechnungen mit einem ge-
tauchten Spiegelheck eines Motorbootes zeigen, daB hier von ldngeren Rechenlaufzeiten auszugehen ist.
Dabei erleichtert die gegebene Position des Stromungsabrisses den Einsatz von Mehrgittermethoden.
Bei abgelosten Stromungen mit einem a priori nicht bekannten Ablosepunkt haben Testrechnungen ge-
zeigt, daB eine Mehrgitterbeschleunigung der globalen Iteration problematisch ist, da die Lage des Ab-
losepunktes besonders empfindlich auf die Diskretisierung reagiert und auf einem groben Gitter, wenn
iiberhaupt, dann nur mit geringer Genauigkeit berechnet werden kann.

Uniiberpriift ist auch, ob eine weitere Steigerung der Zellenzahl eine Verbesserung der Ubereinstim-
mung mit Meiwerten ergibt. Zwar werden fur den Druck und fir die Geschwindigkeitsprofile anni-
hernd gitterinvariante Losungen gefunden. Dies trifft aber fiir die Schubspannungen und die turbulente
kinetische Energie nur bedingt zu. Gegen eine weitere Steigerung der Diskretisierung spricht weniger
der dafiir notwendige Rechenaufwand als vielmehr der begrenzte Arbeitsspeicher des benutzten Rech-
ners. Der Speicherbedarf fiir das Berechnungsbeispiel der turbulenten Wigleyschiffs-Umstrémung mit
Mehrgitterloser beanspruchte bei 100000 Diskretisierungszellen 40 MB Kernspeicher. Eine Reduzie-
rung dieses Speicherbedarfes kostet Rechenzeit, da dann einige geometrische Variablen nicht einmalig
zu Beginn, sondern in jedem Iterationszyklus neu berechnet werden miissen. Fiir Berechnungen mit we-
sentlich mehr Zellen wire es daher wiinschenswert, auf einen Arbeitsspeicher von mehreren hundert
Megabyte zuriickgreifen zu konnen. Dies ist auch fiir Arbeitsplatzrechner keineswegs unrealistisch und
hinsichtlich der Kosten iiberschaubar.

Uberpriift wurde auBerdem nicht, ob die den Berechnungsbeispielen - insbesondere der Wigleyschiffs-
Umstrémung - zugrundegelegte GroBe des Berechnungsgebietes richtig gewahlt war. Hier wurden Er-
fahrungswerte anderer Entwickler genommen. Wenn das Berechnungsgebiet verkleinert werden kann,
ist es unter Umstdnden moglich, die Diskretisierung im wandnahen Bereich zu vergroBern und damit die
Genauigkeit zu steigern, ohne daB die Gesamtzahl der Diskretisierungszellen erhoht werden muf3.

Die Aufzihlung dieser Punkte zeigt den noch immer recht hohen Entwicklungs- und Untersuchungsbe-
darf, bis Navier-Stokes-Loser zur Berechnung von Schiffsumstromungen hinsichtlich ihrer Genauigkeit
wie auch hinsichtlich ihrer Zuverlassigkeit mit Modellversuchen konkurrieren oder diese partiell substi-
tuicren kénnen. Bei allen Studien und Entwicklungen zu diesem Thema ist es erforderlich, Schwerpunk-
te zu setzen. In der vorliegenden Arbeit ist dieser Schwerpunkt die Beschleunigung der iterativen Lo-
sung mit einem effektiven Mehrgitterverfahren. Wenn auch die Beschleunigung des Losungsvorganges
mittels Mehrgittermethoden hinter den Erwartungen zuriickbleibt, ist dennoch ein Losungsverfahren mit
gutem Laufzeitverhalten entstanden, das auf kleinen Rechenmaschinen eingesetzt werden kann.
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Anhang

A: Tensoralgebra und Tensoranalysis

Bei der Formulierung von partiellen Differentialgleichungen in einem krummlinigen Koordinatensystem
ist diec Tensorrechnung sehr hilfreich. Die hier verwendeten Sétze der Tensorrechnung wurden aus
Lichnerowitz (1955), Klingbeil (1989) und Thompson (1985) zusammengetragen, einheitlich formu-

liert und so umgeformt, daB sie fiir die gewiinschten Herleitungen in geeigneter Form vorliegen.

In der Tensorrechnung wird haufig die Einstein-Summenkonvention benutzt, d.h. iiber gleich bezeichne-
te obere und untere Indizes wird summiert;

ab;=a'b, +a*by,+a’b; (A.1)
im dreidimensionalen Raum. Dies gilt ebenfalls fir Ableitungen, d.h.:
g0, =g'0,1+2%,2+2°0,3
wobei der Ausdruck:
¢, = %
eine partielle Ableitung nach der kontravarianten Ortskoordinate &' bezeichnet.

Im folgenden werden Tensoren mit fettgedruckten Variablen, z. B. u und v, sowie ihre Komponenten
mit indizierten kursiven Variablennamen, z.B. #* und V' beschrieben. Ein Tensor wird mit Hilfe seiner
Komponenten und der dazugehérigen Basisvektoren beschrieben. Ein Tensor erster Stufe lautet
beispielsweise:

u=u'g; (4.2)
Ein Tensor zweiter Stufe ist z. B.:
w=wigg; (4.3)

u' ist eine einfach kontravariante Tensorkomponente, w” eine zweifach kontravariante Tensorkompo-
nente und g (i=1,2,3) sind die kovarianten Basisvektoren eines beliebigen krummlinigen
Koordinatensystemes.

XZ

Krummliniges Koordinatensystem:

Das kartesische Koordinatensystem wird mit den drei Basisvektoren e,
e, und e, (oder €', ¢” und €’) beschrieben. Die kartesischen Ortskoordi- .,
naten in diesem Koordinatensystem lauten x', x> und x> (bzw. x,, x, und

X,).

Ein krummliniges Koordinatensystem wird im dreidimensionalen Raum durch drei Basisvektoren g, g,
und g, beschrieben, die in Betrag und Richtung ortsabhingig sind. Die Basisvektoren werden in einem
Raumpunkt durch die partielle Ableitung eines Vektors r zu diesem Raumpunkt nach den kontravarian-
ten Komponenten &' gebildet:
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gi =r,; (A 4)
Mit Hilfe der kovarianten Basisvektoren definiert man im dreidimensionalen Raum die Jakobische J:
J=[g1,82,83]1=g1 (82%X83) =82 (g3Xg1)=g3" (81 X82) (4.5)

wobei eckige Klammern das Spatprodukt der drei Vektoren, - das Skalarprodukt und X das Kreuzpro-
dukt zweier Vektoren bezeichnen.

Aus den kovarianten Basisvektoren werden die kontravarianten Basisvektoren g gebildet mit
g-g= 5{ (A.6)

wobei &, das Kroneckersymbol bezeichnet. Mit or = dx’e; und dem Nabla-Operator V = e* 9/9x* folgt
aus (A.4) und (A.6):

g = V¢! (4.7)
Mit (A4.5) und (4. 6) kann man zeigen, dafl im dreidimensionalen Raum gilt:

1=}g2><g3 (4.8)

g
und entsprechende Ausdriicke fiir g” und g’.

Man bildet ferner die kovarianten metrischen Tensoren g; = g; - g; und die kontravarianten metrischen
Tensoren g7 =g’ - g/.

Partielle Ableitungen der Basisvektoren und der Jakobischen:

Mit g; =r,; sowier, ; =r,; und axb =—b X a kann nachgewiesen werden, daB:
(82Xg3),1+(83%X81),2+(g1Xg2),3=0 (4.9)
Mit (4.8) ergibt sich dann:
/g, =0 (4.10)

Dieser Ausdruck ist oft hilfreich fiir die Vereinfachung partieller Ableitungen, denn fiir die allgemeine
Variable ¢ (Skalar oder Tensor) gilt:

Jg o), =Jg o, + (Jg),i o
0

Tensorprodukte:

Mit uv wird das tensorielle Produkt der beiden Tensoren u und v bezeichnet. Das tensorielle Produkt
zweier Tensoren erster Stufe:

uv =u'vgg; (4.11)
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ist somit ein Tensor zwetter Stufe. Das verjiingende Produkt zweier Tensoren u- v entsteht durch ska-
lare Multiplikationen der zugehérigen Basisvektoren. Fiir einstufige Tensoren (Vektoren) ist es mit dem
Skalarprodukt identisch, d.h. das verjingende Produkt zweier einstufiger Tensoren u und v:
u-v=u'vg, (A.12)
ist ein Tensor nullter Stufe, ein Skalar. Bei der Multiplikation von Tensoren und bei der Kombination
von tensorieller und verjiingender Multiplikation mufl man beachten, daB die beiden Produkte in Vek-
torschreibweise - also inklusive ihrer Basisvektoren - in der Regel nicht kommutativ sind. Betrachtet
man einen zweistufigen Tensor w = w” g, g und einen einstufigen Tensor u = u, ¢ , dann ergeben die
Produkte
u-w=uwigh-g.g =uwig, (4.13)
Weu = Wi, g8 - gt = uwig, A1y
die nur gleich sind, wenn w?¥ symmetrisch ist.

Nabla-Operator

Der Nabla-Operator V = e*d/dx* wird so umformuliert, daB er mit partiellen Ableitungen nach den
Ortskoordinaten &' des krummlinigen Koordinatensystems gebildet werden kann. Mit (4.7) folgt:

V= g"ai&,. (4.15)

Der Gradient eines Skalares p berechnet sich damit wie folgt:
Vr=¢gp,. (A4.16)
oder mit dem Hilfssatz (4.10):
Vp=3UJg'p).i
In der Tensoranalysis ist es sinnvoll, den Nabla-Operator zusammen mit der tensoriellen oder der ver-
jungenden Multiplikation zu benutzen. Der Nabla-Operator wird dabei wie ein Tensor erster Stufe be-
handelt. Das mit dem Tensor erster Stufe u gebildete Tensorprodukt:

Vu=g'u,; (A.17)

ist also ein Tensor zweiter Stufe und entspricht Grad u. Auch hier ist zu beachten, daB das Tensorpro-
dukt nicht kommutativ ist.

Will man Komponenten und Basisvektoren trennen, sich aber hinsichtlich u noch nicht fiir einen Basis-
vektor entscheiden, kann man auch schreiben:

Vu= 9g;(u,; g"g:
——

-4 i

bzw. Vu= ¥(u,;-g* gigr (4.18)
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Daraus folgt dann unmittelbar:
(Vu)" =g¥(u, ;- g') gige = u,.g’ (4.19)
Das verjiingende Produkt:
V-ou=g'-u,; (A.20)

ist ein Skalar und entspricht div u. Eimige zusétzliche Manipulationen erlauben eine konservative
Schreibweise der Gleichungen. Mit Hilfe von (4. 10) wird:

Vou=31(Jg ), (4.21)
und:
V- (uw)=1(Jg' uu),; (4.22)
Mit g’ - ¢/ = g¥ kann man ferner herleiten:
V ) (Vu) = gl ) (giua i)sj = %(Jguua i)aj (‘423)
und:
V- (Vu)' =g/ (u,,g),,=7Jg u,,g),; (4.24)
Es 148t sich zeigen, daB dieser Ausdruck verschwindet, wenn die Divergenzbedingung V - u =0 erfullt
ist. Bezeichnen e, und €' ein kartesisches Koordinatensystem und % die partielle Ableitung nach der
kartesischen Ortskoordinate x', erhalt man fiir den Geschwindigkeitsgradienten:
) i k
Vu=e Fw uFe, = &Y %eiek (A.25)
und entsprechend fur den transponierten Geschwindigkeitsgradienten:
T b o
(Vu)' =9 =7 €i€k (A.26)
Die Divergenz des transponierten Geschwindigkeitsgradienten lautet damit:
T_ .m0 jou’ _ Skj_ 0}
V-(Vu) =e Pl 8’9§e,«ek = SJWek (A.27)

Dieser Ausdruck ist jedoch null, wenn gilt: V- u= % =0.

Man beachte, daB (4.27) cine skalare Gleichung ist, (4.22), (A.23) und (4.24) aber Gleichungen von
Tensoren erster Stufe, d.h. Vektorgleichungen sind.
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B: Uberpriifung des Potenz-Wandgesetzes
Mit einigen Testrechnungen wurde die Genauigkeit des Potenzgesetzes (3.43) iiberpriift.

In der folgenden Tabelle ist die Abweichung des Potenz-Wandgesetzes vom logarithmischen Wandge-
setz dargelegt.

¥ Liny*+B |4pH)Y | % Abw.| ¥ tlny*+B A0V | % Abw.|
10 10.6161 11.4706 8.0492 210 18.0417 18.0242 0.0974
20 12.3067 12.7136 3.3069 240 18.3674 18.3850 0.0957
30 13.2956 13.5023 1.5548 270 18.6547 18.7093 0.2925
40 13.9973 14.0914 0.6726 300 189117 19.0042 0.4891
60 14.9862 14.9656 0.1376 350 19.2876 19.4440 0.8108
80 15.6879 15.6185 0.4421 400 19.6133 19.8333 1.1215
100 16.2321 16.1445 0.5398 450 19.9006 20.1831 1.4195
120 16.6768 16.5874 0.5361 500 20.1576 20.5012 1.7048
150 17.2211 17.1460 0.4356 550 20.3900 20.7933 1.9779
180 17.6657 17.6164 0.2793 600 20.6023 21.0636 2.2395

Tabelle B.1: Vergleich logarithmisches und Potenz-Wandgesetz

Der Giiltigkeitsbereich des logarithmischen Wandgesetzes ist: 30 < y* < 300. In diesem Intervall betrigt
die Abweichung des Potenzgesetzes nirgends mehr als 1.56 %. Im Bereich 40 < y* < 300 ist dic Abwei-
chung sogar kleiner als 0.68 %.

Eine mit dem Potenz-Wandgesetz berechnete Wandspannung mufl unabhingig von y* sein, solange der
Giiltigkeitsbereich eingehalten wird. Um dies zu iiberpriifen, wird eine turbulente Rohrstromung mit ei-
ner Reynoldszahl von Re=10° mit unterschiedlichen Diskretisierungsgittern und daraus resultierend un-
terschiedlichem y" berechnet. Das Diskretisierungsgitter bestand aus 96 * 24 Zellen bei y*<175, und
aus 96 * 8 Zellen bei y*>175. Bild B.1 zeigt die Anderung der berechneten Wandspannung in Abhén-
gigkeit von y". Dabei wird die Wandspannung bei y'=175 als Referenzwert zugrundegelegt.

Anderung Wandspannung

0% _—— \

S EVZARAN
/ AN

-0.6% /

-0.8% / NS
-1% /
-1.2%

-1.4%

-1.6%
¢] 100 200 300 400 500 600

v+

Bild B.1: Anderung der berechneten Wandspannung in Abhéngigkeit von y*

-9] -



Im Giiltigkeitsbereich der logarithmischen Wandfunktionen betrigt die Abweichung an keiner Stelle
mehr als 0.7 %.

In einer dritten Testrechnung wird der Widerstand einer langs angestrdmten Platte bei verschiedenen
Reynoldszahlen mit den Ergebnissen bekannter Widerstandsformeln verglichen. Bild B.2 zeigt das Er-
gebnis dieses Vergleiches.

cF

6E-3 ;

\ Spalding ITTC PrandlUSchlichting Berechnung

\| e — -
5E-3 ARy

SAN\
N\
\3 '-.-
4E-3
3E-3
2E-3
1E-3 S . - —
1E+5 1E+6 1E+7 1E+8 1E+9

Reynoidszahl

Bild B.2: Widerstandsbeiwert der ldngs angestromten Platte

Zum Vergleich wurden Formeln fiir den Widerstandsbeiwert von Spalding und Prandl/Schlichting
(s. White (1974)) sowie die im Schiffbau gebriuchliche ITTC-Reibungslinie herangezogen. Im gesam-
ten untersuchten Bereich liegen mit dem Potenz-Wandgesetz berechnete Widerstandsbeiwerte zwischen
denen der Widerstandsbeiwertformeln. Vor allem die Ubereinstimmung mit der Formel von Spalding ist
gut. Dies war jedoch auch zu erwarten, da Spalding die gleichen Konstanten in (3.43) zugrundelegt. Ei-
ne bessere Ubereinstimmung mit der ITTC-Reibungslinie kann durch eine Anpassung dieser Konstan-
ten erreicht werden.
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C: Verzeichnis der benutzten Symbole
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Ackermann - Konstante, 4* = 0.26

Tensor

Konstante der logarithmischen Wandfunktion B = 5.0

Einfach kontravariante Tensorkomponente

Index des Mittelpunktes der aktuellen Zelle

Konstante der logarithmischen Wandfunktion, ¢ = 0.02316
Konstanten des £-€ — Turbulenzmodelles

Konstanten des Baldwin-Lomax-Turbulenzmodells
Konstanten zur Startwertberechnung

Kovarianter Basisvektor eines krummlinigen Koordinatensystems
Kontravarianter Basisvektor eines krummlinigen Koordinatensystems
Kartesischer Basisvektor

Klebanov-Funktion

Wake Function des Baldwin-Lomax-Turbulenzmodells
Volumenspezifische, durch die Dichte dividierte Korperkraft
FluB, FluB durch die Fliche, auf der g' senkrecht steht
Produktionsrate turbulenter kinetischer Energie
Kontravarianter metrischer Tensor

Indizes fir Gitterebenen in einem Mehrgitterverfahren

Betrag des kovarianten Basisvektors

Indizes

Jakobische

Jakobische des Grobgitters, Jakobische des Feingitters
Turbulente kinetische Energie

Bekannter Wert bzw. Approximation der turbulenten kinetischen Energie
Startwert der turbulenten kinetischen Energie

Turbulente kinetische Energie in der wandnahen Zone
Konstante des Baldwin-Lomax-Turbulenzmodells, &, = 0.0269
v. Karman - Konstante, K = 0.41

Operator fur lineares oder nichtlineares Gleichungssystem
Konvektions-Diffusionsoperator, L®u* = (Jg' - uu* —J%), ;
Diskreter approximierter Konvektions-Diffusionsoperator
Turbulentes Langenmal

Konstante der logarithmischen Wandfunktion, M = 1.7453
Kiirzel fiir Nachbar, d.h. i.d.R. Index der benachbarten Diskretisierungszelle
Druck / Dichte

Druck am 6stlichen Zellenrand, in der Mitte der 6stlichen Zelle
Approximation des Druckes

Reynoldsspannungstensor / Dichte

rechte Seite

Residuum

Turbulenzintensitit

Geschwindigkeit

Maximale Geschwindigkeitsdifferenz im Strémungsprofil
Geschwindigkeitskomponente

Dimensionslose Geschwindigkeit in Wandnihe

Turbulente Fluktuation der Geschwindigkeitskomponente
Approximation der Geschwindigkeitskomponente

Reduzierte Geschwindigkeitskomponente in der Zelle C
Bekannter Wert der Geschwindigkeit

Wandabstand

Dimensionsloser Wandabstand
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Operator particlle Ableitung

Kronecker-Delta

Nabla-Operator

Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie
Bekannter Wert bzw. Approximation der Dissipationsrate
Startwert der Dissipationsrate

Dissipationsrate in der wandnahen Region

Feldfunktion, Gitterfunktion

Diffusivitat

Koordinate des wandnormalen metrischen Basisvektors
Iterationsschrittzihler

Kinematische Zihigkeit, iiblich auch: Laminare Viskositit / molekulare Viskositit
Turbulente Viskositat

Turbulente Viskositit in der duBleren, inneren Wandregion
Spannungstensor / Dichte

Spannungstensorkomponente

Kontravariante metrische Spannungstensorkomponente

Wandschubspannung
Unterrelaxationsfaktor
Kontravariante Ortskoordinate
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D: Eingabedatei und Postprozessor zum Programm "flowc"

Die folgenden Zeilen stellen eine Eingabedatei zur Berechnung der ebenen Umstrémung eines Pontons
dar. Die Eingabe der Netzknoten ist nicht vollstindig wiedergegeben.

Testfall fir ebene Strdmung barge2d_ke.in

NUE:

Gz:

MAX GLOBAL_ITERS:
MAX ITERS:

RELAX:

OMG_EPS:

MAX SIMPLE_ ERR:
MAX_PRE_ITERS:
MAX POST_ITERS:

MULTIGRID_LEVELS:
MAX V_CYCLES:
FMG_STARTLEVEL:
FAS:

TURBULENCE:
SOLVER:

LOG_WALL_FUNCTION:

SMOOTHER:
DIMENSION:
STORE_TIMESERIES:
LOGFILE:
BC_WEST:
BC_EAST:
BC_SOUTH:
BC_NORTH:
U_WEST.x:
OBSTACLES:
17 25 40 33

INITIAL_VELOCITIES:
1000 1000 2.24 0.0

1.19e-6

ON
K_EPSILON
SIMPLE

ON

SIP

2_D

0

ON
DIRICHLET
NEUMANN
WALL
RIGID_FREE_SLIP
2.24

64
24

0.0000
0.0030
0.0079

-10 -10

imported from SUPERTAB...
X_CELLS:

Y CELLS:

MESH_NODES:

0 0 0.0000

0 1 0.0000

0 2 0.0000

USW.

Kinematische Viskositat

z-Komponente Kérperkraft

globale Iterationen

Iterationen Druckkorrektur
Relaxationsfaktor/Weight fir SOR / SIP
Unterrelaxation fiir Eps-GLS

max. Fehler, SIMPLE - Abbruchbedingung
Anzahl Iterationen vor Restriktion
Anzahl Iterationen nach Prolongation

Anzahl der grdberen Gitter

Anzahl der FAS - V-Zyklen
Gitterebene, auf der FMG beginnt

OFF | ON: Full Approximation Sheme
K_EPSILON | NONE: Turbulenzmodell
EXPLICIT | SIMPLE | SIMPLEC

ON | OFF: Logarithmisches Wandgesetz
SIP | SOR Iterativer Glatter / Léser
2 D | § D: Ebene oder radumliche Strémung
Speicherung jeder n-ten Iteration
ON | OFF: Erzeugung eines Logfiles
Rate mal

Einstrémgeschwindigkeit am DIRICHLET Rand
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In der folgenden Tabelle sind alle Variable-Attribut-Paarungen, die angegeben werden konnen,

aufgefiihrt.
Name Typ" Default Value Legal Valies Bedeutung, Bemerkung
X_CELLS: Y _CELLS: int 20, 10, 102 1... 1000 Anzahl der
Z _CELLS: Diskretisierungszellen in jeder
der drei Raumrichtungen
NUE: real 1.1e-6 0.0...200.0 Viskositit
GX: real 0.0 -100.0 ... 100.0 Spezifische Korperkraft Stromungen bei
GY: bezogen auf die Masse Schwerkraftein-
GZ: flu: Gz: -9.81
DT: real 0.1 0.0...100.0 Berechnungszeitschritt nur bei
SOLVER:
EXPLICIT
MAX_GLOBAL_ITERS: int 5 Q... 10000 Anzahl globaler Iterationen nur bei
SOLVER:
SIMPLE oder
SIMPLEC
MAX_TIMESTEPS: int 5 0... 10000 Anzahl der Zeitschritte nur bei
SOLVER:
EXPLICIT
MAX ITERS: int 1.000 0 ... 100000 Max. Anzah} Iterationen fiir die
Losung der
Druckkorrekturgleichung
MAX_U_ITERS: int 2 0... 1000 Anzahl der inneren Iterationen
MAX_KE_ITERS: fiir Impuls- und
Turbulenzgleichungen
RELAX: real 1.0 01..20 Relaxationsfaktor fir innere
Iteration
OMG_P: real 08,02,07,07 00..10 Relaxationsfaktoren firr OMG_V: nur
OMG _V: Geschwindigkeit, Druck, bei impliziter
OMG _K: turbulente kinetische Energie Berechnung,
OMG_EPS: und Dissipationsrate OMG_K und
OMG_EPS: nur
bei Turbulenz
MAX_ERR: real 0.01 0.000001 ... 1.0 Max. Residuurmn, bei dem die Massedefekt
Iteration endet
MAX PRE_ITERS: int $SMAX_ITERS: 0 ... 100000 Anzahl der Iterationen vor der nur bei
» Restriktion Mehrgitter
MAX_POST_ITERS: int $MAX_GLOB 0 ... 100000 Anzahl der Iterationen nach nur bei FAS
AL_ITERS: Prolongation
MULTIGRID_LEVELS: int 0 0..10 Anzahl der Grobgitterebenen 0 wenn gar kein
Mehrgitter
MAX V_CYCLES: int 1 1 ... 1000 Anzahl der FAS-Zyklen nur bei FAS
FMG STARTLEVEL: int 0 0.. Gitterebene, auf der ein Full
SMULTIGRID Multigrid-Scheme beginnt
_LEVELS
FAS: boolean OFF OFF [’ ON Full-Approximations-Scheme
TURBULENCE: literal NONE NONE | Turbulente Stromungen mit
K_EPSILON® oder ohne Turbulenzmodell
SOLVER: literal EXPLICIT EXPLICIT | Lésungsverfahren: Explizites
SIMPLE | Zetschrittverfahren oder eine
SIMPLEC SIMPLE-Iteration fiir stationire
Stromung
LOG_WALL_FUNCTION: boolean OFF OFF | ON Logarithmische
Wandfunktionen ein / aus
SMOOTHER: literal SOR SOR | SIP Tterativer Loser / Glatter der
inneren Iteration: Successive
Overrelaxation oder Strongly
Implicit Procedure
DIMENSION: literal 2D 2 D|3D Ebene oder raumliche Stromung
STORE_TIMESERIES: int 0 0 ... 10000 Speicherindex
LOGFILE: boolean OFF ON | OFF Schreiben eines Logfiles mit
der Extension .log
BC WEST: literal RIGID_FREE _ RIGID_FREE_ Randbedingung an den Riandermn
BC_EAST: SLIP SLIP | des blockformigen
BC_SOUTH: DIRICHLET | Berechnungsgebietes
BC_NORTH: NEUMANN |
BC_FRONT: WALL
BC_BACK:
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Name Typ" - Default Vahie: Lepal ¥alues Bedeutung Bemerkung
U_WEST: literal CONST CONST | Geschwindigkeitsprofil am nur bei
U_EAST: VARIABLE I DIRICHLET-Rand, bei Definition eines
U_SOUTH: NFLOW CONST muB entsprechend DIRICHLET-
U_NORTH: U_WEST.x, U_SOUTH.z usw. Randes
U_FRONT: definiert werden, bei
U_BACK: VARIABLE_INFLOW siehe
unten
U_WEST.x real 1.0 -100.0 ... 100.0 Geschwindigkeit am
U_WESTy Einstromrand, wenn U_WEST:
U_WEST.z CONST bzw.
U_EASTx U_EAST: CONST usw.
U_EASTy
U EASTz
U_SOUTH.x
U_SOUTHy
U_SOUTHz
usw.
VARIABLE INFLOW: { intint int: 0 int: 0 ... Angabe eines
int real real real: 0.0 $X(YZ)_CELL Geschwindigkeitsprofiles bei
real} $:9+1 U_WEST:
real:-100.0 ... VARIABLE_INFLOW,
100.0 usw.. Die drei Integer-Werte
bezeichnen den Knotenbereich,
die drei Real-Werte die drei
Geschwindigkeitskompo-
nenten
OBSTACLES: { int int int 0 0.. Angabe von Zellen, die als
int int int} $X(YZ)_CELL Hindernisse ausgesperrt sind
S:+1 und auf denen eine
Haftbedingung herrscht
INITIAL_VELOCITIES: {int int int int: 0 int: 0 ... Startwerte der Iteration bzw. der
INITIAL_K_VALUES: real real real: 0.0 $X(YZ) CELL Zeitreihenberechnung, Angabe
INITIAL_EPS_VALUES: real } S:+1 der Werte wie bei
real: -100.0 ... VARIABLE INFLOW
100.0
MESH_NODES: 3 D: {int int: 0 mt: 0. Netzgeometrie: die ersten drei
int int real real: 0.0 $X(YZ) CELL Ganzzahlwerte nennen die
real real } S:+1 strukturierte Knotennummer,
2_D: {int real: -100.0 ... die drei Realzahlen sind die drei
int real 100.0 kartesischen Koordinaten
real}

2)

3)

4)

5

int: Ganzzahl, real: Gleitkommazahl, boolean: Ja/Nein-Wert, literal: Zeichenkette, {diese Klammer }

Mehrfachnennung

Der Wert fiir Z_CELLS: hat nur eine Bedeutung, wenn DIMENSION: 3_D

$ bedeutet: "der Wert von ..."

| bedeutet: "oder"

frithere Programmversionen erlaubten auBBerdem: BALDWIN_LOMAX

X(YZ)_CELLS: bedeutet: gilt fir X_CELLS: und Y_CELLS: und Z_CELLS:
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Die folgende Abbildung zeigt das Basisfenster des Postprozessors POSTFLOW:

Juppm————

{ Anzeigen }{ Next ]

A Bersich:

**x STEUERUNG DER AUSGABE **x
Datei:
Last Print...
Darstellung: CVekturp]ot

Skalare Groesse: ep

Grenzen fuer Teilbereich:

I min: % J min: 1 K min: 10

I max: 64 T max: 16 K max: 10

< mboot

*xx OPTIONEN FUER PLOTS: ##=

C1ei1 N:B2345

Nstz: < Rand Linie: cx:lurchgazogen
Hindernis: & Teil

Ebene f. Surface/Kontur: & J-K EbeneNr: 1

**x SONSTIGE OPTIONEN: »**
staendig updaten: OFF B
Depth Cue: @ ON (Ausschnitt)(alle Punkte)
Hidden line: ON
Bildmitte in folgenden Punkt setzen:
I: J: K:

Zoom ]

(CGM-FILE

“ {gelesen: Step =0, Time =0.00

v |gelesen: Step =136, Time =0.00
gelesen: Step =10008, Time =0.00
angezeigt: Step =10000, Time =0.00
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