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s/s(t) � � � � � � � � ���	��� ��
���	���������

��� �����	
Tn � � � � � � � � � � � ����
�	 ��
��� 	�����
T � � � � � � � � � � � � ��
��� 	������	����� �� ���� ����
��	
Tr � � � � � � � � � � � 
���
���
��������� ����
Ts � � � � � � � � � � � � ����	��� ����
t � � � � � � � � � � � � � ����
u � � � � � � � � � � � � ����
�	 ���
�
ux/y � � � � � � � � � � ������
� ��������� �� ������
�		�� ����	������� 
��������
Vϕ̇ � � � � � � � � � � � �������� ��
������� �� �	��
�� ��
��� ����	�
 ��	����

W � � � � � � � � � � � ��
�
w � � � � � � � � � � � � ������ ��������
x � � � � � � � � � � � � ����	������� �� ����	� ���
�� �� �
����� ����		���
�����	������� ���
���

���� �� ��� ���
�� �� �
����� ����		���

y � � � � � � � � � � � � � ����	������� ���
������ �� ��� ���
�� �� �
����� ����		���

Y � � � � � � � � � � � � 	���� �����	 ���������� ��� ���� �� ���
�����
z � � � � � � � � � � � � ����� �����

��������	�

0 � � � � � � � � � � � � � ������	����	�����
a � � � � � � � � � � � � � �������
������	�������������
��������
b � � � � � � � � � � � � � ��
��

c � � � � � � � � � � � � � ����
�	�����
�		�����������
cl � � � � � � � � � � � � �	�����	���
d � � � � � � � � � � � � � ������
e � � � � � � � � � � � � � ��������������������������
f � � � � � � � � � � � � �	��
��
m � � � � � � � � � � � � �����
��
n � � � � � � � � � � � � ����
�	
ol � � � � � � � � � � � � �����	���
opt � � � � � � � � � � � ������	
p � � � � � � � � � � � � � ����
rd � � � � � � � � � � � 
��� ����
rms � � � � � � � � � � 
��� ���� � ��
�
r � � � � � � � � � � � � � 
����	
ru � � � � � � � � � � � 
��� ��
std � � � � � � � � � � � ������
� ���������
tr � � � � � � � � � � � � �
�������
t � � � � � � � � � � � � � ���������	���
���
T � � � � � � � � � � � � ���� 
���
 �����

u � � � � � � � � � � � � ������
�		��
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�� ����� �� ������ ���� ������ ��� �������! �"� ������#$!� #%���� %# ����������  & �%�����!
������ '�� ���������
 �"� (����  �&%$�� ��#����� �% �� �"� �'�� �%�%� ������ )���*�
�%������ %# �'% ��������� �%���% ������ '"��" �%���� '��" �+$� ��� �%������ ��!$ ��
�� %���& �(%$� �'% ����  � �,��
 �� � ���#����� �%�� %# %������%�� �"� �%����$%$� �%����%�
�%��� (%�" �%���% ������ �%���� �� %��%���� �������%��
 �"� ���$ ���! ������#$!� #%���� ���
$��� #%� �"� ��(����%� �%���% %# � ���! � ��!��� %# #����%� %���  ��%�
 �"� ���� & �%������
��!$ �� �� %���& ���$ �� �� � �%'�� �������!� �� �%������%� �% �%������%�� ������ ����
�������


�� �"�� �"����� �"� �������" �%�� �� ���� �� #$��"�� ���� %��� ��� �$!������ #%� �"� �%���% 
%# ��%�"������  & #%���� ��(����%��
 -$��"���%��� �"� ��� ���$� ��� �%���% � !%���"��
��� ������� ��� ���� %��� #%� �"� �%���% %# �� %���  ��%� '��" �'% ����� ���%�� ��!����
%# #����%�


�"�� '%�. �� ���$��$��� � #%  %'�
 �� �"� #%  %'��! �"������ �"�  �&%$� %# �"� ��� �� ���/
������ � %�! '��" �"� ������ �� '"��" �"� �%���% #%��� �� !�������� �� �"� �%����$%$�
�%����%� �%��
 � �%����$%$� #���(��. �%���% #%� �"� ��� �� �"�� �������� �  %'��! #%�
�"� ��(����%� �%���% %# � ���! � ��!��� %# #����%� )0�
-* %���  ��%� ���#%����! �%�%/
#��+$��� ��(����%��
 �"� ��� %������� �� �"� �%����$%$� �%����%� �%�� �� �"�� �%������
�% � �%������%�� ������ ���� ������ ��!�����! �%'�� �1�����&
 -%� ����"��! ���  �����!
�"� �%����$%$� �%����%� �%��� ����/$� ��� ����/�%'� ���2���%���� ��� ���� %���
 �"���/
�#���� � �%�� ��� � %���/ %%� �%���% ������! �&� � #%� �"� ��� �� ���������� �� ������
�,���������  & ��� ����$����
 �� ��� &��� �% $��%� ������(��! �"� �����&/����� ����%��� %#
� 0�
- %���  ��%� �$(2����� ���$ ����%$� & �% � "���%��� �,������%� #%��� ��� �"� ����%�
%# �"� ��� )%������� �� �"� �%����$%$� �%����%� �%��* �� �������� ��� &3�� ��� �� ������
�,���������  &
 �"� �����&/����� ������! ���#%������ %# �"� ��� �� �"�� �%������ ��/
� &����  & '��" � ������� ������
 �"� ���(� ��& %# �"� ��� �% �%���% ���  ��(����%�� ��
�"� �%����$%$� �%����%� �%�� �� ����$���� �� �"� ��� %# �"�� �"����� � %�! '��" �'% #$��"��
���"%�� �����%$� & ���$��� �% �% �� �"�� ��%( ��


�� �"����� �� �"� $�� %# �"� ��� #%� ��%�"������  & #%���� ��(����%�� �� ��$����
 �� ��
���������� �"�� $���! �"� ��� (� %' � ������� ��(����%� �"���"% � �� ���4������ �� �"�
�%����$%$� �%����%� �%��
 �"���#%��� �� � ��������� �%�� %# %������%�� �"� �'��!��! �%���
�� �������!���� #%� �"� �%���% %# ���  ��(����%��
 �� � ����!� �,��� �� �"� 0�
- %���  ��%�
�� �,�%��� �% � ��%�"����� �,������%� #%��� ��� �"� ����%� %# �"� ���
 � �%�����%����!
�$���! ��%���$�� �� ��%�%��� #%� �$�%������  & �'���"��! �"� ��� (��'��� �"� �'% �%���
%# %������%�
 �$������ ���$ ���%�� ��� �,��������� ��� ���#%����


�� �"����� 5� �"�  �&%$� %# �"� ��� �� �������
 �"� �������  �&%$� �  %'� #%� � �%���% 
#%��� '"��" ��� �"��!� �������%� �� � � ���� �"$� �% �%���% �"� ��(����%�� %# �� %���  ��%�
'��" �'% ����� ���%�� ��!���� %# #����%�
 �"� #��� ��(����%�� %# �"�� %���  ��%� ��� ��� &3��
6���
 � �%�����%����! �%���% � !%���"� �� �$!!����� ��� ����6�� '��" � ���� ���$� #%� �"�
������! %# #��� ��(����%��
 �"� $�� %# �"� ������� ��� #%� ��%�"������  & #%���� ��(����%��
�� ��$���� $���! �$������ ���$ ���%��
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�� ��� �
��� ��� ���� ����� ������ ����� �������� �� ��� ������ 
������ mc/2� ����� ������ ��� ���	�� !" ��� ����# ��� ���� ���� ���  ��	�� r �� ���
����  � �$��� ��� ��	
 �� �������� ϕ(t) � ��� " ������ ��� ������ �� !��� ������ ������� 
���� ���� ����# ��� ����� ����� (t) ��������� ��� ���� ���������"�

mc

2

mc

2

fr(t) fr(t)
ft(t) ft(t)

ϕ(t) ϕ(t)r r

Y

X

%�	
�� 
��& ���� ����� ������ �
'�

(� ��� ������ ��� �� ������ �ϕ̇(t) �= 0�� ����� ������ fr(t) ��������
	� ������� ������	 ���"
���� ��� ������ �� ��� �$�� ��� �������� ��� �	
�� 
��� )
�� � ����� ����� fr(t) �� 	�*�� !"&

fr(t) =
1

2
mcrϕ̇(t)

2 �
���

��� ��� �������� ��������� ��� ����*���*� ���� ������� �� �����

(� ��� ������ ��� ���������  " ���� ������ �ϕ̈(t) �= 0�� �� �������� �� ��� ����� �������
���	����� ������� ft(t)� ��� �������� ��� �	
�� 
��� )
�� � ���	����� ����� �� 	�*�� !"&

ft(t) =
1

2
mcrϕ̈(t) �
�
�

(�� �� ��������� �� �	
�� 
��� ��� ��	
 �� ��������� �� !��� ������ ��� �+
� � ��� �����
���������� �� fr(t) ��� ft(t) �� Y #��������� ����� ���� ����� �
�� ������� ��� �����
���������� �� X#��������� �
��������� �� ��� ������ fT (t)� ������� !" ��� ���&

fT (t) = mcr
[
ϕ̇(t)2 cosϕ(t) + ϕ̈(t) sinϕ(t)

]
�
���

(� ��� ������ ��� ���*�� ���� � �������� ��	
 �� *� ����"� ��� ��� �������� �� ��� �� ��  ��
������
�
� �������� ����� ,����+
��� "� ��� ������ ���� �� ��� �+
��� !���-�� �� �
���
����� � �
� ��� � �������� ������ �����

fc(t) = mcrϕ̇
2 cosϕ(t) �
�'�

�
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���� ��� �������� ��������� mcrϕ̇
2 ��  ���!����
 ��� �� ��� �������� �� ���! "������#$ ���

�� ���! �������� ���� �� �!���!�������# �� ����
 ���� �� ����� �� ��� %������� �&������

ϕ(t) = ϕ̇t+ ϕ0 '	
()

�� ����� ϕ0 �� ��� ������� �� ���! ��������


�% ��� �� ���! ��������� �% *��� !���!� �!� ���&���$ � ������ �! � ���*������� �% �
������ ��� � %�!�� �� �!�����
 ����"�!$ ����� ����� ���� ��� *� ������� �� ���� ��!+

,�!���! ��%�!������ !� �!��� ���� ��� *� %���� �� -	.$ �
 /01.2



��� ���� �� ��� ���������� !������� ����$ ��� �!�%�!!�� ���� �% ���!�����$ ��� ��� ������
%�!��� '������ ��!� �� ��� �&��!� *!��+�� �� ��� !� ��0���� ���� �% '	
.)) �!� �� *� +���
�� ����� �� �����*��
 �� ������! ���� �% ���!�����$ ��� �� ������ ���� �� ����$ �!���!��#
����� ��� ������ %�!��� �!� ���� %�! ������ 
 �� ����!��� �� ��� ���������� !������� ����$
��� !���!� ���� *� ������!���� ��� ������!���� �����������# ��  ���!��� ��� ����!�� ����0
�� ������
 ���!�%�!�$ �� ��� ���� �� ����$ ��� ��� ���� �� � ���"�������� ����"� ����
�����! �����  ���!���� ��� ����!�� ������ *# �����������# ������!���� ��� ������!���� 
����!�� ������
 ����!�� �� �!����� %�! ��� ���� �� ���� �!� �!������� �� ������� .
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������ ���� �������$ ����0���� ������� �% ��� ��� �� �� !�� �% %!����� '3��,) ���������! �%
4 �!� 	
	 �������� ��� ������ �% ��� ��� �!� ��!!��� ���


m+mc

mc

2

mc

2ϕ(t) ϕ(t)

M(t) M(t)

fe(t)

x(t)
k c

,� �!� 	
	5 ���� !���! �����! %�! 3��, ���������! -	�2

��� ������ �% ��� 3��, ���������! �� ��4��� *# ��� ������������ ���!������ x(t)
 ��0
����� � %!�� "�*!����� �� ����� ��� !���!� �!� ��� �� ������ 'ϕ̇ = 0)$ ��� ������ �% ���
3��, ���������! ��  �"�!��� *# ��� ���� ������ ��6�!������ �&������5

(m+mc)ẍ(t) + cẋ(t) + kx(t) = 0 '	
7)

�� ����� m + mc �� ��� ����� ����$ c ��� ������ ���8����� ��� k ��� ���6���� �% ���
���������! -1$ 	(2
 �� '	
7)$ ��� 4!�� ��!� !��!������ ��� ����� ���!���� %�!�� fi(t)$ ��� ������
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��� �������� ������� ����� fd(t) ��� ��� ����� ��� �� ������  ����� ����� fs(t) !��"� ��
��� ��##�$���% ��� ����� �� ��� #���&����  ��� �� '��() $�## *� �������� �� �  + ��� ����� �
	�,����� '��() *+ m+mc ��,� 

ẍ(t) + 2ξωnẋ(t) + ω2

nx(t) = 0 '��-)

�� $���� ��� ���.��# '����.#��) ���/.���+ ωn ��� ��� ������� ����� ξ ��� ��0��� �� ���
��##�$��� �/.����� !��% 1"�

ωn =

√
k

m+mc
'��2)

2ξωn =
c

m+mc
'��3)

��4��� ��� ������ �� ��� �
	 ��� �� �5�������� ����� fe(t) ���� ��� ���������% ��� ������
�� ��� �	�� � ��##���� � �� ���*�� *+

(m+mc)ẍ(t) + cẋ(t) + kx(t) = mcr
[
ϕ̇(t)2 cosϕ(t) + ϕ̈(t) sinϕ(t)

]
+ fe(t) '��16)

�� $���� ��� 0� � ���� �� ��� �����&����  ��� � fT (t)� 	�,����� '��16) *+ ��� ����# ��  
m+mc +��#� 

ẍ(t) + 2ξωnẋ(t) + ω2

nx(t) = μcr
[
ϕ̇(t)2 cosϕ(t) + ϕ̈(t) sinϕ(t)

]
+ Fe(t) '��11)

�� $���� μc � ��� ������# ��  ����� ��� Fe(t) ��� �5�������� ����� '�����#�7�� *+ ���
��  m+mc) ��0��� �� '��1�) ��� '��18)% �� �����,�#+�

μc =
mc

m+mc
'��1�)

Fe(t) =
fe(t)

m+mc
'��18)

�� ��� $��4% #�$��&�� � f &,����*#� ����� �� ����� % $����� .����&�� � F &,����*#� ����� ��
����� �����#�7�� *+ ��  �

��� ���� *��+ ������� �� �  ���#� ����� ���#.���� �## ����� �������� � ������ �*�.� ���
�5� �  ��$� �� 0�.�� ��8�

mc

2
ẍ(t)

Jϕ̈(t) r

mc

2

M(t)

ϕ(t)

���.�� ��89 ���� *��+ ������� �� �  ���#� ����� !�:"

� ��*#� ���� ��� �+����� �/.�#�*��.� +��#� 

M(t)−
1

2
mcr

2ϕ̈(t) +
1

2
mcrẍ(t) sinϕ(t) = 0 '��1:)

�� $���� M(t) � ��� ������ ������� *+ ��� ���.���� �� ���,� ��� ������ ���  �����
���� �� ��� #���&����  ��� �� '��1:) � ��� ������ ���.��� *+ ��� ���������# ������� �� �
����� ��� ��� ����� ��� ��� ������ ���.��� *+ �� ����#������� �� ��� �	�� � ��##�����
;+ �������� ��� ������# ��  � � #.���� ��  � % ��� ���������# ������� J �� ��� ����� � 
mcr

2/2� ��� ��������# ���#������� % ��� ���������# ������� ���.��� *+ ���  ����% ��� ���%
���� �. � *� ��� �������
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�� �	��� �������� ��� ������� � ! !� �"!�#�$� !�� ���!��% ��& %�� "���!��� �' !�� ��!����
ϕ0 = ϕ(t = 0)
 ���� ��� ���� () ��� #��& ���!��% �����!����� �
&
 x0 = x(t = 0) ���
ẋ0 = ẋ(t = 0)� '�� !�� *��+ ����%%�!�� ��� #���#�$��& !�� ���, ���� () !�� ���!��% '����
 ���� !�� ����!����! �' -	
./0 �	��


ϕ̇ = ωn -	
./0

��!� !�� ����!����! �' -	
./0 ��� -	
/0� !�� ���!��% '���� �' -	
10 (���#��2

fc(t) = mcrω
2

n cos (ωnt+ ϕ0) -	
.�0

��� �"!�#�$�!��� �' !�� ���!��% ��& %�� "���!��� �� (���3) ��"��!�� ���� �	��
 ����%%��& -	
�0�
��� #��& !��! �������! ��#"��& �� ��! "�����! -ξ = 00� !�,��& !�� ���!��% '���� �' -	
.�0
��!� ���������!��� ��� ��4����&� �� (�'���� () m+mc &�4��2

ẍ(t) + ω2

nx(t) = μcrω
2

n cos (ωnt+ ϕ0) -	
.50

*�%4��& -	
.50 '�� x(t) &�4�� -	
.60 �	��


x(t) = x0 cos (ωnt) +
ẋ0
ωn

sin (ωnt) +
1

2
μcr [ωnt sin (ωnt+ ϕ0)− sin (ϕ0) sin (ωnt)] -	
.60

����4��& -	
.60 ��!� ���"��! !� !�#� )��%�� �	��2

ẋ(t) =− x0ωn sin (ωnt) + ẋ0 cos (ωnt) + ... -	
.70

1

2
μcrc

[
ω2

nt cos (ωnt+ ϕ0) + ωn cosϕ0 sin (ωnt)
]

��� ���, Wc -���#�%�$�� () !�� !�!�% #��� m + mc0 ���� () !�� ���!��% '���� �� !��
*��+ ����%%�!�� �4�� l 4�(��!��� �)�%�� �� �� &�4�� ()

Wc = μcrω
2

n

∫ 2π
wn

l

0

ẋ(t) cos (ωnt+ ϕ0)dt -	
	80

����� l �� � "���!�4� ��!�&�� � #(�� �	��
 ����4��& Wc ��!� ���"��! !� ϕ0� ��!!��& !���
�9 �% !� $��� ��� ����& ��#� �������&�#��!� &�4�� �	�� "
 �	�2

x0 cosϕ0 −

ẋ0
wn

sinϕ0 = 0 -	
	.0

�� ��� (� ���� �� �	��� -	
	.0 ���� ��! ��"��� �� !�� � #(�� �' 4�(��!��� �)�%�� l
 *�%4:
��& -	
	.0 '�� ϕ0� !�� ���:!��4��% ��% !���

ϕ0 = atan

(
x0ωn

ẋ0

)
-	
		0

�� '� �� �	��
 ��� tan:' ��!��� �� "������� �� π
 �� ����, ���!��� ϕ0 ������"���� !� �
"���!�4� �� ��&�!�4� "��, -���, ���� () !�� ���!��% '���� �� !�� *��+ ����%%�!�� (���#��
#���#�% �� #�;�#�%0� !�� ������ ����4�!�4� �' -	
	80 ��!� ���"��! !� ϕ0 �� ��%� %�!��2

d2Wc

dϕ2
0

= −x0 sinϕ0 −

ẋ0
ωn

cosϕ0 -	
	�0

��(%� 	
. ����� !�� ���&�� �' 4���� � �"!�#�% ���!��% ��& %�� "���!����� ϕ0,opt� ��� %��!
��% #�� '�� ��<����! ���!��% �����!��� ���&�� ������(�� () ����!����!� '�� x0 ��� ẋ0� ���
=��! ��% #�
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����� ���� ����������� �� ��� �! �� �"��#�� ������� �� ���� "�!�����! ��� $�%����� �������
���$����� ��� �! $�!�����$ �& ���!������! ��� x0 ��$ ẋ0

x0 ��$ ẋ0 ϕ0 �����$�� �� '����( ϕ0,opt

x0 > 0 ∧ ẋ0 > 0 ]0; 1
2
π[ ∨ ]π; 3

2
π[ ]π; 3

2
π[

x0 > 0 ∧ ẋ0 < 0 ]1
2
π;π[ ∨ ]3

2
π; 2π[ ]3

2
π; 2π[

x0 < 0 ∧ ẋ0 < 0 ]0; 1
2
π[ ∨ ]π; 3

2
π[ ]0; 1

2
π[

x0 < 0 ∧ ẋ0 > 0 ]1
2
π;π[ ∨ ]3

2
π; 2π[ ]1

2
π;π[

x0 > 0 ∧ ẋ0 = 0 1

2
π ∨

3

2
π 3

2
π

x0 < 0 ∧ ẋ0 = 0 1

2
π ∨

3

2
π 1

2
π

x0 = 0 ∧ ẋ0 > 0 0 ∨ π π

x0 = 0 ∧ ẋ0 < 0 0 ∨ π 0

x0 = 0 ∧ ẋ0 = 0 ��$�)��$ ��$�)��$

�*� +����! �� �*� !����$ ����#�  �+� �*� +���� ��� �! ��� ϕ0 �����$�� �� '����(� �*�!�
+���� ��� �! ��� ϕ0 ��� ��!������$ �� +����! ���# ,��� �� 2π '��� ��+�������(� ��-�� . ���
��!�����. �*� )�!� ��/ 'x0 > 0∧ ẋ0 > 0(. �*� !������� ��� ϕ0 ���!. �����$�� �� '����(. �� ���
�� �*� �����/�� +���� ��� �!� ]0; 1

2
π[ �� ]π; 3

2
π[� �+������� ���* +���� ��� �! /��* *��"

�� '���0( ��$ ��$�� �*� ���!������! �� �*� )�!� ����#�. �*� !����$ $���+���+� �� '���0( �!
!#����� �*�� ,��� ��� �*� )�!� +���� ��� � ']0; 1

2
π[( ��$  ������ �*�� ,��� ��� �*� !����$

+���� ��� � ']π; 3
2
π[(� �*�������. �*� $�!���$ #���#�# �� �*� /��- $��� �& �*� �������

����� �! �������$ /��* �*� !����$ +���� ��� �. ]π; 3
2
π[. !�� ��!� ����#� �� ����� ���� �*�

!�#� "����$��� ��� �� "�����#�$ ��� �*� ��*�� ������� ���$����� ��� �!�

�*� ��!���! �� ����� ��� ��� �� !�##���,�$ �& �����$���� �*� atan21��������. /*��* �!
$�)��$ ��$ ����!�����$ �� ) ��� ��2�

a

b

atan2 (a, b) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

atan
(
a
b

)
�� b > 0

atan
(
a
b

)
+ π �� b < 0 ��$ a ≥ 0

atan
(
a
b

)
− π �� b < 0 ��$ a < 0

π
2

�� b = 0 ��$ a > 0

−

π
2

�� b = 0 ��$ a < 0

��$�)��$ �� b = 0 ��$ a = 0

�� ��� ��2� atan21�������� 3�4. ��5

�*� atan21�������� �! ���6�����& �!�$ �� �*� )��$ �� ���������� �� ������� ��$ �! �����
�������$ �� �! ����16��$���� ��+��!� ��� ���. !�� �� � 3�4. ��5� �*� ���"�� �� �*� atan21
�������� *�! � +���� ��� � ���# −π �� π� �*�!. �� "��+�$�! � ���6�� !������� ��� ϕ0,opt

/��*�� ��� ��+�������� 7��* �*�! atan21��������. �*� �"��#�� ������� �� ���� "�!����� ϕ0,opt

��� �� �8"��!!�$ �! !*�/� �� �*� �����/�� �6�������

ϕ0,opt = atan2 (x0ωn; ẋ0) + π ��� ξ = 0 '���2(

�� ��*����� $�#"�� �! "��!���. �*� �� ���� +������& ϕ̇ �� �*� �����! �! �� �� !�� �6��� ��
�*� $�#"�$ ������� �������� ���6����& ωd  �+�� �� '���9( 3�. �0. �95�

ωd = ωn

√
1− ξ2 '���9(
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�������� ������� �� ���������� � ��������� ��� �������� ������� !���� ���� "	
#$% ���
���&����� ωn � ωd
 ����  ��&��'

ẍ(t) + 2ξωnẋ(t) + ω2

nx(t) = μcrω
2

d cos (ωdt+ ϕ0) "	
	(%

��� ��&)���� �! "	
	(% ��� ��� ���� ����*���*� ��� ��*�� � 

x(t) =�−ξωnt [A0 cos (ωdt) +B0 sin (ωdt)] + ... "	
	$%

μcrχ1 [2χ2 sin (ωdt+ ϕ0) + cos (ωdt+ ϕ0)]

ẋ(t) =�−ξωnt [(−ξωnA0 + ωdB0) cos (ωdt)− (ωdA0 + ξωnB0) sin (ωdt)] + ... "	
	�%

μcrωdχ1 [2χ2 cos (ωdt+ ϕ0)− sin (ωdt+ ϕ0)]

+������ A0, B0, χ1 ��� χ2 ��� ��-��� ��'

A0 = x0 − μcrχ1 (2χ2 sinϕ0 + cosϕ0) "	
	.%

B0 =
1

χ2

(
ẋ0
ξωn

+ x0

)
− μcrχ1

(
sinϕ0 +

2− ξ2

ξ2χ2

cosϕ0

)
"	
/0%

χ1 =
1− ξ2

4− 3ξ2
χ2 =

√
1− ξ2

ξ
"	
/#%

�� 1	/, �
 (23$$4, ��� ������& ������& ���)&�� �������� !�� 0 < ξ < 1 +�� ����*�� � ������53
��� ��� �)� �! ��� +��6 ���� � ��� ������& !���� ��� ��� �������� ������� !���� �� ���
7��8 ����&&����
 ���� �������� !��&� �� ����)�� � �&����3!��� ��&)����
 ��+�*��, !�� ���
������)&�� ������& ����������, x0 > 0 ��� ẋ0 = 0, � �&���& ��-��� ������& ������& ���)&��
�������� +�� !�)�� 1	/, �
 (.3$04
 9 )���� ��� atan23!)������ ��� ���!������ ��� ����
������)�� �� ���� !�� ��� ����&&���� +����)� �������� �������, ��� ������& ������& ���)&��
�������� ϕ0,opt !�� ����&&����� +��� �������� ������� ��� �� +������ �� � ���� �������
!���'

ϕ0,opt = atan2
(
−2
√

1− ξ2,−ξ
)

!�� 0 < ξ < 1, x0 > 0 ��� ẋ0 = 0 "	
/	%

�� 1	/4, ��� ������& ������& ���)&�� �������� +�� ����*�� � ������5��� ��� �)� �! ��� +��6
���� � ��� ������& !���� ��� ��� �������� ������� !����
 ����, �� �������� !�� ��� ������&
������& ���)&�� �������� �� ����*�� � ������5��� ��&�& ��� +��6 ���� � ��� ������& !����

���� ��� �� ���� � ���)���� ���� ��� �:��� �! ��� ������& !���� �� ��� ������ �! ���
7��8 ����&&���� �� �)�� &����� ���� ���� �! ��� �������� ������� !����
 8)���������, ��
�� ���)��� ���� ��� ������& !���� �� ���&& ���)�� �)�� ���� �� ���� ��� ������� ��� ������
�! ��� ����&&����
 ���� ����� ���)�������, ��� *�&���� �������� �! ��� 7��8 ����&&����
�! "	
	�% �������

ẋf (t) = �−ξωnt [(−ξωnA0 + ωdB0) cos (ωdt)− (ωdA0 + ξωnB0) sin (ωdt)] "	
//%

��� ��� �� )��� �� ��&�)&��� ��� �����&�5�� +��6 ���� � ��� ������& !���� �� ��� ����&&����

8������ ��� �������&, �� ���� ��!���, ��*�� "	
/;%

Wc = μcrω
2

d

∫ 2π
wd

l

0

ẋf (t) cos (ωdt+ ϕ0)dt "	
/;%

= μcrωnξχ1 (Ξ1 cosϕ0 + Ξ2 sinϕ0)
(
1− �

−2l π
χ2

)
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������� Ξ1 ��� Ξ2 ��� ����� ��

Ξ1 = −

ωnx0
ξ

+ 2ẋ0χ
2

2 ��� !"

Ξ2 =
2ωnx0χ2

ξ
+ ẋ0χ2

Wc #$ ��� %" &�� �� ���� �� � '&(�(�#)� �#�* �#�� �� (�� &#�(�#+ $#�&� #� (�� �	��

#�&�++�(#��

��*��� (�� ������(��� #$ ��� %" ��(� ���,�&( (# ϕ0- ��((��� (��� �.)�+ (# /��# ��� �#+����

$#� (�� ϕ0 ����� ��� 0"�

ϕ0 = atan

(
Ξ2

Ξ1

)
��� 0"

���� �.)�(�#� ����� � &+#���1$#�2 �#+)(�#� $#� ϕ0 �� � $)�&(�#� #$ (�� ���(��+ &#���(�#�� #$

(�� �	�� #�&�++�(#� ��� (�� ��2,��� ��(�#� �� ��$#��- (�� �#+)(�#� $#� ϕ0 ��,��(� �� π�
�# 2�*� (�� �#+)(�#� ��,��( �� 2π- (�)� ,�#������ � )��.)� �#+)(�#� ��(��� /��# (# 2π- (��
atan21$)�&(�#� �� )���� ��� �#+)(�#�� ��� ��#�� �� (�� $#++#���� �.)�(�#�3

ϕ0,1 = atan2 (Ξ2,Ξ1) ϕ0,2 = atan2 (−Ξ2,−Ξ1) ��� 4"

�# &��&* �$ (�� �#�* �#�� �� (�� &#�(�#+ $#�&� ��� � ,#��(��� #� ����(��� ,��*- (�� ��&#��

������(��� #$ ��� %" ��(� ���,�&( (# ϕ0 �� $#�2��- ��� ��� 5"�

�2Wc

�ϕ2

0

= μcrωnξχ1 (Ξ1 cosϕ0 + Ξ2 sinϕ0)
(
�
−2l π

χ2 − 1
)

��� 5"

6� ��,+�&��� ϕ0 �� ϕ0,1 �� ��� 5" ��� �� ������� (�� ���(��+ &#���(�#�� �x0 ��� ẋ0" ��� (��

��2,��� ��(�# �0 < ξ < 1"- �( &�� �� ,�#��� �)2���&�++� (��( (�� ��&#�� ������(��� #$ Wc

�� �2�++�� (��� /��#� �����$#��- (�� �#�* �#�� �� (�� &#�(�#+ $#�&� �� � 2�7�2)2� ���

��2� ,�#&��)�� &�� ,��$#�2�� )���� ϕ0,2� 8#�����- �� (��� &���- (�� ������� 2���2)2

�� #�(������ 9���� (�� ���)2,(�#�� 2��� ��#��- (�� ��(�2�(�� #,(�2�+ ���(��+ ���)+��

,#��(�#� ϕ0,opt,e $#� �	�� #�&�++�(#�� ��(� �������( ��2,��� �.)�+� ϕ0,2� ϕ0,2 #$ ��� 4" &��

�� �����((��- ��� (�� $#++#���� �.)�(�#�3

ϕ0,opt,e = atan2

(
−ξẋ0 − 2ωnx0;

ωnx0
χ2

− 2ξχ2ẋ0

)
��� �"

��� +�2�( ��+)� #$ (�� #,(�2�+ ���(��+ ���)+�� ,#��(�#� $#� �	�� #�&�++�(#�� ��(� �������(

��2,��� &�� �� &�+&)+�(�� $#� ξ → 0 ��	�� #�&�++�(#� ��(�#)( �������( ��2,���" ��3

lim
ξ→0

ϕ0,opt,e = atan2

⎡
⎢⎢⎢⎣−ξẋ0︸ ︷︷ ︸

→0

−2ωnx0;
ωnx0ξ√
1− ξ2︸ ︷︷ ︸
→0

−2
√

1− ξ2︸ ︷︷ ︸
→1

ẋ0

⎤
⎥⎥⎥⎦ = atan2 (−ωnx0;−ẋ0)

���%:"

��� +�2�( ��+)� &#��&���� ��(� (�� ��+)� #$ ����%"� ���� �� � ,#����+� ����&�(#� (��( ϕ0,opt,e

,�#����� � ������+ �#+)(�#� $#� (�� #,(�2�+ ���(��+ ���)+�� ,#��(�#� $#� (�� �	�� #�&�++�(#�

��(� �������( ��2,��� )���� (�� ��;)��&� #$ (�� �
	� 8#�����- �� ��#�� �� (�� $#++#����

,������,�- (��� �� �#( (�)��



�� ������	 
� ��
� 	���	 �����	

�� ������� ��� ������� ������� ������� �� ����� �! "
�#
$% &���� &� '���(�' �� )
#* "&�����
��� '���(�����% ��� &��+ '��� ,- ��� ������� !���� ��' ��� �������� '������ !���� � 
������.�'$% &��� ��� � ������ �! "
�#/$% ,��� !������� &��� �(������' &��� �� ���� �� ξ
!�� ��� ���������� ������� ���'����� x0 > 0 ��' ẋ0 = 0%  �� 0���� 
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�15 ������� ������� ������� �� ����� ϕ0,opt ��' �� � ������ ϕ0,opt,e &��� �� ���� ��
��� '������ ����� ξ !�� ��� ���������� ������� ���'����� x0 > 0 ��' ẋ0 = 0 ��' '�(������ 
!��� 3/2π �����'��� �� "
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4�� ξ = 0% x0 > 0 ��' ẋ0 = 0% ϕ0,opt �! "
�#
$ ��' ϕ0,opt,e �! "
�#/$ ��� �7��� �� 3/2π%  ��
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�6�$� ��� ���(� '�8�� �  ��� � ξ > 0 ��' ��� '�(������ ������ � &��� ��� '������
������ 
����� �����-% ��� '�(������ !��� ��� (���� 3/2π ��� �7���% ,�� ��(� '�8�����  ��� �
�� �9��������� !�� ��� &� ��� !���'� ��&�(��% ,- �(�������� ��� ���������' !��� (�,������
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��� (���� 3/2π �������.�' ,- 2π%  �� "
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4�� � �������� &���  ���� '������ ����� "ξ < 0.1$%  �� 0���� 
�123% ��� '�(������ Δϕ0,opt,e
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������� �� ����� �  ���� !�� x0 > 0 ��' ẋ0 = 0� ��� �7�����-% "
�
6$ "������� �������
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�#/$ !�� � �������� &���  ���� �������� '������ ����� �
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��� �'������� ��' ������.��� ��� (������ &��+ '��� ,- ��� ������� !����  ��� �� ,� ��
�������,��  �����0������� ���� ���� '���� ��� !�� ��� :��4 � �������� &������ ��������
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����� ����	 ����� ���  ��!"#$�%�&� x(t) �' ��� ���
 ��$�""#��� ������� �&����&�  #%!�&�
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����� ���0 	0 ���%#"�(�  ��!"#$�%�&� x(t)/x0 ���� &��%#"�(� 1�)�#���& #%!"��� �
A(t)/x0+ /0 ���%#"�(� 1�"�$��* ẋ(t)/ (ωnx0) ���� &��%#"�(� $�&���" '��$� fc(t)/

(
mcrω

2
n

)
+

)��� ��)2����� '�� μcr/x0 = 0.05+ x0 > 0+ ẋ0 = 0+ ϕ0 = 3/2π


�� ���
 ��$�""#��� �� �&"* �& �� ��� #$���& �' ��� $�&���" '��$� �' ,����. ���� ��� �!��%#"
�&���#" #&��"#� !������& #$$�� �&� �� ,���3.� 
�� ��%� #4�� �� &��%#"�(� )* ��� &#���#"
!���� "�&��� ��1�& )*0

Tn =
2π

ωn
,��3�.

	� $#& )� ���& �& 2���� ���+ ��� 1�)�#���& #%!"��� �

A(t) =

√
x(t)2 +

(
ẋ(t)

ωn

)2

,��3�.

 �$��#��� �&��" tc� 	'��� tc+ ��� 1�)�#���& #%!"��� � �&$��#���� tc �� ��1�& )*

tc =
x0
μcrπ

,��33.
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!�"#$� �
%&' �(�)� �(� *�$$��������" +� �*��, ẋ(t) ��$�- �.�� /, (x0ωn)� ��� 0�
��1� -��
�(� *�$$��������" *���$� 2�$*�
 3� �� tc� �(� +� �*��, -�� �(� *���$� 2�$*� (-+� ��4�$���
��"�
 �2��$ tc� �(�, (-+� �(� �-�� ��"�
 �(�$�2�$�� �(� 5��! ��*�  -��$ �� �-���� #��� 
tc� -2��$ )(�*( �� �� $�6�7*����


�� �$�+��� �(� $�6�7*��-���� -2��$ tc� �(� �	� �#�� ���-$� 2$�� �(� *�����#�#� $��-����
����
 �(�� *-� /� ����� 2�$ ����-�*�� /, �#$���" �(� �	� �4 ��*� �(� +�/$-���� -�� ��#��
2-  � /� �) -  �)�$ +�/$-����6-�� ��#�� �($��(� � -�� /-*8 �� ��*� �(� +�/$-���� -�� ��#��
�7*���� - (�"(�$ +�/$-����6-�� ��#�� �($��(� �
 �(�� ���(�� -�� �)� 2#$�(�$ ���(��� ��
�$�+��� $�6�7*��-���� -$� ��#���� �� ��*���� �
9 -�� �
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�� ������  -��$� -� �����-�� ��+� ���  ��� *����*���" �(� ������+� ��-8� 2�$ t < tc *-� /�
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√
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�91
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 ��� �2 0�
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)(�$�-� �� �� -� -��$�7��-���� 2�$ -  ��(�$ *-���
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ẋ(t)

ωd

)2

A∗(t) =

√
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ẋ(t) (, �+� ;��� (�!�����(��

��� �( �+� ��<���!� (, �+� ��'��� ,(�!�� (� �+� 2(��(� (, �+� ;��� (�!�����(�& �+� %��� ��2�
'���0���0� (, �+�  +��� (, 0�)����(� ψ̇(t) �� �( �(���� !(������& )�� (��� �  �(.�2����� �+�
������� ,��9���!� ωn� �+� 2(�� ��<���!� �+� !(���(� ,(�!� +�� (� �+� 2(��(�& �+� ������
�+� '�0����(� (, ψ̇(t) ,�(2 ωn 1��� )�!(2�� � ������ �������  (����(� !�� )� !(2 ���'
����(�(���� 1��+ �+� 0�)����(�  +��� ψ∗(t)& ��� 4
�576�

ϕ∗

t (t) = ψ∗(t) +
1

2
π 4
�576

�(� ;��� (�!�����(�� 1��+ ��+����� '�2 ���& �+� ������ �������  (����(� !�� )� '���0�'
����(�(����& ��� 4
�5=6 1��+ αc(ξ) ��' α

∗

c(ξ) ��0�� �� 4
�5#6�

ϕt(t) = ψ(t) + αc (ξ) ϕ∗

t (t) = ψ∗(t) + α∗

c (ξ) 4
�5=6



���� �����	
��� �
 
	���
 	����	� ����
��� ��

	� ��� �� ���� ���� � !�� ���" #$� %�&'�#'��� �� α(t) ��% α∗(t) ���� #$�'� ����#��# &�(!��

��� �)!�( *'#$ �++��'#� �' ��� 
� +��%!�� � ���� %!���(�" ����#��# &�(!�" #$� +$���

%',������� ��� �%%�% #� �#$�� ��% #$� #�� �# �� !(�� +��'#'�� ϕt,s '� ��(�!(�#�%" ��� -��./01

$��� %!���(� '� ����# #� '�%'��#� #$�# #$� %�&'�#'��� ���� #$� ����#��# &�(!�� ��� ���((���

ϕt,s(t) =
1

2

(
ψ(t) + ψ∗(t) +

3

2
π

)
-��./0

��'� #$� ���� ��� #$� ���
 ���'((�#�� *'#$ '�$����# %��+'� 2'�(%� -��.�0�

ϕt,s(t) =
1

2
(ψ(t) + ψ∗(t) + αc + α∗

c) ������

��	
 	��	 
�
� 	�
 	���
	 ������� ����	��� �� �����	
� 
�	� ������ �� ������� �	 ���	

�
 ������
�
� 	��	 	�
�
 ��
 	
� �������
 	���
	 ������� ����	���� �� 	�
 ����
 ���� �
��

	� 2π� ���� �� �
����
 	
� �����	��� ����
�� 
��� 
�	� � ����
 �� ����� ���	
�! ωn� ��


���
� 	��
	�
�� ��������� � ��
"	��	� ����
� ����
 
�	� � ����
 �� ����� ���	
�! 2ωn�

�

 ������� ��
 ���	�� 0.5 �� ������ �����
� 	�
 ����
 �� ���� �� 	��	 	�
 ���
������
�

	���
	 ������� �
����	! ��� 	�
 �
���
� ����
 �� ����� ���	
�! ωn� ���� 
 ������ 
�! 	
�

�������
 	���
	 ������� ����	���� �� 	�
 ����
 ���� �
�� 	� 2π ��
 �������
� #�
 ����
������

	� �������� 	�
 �	�
� 	� 
 ��	�	���� �� ��
�	��! 	�
 	���
	 ������� ����	��� ����
��������
	� �������� 	�
 �
���	��� ���� 	�
 	���
	 ������� ����	��� ��������� 	� ������ ��� �


�����	
�� $� 	��� �
���	��� ��
� 
�	��� 	�
 ����
 ����
 ���� −π 	� π� �	 �� 	�
 	���
	 �������
����	��� ����
�������� 	� �������% �	�
�
��
� �	 �� 	�
 ��
 ����
�������� 	� 
 ��	�	����

����
&�
�	�! π ���	 �
 ���
��

'�������� ����(� ���	���� ���	��� ������� ����	��� ��� )*#+ �������	��� 
�	���	 ���
�
�	

�������� 
�	� ������� �	 ��� �
 �

� 	��	 ������ ��� ���� �
 ��	���
� �! �
������� 	�


���	��� �����	���� x0 ��� ẋ0 �! ���	������ �	�	
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���� ��" tr �� ��� � ���� +����%��6 �������" �� �� � �������� �� ψ" )#��# �� �����������2

�$����� )��# #��$ �� ��	37! �� )#��# x(t) ��� ẋ(t) ��� ���� �����������2 �$�����	 tr �����

������ �� �#� ���� $����� ����� �#� ���� $�����+� ���$�������� $��& ��������	 �#�������" tr
�� ���������� �� +����� %��)��� ,��� ��� Tn	

�#� ������� �� ����#� �� ��������� �� �#� �����)�� )��# #��$ �� �#� %���& ��� ��� ��

- ��� �	.8	
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ψ(t) ����
�� ������

tr ����
�� ������

��������� �! "���

#�����$% &��"��%�% � #%�'

(�� ) ������

xe � & ẋe ���� �� ����*� � & ���+,�

-��#(����� �! 
	� ���� �� ������

x

ẋ

ψ(t)

tr

xp

ϕt,e

xe ( & ẋe


�)(.% ��/+0 -� �.�" �")�.��1� �� ��&%.� ) �1% %2��� #1��% &�3%.% �%

�! �1% ���(�" !.%4(% �5 �! �1% ���
 ����""���. �1� )%�6 !�. � ��� �% &(% �� � %2������� 

!�.�%6 �1% $�7.���� #1��% �1� )%� ����.&� )"5 � & �1%.%!�.% tr� 
� �� �� (�(�"5 �� ��&%.

�1% %2��� #1��% &�3%.% �%6 ������ �� .%��""%&6 �%% ������

ϕt,e(t) =
3

2
π + ωntr − atan2 [xe(tr), ẋe(tr)/ωn] + ψ(t) ������

� 81��1 �1% �(7����(��� 

ϕ0,opt →
3

2
π ����+�

8�� #%.!�.�%& � & � 81��1 xe(tr) � & ẋe(tr) .%!%. �� �1% %������%& &��#"��%�% � � &

$%"����5 .%�#� �% !�. �� ��&%.� ) �1% %2��� #1��% &�3%.% �%� xe(tr) � & ẋe(tr) �.% &%.�$%&
� �1% !�""�8� )�


� %������% �1% ��) ��(&% �! �1% "��� #�����$% &��#"��%�% � #%�' �� �� (�(�"56 ������ ��

.%�� ��&%.%&� 
� "��' 7��'8�.&� � ���%6 t �� .%#"��%& 75 −t � & �1% � ����" ����%� �.%

.%#"��%& 75 �1% �� �� (�(� ����%� �x0 → x(t) � & ẋ0 → ẋ(t)�� 
(.�1%.��.%6 �� tr .%!%.�

�� �1% ���% #���%& �� �% �1% "��� #�����$% &��#"��%�% � #%�' ���(..%&6 t �� .%#"��%& 75 tr6
�%% �������

xp(t) =

√
x(t)2 +

(
ẋ(t)

ωn

)2

+
1

2
μcrωntr ������

������ #.�$�&%� � %������% �! �1% ��) ��(&% �! �1% "��� #�����$% &��#"��%�% � #%�' �� �

!( ���� �! �1% ���(�" ����%� x(t)6 ẋ(t) � & ψ(t)� 
�  �8 ��"�("��% xe(tr) � & ẋe(tr)6 ���/��
� & ���/*� �.% .%��""%&6 �%% ����*� � & ���+,�

xe(t) = xp(t) cos (ωntr) +
1

2
μcr [−ωntr cos (ωntr) + sin (ωntr)] ����*�

ẋe(t) = −xp(t)ωn sin (ωntr) +
1

2
μcrω

2

ntr sin (ωntr) ���+,�
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ϕ0 →

3

2
π x0 → xp(t) ẋ0 → 0 t→ tr ��
�� 

%�&�!� �
�' ����� ��� �(!&�� (�&�)(! *�)����+ ϕ̇t,e ��!!��"��$��& �� ��� �(!&�� (�&�)(!

"������� �� ��
,, ��)��&��& �� -&�!� �
,
 %�! ��#"(!���� "�!"����. ϕ̇t(t) �!�# ��
// ��

()�� �����


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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1

2
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ϕ̇
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(
�
$

ϕ̇
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e
(t
)/
ω
n

ϕ̇t

ϕ̇t,e

tc

2 3 4 5
0.8

0.9

1

1.1

1.2

%�&�!� �
�'0 �(!&�� (�&�)(! *�)������� ϕ̇t(t) (�$ ϕ̇t,e(t) ��#"���$ (���!$��& �� ��
// 

(�$ ��
,, ��)��&��& �� -&�!� �
,

�� ����#�� �*�$��� ��(� ��� *(!�(����� �� ��� �(!&�� (�&�)(! *�)����+ (!� !�$���$ $!(����())+

�+ ����& ��� �1(�� "�(�� $�2�!����. ��� ��� $��(�) �� -&�!� �
�'
 ��� !�#(����& ����))(�����

�� ϕ̇t,e(t) (!� $�� �� ��� (""!�1�#(���� �� ��� )(�� $��")(��#��� "�(3. ��� ��
,' 
 ��

�)�#��(�� ���� ��&(��*� �2���. ��� �(� ���#"�!(!�)+ �(�34�()��)(�� ��
�' (�$ ��
�5 ��

$���!#��� ��� �1(�� #(&����$� �� ��� )(�� "�����*� $��")(��#��� "�(3 �����($ �� �(�34

�()��)(���& ��� (""!�1�#(���� �� ��
,' 
 ����*�!. (� ���� #(3�� ��� ��#"��(���� �*��

#�!� �)(��!(��*� (�$ $�� �� ����! !�(���� #�������$ �� ��� ��))����& $���������. �����

�����$�!(����� (!� ��� ��!���! "�!���$
 ����*�!. ��� "!����"() (""!�(�� "!������$ ��!�

#�&�� �� �����) ��! ��!���! ���$���. ��� ���������� �
6
,


����� ����	���
�

�������

�� ���������� �
6
6. �(!&�� (�&�)(! "�������� ��!� $�!�*�$ �+ (���#��& "(!����)(! �����()

���$������ ��! ��� 7��% ����))(��!
 8���& ��� �(!&�� (�&�)(! "��������. ��� ����!�) ��!��

�� ��� �	� �"�!(��� �� ��� ���������� !��(���� #�$� $(#"��& ��� #����� �� ��� 7��%

����))(��!
 �� �(� ����$ ��(� �� �!$�! �� (����*� ��� $���!�$ $(#"��& (����� �� ��� �	�.

��� "�(�� $�2�!���� ������� ��� (�&�)(! "������� �� ��� !���!� (�$ ��� *��!(���� "�(��

#��� �� ��)$ �����(��
 ���� ��)$� ��! ��� �(�� ��(� ��� ��9����� �� ��� ����!�) ��!�� �� ���

�	� �� ��&)�&��)�
 ����*�!. ���� ��� ����!�) ��!�� �� ��� �	� ��9������ ��� #����� �� ���

7��% ����))(��!. ��� "�(�� $�2�!���� �� ��� "�!����)+ �����(��
 �� $�*�(��� �)�&��)+ �!�#

( �����(�� *()��
 ���� !���)�� �� *(!�(����� �� ��� �(!&�� (�&�)(! *�)����+ ����� ���!�(��
���� ��� ����!�) ��!�� �� �+���# ��!��� !(��� (�$ ���� ��� $(#"��& !(��� �� ��� 7��%

����))(��!
 �� ��"� ���� ���� ��&(��*� �2���. ��� #����$� ��!� $�!�*�$
 ��� ��"�!�#"����
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��� ��� ����� ������ !��" ��� ����� � � #��� ��� �$�!� ����� ������ !�� 
�� ��� %��� � �&
��� �!!�'������ �� ������� �''( ��)#���� �� � � �#�� 	� ��� �!!�'������ ��* �' ��#'�
+�!�,�  ���( ��� ��� ���
 ��!�''���� �� �#+-�!��� �� � ���!�����! �$!������ .��!�& ����
,����� ��  �� .#����� �#��#��� 
�� ��!� � ,����� #�� * ��� �$�!� ����� ������ !� ��
!�,�#����� �''( '�+����#�& +#� ,�*�� +� � � ������� * ������!� �. ��� ������ ��� ���!���
+( *��/������ �' �!!�'������ �& ��)#��� * /������� � � ��� ���*�� � *#'�� /�'�!������

��������� �	���
��
 �
�	
��
���

� 0�12& � ��#�( ��� ���.��,�� � ���!� ��� ��!�''���� ��� �#+-�!��� ��'�'( �� �����!#'��
� ����' !� ����� �� ��,#'���� � ���� ���.��,�� � ���!� � !'����3'��� � *#'�� ������� 
!� ���' � �#�� * ��� ���!4� * �. ��� ���*�� � *#'�� ������� ��� ���'���� �� ��� ���� 
���� ���� �'' ���*�� � *#'�� ������� � ,� ��� �� � ��� ���/��#� ����*����& ��� ��,�� *
���.��,� !�& ���!� ��� ,���#��� ���� ��'� �. ��� ��!�( ���� � ��� ����'�!�,� � ���4�&
���  ���'( ��� ��,�� 5���/��& #�� * ��� ���*�� � *#'�� ������� ����/�� #�� * �#�������3
��� & ��� 6���17 � � 6���87& !�#��� ��� �,�''��� ��!�''���� � �. ��� � *#'�� /�'�!������ ����
���� ����� ����� ��,#'���� �& ��� �� *� ���' .��!�� ���� �'�� !� �������& ������� .�� ���
!�,������ �. %*#�� ��9:& ��� �� *� ���' .��!�� ����  �*'�!��� +( ��,#'��� * ��� 
�� � 
� ��� 3'��� !� %*#����� ���� !� ��� � � *#'�� /�'�!��(�

������ �������
��
 ����


�� /������� � � ��� � *#'�� /�'�!��( �. ��� ������ � ���!��� � ���� ��!��� ���� ���/��#�'(
� /����*���� ����� 0��& �� �;92� 
�� !� ���' �'*�����, ����/�� � 0��2 ����#!�� � ���*��
6� *#'��7 �!!�'������ .�� ��� ������� 	�& �!!���� * �� ��� �#����<� 4 ��'��*�& �� ��  ��
�����+'� �� !� ���' ����� �!!�'������ �& ���� ���!��#�� ���  �� .#����� �#��#��� 
#�����3
,���& �� �� .�'� +( ��� �#���� �. ���� ���4 ���� � � *#'�� ������� !� ���' �� ��)#����&
���#'�� * .��, ��� .�!� ���� ��� � *#'�� ������� � �. ��� ������ �����,� � ��� ����!��� �.
��� �����' .��!�� � � �����.��� ��� ����� �. ��� !� ���' .��!�� 
��� � �+'�� ��� !� ���' .��!�
�� +� ��� � � ��3����� �� ��� /�'�!��( �. ��� ���
 ��!�''����& ��� �#+��!��� ������

���	�
�� ���
��
��� 
� ���	
�� ��
��
�
�� 	�
�� �������
��� ������
 �������
��


�� /������� � � ��� ���*�� � *#'�� /�'�!��( ���!��+�� � ��� %��� ����*���� �. ���� ���!#�3
��� !� �'�� +� ���#!�� +( #�� * ����������� !� ���' ������*��� ���!� ��'' +� ����� ��� � 
�#+��!��� ������ 
����.���& ��� �#���������� ,����� � � ��� � � #�� * ��� �$�!� �����
������ !� ���  �� !� ������� � ( .#����� � ���� ���4�

�������
��� ���	���
���


��, �#+��!��� �����& ���)#��� ���#'�� .�� ��� ���*�� � *#'�� ������� � �. ��� ������ ����
�+��� �� +( ���#,� * � .��� /�+����� ����� �� �. ��� ���
 ��!�''���� � � ,� �,�=� *
��� ���4 ��� !� ���' .��!� ��#'� ���.��, � ��� ,���� " ��� �#+��!��� ������ 
��,
%*#�� ��9;& �� +�!�,�� �/��� � ���� ��� ��/����� � .��, ��� !� ��� � /�'#�� αc(t) � �
α∗

c(t) ��� ��'���/�'( �,�'' ��� ��.���� * ���, �� � � ��/�'#��� & 2π� 
�� ��,� ���'��� ��
���
 ��!�''����� ���� �,�'' � ���� � ��,�� * 60 < ξ < 0.17& ��� %*#��� ��99 � � ��9�� 
���
����� ���� .�� ��� ����/���� �. ��� ���*�� � *#'�� ������� & ��� ���!�� �. �,�'' � ���� �
��,�� * 60 < ξ < 0.17 !� +�  �*'�!����


����.���& ��� �#���� .�'� ���� �� ��  ����� �� �,�����=� ��� ���#,���� �> 
����& �,�''
� ���� � ��,�� * !� +�  �*'�!���� ��!� �& +( ���#,� * � .��� /�+����� ����� �� � �
,� �,�=� * ��� ���4 ���� ��� !� ���' .��!� ��#'� ���.��, � ��� ,���� �. ��� ���

��!�''����& ���)#��� ���#'�� .�� ��� ���*�� � *#'�� ������� ��� ����/���
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�� ���� �������� ��� �	���������� �� ��� ���������� ��������  ������ �� ����� �� �
���!�������" ����!�  ��� �� ��� #����$� ��� %&��� �
'(
 ��� ���� �������� ��� ������"
������ )* ����������"* ����"������& ��� ����"������& � ������"  ���


k x(t)

d(t)

kx(t)
mẍ(t)

fl(t)

fl(t)

mc

(
ẍ(t) + d̈(t)

)

m

mc

+�&��� �
'(, ����!�  ��� �� ��� #"�-�$ ��� ������������& -��� )��* ���&�� #��&��$ .�/0

+�� ���� �� ����!�  ��� �� ���� ��� �������" -����� &�������� )* ����"������& ��� ����"1
������& ��� ������"  ��� ��� ���� -�� �� ���&
 ����� �������" -����� ��� )� ��� ���� ����
���* ������ ��� !�"����* �- ��� �*��� �� )� �� ��� .'20
 ��� !�"����* �- ��� �*��� ���
)� ���� �� -���)��3� 4����  �3�� ��� ����&� �- ��� ������"1"��� �� �"� �� �� ������� ��
��� ����&� �- ��� ������"1"��� -�� ��� �	�
 ��� ������ ��� �������� ���� -�� ��� �� ����1
��� ���� ���� ��� ����&* ����� ����� ��� ��4�� �� ���
 ��� ��� ����&* ����� �����
��-��� �� ��� �"�������" ����&* ��5����� )* ��� ��������� ��� 4�"" )� ��%��� -�� ��� �	�
��� ��� ���� �� ��� -�""�4��&


� ���&"� !�)������ ������ �� ����������� �������� �� ���& �� ��&"����� ��� ��� �	� ��
���������� %���
 
��� ���� -�� ����""����� 4��� �������� �� ���&� ��������" ����!������ ���
)� ���-�� ��
 ��4�!��� ���� ����!������ ���  ��� �� �"�6 ��� �� ��� ���!��� ���������"
����&��
 ���� ����� ���� ������� #�
�$ �� ����""�� ��� ��� ������" -���� �- #�
'�$,

(m+mc)ẍ(t) + kx(t) = mcrω
2

n cos (ωnt+ ϕ0) #�
2�$

�� �� ��4 ���� �� ���� ��� !�)������ � �"����� �� ���� ��������
 ���� �� ���� )* ���� ��&
���� � %���!� �6�������� -����� 4���� �� ��� ��������� �� #�
2�$� ������"�7�� ��� ������" -����
�- ��� �	�
 �����5����"*� 4��� ��� ������" ����������

x0 > 0 ẋ0 = 0 #�
28$

��� ����"��� ��� �������� �� �� &�!�� )*,

x(t) = x0 cos (ωnt) #�
2/$

��� -�""�4��& ����!������ ��� �"�� !�"�� -�� ��9����� ������" ����������
 ��3��& ��� �� �
����!���!� �- #�
2/$ *��"��

ẋ(t) = −x0ωn sin (ωnt) #�
2:$

�� �����!� ���� �" �� ���& ���-�� ����� ��� ���� �" ������" ��&�"�� �������� ϕ0 -�� #�
2�$
�� ��� ��������& �� #�
�/$ -�� ��� ������" ���������� �- #�
28$
 �����5����"*� ��� ������" -����
��,

fc(t) = mcrω
2

n cos
(
ωnt−

π

2

)
= mcrω

2

n sin (ωnt) #�
2�$
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��������� ������  �! ����"�# �� � � $� ���� %&'( �)� ���� �) � �)� �'��&'* %'&��# fc(t)# ��
��  ���+�) �� ,��) �)� -�*'���. '% �)� ���/ '���** �'&� �)� �',�& '%  ����*� &'�'& '% �)�

�	� �� �)� �&'!0�� '% �)�  ��0* & -�*'���. '% �)� &'�'&� ϕ̇(t)  �! �)� ('(��� M(t)# ���
1�0&� ���� �'���!�&��� �) � �)�&�  &� �,' &'�'&�# �)� �',�& PT (t) '% '�� �	�+0��� ��2

PT (t) = 2M(t)ϕ̇(t) ������

�� �3�&����'� %'& M(t) � � $� %'0�! $. �'*-��� ���4�� %'& M(t)  �! ����&���� ����� ,��)
�)� '���( * ����� *  ��0* & �'����'� '% ������  �! �)� ��(� !�&�- ��-� '% ������� �)�� .��*!�2

M(t) = −0.5mcrx0rω
2

n [cos (ωnt)]
2 ����5�


���&���� ����5� ���' ������ ,)�*� �'���!�&��� �) � ϕ̇(t) = ωn# ��-�� �)� �',�& '% '�� �	�

0���2

PT (t) = −mcrx0ω
3

n [cos (ωnt)]
2 ����6�

�)�� �',�& �� 7�&' '& ��� ��-� %'&  ** t� 
����& ���� PT (t)# %&'( tl �' tu# ��-�� �)� ,'&8

!'�� $. �)�  ��0 �'&� '% �)� �	� %'&  �  &$��& &. ��(� ����&- *# ��� ���59��

ET =

∫ t=tu

t=tl

PT (t)!t ���59�

:�%'&� %0&�)�& !���0����� �)� �',�&  �! ,'&8 !'�� $. �)� �	�# �)� ���� �� �'���!�&�!�

�)� ���� �� !������!  � �� 1�0&� ��46� /'& �'(� & $�*��.# �)� �'��&'* ( �� mc �� �)�

� (�  � %'& �)� �	�� �� �**0��& ��! �� 1�0&� ��46# �� ��  �� �)�! �' �)� ���/ '���** �'&

-�  �� & & �8 (��) ���(� �)� �''&!�� �� x(t) !�1��� �)� ('��'� '% �)� ���/ '���** �'&

 � $�%'&�  �! �)� �''&!�� ��# d(t)# �)� &�* ��-� ('��'� $��,��� �)� ���/ '���** �'&  �!

�)� �'��&'* ( ��� �)� %'&�� fl(t) (0�� $� �&'-�!�! $.  �  ��0 �'& �' �(�'�� �)� !���&�!

&�* ��-� ('��'� d(t)# ��� %&�� $'!. !� �& ( �� 1�0&� ��46�

��� $*��)��� �)� !.� (�� �;0�*�$&�0( '% �)� ���/ '���** �'&  �! '% �)� �'��&'* ( ��#  �

��!�� ��! �� �)� %&�� $'!. !� �& ( �� 1�0&� ��46# ��-�� �)� %'**',��� �;0 ��'��2

mẍ(t) + kx(t) + fl(t) = 0 ���54�

fl(t) = mc

(
ẍ(t) + d̈(t)

)
���5��


���&���� ���5�� ���' ���54�  �! !'��� �'(� &� && ���(���� .��*!�

(m+mc) ẍ(t) + kx(t) = fc,A(t) ���5<�

�� ,)��) �)� ��&( fc,A(t) �� �;0 * �' −mcd̈(t)  �! &��&������ �)� �'��&'* %'&�� '% �)� �����

�� %'& �)� �	�# �� ��  ��0(�! �) � �)� �'��&'* %'&�� '% �)� ���� �� ��0�& *�7�! $.  1���-�

�3��� ��'� %'&��# ,)��) �� �'� ��!�� ��! �� 1�0&� ��46� �)�&�%'&�# �)� �'*0��'� '% ���5<� ��
 � ��-�� �� ������  �! �������

�)� -�*'���. '% �)� ���/ '���** �'& �� 0��!  � %��!$ �8�


� �)� %'**',���#  �� $�*��. �)��8 �� ��&%'&(�!� � 8��� �)� � �* �� �& ��%'&( '% ���5<�

.��*!�

(m+mc)X(s)s2 + kX(s) = Fc,A(s) ���5��
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�� ����� s �� ��� ������� ��������
 
 �� ��� ������� � �!��� ��  " #�
�$% ��� ��&�����! ��
���' ���� � ��()����  � ��� ��������' ����*
 +���& #�
�% ��! ! ��& � ,� �������&�,����
&���� ��� �����"�� ")���� � GP (s) ���� fc,A(t) �� ���)� ��! x(t) ��  )��)�


GP (s) =
X(s)

Fc,A(s)
=

1

m+mc

1

s2 + ω2
n

#�
�-%

+���& ��� ��� ���' ẋ(t) �� "��!���* ��! ���������& ��� �� ��!.�  �  " /&)�� �
�0 &���� ���
� ��� ����

C(s) = KP s #�
�1%

�� ����� KP �� ��� � ������ "��!���* &���
 ��� )���  " KP �� Ns/m2 ����� �� !� ���! ��
��� " �� ���&
 � ����& ���  ������� � � ����2 ��� ��"������ ���)� xr �� ��� � 3�� 


−

+
C(s) GP (s)

xr = 0 fc,A(t) x(t)

 ���.�  �

�� ��!.�  �

4�&)�� �
�05 �� ��!.�  �  " ����

��� � ��� ���� �� !)��� ��� � ��� � " ��� fc,A(t)
 6' ! ��& ����2 ��� !'��,���  " ���
���)�� � ��� ��&�����!
 ��� ��������'  " ��� �� ��!.�  � �� /&)�� �
�0 �� ����*�! )���&
� 	  � � �)� �� �
 �� �)7��� � �� � ���� ��� � ���  " ���  ���.�  � �����"�� ")���� �
C(s)GP (s) ��� �� ��� ��"� ���" �����
 ��� 	  � � �)� �� �  " C(s)GP (s) �� �� �� ��
/&)�� �
�8
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4�&)�� �
�85 	  � � �)�  "  ���.�  � C(s)GP (s)

�� /&)�� �
�82 ��� � �<)&��� � �� ���� �� ��!�����! �' �� ���� ��! ��� 3��  " ��� � ��� ����
�' � ������ " � KP = 0
 ��� 3�� ! �� � � ����&� � ���� � �" KP �� ��������!= ��  ��'
����&�� ��� � ���� �  " ��� � ���2 ����� !����,��� ��� !'��,���  " ��� �� ��!.�  �
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� KP �� ���������� � � �!"#$�% �!�&'(��� #!$� #��� "!)�� !� � ����'$�� #�� �!*���� � �

���$ �%��� +!� KP = 2� � � #!$�� "��� !� � � ���$ �%�� "�����( � �� � � !���$$��!� ��

�������$$, ��"#��� 
��������( KP �'�� ��� !�� #!$� *�$$ "!)� �!*���� � � !��(�� ��� � �

!� �� �!*���� "��'� ��-���,� � ����!��� �� �� � !*� � �� � � #!$�� $�� �� � � $���  �$� #$���

�!� �$$ #!����)� KP � "�����( � �� � � �$!���.$!!# �� ���/$��

�!����'��( �! �!������ � � �$!���.$!!# !� � � ����� * �� '��� � � )�$!���, �� ����/��0�

� � �!���!$ �!��� !� � � ���� ��� �$�! /� *������ �� �!$$!*�

fc,A(t) = −KP ẋ(t) 1��234

�� * �� � � "��'� �� �'� �! � � ��(���)� ����/��0� ��� -('�� ���5� 
�������( � � )�$!���,

!� 1��364 (�)��
fc,A(t) = KPx0ωn sin (ωnt) 1��224

� � �!���!$ �!���� !� � � ���� ��� � � �	� ��� /!� sin.�'����!��� ��� 1��374 ��� 1��224�
�! �� ��)� �8'�$ ��"#��( #���!�"����� � � �!���!$ �!��� �"#$��'��� "'�� �!������� � ��

�� �!�� /, ������(9

KP =
mcrωn

x0
1��2�4


�������( 1��2�4 ���! 1��224 (�)�� 1���54�

fc,A(t) = mcrω
2

n sin (ωnt) 1���54

� �� �!���!$ �!��� fc,A(t) �� (�������� /, �"#!���( � ��$���)� ����$�����!� d̈(t)� ��� ��( �.
 ��� ���� !� 1��2:4 ��� � � �'/��8'��� #���(��# � ������( � ��� �8'���!�� �8'�$� �!$)��(

�!� d̈(t) ��� ����(�����( �*��� *�� ���#��� �! ��"� (�)�� � � ��$���)� ���#$���"��� �"#!���

/, � � ���'��!� !� � � ���� �! �� ��)� �8'�$ ��"#��( #���!�"����� ��� 1���;4�

d(t) = r sin (ωnt) 1���;4

�!�� � �� �� *�� ���'"�� � �� � � �!���!$ "��� !� � � ���� !���$$���� �/!'� ��� "��#!����

� ����!��� � � ����(����!� �!������� ��� <��!� +'�� ��"!��� ��!" 1���;4� �� ��� /� ���� � ��

� � ����'� r !� � � �	� �!����#!��� �!  �$� !� � � ���!0� !� � � ����= � '�� �!"#���/�$��,
��(�����( ��<� �� ('��������� 
�������( � � �##�!#����� ����)���)�� !� 1���;4 ��� 1��364

���! 1��2�4 (�)�� 1����4� * �� �� � � �!��� #�!)���� /, � � ���'��!� !� � � �����

fl(t) = −mcω
2

n [x0 cos (ωnt) + r sin (ωnt)] 1����4

� � #!*�� !� � � ���� �� (�)�� /,

Pl(t) = fl(t)ḋ(t) 1���:4


�������( � � ����)���)� !� 1���;4 ��� 1����4 ���! 1���:4 (�)�� 1����4�

Pl(t) = −mcrω
3

n

{
x0 [cos (ωnt)]

2 +
1

2
r sin(2ωnt)

}
1����4


���(�����( � �� !)�� �� ��/�����, ��"� �����)�$

El =

∫ t=tu

t=tl

Pl(t)�t 1���64

(�)�� � � *!�0 �!�� /, � � ���'��!� !� � � �����
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��� ���� ���� �� ��� �������� �! ��� �	� ��� ��� �������� �! ��� ���� ���  ����
"� ���#� 
�
 !�� �����"� �"$� "����%�# � ��� "���"�& ��� ��$'#��� ��$'"�& '��"�� (tl = 0)
tu = Tn*) "� ����$� �%"���� ���� ��� ���� " �+��#� ��" '��%� ���� ���� ��$'"�&
��%"�� ���"�%� ���  �$� ��$'"�& '��!��$����� 
� ��� �# � ��  ��� ���� ��� �	� �� �
��� ���� ���� ���� �"��"� �## ��� "����� �"$� "����%�# )  �� ���#� 
�
� ��" " "� ������ � ��
��� ����) ��"�� �� ���"�"���# ���� ���$ � ���  "&� �! ��� � ���$ " ��� ��� ����)  ��
 ����� ���$ "� ���  +���� ������� �! ���#� 
�
� ��� ���"�"���# ���� ���$ �� �#� "� � #��&��
'���� ��$��� �� ��� �������� �! ��� ���� ��� ��� !�� ����#����"�& ��� ����#����"�& ���
������# $�  � ��" ��� �# � ��  ��� "� ,&��� 
�

 ��"��  ��� ��� ���$�#"-�� ��+�"���
'���� �! ��� �	� ��� ��� �����

���#� 
�
. ���� ���� �� ��� ��$'"�& ��%"�� ��� "���"�& �"/����� �"$� "����%�# 0
12

tl/Tn tu/Tn El/(mcx0rω
2
nπ) ET /(mcx0rω

2
nπ)

0 0.25 − [0.25 + 0.5x0/(πr)] −0.25

0.25 0.50 − [0.25− 0.5x0/(πr)] −0.25

0.50 0.75 − [0.25 + 0.5x0/(πr)] −0.25

0.75 1.00 − [0.25− 0.5x0/(πr)] −0.25

0 1.00 −1.00 −1.00

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

−2

−1

0

1

2

r/x0 = 1.5
r/x0 = 1.0
r/x0 = 0.5

t/Tn

P
T
/(
m

c
rx

0
ω
3 n
)

��
�

P
l/
(m

c
rx

0
ω
3 n
)

PT /(mcrx0ω
3
n)

Pl/(mcrx0ω
3
n) �"�� �"/����� ���"� r/x0

3"&��� 
�

. ��$'��" �� ��&���"�& '���� ��$��� ��� "���"�& ��� %"����"�� ���#�)
 �� (
�45* ��� (
�51* 0
12

���� ���� ���� '���� ��$��� ��� ���$�#"-�� �+��##�� ��� ��+�"��� '���� !�� ��� �	�
" ��&��"%� !�� �## t ��� "���'������ !��$ ��� ���"� r/x0� ��" " "� ������ � �� ��� �����
��� '���� ��$��� �! ��� ���� ��'��� �� ��� ���"� ������� "�  ����� 2r ��� ���
%"����"�� �$'#"����) "��"����� �� x0� ��" ��'������� " "##� ������ "� ,&��� 
�

 !��
�"/����� ���"� ) r/x0� 
! ��" ���"� �''������ -���) $���"�& ���� ���  ����� " #��&� "�
��$'��" �� �� x0) ��� ���$�#"-�� '���� ���%� �! ��� �	� ��� ��� ���� ��"��"���
����%��) ��� ��$'"�& �/��� %��" �� � ��� #��&�� ��� ���"� r/x0) ��� �"&��� ��� '����
��$��� �! ��� ���� ����$� "� ��$'��" �� �� ��� �	��

�� �%�#���� ��� $�&�"���� �! ��� '���� ��$��� �! ���� ��%"�� �%�� ��� '��"��) ��� ����
$���  +���� %�#�� " ��#��#����� ��� ���� $���  +���� %�#�� �! �  "&��# s(t) " ��#��#����
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��

���(s(t)) =

√
1

tu − tl

∫ tu

tl

s(t)2�t ������

 ! "# $# %#&  !%&'�() *�+� tl %+ tu  � *+��&�� �#& %&�� ,� '!(), �&*&�� %+ ( -#�� $() ./(!% %�
�&�'� *+�$&0 1&)+$ %�0 � �-)($&�&!%� "# $# 1(� &�  ! % �&�

�+%& %#(% %#& -+"&�� �&� 1&� (�+1&0 �&& ���2��0 ������ (!� 3'/�& ����0 $#(!'&  ! % �&0

"#&�&(� %#& -+"&� �&�(!�� �&� 1&�  ! %#& *+))+" !' " %# ������ (�& �$()(� ./(!% % &� �&4

�$� � !' %#& �('! %/�& +* %#& -+"&��� �� %#& -+"&�� +* �+%# �&1 $&�0 �&& ���2�� (!� ������0

(�& -&� +� $0  % �/5$&� %+ &1()/(%& %#& -+"&� +1&� +!& 1 ��(% +! -&� +� *�+� tl = 0 %+

tu = Tn� �()$/)(% !' %#& �++% �&(! �./(�& 1()/&� +* PT (t) (!� Pl(t) (!� !+��() 6 !'

%#+�& &./())� �� mcrω
3
nx0 ' 1&� %#& *+))+" !' &7-�&�� +!�8

���(PT )

mcrω3
nx0

=
1

4

√

6 ����2�

���(Pl)

mcrω3
nx0

=
1

4

√

2

√
3 +

(
r

x0

)2

����9�

�� $(! �& �&&! *�+� ����9�0 %#& -+"&� +* %#& ���� �+&� !+% +!)� �&-&!� +! mc0 r0 ωn (!�

x0:  % (�� % +!())� �&-&!�� +! %#& �(% + r/x0� �#& # '#&� %# � �(% +0 %#& )(�'&� %#& -+"&�

�&�(!� +! %#& $+!1&!% +!() ($% 1& �(�� �(�-&�  ! $+�-(� �+! %+ %#& -+"&� �&�(!� +* %#&

�	�0 "# $#  � $+!�%(!%0 �&& ����2�� ;+� r/x0 = 00 %#& -+"&� �&�(!�� +* ����2� (!� ����9�

(�& &./()� �#& -+"&� �&�(!� �&!&3% +* %#& �	� +1&� %#& ����  !$�&(�&� %#& )(�'&� %#&

�(% + r/x0 �&$+�&��

����������

� ���/� !' %#(% #()* %#& �%�+<& +* %#& ���� &./()� x00 �&(! !' %#(% r/x0 = 10

%#& -+"&� �&�(!� +* %#& ����  �
√

2/2 ≈ 0.707 ($$+�� !' %+ ����9�� �# �  �

(--�+7 �(%&)� 15.5% �+�& %#(! %#(% +* %#& �	� �(0.707 − 0.612)/0.612 ≈ 0.155��

� =� !' %#& ����0 %#& $+!%�+) �(�� �/�% �& �%+--&� (!� �&4($$&)&�(%&� *�&./&!%)��


! $+!%�(�% %+ %# �0 %#& $+!%�+) �(��&� +* %#& �	� �+%(%& " %# ( !&(�)� $+!�%(!%

(!'/)(� 1&)+$ %�� �# � %�-& +* �+% +! )&(�� %+ )&�� �&$#(! $() "&(�� �#&�&*+�&0
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� 
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� � �+!+4*�&./&!% 1 ��(% +! "(� (��/�&�� 
#&! %#& �	�  � /�&� *+� �%+$#(�% $())�
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�� �� ��� ��������� ���� ��� ���� ����  ���! �� !�"�#����� �$��! ��� ��%�"&����
tc �� !������� ��� '(�!� �
)
 �� *��+� ��,�!� %������ ��!� &!�&���� �� &!�,��� ��� !�"
�#��������
 -���( ��� ��"�. %������ ��� �	� �� ��!��� �. ���� ��� ,�/!����� �%& �����
$�  � /� �� �  ���! ,�/!�����"�%& ����� ��!���� � ��� �� �� ��!��� /��0 �� �(��� ����
������! ��(��! ������ ,�/!�����"�%& ����� ��!���� � �� �#������
 ���!�$�!�� �� !���� ���
 ��,� ��� ���������� !������� %��� �� �� ���!(1" ��� &���! �2����� %����!� !�%&"�& ���
!�%&"���� �!�3����!��� �!� ��,� �&�� �� ���� �������
 ��!���!%�!�� � � ����" ��& ��(� �!
&������� ����!� �� &!�&���� ��� ,� ������ �#&�!�%����  1 �� ���� �������


� ������ &����/� ��1 �� &!�,��� !�"�#�������� ��� ��((����� �� *��+
 �� �����,� �&��%� 
��%&��( &�!$�!%����� ��� ����!� $�!�� �$ ��� �	� �� ��� �� ����"&���� �� ��� ,� ����1 �$ ���
���� ����  ���!
 ���� ��� /� �����,�� ����( � � ����" ��& ��(� �! &������� ����!� ����!��(
���� ��� !���!� �!��0 ��� ��!(�� ��(� �! &������� ��!�,�� �� ������� �
�
 41 �������( ���
����"&�����( $�! �%�  �! ,�/!����� �%& ������� ��� ��%&��( �.��� ��� /� !�(� ����
 �
����!� � (�!���% ����!��( ���� �� &!������� �� ��/������� �
5
�


� ���!� &����/� ��1 �� ��&� ���� ��� ����� �$ !�"�#�������� �� ��� ��� �$ � ������ �������� 
�	� ���� *��+
 ���� ��� ,�/!����� �%& ������ �!�  �!(�� /��� �	� ����� 3���� 1 ��%&
��� %�����
 ��! �%�  ,�/!����� �%& ������� ��� ����!� $�!��� �$ ��� �	� ����� �!� ��� ��
����"&���� ���� ���� ��� !��� ���� $�!�� �.��� ,�������6 ����� ��� ���� �� ��� !�"�#�����

� ����!� � (�!���% ��!!��&�����( �� ���� %����� �� &!������� �� ��/������� �
5
�
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��� !�%&"�& &!����� 7	-�8 ���!�� ���� ��� !���!� �!� ��� �� %����� $!�% � ��!���� ���!���(
��(� �! &������� ��� ���� ���� ��� !���!� ��,� '!�� 1 !������ ��� ����!�� ��(� �! ,� ����1
�$ ��� ���������� !������� %��� ��� ������ 1 ��,� ��� ����!�� ��!(�� ��(� �! &�������

��! ��� ��!�,����� �$ ��� !�%&"�& �!�3����!1 ����(�� ����!��� ��%&��( �� ��� �������!��
�� �� ���� ��� ����!�/��� �� ��� ����!�������( �$ ��� ����(� &!����& �
 �� �!��! �� ����!�/�
��� ��%� ��!��( ��� 	-�� �� ��������� !�����( ��%� ,�!��/ �� t1� �� ���!������
 �� �� ���
�� 9�!� �� ��� ���!� �$ ��� 	-�


�� ��!�,� �� ���!(1"�2����� ��� &���!"�2����� 	-�� �� �� /���'��� �� ���!����� ��%�
���!(1 &�!�%���!�
 ��� !�������� ���!(1 ���!�� �� /��� !���!� �� ����!�/�� /1

Er(t) = 2

(
1

2
Jϕ̇(t)2

)
7�
558

�� ����� J �� ��� !�������� ���!��� �$ � ���( � !���!
 ��� $����! �$ ��� �� 7�
558 ��%��
$!�% ��� $��� ���� ��� �	� ����� ����� � ��� !���!�
 ���� ���!(1 �� 9�!� �� ��� ��%�"&����
t1 = 0 �� ��� !���!� �!� �� !���


��� 	-� ��� � ��!����� �$ Tru
 Tru �� � ����(� ,�!��/ � $�! ��� !�%&"�& �!�3����!1
 ��!��(
��� 	-�� !�������� ���!(1 �� �!���$�!!�� �� ��� !���!�
 ��� ���!(1 ������ $�! /��� !���!�
�� !���� ��� ���������� !������� %��� �� Er(t1 = Tru) = Jω2

n
 ���� !�������� ���!(1
��� ��%� �����! $!�% ��� �������!� �!�,��( ��� !���!� �! $!�% ��� ,�/!����� ���!(1 �$ ���
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���� ����������� 
�� ��������� ������� Ev(t)� ������ �� ��� ���� ���������� �� ����� �� 

Ev(t) =
1

2
(m+mc) ẋ(t)

2 +
1

2
kx(t)2 !��"##$


�� ��������� ������ ���� �� �����%����� ���� ���������� ������ %�� ��� ������ �&���� ���

'() �� ��*�� Es(t1 = Tru)+ ��,�-���� ��� ���������� ������ ���� ��*�� %��* ��� ���&�����

�� ��%����� �� �� Ea(t1 = Tru)� 
�� ������ ���&�� Es(t1) ��� Ea(t1) ��� .��� �� ��� �����

�% ��� '() !t1 = 0$� !��"#"$ ����� -��� ��� '() �� ��*/������

Es(t1 = Tru) + Ea(t1 = Tru) = Er(t1 = Tru) !��"#"$


� ���&�� ��� ������ /������� �� ��� ���&����� �&���� ��� '() !Ea(t1 = Tru)$� ���

���������� ������ ��*��� %��* ��� ���� ���������� !Es(t1 = Tru)$ �� *�0�*�.��� 
�
/�����.� ��� -��, ���� �� ��� ���&������ ��� ���� %&������ �% !��"#�$ �� �//����

Ea(t1) = 2

∫ t1=Tru

t1=0

Pa(t1)�t1 !��"#�$

�� -���� Pa(t) �� ��� /�-�� �% ��� ���&����� 1� !��"#�$� /������� �� -��� �� �������� ������

���&�� ��� ��,�� ���� ����&�� *������ ���� ������ &��� %�� ������������ !���,���$ ���
������ ��� �� ��������� ��-����� ���� ������ �� �&�������� �� /�������� ��� ���� �������

���2�������� -��� ���� �� ������/�� -��� ��� ���&*/���� ���� ��� ���,��� ������ �� ����� 
���

���&��� �� � ������ ���� %&������

E+

a (t1) = 2

∫ t1=Tru

t1=0

P+

a (t1)�t1 !��"#
$

�� -���� ��� /�&� ���� ��������� ���� ���� /������� /�-�� ���&�� ��� ��,�� ���� ����&���


� ������ ��� '() ���2������� �� �� ���&�������� �� ���������� ��� *���� �3&������ ��� !��"#4$

��� 5�&�� ���
� 
��� 5�&�� ���-� ��� %����� ���������� *�*���� ���&� ��� ������ �% � ������

�0���

M(t)−
1

2
mcr

2ϕ̈(t) +
1

2
mcrẍ(t) sinϕ(t) = 0 !��"#4$

1� 5�&�� ���
� ��� *�*��� ��������� �� ��� ���������� ������� Jϕ̈(t) �� ��/����� �� !��"#4$

�� mcr
2/2ϕ̈(t) �� ���&*��� ��� ������� *����� �� /���� *����� !J = mcr

2/2$�

fts(t) fts(t)

��������� �% ��������

ϕ(t) ϕ(t)

M(t) M(t)

Jϕ̈(t) Jϕ̈(t)

x(t)
k c

���&�� ���
 ������ ���������� *�*���� ���&� ��� ������ �% �0��
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�� ���� ��� 	�� ��������� !���" ��� !����!�# $�� �% !�&' �& (� ��� ����%#��!���# �  �#���

��!�� �$ ��� )��* �% !##����

fts(t) =
1

2
mcẍ(t) +
�,-./

��� '%�& !� %' � � 0�� ���� ���� �!& ��� �����!���# ���!�� �$ ��� �����% !� ��� &�%!��&

&!�� �!���


� !% �%%'��& ���� ��� )��* �% !##���� �1�!(!�% #���� 2!(���!�� ��3#!�'&�%� ��!% !�3#!�%

���� ��� %�%��� $�� �% &! ���� ��� ���!�� �$ ��� )��* �% !##���� &'�!�� ��� 	��� ��!%

 �� (� �%%'��& (� �'%� ��� �	� !% �'���& �� 0��� ��� 2!(���!�� ��3#!�'&�% ��� #�����

*'���������" �� %���� 0!��" !� !% �%%'��& ���� ��� 	�� (��!�% �� � ��� �  �#����!�� �$

��� )��* �% !##���� ẍ(t) %0!� ��% %!�� $��� �!�'% �� 3#'%� �%%'�!�� �&&!�!���##� ����

Tru = 0.5Tn #��&% �� �� �  �#����!�� �$ ��� )��* �% !##���� &'�!�� ��� 	�� �$ � ��#$ %!��

0�2�4

ẍ(t1) = xonω
2

n sin(ωnt1) +
�,-5/

!� 0�! � xon !% ��� ��3#!�'&� �$ ��� &!%3#� ����� ����  ����%3��&% �� ��� 2!(���!���

��3#!�'&� ����%��#&" Aon" �� 0�! � ��� �	� !% �'���& ��� �!�� ��� �%%'�3�!��% ��&�

�(�2�" !� !% �'�������& ���� ��� �  �#����!�� �$ ��� )��* �% !##���� !% 3�%!�!2� $�� ���

&'���!�� �$ ��� 	��� �����$���" ��� ������% !�&' �& (� ��� $�� �% fts(t1) ��� 3�%!�!2�

&'�!�� ��� 	�� ��& %'33��� ��� �����!���# ���!�� �$ ��� �����%" %�� 6�'�� 
�
��

��� !�!�!�#  ��&!�!��% �$ ��� 	�� ���

ϕ(t1 = 0) = ϕs ϕ̇(t1 = 0) = 0 ϕ̈(t1 = 0) = 0 +
�,-7/

!� 0�! � ϕs !% � $��� 3�������� ��$����& �� �% ��� %����!�� ���'#�� 3�%!�!���

��� �����% ��� �� ��%� �� ��� %���� �$ ��� 	��� �� ��&' � �� ���! �# 0���" ��� %�����

8���!�� ���!�� �$ ��� �����% %��'#& (� �2�!&�&� ��!%  �� (� &��� (� %���!�� ��� ���'#��

�  �#����!�� ϕ̈(t) �� 9��� �� ��� (��!��!�� ��& ��& �$ ��� 	��� �� ��� ��& �$ ��� 	��" ���

���'#�� 2�#� !�� �$ ��� �����% ϕ̇(t) !% 0����& �� (� �:'�# �� ��� ���'��# $��:'�� � �$ ���

)��* �% !##���� ωn� �&&!�!���##�" ��� ���'#�� 3�%!�!�� �$ ��� �����% !% 0����& �� (� �:'�#

�� ��� ������ ���'#�� 3�%!�!�� $�� ���  ���!�'�'% �����!�� ��&�; ��!% 3�%!�!�� !% �(��!��&

(� !�%���!�� ���  ��&!�!��% �$ ��� )��* �% !##���� �� ��� ��& �$ ��� 	��" x(t1 = Tru) = 0
��& ẋ(t1 = Tru) > 0" ��%'#�!�� $��� +
�,-5/" !��� +
�../� �����$���" ��� 6��#  ��&!�!��% �$

��� 	�� ��� �% %��0� !� +
�,-</�

ϕ(t1 = Tru) = π ϕ̇(t1 = Tru) = ωn ϕ̈(t1 = Tru) = 0 +
�,-</

	��3�'3 ���8� ���!�%" ϕru(t1)" ���" �� %���� 0!��" ��������& '%!�� � 62� &����� 3�#����!�#

ϕru(t1) = a5t
5

1 + a4t
4

1 + a3t
3

1 + a2t
2

1 + a1t1 + a0 +
�,-=/

0���� ai ��� ��� 3�#����!�#  ��� !���%� ��� &����� �$ ��� 3�#����!�# �'%� (� #�����

���� �� �:'�# �� 62� �% ����� ��� %!1 (�'�&���  ��&!�!��% �� (� $'#6##�&� ���!�� ��� �!��

&��!2��!2�% �$ +
�,-=/ 0!�� ��%3� � �� t1 �!2�% ��� $�##�0!�� �:'��!��%4

ϕ̇ru(t1) = 5a5t
4

1 + 4a4t
3

1 + 3a3t
2

1 + 2a2t1 + a1 +
�,,-/

ϕ̈ru(t1) = 20a5t
3

1 + 12a4t
2

1 + 6a3t1 + 2a2 +
�,,,/
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��������� ��� �������� ���������� �� ��� !"# ��� ��� !$# ���� ��� ���%����&� ����&���&��'

��� ��� !(# �� ���   #' �� ��))�*� ������)� ���� ϕs = a0' a1 = 0 ��� a2 = 0� 
�� ��+������

�����+ �� �,������ �� ���*� �� ��� ��))�*��� �,������-⎛
⎝ T 5

ru T 4
ru T 3

ru

5T 4
ru 4T 3

ru 3T 2
ru

20T 3
ru 12T 2

ru 6Tru

⎞
⎠
⎛
⎝a5a4
a3

⎞
⎠ =

⎛
⎝π − ϕs

ωn

0

⎞
⎠ ���  �#

.�+%��% ���/�������� *��� ��������� *��)� &������ ��� �������� ����)�� %������� ϕs� 0�����

���������� 1���� ���2 ��� ����' �� �� �����) �� ��������� ���������) ������ %���+������


�� ����) *��3 ���� �� ���� ������ ������ ��� .45 ��� �� �������� �� ����������� ���

���������) ������ ������ �� ���� ������ �� ��� ��������� ��� ��� �� ��� .45� 
��� �� ����

�� ��������� ��� ������ �������� ���������� �� ��� !"# ��� ��� !$#' ���%����&�)�' ���� ���((#

��� �����)������ ��� ��6������' ��� ��� ��))�*��� �,������-

Er(t1 = Tru) = Jϕ̇(t1 = Tn)
2
− ϕ̇(t1 = 0)2 = Jω2

n ���  
#


�� *��3 ���� �� ��� 7��� ����))���� �� ���� ������ ������ ��� .45 �� �������� ��

��)��)����� ��� �������) ���+ t1 = 0 �� t1 = Tru �&�� ��� %������ �� ��� +�+��� �������

�� ��� �������) ������ fts ��� ��� &�)����� �� ��� ������' ��� 1���� ���
 ��� ��� ��))�*���

�,������-

Es(t1 = Tru) =

∫ t1=Tru

t1=0

2fts(t)r [sinϕ(t1)] ϕ̇(t1)�t1 ���  2#

��������� ��� !�# ��� ��� !8# ���� ���  2# ���)��-

Es(t1 = Tru) = mcrxonω
2

n

∫ t1=Tru

t1=0

sin (ωnt1) sinϕ(t1)ϕ̇(t1)�t1 ���  �#


�� *��3 ���� �� ��� ��������� �� ��� ������ �� �����)����� �� ���+��� ��� ��6������

���*��� Er(t1 = Tru) ��� Es(t1 = Tru)' ��� ���  8#�

Ea(t1 = Tru) = Er(t1 = Tru)− Es(t1 = Tru) ���  8#

7�� �)�� ��� ! # ��� ������%������ �����������

������ ���2 ���*� ��� *��3 ���� �� ��� 7��� ����))���� �� ��� ������ Es(t1 = Tru) ��� ��
��� ������ fts(t) ���+�)�9�� �� ��� ����) *��3 ��,����� �� ��� ������ Er(t1 = Tru) ������
��� .45� 
��� ����� �� %)����� ������� ��� �������� ����)�� %������� ϕs ��� ��6����� &�)���

�� J/(mcrxon)�
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�45
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�45
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 !� 	)� $&� �� ��&(�� �!� $��'�# &�� ���� �$&% �� #!&9� &��8 �� '&�����  !� *�&$ ���
J/(mcrxon)8  !�� $&� �� #$&%��� �!� !��!��  !� �& �� Es(t1 = Tru)/Er(t1 = Tru)8  !�
-��� ������ $�-�# *��-  !� "��� �#$�%%& �� ������  !� 	)�8 $��#�2��� %�  !� &$ �& ��#
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& �	� ��� 8  !� -&##1�&���# $�� ��% 9����$ �# �#�&%%� #� 7�# #�$!  !&  !� ��#����
�&-9��� &$ ��� ��  !� $�� �����# �� & ��� -��� �# &$!��'��� �!� ���-� �� �*  !� $�� ��%



���� ������ �	
��� 
�

������ ������ ���� �� ������ ���� ���� ��� ����������� ������� ������� �� ������ ��
!���� ������ ��" ��� ���������� ������� ���������� �# ����� "������#�

$��������� %�& ��� %
& ��� �� �������� !��� %��''�&� 
�� ����"# �����(����� (��� ���
$��� ���������� ��������� �������# !��� ��� ������������������� ������� mcr ��� ��� ����
��������� ��������� xon �� !���� ��� )*+ ������� 
�� ����������� ������� ������� �� ���
�������# !���� ���� ���������� ��� ������" �,��� �( ��� 
)�� 
��� �������# �� ������#
��� ��(��� ��� ������� ���-�����# �� ����"���� 
�� ������������ ��������� xon �� !����
��� 
)� �� ������ �� �� ������ �� ��� �� ��"� �� �������� �� ����"� �� ����"#��.�����
������� �������� ��!�/��0 ��� 
)� �� ���# ����/� �( xon �� ��������� 1� ����� �� 2���
��� /������������������ ���"� �� !���� ��� 
)� �� ��� ����/� �� ����� �� ��������0 xon
������ �� ��� �� � ����� /����� 
����(���0 ��� ������ �( xon �� � �������, ���!��� ��
����"#��.����� )*+ ��� � !��� /������������������ ���"� �� !���� ��� 
)� �� ����/��
3������ �( ����0 ��� ���������� J 0 mcr ��� xon ������ �� ������ ����(���# �# ��� ����"����

���� ���� ��� ������� (��4����# ωn ���� ��� ��/� �� �,��� �� ��� ���/�� �( 5"��� ���6 ��
ωn ����������� 4�����������# �� ���� ����"# /�����0 ��� %��''
& ��� %��''�&�

��/��" ����������� ����� �������������0 ��� ���� ��������� ���� (�������0 %��'7
&0 �� ��!
����������� ������ ��" ��� ����� �( ��� ������/� !��2 �� �� ���� �# ��� ��������� �� ���
������ �/�� ��� ����� !��2 ������ �� �� ���� �� ��� ������ �� �4��/����� �� ������ ��" ���
���� (������� �( %��'7
&� ��� ��� ������� ���/��0 ��� ��"���/� ���2� ��� �� (���� �� ���
/������# �( � �������" ��"���� �������� �( ����� ϕs ≈ 1.3 (rad)0 ��� 5"��� ����0 !���� ��
���� ������� ��������" �� ��� ���� (������� �( %��'7
&�

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

ϕs [(rad)]

E
+ a
(t

1
=
T
r
u
)/
E

r
(t

1
=
T
r
u
)

J/(mcrxon) = 0.8

J/(mcrxon) = 2.4
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��� )*+ (�� Tru = 0.5Tn 9�6:

;���������" ��� ���/� !��� J/(mcrxon) = 2.4 !��� ��� ������������" ������� ��"����
�������" ��������0 ϕs = 1.2 (rad)0 ���# 55% �( ��� ���������� ����"# (�� ��� ������ ���� ��
���/���� �# ��� ���������0 ��� ���� ����� (��� ��� $��� ����������� ��� J/(mcrxon) = 0.80
�����# ��� ������ ����"# (�� ��� ������ ����� (��� ��� $��� ����������� �����������0 ���
������� �������" ��"���� �������� ϕs /����� !��� ��� ����� J/(mcrxon)�

1� ��� ���� (���� ���� ��� ����"# ����������� (�� ��� )*+ ��� �� (������ �����/�� �#
���������" ��� ������� �������� Tru� <��� Tru �� ���������0 ��� �������� (����� fts(t) ��/�
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� �# � ���� �� -� ��������� ���� �����+ ��� 	.�" ��� /��0 � !�##���� � �#����1 -��

��+ �!��2�#1 ������ -1 ��� �	� � 2�-������ ����+1  ����� �� ��� /��0 � !�##���� � 
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Ps(t1) �$ ��� /��0 � !�##���� �� ��� ����� �����+ ��� 	.� � �-������ -1 ����2��+ %
�&&,)

���� �� ��!� �� ����"  �� %
�&&()�

Ps(t1) = mcrxonω
2

n sin (ωnt1) sinϕ(t1)ϕ̇(t1) %
�&&()

��� ���������# ����� ���$����� �� -��� ����� � +�2�� -1
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�&&�) ��� %
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��" �" ��"��""�� �� ��� ��$$�!��#

��� &��� �"��$$����" !��� "��$$ �������� ������# '0 < ξ < 0.1(� ωn �" ���$���� %� ωd� )�

ξ > 0 ��� ����$��� �� ��� ��$� "��� !��� �� '��*+,( �" ��� ���"����� )�"���� ��� ��������
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��� ��� ��"�$������� �� ��� ��� �� ��� ./0 ��$�"3

x(t1 = Tru) = 0 ẋ(t1 = Tru) > 0 '��*�*(

4��� '��*�*( ��� '����( ψ(t1 = Tru) = 0 !���� �" ��� ��%������ ���"� �� ��� ��� �� ���
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i
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(n+1)�(n+1) ���  $����# �$& �����%�$�� �����"�� 6
+7� � �$&�"����
��� ���$����� ������$ �' � �����2� ��� �����2 Σ

6�(n+1) ��� �$�# &��%�$�� �$�����( σ1 ≥

σ2 ≥ ... ≥ σ6 ≥ 0( .��"� ��� "����& ��� ��$% ��� ��� �� �' A6�(n+1)� ��� "�� �$� �' U6�6

��� ��� ��'� ��$% ��� ��"���� �' A6�(n+1)( u1( u2(���(u6 �$& ��� "�� �$� �' V (n+1)�(n+1)

��� ��� ��%�� ��$% ��� ��"���� �' A6�(n+1)( v1( v2(���(vn+1� ��8�$% )
�*
<, �$& &��$% ����
������$%���$�� #���&� ��� '����.�$% �/ ����$

A
6�(n+1) = [u1σ1,u2σ2, ...,u6σ6,0, ...,0] [v1,v2, ...,vn+1]

� )
�*
=,

�$ .��"� 0 �� � 5��� �����2 �' ����������� &���$���$�� ��� � ����� �'  ��$% ��$% ��� ��� �
&�"���������$ ��"���� ���&�$� .��$ �� �� "�$��&���& ���� ��� ��"����( v7( v8(���(vn+1 ��� ���
�$ ��� $ �� ���"� �' A6x(n+1) 6
+7� >��� )
�*
=,( ��� �� "����& ��� &���$����� �' A( .��"�
�� [u1σ1,u2σ2, ...,u6σ6,0, ...,0] [v1,v2, ...,v6]

�( "�$ �� "��" ����&�

���� ���� �$'�������$( )
�*
=, "�$ �� �����& �� ���$ �$ )
�*
3, �$ .��"� c
(n−5)x1 �� � ��"���

�"���$% ��� ��"���� �#�$% �$ ��� $ �� ���"� �' A6xn�

a
(n+1)x1 = [v1,v2, ...,v6]

(n+1)x6

⎡
⎢⎢⎢⎣
σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
��� 0

� � �
���

0 . . . 0 σ6

⎤
⎥⎥⎥⎦
−1

[u1,u2, ...,u6]
6x6�

b
6x1 + ...

)
�*
3,

[v7,v8, ...,vn+1]
(n+1)x(n−5)

c
(n−5)x1

��� �"���$% ��"���( c(n−5)x1( "�$ �� "����$ ����������# �$& �� �� �� �����& �� ������5� ���
����� � ���!�"���#( '�� �$���$"�( ����& �$ ��� "��� ' $"���$� �' )
�*�
, �� )
�*�-,� 	����
 � ���!�"������  ��$% ��� ��$% ��� ��� � &�"���������$ ��� &�������& '�� ��� ���� ��� � �$
��"���$ 
�=�


$������#( �� .�� ��� ��& ���� ��� 	:� ������ .��$ ��� �""��������$ �����$�� �' ��� ?��>
��"������� "��$%�� ��%$ '��� ��$ � �� �� �� ���� ��� �����$ �� ������& .��$ "�$��&���$%
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#$��� ��� 
%� � �������"�& �� ���' �� ��� ������"�" �������� ���� "���� ��� (�)������

������"�� $��� )���� � ������� �"����* (�)������ ���� ����& Aoff � 
�� ����� �" � ����

)� ����������� ��� )��"��� �� �����  ������� ���"��� �� ������ ��� ��� ���������

�����  +%�,- ���� � ���� �"������ Trd& � ��������� ���������� ϕrd(t2) � �� ����� ��

��� $��������� ��� ϕrd(t2)& �� ���������� �"����� ���� (����)��& t2& � ������"��� �� ����� ��
�� ���)� ��� ���� �"���� ��� %�,� t2 �  �� �� .��� ���� ��� %�, � ���������� #� t2 = 0&
��� ����� ������ �����/������� ���� ��� ���"��� $��0"���� �$ ��� 1��� � �������� ���

��� �� � ������� ���"��� �� �����& ϕd& ����� � ��$����� �� � ��������� ���"��� �� ������

2��� ��� %�, ��� & �� � ��0"���� ���� ��� ���"��� �� ����� �$ ��� ����� �0"�� ���

 ������� ���"��� �� ����� ϕs3��� ���"��� �� ����� �$ ��� ��/� %4,3��� ��� �� �� �� # 

)�$��� �� ���"�� ���������� ����& ��� %�, � ��0"���� ��  ���� ��� ��� �����"� ���'����


����$���& ��� ������� ��� !��� ��������� $�� ��� %�, ���5

ϕrd(t2 = 0) = ϕd ϕrd(t2 = Trd) = ϕs

ϕ̇rd(t2 = 0) = ωn ϕ̇rd(t2 = Trd) = 0 +����6-

ϕ̈rd(t2 = 0) = 0 ϕ̈rd(t2 = Trd) = 0


�� ��������� ���"��� �� ����� ϕd ��� ��� ��������� �"������ Trd ��� �� )� ��� �� )�

��� �� ������ 
�� � ��������� ��� �� )�  ��  "�� ���� ��� ����� ������ �� ��� ���"���� 

� ��� ��(����� )� ��� %�,� # )�$���& � ���������� �  ���� �� ��� $�������� �0"�����

��� ���� )� �  "���5

ϕrd(t2) =

i=5∑
i=0

ait
i
2. +����7-

8� �� ������ ��� ��������� �$ +����6-& �  � ��� �$ �0"����� � �)������ ������ 9� ��� )�

 ��(�� $�� ��� ���:����� a0& a1& ���& an ����������� ��� ��������� �����������

����� ����	
�
 �
����� �
��
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�� �	��
��	��� 
���	
� �������� ����

���	

2��� ��� ������ ���"��� �� ����� $�� ��� ������"�" �������� ���� ����"���� ����������� 

�� ���� ��� 
%� "� ��� ����& � ������"�� $�� � �������� �������  �0"���� � ���

����� ��� ���"�� ���6  ��� ��� ������ ���"��� �� �����& ϕt(t)& $�� ��� �������  �0"�����


�� ����� ��� ��������� �� �� � ��� �� ������� �� ���  ������� ���"��� �� ������ #  ��� � 

��� 1��� � �������� �/���� ��� (�)�������������"�� ���� ���� Aon ��� ��� ������������

�� ��� � �$ ��� 1��� � �������� ������  ��� $��� ���" �� ��" & ��� ���� (����)�� t1 �  ��

�� .��� ��� ��� ����"��� �����"� ���������� � " �� � ��� ������ ���"��� �� ����� +
#,-&

 �� !�"�� ���6� 
�� �����"� ���������� � " �� � ��� 
#, $�� ��� �����"� �"������ ���" 

��� �"������ �$ ��� ���� ����� Tru − Ttr�


�� ���� ����� � ����������� �� �(��� �� ������"���� +����� ��"�� �� "�� �� � ���'���

������- �� ��� ������ ���"��� �� ����� ����  �������� �(�� $��� ��� �����"� ����������

�� ��� ������ ���"��� �� ����� ��(�� )� ��� ��������� $��� ��� ������"�" �������� �����
1"�� �� ������"���� ���"� ���� ��� ���"�� $��0"���� �$ ��� 1��� � �������� ������ & $��

�� �����& �"� �� �� �/�������� $���� �� ����� �����"����� +
%� �� 1��� � ��������-�
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������ �
� ! �"#$%��� ��#$�&� ��'��&(� ����

�"� �)� ������"& "* �)� ���&����"&+ *�"# t1 = Tru − Ttr �" t1 = Tru+ �)� ������ �&��%��
$"����"& �� � ("#,�&���"& "* �)� �&��%�� $"����"& ��-�& ,. �)� ��#$/�$ ���0�(�"�. �&� �)�
������ �&��%�� $"����"& ��-�& ,. �)� �%�"���)# "* �)� ("&��&�"�� �"����"& #"��
 1"�)
$"����"&� ��� 2���)��� 2��) ���$�(� �" �)� ��#� -����,%�+ tn = (t1 − Tru + Ttr)/Ttr+ ���
�)� ��,3���� �& 3���� �
� 
 wru(tn) �� ���� �" 2���)� �)� ������ �&��%�� $"����"& "* �)�
��#$/�$ ���0�(�"�. �&� 1−wru(tn) �)� ������ �&��%�� $"����"& *"� �)� ("&��&�"�� �"����"&
#"��
 �)� 2���)� *�&(��"& wru(tn) �� ("#$���� ,. ����#�&� � $"%.&"#��% 2��) � ������
"* 3-� 2)�() #���� �)� *"%%"2�&� ,"�&���. ("&����"&�! wru(tn = 0) = 1+ ẇru(tn = 0) = 0+
ẅru(tn = 0) = 0+ wru(tn = 1) = 0+ ẇru(tn = 1) = 0 �&� ẅru(tn = 1) = 0
 �)� ���&����"&
��#� Ttr �� �" ,� ()"��& ,. �)� �����&��


�)�& �)� 	�� �� ("#$%����+ �)� �	� "$������ �& �)� ("&��&�"�� �"����"& #"�� �&��%
3���%. �)� -�,����"& �#$%����� *�%%� ,�%"2 �)� ���&/"4 -�,����"& �#$%����� �&� ��("&�%.
�)� ������ �&��%�� $"����"& "* �)� ("&��&�"�� �"����"& #"�� $����� �)� ��#$/�"2& �&��%��
$"����"&
 �� �)�� �&���&�+ �)� ��#� -����,%� t2 �� ��� �" 5��" �&� �)� ("#$���� ��#$/�"2&
���0�(�"�. �� ���� �� �)� ���
 �� t2 = Trd+ �)� 	�� ���#�&���� 2��) �)� ��� �'��% �"
�)� ������&� �&��%�� $"����"&
 �)� �"�"�� ��� �)�& )�%� �� �)�� �&��%�� $"����"& �&��% �)�
&�6� ��#$�&� ��'��&(� ������


� ("#$%��� ��#$�&� ��'��&(� 2��) �)� "��$�� "* � ���+ ϕt(t)+ *"� ��() $"�&� �& ��#� 2��
$����&���
 �)�� ��� �� �)�& ("#$���� �" �)� ��(���%� �&��%�� $"����"& "* �)� �"�"�� ϕ(t)

�� �&��(���� �& 3���� �
�7+ �� *"%%"2� �)�� �)� ���"� e(t) �� �� ���(��,�� �& ��
89:�


e(t) = ϕt(t)− ϕ(t) ��
89:�
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 ! � �"
����� +

−

��!#���� �� �$ ���

M(t) ϕ̈(t) fT (t) x(t)

ϕt(t)

ϕ(t)

e(t)

ce(t)

� "��� ���%& �����'(���# ��"���� #�� � �� ������� )��*

+�$��� �,� �����  � $�'  ��� �,� ����������-  �  � ����� ���' �� .����� /��0��� −π ��' π- ���
/���1 2
 ! � �" �����2 3
�4  � 5"��� ���%� ��  �  � #��� /�� �� �'' �� ��/����� ��/ ����6
!��� #��� �$ 2π �� ϕ(t) 0 �,��� ���� �$  �$��!�� ��-  �  � ���� #��� /�� �� #��$��! �,�
��!� !��,�!�� ��� �#���� �� �� �,� ������ �,� ������� ����� ��� �,�� /�  ����#����' ��
$����0�& �$ �,� ������� ����� ce(t)  � #�� � .� 30 < ce(t) < π4- �,� ��� #����'�� ϕ(t)�
�$ �,� ������� �����  � ��"�� .� 3−π < ce(t) < 04- �,� ��� ��"� /�, �' �,� ϕ(t)� �,�
���������� ���#��� � ������� ��� ��- ��"� � !�!��� M(t) ��� �" �� �,� ������� �,� ����������
"�������� ���, � !�!��� �,�� �,� ��"���� #�� � �� ����1� �,� ���� ����1 �" #��/��!� ���
�7���� .��6 �������,�'- ��� ��"� )�8*� �,� ������� ��� �� �$ �,� ��������� �������  � ��
��"���� ��������� �� �$ �,� ������- ϕ̈(t)- 0, �,  � �,�  �#�� �$ �,� ���� �,� ��� �,��
�7���� �,� $���� fT (t) 0, �, ���� �� �,� ���� ��� ������� �,� ���� ��� ������ ���#���
�,� ����� .�� �/��� 0, �, ��� �,�� ���' �� ��!#��� �,� ��� $�� �,� ��7� � !� ���#�

��� �����	
���
� ���	��
�	��

����� ���� ���	


�,� . /��� �� ������� �$ � ���� ��� ������ �� �" �,� ��� 0�� .�� '���' �� � ���� ����# ��
9�!/��" :� .��� �6 �$ ���,����"6� �,� ���� ����# ���� ��� �$ � � " ' ��##��� �" ���������
$��! 0, �, � ��/��  � ���#��'�' . � �,��� ���$ �#� �"�- ��� 5"��� ���8� �,� ��/��  � �;� ##�'
0 �, �0� ��� �� �� ��' � � ���� ��������- ��� � ",� ��/5"���� �,� ���$ �#� �"� ��� �����"�'
 � � ���5"���� �� ���, �,�� �,� !�� �� �$ �,� ��/��  � ���6 #��� /��  � � � �"��- ,�� <�����
' ���� ��� �,���$���- �,� !�� �� �$ �,� ��/�� ��� /�  '��� <�' �� � ���� ��� ������ �� �,�0�
 � 5"��� ���� = �, �,� ,��# �$ �,� � ���� ��������- �� �7� ��� �� !��� ��� /� ����������'
����� .� �� �,� ��/��  � �,� � �"��- ,�� <����� ' ���� ��� �, � #��'���� �� �7� ��� �� $����
�� �,� ��/���

�,� !��� mL �$ �,� ���$ �#� �"�  � 12.7 kg� �,� ����� !�'�� !��� ms �$ �,� ���� ��� ������
 � ��!#���' ��

ms = mt +
156

420
mL = 29.9 kg +

156

420
12.7 kg = 34.6 kg 3��>�>4

 � 0, �, mt ��$��� �� �,� !��� �$ �,� ��/��� �,� ��/�� !��� mt  ����'�� �,� !��� �$ /��,
��� �� �� ��' �,� !��� �$ �,� � ���� �������� 0 �, �� �7� ��� �� !��� �$ me = 2.0 kg�
�,� !��� �$ �,� ���$ �#� �"� ����� /���� �� �,� !��� �$ �,� ���� ��� ������ 0 �, � $�����
�$ 156/420- ��� )�?- #� >@A*� ��  � ��� ����6 �$ �,� ���� �����(!��� !��� 7 �$ � ���� ",�
/��! ��"!���B  �  � �,� 5��� ����6  � )�?- #� >@A*�
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!������ "��!����"

��� ���� # ��� ���� 	

������ ��������

$����� 	
%&' ���� ����� �� (��$ ���������� )���� *��+ ��� ��� *��+,

���! �!� !��� �� ���� *� ������ �����- �!� ��"��� ������� ���.����/ ωd �� �!� (��$
���������� ��� �!� �������!"�� �����"���

δ =
1

l
ln

xp(t)

xp(t+ nTd)
)	
#%	,

+�� "�������0 xp(t) ������ �� �!� ���1 *���� �� � ������*� ��������"��� ���1 ��� xp(t+nTd)
�� � ������*� ���1 *���� l *� ������ ������� �!�������� 2	34
 $����� 	
%# ������ �� � ����
*� ������ "����� �� �!� ���� �����
 5� �� t = 2.60 s- �!� �� �� �� !��� +��! !��� �� �!�
!������ "��!����" �� x = 0.10m- ��� 6���� 	
%&
 �� t = 2.60 s- �!� �� �� �� �������� ���"
�!�� �������� ��� ���������� �����/
 ����� t = 100 s- �!� ���� *� ������ ���� �� �������


��  ����� �!��������7� �!� ���������� �� �!� (��$ ����������- �!��� ���� *� ������ �����
+��� ������"��
 �!� ���� ������ �� ������*� ��������"��� ���1� �� �!� *������/ �� x =
0.10m- 0.08m- 


- 0.02m ��� �!� ��" �� l �� ��"������ *� ������ �/���� +��� ���� �8-
��� �� �� 	
%
 ���! �!�� �����"�����- �!� ���������� �� �!� (��$ ���������� ��� ��8�����
*� ������9�"������� ������- ��� 6��� ����"� �� �� �� 	
�- ��� ����������


$�� ��� ���������� *� ������9�"������� ������- �!� )"�������, ��"��� ������� ������ Td
+�� ��"�����
 �� � ��:� ����- �!� �������!"�� �����"��� +�� ����������- +!��! �� ���
�!�+� �� �� �� 	
�
 5���� �!� �������!"�� �����"���- �!� ��"���� ����� �� ����������
��������� �� )	
#%%, 2	34


δ =
2πξ√
1− ξ2

)	
#%%,
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 �����������
 ��

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−0.1

−5 · 10−2

0

5 · 10−2

0.1

t [s]

x
(t
)
[m

]

������ ����� ���� ������� ! ��"� #��$ x0 = 0.10m �!% ẋ0 = 0

���&� ���� '�"(&�)�*�!� (��+ %��� �!)&�%�!� !�*��� l  , (�""�% ������� ! )-)&�"  , �$���
%�.���!� ,��� ������� ! ��"�"

��"� � ��"� � ��"� �

t [s] xp [m] l t [s] xp [m] l t [s] xp [m] l

2.61 0.100 0 2.37 0.100 0 2.13 0.100 0
14.29 0.0813 10 15.22 0.0792 11 15.00 0.0791 11
30.67 0.0606 24 30.42 0.0602 24 30.20 0.0600 24
55.24 0.0402 45 54.99 0.0397 45 54.70 0.0396 45
100.90 0.0203 84 100.60 0.0199 84 99.22 0.0202 83

�� * ���&� ���/ �� ��) *�" ���%�!� �$�� �$� %�*(�% !�����& (��� % Td �" ) !"��!�/ #$����"
�$� %�*(�!� ���� �!)���"�" "&��$�&- #��$ �$� ������� ! �*(&���%�� �$�" )�! ��  �"����% , �
�&& ,��� ������� ! ��"�"� � ) !"�%�� �$� )$�!�� �! �$� %�*(�!� ���� / ! !&�!��� ��$��� �
 , �$� 0'��  ")�&&�� � # �&% $��� � �� ) !"�%���%� �$�" )�! �� % !� �- , �*�&���!�
�$� %�*(�!� ���� �" � ,�!)�� !  , �$� ������� ! �*(&���%� 1��2� 3 #����/ �" �$� )$�!��
�! �$� %�*(�!� ���� �" "*�&&/ � &�!��� * %�& �" �""�*�% , � �$� 0'��  ")�&&�� � $�!)�4
, ��$� � !"�%���!� �$� ������� !4�*(&���%� ��!�� ,� * x = 0.10m � 0.02m/ �$� *��!
%�*(�!� ����  , �$� �$��� ,��� ������� ! ��"�" �" 0.305% �!% �$� *��! !�����& ,��5��!)-
ωn �" 5.37 (rad)/s� �$�"� (� (�����" #�&& �� �"�% �! �$� , && #�!� �!��"������ !" �!% ���
"�**���6�% �! ���&� ����

���&� ���� �$���)����6��� !  , 0'��  ")�&&�� � (� (�����" , � %�.���!� ������� !4�*(&���%�
��!��"

������� !4�*(&���%� ��"� � ��"� � ��"� �
��!�� l Td [s] ξ [%] l Td [s] ξ [%] l Td [s] ξ [%]

x = 0.10m � 0.08m 10 1.17 0.330 11 1.17 0.337 11 1.17 0.339
x = 0.08m � 0.06m 14 1.17 0.334 13 1.17 0.336 13 1.17 0.338
x = 0.06m � 0.04m 21 1.17 0.311 21 1.17 0.316 21 1.17 0.315
x = 0.04m � 0.02m 39 1.17 0.279 39 1.17 0.282 38 1.17 0.282

x = 0.10m � 0.02m 84 1.17 0.302 84 1.17 0.306 83 1.17 0.307
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����� 
��� ������ ������� �� �! ���" ��# ������ �$% �	� &$ � '

ms [kg] 34.6

ωn [(rad)/s] 5.37

ξ [%] 0.305

mc [kg] 0.389

r [m] 0.110

J [kgm2] 2.35 · 10−3

�(� �	� &$ �� ��� ����#)�% �� �)� ������ �)� ������� �� �! �	� &$ � ' * $���%&#�%
 $ +,&�� 
�-./ ��� ���� �)�($  $ ����� 
��� ��� #����$�$�� *���$�� �� �$�0 ��%�0 #�$����
����0 ��#�/ ���  $ ��� �$ �� �)� �#�&����� ���%&#� ����� �$��  $��� �� ����$��� ��(�1��0
!�� �)� #���&��� �$ �! �)� ����� �$��  $��� � J 0 �)� ����� �$�� ����$�� �!  $��� � �! ���
#����$�$�� ��)�� �)�$ �)� #�$���� ������ ��� $�,��#��%� �)���!���0 �)� ����� �$��  $��� �
J �! � � $,�� �����  � #���&��% �� 0.5mcr

2�

����� �����	�
 ��
 �
��	��
 ������ �� ���� ���������	

�)� % ����#���$� x(t) �! �)� �����  � ����&��% &� $, � ����� ���$�%&#��� �) � � ,$��  � �)�$
!�%  $�� �$ ���#���$ # ��$ ��� $, ������� "�� �)� #�$���� ��,�� �)� �! �&���#� �$ 
���-0 �)�
1���# �� ẋ(t)  � ���� ��2& ��%� �� ��3� �)� 1���# �� ẋ(t) �1� �����0 �$ �����1��  � &��% 4-.5�
	�#��� $, *
�''/0 ������$, $, ( �) *
�-/ �$% ���1 $, !�� ẍ(t) , 1��

ẍ(t) = Fe(t) + FT (t)− 2ξωnẋ(t)− ω2

nx(t) *
�'-�/

( �) �)� $����� 6�% !��#��

FT (t) =
fT (t)

ms
Fe(t) =

fe(t)

ms
*
�'-�/

�� ���$ !��2&�$���  $ �)� +��% �! #�$���� �$, $��� $,0 � ���#3 % �,���  � &��% �� �����7
��$� *
�'-�/0 ��� +,&�� 
�-
0  $ () #) s  � �)� 8����#� 1�� �����

−

−

1

s

1

s

2ξωn

ω2
n

ẍ ẋ xFe +

ẋ0 x0

" ,&�� 
�-
� 9��#3 % �,��� �������$� $, *
�'-�/


$ �) � (��30 � ��7%���$%�$# �� ��� $��  $% #���%  $ ���#3 % �,�����

�)� �2&�� �$ �! ��� �$ ,�1��$ $, �)� %�$�� #� �! �)� ���" ��# ������ #�$ �� (� ���$
 $ �$ �����$�� 1� (��� 9�  $���%&# $, �)� ����� 1�#��� xs(t) = [x(t), ẋ(t)]�0  $ () #) �
 $% #���� �)� ���$�����0 *
�'-�/ #�$ �� ������$,�% �� , 1�$ ��

ẋs(t) = Axs(t) +B [Fe(t) + FT (t)] x(t) = Cxs(t) *
�'-�/



���� ������	�
��
 �����������
 ��

���� ��� ����� ������ A� ��� �� !� "�#�$� B ��% ��� $!� !� "�#�$� C &�"�� �� '��()�*�

A =

[
0 1

−ω2
n −2ξωn

]
B =

[
0
1

]
C =

[
1 0

]
'��()�*

��� +��� �,!���$� $- '��()�* �� ��� ����� �,!���$�� �� #$������ $- � ��$ +��� $�%�� %�.�������/
�,!���$��� ��� ��#$�% �,!���$� $- '��()�* �� ��� $!� !� �,!���$�� ��� ������/ "�/!� $- ���
����� "�#�$� �� xs,0 = [x0, ẋ0]

�� � 0/$#1 %��&��� $- '��()�* �� ��$�� �� +&!�� ��)) �� ���#�
��� 0$/% ���$�� ��%�#��� "�#�$� ��&��/�� ��� �� !�� $- ��� ����� � �#� �$%�/ ��� Fe(t) ��%
FT (t)� �!� !� �� ��� %�� /�#����� x(t)�

B
+

+

1

s
C

A

Fe + FT ẋs xs x

xs,0

��&!�� ��))2 3/$#1 %��&��� �� ��������& ��� �����4� �#� �$%�/ $- '��()�*

�� ��������� x̂(t)� -$� ��� ����� "�#�$� xs(t) �� �$� ����$%!#�%� � ����$% -$� ���������&
xs(t) �� �$ !�� � �$%�/ $- ��� 56�� $�#�//��$�7��������% �$%�/� ��� '��()8*�

˙̂x(t) = Ax̂(t) +B [Fe(t) + FT (t)] '��()8*

��� ���$� $- ��� %�� /�#����� �� %�+��% �� 9):;2

x(t)− x̂(t) = C [xs(t)− x̂(t)] '��()<*

3= !���& ��� ���$�� x(t)− x̂(t)� ��� '��()<* $- ��� %�� /�#����� �� -��%0�#1� ��� ��������%
�$%�/ $- '��()8* #�� 0� #$���#��% #$����!$!�/=� ��� ��� -$//$���& �,!���$�

˙̂x(t) = Ax̂(t) +B [Fe(t) + FT (t)] +LC [xs(t)− x̂(t)] '��(�:*

�� ���#� L �� �  �$ $���$��/ -��%0�#1 &���� ��� '��(�(* 9):;�

L = [l1, l2]
� '��(�(*

5!0���#���& ˙̂x(t) $- '��(�:* -�$� ẋs(t) $- '��()�* ��% ����$%!#��& ˙̃x(t) = xs(t)− x̂(t) &�"��

˙̃x(t) = (A−LC) x̃(t) '��(��*

����� ��� ���$� %=����#� ˙̃x(t) ��� %��#��0�% 0= ��� #����#�������# �,!���$�

%�� [sI − (A−LC)] = 0 '��(�)*

>��� ��/ $- ���  �$ $���$��/ -��%0�#1 &��� L� ���  $/�� #�� 0�  /�#�% ��0������/=� �����
 $/�� ��� �$ 0� ��� �!#� ���� ���= ��� ���0/�� ��"� � �!���0/� %�� ��& ����$ ��% ���
����$��0/= ?-���? 9):;� �$ ���!�� ���� ����!������ �$��� �� x(t) �� �!  �����%� ��� %�� ��&
����$ �� !�!�//= ��� �$ "�/!�� 0������ 0.80 ��% 0.95� ���  $/�� ��� ����$��0/= -��� �- ���
��&��"�/!�� $- ��� #/$��%4/$$ ��� ��� �!#� ���� ���= ��� ��$ �$ +"� ����� -����� ���� ���
��&��"�/!�� $- ��� 56�� $�#�//��$� 9):;� � 0/$#1 %��&��� ���� ��� �� !� ��% $!� !�� $-
��� $0���"�� �� ��$�� �� +&!�� ��)��
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������ ��	
� �
������ �� ���� ����������

��� ����� FT (t) �������� 
� ��� ��� ��� 
� ����������� ���� ���� �� ��� ������ �� ���
 ����� ����� ��! ���� Fe(t) �� ���������� �� ������
����� "������! ���� ����������� FT (t)
��� Fe(t) �� ������
���� ��� ������ ��� �
������ �� ������
�� �� ��� �������� ���������!
��� ���� ��� x̂(t) ���� ����#� ��� ����� ������ ẋs(t) ���$������ �����������

��� ����� �� ��� ����� ���� ��� �� ��� �� ���% ����� ��� 
� ����� �� ����� �����������&
���� ��� ���� ����� 
� ��� �� ���� ����� ξe ��� ��� ������� ���$����� ωn,e! ��� '���� ��	(�

��)s*

+ )s*

σe

ωd,e

ωn,e

����(ξe)

������ ��	(� s,����� ���� ��� �� ���% ���� ���� ������
��� ��� ����� ���� ��� -	./

0������������! ��� ����� ��� 
� ����� �� ����������� �����������! s = −σe ± jωd,e� )���
����% e ��������� ���� ��� ���������� ���������� �� ��� ����� ����� ����� ��� ���� ��� ��
��� ����� �� ��� ���� ����* ���� �������� �� ����� �� )��1

*! ��� ���� '���� ��	( -	./�

σe = ξeωn,e ωd,e = ωn,e

√
1− ξ2e )��1

*

0� �
������ ��� ��� ���� ����� �� ��� ��������� +� �� ��$����� ���� ωn,e �� '�� �� ��
������ ���� ��� ������� ���$����� ωn �� ��� ���� ����������! ��� ��
�� ��(� +� ��������
ωn,e = 5·5.37 (rad)/s = 26.85 (rad)/s� ������� ���! � �� ���� ����� ξe �� 0.9 �� ��$������ +�
������� ��������� �� )��1

* ���� ωd,e = 26.85 (rad)/s·

√
(1− 0.92) ≈ 11.70 (rad)/s ��� σe ≈
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 ��

24.17 (rad)/s� ����� ��� ������� ��� ���! �" ��� ��#$��% $��� $ �� �� s = −24.17 (rad)/s ±
j11.70 (rad)/s� ��� $� ��#�!� �" ��� $��� $ �� �� ��!� �! 	��
�& ���!' ��� �����

��## !�� ��� ������ ��  $��$�����! � ' �! L = [48.31, 690.66]� (�!��� �" L  �� ���$$��)�

*��� ��� ����# �� �" ��� �� �� +����� x̂(t)�  ! ����# �� �" ��� ���$� ��#�!� x̂  !� ���
+������, ˙̂x �" ��� -.�� ������ ��� �� ����+��� ��� ��� "����/�!' �0� ���!1

x̂ =
[
1 0

]
x̂ ˙̂x =

[
0 1

]
x̂ (��2�3)

��� ���$��� �" ��� �4���+�� �" (��2�3)  �� ���! ���� "�� ��� ��!����  �'�����# �" ��4���5
���! ��3�6�

����� ����	
 ��	
��������
 �� ��	 ���������

��� �,! #��� �" ���  ��� ���� /��� ���!��7�� ���!' ��� 	��
�& -,���# ���!��7� ���!
����4�% 86�� 669� �!  ��� ��� 4���!'�!' �� �!� ��. �!�� ��7!��  �,���# /���� � � ���
��!���� �:���� ua(t) (Ua(s) �! 
 $� �� ��# �!)�  � �!$��  !� ��� ������$�!��!'  !'�� �
$������! ϕ(t) (ϕ(s) �! 
 $� �� ��# �!)  � ���$��� ����� /��! $��"��#�!'  �,���# ���!��5
7� ���! �"  !  ��� ���� ��� �,! #��� �" ��� �� !�#�����!� ��� #���� �� "�� ���  � $���� ����
 �� �!������� ��� �� !�"�� "�!����! Ma(s) ������4�!' ��� �,! #��� �" ��� "��� �!��+��� �
 ��� ���� �� ���/! �! (��2��)�

Ma(s) =
ϕ(s)

Ua(s)
=

b

as2 + s
(��2��)

��� �!�� �" ua(t) �� +��� '�  !� ��� �!�� �" ϕ(t) �� � �� !�� ��� ���;���!�� b  !� a /���
�����#�!�� "�� � ��  ��� ���  !�  �� ���/! �! � 4�� ����

� 4�� ���1 ���;���!�� b  !� a �" ��� �� !�"�� "�!����! Ma(s) ������4�!' ��� �,! #��� �"
���  ��� ����

b a

Ma,1(s) 3.14 1.50 · 10−3

Ma,2(s) 3.05 1.08 · 10−3

Ma,3(s) 3.18 2.00 · 10−3

Ma,4(s) 3.12 1.75 · 10−3

	����$�,�!' /��� s �! "��0��!�, ��# �! �� �0��+ ��!� �� ����+�!' /��� ���$��� �� ��#� �!
��#� ��# �!� �����"���� ��� �� !�"�� "�!����! Mv(s) �� ����+��1

Mv(s) =
b

as+ 1
(��2�<)

���� �� !�"�� "�!����! � � ua(t)  � �!$��  !� ���  !'�� � +������, ϕ̇(t) �! � �� !� $�� ����!�
 � ���$���

����� ��
���� �
� ��
�����
 ����	�����	� ��� ��	 �	�� �	���

��� ��� "��� +�4� ���! ����� �" ���� ������!� � #$5�$ �� =��������  �� ��+���$�� "�� �/�
��:���!� �!��� � ���$� ��#�!��� x0 = 0.05m  !� x0 = 0.1m� ��� �!��� � +������, �� ẋ0 = 0�
�� ��� �!����!� � #$�!' ξ �" ��� -.�� ������ ��� �� �# ��� ��� � 4�� ��3� ��� � #$��
! ��� � "��0��!�, � ! 4� ��� �0� � �� ��� ! ��� � "��0��!�,� � #$5�$  !� � #$5��/!
�� =��������  �� ��+���$�� ���!' ���  $$�� �� ������4�� �! ��4������! ��3���
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�� �������� ��� ������ ���� ��� ������ !��"������ x0 > 0 ��" ẋ0 = 0# ��� �!!� �������
���$���� �% ��� &��' ��!�  ���� !������ %��� ������(� ���� $�����(� �%��� �$$��)����� �
� *+����� �% (�,������ $����"� �� ���� �������# ��� �	� �� "������" �� ����� ��� 	-��
��� !�����$��"��� �!!� ������� ��$ ��+"� �% ��� &��' ��!�  ���� !�� ,� �$$��)�����" ,�
x0ω

2
n� ���� !�� ,� "��� ,� ��� �!���� ��� �.�!� �% �������� "��$��� �� ��� ������� ����

��� �$$��)�����" �!!� ������� ��$ ��+"� ��" ��� "��� �% ��, � 
��# ���$/+$ ���0�!������
��(� ,��� "�(� �$�" �!!��"��� �� ��� !��� %+�!���� �% 1
�2�34 %�� � ���$/+$ "+������ Tru
�% 0.5Tn ��" %�� $� ������ � �% "�.����� ��"�� n� '�� n > 5 ����+ �� (� +� "�!��$�������
��� �$$ ��"5 ��� �!� ��� (�!��� c

(n−5)�1 �% 1
�2
64 ��� (����" ��" �$����7�" ������7���
��� !��� %+�!���� �% 1
�2�34�

'��+�� 
�38 ����� ��� $�����(� ���9 ���"�" �� ,� "��� ,� ��� �!�+����� �(�� ��� ��*+���"
��������� ������ �% ��� ������ �� ��� ��" �% ��� 	-� %�� ��� ������ "��$ �!������ x0 =
0.05m 1�+,:�+�� �4 ��" x0 = 0.1m 1�+,:�+�� �4 ,��� %�� $� ������ � �% "�.����� ��"�� n�
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'��+�� 
�38; ������(� ���9 ��*+���" �� ,� "��� ,� ��� �!�+����� �� ��� ������ �(�� ��/
*+���" ��������� ������ �% ��� ������ �� ��� ��" �% ��� 	-� %�� $� ������ � ���� "�.�����
��"�� n <
=>

���� ���� ��� (����!� �)�� ��� �!� �" "�.����� �� '�� x0 = 0.1m ��" n = 5# 0.08% �%
Er(t1 = Tru) �� $��(�"�" ,� ��� �!�+����� �% ��� �	� ��" 99.92% !���� %��� ��� (�,������
������ �% ��� &��' ��!�  ����� ���� � 100% !���� %��� (�,������ ������ �% n �� ��!�����"
�� ��)� �����%���# � %+����� ��!����� �% ��� ��"�� �% ��� $� ������ �� ��� ��!������ %��
x0 = 0.10m� '�� � ���  �� ������ "��$ �!����� �% x0 = 0.05m ��" n = 5# 11.4% �%
Er(t1 = Tru) �� $��(�"�" ,� ��� �!�+����� �% ��� �	� ��" 88.6% !���� %��� (�,������
������� �� ��!������� ��� ��"�� �� n = 10# �� � 5.6% �% Er(t1 = Tru) !���� %��� ���
�!�+����� �% ��� �	� ��" 94.4% %��� (�,������ ������� � %+����� ��!����� �% ��� ��"��
n "��� ���  ��" �� � %+����� ��"+!���� �% ��� $�����(� ���9 �� ,� "��� ,� ��� �!�+�����
"+���� ��� 	-�# ��� :�+�� 
�38?�� �����%���# %�� x0 = 0.05m# � $� ������ ���� �� ��"��
�% n = 10 �� !������ ������$��"��� !��@!����� ��" ���$/+$ ���0�!������ ��� ����� ��
:�+�� 
�36 ��" ��, � 
�6��

'�� ��� %�  ����� �����# � ���$/+$ ���0�!���� ���� n = 10 ��" ��� !��@!����� �% ��, � 
�6�
�� +��"� ����(��# �� ����� �� :�+�� 
�38# ��� ��A+��!� �% ��� ������ "��$ �!����� �� ���
������ �� ,� $��(�"�" ,� ��� �!�+����� �� !�+!�� �
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������ ����� �� !"�! #��$�%#&�' ��� %&���(!&����� #� � ����)�#�)�( *&� x0 = 0.05m ���
n = 10 +�,-

��./� ���� �&�0%���#( &* %1&(�� #��$�%#&���(

��� ������� 	
���
	�
�

a10 a9 a8 a7 a6 a5
−9.574 · 103 3.300 · 104 −4.923 · 104 4.148 · 104 −2.151 · 104 6.956 · 103

a4 a3 a2 a1 a0
−1.349 · 103 1.410 · 102 0 0 1.225

��� ��������� 	
���
	�
�

a5 a4 a3 a2 a1 a0
0.663 1.03 −4.27 0 5.37 4.71

�� !"�&2� #��$�%#&���( 2��� #1�� ��)�/&!�� �%%&����� #& (�.(�%#�&� ������ �1� �� !"
�&2� ����/�� !&(�#�&� ϕd 2�( (�# #& 1.5π� #1� �� !"�&2� ����#�&� #& 1.00 s ��� #1�
)�.��#�&�"� !/�#��� Aoff #& 0.01m� 3&#1 !��� �#��( 2��� )����� (�%1 #1�# #1� �&#&�(
��� ( &&#1/' �� !��"�&2�� ��(��#��� #1� %&���#�&�( &* 4����56 4ϕs �( #1� a0 )�/�� &*
#�./� ����6 ��#& 4����76 ��)�( � ('(#� &* �8��#�&�(� 9&/)��� #1�( '��/�( #1� %&�0%���#( &*
#�./� ���.� �� !"�&2� #��$�%#&���( ��� #1� %&���(!&����� #� � ����)�#�)�( ��� (1&2� ��
:���� ���5�
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����� 
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�
 ��	������ �	������ �������

�� (�.(�%#�&� ������ � %/&(��"/&&! ����/�� !&(�#�&� %&�#�&/ *&� #1� �&#&�( 2�( !�&!&(��� �(
#1� �&#&�( ��� ��8����� #& *&//&2 � �� ! ��!�# �� #1� %&�#���&�( �&#�#�&�  &��� � (#���'"
(#�#� ���&� 2&�/� &%%�� �* � %&�#�&//�� 2�#1 &�/' � !�&!&�#�&��/ *���.�%; ���� �( �(��� �
%&�#�&//�� 2�#1 ��#����/ ��� !�&!&�#�&��/ �%#�&� 4�� %&�#�&//��6 �( #1���*&�� ��8������
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������ �
��� 	��� �!"� #��$�%#!�& ��� %!���'�!����� #��� ����(�#�(�' )�*+

��'#��� !, �'��� � �� %!�#�!--��� !��� -!!� ����-�� (�-!%�#& %!�#�!- %�� .� ���-��� ��
����#�!� #! #/� %-!'�� -!!� ����-�� �!'�#�!� %!�#�!-
 � #����# ����-�� (�-!%�#& 0��12 %��
.� %!���#�� �� ����#�!� #! #/� ���
 �!� #/� 	3� ��� #/� 	��� #/� ��1' ��� ϕ̇ru(t1)
��� ϕ̇rd(t2) 0����(�#�!�' !, 0�
4��2 ��� 0�
4�52 "�#/ ��'��%# #! #���2
 ���#/���!��� ,!� #/�
%!�#���!�' �!#�#�!� �!��� #/� ��1 �' #/� ��#���- ,��6���%& !, #/� 7��� !'%�--�#!�
 �!�
#/� %-!'�� -!!� ����-�� �!'�#�!� %!�#�!--��� � ��!�!�#�!��- ,���.�%8 ���� �' #/�� '�9%���#

����#�!��--&� #! '�����'' ���'������# �!�'� �� ϕ(t)� � �!-� �' �����
 �/�' %!�#�!- '%/���
�' '/!"� �� :���� �
�5 ,!� #/� :�'# �%#��#!�


�/� %!�#�!- �;!�# ua,1(t) !, :���� �
�5 �' %!���#�� .&

ua,1(t) =
1

b1
ϕ̇t(t) + C(s)ce1(t) 0�
4*�2

�� "/�%/ #/� :�'# #��� �' #/� %!�#�!- �;!�# ��� #! #/� !��� -!!� (�-!%�#& %!�#�!- ��� #/�
'�%!�� #��� �' #/� %!�#�!- �;!�# ��� #! #/� %-!'�� -!!� ����-�� �!'�#�!� %!�#�!-
 �/� '���
%!�#�!- '%/��� ��� %!�#�!--�� �' �'�� ,!� #/� !#/�� �%#��#!�


7#�.�-�#& !, #/� %!�#�!- '%/��� !, :���� �
�5 �' �!" ��'%�''��
 �/� !.'��(�� !, #/� 7��� 
!'%�--�#!� �'�' #/� ���'���� ��'�-�%����# #! ��!��%� �� �'#���#� !, #/� ��'�-�%����# ���
#/� (�-!%�#&
 ��� #! #/� �!-� �-�%����# !, '�.'�%#�!� �
<
�� #/� �!-�' -�� �� #/� -�,# /�-, 
�-��� 0'�� :���� �
��2= #/�'� #/�' '�.'&'#�� �' '#�.-�


�/� !.'��(�� ��'�-�%����# ��� #/� !.'��(�� (�-!%�#& ��� #/�� ,�� #! #/� ��># .-!%8 ?�!� 
��#�#�!� !, ��� ��� ��1
? �!� #/� 	3� ��� #/� 	��� #/� ���' ��� �' '/!"� �� :���� �
�@
��� �
��
 ������ #/� %!�#���!�' �!#�#�!� �!��� #/� ��� �' %!���#�� �%%!����� #! 0�
��2
0��� !, #/� %!�#���!�' �!#�#�!� �!��2 ��� #/� ��1 �' '�# �6��- #! #/� ��#���- ,��6���%&
ωn
 �/���,!��� #/� .-!%8 ?�!���#�#�!� !, ��� ��� ��1? %!���#�' (�-��' ,!� #/� ���
��� #/� ��1 "�#/�� � -���#�� (�-�� �����
 ���#/���!��� �' #/��� ��� �! ,���.�%8 -!!�' ��
#/�' .-!%8� #/� 6��'#�!� !, '#�.�-�#& �!�' �!# ���'�
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ua,1 ϕ

�'�#)���'  ������* ��#����

�����")���' �#$%��� '������# ��#����

��$%�� ���+, -�#������# �! ��#���� �.��� !�� ���%�����

��� �/� �'�#)���'  ������* ��#����0 �/� ��� �� &%���'���" �* 1/b0 ��� 1$%�� ���+� �/��

&%���'�������# ������ �/� ���� �/���!���0 �/� ��#���� �.��� '��"%��" �* �/� �'�#)���'

�#$%���  ������* ��#���� ���� /�� � ��&���" �%�'%��

�/� �����")���' �#$%��� '������# ��#���� �#�%��� �/�� �/� 2&���%��"3 �#$%��� '������#

����4� �/� ���� �/� �����")���' ��#������� ��#����� �! � ��&'�� '��'�����#�� !��"���4 $��#

KP 5��/ �/� �""����#�� '��� �� ��"%�� &���%��&�#� #����� �/� %#�� �! KP �� V/(rad)0
5/��/ �� "��''�" �# �/� !����5�#$� �� ��� ���%����� ��� "�������" �* ���#�!�� !%#����#� 5��/

�/� ��&� !��&0 �� �%6��� �� �/��4 �/� ��������* �! �#� ���%����� �/�� �� "�#� �7'��#����*

!�� ���%���� �#�0 ��� 2��89�3 �#" ����� ��� 2Ma,1(s)3� 
��� �/�� �/� ����4 :
�: ���������

�/� �#'%� �! �/� ��#������� ��  ��%�� ���5��# −π �#" π0 ��� �%�������# ������ �/�� "���

#�� ����� �/� "*#�&��� �! �/� �����")���'� � ��#������� �� �/�5# �# 2��89+3 5�� �/���#�

C(s) =
KP

1 + 0.05s
2��89+3

�/� ���#�!�� !%#����# �! ���%���� �#� �� �� $� �# �# 2��8�;30 ��� 2��89�3 �#" ����� ����

Ma,1(s) =
3.14

1.50 · 10−3s2 + s
2��8�;3

�! C(s) �� �� �/�5# �# 2��89+30 �/� �'�#)���' ���#�!�� !%#����# C(s)Ma,1(s) ��,

C(s)Ma,1(s) =
3.14KP

7.5 · 10−5s3 + 0.0515s2 + s
2��8�83

�/� ���� 
��%� �! �/� �'�#)���' ��#1$%�����# �� �� �/�5# �# 1$%�� ��9;�
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���������� �������� ���� ����� � � !�"������ ��#������ $���� "���% Aoff � ����������& � �

������������ ���#�������� ���#���� �� � � ���� �����!�� $��� t = 3.8 s �� t = 14.3 s' � �
!�"������ ��#������ ����(� $��� 4.82 cm �� 4.10 cm) � �� ������#���� �� � ����( ���� �$

0.068 cm/s� ����������& � � ���������� ���#�������� ���#���� �����& � � ���� ���� �����*

!��' � � !�"������ ��#������ ����(� $��� 4.63 cm �� 0.81 cm� � �� ������#���� �� � ����(

���� �$ 0.36 cm/s� � �� ����� � �� "( ��#��������& ��� ��+ ���� %�� � ����*������

������� #������ mcr �$ 0.0430 kgm' � � ����( ���� �� ��������� "( � $����� �$ �"��� 5.3�
, �� � � !�"������� $��� "���% � � ��%�� !�"������*��#������ � ��� ��� ��� � � ��� ���*

#����� � � ���#*��%� ��&���� #�������' � � �+� �� ���������� � �� �� � � ���� �� t = 14.4 s�
� � ������ ��� � �� "���& � �� � � �������& ��&���� #��������

��&��� ��-� � �%� � � ��� ���#���� "( � � ���������� ���������& �(�����
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��&��� ��-�. ��� ϕt(t) ���#���� "( � � ���������� ���������& �(���� "����&��& �� /&*

��� ��-0

�� "������ �!����� � �� � � ���  �� � � ������� ���������� $���) � �� ������� �� � ����� 

��� �$ � � ������� � � ���� (����� $�� � � ���&�� ��&���� !������( ϕ̇t(t)' % �� �� ��� � �%��

��&��� ��-1 � �%� � � #���*���#���� ��&���� !������( �$ ����� ���� �� �� �"������ "(

�����#�(��& � � �������� ������� �2��� ua,1 &�!�� �� � � /��� �������� 3$��� � � ����������

���������& �(����4 %�� � � �����$�� $������� Mv,1' ��� 3��0-54 ��� ��"�� ����
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��&��� ��-1. ����*���#���� ��&���� !������( ϕ̇1(t) "����&��& �� /&��� ��-0

,�� � � � ���� #��#�������� &��� KP �$ 1.0' � � �"������ !���� �$ � � ������� ������ ce1(t)
��� ce2(t) ��� ��� �6���� 0.09 (rad) 3≈ 5 ◦4� 7( $��� �� ���������& KP ' ���� ��������

����8��& �� �� ��!��� 9�%�!��' �� ��������� � � #�%�� ������� �� � � ���������' � �
��&���� ������������� ϕ̈1(t) ��� ϕ̈2(t) ��� ������� � ��� ��&���� "����� ���� ����( � �

 �& �� Kp �� ����
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��� ����� �� ���� ��������� ��� �� �� ����! �"�� ��#� �� � ���� �� �����"��� ��� �����
�� ��� �	� ��"� "�

PT (t) = ϕ̇1(t)M1(t) + ϕ̇2(t)M2(t) $
�%�
&

"� ��"�� ϕ̇1(t)' ϕ̇2(t)' M1(t) ��! M2(t) ����� �� ��� ��(�#�� )�#��"�"�� �� ��� ������ ��!
���  � ���� ������! �* ��� ���������� +�#)"�( ���  ���� �,���"�� �� $
�%-& ��� M(t) ��!
"�����"�( ��"� "��� $
�%�
& (")��.

PT (t) = ϕ̇1(t) [Jϕ̈1(t)− 0.5mcrẍ(t) sin (ϕ1(t))] + ϕ̇2(t) [Jϕ̈2(t)− 0.5mcrẍ(t) sin (ϕ2(t))]
$
�%�/&

x(t)' ϕ1(t) ��! ϕ2(t) ���  ������! ������� ẍ(t)' ϕ̇1(t)' ϕ̈1(t)' ϕ̇2(t) ��! ϕ̈2(t) ��� ��
����"��! �* ��0"�( ��� �" � !��")��")��1 ��"� ����#�� "� ��"�* �"(��#� ��"�� ��� ����"���#�
��� ������� ��#��#��"���� �� ���� �"�� ��"� "����' ��� �"(��#� ẍ(t)' ϕ̇1(t)' ϕ̈1(t)' ϕ̇2(t)
��! ϕ̈2(t) ��� !��")�! "� � !"2�����  ������ 3�� ��� ����#����"�� ẍ(t) �� ��� +��3' ���
�����)�! )�#��"�* ˙̂x "� !"2�����"���! �� ��"��##*� ��� �����)�� "� ����! �� !"������! "�
�������"�� 
���
� �� ���!��� ��� �"(��#� ϕ̇1(t)' ϕ̈1(t)' ϕ̇2(t) ��! ϕ̈2(t)' ���  �!�#� �� ���
��������� ��� �������"�� 
���/ ��� ���!� 4* �����!"�( ��� ������# �2���� ua,1 ��! ua,2 ��!
�� ��� ���������' ��� ��(�#�� )�#��"�"�� $ϕ̇1(t) ��! ϕ̇2(t)& �� ��� ������ ��� �� ��5���!���!
�* ��"�( ua,1 ��! ua,2 �� "����� ��� ��� �������� �����"�� �� $
�%-�& �"�� ��� ���6�"����
(")�� "� ���#� 
��� ��#�"�#*"�( ��� �������� �����"�� �� $
�%-7& �"�� ��� 8��#��� )��"��#� s
(")�� ��� �������� �����"��

Mac(s) =
bs

as+ 1
$
�%�-&


� ��� ��� ������# �2��� ua �� "���� ��! ��� ��(�#�� ����#����"�� �� ��� ���������!"�( �����
�� ������� �"�� ��#� �� ��"� �������� �����"��' ��� ��(�#�� ����#����"��� �� ��� ������ ���
����5�� ����!� 3"(��� 
�-- ����� ��� ����� �����!"�( �� $
�%�/&�
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��� ����� �� ��� �	� "� ����#* �#��*� � �##�� ���� <���' ��������� ��� ��������� ������ 
��(��")� ���0 �� ��� ������ $���0"�(&� ���"�")� ����� "� ��#* ��,�"��! !��"�( ��� 	=��

���(���"�( ��� ���"�")� ����� �)�� ��� 	=� ��� t = 3.2 � �� t = 3.7 � (")�� ��� ���"�")�
���0 !��� �* ��� ��������� �� ��� ������� ��"� ���"�")� ���0 "� �����>" ���#* 5.0 · 10−3 ?
��! ���������!� �� 14% �� ��� �����"���# ����(* ��� ������ ��)� "� ��� ����"����� �����"��
 �!�� 3�� ��� !��"(� �� ��� 	=�' "� ��� ��#* �����>" ���#* 5%' ��� 9(��� 
�/�@� ���
n = 10� ��� !"2������ "� !�� ��  �!�# "��������"��� 3������ ���' !�� �� ��� �����"�"��'
��� 9(��� 
�
A' � !�)"��"�� ��� ��� ���" �# ���B�����* !��"(��! "� �������"�� 
���- "�
������"��! #��!"�( �� � #��(�� ����(* ����� ��"���
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 ��

�� ��� ���������� �������� �� �! ��� "�#�� ���$� �% ��� ��& ��� � ����'�� ���"� �� ���

"�#�� ���$� �% ()��� ����� 
��� ���� �� ()��� ����! ��'* ��� $�+������ "���� �� ����� ��� 

�� ��� $�+������ ��"'��� �  ��� ���  ���* �� ����� ,�#�$��! �� ��� ����'������� ��"'��� �

�% ��� -&�� ����''����  ���*� #��� ����! ��� "�#�� �% ��� ��& �'��  ���*��

�� t = 14.5 �! ��� ��& �.��� ��� ���������� �������� �� �� �����%���! ��� ������ ���

 ���'����� �� +���)�� +��/ �� ��� �������) ��)�'�� "�������� 
�)���$� #��/ ��  ��� +*

��� ��������� �% ��� ��& �� ��� ������  ����) ��� �&��

�� $�'� ��� ��� �."��������' $���(������ �� ��� ������"�� ��) "��� ���"��������! ����

0��1��2 �� 0��1�32! ��� ����)* +�'���� �� ����/� ! ��� ��� %�''�#��) �4������

Ev,0 + ET (t) = Ev(t) + Ed(t) 0��1��2

�� #���� Ev,0! ET (t) �� Ed(t) ��%�� �� ��� ������' $�+������ ����)*! ��� #��/  ��� +*

��������� �� ���  ����"��� ����)* )�$�� +*

Ev,0 =
1

2
(m+mc) ẋ(t = tl)

2 +
1

2
kx(t = tl) 0��1��2

Ed(t) = 2ξωn(m+mc)

∫ tu

tl

ẋ(t)2 t 0��1��2

ET (t) =

∫ tu

tl

PT (t) t 0��1�52

�� #���� tl �� tu ��%�� �� ��� ����6"����� �� #���� ��� �7� �� �������� �� ��� �&� ��
��������� ! ���"����$�'*� �� ��� ������ ��� �� ���� �� tl �� tu! ��� ����)* ����� �� ���

������ 0���������' /������ ����)*2 ��� +� ��)'���� �� ��� ����)* ����� ��� 8��� �� �����

������ ��� �����'������' /������ ����)* ����� �� ��� ������' ������ �� ����� ��� �� 0��1992

�� 0��1��2� ��� ��� $�'����* ẋ(t) �� 0��1��2 �� 0��1��2! ��� �+���$� $�'����* ˙̂x(t) �� ��� �
��� ���"��� ����)* ����� ��� ���#� �� ��+'� ��5�

��+'� ��5: ����)* ����� �% 0��1��2 ������"�� ��) �� ��� ���� �% ()��� ��;1 �� ��;; %���

tl = 3.2 s �� tu = 15.5 s

Ev,0 [J] ET (tu) [J] Ev(tu) [J] Ed(tu) [J]

1.20 −1.06 0.02 0.18

<��� ��'��'����) ��� ����� �� +��� �� �� �% 0��1��2! ����� �� �� ����)*  �=������ ΔE
�% 0.06 J� ���"����) ���� ����)*  �=������ ΔE �� ��� #��/  ��� +* ��� ��������� )�$��:

ΔE/ET (t) ≈ 0.057� ���� ������"�� � �� 5.7> �� $�'� ���� ��� "���6���"������� ��

#���� ��� "�#��  ���� �� ��� ��������� #�� �������� � �$�'�����) ��� ����)* +�'����

�� �� � �4���� ���' %�� ���'*8��) ��� 4��'��* �% "���6���"��������� � ������� �� ���

����)* +�'���� �� )�$�� �� ��� �""�� �. ��1�
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� ��� �������� �������� � � ���!" ��� ������ � #�����$ %�� ��������# ��� �	� �� ��� ���"
������� �������� $�!� ��� �!��# ��$�"�� ��! ��$�"!�&� ���'�������� &�� ��������!� ���
� #�����$ &�� �� �!���! �(����$����  )� !�$���������# ��� ����#) ��! ��&�� �!�����#��
�% ��� �	�� *�$� +�������� ������ &���� ��� !�������! �� ��� %�  �&��#,

� ��� ��� &�� ��$����! ����# -
���. &���� �����!�� � ������ ��$�������� �����!�!
���� ��� ������ ����� �� %��+����) �% ��� *��/ ����  ���� �� 0��&�� ����0��# ����
��� ������� ��� ����"������# 1��&��� ��� �� ����) �% ��� *��/ ����  ���� ��! ���
������ %���� �% ��� �	�� � ��������� )� ��� ����� �% ��� �� ����) �% ��� *��/ ��"
��  ���� ��� 1� !������! ����# �����" ��0�!  ��� -�22. �)���$� 345� 4�6� 7���# ���
����� �% ��� �� ����) �% ��� *��/ ����  ����� � ��� %�� ��� ������ ��� 1� �� �� ���!
���� ���� ��� ���� ���# ������ %���� ����������� ��� �� ����) �% ��� *��/ ����  �����
��&����� �22 �)���$� ������� !)��$��� &���� $��� 1� ��� �����!��# )� ���� ��+�����
�!!������ �����# �8���� �� ��� ����� ���!� �22 �)���$� �!!������  ) ��! �������"
��� ) �����!� ��� !�$����� %��+����) �% ��� ��#�� � ��&����� �� ��� ������ ����� ��
%��+����) �% ��� *��/ ����  ���� �� ����$�! �� 0��&�� ��� ������ ��$�������� %��
��� ��� �����!��# �� -
���. &�� ��! &�  1� ���! �� ���� &��0�

� ��  ��# �� ��� ��#� �� �� ����) �% ��� ������ �� ��������� &���� �� ��� ���� �� ���
���������� �������� $�!�� �� ) $���"%��+���� �������!� ������ %����� ��� #�������!�
���� �� � !���!�����#� �� ��� ���� ���� ��� ��1������� 1���# !�$��! !� ��� �(��1��
!�$����� %��+������� 1�� ���� � 1���!1��! �������$� �� ��� ����� ���!� &���
��� ��1������� ����� &��� ��� �� � %�& !�$����� %��+������� �� &���� ��� �	�
�� $� ��� � �	�� ��� 1� ����!� ��� �	� ��� ���  1� �8������ %�� �)���$� ��!��
����������  ��!��# 3496� 
� 3496� ��$����� ��$� ������ &��� ���%��$�! &��� � %��$���
 ��� ����#)"�:����� ������ � #�����$� ��� ��$����� ��! �(����$���� �������#�����
�% ��� �	� %�� ��� !�$���# �% �����������  ) %����! ��1������� �� !�������! ��! %������
!��� ���! �� ������� 4�

� ������� ������� ����) �% ��� ���������� �������� $�!� �� ���� ��� $�#����!� �% ���
������ %���� ������ 1� ���� ) ����#�! !����# ���������� ���� �� � ������� !���!���"
��#� &��� ��� ��1������ �$� ���!� 1���$�� �$�  ��! ��� ���� � �� � ��"�(��������
�% ��� *��/ ����  ����� ��&����� ������� $����!�� ��������! �� 3
46� ���� 1���
�������! �� ������� ���� ��!�����! �����$�� ��� $����!� ��� ��"�8 $����! &��
%������ � �1�����! ��! ��������! �� ���� �������� �&� %������ $����!� ��� !��� ���!
�� ������� 
�;�

� ���� ��� ������ � #�����$ ��������! �� ���� �������� ��� �	� ������ 1���# ���
��1������� �� ���� �� ��� !����� �� �����! �8 &��� ��� ��1������ �$� ���!� %�  � 1� �& �
������� ������� !� ��� <#��� 
�5=� �� 1���# ��� *��/ ����  ���� �� ����� �� � ���������
$�!� �% ���������� ��� �&��#��# $�!�� ��� 1� ���!� � ������ � #�����$ &����
����$�����  ) �&������ 1��&��� ��� ���������� �������� $�!� -%��  ��#� ��1������
�$� ���!��. ��! ��� �&��#��# $�!� -%�� �$�  ��1������ �$� ���!��. �� ��������! ��
������� 4� ���� ��� ������ � #�����$ ��������! �� ���� �������� ��� �	� �� �� )
�8������ %�� ��1������� �1��� � ������� ��1������"�$� ���!� ������� !�
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��� ������
����� �� !"#$ !�%&'% �#(� '& �� !"#$ ��)"(�� (�# *� �)�+,���� -"�� ��+! '&
&%�.,�#(�
%��"' ��#� "(
� !+"/(��"'# %�+��"'#�� �,(� %�+��"'#� (�# *� ��%")�� �#�+��"(�++�0
#, �%"(�++� '% �1!�%" �#��++�� �#�+��"( �'+,�"'#� �%�  '%� �+�$�#�2 �'-�)�%0 &'%  �#�
 �(��#"(�+ ����� �0 ��!�("�++� ��'�� -"�� #'#
+"#��% (��%�(��%"��"(�0 �#�+��"( �'+,�"'#� (�#
'&��# #'� *� ��%")��� �# �,(� (����0 ��#� "(
� !+"/(��"'# &%�.,�#(�
%��"' %�+��"'#� �%�
��%")�� #, �%"(�++� '% �1!�%" �#��++�� �# ��"� ��(�"'#0 -�"(� "� !�%�+� !,*+"���� "# 3450 4�60
�# �#�+��"( �'+,�"'# "� !%���#��� �#� �,*��.,�#�+� )�+"����� �1!�%" �#��++��

����� ���	���	���
 ����	���

�' "#)���"$��� ��� ������
����� %��!'#�� '& ��� ��
� '�("++��'%0 7��889 "� %�(�++��

ẍ(t) + 2ξωnẋ(t) + ω2

nx(t) = μcr
[
ϕ̇(t)2 cosϕ(t) + ϕ̈(t) sinϕ(t)

]
+ Fe(t) 7��8��9

"# -�"(� Fe(t) "� #'- � 7#'% �+":��9 ��% '#"( �1("���"'# &'%(� $")�# *�

Fe(t) = F0 cos (ωet) 7��8;<9

-��%� ωe ��#'��� ��� 7�#$,+�%9 �1("���"'# &%�.,�#(� �#� F0 ��� 7#'% �+":��9 � !+"�,�� '&
��� �1("���"'# &'%(��

�# ��"� �,*��(�"'#0 ��� ,#('#�%'++�� %��!'#�� "� !%���#���� ��"� "� � *%"�& �,  �%� !%�

��#��� &'% ��� !,%!'�� '& � �" !+� ��%")��"'# '& ��� ('#�%'++�� %��!'#�� '& ��� ��
�
'�("++��'%� �#&'% ��"'# %�$�%�"#$ ��� ,#('#�%'++�� %��!'#�� '& ��� ��
� '�("++��'% (�# *�
&',#� "#  �#� ��1�*''=�0 ��$� 380 ��6� �'% ��� ,#('#�%'++�� %��!'#��0 ��� &'%(�� !%'�,(��
*� ��� ��� �%� #�$+�(���� �'#��.,�#�+�0 -"�� 7��8;<90 7��8��9 �" !+"/�� �'>

ẍ(t) + 2ξωnẋ(t) + ω2

nx(t) = F0 cos (ωet) 7��8;89

� )�%"��� '& ��(�#".,�� �' �'+)� 7��8;89 (�# *� &',#�0 ��� ��$� 3�6� ��� ������
����� %��!'#��
"� ���(%"*�� *� ��� !�%�"(,+�% �'+,�"'# '& 7��8;89� ��� !�%�"(,+�% �"�!+�(� �#� %��!'#�� '&
� ��
� '�("++��'% -"�� "#��%�#� �� !"#$ ,#��% ��% '#"( �1("���"'# "�>

xp(t) = Au cos (ωet− φ) 7��8;�9

"# -�"(� Au �#� φ %�&�% �' ��� �"�!+�(� �#� � !+"�,�� �#� ��� !���� ��� �"�!+�(� �#�
%��!'#�� +�$� *��"#� ��� �1("���"'# &'%(� 386� �� ��'-# "# 380 ��60 Au �#� φ �%� $")�# *�
��� &'++'-"#$ �.,��"'#�

Au =
F0√

(ω2
n − ω2

e)
2 + (2ξωnωe)

2

7��8;49

φ = atan2
(
2ξωnωe, ω

2

n − ω2

e

)
7��8;?9

�# 7��8;?9 �#� "# ('#�%��� �' 380 ��60 ��� atan2
&,#(�"'# "� ,���� �� ('#�"��%� ��� &,++ %�#$� '&
φ 7:�%' �' 2π9 �#� ���%�&'%� �++'-� &'% �  '%� �" !+� ����(�"'# '& ��� �!!%'!%"��� �'+,�"'#
-��# ��%")"#$ ��� ('#�%'++�� ������
����� %��!'#��0 ��� �,*��(�"'# ����4�
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���������� ��� ��������� � ���

η =
ωe

ωn
!
�"�#$

 �� ����� %�&� �� �� ���&���% '��� !
�"�($  �� !
�"�)$* ���� � � +� ��'������  % %��'�
�� !
�"��$  �� !
�"�,$ -".�

Auω
2
n

F0

=
1√

(1− η2)2 + (2ξη)2
!
�"��$

φ = atan2
(
2ξη, 1 − η2

)
!
�"�,$


� & �� ��/�+��0%* ��� ���& F0/ω
2
n �% �������� ��  % %� ��� ��%12 ��&���� ���� �� � ���

�� ����� Auω
2
n/F0 �% ��&��%���2�%%  �� �%* ���& ���� ��* �������� ��  % ��� &��  &12�3� 4

����5

D =
Auω

2
n

F0

!
�"�6$

��� ��� &��  &12�3� ���� D  �� ��� 1� %� φ  �� 12�����  � ��%� ��������� � ��� η ��
3���� 
�)#�

0 0.5 1 1.5 2
0

5
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η

D
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ξ = 0.05
ξ = 0.10

0 0.5 1 1.5 2
0

1
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3

η

φ
[(
ra
d
)]

ξ = 0.01
ξ = 0.05
ξ = 0.10

7����� 
�)#5 ��� &��  &12�3� � ��� D  �� 1� %� φ 12�����  � ��%� ��������� � ��� η ���
%�8�� 2 ��9����� 8 2��% �� ��� � &1��� � ��� ξ -".

���8�%  �� 12����� ��� �%��22 ���% '��� %& 22 �������� � &1��� !ξ ≤ 0.1$� �% ��� �/��� ����
��������� ���%  � ��%� ��� � ��� 2 �����2 � ��������� !η → 1$* ��� ��� &��  &12�3� ����
 11�� ���%  & /�&�& 8 2��* ��� &��� �����& ����* %�� -"* 
#.�

����� ����	�

�� 	�
���
�


� ����� �� %���� ��� %�� ��4%� �� ��%1��%� ���2����� ���  ����� �� ��� �	�* !
�"#:$ �%
��� 22��� � ������ 2 �����% 1������� +� ��� �	�  �� ���2�����  % �� �%  %%�&�� �� �
��� �	� �% �1�� ��� �� ��� ���������% ��� ���� &���� ���%* ��2� ��� � �� 2 �����%  ��
���%������  �� !
�"#:$ %�&12�3�% ��5

ẍ(t) + 2ξωnẋ(t) + ω2

nx(t) = μcrϕ̇(t)
2 cosϕ(t) + Fe(t) !
�"�:$

7������&���* �� �%  %%�&�� �� � ���  ���2 � 8�2����� ϕ̇(t) �% ���%� ��  �� ��� 2 �� ���
�/��� ���� ��������� ωe5

ϕ̇(t) = ωe !
�",�$
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� ������ ��

���� ������ �!" �� #�$ �%$ &��'���%& �" ��(�%' �!" ������

�"�%$ �") *���+,- �"& *����,- �" ! *����.-/ � #!00!1�2

ẍ(t) + 2ξωnẋ(t) + ω2

nx(t) = μcrω
2

e cosϕ(t) + F0 cos (ωet) *���+�-

�� ϕ(t) '��")%� 0�"%�$03 �"  ��% *ϕ̇ = ωe-/  �% '!" $!0 #!$'% !#  �% ��� *4$�  %$� !"
 �% $�)� 
��"& ��&% !# *���+�-- �� ��$�!"�'� ��5���� &����") �' �!" �� �'��%6%& �#
 �% ��$�!"�' '!" $!0 #!$'%/ μcrω

2
e cosϕ(t)/ �� �% �" �" �
����%  !  �% %5'� � �!" #!$'%/

F0 cos (ωet)/ �%% *���+�- 7�89� �! �'��%6%  ���/ �"#!$�� �!" �(!�  �% ����% !#  �% %5'� � �!"
#!$'% ��� (% �6��0�(0%� �!1%6%$/  �% %5'� � �!" #!$'% �� ����003 �":"!1" �"& '�""! (%
%���03 �%���$%&� �0 %$"� �6%03 �"& �" '!" $��  !  �% &%$�6� �!"� !# 7�89/  �% � � %� x(t)
�"& ẋ(t) !#  �% ��
� !�'�00� !$ '�" (% ��&% �6��0�(0% �"& ��%& �� #%%&(�':� ;3 �%  �")
 �% '!" $!0 #!$'% !#  �% ��� �" �" �
����%  !  �% 6%0!'� 3 !#  �% ��
� !�'�00� !$/ �� ��#3�")
�"& $%�0�<�(0% &����") �%$#!$��"'% �� �'��%6%&�

��% �%'!"&  %$� !"  �% 0%# 
��"& ��&% !# *���+�- ��  �% *"!$��0�<%&- �"�%$%" &����") #!$'%
!#  �% ��
� !�'�00� !$� ���� �"�%$%" &����") #!$'% �' � �" �" �
����%  !  �% 6%0!'� 3 !#
 �% ��
� !�'�00� !$� ��% '!" $!0 �0)!$� �� �$%�%" %& �" �%' �!" ��� �� ��%&  ! %"��$%
 �% �" �
�����") (% 1%%"  �% '!" $!0 #!$'% !#  �% ��� �"&  �% 6%0!'� 3 !#  �% ��
�
!�'�00� !$� ��:�")  ��� �" ! '!"��&%$� �!"/  �% '!" $!0 #!$'% '�" (% ($!�)�  !  �% 0%# 
��"&
��&% !# *���+�- �� � #�"' �!" !#  �% 6%0!'� 3 ẋ(t)� ���� �� &!"% (3 4$� 03  �:�")  �%  ��%
&%$�6� �6% !# *�����-2

ẋp(t) = −Acωe sin (ωet− φc) *���+�-

�" 1��'� Au 1�� $%�0�'%& (3  �% �":"!1" '!" $!00%& &���0�'%�%" ���0� �&% Ac �"& φ
(3  �% �":"!1" '!" $!00%& ����% φc� ;! � Ac �"& φc �$% &%$�6%& #�$ �%$ !"� �%'!"&03/
&�6�&�") *���+�- (3  �% �(�!0� % 6�0�% !# � � ���0� �&% Acωe �"& ��0 ��03�") � 1� �  �%
���0� �&% μcrω

2
e !#  �% '!" $!0 #!$'% *4$�  %$� !"  �% $�)� 
��"& ��&% !# *���+�--/  �%

'!" $!0 #!$'% �� "!1 %5�$%��%& �� � #�"' �!" !#  �% 6%0!'� 3 !"  �% 0%# 
��"& ��&%/ �%%  �%
#!00!1�") %=�� �!"2

ẍ(t) +

[
2ξωn +

μcrωe

Ac

]
ẋ(t) + ω2

nx(t) = F0 cos (ωet) *���+8-

��% '!��"%  %$� !#  �% '!" $!0 #!$'% !# *���+�- &$!�� !� ��  �% ��)" '!"6%" �!" �"&  �%
6%0!'� 3 &%�%"&%" #!$��0� �!" %"��$%  �% �" �
�����") (% 1%%"  �% '!" $!0 #!$'% !#  �%
��� �"&  �% 6%0!'� 3 !#  �% ��
� !�'�00� !$� �! %  �� *���+8- �� !"03 6�0�& �# � '!" $!0
�0)!$� �� �� �6��0�(0% %"��$�")  ��� �" �
�����")�

;3 �%  �")  �%  %$� �"  �% �=��$% ($�':% %=��0  ! 2ξeqωn/ �" %=��6�0%" &����") $� �! ξeq
'�" (% '�0'�0� %&/ �%%  �% #!00!1�") %=�� �!"�

2ξeqωn = 2ξωn +
μcrωe

Ac
*���+>-

�! %  ��  �%  %$�� !#  �% 0%# 
��"& ��&% !# *���+8- $%�$%�%"  �% �3� %� #!$'%� *fi(t)/ fd(t)
�"& fs(t)- �"&  �% "!$��0�<%& '!" $!0 #!$'% fc(t) !#  �% ���� ��%  %$� !"  �% $�)� 
��"&
��&% $%�$%�%" �  �% %5'� � �!" #!$'% fe(t)� ��%�% #!$'%� �$% ��!1" �"  �% #!00!1�") %=�� �!"
�"& 1�00 (% &��'���%& #�$ �%$ 0� %$ !"�

fi(t)

m+mc
= ẍ(t)

fd(t)

m+mc
= 2ξωnẋ(t)

fc(t)

m+mc
=
μcrωe

Ac
ẋ(t) *���+?-

fs(t)

m+mc
= ω2

nx(t)
fe(t)

m+mc
= F0 cos (ωet)
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��� ������ ���� �� ��� ������ ���� �� �! "�
#$%& ��' ��������� ��� ������( !����
 ���)

*����+ "�
#�#& '��� "�
#$%&, ��� ������������ �� +�-�� �� "�
#$�& ���� �� *��!�����


2ξωn → 2ξωn +
μcrωe

Ac
"�
#$�&

�**(.��+ ��� ������������ �! "�
#$�& �� ��� ��������((�� ��(����� �! "�
#�%& ��� "�
#�/&

.��(�� ��� !�((�'��+ �'� �0*�������� !�� ��� *��-����(. �� ��'� ������((�� ���*(�������

��*(����� Ac ��� ��� ������((�� *���� φc1

Ac =
F0√

(ω2
n − ω2

e)
2 +

(
2ξωnωe +

μcrω
2
e

Ac

)2
"�
#$$&

φc = atan2

[(
2ξωn +

μcrωe

Ac

)
ωe, ω

2

n − ω2

e

]
"�
#$2&


��� ���� φc ��*���� ��' �� Ac
 �����!���, "�
#$$& ���� �� ��(-�� 3��� !�� Ac
 ����+

���� �������+������ '��� "�
#$$& +�-��1[(
ω2

n − ω2

e

)2
+ 4ξ2ω2

nω
2

e

]
A4

c + 4ξωnω
3

eμcrA
3

c +
(
μ2cr

2ω4

e − F 2

0

)
A2

c = 0 "�
#$4&

��� ���-��( ��(������ "Ac = 0& ��� ��� !������ ���������� �� ���. ��-� �� *�.����( ������+

� ��������� �������� �������
 �� *��-���� �'� ���)���-��( ��(������ !�� Ac, '���� ���

Ac =

−2ξωnω
3
eμcr ±

√
F 2
0

[
(ω2

n − ω2
e)

2 + (2ξωnωe)
2

]
− (ω2

eμcr)
2 (ω2

n − ω2
e)

2

(ω2
n − ω2

e)
2 + (2ξωnωe)

2
"�
#25&

�� ���� ��!��� !�� ��� ��������((�� �����.)����� ���*����, "�
#25& �� ��-���� �. F0 ���

��(��*(��� '��� ω2
n
 ���� (���� �� ��� �����(�6�� ������((�� ���*(������� ��*(����� �! ���

7��8 ����((���� �� �����.)�����, ��� "�
#2#&


Acω
2
n

F0

=

−2ξω3
nω

3
eμcr

F0

± ω2
n

√
(ω2

n − ω2
e)

2 + (2ξωnωe)
2
−

(
ω2
eμcr

F0

)2

(ω2
n − ω2

e)
2

(ω2
n − ω2

e)
2 + (2ξωnωe)

2
"�
#2#&

����������+ ��� ������((�� �.����� ��*(�3������

Dc =
Acω

2
n

F0

"�
#2�&

��� ����+ ���� !������ �������+������ '��� "�
#2#& ����+ "�
#�9&, �� !�((�'�1

Dc =

−2ξη3ω2
nμcr

F0

±

√√√√(1− η2)2
[
1−

(
η2ω2

nμcr

F0

)2
]
+ (2ξη)2

(1− η2)2 + (2ξη)2
"�
#2%&

:. ������+ μcr ����( �� 6���, ��� ��������((�� �.����� ��*(�3������ �� +�-��, '���� �� ��

���������� '��� "�
#��&
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���������� ! ��
� ��"�##!$�� %�$&�'$ ��&����$ �!()�� *ξ = 0+, *��-��+ ��()#�.�� $�

Dc =
±

√
1− (η2K1)

2

1− η2
*��-�/+

�� %&�"& K1 �� ! )���$�0� ��(������#��� )!�!(�$��  �0�� 123

K1 =
ω2
nμcr

F0

*��-�4+

Dc �� ��!# !� 1 − (η2K1)
2
≥ 0� ��#0�� $&�� ���5'!#�$2 6�� η %&�#� "��������� $&!$ η ≥ 0

!�� K1 ≥ 0, 2��#�� $&� 6�##�%�� "���$�!��$

η ≤ ηb =
+

√
1

K1

*��-��+

�� %&�"& $&� 1����� 6��5'��"2 �!$�� ηb �� ��$���'"��� Dc "!� $!7� )���$�0� !�� �� !$�0�

0!#'���

�6 Dc > 0, $&�� Ac > 0 !� ωn > 0 !�� F0 > 0, ��� *��-��+� �&� ��� "��$��1'$�� )���$�0�

!"$�0� �!()�� $� $&� �5'�0!#��$ �!()�� �!$�� �6 Ac > 0� 
$&��%���, $&� ��8'��"� �6 $&�

��� %�'#� 1� �� !$�0� *$&� "��$��# 6��"� �6 $&� ��� %�'#� 1� �� )&!�� %�$& $&� 0�#�"�$2

�6 $&� ��
� ��"�##!$��+� �&���6���, Dc ('�$ 1�  ��!$�� $&!� �� �5'!# $� 9���� �� ���'��

$&!$ $&� ��� "��$��1'$�� )���$�0� �!()�� , $&� "!���

Dc =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
1− (η2K1)

2

1− η2
6�� η < 1

'���.��� 6�� η = 1

−

√
1− (η2K1)

2

1− η2
6�� η > 1

*��-�:+

!�� ���$�� '��&���

���� *��-�4+ !�� *��-�4+ !�� "��������� $&!$ ξ = 0, φc  �0�� �� *��-:�+ "!� 1� ��!��!� ��

$�3

φc = atan2

(
η2K1

Dc
, 1− η2

)
*��-��+

�&� "��$��##�� �2�!(�" !()#�."!$��� Dc !�� $&� )&!�� φc !�� )#�$$�� ! !���$ $&� 6��5'��"2

�!$�� �� . '�� ��/� 6�� ��0��!# 0!#'�� �6 K1�
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������ 
���� ���������� ���� �! � "��#!����� Dc ��� "$�%� φc "������ �����%� &��'���!�
����� η &�� %�(���� ��)����� (����% �& K1 &�� *��� �%!�������% +��$��� ��$����� �� "���

�$� $��$�� K1 �%, �$� $��$�� �$� %�����-%���� �� "��� "��&�� ��!� .�!� �%� ��� K1 < 1,
ηb > 1� �$���&���, �$� ���� �!-� "��#!����� �� &��'���!�-����� $�% � (����!�� �%� "����
��� � "$�%� /� " �� η = 1� 
� !�����%�, &�� K1 > 1, �$� .����� &��'���!� ηb �% % �����
�$�� ���� �$���&���, �$� (����!�� �%� "���� ��� �$� "$�%� /� " �� η = 1 �� ��� �0�%��

�$� %�����-%���� ��%"��%� !�� .� ��"��%����� �� � "������ ������ � �$�  �%%-��� ���1��
&��!� ��� % �& 2
�3456 ��� ������������ ��(���� .� ω2

n ��� Ac� 7%��� 2
�3�56, 2
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6

��� 2
�3856 ��� !��(������ �� !� "��0 �������� ��(�% �$� �'������% �& 2
�3896� ��� !� -

"������%%, fd(t)/(m +mc)/ω
2
n/Ac �% ��%� ����(���


& K1 ��� η ��� ��(��, Dc !�� .� !��!������ +��$ 2
�3846� �$�% +�% ���� &�� K1 = 0.5 ���
η = 1.2� �$� !����%"������ (�!��� ������ +$�!$ ��"�!�% �$� &��!�% ��%!��.�� �� 2
�3896
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��� (�!���% ������ +��$ � !��%���� �����$ �� �$� !������!��!:+�%� ����!����� 
� !�� .�

%��� �$�� �$� &��!� %�"��� "�%�� .� �$� � "������ �& �$� �������� &��!� fi(t), �$� !������
&��!� fT (t) ��� �$� ��%������ %"���� &��!� fs(t) �% �'��(����� �� �$� �0!������� &��!� fe(t),
%�� 2
�34;6� 
& �$� &��'���!� ����� η �""���!$�% ηb, �$� ���� �! � "��#!����� Dc !��(����%
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�� ���� �� �!� "!�#� φc �� 0.5π� �� φc = 0.5π$ �!� ��
� �#%&''���� (�)' *� �� ��#��
�!&# *�%�+�# �,& ��� (!�� &�#���&�- �!� *�� �� .��/)��%0 ���&� �. 1��2��3 &��� 1��2�43�
�)��!��+���$ &� &� &%���# �!�� �!� �5%&���&�� .��%� �� �!� %�����' .��%� �. �!� ��� ��� &�
"!�#� &� 6-)�� ��74� ���� �!�� �!�#� .��%�# ��� ��  &8����� #& �# &� 1��2493 �� *�%�+�
&�6�&��$ #�� 1��2�:3� �# �!&# #���� &# "!0#&%�''0 ��� ���'&��*'�$ �!� #�')�&�� �� η = ηb (�#
�5%') � &� 6-)�� ��7��

fi(t)

(m+mc)ω2
nAc

= Re
[
−η2�i(ωet−φc)

]
fd(t)

(m+mc)ω2
nAc

= Re
[
2ξηi�i(ωet−φc)

]
fc(t)

(m+mc)ω2
nAc

= Re

[
K1η

2

Dc
i�i(ωet−φc)

]
1��2�:3

fs(t)

(m+mc)ω2
nAc

= Re
[
�i(ωet−φc)

]
fe(t)

(m+mc)ω2
nAc

= Re

[
1

Dc
�iωet

]
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Im fi(t)

fs(t)

fc(t)

fe(t)
ωet

φc

�&-)�� ��74; ��&����  &�-��+ .�� #��� 0
#���� ��#"��#�# .�� K1 = 0.5 �� η = 1.2 <94=

�!� �5&#���%� �. �!� *�� �� .��/)��%0 %�� *� �5"'�&�� *0 %��#& ��&�- �!� %�����' .��%�$
#�� 6�#� ���+ �� �!� �&-!�
!�� #& � �. 1��2423� �. η &# &�%���#� $ �!� �+"'&�) � �. �!�
%�����' .��%� �'#� &�%���#�# �# �!� ��-)'�� ,�'�%&�0 ϕ̇ (�# #�� �� ωe$ #�� 1��24>3� ��� η < ηb$
�!� �+"'&�) � �. �!� %�����' .��%� &# #+�''�� �!�� �!� �+"'&�) � �. �!� �5%&���&�� .��%� �� 
#��� 0
#���� &# ���%!� � �� η = ηb$ �!�#� �+"'&�) �# ��� �/)&,�'����
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��� ���������� ������� ���� ξeq ! �  "#����� �" $��� �� �������� ������� #�� %� # ������

$��� &	
'()*
 � ��� " �� �������������"  ! &	
'()* ��� �"��� &	
'+	*, &	
'+-* ��� &	
'+(*

.����"/

ξeq =

∣∣∣∣∣12 (1− η2)ηK1√
1− (η2K1)2

∣∣∣∣∣ &	
'01*

�� $��#� ��� �%" ���� �����  ! Dc �" #��#������ � �� �� ��� #�"� ��"���#�� �  ! &	
'+(*
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)+ "� $" ��� ���������� ������� ���� �� ���� �����"� ��� !������#. ���� η ! �

K1 = 0.5 ��� K1 = 1.5
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)+/ ���������� ������� ���� ξeq �## ����� � &	
'01*

��� ���������� ������� ���� � �" �����"� ��3���. &�����#�� �".��� ��* ! � η → ηb
 2 �

K1 = 0.5, ξeq � �" � 4�� �! η ���� �#��"  ��
 ���" ����" ���� ��� ��� � �" � � ����

������� � ��� 5��2  "#����� � ! � η = 1
 2 � η > 1, ξeq ��#���"�" $��� η ��� � �" � 

��3���. �! η ���� �#��" ηb
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Gss(s) =
1

s2 +

(
2ξωn +

μcrωe

Ac

)
s+ ω2

n

&	
'0'*

�" # �"������, �� $��#� s �" ��� 6����#� �����%��
 Gss(s) $�" ������� !� � &	
'(7*
 ��"

����� �" ��� �8#����� � ! �#� ��� ���  ����� �" x
 ��� � "��� �"  ! ��� � ��"  ! Gss(s) #��
%� �����"����� $��� � �  � 6 #�", "�� 3���� 	
)0


2����� 	
)0 �" ����� ! � ��. K1 ���  ��. ����� ! � ηb < 1
 �� '�, ξeq = 0 ��� % �� � ��" ���
 � ��� ��������. �8�" �� s1,2 = ±ωnj
 ���� ��#���"��� η, ��� ��� ����" � �� ��� � ��

������� � ��� 5��2  "#����� � ����� 	� �� $��#� ��� � ��" # �� � ������  � ��� ���� �8�"

��� ξeq ���#��" ��� #����#�� ������� ���� &ξeq = 1*
 ��� # ���"� ����� !������#. ���� 

#�� %� #��#������ %. "������ &	
'01* ����� �  ��
 ���" #�� %� � �� ����.��#���.9 � $����,

! � "�����#��., ���" �" � � � �� �� ����
 2� � &	
'0'*, �� �" ������� ���� ��� �������

# ����%��� �  ! ��� ��� � ξeq ��#���"�" $��� μcrωe ��� ��#���"�" $��� Ac
 :. !������

��#���"��� η %�. �� 	�, ��� � ��" ��� � $���" ���  ����� ��� ����" ��3���.
 2 � η → ηb,
���. # ������ � ���"� � ���"
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��$(&� ��)*+ �,,- �,.( /,& 0�&'�%$ η !��"

�,& ηb > 11 -2�  -�-�#�%- ,/ -2� 3&�0�,( 3�&�$&�32 �&� %,- 0���4� �2�% η → 11 Dc

�%4 -2�&�/,&� Ac $, -, �%5%�-'1  �� 5$(&� ��)�� �,% �6(�%-�'1 -2� -�&# 2ξωn + μcrωe/Ac

�33&,�.2� 7�&,1 82�.2 .,&&� 3,%4 -, �% �6(�0���%- 4�#3�%$ &�-�, ,/ 7�&,� �2� #��% 
-2�- -2� 3,�� #,0� 9�.: -, -2� 3,�%- �� �%4 Gss(s) 9�.,#� #�&$�%���'  -�9�� �$��%�
;�.�( � ,/ -2� 1 -2� ��� 4,� %,- 3&,0�4� 4�#3�%$ -, -2� , .����-,& /,& η = 1� �2�% η � 
�%.&�� �4 �9,0� η = 11 -2� 3,�� #�$&�-� -,8�&4 �� �%4 ξeq .,%0�&$� -, ,%�� ;' /(&-2�&
�%.&�� �%$ η1 -2� 3,�� .,%0�&$� -, ��1 � 8� -2� .� � /,& ηb < 1�

�2� &� (�- ,/ -2� �,,- �,.( ,/ 5$(&� ��)* �&� �% �..,&4�%.� 8�-2 -2� &� (�- ,/ 5$(&� ��)�
�%4 ��)��

�,& η > ηb1 -2� .,%-&,� /,&.� � ��&$�& -2�% -2� ��.�-�-�,% /,&.� �%4 �  -��4'
 -�-�  ,�(

-�,% .�%%,- 9� /,(%4� �2�% ( �%$ -2� .,%-&,� ��$,&�-2# ,/  �.-�,% ���1 -2� ��� #�:� 
-2� 0�9&�-�,% 4�.�' (%-�� -2� 0�9&�-�,% /��� 9��,8 -2� 0�9&�-�,%
�#3��-(4� -2&� 2,�4 �-
82�.2 -2� ��� � -(&%�4 ,<� �,%-�%(�4 ��.�-�-�,% �%.&�� � -2� 0�9&�-�,% (%-�� �% (33�&
0�9&�-�,%
�#3��-(4� -2&� 2,�4 � ��.��4�4 �- 82�.2 -2� ��� � -(&%�4 9�.: ,%�

�/ �%2�&�%- 4�#3�%$ � %,- 3&� �%- =ξ = 0> �%4 K1 = 0 =(%.,%-&,���4>1 -2� -&�% ��%-
&� 3,% � 4,� %,- 4�� ,(- �%4 � 9��- ,..(& � �2�&�/,&�1 -2�  -��4'
 -�-� 8�-2 �  �%$�� /&�

6(�%.' .�% ,%�' 9� �.2��0�4 9' �#3, �%$ -2� .,&&�.- �%�-��� .,%4�-�,% -, -2� ��
� , .��

��-,&� �,8�0�&1 82�% -2� , .����-,& � .,%-&,���4 9' -2� ���1 �- �44 4�#3�%$� �2�&�/,&�1
 -��4'
 -�-� � &��.2�4 �0�% -2,($2 ξ = 01 ��.�3- /,& η = 1�

���� ����		
��� 
��� �������� �
�����

�,8 .,% �4�&�%$ � ��
� , .����-,& 8�-2 �%2�&�%- 4�#3�%$1 =����?> �%4 =�����> .�% 9�
&�8&�--�% � /,��,8 

Dc =
Ξ3(η)±

√
Ξ4(η)

Ξ5(η)
=���*�>
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Ξ3(η) =− 2ξη3K1

Ξ4(η) =
(
1− η2

)2 [
1−
(
η2K1

)2]
+ (2ξη)2 �
�����

Ξ5(η) =
(
1− η2

)2
+ (2ξη)2

Ξ5(η) > 0� ��� �� ! "# Dc �$�� %�  ��&��� ��&! '��" &(("�)�! �" ��� )��($���"! #"**"�+
�! �
������ �" &(���,� ����- ��� .*$� �� ! �! �
���
� �$�� %� $��) &� Ξ3(η) < 0� �"��,��-
�� �� ."���%*� ��&� ��� !"��!&�"� "# �
���
�- Ξ3(η) ±

√
Ξ4(η)- �� !� &��,�� �� η = 0- ���

!"��!&�"� �� �/$&* �" "!�� 
� �� &��$��) ��&� ηb �� ��&(��) ���! ��� ("!��"* #"�(� &�.*��$)�
μcrω

2
e �� �/$&* �" ��� &�.*��$)� "# ��� �0(��&��"! #"�(� F0- &� �&� ��� (&�� #"� "�(�**&�"��

����"$� �!����!� )&�.�! � �"�� ��&� μcrω
2
e �!(��&��� ���� η- �����&� F0 �� ("!��&!� ",��

η� 1����! ����� &�.*��$)�� �/$&* 2��*)�

μcrω
2

e = F0 �
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����� �� �� !" #$ %��&��'� () *!+)�,- #�� .!+!/�#�+� !��$+0�,- #$ #�� +!,-�� -�*�, 1�"$�

K1 > 0

0 < ξ < 1 %��&��'

0 < η < ηb

�# �!, 1� ��$�, #�!# #�� , /�+!#$+ $2 %��&��'3 Ξ3(η) ±
√
Ξ4(η)3 �� -+�!#�+ #�!, 4�+$�

���+�2$+�3 Dc ��3 !� 0���+�03 -+�!#�+ #�!, 4�+$� () �,��+#�,- %��&�5' �,#$ %��&�6' !,0 � 1


��� �,#") %��&�6' �,#$ %��&��'3 �# 2$""$��7 Dc(ηb) = 0� ���,- %��&�5'3 %��&�5' !,0 %��&8�'3

#�� �$,#+$""�0 .�!�� φc 2$+ #�� ��
� $���""!#$+ ��#� �,��+�,# 0!/.�,- �!, 1� �+�##�, !�7

φc = atan2

[
2ξη +

K1η
2

Dc
, 1− η2

]
%��&�8'

��� 0),!/�� !/."�9�!#�$, Dc !,0 #�� �$++��.$,0�,- .�!�� φc !+� ."$##�0 �, 9- +� ��5:
2$+ ��*�+!" 0�;�+�,# *!" �� $2 K1 !,0 2$+ ξ = 0.01� �$+ $���""!#$+� ��#� �,��+�,# 0!/.�,-

!,0 2$+ K1 = 13 Dc #�,0� #$ 4�+$ �2 η !..+$!���� $,��

�� 2$+ $���""!#$+� ��#�$ # �,��+�,# 0!/.�,-3 #�� 2$+��� �!, 1� +�.+���,#�0 �, ! .$�,#�+

0�!-+!/3 ��� 9- +� ��5&� �# ��$�� #�!# #�� ,$+/!"�4�0 2$+��� $, #�� "�2# �!,0
��0� $2 %��&85'

� /  . #$ #�� 2$+�� $, #�� +�-�# �!,0
��0�� ��� �,��+�,# 0!/.�,- 2$+�� !,0 #�� �$,#+$"

2$+�� %1$#� ,$+/!"�4�0' !+� �, .�!�� !,0 #��) !00 #$-�#��+ #$ #�� #$#!" 0!/.�,- 2$+���

Re

Im

fi(t)

ωet

φc
fs(t)

fd(t)

fc(t)

fe(t)

��- +� ��5&7 �$�,#�+ 0�!-+!/ 2$+ �#�!0)
�#!#� +��.$,��� 2$+ K1 = 0.53 ξ = 0.1 !,0 η = 1.1

�$+ η → ηb3 #�� .�!�� φc !..+$!���� π/2 !,0 Ac �$,*�+-�� #$ 4�+$3 ��� 9- +� ��5:�

�2 Ac → 0 %Dc → 0'3 #�� �$,#+$" 2$+�� !,0 #�� �,��+�,# 0!/.�,- 2$+�� -$ #$ �,9,�#�3

��� %��&��'� ���+�2$+�3 #���� .$�,#� ��+� �<�" 0�0 2+$/ #�� �$" #�$, ��$�, �, 9- +� ��5:�
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 ������� �� ��� ��������#� .�� η = 0 / 0�1$ ��� "���� ����� �- �� ��� ���� ���� "����$ ����� ��
 �� �� ��� ��������  �!"��# ξ� ��� "���� 
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��� �2��&�����  �!"��# ����� ������� ��� ��������  �!"��# ������ 
� ��� (� ��������� ('
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� ���� ��(�������$ ��� ����'��� �������� �� ��(������� 
�9�4 �� &��� ��� �� ��� ���� ����"
 �����(� �� ��(������� 
�:�0� ��� ��������#  �-�������� �2������ #�&���� ��� !����� �� ���
��(��8

msẍ(t) + cẋ(t) + kx(t) = fT,1(t) + fT,2(t) + fe(t) /
�0,91

�� ����� fT,1(t) �� fT,2(t)  ����� ��� ������� ����� �� ��� ���"����&� �	� ����� .�� ���
��(��$ ��� �'���! "��"������ �� ��(�� 
�* ��� &��� $ ������� ��� ��� �	� �����$ ��� !���3
�� ��� ������� "�� ���� ���� � ����)� ���� ���� ���" �� /��������� 1 ���� &�(������ �����$
��� ��(�� 
�, �� ����� me �� ��� �5�������� !��� �� ��� ������ ���������

��(�� 
�,8 ����3�� ��� ������� "�� ���� �� (��� �	� ����� �� �5�������� !���

(mcr)1 [kgm] 0.0393

(mcr)2 [kgm] 0.0407

me [kg] 2.00

���� ms ������ �� ��� ����� !��� �� ��� ��(��$ ��������� �� ����� �� ��� ������� !����� ��
(��� �	� ����� �� ��� �5�������� !��� me� ��� ���!���� �5�������� ����� �� �""��� ('
!�&��# ��� �5�������� !��� me ������&� �� ��� ��(��$ ��� )#��� 
�*4�
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k cx(t)

d(t)

kx(t)

(ms −me) ẍ(t)

cẋ(t)

ftr(t)

ftr(t)

me

(
ẍ(t) + d̈(t)

)

ms −me

me

������ ���� ��!�"� "#$�"$%� "!& #%���'(%!&�!� )��� *%&+ &�"��", -���.$/ 0��1

�.� ��2"$�3� ,%$�%! �' &�'#��*�& *+ $.� #%%�&�!"$� d(t)4 5.�#. 5�22 *� �,(%'�& *+ $.� 2�!�"�
"#$�"$%�4 '�� "2'% 6���� ���7�

�'$"*2�'.�!� $.� &+!",�# �8��2�*���, %) $.� �9#�$"$�%! ,"'' me %) 6���� ���� +��2&' 

ftr(t) = me

[
ẍ(t) + d̈(t)

]
-���::/

�! 5.�#. ftr(t) ��)��' $% $.� $�"!',�$$�& )%�#�� �.� �!��$�"2 )%�#� meẍ(t) �' "2��"&+ #%!

'�&���& %! $.� 2�)$
."!& '�&� %) -���:�/ "' msẍ(t) �!#2�&�' $.� �!��$�"2 )%�#� #%,(%!�!$
#��"$�& *+ me� �.� %$.�� )%�#� $��, �! -���::/4 med̈(t)4 ��,"�!'� �.�' �' $.� �9#�$"$�%!
)%�#� fe(t) ��3�! *+ 

fe(t) = −d̈(t)me -���77/

;+ �,(%'�!� " ."�,%!�# "##�2��"$�%! d̈(t)4 " ."�,%!�# �9#�$"$�%! )%�#� �' #��"$�&� �.�' �'
��"2�<�& *+ $�"#=�!� " ."�,%!�# $"���$ (%'�$�%!

dt(t) = d0,t cos (ωet) -���7�/

�! 5.�#. d0,t &�!%$�' $.� &�'(2"#�,�!$ ",(2�$�&� %) $.� $"���$ (%'�$�%!� �"=�!� $.� $�,�
&���3"$�3� +��2&' $.� $"���$ 3�2%#�$+ 

ḋt(t) = −d0,tωe sin (ωet) -���7�/

�.� &+!",�#' %) $.� 2�!�"� "#$�"$%� 5�$. $.� �9#�$"$�%! ,"'' me 5��� �&�!$�6�& 5�$. .�2(
%) '+'$�, �&�!$�6#"$�%! ,�$.%&' 0��1� �.� $�"!')�� )�!#$�%!

GS(s) =
0.126

2.79 · 10−3s+ 1
-���7�/

&�'#��*�' $.� &+!",�#' %) $.� 2�!�"� "#$�"$%�� �!(�$ �' $.� #%!$�%2 �>%�$ ul "!& %�$(�$
�' $.� 3�2%#�$+ ḋ(t)� �!�$' "�� V "!& m/s4 ��'(�#$�3�2+� ��2$�(2+�!� -���7�/ 5�$. 1/s
-�!$���"$�%! %3�� $�,�/ ��3�' $.� $�"!')�� )�!#$�%!

GS2(s) =
0.126

2.79 · 10−3s2 + s
-���7?/

5�$. $.� %�$(�$ d(t) �! m� �.� #%!$�%2 '#.�,�' "!& '$"*�2�$+ #.�#=' �'�& �! $.�' #."($��
#"! *� )%�!& �! #%!$�%2 $.�%�+ $�9$*%%='4 ���� 0��1�
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GS2(s)

H(s)

ḋt

dt

ul

d
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&�!��� �
"#' ������� ������ ��� ������� �� ������ �(���� )*�+

��� ,������� d(t) �� �������- ��- ���,���- ���� ��� ���!�� ,������� dt(t) �� .�
�/01
 ���
-�2������ �� ��- ���� ��� ����������3 ����� �������� �� � ���,�� ,��,�������� ���-4��5 !���
Kp
 ���� �� � �����-6���, ,������� ������� ��- ���4����( ���� 4� ����5�-
 � 	��� 7����
��� ��� �,��6���, �������� �������� KPGS2(s) �� ����� ��  !��� �
""
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&�!��� �
""' 	��� 7���� �� �,��6���, ��� !������� KPGS2(s) )*�+

��� ,���� ��� �� ��� ���� ���� ,���� ��� ��( KP 
 ����3 ��� �����-6���, �� ���4�� ��� ��(
KP 
 �� KP ≈ 700V/m3 ��� ,���� 4���5 �2 ���� ��� ���� �%��
 8�����! KP = 700V/m
�� ��������� �� �,,��,����� ������
 �� ��5� ��� ������ �� ��� ������ ���� ��������3 ��
�,��6���, 9������( ������� �� �--����� �� ��� �����-6���, ,������� ������� �� �,,���-
 ��
��� 4� ���� ����  !��� �
"#3 ��� ���!�� 9������( �� .�
�/�1 �� ���� ��,��
 �� �� �����,���-
���� ��� �������� !��� KV 3 ����� �� ��� �� 1/0.126Vs/m3 ��� .�
�/*1
 ���� �� �� �,��6���,
9������( �������


:��� �2���� ��� �--�- ��!����� �� ��� ������� �2��� ul3 ����� �� �����,���- ���� �������
��!��� .���,�� �� H(s)1
 ���� ���� ��!���3 ��� ������ �������� ��� 4� �������( �����- ��
��- �2
 ���� ��� ���� �������( �������� ��� ��,�� ��

H(s) =
50

s2 + 14s+ 50
.�
�/"1

���� ;��� �� ���3 ��� ���,�� �� H(s) ����� � ������ ���9�
 ���� ������� � ������ ���,6�,
��- ���,6-��� ,������ ��� ��� ������ ��������
 ��� ,�������- ������� ������ ��� �����-

&�!��� �
"< ����� ��� �������- ,������� d(t) ��- ��� ����� �� ��� ,�������3 dt(t)−d(t)3 ���
ωe = 5 (rad)/s ��- d0,t = 0.10m
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−0.1

−5 · 10−2

0

5 · 10−2

0.1

t [s]

d
(t
)

��
�
��
�

d
t(
t)
−
d
(t
)

��
�

d(t)

dt(t)− d(t)

6 8 10
−4
0
4
·10−4

t [s]

�� �!" #$ dt(t)− d(t)

�!%&'� ��()* �#+! !#� d(t) ��� ,#+! !#� �''#' dt(t)− d(t) ����

��  -�  !�� +�.&��/� #$ 0%&'� ��()1  -� ,#+! !#� �''#'1 dt(t)− d(t)1 2�'!�+ $'#� 3�'# 4! -!�
� 2�"&� '��%� #$ 3 · 10−4 m1 +�� �� �!"5  -!+ /#''�+,#��+  # � ��2!� !#� #$ 0.3% #$ d0,t� �+
 -�  �'%� ,#+! !#� dt(t) !+  '�/6�� +# �//&'� �"71 ! !+ 8&+ !0��  # �++&�� !�  -� $#""#4!�%
 -�  -� ��,"! &�� #$  -�  �'%� ,#+! !#� d0,t �.&�"+  -� 9�/ &�"1 ���+&'��: ��,"! &�� #$
 -� ,#+! !#�1 d0� ��+ 4�'� ,�'$#'��� $#' +�2�'�" 2�"&�+ #$ ωe ��� d0,t1 ���#�+ '� !�%  -� 
 -� -�'�#�!/  �'%� ,#+! !#� /&'2�+ /�� ;�  '�/6�� ���.&� �"7 �//&'� � 4! -  -� ,'�+�� ��
/#� '#" +/-����

�����������	 ��
���
�

�!%&'� ��(� +-#4+  -� �7���!/ ��,"!0/� !#� D �//#'�!�%  # 9��<)): ���  -� ���+&'��
�7���!/ ��,"!0/� !#� Dm�
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0

10

20

30

40

η

D

��
�

D
m

D
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�!%&'� ��(�* �7���!/ ��,"!0/� !#� D ��� ���+&'�� �7���!/ ��,"!0/� !#� Dm ����

�-� 2�"&�+ $#' Dm1 4-!/- 4�'� #; �!��� �=,�'!��� �""71 �'� �=,"�!��� !�  -� $#""#4!�%�
��'�#�!/ �=/! � !#� $#'/�+ 4! - +�2�'�" �=/! � !#� $'�.&��/!�+ ωe 4�'� �,,"!�� #�  -�  �;"�
9��
� #+/!""� #':1 +�� 0'+ /#"&�� #$  �;"� ��<>� �"" 2�"&�+ #$ 0%&'� ��(� �'� +-#4� !�
 �;"� ?�<�



�� ������	 
� ��
� 	���	 �����	

����� 
���� ���� ������� �� �� ��������! ����!"#����� ���$���� %&�'

we [(rad)/s] η d0 [m] A0,m [m] D Dm ΔD

5.00 0.93 0.10 0.036 7.51 7.24 0.035
5.15 0.96 0.10 0.065 12.43 12.26 0.013
5.30 0.99 0.04 0.081 37.61 36.10 0.040
5.45 1.01 0.04 0.073 32.63 30.53 0.064
5.60 1.04 0.07 0.047 11.40 10.70 0.061
5.75 1.07 0.10 0.042 6.82 6.35 0.068

�(�� �(� �)���� � ������ )� �����! ��* �����)���� �  �� )�)�)���"� ����� ����� ��� +)�����*
�(��� �����)���� ��� !)�! ��� ��! �(� ����� ���$��!� ,)�( �(� �- )���)�� ���.��� " ��! �
 ����)� !)�$�� �+��� �+$�)��!� A0,m /�(� �!!)�)���� )�!�- m ������ �� +������!0* ,() (
 �� �� ���! �1 ���+ �(� !)�$�� �+��� ���$����� �(� ���2�� $��)�)�� �+$�)��!� d0,t ,��
 (���� �� ( �(�� �(� �)���� � ������ !��� ��� �- ��! )�� +�-)+�+ ����3� )� ±0.10m ��!
�(�� �(� !)�$�� �+��� ���$���� �� �(� ����� !��� ��� �- ��! ±0.10m� 4" �)+)�)�2 x(t)* )�
)� ������! �(�� �(� ���� �$�)�2�* ,() ( ��$$��� �(� �����* ���" !����+ �����) ���"� 
� �(�
5��(  ���+� �� ����� 
���* �(� !"��+) �+$�)5 ��)�� D )�  �� �����! �  ��!)�2 �� /
��660*
��� ���� /
��670 ��)�2 �(� ξ �� ����� 
�8� 
� �(� �)-�(  ���+�* �(� +������! !"��+) 
�+$�)5 ��)��

Dm =
A0,mω

2
n

F0

/
�
�60

,)�(

F0 =
med0ω

2
e

ms
/
�
��0

)�  �� �����!� 
� �(� ����  ���+� �� ����� 
���* �(� �����

ΔD =
D −Dm

D
/
�
�70

)�  �� �����!� �(� �������� 9���� �� ΔD )� ��,�"� �+����� �(�� 16.0%* ��� ���� ����� 4��*
�- �$� �� ωe = 5.35 (rad)/s* ,() ( )� ��)2(��" ����, ������� �� �� �(� ���.��� "#���)�
!"��+) #�+$�)5 ��)�� ��� �)�� (�� � ����$ ���$� �� ωe = 5.35 (rad)/s* �+��� +�!�� )�� #
 ��� )�� ������ )� ���2� ������ ΔD* ,() ( )� �(� �-$�����)�� ��� �(� �����)9��" ���2� ����� )�
�(� 9) )�)�" �� η = 1�

:��+ 52��� 
�8�* )� �� �+�� �9)!��� �(�� �(� ����"�) ��! +������! !"��+) �+$�)5 ��)���
/D ��! Dm0 �����"  �)� )!�� �(�������* �(� !"��+) � �� �(� �����  �� �� !�� �)��!
��; )����" �  ����� �" � �)���� +�!�� ,)�( �(� $��$���)�� �� ����� 
�8� :���(��+���* �(�
(��+��) �- )���)�� )� �$$�)�! �!�.�����" �� �(� <��: �� )�������

���������� ��	
��	�

4����� ����)�2 �(�  ��������! ���$����* $��# �� ����)��� ��� ��.�)��!� �(�  ��������! !"��+) #
�+$�)5 ��)�� �����)��� ��� �!!)�)�����" !�� �)��! �" �(� $���+���� K1* ��� /
��780� � K1

�� 0.7 ,��  (����� �()� ,�� !��� ��* ���K1 = 0.7* �(� !)�$�� �+��� �+$�)��!�� �� �(� �����
/<��: �� )������0 )� �(� �� ��������! ��! �(�  ��������!  ��� ��+�)� ,)�()� �(� �-$��)#
+����� !)�$�� �+��� �)+)�� /±0.1m0 ��! ���* ��� �� �  ����� .����)5 ��)��* ��; )����"
���2�� �(� ��+� (��!� ��� �(� �+$�)��!� d0,t �� �(� ���2�� $��)�)�� ��� �(� �)���� � �������

� �(� �����,)�2* �(� 5��� �� ���( �	� ��)�� ��� � �)9���!* ��� 5���  ���+� �� ����� 
����
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����� ����� �� !"#�#$�% �& %�' ��$(�) �*+$#�#$�% &�'+� � !�$#")�, F0 &�' K1 = 0.7-
ωn = 5.37 (rad)/s &�' )$.�'�%# �+#$/� ��� "%$#, 01�2

��� "%$# mcr [kgm] μcr [m] F0 [m/s
2]

�%� 3.93 · 10−2 1.14 · 10−3 4.68 · 10−2

#3� 4.07 · 10−2 1.18 · 10−3 4.85 · 10−2

��#4 8.00 · 10−2 2.31 · 10−3 9.52 · 10−2

�4� +�''�,!�%)$%5  �,,
'�)$$ +�%#'�� !'�)"+#, �'� 5$/�% $% #4� ,�+�%) +��" %� �$/$)$%5
#4$, �6 ms 6$��), #4� '�,!�+#$/� /��"�, &�' μcr- ,�� #4$') +��" %� �$#4 K1 = 0.7- ωn

�& #���� ��� �%) 7�����8- #4� '�9"$'�) 7%�' ��$(�)8 �*+$#�#$�% &�'+� � !�$#")� F0 +�% ��
+��+"��#�)- ,�� ��,# +��" % �& #���� �����

�� �!!�6 #4� ,� � �*+$#�#$�% &�'+� � !�$#")�- F0- &�' )$.�'�%# �*+$#�#$�% &'�9"�%+$�, ωe-
#4� � !�$#")� d0,t �& #4� #�'5�# !�,$#$�%  ",# �� ,�# �++�')$%5�6� �4$, $, )$,+",,�) $% #4�
&����3$%5� �%,�'#$%5 #4� :',# #$ � )�'$/�#$/� �& 7���;�8 $%#� 7���;;8 6$��), #4� �*+$#�#$�%
&�'+��

fe(t) = d0,tω
2

eme cos (ωet) 7���;<8

�$/$)$%5 #4$, �6 ms- #4� � !�$#")� �& #4� �*+$#�#$�% &�'+� $, )�'$/�)

F0 =
d0,tω

2
eme

ms
7����;8

���/$%5 &�' d0,t

d0,t =
F0ms

ω2
eme

7�����8

5$/�, #4� � !�$#")� �& #4� #�'5�# !�,$#$�% '�9"$'�) #� �!!�6 #4� ,� � �*+$#�#$�% &�'+�
� !�$#")� F0 &�' #4� )$.�'�%# ωf � �� +'��#� #4� 4�' �%$+ �*+$#�#$�% &�'+�- #4� 4�' �%$+
#�'5�# !�,$#$�% �& 7���;�8 3$#4 #4� � !�$#")� �& 7�����8 $, #'�+=�) ",$%5 #4� +�%#'�� ,+4� �
�& :5"'� ���>� �4� +�%#'�� ,+4� � &�' #4� �%5"��' !�,$#$�% +�%#'�� �& #4� '�#�', $, �*!��$%�)
3$#4 #4� '�#�' �%� �& ��� "%$# �%�- ,�� :5"'� �����

KV
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−

KP
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?

*

*
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H(s)

��

ωe

ϕt e1 ce1

ua,1

ϕ1

0/1

�$5"'� ����� ��%#'�� ,+4� � &�' �%5"��' !�,$#$�% +�%#'�� �& '�#�', 01�2
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��� ����� ������ ��� ���������� �������� ��� ������� ���� � ����!��� �" �� �#��$���#
%����!�� �������� &������ ���' � ������$���# ��(���� #��!�!�� ������� )!�� ��� ��� ϕt(t)
�� ��� !�#�� !� ����� ��� ��� !� �� #���� ����!������� )!��

ϕt(t) = atan2

[
x̂(t);

˙̂x(t)

ωe

]
+ π *
�
+
,

!� )�!�� x̂(t) ��� ˙̂x(t) ��� �-��!��� "�� ��� �-���%��' ��� ��-����!�� 
���
� 
� *
�
+
,
��� !� �������� �� ��� �� #����!�� �" ��� ��� ϕt(t) !� ����!�� 
�.' ωn !� ��#����� -�
ωe� 
� ����!�� 
�.' ϕt(t) )�� ���!%�� ���� ���� ��� ������� "���� �" ��� �	� �##���� ���
"��� %!-���!��� �" ��� /��& ���!������' )�!�� #���� !������ ���#���� )!�� ��� ������� "��$
������ ωn� �����"���' ωn )�� ����� 
� ��!� ����!��' ��� ������$����� ���#���� !� ����!��' !�
)�!�� ��� ��-�� */��& ���!������, ���#���� �"��� �� � �! �' #�! ��!�� )!�� ��� �0�!���!��
"�������� ωe� ��!� )�� ���� ���� �� "�� ��� ������!� �����!�� �" ��-����!�� 
�1�.�

��� ��� !� ���� �� #���� )!�� ���  ������� ��(���� #��!�!�� ϕ1(t) *�##�� ����� �" �	�
��!� ���' ��� 2(��� 
�.3,� ��� ����� e1(t) !� ���� �! !��� �� %����� -��)��� −π ��� π -�
���!�( !���(��  ���!#��� �" 2π �� !�' ��� -���4 56�5 �" 2(��� 
�71' )�!�� (!%�� ce1(t)� ce1(t)
!� ����  ���!#�!�� )!�� KP ' �!���!�( ��� ������� �8��� "�� ��� ������$���# ��(���� #��!�!��
�������� � ���-!�!�� ����4 �" ��� ������$���# ������� )�� (!%�� !� ��-����!�� 
���7� ���
!�#�� �" ��� �#��$���# %����!�� ������� !� ��� �0�!���!�� "�������� ωe' )�!�� !�  ���!#�!��
)!�� ��� �������� (�!� KV ' �!���!�( ��� ������� �8��� "�� ��� �#��$���# %����!�� ��������
9��� ������� �8���� �� �# ��(����� �� ��� ����� ������� �8��� ua,1(t)' )�!�� !� ����
 ���!#�!�� )!�� ������� �!(���� ��!� �!(��� !� ���� ���� "�� ����!�( ��� ��������� �� ���
�8� ���� ��� ����  ������� �)!����� �� �������� ��' ��� !�#�� �" H(s) ����(�� ��������
"�� :��� �� ���� �!�� ��� �����"�� "����!�� H(s) (!%�� !� *
�
37,' � � ���� �� #$�#
��� �� #$��)� �" ��� ������ !� (���������� ��� �����"�� "����!�� Ma,1(s) *!��������� !�
��-����!�� *
���.,, �����!-�� ��� ���� !�� �" ��� �##�� �������� �" �	� ��!� ��� )!�� ���
������� �8��� ua,1(t) �� ��� !�#�� ��� ��� ��(���� #��!�!�� ϕ1(t) �� ��� ���#���

&�� ��� �����' ���� �������� !� ���������� !��!%!������� KP !� ��� �� 1.5V/(rad)� ��!�' !�
�� -!���!�� )!�� ��� �#��$���# %����!�� �������' �!���� �������� ����4!�( �������' ��� ���
���� �����!-�� !� ��� "����)!�(� KV !� �� #���� "�� ���� ����� !��!%!������ -� "�� !�(
��� ���!#����� %���� �" ��� �� ������ �" ��� ������#���!�( �����"�� "����!��' ��� ��-���$
�!�� 
���.' !� #���!����� *
�+;�, ��� ��-�� 
��� &�� ��� 2��� ��������' ��(�' KV !� ��� ��
1/3.14Vs/(rad)�


� ��� "����)!�(' ��� �8���!%����� �" ��� ������� ���� � "�� ��� ��������� !� �� ���������
����( )!�� � �����!#�!�� �" ��� ���� #�������� "�� ��� #���!����� �0�!���!�� "�������� ωe =
5.25 (rad)/s� 9��� �	� ��!�� )!�� -� ���!%����� ������!�( �� ��-�� 
�++' F0 !� 9.52 ·

10−2 m/s2� �!�� *
�
++,' ��� ����!��� � #�!���� d0,t �" ��� ���(�� #��!�!�� !� �����������

� 2(��� 
�7<=�' ��� �!�#���� ��� x(t) �" ��� /��& ���!������ !� ���)��

�� t = 4.5 s' ��� �!���� �������� *�0�!���!��, !� �)!����� �� ��� ��� �!�#���� ��� � #�!����
����#�� �!��� �� �##��0! ����� 5.5 · 10−2 m� �� t = 11.5 s' -��� �	� ��!�� ��� ������ ��'
!������#�!�( ��� ����# �!�� !� ��� �!�#���� ��� � #�!����� ��� �!�#���� ��� � #�!�����
���� ��������� �� t = 200 s' ��� *����������'  �������, �!�#���� ��� � #�!���� A0,c,m !�
0.0448m' )�!�� !� ���� �8 ��� ��� ���� "�� ��� �� #����!�� �" ���  ������� ����������
���� !� � #�!2���!�� Dc,m�
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 ��� ��
 ���� ��� ���� � ��� ��!�� ��� ��� ����  ��"��� #� K1 = 0.7� ���
$�  ������!�%  ��"��� � � ����� !� &%" � 
�'��

����� 
��
( ����  ��"��� �# $��� ����� �����)*�����  ������� #� K1 = 0.7 +,�-

�$�!.� �	� "�!�� we [(rad)/s] d0 [m] Dc A0,c [m] A0,c,m [m] Dc,m ΔD

���� 4.45 0.0832 2.77 0.0092 0.00897 2.72 0.021
���� 4.65 0.0762 3.36 0.0111 0.0103 3.12 0.071
���� 4.85 0.0701 4.36 0.0144 0.0132 4.00 0.084
���� 5.05 0.0646 6.52 0.0215 0.0194 5.87 0.100
���� 5.25 0.0598 14.78 0.0488 0.0448 13.56 0.082
���� 5.45 0.0555 18.35 0.0606 0.0581 17.59 0.041
���� 5.65 0.0516 5.48 0.0181 0.019 5.75 −0.050
���� 5.85 0.0482 2.82 0.0093 0.0107 3.24 −0.147
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/!%" � 
�'�( ���� ����� �)��0!$ �0��!&$��!�� Dc ��� Dc,m ������� �%�!��� # �1"��$)  ��!�
η #� ξ = 0.00305 #� K1 = 0.7 +,�-

��� �  � ΔD �# ��� $��� ����� �)��0!$ �0��!&$��!�� !� $�0�"��� �)

ΔD =
Dc −Dc,m

Dc
2
�
�,3

�.�� #� # �1"��$)  ��!�� $���� �� ���4 ��� ����� ��
4 ΔD !� �0���� ���� 11%� ��!� .� !&��
��� $�  �$����� �# ��� ����)�!$ ���"�!���

���� �� � ����  ������� #� K1 = 1.14 ��� &%" � 
�'
 �!�� ��� $�  ������!�% ����� ��,� ���
����)�!$ ���"�!�� !� $��& 0�� �%�!�� ����.� 4 �� %� �  � � ΔD �$$" 4 ��� ���� ����� ��,�
/� � K1 �# 1.14 ��� �)��0!$ �0��!&$��!�� !� ����!�!.� �� .� !��!��� !� K14 ��� &%" � 
�'
4
!� ��!$� Dc !� ���!�!�����) ������� #� K1 = 1.1± 0.05�

/" ��� 0� �4 ��� �  � !�$ ����� �!�� ��� # �1"��$)  ��!�� �!�� �!%�� # �1"��$)  ��!��4 ���
0���" �� �!����$�0��� �0��!�"��� A0,c,m ��$�0� �0���� ��� �0���� 5 ��� 6��/ ��$!����� 
!� ��� �) ��  ���4 ��� A0,c,m �# ����� ��,� /� ����� .� ) �0��� .!� ��!���4 ��� ����!$ # !$�!��
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����� ��!�" �#�$�#%% � �&��'�( �')%�*(�$�#� Dc ��� Dc,m )%#$$ � �����+$ ,� -� �(& ��$�#
η ,#� ξ = 0.00305 ,#� K1 = 1.1

 . ($+ '�& /�0 � �� �$ � �')�($ #� $/ '#$�#� $/�� �$ /�+ ,#� %��� � 0�1��$�#�+� �/�+ �+
� )#++�1% (��+ ,#� $/ ��� � +$�'�$�#� #, Dc,m�

� +$+ 2 � � ) �$ � ,#� K1 = 1.03 +  *��� 4�5 ��� $�1% 4�6� �/  7)%���$�#�+ #, $/ 
)� 0�#�+ $2# )������)/+ �))%&�

����� ����	
���
 ���� ��
�� �	�� �	���


�� $/ ,#%%#2���3 $/ +$ ��&
+$�$ ��')��� ) �,#�'��( #, $/ ��� �+ (#')�� � 2�$/ �
$�� � '�++ ��') � 8���9� �/ ��� 2�+ ��0 �$ � 1& ���/' :;�<� �$+ $/ #�& �+  7)%��� �
1�� =& �� $/ ,#%%#2���� �#� '#� � $��%+3 +   ��� :>3 !<�

� ��
� #+(�%%�$#�  -��)) � 2�$/ � ��� �+ +/#2� �� *��� ��!; �+ (#�+�� � �� �/ '���
'�++ m �+ �$$�(/ � $# $/ ,��' 1& � +)���� ��� � ��')���  % ' �$� �+ 1 ,#� 3 k ���
c � , � $# $/ +$�.� ++ #, $/ +)���� ��� $/ ��')��� (# ?(� �$ #, $/ ��')���  % ' �$�
�/ (##�����$ x(t) � +(��1 + $/ '#$�#� #, m� � (#�$�#% '�++ mc �+ �$$�(/ � $# $/ '���
'�++ 1& � +)���� 2�$/ $/ +$�.� ++ k2 ��� � ��')���  % ' �$ 2�$/ $/ ��')��� (# ?(� �$
c2� �/ (#�$�#% '�++ 2�$/ $/ +)���� ��� $/ ��')���  % ' �$ � )� + �$+ $/ ���� �/ 
� %�$�0 '#$�#� 1 $2  � $/ '�++m ��� $/ (#�$�#% '�++mc �+ � +(��1 � 1& $/ (##�����$ 
rd(t)� � /��'#��(  7(�$�$�#� ,#�( fe(t) �($+ #� $/ '�++ '�

�+$�1%�+/��� $/ �&��'�(  -��%�1���' ��� ) �,#�'��� +#' � ������ ' �$+ &� %�+ $/ ��+

)%�( ' �$ �')%�$�� A0,d #, $/ '��� '�++ ��� $/ � %�$�0 ��+)%�( ' �$ �')%�$�� A0,r

#, $/ (#�$�#% '�++ �� +$ ��&
+$�$ :>3 !<� �#�'�%�@��� $/ + ��+)%�( ' �$ �')%�$�� +3
�+ �#� ,#� $/ ���3 &� %�+ $/ (#�$�#%% � �&��'�( �')%�*(�$�#� Dd #, $/ ��� ���
A0,rω

2
n/F0

Dd =
A0,dω

2
n

F0

=

√
g2
1
+ g2

2

g2
3
+ g2

4

8���569
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2
n

F0

=

√
η4

g2
3
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�
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(�)* )*� +,--,(��� )����

g1 =κ
2
− η2

g2 =2ηκξ2 �������

g3 =η
4
− η2

(
1 + κ2 + μ2κ

2 + 4κξξ2
)
+ κ2

g4 =η
[
2ξ
(
κ2 − η2

)
+ 2κξ2

(
1− η2 − μ2η

2
)]
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��� ����� κ� �

 ������� ����� ξ2� �

 ���� ����� μ2� �

 ��
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��� �����
η ��� �

 ������� ����� ξ ��
 ���
� �� �

 �����	��� 
�������� ��� � !

κ =
ω2

ωm
	��
 ωm =

√
k

m

ξ2 =
c2

2mcω2

	��
 ω2 =

√
k2
mc

�����"�

μ2 =
mc

m
η =

ωe

ωm
ξ =

c

2mωm

#� �����"�� �
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��� ����� η 	�� ����
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� 
���� �� �

 ��
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�� �������� 	
��
 ������
�� ωn ��������� �� ���$� ����
�� �� ωm� %
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 �� �
��
ωn ������
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 ��
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 ����� ���� m +mc� 	
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�� ωm ���� �
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 ���� ���� m� '� �
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 ������� ������ �� ���
�
 �����
� �
�� m ≈ m+mc� (���
��
����� �

 ��
��
��� ������ η �� ������� ��� �����"�
��
 
����� %

 ���������� ���� 
���� ��� ξ� �

 �����"� ��� ���)��

%

 ���� ����� μ2 ��&
�� ���� �

 ���� ����� μc ���
� �� ������� *� ������� �
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��������� ��  !" #$" �%& �'��()* +�&,-&��. �)��� κo )�� �%& �'��()* �)('��� �)��� ξ2,o )�&

κo =
1

1 + μ2
/����01

ξ2,o =

√
3μ2

8 (1 + μ2)
3
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���-�& ��#6; �.�)(�� )('*�5�)����4 D /-�������**&�1" Dd /���1" Dc /���1 )�� ���

()*�<&� �&*)��9& ��4'*)�&(&�� )('*��-�& A0,rω

2
n/F0 �+ �%& ������* ()44 �� 4�&)�.
4�)�&" )**

�-�9&4 +�� μ2 = 0.01 +�� ξ = 0.01  7�$

�%& �)('��� �)��� ξ )�� �%& ()44 �)��� μ2 )�& ��'-�4� ���% �%& ��9&� μ2" �%& �'��()* 9)*-&4
+�� κ )�� ξ2 )�& �)*�-*)�&� )�������� �� /����01 )�� /����21  !" #$� �4��� /����61 �� /����=1"
�%& ������**&� �.�)(�� )('*�5�)���� Dd )�� A0,rω

2
n/F0 )�& ��('-�&� +�� �%& ���� �%&

+�&,-&��. �)��� η �4 9)��&� �� �%& �)��& �� >%��% Dd 8&��(&4 �&*)��9&*. *)��&� �� �%& *�>&�
��)��)( �+ 5�-�& ��#6" �%& '&)? 9)*-& +�� A0,rω

2
n/F0 �)� 8& �&)� �@� A0,r ����&4'���4 ��

%)*+ �+ �%& 4���?& �&,-��&� +�� �%& ���� �� &�4-�& ��(')�)8�*��. �&�)����� 4�<& 8&�>&&�
�%& ��� )�� �%& ���" �%& '&)? 9)*-& �+ A0,r �4 4&� &,-)* �� �%& �)��-4 r� �%&�&+��&;
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fT,1(t) = mcr
[
ϕ̇1(t)
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fT,2(t) = mcr
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]
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(���-�� �6�' -�!� 6�!��(�� �!�� �'. -�!� #'%���!�%  �'.�' ��� +�!���� ���� #'%���!�%
�$�!���'. �9�� ��' (� !�%#��%  � � ��! ��' �5 �' (1  #'�'.  �� ��' !����!, &���� �'�#!��
 ��  !��7�'. �+  �� ���, ���� �..!����6�� ��&�6�!, �+  �� ��' !����! �� '� �..!����6� �'�#.�,
 �� �' �
$����'. (� &��'  �� 6����� 1 �+  �� ���� ������� �! �'%  �� ��' !�� +�!��� �+  ��
��� #'� � -�1 (� ��� � ���!�+�!�,  ��  #'�'. �+  �� ��' !����! �� �  !�%�
�9 (� &��'
�'�#!�'.  ��� �' �
$����'. �'% $!�%#��'. �-���  �'.�' ��� +�!���� ��� � � �-�' � �+  ���
$�!�.!�$� �!� � #%��% �'% "#�' �:�% �' -�!� %� ��� �' ���$ �! ;�

�' <=>?, � ��' !�� ��.�!� �-  � $!�6�'  �� #'%���!�% �9�� � %���!�(�% �'  �� $!�6��#� $�!�

.!�$� �� $!���' �%� �' �%�$ �% �(��!6�! �� �' !�%#��%� ���� �(��!6�! -�7��  �� � � ��,
x̂(t) �'% ˙̂x(t), !�"#�!�% +�!  �� ��-$# � ��' �+  �� ��� �6����(��� � !�
��'� !#� �  ��
%��$����-�' �'% 6����� 1 !��$�'��� �+  �� ���� ������� �! �#��  �� +�! ��!.� 6�(!� ��'
�-$�� #%��@ �� �1� �- +�!��� �!� ��!.� �' ��-$�!���'  �  �� �5�� � ��' +�!�� �'%  �'.�'

 ��� +�!��� $!�%#��% (1  �� ��� #'� �@,  �� �%�$ �% �(��!6�! +����&�  �� !��$�'��� �+
 �� ���� ������� �! ���#!� ��1� �'  �� � ��! ��'%, +�! �-��� 6�(!� ��' �-$�� #%��@ ��
�5�� � ��' +�!�� �'%  �'.�' ��� +�!��� $!�%#��% (1 ��� #'� � %�� � �  �� -� ��' �+  ��
���� ������� �!@,  �� �%�$ �% �(��!6�! %���#$���  �� �(��!6�% � � �� +!�-  �� -� ��' �+
 �� ���� ������� �!� �� � !��#� ,  �� �%�$ �% �(��!6�! ��' �'#��  � $!�%#��  �� %���!�%
-�'�
+!�"#�' 6�(!� ��' +�! �-��� 6�(!� ��' �-$�� #%��� ���� �� !����3�% (1 ��#$��'. �'%
%���#$��'.  �� �%�$ �% �(��!6�! �� � +#'� ��' �+  �� 6�(!� ��' �-$�� #%�� �' <=>?, � &��
���&'  ��  �� $!�$���% ��' !�� ��.�!� �- &�!7� �� &�' �%� ��&�6�!, ��6�!��  #'�'. 6�!�

�(��� -#� (� �� � ���� -�7��  ��  #'�'. �+  �� ��' !�� ��.�!� �- "#� � ��(�!
�' �'��6��
���!�+�!�, �'� ��!, ��-$��! ��' !�� ��.�!� �- �� $!���' �% �'  �� +����&�'.�
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�� ������� ��� ������� ������� �� ��� ��� �� !���� ���"#��" $% ��� � ���� ���#���� �!
&'#�� 
�()  �  ����"#��"� *�� ��� ��� ��� �� !���� fe(t)� � +� �� �� �� � '��� ,� '��� + ��
�������� �������� ��+�� "��� �%-  � ���#��"� 
�  � !�" ����#'� � $��".���� &���� + �� �
��+�� ��" �� #���� �#�.�/ !��0#���% �� 3.37 ,��"-1� ��" 7.37 ,��"-1�� ������� 2��%� ���
&���� �'  � "��� �� ��� � ���� ���#����� ��� &'#�� 
�()�  � ��� +����" �� ����% ��$ ����% ���'�
�� ����� !��0#��� �� �� ��� 3��* ��� ������� ��� ��� �� !��0#��� �� �#�� ������� ���� ���
���#��� !��0#���% ωn ������ $� ���� 4�" �� ��  �&� �� ���'� ����5� �! ��� � ���� ���#����
+�#�" $� ��0# ��"� *#����������  �  � #�+����" �� "� 2� ��� � ���� ���#���� + �� ��$ ���� �%
� '� !��0#��� �� �� �� � +�#�"  ������� ��� ������ ��� +��� �� ��� � ���� ���#���� + ���#�
���#���% ��� � �' ��� 3��* ��� �������

� 2 " �' ��� !���� � '��� $% ��� ��� ��� �� ���� me = 2.0 kg ���"#��� ��� ��������� ��
��0# ��" $% ��� � ���� ���#���� �� ���"#�� ��� ��� ��� �� !����� 
���'��� �' �+ �� �2�� � ��
���#���  � ��� ���'�� ��� � �� dt(t) !�� ��� � ���� ���#�����

���� ���� me  �  ���#"�"  � ms �! ��$�� 
�6� �����!���� ���  ���� �� !�����  �"#��" $% ��
��������� �� ẍ(t) �! ��� ��$�� ���  ���#"�" �� ��� ��!�.���" � "� �! ,
�

7-� +������ ���
 ���� �� !����� ���"#��" $% ��������� �' ��� ��� ��� �� ���� ����� 2� �� ��� ��$�� ��� ��
��� � '��.���" � "� �! ,
�

7-� 3�� �#$���� �� 
���8�  � ���� �#���� &'#�� 
�6( ��" ,
�799-
 � +� �� d(t) "���� $�� ��� ����� 2� ��� �� $��+��� ��� ��$�� ��" ��� ��� ��� �� �����
�� ����5 dt(t)� � �����".���� ������� + �� � ������� ���� !��"$��5 '� � KP = 700V/m  �
�#:� ��� �� ���"#�� �"�0#��� ����5 �' ���#����

* '#�� 
��� ���+� ��� " ���������� �! ��� ��$�� !�� � ���"���% ������ � ��  ����2��� ���
2 $��� �� ���� �#"�  �������� ��" "��������  � � �� �� ��� ��� ��� �� !���� ����� ��� ����
 � ��� " ���� �� �! ��� 2���� �% �! ��� 3��* ��� ������ ��" ����� ��� "��� ���� ���
2 $��� ��� ��'� �#"� + �� � � ����� ���" � ��  ����2�� ��� $� 0#��� &�" + �� ��� ����"��"
"�2 �� �� ,��"- �! ��� " ����������� xstd = ��"(x(t))� 
�  � #��" !�� ������ ��� �#������
 � ��� !����+ �' ��"  � �0#�� �� 0.0236� !�� � "#��� �� �! ��� ��#� +��� $��� �	� #� ��
���  ���� 2� ,#����������"-� �� � ���#�� +�� 2�� &�" �#��� ����%� 	����� �' ��� � �#��� ��
�� ��� ���� % ��"� �����% ��� ���� 2 $��� ��� ��'� �#"� ���+ �' ���� ��� � �#��� �� ��"
���� �' "#��� ��  � �#:� ����% ���'�
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��� �������� �!"#��$%� A(t) � % ��� ��� ϕt ��� &�!"$��% �&&��%� ' �� (����)*

A(t) =

√√√√x̂(t)2 +

[
˙̂x(t)

ωn

]2
ϕt(t) = atan2

[
x̂(t);

˙̂x(t)

ωn

]
+ π (����)*

� +��&� ��� ,����, "��%$&�% �- ��� ��,�����. ,�� ,$�,�&��� (��/��*. ��� $,�%. ,�� �#,� (��)0*

� % (��11*�

�$� �� ��� ,��&��,��& �2&������ � % %$� �� ��� 3�&� ���� ��� ���4 �,&�##���� �&�, �, �

�� %
"�,, 5#��� ��,�#3. ��� ���4 �,&�##���� ��,"� %, +��� ,�����# 3��6$� &��, � ��� ��&� ��-

�3 ��,  ��$��# 3��6$� &-� 7- &� �� $�$,#- $"%��� ' ��� ���. ��� � ��
"��,� ' ���+�� 

��� ��#�&��- �3 ��� ���4 �,&�##���� � % ��� ,$"���!"�,�% &� ���# 3��&� �, &� �� $�$,#-

�&�����%�

�� � ,$�� ���� ���� ��� $ ��, 8�� �#- %�!" ��� !���� 3�� #��'� �������� �!"#��$%�,

� %  �$���#�9� ��&� ����� 3�� ,!�## �������� �!"#��$%�,. ��� ���,. ϕt,1(A) � % ϕt,2(A).
3�� ��� � %���%$�# ��� $ ��, ��� &�!"$��% �, � 3$ &��� �3 ��� ��!�
���-� ' �������� 

�!"#��$%� A(t). ,�� 5'$�� ��/�� 	��� ���� A(t) �, � &� �� $�$, ,�' �# �, x̂(t) � % ˙̂x(t).
+��&� ��� "��%$&�% �- ��� ��,�����. ��� �#,� &� �� $�$, ,�' �#,�

�

�

��2�!$! %�!"� ' �&��� 

�� ���# 3��&� &�!"� ,���� 

ϕt

ϕt + 0.5π

ϕt − 0.5π

A2A1

A

ϕt,1(A)

ϕt,2(A)

4�'$�� ��/�: ��!"$����� �3 ���, 3�� ��&� ��� $ ��

��� � ���%$&�% �������� 
�!"#��$%� ����,��#%,. A1 � % A2. ��� �� �� ,�� �- ��� %�,�' ���

;�� A(t) ≥ A2. ���� ���
$ ��, ��� ��6$���% �� 3�##�+ ��� ���. ϕt(t). ,�� 5'$�� ��/��
;�� A(t) < A1. ��&� ��� $ �� �, ��6$���% �� %������ 3��! ϕt(t)< � � �- 0.5π � % ���

����� �- −0.5π� �� �&����� ���,. �+� � %���%$�# ���,. ϕt,1(A) � % ϕt,2(A) �, � 3$ &��� 

�3 ��� ��!�
���-� ' �������� �!"#��$%� A(t) 3�� ��� � %���%$�# ��� $ ��, ��� 3��!$#���%.

,�� 5'$�� ��/�� �, A(t) �, � &� �� $�$, ,�' �#. ϕt,1(A) � % ϕt,2(A) ��� �#,� &� �� $�$,

,�' �#,� �����3���.  � %�,&� �� $����, ��� "��%$&�% � ϕt,1(A) � % ϕt,2(A)< ,�� %�,&$,,�� 
�� ��� � % �3 ���, ,$�,�&��� �

ϕt,1 � % ϕt,2 ��� ��� 3�% ����$'� � 5#���� ��� 5#��� �, ,��+ 3�� ϕt,1 � 5'$�� ��/� � +��&�
Kϕ ��3��, �� � "��"����� �# 3��%��&= '�� � �� "��%$&�, ��� 5#����% ��� ϕt,1,f � ��� � "$�

�3 ��� � ��'����� ��3��, �� ��� 5#����% ���'�� � '$#�� ��#�&��-� ���, 5#����% ���'�� � '$#��

��#�&��- �, ��� !��� ������#� ��� #��'�� Kϕ� �3 Kϕ = 0. ϕt,1,f +�$#% ���� � �%��# ,�+
�����

,��"� +��� � &� ,�� � ,#�"�. ωn. ��� "��3����% ���'�� � '$#�� ��#�&��-� ��+����. ϕt,1,f +�##

 �� ���&= ϕt,1� �3 Kϕ → ∞. ϕt,1,f +�##  ���#- "��3�&�#- ���&= ϕt,1� �$!!���9� ' ��� �����.

ϕt,1,f ���&=, ϕt,1 !��� �&&$����#-. ��� #��'�� Kϕ �, �� ��� �2"� ,� �3 � ��'��� �������#��-

�3 ��� 5#����% ���'�� � '$#�� ��#�&��-� ��� "���!���� Kϕ +�## �� �����% � ��� 3�##�+� '�

���� %����#�% ,�$%��, +��� � �����. !��� "�+��3$# 5#��� ��� "��3��!�% � &��"��� 0�
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����� !� "����!����" #��$ ! %��!���� �� ��� $��� #��� &�������%
 �$�  ��&���� "����!'

���� ��%�� �� ��%��� �$� ��%�(�%�!� )�� *" �" "$�#� �� +���� 	
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���������� !  ��%���

�� +���� 	
-, !�% .	
/0�1

�2�!�� " �� �$� ! ��!���"

!  ��%��� �� "�)"� ���� 	
�
-

fT,1 !�% fT,2
!  ��%��� �� .	
			1 !�% .	
		-1

3��� �" ���!���

�� �!)�� 	
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�
	

� !�% ϕt

!  ��%��� �� .	
		01

ϕt,1 !�% ϕt,2 !  ��%���

�� +���� 	
�5

Kϕ

ωn

A1, A2

ϕt,1,f , ϕt2f

ua,1, ..., ua,4

ϕ1, ϕ2, ..., ϕ̈1, ϕ̈2

fT,1, fT,2

fe

x

x̂, ˙̂x

A,ϕt

ϕt,1, ϕt,2

ϕ1, ϕ2

�$2"� !� "2"���

������ 	
�,� 3����!���� ��%�� ��� ������

�$� (�)�!����'!�&����%� �$��"$��%" A1 !�% A2 !" #��� !" �$� �!�� Kϕ #��� (!���% ��  $�"��

�!���"
 ��� �$�  ������ �� �$� �����"6 �$�  ������ " $��� �� +���� 	
-, �" �"�%
 �� $!" �$�

+�����% ���" �� +���� 	
�� !" ��&��
 �$� �!���� !����!� (��� ��2 �" "�� �� �$� &�������%

!����!� (��� ��2 ωn
 7"��� �$�  ��������� C(s) �� .	
/0,1 #��$ KP = 10V/(rad) 2���%"
!%�8�!�� ��! *��� ��"���"
 92 !%�8�!�� �� �" ��!�� �$!� �$� �����" !  ��!���2 ��! * �$�

+�����% ��� .�
�
 �$� ��! *��� %2�!�� " �� �$� �����" !�� �� $ �!"��� �$!� �$� %2�!�� "

�� �$� +����1
 �$� %2�!�� " �� �$� ! ��!���" #��� %�" ��)�% �� "�)"� ���� 	
�
-


�$� "����!����" !�� !""�""�% �"��� �$� "�!�%!�% %�(�!���� �� �$�  ��������% %�"&�! �����

xstd !�% �$� "�!�%!�% %�(�!����" �� �$� !����!� (��� ����"6 ϕ̇std,1 !�% ϕ̇std,26 �� �$� ��%�(�%�!�

��� ����"6 "�� �!)�� 	
/-
 ��� �$�  ��&��!���� �� �$� "�!�%!�% %�(�!����" �� �$� �����

(��� ����"6 ϕ̇1(t) !�% ϕ̇2(t) ��&��"��� ��� ����� �� �$� +�"� !�% "� ��% ��� ����6 ��"&� ��(��2


�$�"  !� )� %��� )2 !""����� �$!� �$� %2�!�� " �� )��$ �����" �� �� ��� ��� ���� !��

�8�!�
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����� ����� ����� !" #!�$%!� �� !%�$&' ��( �))�))'��$ !" ��'�%�#�� )�'���$�!�) *%!+)

+%�$$�� �� �!�( �%� ,���(�$�( �-.�%�'��$���/0

����� ,�%�����) �))�))'��$ #%�$�%��

A1 A2 Kϕ xstd ϕ̇std,1 ϕ̇std,2

[m] [m] [1/s] [m] [(rad)/s] [(rad)/s]

0.01 0.05 0.1 0.0160 0.15 0.14
0.01 0.05 0.5 0.0091 0.28 0.28
0.01 0.05 1.0 0.0089 0.37 0.37

0.02 0.06 0.1 0.0132 0.09 0.09
0.02 0.06 0.5 0.0126 0.22 0.22
0.02 0.06 1.0 0.0126 0.30 0.30

0.03 0.07 0.1 0.0157 0.07 0.07
0.03 0.07 0.5 0.0157 0.17 0.17
0.03 0.07 1.0 0.0157 0.22 0.22

��#!�$%!���(� xstd = 0.0236m

����� ���� )&!+) $&� �))�))'��$ !" $&� ��'�%�#�� )�'���$�!�) +�$& $&� #!%%�).!�(�� $���� 

,�%�����)� �$ ��#!'�) �,�(��$ $&�$ $&� '� ��$�(� !" $&� ,��%�$�!�) �) �!+�%1 $&� )'����% $&�

,��%�$�!�
�'.��$�(� $&%�)&!�() A1 ��( A2 �%� )�$ ��( $&� &� &�% Kϕ �) #&!)��� �&�) �) �$

$&� �-.��)� !" ��% �% ,�%��$�!�) �� $&� �� ���% ,��!#�$��) ��( %�.%�)��$) $&� '��� $%�(�
!2

$&� (�)� � �� ����% &�) $! '�3��

��'���$�!� %�)��$) +�%� $&�� ,���(�$�( �-.�%�'��$���/� �&� �-#�$�$�!� "!%#� +�) �..���(

!� $&� $����� ���)�4���$�/1 $&� #!�$%!� �� !%�$&' "!% $&� ��� ���$) +�) ���$��$�(� ��)$

(�%�$�!� �)1 �) ��"!%�1 !�� &!�%� �&� (�$� !2 ��� %�4��%�( )$�$�) +�) %�#!%(�( �$ ��� $�'�)�
����� ���5 )&!+) $&� %�)��$) "!% $&%�� $���� )�$)�

����� ���5� ����� !" #!�$%!� �� !%�$&' ��( �))�))'��$ !" $�)$)

����� ,�%�����) �))�))'��$ #%�$�%��

A1 A2 Kϕ xstd ϕ̇std,1 ϕ̇std,2

[m] [m] [1/s] [m] [(rad)/s] [(rad)/s]

0.01 0.05 1.0 0.0096 0.39 0.39
0.02 0.06 1.0 0.0135 0.27 0.27
0.03 0.07 1.0 0.0170 0.23 0.23

��#!�$%!���(� xstd = 0.0236m

�$ ��#!'�) �,�(��$ $&�$ $&� )$��(�%( (�,��$�!�) !" $&� �� ���% ,��!#�$��) ��( $&� (�).��#�


'��$) !" $&� ��'�%�#�� )�'���$�!�) ��( $&� �-.�%�'��$) ���%�/ #!��#�(�1 )�� $���� ����

��( ���5� �&�)1 $&� �����% '!(��) �)�( "!% $&� )�'���$�!� (�)#%��� $&� (/��'�#) !" $&�

$����1 $&� %!$!%) ��( $&� �����% �#$��$!% �(�4��$��/ �##�%�$�� �&� )$��(�%( (�,��$�!� xstd
!" $&� ��#!�$%!���( (�).��#�'��$ %�).!�)� �) 0.0236m ��( �$ �)1 (�.��(�� !� $&� $���� 1
%�(�#�( $! 0.0096m1 0.0135m ��( 0.0170m� �&�) #!%%�).!�() $! � %�(�#$�!� !" 59.3%1

43.0% ��( 28.0%1 %�).�#$�,��/�
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'ϕ1(t)  !% ϕ2(t))  !% ���  !��$ � ��$�&����� 'ϕ̇1(t)  !% ϕ̇2(t)) �+ ��� ,���  !% ��&�!% �	�
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������ 
���. /���� $ �� ��� �+ ���� ���!� ��� �	� �!���

�� t = 566 s* A(t) �� �$����$-  ���� A1� �����+���* ��� ������  ��*  � ��0����%* !� �$- �!  !��1
#� �� �� � &� �����* ��� �� �� ϕ1,2(t)� ���" t = 573 s �# �� t = 575.5 s* A(t) �!&�� ���  !%
��� ������ ��&�"� "��� �! #� �� ���� � &� ������ ��  &����� ����* ϕ̇1(t) �� %�&�� ��%  !%

ϕ̇2(t) �� �!&�� ��%� �� t = 575.5 s* A(t) �� &���  #� 2 ��$�� A2� �����+���* ��� #� ��!�

������! ���� �	� �!��� �� !�� #��+�&�$- ��� � "�� ���" t = 576 s �# �� t = 580 s* ���
���� �	� �!��� & ��� ��� ���� ���!� �� %�& -� ��!��0��!�$-*  � A(t) %�&�� ���* ��� &�!���$
+��&�� �+ ��� �!%���%� $ �	� �!���  �� ��� �!&�� ��!�$- �!  !��1#� ��� ���� �� �� $�3�% �-

�!&�� ��!� ϕ̇1(t)  !% %�&�� ��!� ϕ̇2(t) �$����$-� �� t = 580 s*  � A(t) ≈ A1* ��� &�!���$

+��&�� �+ ��� �	� �!���  ��*  �  � ��� �� ��* !� �$- �!  !��1#� ���
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��� ��������� � � ! ��� �"#�$��� �� �% ���� ��&��'��� ��(� ���) ���� ��� #$�#���!

'� �$�� ��*�$���� ����)� ��� � !�(�!��� ��� � ��� �� )�$+ �� )����!, -�$ ����� (�&$���� 

��#����!�� .A(t) < A1/0 ��� '� �$�� %�$'�� �'� � � ��
#���� � ! %�$ ��$*� (�&$���� �

.A(t) > A2/0 � 
#���� � !0 ������� �����10 � � ��
#���� �� ��� (���'��1 �% ��� ���-

��'������$� -�$���$��$�0 ��� � *���$ (���'��1 �% ��� $���$� ��  ��$�1 '� ��� �� ���� ��#�'��

%�$ �� � * ��� #$�#���! '� �$�� ��*�$���� �$� !��'����! � ��� %����)� *,

�� ��� ��)�$ ��� (�&$���� 
��#����!� ��$�����!� �$� ���0 ��� ��$*�$ &�'���� ��� (�&$���� 

��#����!� $� *� � )��'� &��� ��� � ��� 2�� ��1 !��#� �� ��3�� ��10 ��� (�&$���� �

�$� ��$� $�!�'�!� ��)�(�$0 �� ��� $������ * $��#� ��� �% ��� ���- ��'������$ !�(����

��$� %$�� ��� �� �
%$�3�� � (�&$���� 0 ��� � !���$�! (�$����� � � ��� � *���$ (���'


����� &�'��� ��$*�$� ���� ���� $������ � ��$*�$ �� *� ���� %�$'��0 )��'� '� &� ��� ��

� �!!���� �� �"'������ �� ���1 �'� $� !���1 � ��� ���- ��'������$� �% ��� �4�'� �%

��� �� *� ���� %�$'�� &�'���� ��� ��$*�0 � %�$���$ !�'$���� �% ��� (�&$���� 
��#����!�

��$�����!� �� � �4�'��(��

�� ��� �� � * �% ��� 5���$ �% 5*�$� ��67 �� � �$�!�
�4 &��)�� � ��$� * ��� � ��
#���� *
&��)�� ��� ��#�$��#���! '� �$�� %�$'� .'� �$�� %�$'� $������ * %$�� &��� ��� � ���/

� ! ��� #$�%�$� '� �% ��(� * �  ��$�1 '� ��� � � *���$ (���'������ ��$� ���!��� )���

� ������$ 5���$ �$� #�$%�$��! � '��#��$ 8�

8� ��� (�&$���� 
��#����!� ��$�����!� ���� &� ��� ��9'�� ��1 %�$ �#�$� %$�� ��'� ����$�

����$)���0 �% ��� (�&$���� ��#����!� $� � ��$��*� ��� (�&$���� 
��#����!� $� *�

%$�� A1 �� A2 �$ (�'� (�$��0 ��� 5*�$� ��6:0 ��� '��#���! ���� ϕt,1 � ! ϕt,2 �$�

$�3��$�! �� '�� *� 3��'+�1� ���� ���!� �� � !���$�! ��*� (�$����� � � ��� ��$*��

� *���$ (���'����� %�$ A1 < A(t) < A2� ��)�(�$0 �� '� &� '��'+�! �����1 &1 ���
!���* �$� �% ��$*� (�$����� � � ��� � *���$ (���'����� � �1 �''�$ )�� ��� (�&$���� 

��#����!� $� � ��$��*� ��� '� ��!�$�! (�&$���� 
��#����!� $� *� %$�� A1 �� A2 �$

(�'� (�$��0 A1 � ! A2 ���� &� ��� %�$���$ �#�$� %$�� ��'� ����$�

;� � ����$ ����� �$���� )�� ��� (�&$���� �  ��$�1 '��� �� $���� <�� ���� �''�$�0 ���

��$*�� � *���$ (���'��1 �% 5*�$� ��67 .� #�� �% ��� � ��*$���$/ (�$��� ��$� ��$� *�1

��� &1 ��$*� (�&$���� �� �� �� �(� #����&�� ���� ��� '� �$�� �$$�$ ce(t) � 5*�$� ��67

�"'��!� ��� ������ �% ±π� �� ��3�� ��10 !��'� �� ������ � ��� '� �$�� �$$�$ ce(t)
�$� %�$��!� ��'� !��'� �� ������ ���! �� $�����(��1 ��$*� � *���$ �''���$���� �� ���1

�''�$$�! ��(�$�� ����� )���� ��� ��������� � � ! ��� ������ ���� �� &�'����0 ������*�

��� (�&$���� � �$�  ��$�1 �� $��� � ! ��� '� �$�� %�$'�� �$� ��� � � ��
#���� �� ��'�

����$0 ��� 5���$ �% 5*�$� ��67 �� ����� $�3��$�! �� � ��$� ���� ��� � ��
#���� * &��)�� 

��� (���'��1 �% ��� ���- ��'������$ � ! ��� ��#�$��#���! '� �$�� %�$'� �� *��$� ���!

%�$ )�� ��� (�&$���� ��#����!� $���� �*�� �

�� �� #����&�� �� '� �� �����1 �#!��� Kϕ �� � %� '��� �% ��� (�&$���� ��#����!�� =1

����� * Kϕ �� >�$� %�$ ��� '��� ���� ��� (�&$���� � �$�  ��$�1 �� $��� � ! �� � *$����$

(���� %�$ ��$*�$ (�&$���� ��#����!��0 ��� 5���$ �% 5*�$� ��67 #$�!�'�� � ��� )���

� ��)
����� ���#�� �� ��3�� ��10 %�$ ��� '��� ��� (�&$���� � �$�  ��$�1 �� $���0 �
'� ��� � ��$*�� � *���$ (���'��1 �� �&��� �!� ��)�(�$0 )�� ��� (�&$���� ��#����!�

� '$����� �*�� 0 � *���$ �''���$���� � �''�$ �� $�*�� ��� � ��
#���� * &��)�� ���

(���'��1 �% ��� ���- ��'������$ � ! ��� ��#�$��#���! '� �$�� %�$'� �% ��� ���?

���$�%�$�0  �� ���(� * ��� ����� �% ��� #$�(���� #�$�*$�#��
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�� ������� ������� ������� ��� ������� !�"� "�� �	� �����"�� �� "�� ���"�����#

��"�"��� ����$ "�� ���"��%  ���� � "�� �	� �# "� &� #�" �� ��"�'���#� "� "�� ��%���"( � 

"�� )��* �#��%%�"��
 +( %������ "��# ��"�'���#���$ "�� ������� �,��" � "�� �	� ��� &�

������


�� #�&#��"��� �
�
�$ �� ��"���% ���"��% ����%�� ��#�"��� ϕ0,opt  �� ���"���%�� ���"��% �����"���#

!�# �������  �� �� ����'%��� ���-����"���
 ���# ��#���# ��"���% ������� ��� �������.

�����$ "�� ��"�'���#��� &�"!��� "�� ���"��%  ���� ��� "�� ��%���"( � "�� )��* �#��%%�"��


� ���#� �,#�"  ��� "�� ��"���% ���"��% ����%�� ��#�"��� ��� &� ��"������� "� �%"�� "��

������� ��� �������
 �� ����#"���"� "�� ������� �,��" � "�� �	� !�"� ������ "� �
���#� �,#�"  ��� "�� ��"���% ���"��% ����%�� ��#�"��� ������� �� #�&#��"��� �
�
�$ � ���#�

�,#�"$ Δϕ$ �# ����� "� /�
�01$ #�� "��  �%%�!��� �2��"���

ẍ(t) + 2ξωnẋ(t) + ω2

nx(t) = μcrω
2

d cos (ωdt+ ϕ0,opt +Δϕ) /�
��31

�� !���� "�� ���"��% ����%�� ��#�"��� ϕ0 �# ���%���� &( "�� ��"���% ��%�� ϕ0,opt ���������

"� /�
4�1  �� "�� ���"���%�� ���"��% �����"���#$ x0 > 0 ��� ẋ0 = 0$ !���� ��� �##����  ��
"�� ����'%��� #"����# � "��# #�&#��"���
 *��"�������$ μc � /�
5�1 �# �#�� �� "��  �%%�!���


�� #��"��� �
4$ "�� ����%�� ��%���"( � "�� ��"��# !�# #�" "� ωd
 ���� �#��� "�� ��"���%
���"��% ����%�� ��#�"��� ��������� "� /�
4�1 ��� #�""��� Δϕ "� 6���$ ��#�"��� ��#�%������"

���7# ����� �� ��%"��%�# � Td �������� "��" ��'����"�"��� ���# ��" ����� !�"��� "�� ���#��'

���� "��� ��"����%$ #�� -���� �
8
 ��!����$ !��� #�""��� Δϕ ���2��% "� 6��� �� ��%"��%�# � 

π ��� ���#������� � #���%� ��&��"��� �(�%�9"�� "��� &�"!��� "!� #����##��� ��#�%������"

���7#9$ "�� ���" ��#�"��� ��#�%������" ���7 !�%% ��" ����� �" t = Td
 �� ��#��� "��"

�%% ��"��# ���� "�� #��� ����%�� ��#�"��� �# �" t = 0 !��� "�� ���" ��#�"��� ��#�%������"

���7 �����#$ "�� ��"��# ��#" &� ������ !�"� �� ��:�#"�� /����%��1  ��2����($ ωa
 
�"�

�� "��  �%%�!���$ ��� ��&��"��� �(�%� �# ���#������
 �# "�� ��"��# ��� ������ ��! !�"� ��

��:�#"��  ��2����( ωa ��#"��� � !�"� ωd$ ωd �# ���%���� &( ωa �� /�
��31$ #�� "��  �%%�!���

�2��"���;

ẍ(t) + 2ξωnẋ(t) + ω2

nx(t) = μcrω
2

a cos (ωat+ ϕ0,opt +Δϕ) /�
��01

�##����� "��" �������" ������� �# ��" ���#��" /ξ = 01 ��� #�%���� /�
��01  �� x(t) ����#

x(t) = Ξ6 sin (ωnt)− Ξ7 cos (ωnt) + Ξ8 cos (ωat+ ϕ0,opt +Δϕ) /�
��81

!�"� Ξ6$ Ξ7 ��� Ξ8 ����� �� "��  �%%�!��� �2��"���#;

Ξ6 =
ω3
aμcr sin (ϕ0,opt +Δϕ) + ẋ0

(
ω2
n − ω2

a

)
ωn (ω2

n − ω2
a)

/�
��<1

Ξ7 =
ω2
aμcr cos (ϕ0,opt +Δϕ) + x0

(
ω2
a − ω2

n

)
ω2
n − ω2

a

/�
���1

Ξ8 =
ω2
aμcr

ω2
n − ω2

a

/�
�4=1

��7��� "�� "��� ������"��� � /�
��81 (��%�#;

ẋ(t) = Ξ6ωn cos (ωnt) + Ξ7ωn sin (ωnt)− Ξ8ωa sin (ωat+ ϕ0,opt +Δϕ) /�
�451
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�� ������ ���� ��� ��� !!���� "��#��$� � � �%!� & '��� �� �(�!�  � ��� � $� ��� ������ �!��
"��#��$ ��� #�!! ��&�!�� ��) *�����+ $��� ��!,

ẋ(t = Ta) = 0 - �� Ta =
2π

ωa
*�����+

 � -� �� Ta ��#��� �� ��� �����! "�� �, !��%���

��� ���, � �� �# *�����+  �  ������,  ��� *����.+ ��, ��!&�, ��$�� ��!!( #�� ωa� ��� ����!��
��� ���-�  � /%��� ��0. #�� ��&���! , 1����� &�!��� �# μcr/x0�

−1 −0.8−0.6−0.4−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.9

1

1.1

Δϕ/π

ω
a
/ω

n

μcr/x0 = 0.05

μcr/x0 = 0.10

μcr/x0 = 0.20

2 %��� ��0.3 ��4� ��, �,5����, #��4����( ωa �� ��!, ���  � � �! ��%�!�� "�� � �� ϕ0,opt+Δϕ
- �� ���"��� �� ���  � � �! ��%�!�� "�� � �� �1��� Δϕ #�� ��&���! &�!��� �# μcr/x0

��� "���$���� μcr/x0 ��� '�  ����"����, �� ���  �6����� ���� ��� ������! #���� ��� ��
��� $�� ��� ��� � %��� �� � &�!��) ��� !��%�� ��� ������! #����  � ��$"�� ��� �� ���
�(���$ #����� ��, ��� !��%�� ��� ,�& �� �� �# ��� �����! #��4����( #��$ ��� ������! � ���!��
#��4����(� 2�� Δϕ = −π �� π) ��� ������! #����  �  � "���� - �� ��� &�!�� �( ẋ(t) �# ���
���2 ��� !!����) -������ #�� Δϕ = 0) ��� ������! #����  �  � ��� 
"���� �� ẋ(t)� 7���
 ������ �% Δϕ #��$ 8��� �� π) ��� "���� �# ��� ������! #���� '���$��  ������ �%!(  � "����
- �� x(t))  ���  � ��� 
"���� �� ẍ(t)� �� �  � �4� &�!��� �� '���$ �%  � "���� - �� ���
 ���� �! #���� ��  � ��� 
"���� �� ��� ������ �% �"� �% #����� �����#���) �� �  � #��4����!(
��$�, "�� � &� ��� &� $��� �� ��%�� &� ��� &� �� 1����) ���"��� &�!( 9.:;� � ,������� �# ���
�,5����, #��4����(  � ��4� ��, �� ��!, ��� "��� �% '��-��� ��� ���2 ��� !!���� ��, ���
������! #���� �# ��� ���� ���&����!() -��� ����% �% Δϕ #��$ 8��� �� −π) ��� ������! #����
"��& ,�� $��� ��, $��� ��%�� &� ��� &� $��� �� "�� � &� ��� &� �� 1���� 9.:;� �����#���)
��  ������� �# ��� �,5����, #��4����(  � ��4� ��,�

��� ���$�! 8�, ������! #���� �# ��� ���  � % &�� '( ��� � %��
���, � ,� �# *����:+� ��!

� "!( �% �� � - �� ��� &�!�� �( ẋ(t) �# *����.+ ��, #��$ �% ���  ���%��! % &�� ��� -��< ,���
'( ��� ������! #���� �� ��� ���2 ��� !!���� ���$�! 8�, '( ��� $��� m+mc) ��� *�����+�

Wc

m+mc
=

∫ t=Ta

t=0

ẋ(t)μcrω
2

a cos (ωat+ ϕ0,opt +Δϕ),t *�����+

7 �� x0 > 0 ��, ẋ0 = 0) ���  � � �! & '��� �� ����%( �# ��� ���2 ��� !!����) ��� *��.==+)
 � % &�� '(3 Ev,0 = 0.5kx2

0
� >� �% *��?+ ��, ���$�! 8 �% Ev,0 '( m+mc ( �!,�3

Ev,0

m+mc
=

1

2
ω2

nx0 *����@+
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��� ���� ���� �� ��� ������� ����� �� ���  ��! �"�#��$��� �%�� ��� #�#�#$� %#��$�#�� ����&�

�� ���  ��! �"�#��$��� �$� �� ��'()��� �)'��#�$��� )"#�& ��� $�*)"��� ���+)���� ωa ��

,&)�� 
�-.� 
� #" "���� #� ,&)�� 
�-
 ��� "�%��$� �#/����� %$�)�" �� μcr/x0�

−1 −0.8−0.6−0.4−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

0

1

2

Δϕ/π

W
c
/E

v
,0

μcr/x0 = 0.05

μcr/x0 = 0.10

μcr/x0 = 0.20

!#&)�� 
�-
0 ���� ���� �� ������� ����� �%�� #�#�#$� %#��$�#�� ����&� �� ���  ��! �"�#��$���1

Wc/Ev,01 �)�#�& ��� ���"#����� %#��$�#�� �����

!�� Δϕ = ±0.5π1 Wc = 0� ��#" '�$�" ��$� ��� Δϕ = ±0.5π1 ��� ������� ����� ���" ���

��$�&� ��� %#��$�#�� ����&� �� ���  ��! �"�#��$��� �#��#� ��� ���"#����� �#'� #����%$�

���' t = 0 �� t = Ta� �� Δϕ = 01 Wc/Ev,0 #" ��� $ '#�#')'� ��� '#�#')' #" "�#&����

����� Δϕ = 0 $�� ��� ��%#$�#�� ���' Δϕ = 0 #����$"�" �#�� �#&��� μcr/x0� ��#" �$�

�� �2(�$#��� $" ������"� ���� $ ��&$�#%� (�$"� �/"�� −π < Δϕ < 0 #" $"")'��1 ���

$�*)"��� ���+)���� #����$"�"1 "�� ,&)�� 
�-.� ��� �#&��� ��� $��)$� ���+)����1 ��� �#&���

��� $'(�#�)�� �� ��� ������� ������ ���������1 Wc �����$"�" �)����� ���� Δϕ ����'�"

��&$�#%�� !)�����'���1 #� ����'�" �%#���� ��$� #� ��� %#�#�#�� �� Δϕ = 01 ��� "��(� �� Wc

#" ���$�#%��� "'$��� 3��$)"� �� ��#"1 $ ��%#$�#�� ���' ��� �(�#'$� #�#�#$� $�&)�$� (�"#�#��

�� ±0.2π �$� �� �$"#�� (��'#���� �#���)� $ &��$� ��"" #� �$'(#�& (�����'$����

��� ���"#���#�& #������� �$'(#�& $�� "��%#�& 4
�

56 ��� x(t) &#%�" 4
�
786

x(t) = �−ξωnt

[
(x0 − xpa,0) cos (ωdt) +

ẋ0 − ẋpa,0 + ξωn (x0 − xpa,0)

ωd
sin (ωdt)

]
+ xpa(t)

4
�
786

�#�� ��� ($��#�)�$� "��)�#��

xpa(t) = ω2

aμcr

(
ω2
n − ω2

a

)
cos (ωat+ ϕ0,opt +Δϕ) + 2ωaξωn sin (ωat+ ϕ0,opt +Δϕ)

(ω2
a − ω2

n)
2 + (2ξωnωa)

2

4
�
756

$�� ��� #�#�#$� ����#�#��" xpa,0 $�� ẋpa,00

xpa,0 = xpa(t = 0) ẋpa,0 = ẋpa(t = 0) 4
�
7-6

�$�#�& ��� �#'� ���#%$�#%� �� 4
�
786 &#%�" 4
�
796

ẋ(t) = �−ξωnt [Ξ9 cos (ωdt) + Ξ10 sin (ωdt)] + ẋpa(t) 4
�
796

�#�� ��� %����#�� ẋpa(t) �� ��� ($��#�)�$� ��"(��"�

ẋpa(t) = ω3

aμcr

(
ω2
a − ω2

n

)
sin (ωat+ ϕ0,opt +Δϕ) + 2ωaξωn cos (ωat+ ϕ0,opt +Δϕ)

(ω2
a − ω2

n)
2 + (2ξωnωa)

2

4
�
7�6
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Ξ9 = ẋ0 − ẋpa,0 ���� !"

Ξ10 = ωdxpa,0 − ωdx0 − ξωn
ẋ0 − ẋpa,0 + ξωn (x0 − xpa,0)

ωd
���� #"

�� ���$%�& �� '�(�%�& ���� ��� ���) ���*++���% ,�%(�%-� � �*�.+� /*'%��*�� �0�+� *� ��� �*-�

��� %���%� �+�� ,�%(�%- � ($++ %�/�+$�*��& ����1�" -$�� ��+��

�� ���� (�% ���*++���% 2*���$� *���%��� ��-,*�.& ����1�" *� *���%��� *��� ����13"� ��+/*�.
��*� �$-�%*��++0 (�% ωa .*/�� ��� %�4$*%�� ��5$���� (%�4$���0 �� ���$%� ���� ��� %���%�

,�%(�%- � �*�.+� %�/�+$�*�� (%�- t = 0 �� t = Ta� )*.$%� ��61 ���2� ��� %�4$*%�� ��5$����

(%�4$���*�� (�% ��/�%�+ ��-,*�. %��*�� ��� � ,�%�*�$+�% /�+$� �( μcr/x0� ��� ��%%��,���*�.
2�%7 ���� '0 ��� ����%�+ (�%�� �� ��� ���) ���*++���% �/�% ��� *�*�*�+ /*'%��*�� ���%.0 *�

���2� *� ��� %*.�� �$'8.$%��
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)*.$%� ��619 ��4$*%�� ��5$���� (%�4$���0 ωa ��� 2�%7 ���� '0 ����%�+ (�%�� �/�% *�*�*�+

/*'%��*�� ���%.0 �( ���) ���*++���% 2*�� %��,��� �� ��� *�*�*�+ ��.$+�% ,��*�*�� �:��� Δϕ
(�% μcr/x0 = 0.10 ��� (�% ��/�%�+ /�+$�� �( ξ
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	�2 � ����%�+ �+.�%*��- *� ,%������� �� +��/� ��� %�.�*� ��� ���*
,���*�. '��2��� ��� ���


�%�+ (�%�� �( ��� ��� ��� ��� /�+��*�0 �( ��� ���) ���*++���%� ��*� *� ���� '0 ����*�$�$�+0

/�%0*�. ��� ,���*�. '��2��� ��� ����%�+ (�%�� ��� ��� /�+��*�0 �( ��� ���) ���*++���% ��

� ($���*�� �( ��� /*'%��*�� �-,+*�$��� ;��� ��� /*'%��*��� �%� �'�/� � ��%��*� /*'%��*��


�-,+*�$�� ��%����+� A2& ��� %���%� �%� %�4$*%�� �� (�++�2 ��� ��%.�� ��.$+�% ,��*�*�� ϕt�

;��� ��� /*'%��*��� �%� '�+�2 � ��%��*� /*'%��*��
�-,+*�$�� ��%����+� A1& ��� ,���� �:���
(%�- ��� ��%.�� ��.$+�% ,��*�*�� ϕt *� ��� �$�� ���� ��� ��-,*�. �:��� /��*����� ��*� *�

���2� *� 8.$%� ��6 & ,%��$�*�. ��� ��5$���� ��%.�� ��.$+�% ,��*�*��& ϕt,a(A)�

��� ����%�+ ����-� ���2� *� 8.$%� ��<� *� *-,+�-����� ���2� ��2�/�%& ��� '+��7 =ϕt,1

��� ϕt,2 ����%�*�. �� 8.$%� ��<3= *� %�,+���� '0 ��� '+��7 =��-,$���*�� �( ��5$���� ���

����%�*�. �� 8.$%� ��6 =� )$%���%-�%�& ϕt,a *� $��� (�% '��� ��� $�*��& �++�2*�. (�% �

�*%��� ��-,�%*��� 2*�� ��� ����%�+ �+.�%*��- �( ��� ,%�/*�$� �$'����*��� ��� �*-$+��*��

�$%��*�� *� �.�*� ��� ��$%� ��� /*'%��*��
�-,+*�$�� ��%����+��& A1 ��� A2& �� 2�++ �� ���

.�*� Kϕ 2�%� /�%*��� �� *� ��� ,%�/*�$� ����*��& ��� ������%� ��/*��*��� xstd ��� ϕ̇std,1

�%� $��� (�% ��� ������-��� �( ��� �$-�%*��+ �*-$+��*���& ��� ��'+� ��#��
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������� ���� !���"��"

ϕt + 0.5π

ϕt

A2A1

A

ϕt,a(A)

#��$�� 
�%&' ����$ � ��� �� ��($" ��  ���� ���$)�� ��"� ��� ϕt,a(A) *� � ���"� ��"� 

����  ���� ���$)�� ��"� ��� �" � �$�� ��� ��  �� !�+�� ��� ���)� $��

��+)� 
�,-' �$���� �� ��� ��) �)���� �� ��� �""�""��� �� �$������) "��$)� ���" ��� ���"�

��"� .��*" *��  �� �� +�)� ��� !�)��� �� �/������� �))01

�$���� !����+)�" �""�""��� ��� ����

A1 A2 Kϕ xstd ϕ̇std,1

[m] [m] [1/s] [m] [(rad)/s]

0 0.02 0.5 0.0099 0.24

0 0.03 0.5 0.0121 0.18

0 0.04 0.1 0.0297 0.03
0 0.04 0.5 0.0135 0.15
0 0.04 1 0.0105 0.25

0.01 0.05 0.1 0.0320 0.03
0.01 0.05 0.5 0.0172 0.12
0.01 0.05 1 0.0143 0.18

0.02 0.06 0.1 0.0352 0.03
0.02 0.06 0.5 0.0213 0.10
0.02 0.06 1 0.0187 0.13

$���� ��))��' xstd = 0.0236m


 "$2��"  � �!�)$� �  �� !���� ���" �� ��� �� ��3 ϕ̇1(t)3 �" �)) �� ��" ��� ��� ��))�� ���� �4

��))0 ��� ��!� ����)0 ���� ���) +���!����

��� " ������ ��!�� ��� �� x(t) ������"�" *� � ������"��� Kϕ3 *�����"  �� " ������ ��4
!�� ��� �� ϕ̇(t) ������"�"� ���" ����"  �� ������ ������� ����������� ��� +� �������

�  �� �/���"� �� ������ !���� ���" ��  �� ���$)�� !�)��� 0� #$� �������3  �� "��))��  ��

!�+�� ���4���)� $��  ���"��)�" ��� "� 3  �� ������  �� ������� ����������� +�����" ���

 �� )�����  �� $���"���� !���� ���" ��  �� ���$)�� !�)��� 0�

��" " *���  ��� ��������� $"���  �� ���!��$")0 �� ���$���  �" "� $�� 	�"$) " ��� "��*�

��  �+)� 
�,�� ���  �" ��"$) " ����)0 �������� *� �  �� �$������) "��$)� ���"� ��� "���

 ������0 ��� +� ���� �5��' ��� "��))��  �� !�+�� ���4���)� $��  ���"��)�" ��� "� 3  ��

)�*��  �� !�+�� ���" �  �� �/���"� �� )����� !���� ���" ��  �� ���$)�� !�)��� 0�

#��$�� 
�%- "��*" "�!���) " � �" �� �  �" $"���  ��  $���� !����+)�" ��  �� 5�" ��* ��

 �+)� 
�,� ��� �� ��+� ����)0 ���"��  ��� �� ��!�)�
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�(�$�) *�+$����� ��������� ,+$ �+$�

A1 A2 Kϕ xstd ϕ̇std,1

[m] [m] [1/s] [m] [(rad)/s]

0 0.02 0.50 0.0099 0.33
0 0.03 0.50 0.0115 0.22
0 0.04 0.50 0.0130 0.19

(�,!� +!���-� xstd = 0.0236m

2,942 2,944 2,946 2,948 2,950 2,952 2,954
0
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·10−2

A
(t
)
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)
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ẋ
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)
[m
/s
]

cosϕ1 ẋ(t)

.$)(+� ���/� ��*�+�� � � �� !"  �� #$ % &%��� !'�� "+!� !& $��� ��)(��+ &!�$ $!� "!+ �����

*$�+� $!� ��&�$ (-��

��  %� �!#�+ �(�
-$�)+��0  %� *��!,$ 1 ẋ(t) !"  %� ���. !�,$��� !+ ��- cos [ϕ1(t)] �+� �%!#��

cos [ϕ1(t)] $� (��-  ! $�-$,� �  %� &%��� !"  %� ,!� +!� "!+,�� � t = 2942 s0  %� *$�+� $!��

�+� ���+�1 � +�� � �(�  !  %� 2� �+$�) !" ϕt,a0 ϕ̇1(t) $� ���+�1 ,!�� �� � .+!� t = 2944 s  !

t = 2946 s0  %� *$�+� $!� ��&�$ (-� +$���� �!���3(�� �10 �� +�3($+�-0  %� ,!� +!� ��)!+$ %�

�� �  %� ,!� +!� "!+,� $�,+���$�)�1 $� �� $
&%���  ! ẋ(t)� � t = 2950 s0  %��� � � �� �+�

���+�1 $� �� $
&%���0 ,!���3(�� �10 A(t) -�,+������
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��� ����������� ��� ��� ���� ������ �! ���� ��"��#���� ��$� ���%� ���� ��� � ������
#��� �� ��&� ���� ����%� ��� �	� ����� �� %� ' �� %�����( )� �� &� $�" ����� ����������
*A(t) > A2+, ��� #��� �� !� #� �#�� �� ����-����� �� ��� $���#��. �! ��� /��) ��#������ ���
!� ������ $�" ����� ����������, ��� �	� ����� ���$� ���� ����-������&� ��� ���#������
������ 0,
 ��� 1 �! ��"��#���� 
���
 ���� ����. �� ��� #��� �� ��&� ���� � ������� �� ����
��"��#����� ���#������ ����� 2 ���� "� �������(

)� ����� $�" ������, ��� #��� �� ��&� ���� �� �����  �3�� �� �� ���� � � #� ���� ������&
"��%��� ��� #��� �� !� #� ��� ��� ����� �! $�" ����� *��� ���#�� �� ��"��#���� 
�1�
+� ����
��� $�" ������ ��� �. #��� ��  ���, ��� ���#����������� ��������� �� ���#������ ����� 2 �!
��"��#���� 
���
 �##� � ���. ���� �� ���������� ������ �� ��&��� �##��� ������� ��� �!� �,
��� #�������  �&� ���& Kϕ �� ���#������ ����� 2 �! ��"��#���� 
���
 ���� ����. �� ���
#��� �� ��&� ���� �! ���� ��"��#�����

����� ����	���
� 
� �
����� ��
�� ����
��
�� 	���� ��� �
����	
	� �
�

�
��
� �
��

4�!� � ��� ���& �5 %��� ��� ���#������, ��� �� � 6#��� ����"����.6, %��#� �� ! �3�����. ���� ��
��� 7��� �! #��� �� ��&���� ��&, �� ��� ���#�� �� ��� !����%��& 8119� � �.���� �� #��� ����"��
�! �� #�� "� " ��&�� ! �� �� � "�� � . ����� ����� �� � ��#���, ���� �� ����� ����� �� ��.
���� ���� $��� )� ��� /��) ��#������ , ��� ��#���, ���� �� ����� ����� �� ���  ��� ��������
*x = 0 ��� ẋ = 0+� ���� ����"����. #�� "� #��#'�� ". #�������& ��� ���� ����"����.
: ������ ���� %�� ���� !� ��� /��) ��#������ �� 8
1, �� 
119� �� ��� ���� ����"����.
: ����� ��� !���  ��', ��� /��) ��#������ �� #��� ����"�� 8
19� ��%�$� , ���� ������� ����
�� � "�� � . �����, %��#� �� � !� #�, �! ��� /��) ��#������ ���� "� �$����"��� �� ��� �	�
#����� � �$��� ��#� �� � "�� � . !� #�, �� ����� �� ��� #���������  ������� ����, �� #�� "�
������ ���� ��� /��) ��#������ �� ��� #��� ����"�� ". ��� �	� �� ��� #���������  �������
�����

�� ������ ��� ����, 7&� � 
�
 ��  �#������ �� ��� ��� !����%��& �� �������( �� �� �������
����-�����, t = 0, ��� /��) ��#������ �� ��  ��� *x0 = 0 ��� ẋ0 = 0+� )� ��� �� �,
ϕ0 = 0 ��� ϕ̇0 = ωd �� ���� �� �� ��� #���������  ������� ����� ���� ����� ���� � !� #�
�� ������$� x-�� �#���� �� � ���#�� ". ��� �	� �� t = 0� �� ��� ���� ����-�����, ���
/��) ��#������ %��� ��$� � ������$� $���#��. ẋ(t) ��� ϕ(t) %��� "� ���&���. �"�$� ;� �� ���
�� ��� #���� ���� �! ��� #���������  ������� ����, ϕ̇ = ωd, ��� �	� �� !� #�� �� #�������
&��� ����& � #��� �� !� #� �� ��� ������$� �� �#���� �! ẋ(t)� ����, ��� �	� %��� !� ��� 
��#��� ��� /��) ��#������ � )� ����  �����, ��� �	� �� ���"�� �� #��� �� ����� $�" ������
�! ��� /��) ��#������ �� ��� #���������  ������� �����

��� � &���������� �! ��� � �$���� �� �& ��� #�� "� ������� �� ����. �� ��� ������ �!
��"��#���� 
���1�



���� �������	�
 ��
���������	 �����	���	 ������� ��

��� ������ �� ������� �! �����  � !�" ��!� ��#��� ��� ���$ ��� %%&��#  � ��!� ��#�� &'& !

" �� ��� (&#� ��%&#  ! � &% ��!� � �!� x0 = 0 &!� ẋ0 = 0� $�#���#��#�) &� t = 0) ��� ���

�! �� &#�) &� "&!���) �(�#&� !'  ! &!� 
(�&�� �� �&�� ����# ���� ��&� ��� ��(�# �(����

��!�#�% ��#�� *&! ����� +�� ��� ��&�) &! �,� �&� �! ��#��  � &������ �� &���%�#&�� ��� ���$

��� %%&��#� ���#���#�) ��� *�%�� �- �� ��� ���$ ��� %%&��# ẋ(t)  � �!�.�&% �� /�#� &� ���

!�,� � ��
(� !�� �� �&0� ��� ��(�# �(���� ��!�#�% ��#�� �&�( �� � ��� �!) �"� ��&���

���� �� #�&����1

2� ��� &!� 
(�&� !' ���"��! ���� ��� �! �� ���� �� *&# �� ���� ��&� ��� ��(�# �(����

��!�#�% ��#�� &�(% ����  � �!�.�&% �� /�#�� �� �  � #�&% /�� �-  !�#�&� !' ��� &!'�%&#

*�%�� �- �� ��� 3#�� ��� �! � &!� ���#�&� !' ��� &!'�%&# *�%�� �- �� ��� ����# ���

�! ��

�� ��� &!� 
(�&� !' ���"��! ẋ(t) &!� ��� ��(�# �(���� ��!�#�% ��#�� ���� �� #�'& !���

�� ��� ��(�# �(���� ��!�#�% ��#��  � �� !� ��!�&%%-  ! (�&�� " �� ẋ(t)) ��� ���$

��� %%&��# " %% �� ��#���# �,� ���) "��#�&�  � ���- &#� ���&� �!&%%-  ! &!� 
(�&��) ���

��� �! �� " %% �&�( ��� ��� �!� ��� � ��  � �&0�� �!� % ��� &!� 
(�&� !' ���"��!

��� ��(�# �(���� ��!�#�% ��#�� &!� ẋ(t)  � #�'& !�� ��(�!�� �! ��� ��! !' �� ���

3%��# �� 3'�#� ��45� ��� ��#� &''#��� *�  �  � ���) ��� �&���# ��� &!� 
(�&� !'  �

#�'& !��� �� �  � ��!� &� ��� �,(�!�� �� %&#'�# *&# &� �!�  ! ��� �&#'�� &!'�%&#

*�%�� �-� ��!��.��!�%-) %&#'�# �&!'�!� &% ��#��� &#� (#������� ����� �&!'�!� &% ��#���

�&! �� ���! &� &! &�� � �!&% �,� �&� �! ��#�� &� ���- &�� #&!���%- �! ��� ���$

��� %%&��#�

�� ���&�� &((&#�!� ��&� ��# #�'& ! !' ��� &!� 
(�&� !' ���"��! ẋ(t) &!� ��� ��(�# �(����

��!�#�% ��#��) &!'�%&# &���%�#&� �!� '�!�#&� !' �&!'�!� &% ��#��� &#� !������ �� "��%� ��

��#� ��!�3� &% �� � #���%- ��� ����� �&!'�!� &% ��#��� ��# * �#&� �! ��!�#�%)  !���&� ��

'�!�#&� !' �����  ! &! &#� �#&#- �&!!�# ��# #�'& ! !' ��� &!� 
(�&� !' ���"��! ẋ(t) &!�

��� ��(�# �(���� ��!�#�% ��#��� 	��� &'& ! ��&� �( �� ��� � ��
(� !� &� "� �� ��� &!� 


(�&� !'  � #�'& !��) ��� �&!'�!� &% ��#��� &�� #&!���%- &!� �&! �� ���! &� &! &�� � �!&%

�,� �&� �! ��#���

�� " %% �� ���"!  ! ��&(��# 6 ��&� ���#� �, ��� & * �#&� �! &�(% ���� ��%�" "� �� &!

�(�#&� �!  ! ��� ��!� !���� #��&� �!  � !� %�!'�# ��!�3� &%�
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�� ��� �������
��# ẍ(t)# ẋ(t) ��� x(t)� ����� �
�
�� ��� ���� 
�� 
�� �����
�
���
�
 
�� 
����
 ������� ����
��� $��%&# ��� ���
��� ��'� �� �
��� 
�� �"��
 �
 
�� �!��
�
���

���� �� 
�� ��� �������
��# $��((& �� ��������� )�����
��� 
�� ��
��� �
 
�� ��� ���
������� $��((& 
�� ẍ(t) ������*

ẍ(t) = Fe(t)− 2ξωnẋ(t)− ω2

nx(t) $'�(&

�� +���� Fe(t) �� ����� �� $��('&� � 	���, ������� ��������
��� $'�(& �� ���+� �� -���� '�(�

−

−

1

s

1

s

2ξωn

ω2
n

ẍ ẋ xFe +

ẋ0 x0

 ����� '�(* .���, ������� ��������
��� $'�(&

ωc
ω

%��

I

 ����� '��* %�+�� ����
��� �����
�
�
 	���/����
�� +��
� �����

��� 
� 
�� �����
 ��0����� �
 Fe(t) �� ẍ(t)# ẍ(t) �� ���
 �
������ ��0������ 	� 
�� �!��
�
���

���� ��� 
����
��� 
�� ���
 ������
�� ������� ���� ������
��� �� ������� $����
���& ���

� 
�� ��
����
���# ��� -���� '�(# 
����
��� ��������� 
�� 1����
� $����
�����& �
 ẋ(t) ���
x(t)�

����
 ���������� �����

2��
� ����� �� ������� 
�� 
�� �!��
�
��� 
���� Fe(t)� 2��
� ����� ������� ���� � 3���
���� ��� � ����
��
 ��+�� ����
��� �����
� $%��& ��'# ���� � ������ ������ ���
������
��� 
��1������� �� ������
��� .������ �
 
���� ������
���# +��
� ����� �� 
��1���
�� ���� ��
� 
��
 ������� 4�+����# +��� ���
������ ��������� ������
����# ���� 
��1������� �� 
� �

(5(
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������ �!� �� "��#$� �% ωc ��� &� �����'� �(�) �) '$� �! )�*+,� & � ��*�� �(���"!��- )$�(
)�& �,) ���  �*�' .� '/,�*���' 0(���  !�)�)� �(� +!0�� )+�����, '� )��% 1���2 !" )$�(
)�& �,) �) �! )�� � !3�� � 4 ��� �� &� !" "��#$� ���) � ' 3� �)(�) �.!3� ωc- )�� 4&$�� ���-
� 0(��( I ��"��) �! �(� *�& ��$'� !" �(� 0(���  !�)� 1(��&(� !" ����� &$,�� )+����$*2� � 
�(� "!,,!0� &- �(�) *�& ��$'� I �) ��"����' �! �) �5������! +!0���


��(� �(�  $*�����, )�*$,���! ) +��"!�*�' � �(�) )����! - �(� )�*+,� & ��*� "!� �(�
&� �����! !" �(� �5������! "!��� � ' �(� )!,3�� ��� )�� �) &�3� .% �(� "!,,!0� & �#$���! 

Ts =
1

100

2π

*�5(ωn, ωf )
1���2

� 0(��( *�5(ωn, ωf ) ��"��) �! �(� ,��&�� 3�,$� !" ωn � ' ωf 6 ωf 0�,, .� '�4 �' ,���� ! �

����� �����	 �
��


�! �3�,$��� �(�  $*�����, )�*$,���! ) '! � � �(� "!,,!0� &- )!*� )�& �,  !�*) ��� � ��!/
'$��' 789- 8:;� �(� � )�� �� �!$) +!0�� Pin(t) !" � )�& �, s(t) �) &�3� .% �(� )#$���'
*�& ��$'� !" �(� )�& �, 78:;<

Pin(t) = |s(t)|2 1���2

�!�� �(�� �(� $++��/��)� P  !0 ��"��) �! �(� +!0�� !" � )�& �, � '  ! ,! &�� �! �(�
*��(� ���, +!0�� !" ! � ���$��!�� �(� +!0��- Psi- !" �(� )�& �, s(t) 0��(� �(� ��*�
� ���3�, "�!* tl �! tu �) �!*+$��' �) &�3� � 1��82�

Psi[s(t)] =
1

tu − tl

∫ tu

tl

s(t)2't 1��82

�(� +!0�� Psi[s(t)] !" 1��82 �)- � *� % ��5�.!!=)- "��#$� �,% ��"����' �! �) ��*�/�3���&�'
+!0�� !� �3���&� +!0�� 78:;� �(� 3���� �� !" � )�& �, s(t) �)

��� [s(t)] =
1

tu − tl

∫ tu

tl

[s(t)− μs]
2 't μs =

1

tu − tl

∫ tu

tl

s(t)'t 1��92

� 0(��( μs �) �(� *�� 3�,$� !" s(t) 78>;� �" μs = 0- �(� 3���� �� ��� [s(t)] !" � )�& �,
�) �#$�, �! ��) +!0�� Psi[s(t)]� �(� )�� '��' '�3����! !" � )�& �, s(t) �) �) &�3� � �(�
"!,,!0� & �#$���! 78>;<

)�'(s(t)) =

√
1

tu − tl

∫ tu

tl

[s(t)− μs]
2 't 1��:2


(� �3�,$��� & )�& �, *�& ��$'�) � ���*) !" +!0�� Psi[s(t)] !� �(� �*)/3�,$� ���!�'� &
�! 1��?:2- �(� '�3����! !" �(� )�& �, "�!* @��! �) #$� ��4�'- 0(����) 0(� �!*+$�� & � 
���*) !" )�� '��' '�3����! !� 3���� ��- �(� '�3����! "�!* �(� *�� 3�,$� �) #$� ��4�'�

�!0 �! )�'��� & �(� )�& �, Fe(t)- 0(��( (�) �(� $ �� */)2- ��) $ ��) !" Pin(t) � ' Psi[Fe(t)]
��� *2/)4- )�� 1���2 � ' 1��82� �! )�'��� & �(� ��� '��&��* !" 4&$�� ���- �(� �5������! 
+!0�� I !" �(� �5������! "!��� (�) �(� $ �� *2/)4 +�� 1��'2A)� �$��(��*!��- 0(� �
������ �5������! +!0�� �) �))$*�'- �� *$)� �,)! .� �,���4�' �" �(� �5������! +!0�� ��"��)
�! � ! �/)�'�' 1! ,% +!)���3� "��#$� ���)2 !� �0!/)�'�' )+����$* 1+!)���3� � '  �&���3�
"��#$� ���)2�
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���������� � ���� ���������� ���  ����� �� ��� !"�� ��#�$$���� �� �������� �%&

ẍ(t) + 2ξωnẋ(t) + ω2

nx(t) = 0 '��()

�� �������� �� *��� �� ��� *������� ��� ��������� � *$��+�� �� #�������� �� �� ��$% ��*������

�� ��� ������$ #���������� ��� ��� ��$$�,��� �-+������

A =

√
x2
0
+

(
ẋ0
ωn

)2

'��.)


�� *�,�� �� ��� ���*$�#� ��� #�� �� ���$+���� ,��� '��/)� ��������� ��� ��$+���� �� '��()

'��� '0��.) ,��� μcr = 0) ���� '��/) ��� ����������� ���� � �+ ��� �� �+$$ ��������� *�1
������ ���� ��� ��������� *����� ��� tl = 0 �� tu = 2π/ωn� ����� ��� *�,��� Pi� �� ���

���*$�#� ��� �+� �� ��� ������$ #��������� ��� ξ = 0&

Pi =
1

2

[
x20 +

(
ẋ0
ωn

)2
]

��� ξ = 0 '��2)

!+�����+���� ��� ������$ #���������� x0 ��� ẋ0� �� '��2) �% ��� #�����*������ #�����+�+�
�����$�� x(t) ��� ẋ(t)� ��� *�,�� �� ��� ���*$�#� ��� #�� �� #� *+��� #�����+�+�$%&

Px(t) =
1

2

[
x(t)2 +

(
ẋ(t)

ωn

)2
]

'����)


���������� � ���� ��������� ,����+� �������� �� *���� Px(t) �� #������� �� �� �� ,������
�� ������ �� �� � �� �� �3#������� ���#� �#�� �� ��� !"�� ��#�$$����� Px(t) #�� �$�� �� ����
�� ��� '��� �$�4��) �-+���� ��������� � *$��+�� �� �� ��� '��� �$�4��) ��������� �����%
������ �� ��� !"�� ��#�$$�����

5��� ��6��� �������� �� *��� ���� #������������ '0 < ξ < 1)� ��� ��$+���� ��� x(t)
�� �� ����� �� '0�0() ,��� μcr = 0� 
�6��� x(t)� ��������� �� ���� '��/) ��� ��$���� ���
� �+ ��� �� �+$$ ��������� *������ ����� ��� *�,�� �� ��� ���*$�#� ��� �+� �� ��� ������$

#���������� �� #�������� ��� ��#�% �+� �� ��� �������� �� *���� �� ��� #�$#+$����� ���� ���

*������  ��� ������� ��� �� �� +��� ��� �+����� ������������ �� �� ��� *��������� �+����� ����

���+ ��� ���� ��� �������� �� *��� �� � �$$ '0 < ξ < 0.1)� ��� ��������� � *$��+�� �� ����
����$% #������� ,����� ��� ��������� *������ 
��������� ��� ��#�$$����� ,��� � �$$ ��������

�� *���� '��2) #�� �� +��� �� �� �**��3� ����� ��� ��� *�,�� �� ��� ���*$�#� ��� ���*����

�+� �� ��� ������$ #���������� 
� #� *+�� ��� *�,�� Px(t) ��� ��#�$$����� ,��� ��������
�� *���� ωn �� �+�����+��� ,��� ωd �� '����)� ��� ��� ��$$�,��� �-+�����&

Px(t) =
1

2

[
x(t)2 +

(
ẋ(t)

ωd

)2
]

'����)

�� ��� ��$$�,���� ��� !"�� ��#�$$���� �� ���������$$% ����+���� �% �� �3#������� ���#� '����1

$� ���� ,���� ����� ������+#�� �� �+���#���� ����� ��� ����0) ��� ��� ��$$�,��� #���������&

x0 > 0 ��� ẋ0 = 0� 
�� �� +$������ #�� �$�� �� *����� �� ,��� ��7����� ������$ #����������
�+����� ���� ����$� ��������� *������ ,��� � �+������ �� Tn ��� #����������
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�� ������ ! �"# ��$%&���' '( � �� !&# )�*����' +#��', -��" +����.%&�� � ����& .' ,���' �
� , �++&�� ! �,,���' �&&� � #/.�����' ('�.# ' �"# ���� '�.�&&��'�0 �"# �'��& +'-#�
'( �"# ,��+&�.#$# � �#�+' �# .� *# ,#.'$+'�#, � �'1 �"# +'-#� +�',%.#, ,%# �' �"#
� ����& .' ,���' � � , �"# +'-#� +�',%.#, *� �"# #/.�����' ('�.#� �' ��,#�� ! �"# .��#
�"�� Fe(t) = 0 2I = 030 �"# ����#$ ('�.#� 2,#4 #, � �#.��' 5�53 ,�.���# �"# $'��' 0
�"# )�*����' �$+&��%,# �#$�� �  #��&� .' ��� � ('� 0 < ξ < 0.1 � , �"# �'��& +'-#�
'( �"# ,��+&�.#$# � �� ' &� ,%# �' �"# � ����& .' ,���' �� �' �#6%# �&�0 �"# �#�%&�� !
$'��' �� $' '7(�#6%# �� 
"# �"# #/.�����' +'-#� I �� � .�#��#,0 �"# $'��' '( �"#
���� '�.�&&��'� *#.'$#� $'�# � , $'�# ,�.���#, *� �"# #/.�����' ('�.#� �� � �#�%&�0 �"#
�#�+' �# '( �"# ���� '�.�&&��'� � .�#��� !&� ,#)���#� (�'$ �"# $' '7(�#6%# � )�*����' �

������ ! �"# ��$%&���' '( � �� !&# )�*����' +#��', -��" x0 > 00 ẋ0 = 0 � , I = 00 �"#  #/�
+'����)# ,��+&�.#$# � +#�8 -�&& '..%� �� t = Tn� �( � #/.�����' ('�.# �,,���' �&&� �.��
' �"# ���� '�.�&&��'�0 �"# �.�%�& +#��', &# !�" .� �"# �"'��# #, '� #&' !��#, � , �"#
)�*����' �$+&��%,# $�� � .�#��# '� ,#.�#��# -��"� �"# .' ��,#�#, ��$# � �#�)�& (�'$ t = 0
�' t = Tn� �"�� .'��#�+' ,� �' !�)� ! +'����)# '�  #!���)# ,�$+� ! �� -#&& �� +'����)# '�
 #!���)# ���9 #�� �' �"# ���� '�.�&&��'� :�;<� �"# #9#.�� '( +'����)# � ,  #!���)# ,�$+� !
�� -#&& �� '( +'����)# � ,  #!���)# ���9 #�� )� ��" -"# ��$%&��� ! � )#�� &��!#  %$*#�
'( )�*����' +#��',� -��" �"# ��$# � ����& .' ,���' � � , �"# ��$# #/.�����' +'-#� I
-"�&# .' ��,#�� ! �"# $#� )�&%#� ('� �"# �.�%�& +#��', &# !�" � , �"# ,#.�� -��"� �"#
.' ��,#�#, )�*����' +#��',��

�"# +'-#� '( �"# ,��+&�.#$# � ,%# �' �"# � ����& .' ,���' � .� *# .'$+%�#, �..'�,� !
�' 2��=3� �"# �'��& +'-#�0 Pt0 '( �"# ,��+&�.#$# � �� .'$+%�#, �..'�,� ! �' 2���53

Pt =
1

tu − tl

∫ tu

tl

x(t)2,t 2���53

� -"�." �"# ��! �& s(t) � 2���3 �� �%*����%�#, *� �"# ,��+&�.#$# � x(t)� �� ('&&'-� �"#
+'-#�0 Pe0 +�',%.#, *� �"# #/.�����' ('�.#

Pe = Pt − Pi 2����3

-��" Pi '( 2��=3� ��!%�# ��� �"'-� �"#  '�$�&�>#, ,��+&�.#$# � � , )#&'.��� �#�+' �#� '(
�"# ���� '�.�&&��'� ,���%�*#, *� �"# #/.�����' ('�.# � , � ����& .' ,���' � ('� � �� !&#
)�*����' +#��', � -"�." �"# +'-#� ����'

Pr :=
Pi

Pt
2����3

�� � ��',%.#, -"�." �� '*��� #, -��" � +'�� .'$+%����' 0 �## 2��=3 � , 2���53 2-��" tl = 0
� , tu = Tn3�

Pr .� *# ."� !#, *� )���� ! �"# #/.�����' +'-#� I '� �"# $�! ��%,# '( x0� �&& ,��!��$�
-#�# +�',%.#, %�� ! � #/.�����' ('�.# -��" �"# ��$# �##, 2��$# #/.�����' ('�.#3 � ,
,�9#�# � $�! ��%,#� '( x0� �"�� #/+&�� � �"# ��$�&�����#� *#�-## �"# ,#)����' '( �"#
,��+&�.#$# � � , '( �"# )#&'.��� �#�+' �#� (�'$ �"# (�## )�*����' �#�+' �# 2Pr = 13�
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1 Pr = 2/3
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������ ���� ���������� ������ ���!" x(t)/x0 �!� #��� �"$ ẋ(t)/(x0ωn) %�� ��#���� ��"���

Pr %�� ξ = 0

&�� "� "'� ������"��� �% ��!��� �$!��� �$�"���( "'� %����)�!� �"�"���!" '�����

&�#���!� "'� �* �"�"��! ��)�� +$ "'� !�"���� %��,��! $ ωn ��#�� "'� �* �"�"��! ��)�� ���

!�"���� %��,��! $( I/ωn -!��������� �* �"�"��! ��)�� )�"' "'� �!�" m2/s4 ��� ((rad)/s)2.�
���"'������( !��������!� "'� �!�"���  �!��"��! x0 -ẋ0 = 0. +$ ω2

n( x0/ω
2
n/!�"� "'� � ���!�

�% "'� �!�"���  �!��"��! x0 )�"' ω2
n �! 0���� ���/( �!����� "'�" "'� ���� ���"���!� ����!�

%�� � ��)�� ��� "� "'� �!�"���  �!��"��!� �� ����� ��� 
'��( +$ !��������!� "'� �* �"�"��!

��)�� I �!� "'� �!�"���  �!��"��! x0 �� ��� ����� �+�#� �!� ���!� "'� ���� ���� %�� "'�

�* �"�"��! %�� �( "'� ���� ���"���!�1����!�1%�� � "� �* �"�"��!1%�� � ��)�� ��"�� %�� "'�  �!1
������� #�+��"��! ������ �� ����� ��� �� � �����"( "'� ���� !���������  ��#�� -x(t/Tn)/x0(
ẋ(t/Tn)/(x0ωn). ��� �+"��!�� %�� �!$ ωn� 
'�� ����)� %��  �!������"��!� �!����!��!" �% ωn�

�" +� ��� �#���!" "'�" "'� ��#��"��! �% "'� ������ ���!" �!� "'� #��� �"$ �����!��� %���

"'��� '����!� �����!��� -%��� #�+��"��!. ��� ������( "'� ������� "'� ��"�� Pr +� ����� ���1

"'������( "'� !��������� ������ ���!" �����!��� ��� ���� ���"��+�� "'�! "'�  �������!��!�

!��������� #��� �"$ �����!���� 
'�� �� ��� "� "'� ����"��!�� �!"����"��! ��� ����� �! ��+1

�� "��! ������ 
'�  �������!��!� !��������� �  �����"��! ���!���( )'� ' ��� !�" ���""�� �!

0���� ���( ��� �#�! ���� ���"��+�� "'�! "'�  �������!��!� !��������� #��� �"$ ���!���2 %��

"'�� �����!( "'�$ ��� !�" �'�)!�

�" �� �% ���"� ���� �!"����" "�  �!"�!�����$  �� ���"� �� ��"���"� "'� ��"�� Pr �� �"  �! +�

�! �!"����"�!� ������"�� %�� %���+� 3 �� "� � '����� � ��+��,��!" 0�"��� 
'���%���( �!

������ ' "� ��"���"� Pr �� +���4$ ��� ������ �" �� �����+�� "� ��"���"� "'� ��"�� Pr +$

 �!"�!�����$ �#����"�!� "'� ��� ���!� #�+��"��! ������� Pt  �! +� ��"���"��  �!"�!�����$

+$ %����!� "'� �!"����� �#�� "'� ��� ���!� #�+��"��! ������ ���#���!� "'� "�"�� ��)�� �%
"'� ������ ���!"�

Pt(t) =
1

Tn

∫ tu=t

tl=−Tn

x(t)2�t -����.


'� ��)�� �% "'� ������ ���!" ��� "� "'� � "���  �!��"��!�  �! +�  ����"�� )�"' -����.�

5�+��,��!"�$( "'� ��"�� Px(t)/Pt(t)  �! +�  �� ���"��� 
'�  �� ���"��! �% Px(t) �!� Pt(t)
 �! +� ���� �#�� ��+�"���$ "��� �!"��#���� ��� Px(t)( ���! #����� %�� "'� ��� ���!� "���

�!"��#��  �! +�  ����"��� ��� Pt(t)( "'� �!"����"��! ����"� �! -����.  �! +� ����"��

�  ����!��$� 
'� ��!��� "'�  �!������� "��� �!"��#��( "'� ������� "'� #����! � �% Px(t) �!�

Pt(t) �!�  �!��,��!"�$ "'��� ��"��� 
'�� �� �" "'� �*��!�� �% �! �! ������ "��� ����$�
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��� ���� ������ �!"#!$ %� Pr = 2/3 �& '$(�� ��� )�� ��* (%�" (�#!$ +,�--./ +,�-�.
)!" +,�-0./ ��� '$(�� ��1� �� "#�%#!$(#�� %�� �#$!)2� &��* �)�� �%���/ �3��%� #! %�� 4��%#�)2
)5#� �&  2(� )!" *#!(� %6�/ ��� ��%#4�27/ 6��� )""�"� ��� ���� #!���)�� 87 )  ��5#*)%�27
2π 6#%� %�� �)*� *�)! �2� � +ωn.� ��� �)�� �(�4�/ �!� �)! #*)$#!� )! #"�)2 �%�)#$�% 2#!�
6#%� ) �2� � �& ωn �%)�%#!$ )% t = 0 6#%� %�� 4)2(�� 3/2π−2/ 3/2π+2 )!" 3/2π/ ��� ��%#4�27�
��� "�4#)%#�!� &��* %�� ������ �!"#!$ �%�)#$�% 2#!�� )�� 2�6��% &�� ϕt(t) )����"#!$ %� +,�--.
)� &�� %�� ��* (%)%#�! �& %�#� ���/ %�� 2�)�% "#��( %�" �%)%�� x(t) )!" ẋ(t) )�� (��"� ���
ϕ∗

t (t) )����"#!$ %� +,�-�. 6#%� +,�-,./ %�� *��% "#��( %�" �%)%�� ẋ(t) )!" ẍ(t) )�� (��"/
 ��"(�#!$ %�� 2)�$��% "�4#)%#�!� &��* %�� �%�)#$�% 2#!�� ��� ϕt,s(t)/ %�� %���� �%)%�� x(t)/
ẋ(t) )!" ẍ(t) )�� (��"/  ��"(�#!$ )! )4��)$� "�4#)%#�! &��* %�� �%�)#$�% 2#!��
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ϕ∗

t (t) + 2

ϕt,s(t)

�#$(�� ��1; ���� )����"#!$ %� +,�--./ +,�-�. )!" +,�-0. "��#4�" 6#%� %�� �%)%�� �& '$(�� ���

���)(�� �& %�#�/ #% #� ����**�!"�" %� (�� ϕt(t) )����"#!$ %� +,�--. &�� %�� ��* (%)%#�! �&
%�� ���/ 6�#�� #� "�!� ��!��&��%��

��� "�4#)%#�!� &��* %�� ������ �!"#!$ �%�)#$�% 2#!� "����)�� 6#%� �#$��� �)%#�� �& Pr� ��#�
��2"� &�� ϕt(t)/ ϕ

∗

t (t) )!" ϕt,s(t)� ��4#)%#�!� �& %�� ��� &��* %�� )��(*�" �%�)#$�% 2#!�
������ �!" %� 4)�#)%#�!� #! %�� %)�$�% )!$(2)� 4�2��#%7 ϕ̇t(t) +���.� �����&���/ %�� �#$���
Pr #�/ %�� 2�6�� %�� 4)�#)%#�!� �& %�� ����
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�� ��� �������� ������� �� !��"#� "��"���� ��"� ��� ��� $���"��� #��� %��# ��� $�����$
��� ωn ��� ��&��� ��� ��'����� �% ��� �(���"���� %���� �� ��� #����� �% ��� ��	)
����**"���� )������#��� �� +"� ���+� ��"� ����� �� " ��"�� Pr ��"� �"� ����������*,
$�����!� ��� ��'����� �% ��� �(���"���� %���� �� ��� #������

�� #"-� ��� ��� #��� �����"�� ��#�*"��$ $,�"#��� �"� !� "$$�$� )�� ����"��� !,
.*�����& ��� ��"��� x(t) ẋ(t) "�$ ẍ(t) !�%��� ��#�����& ��� ��/ "�$ ��"�&��& ��� .*���
�"�"#����� "� " %������� �% " �"�"#���� $�����!��& ��� ��'����� �% ��� �(���"���� %����
�� ��� #����� �� ��� ��	) ����**"��� #��� �"�#���� ��������� �"� !� ���"��$ +��� ���
��'����� �% ��� �(���"���� %���� �� *"�&�� 0�+���� " .*��� #��� !� $���&��$ ��1�����&
"$$�����"* $���&� �2���� �*����"����*, "� �!������ "� ��������$ �� 34�5 �"� !� ���$� �,
��"�&��& ��� ����*��& !��+��� ��� ��	) ����**"��� "�$ ��� �!������ "� " %������� �% ���
�"�"#���� ���$ �� $�����!� ��� ��'����� �% ��� �(���"���� %���� #��� �����"�� �"�&�� "�&�6
*"� ��*������� �"� !� ���$���$� ������� ��+��%�* #����$ �� ��� ��6�"**�$ ��"��6*��-�$ *���
7/889 �,���# 3�4 �:5� � ������**�� ����������*, �,�������;�� ��� ��"�� �% "� ����**"���&
#�$�* +��� ��� ��"�� �% ��� ��	) ����**"���� ���� ������**�� �"� !� �"�"#����;�$ "� "
%������� �% ��� ��'����� �% ��� �(���"���� %����� ��� #����$ ��������$ �� ��� %�**�+��&
������� ���� �����"* �% ��� ��"��$ �$�"��

��%��� $���& ���� ��� �!<������� %�� ��� ��#���"���� �% ��� ��/ %�� ��� ���������� ���"����
#�$� "�� �*"��.�$=

� �� -��� ��� ��+�� $�#"�$ �� ��� "���"���� *�+ �� ��� ���������� ���"���� #�$� 
��� �"��"����� �% ��� ��� "�� �� !� -��� "� �#"** "� �����!*��

� >��� ��� ������ "�� "���*��"��$ �� $���*��"��$ �"�&����"* %����� "�� "$$�����"**,
&����"��$� ����� �"�&����"* %����� �"� !� ���� "� "� "$$�����"* �(���"���� %���� "�
���, �"�$�#*, $"#� �� �(���� ��� #������ �����%��� ����� �"�&����"* %����� "�� ��
!� -��� "� �#"** "� �����!*��

� �� ������ ��"� ��� �"�#���� ������* %���� �% ��� �?� 7�����$���$ �� ������� ���9 �2��6
����*, $"#�� ��� ��!�"����� ��� "���6��"���& !��+��� ��� ������* %���� "�$ ��*����,
�% ��� ��	) ����**"��� #��� !� &�"�"����$� >��� ��� ��	) ����**"��� �� $�����!�$
!, " �����"���� �(���"���� ��� "���"* %��1����, $���"��� %��# ωn� �� %������ ������
���� "���6��"���& ��� �?� #��� "$"�� ��� #����� !, "�������"��*, "���*��"���& "�$
$���*��"���& ��� �������

����� �!<������� "�� �� ���'��� +��� �"�� ������ �� ��� %�**�+��& ������� ������� ��� "
��"��6*��-�$ *��� .*��� +��� " ���&*� �����& �"�"#���� �� ��������$� �, �"�,��& ��� �����&
�"�"#���� ��� %�**�+��& �2���� "�� �������&"��$=

� ��� �"��"����� �% ��� ����

� ��� ���"���� �% ��$�����$ �"�&����"* %������

� ��� $"#���& �2��� 7"���6��"���&9�
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� � ��� ϕt(t) �� ������	
 �����
�
� �� ������� ϕt(t) �

 ωn ��	 ��	 �
���� �� ��	 �������	
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���� ��	 
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� ��	 ���	� ������� ��	 ��	 ���	�	
 � �� ϕt,f (t)�
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 cϕ(t)/ωn 
������	
 ���	�� ��	 ���	� ������	� ϕt(t) ���� ϕt,f (t)� ���
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� ��	 	����
et(t) �� ��	 � �� $# ������
� et(t) �� %���	� &	��		
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���� 	+���� cϕ(t)� �� ��	
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Cϕ(s) ��� ��� ���������� 1/s� ��� ��� ��  �!��� �"#����� $��%�

Gcl(s) =
Cϕ(s)/s

1 + Cϕ(s)/s
&���'(

������� &���)( �"#� �� &���'( ��� �� *��� ��� Cϕ(s) ��*�� ��� ���+ �� ��� ,�����  ��-

Cϕ(s) =
ω2

f

s+ 2ωf
&���.(

��� �!� /� �� �� Gcl(s) �� &���)( !��� ξf = 1.0  �� 0��� �� s = −ωf � ���������� ����
, ����1 ��/ �� ���0 � ��� ωf > 0�

�� �  #������ ��� �2�,� �� ��� 3 ��� �� 3�#�� ��4� ��� �5�� ��,�  ���� �� ����#�0�� 06 ���
�7,������� ���,� ��3��� �� �#0��,���� ����8� � ���� � *�0������ /����� �� ,��������� !���
��� ������ ,�������� x0 > 0 ��� ẋ0 = 0� ��� ������ *� #� �� ��� ���������� ϕt,f,0 �� ��� �"#� 
�� ��� ��� �� t = 0� !��,� �� 3/2π �,,������ �� &8�44( ��� ��� ��*�� ������ ,���������9
��#�� et(t = 0) = 0�

���#�� ��):� ���!� ��� #�3 ����� ��� 3 ����� ���� �#03�#�� ; ���!� ��� ,�����/������
��*������ �� ��� 3 ����� ��< ���+ ��� ���#�� ���"#��,6� ��� 3 ��� ���"#��,6 !�� ���
�"#� �� ��� ���#�� ���"#��,6� ωf = ωn� �� 3�#�� ��):�� ��� ����� ��+/��� �2�,� 0�,�+��
�*����� !��� ���/�,���� ϕt(t) ��� ϕt,f (t)�
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���#�� ��)- =����� ������ ��� �  #�������� �� 3�#�� ��4 !��� Pr = 2/3 ��� ωf/ωn = 1.0

��� 3 ��� ���"#��,6 wf !�� ���� ��,������ 06 � ��,��� �� ��� ��� ��� ��+# ����� !��
��/����� #���� ��� ��+� ���� ��� ��� �7,������� ���,�� ��� 3�#�� ��'� ���������� ϕt(t) ��
3�#�� ��):� ��� ��':� ��� ������,� � �� 3�#�� ��'� ϕt(t) �� ���,>�� +��� �,,#���� 6 ����
�� 3�#�� ��)� �� ���,� ����� ��� 3 ����� ��< +#�� 0� *����� +���� ���� ,�� 0� ���� ��
3�#�� ��':;� cϕ(t)/ωn ���,��� � +��� +��#� ����� �� t/Tn ≈ 0.15�
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����� 
�!" �#$% � %&�& % '$� �((�%&��&�$� $' )#�% *($+, � ($$) $' -��� 
�. /�&# Pr = 2/3
��� ωf/ωn = 10

�# 0�����+ ��� &# %&������ � 0��&�$� $' cϕ/ωn �� +�(+�(�& � '$� -��� 
�1 ��� 
�! ��

&�2( 
��� �# � ��+� �%��� &# -(& � '� 3� �+4 ωf 24 � '�+&$� $' & �5 &# 0�����+ ��� &# 

%&������ � 0��&�$� �� ��+� �% � 24 � '�+&$� $' �))�$6�7�& (4 65 ��� 8.15 � %) +&�0 (4�

��2( 
��" ��(+�(�&�$� $' 0�����+ ��� %&������ � 0��&�$� $' cϕ(t)/ωn +$�� %)$����� &$

-��� 
�1 ��� 
�!

wf/ωn ���(cϕ(t)/ωn) %&�(cϕ(t)/ωn)

1.0 8-��� 
�19 0.0065 0.0804
10 8-��� 
�!9 0.4247 0.6519

�# 0����&�$�% $' cϕ(t)/ωn '�$7 t = 0 &$ t = Tn / �  0�(��& � /�&# # () $' &# 0�����+ 

��� &# %&������ � 0��&�$�5 %  8
�.95 8
�195 ��� &�2( 
��� �$& &# 3���&�&4 cϕ(t)/ωn

� %+��2 % &# � 0��&�$� '�$7 � +$�&���$�% 7$&�$�� �4 (�7�&��� &#�% 3���&�&45 �� �)) � (�7�&

'$� &# )$/ � � 7��� $� &# �+&��&$�% � 3��� � &$ �++ ( ��& ��� � + ( ��& &# �$&$�% ��

&# +$�&���$�% �$&�&�$� 7$� �% % &� 
� -��� 
�15 cϕ(t)/ωn 0��� % /�&#�� � ���� $' ±0.15�
�#�% +$�� %)$��% &$ � 7�6�7�7 � 0��&�$� '�$7 ωn $' ±15%� �$ &# ��&#$�5 &#�% � 0��&�$�

'�$7 &# +$�&���$�% 7$&�$� %  7% &$ 2 �++ )&�2( '$� � )$/ �* :+� �& $) ��&�$� ��� ��

���&��( �)) � (�7�& '$� %&�(cϕ(t)/ωn) �% % & �� &# '$(($/��� &$ 0.10� ���&# � +$77 �&%

� ������� &#�% ���&��( �)) � (�7�& �� ��0 � %�2% +&�$� 
�
�.�

�# -(& � � ��� ϕt,f (t) �% &# ��)�& $' � %�2% 3� �& %4%& 75 /#�+# ���0 % &# �$&$�% &$

ϕt,f (t)� �$� &# � %& $' &#�% % +&�$�5 �& �% �%%�7 � &#�& &#�% %�2% 3� �& %4%& 7 �% 7�+#

'�%& � &#�� &# ��� -(& � $' -��� 
�.5 �� $&# � /$��%5 ϕt,f (t) �% ;) �' +&(4; &��+, �� �4

�%%�7��� &#�%5 &# 0����&�$�% �� &# �+&��( ��� �� � ��+ � /�&# # () $' &# ��� -(& ��


� &# '$(($/��� %�2% +&�$�%5 &# ��<� �+ % $' &# ��� -(& � $� &# $2= +&�0 %  ��7 ��& �
�� % +&�$� 
�> �� 3���&�- ��
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� ������� ���	�� ��	���� 
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������ �
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� �����
�

��&#�� &# %�7�(�&�$�% ) �'$�7 � '$� -��� 
�1 ��� 
�!5 � %���( 0�2��&�$� ) ��$� /�%

+$�%�� � � '$� � + �&��� )$/ � ��&�$ Pr� 
� $�� � &$ ��+� �% &# %&�&�%&�+�( %����-+��+ 5
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n ������ ��������� ������� ��� ��� ����� ��� �!� ���� ��� �� �" �!� ������� �� ��������
���������� ���(cϕ,i(t)/ωn) ��� #��# ����� �$

Vϕ̇ =
1

n

i=n∑
i=1

[���(cϕ,i(t)/ωn)] %���&'

�� (!�#! Vϕ̇ ��"��� �� �!� �)��#��� ���������� �" �!� *������ ��+� ,��! n = 5000- �����.
� #������$ �� ��� ��� ������� �!�� (!�� ��� ������ 5000 ������ ��������� ������� ����!��
����- �����$ �!� ���� ��� �� "�� Vϕ̇ ��� ��������� �!���"���- n �� ��� �� 5000 �� �!�
"����(����


���� �!� ���� ������� #���������- ��/����� �)#������� "��#� ����� ��� �!� ���� �)#�������
��(�� I- �!� ���� ��(�� ����� Pr ������� �����)������$ #�������� �!� *���� "��0 ��#$
ωf (�� �!�� ������ (��!�� � #!���� ����� %0 < ωf/ωn < 2'� ��� �!��� ��� �������- Vϕ̇ #��
�� ������� ������� ωf/ωn "�� � ������ ��(�� ������ Pr- ��� *� �� ��1� �� ������ ��/�����
��� �� "�� Pr- �!� �)#������� ��(�� I (�� ������� ������������$- �!� ������ �� �" x0 #� ��
�� #!������ 	��� �!�� �!� ������� �" *� �� ��1 �� ����� "�� ��$ ωn�
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ωf/ωn

V
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Pr = 0.20
Pr = 0.40
Pr = 0.60
Pr = 0.80

��� �� ��12 �)��#��� ���������� �" �!� *������ ��+ Vϕ̇ ������� ������� "��0 ��#$ �����
ωf/ωn "�� ��/����� ��(�� ������ Pr

�!� # ���� �" *� �� ��1 #�� �� �����)������  ���� ������ ������ ���������� �� �!� ������
�" Vϕ̇ = 0.1 %�������  ���� ����� "�� ���[cϕ(t)/ωn] �" � ���#���� �����' 3415� ,��! ������
������ ���������� �� �� ����� �!�� �!��� �� ���$ ��� �)��������$ ��������- (!�#! �� ωf/ωn�
�!� ����� �0 ��� ������#! ��  ���� �� ������6�� �!� � � �" �!� �0 ���� ������ �� (!�#!
�� ����� �� �!� ��/����#� ���(��� �!� �����)������ ��� �- Aϕ̇(ωf/ωn) ����� �� %��78'- ���
�!� � ����#���$ ��� ����� ��� � Vϕ̇ 3415�

Aϕ̇(ωf/ωn) = av
ωf

ωn
+ bv %��78'

�� %��78'- av �� �!� ����� ��� bv �!� ��� � �� ωf/ωn = 0� �!� ��� �� �" Vϕ̇ �� �!� ��� �
����� "��� Vϕ̇ = 0.05 �� Vϕ̇ = 0.15 ���  ��� "�� �!� �����)�������� �!� #��������� ����
�� ���9�� (��! � ���$ ��#9��� ��- ��� *� �� ��1�
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��� ��������� av �!" bv "� #�$%$!& ��� '$!��� ��&��  $(! '$!� #(��� �(!"$!& �( ��� #)�*� 
(+ ,&)�� 
�- ���  �(.! $! ��%'� 
��� �( "��$*� � ��'��$(! %��.��! Pr �!" ��� ��������� av
�!" bv/ av �!" bv .��� �*�')���" +(� "$0���!� �(.�� ���$( Pr/  �� ,&)�� 
�1� ��$ $ 2) �$,�"
%3 ��� �  )���$(! ���� ��� �(.�� ���$( Pr �!" ��� ,'��� +��4)�!#3 ωf $!"���!"�!�'3
$!5)�!#� Vϕ̇�

��%'� 
��6 ��������� av �!" bv (+ 7
��89 +(� ��� #)�*� (+ ,&)�� 
�-

Pr av bv
0.20 0.41 −0.022
0.40 0.30 −0.011
0.60 0.19 0.0031
0.80 0.069 0.028
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av(Pr)

bv(Pr)

�$&)�� 
�16 ��������� av �!" bv �!" #(��� �(!"$!& ��&��  $(! '$!� av(Pr) �!" bv(Pr)
(+ 7
���9 .$�� #(�:#$�!� (+ 7
���9

����(;$���$(! +(� av �!" bv #�! %� +()!" ) $!& '$!��� ��&��  $(! .$�� ��� *�')� (+ Vϕ̇ $!
��� *�')� ��!&� +�(� Vϕ̇ = 0.05 �( Vϕ̇ = 0.15 +(� �)'�$�'� *�')� (+ Pr <=->� ��� �;�'�!��(�3
*��$�%'� $ !(. Pr �!" ��� '�� �  4)��� ����(�#� $ ���'$�" <=->� ��) / ��� ��������� av
�!" bv #�! %� ����(;$����" %3

av(Pr) = av,1Pr + av,0 bv(Pr) = bv,1Pr + bv,0 7
���9

.$�� ��� #(�:#$�!� 

av,1 = −0.5581 av,0 = 0.5248 bv,1 = 0.0804 bv,0 = −0.0405 7
���9

��� '$!��� ��&��  $(! '$!� ��� �' ( "��$#��" $! ,&)�� 
�1�


! ���$!& 7
���9 $!�( 7
��89 3$�'" 6

Aϕ̇(ωf/ωn, Pr) = (av,1Pr + av,0)
ωf

ωn
+ bv,1Pr + bv,0 7
��
9

7
��
9 &$*� �! ����(;$���$(! (+ ��� *��$��$(! $! ��� ,'����" ��� � � +)!#�$(! (+ ���
,'��� +��4)�!#3 ωf/ωn �!" ��� �(.�� ���$( Pr� �('*$!& 7
��
9 +(� ωf/ωn �!" ��4)$�$!& ����
��� *��$��$(! $! ��� ,'����" ��� ��� �4)�' (� %�'(. �  ��#$,�" ���� �('"/ Av,t/ $� +(''(. 6

ωf/ωn ≤

Av,t − bv,1Pr − bv,0
av,1Pr + av,0

7
��=9
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	��� ���� Pr �� � ������������ ��������� !��"� "�� #� ��������$� %��&'( ���� �� )����

�������*$ +�� ωf/ωn� ���� �������*$ *���� ��� ���������� �+ ��� ,*����$ ��-. �����+��� ���

��!�� $����$ ��/)���$ +�� �""�*������� ��$ $�"�*������� ��� ������� ��� ��� $������������
�+ ��� "��0"����� av,1 av,0 bv,1 ��$ bv,0 ��*� ��� $��� �� ��� ������ �+ Av,t = 0.1 %������*

)���� *���� �+ �)#��"���� �����( !�� )��$ ��� ,�)�� ��1� �+ ������� ��*)� +�� Av,t �� "����� 

��� *������2������ �+ %��&3( ��$ %��&�( �)�� #� �������$ !��� ��� $��� �� ��� ������ �+ ���

��! ��*)� +�� Av,t ��� ,�)�� ��1�

���������	� 
��� ���
	
�� �������

��4��� �� ��"�**���� !��� �������� $������ ���� "����$������� ωn �)�� #� �)#����)��$ #�

ωd �� ��� �����"���� "���)������� �+ ��� ������)� �)#��"����� �)��������� ��� ���*���� ��

$��� !��� �����"� �� ��� +��/)��"� ����� ωf/ωd ������$ �+ ωf/ωn�

���)�� ���3 ���!� ��� �5��"��$ ���������� Vϕ̇ �+ ��� ,*����$ ��- �� � +)�"���� �+ ωf/ωd

+�� Pr = 0.4 ��$ +�� ������* $������ ������ ξ� Vϕ̇ ��"������ !��� ��� $������ ����� ξ�
���� �� #�"�)�� ��� $�"�� $)� �� ��� �������� $������ �� ��� ���*�"��$ ��� "�������

#�+��� %����(� �����+��� ��� ���� ��6)��"� �+ ��� �5"������� +��"� �� ��� ������ �+ ���
�7�� ��"�**���� ��"������ �� ���� !����� ��� "����$���$ ��#������ �����$�� ���� �5�*����

��� ��"�����$ ��6)��"� �+ ��� �5"������� +��"��

0 0.5 1 1.5 2
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ωf/ωd
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���)�� ���38 �5��"��$ ���������� �+ ��� ,*����$ ��- Vϕ̇ �*����$ ������� +��/)��"� �����

ωf/ωd +�� Pr = 0.4 +�� ������* $�9����� $������ ������ ξ

:�!���� ��� ��6)��"� �+ ��� �������� $������ �� ���** +�� 0 < ξ < 0.1� ���� !��

"��"4�$ +�� ������* ��*)�� �+ Pr� �����+��� "����$�������� �� ��� +�**�!��� ��� �)��)�$ +��

��"�**����� !����)� �������� $������ #)� ���� ��� �*�� � ���$ �������� +�� ��"�**����� !���

���** �������� $�������

�� ���� �)#��"���� ��� ��6)��"� �+ ��� ,*��� +��/)��"� ωf ��$ ��� ��!�� ����� Pr �� ���

���������� �+ ��� ,*����$ ��- !�� ��)$��$� %��&'( ����� ��� ��5��)� ��*)� +�� ωf �)"�

���� ��� ���������� �+ ��� ,*����$ ��- $� ��� �5"��$ Av,t = .1 %������* )���� *���� �+

�)#��"���� �����(�

����� �������� �	��
���	� �
��
�

;��� ��� ������ ��� $����� !��� � "������� ���)*�� ��*�"��� ��*� ��$��* +��"�� ��� "�����$�

:�!���� ���������� �� ��� ��- ��� ��/)���$ �� ���)�� ��� ������������ #��!��� ��� "�����*

+��"� �+ ��� ��7 ��$ ��� ��*�"��� �+ ��� �7�� ��"�**����� �� � ���)*� ���������* +��"��
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��� ������� �!!" #���$%��� �&� �� '� ���! (��%�) �%� �� ��*!" � �&� ���� �)%�!!�����

�&���(���+ �&�" %� ,� )�� �) � ������� �! �-%������ (��%� � � ��� �� ,� .�#� )*�!!�


 �&�) )$,)�%��� + � $##�� !�*�� (�� �&� ��� /!��� (��0$� %" 1�!! ,� )�� )$%& �&�� �&�
�� '� ���! (��%�) ��� )*�!! 1��& ��)#�%� �� �&� �����! (��%�)� �� )�$�" �&� �� '� ���! ��

�����! (��%� �����+ 23�
4 �) ��%�!!��5

fT (t) = mcr
[
ϕ̇(t)2 cosϕ(t) + ϕ̈(t) sinϕ(t)

]
2
�364

���� �&�� (�� �&� � 7�)��'���� �( �&�) )$,)�%��� + �&� (��%� �( �&� �	� �) )��!!  �� �##!���
�� �&� ���� �)%�!!�����

�&� /�)� ���* � �&� )0$��� ,��%.�� �( 2
�364 ��)%��,�) �&� �����! (��%�) � � �&� )�%� � �&�

�� '� ���! (��%�) #���$%�� ," �&� �	�� �&� (�%��� mcr %� ,� ���##�� �) �� %� ���,$��)

�0$�!!" �� ,��& (��%� ���*)� �) �� � � �&� #��7��$) )$,)�%��� +  $*���$) )� '!� 7�,����� 

#�����) 1�!! ,� %� )������� 
 � )� '!� 7�,����� #�����+ ϕt(t) %&� '�) ," �##��-�*���!"

2π� �&���(���+ �&� %� ���,$��� ) �( ,��& ���'� �*����% ($ %��� ) ��� �0$�! � � %� + (��

�&�) %�*#���)� + ,�  �'!�%��� 1&� %� )����� '  $*���$) )� '!� 7�,����� #�����) � �

%�*#$�� ' �7���'� 7�!$�)� �� *�.� ,��& (��%� ���*) ��*� )�� !�))+ �&�" ���  ��*�!�8��

," �&� )0$����  ��$��! (��0$� %"+ )�� �&� (�!!�1� ' �0$���� 

fr,c(t) =
ϕ̇(t)2

ω2
n

ft,c(t) =
ϕ̈(t)

ω2
n

2
�394

� 1&�%& �&� � ��- c )�� �) (�� %�*#���)� � �&� �,:�%��7� �) �� / � � %� )���� � (�� �&�

/!��� (��0$� %" )$%& �&�� �&� �� '� ���! (��%�) ��� !�1 � %�*#���)� �� �&� �����! (��%�)�

fr,c(t) �) �7�!$���� 1��& &�!# �( �&� �*);($ %��� �) �� 7����) �,�$� � � � �&� %� �� $�$)

������� *���� �&$)+ �*)[fr,c(t)] %� ,� �##��-�*���� �) (�!!�1)5

�*)[fr,c(t)] = �*)

[
ϕ̇(t)2

ω2
n

]
≈ 1 2
�3<4

��� ft,c(t)+ �&� )��;($ %��� �) $)�� �) ft,c(t) 7����) �,�$� 8��� 2�� 1�$!� ,� �0$�7�!� � ��

$)� �&� �*);($ %��� 4� �) �*)[fr,c(t)] ≈ 1+ � !" ft,c(t) *$)� ,� %�*#$��� �� �7�!$��� �&�

�� '� ���! �� �����! (��%� ������ �) ,�(���+ 5000 )� '!� 7�,����� #�����) ��� %� )������ � �

�&� �7���'� )�� ���� ��7����� �( ft,c(t)+ )�� 2
�394+ �) %�!%$!����5

Et =
1

n

i=n∑
i=1

[
)��

ϕ̈(t)

ω2
n

]
2
�3=4

Et �) ��(����� �� �) �&� �-#�%��� �� '� ���! (��%� %�*#� � �� ��� �&� (�!!�1� '  $*���%�!

)�*$!���� )+ ϕ̈(t) �) ����7��  $*���%�!!" ," ��>��� ����� ' ϕ̇t,f (t) 1��& ��)#�%� �� ��*�� �&�)
�) ,�)�� � �&� �))$*#��� �&�� �&� /!����� ��� �) #��(�%�!" ���%.��� �� ,�'� 1��&+ Et �)

)�$���� 1��& ��)#�%� �� �&� /!��� #���*���� ωf/ωn (�� ��>��� � Pr� �&� ��)$!�) ��� )&�1 
� /'$�� 
����

�) �� � � �&� #��7��$) )$,)�%��� + �&� %$�7�) �( /'$�� 
��� %� ,� �##��-�*���� � 

�&� ��'�� �( 0.1 < Et < 0.3 $)� ' )�*#!� !� ��� ��'��))�� � � � ����! $##�� �&��)&�!�+

Et,t = 0.2+ (�� Et �) )��� ?)� ' �&� !��)� )0$��� �##���%& (�� �&� 7�!$�) �,�$� �&�) �&��)&�!�

(��* 0.5Et,t �� 1.5Et,t+ � �##��-�*���� (�� Et %� ,� ����7�� (�� ��%& Pr5

At(ωf/ωn) = at
ωf

ωn
+ bt 2
�3@4
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������ ����� �������� ����������  !��� �!"�!���� ��!���� �����#�  ��$����% ����! ωf/ωn

 !� ��&����� �!'�� ����!# Pr

At '��� (� �� ����� �! �# �)� �#��"���� ����������  !��� �!"�!�����

�# �!�� (� !��* �)� �!�+�����# at ��� bt ��� (� ��#���(�� �# �  �����!� ! Pr� at ��� bt
'��� �,�������  !� ,���!�# Pr* #�� -���� ���.�
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b t at
bt
at(Pr)

bt(Pr)

������ ���.� ����"����# at ��� bt ��� �!���#�!����� �����##�!� ����# at(Pr) ��� bt(Pr)
! /���01 '��) �!�+�����# ! /����1


#��� �)� ���#� #$���� ����!��) '��) Pr �# �)� ��������!�% ,����(��* �)� ����"����# at
��� bt ��� (� �����##�� (%�

at(Pr) = at,1Pr + at,0 bt(Pr) = bt,1Pr + bt,0 /���01

'��) �)�  !��!'��� �!�+�����#

at,1 = −0.4560 at,0 = 0.5853 bt,1 = −0.0039 bt,0 = −0.0961 /����1

�)� �!���#�!����� ������ �����##�!� ����# ��� ��!���� �� -���� ���.� ��#������ /���01

���! /��.21 %����#�

At(ωf/ωn, Pr) = (at,1Pr + at,0)
ωf

ωn
+ bt,1Pr + bt,0 /���.1
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�
�
�� ���� !" !##$%&�'!(�%" %) (*� (!"��"(�!+ )%$,� ,%'#%"�"( ! ! )-",(�%" %) ωf/ωn

!". Pr� �" -##�$ (*$� *%+. )%$ (*� /+(�$ )$�0-�",1 ωf � )%-". 21  %+��"� �
�
�� )%$ ωf/ωn

3*�+�  �((�"� At(ωf/ωn, Pr) �0-!+ (% (*� -##�$ (*$� *%+. Et,t4  �� �
�

��

ωf

ωn
≤

Et,t − bt,1Pr − bt,0
at,1Pr + at,0

�
�

�

�*� ,%�5,��"( %) �
�
�� 3�$� .�$���. 3�(* !" �"�(�!+ -##�$ (*$� *%+. Et,t = 0.24 3*�,* � 
)-$(*�$ .� ,-  �. �"  -2 �,(�%" 
�
�6�

����� �����	
����
 ������� ������� ����� ��� �������� �� ���� ����������

��(*�" (*� +! ( (3%  -2 �,(�%" 4 (3% -##�$ (*$� *%+. )%$ (*� /+(�$ )$�0-�",1 ωf 3�$�
.�$���.� �*� /$ ( ,%" ($!�"( �" -$� (*!( (*� �!$�!(�%" �" (*� !"�-+!$ ��+%,�(1 !$� *�+.
2�+%3 ! ,�$(!�" (*$� *%+. !". (*�  �,%". ,%" ($!�"( �" -$� (*!( (*� (!"��"(�!+ (% $!.�!+
)%$,� $!(�% � *�+. 2�+%3 ! ,�$(!�" (*$� *%+.�

�% �-!$!"(�� (*� !"(�7#*! �"� 2�(3��" (*� ,%"($%+ )%$,� %) (*� �	� !". (*� ��+%,�(1
%) (*� ���� % ,�++!(%$4 (*� /+(�$ )$�0-�",1 ωf '- ( +�� !2%�� ! +%3�$ (*$� *%+.4 ωf,l�
�*� %28�,(��� %) (*�  -2 �,(�%" � (% /". !" !##$%#$�!(� +%3�$ (*$� *%+. ωf,l )%$ ωf (%
,%'#+�'�"( (*� -##�$ (*$� *%+. #$���%- +1 .�$���.� 
) ωf = 04 (*�$� � "% )��.2!,9 3�(*�"
(*� ��� /+(�$� �*�$�)%$�4 ϕt(t) !". ϕt,f (t) !$� �".�#�".�"( )$%' �!,* %(*�$� �%" �0-�"(+14
(*� !"(�7#*! �"� 2�(3��" (*� ,%"($%+ )%$,� %) (*� �	� !". (*� ��+%,�(1 %) (*� ����
% ,�++!(%$ � "% +%"��$ �-!$!"(��.� �*� *��*�$ ωf 4 (*� )! (�$ et,l(t) %) /�-$� 
�6 �.�:�$�",�
2�(3��" ϕt(t) !". ϕt,f (t)� �%� (% ;�$%� �*� ,+% �.7+%%# ($!" )�$ )-",(�%"4 Gcl(s) )$%'
ϕt(t) (% ϕt,f (t)4 � ! ����" �" �
���� 3�(* ξf = 1�

t

ϕt(t)4 ϕt,f (t)

ωn

ωn

Δet,l

0.1Δet,l

0.1Δet,l

Tr

ϕt,f

ϕt

t1

���-$� 
��
< 	�7 1",*$%"�;!(�%" (�'� Tr

�*� $� � (�'� � (*� (�'� $�0-�$�. )%$ (*� $� #%" � %) !  ��"!+ (% $� � )$%' 10% %) (*�
 (�!.17 (!(� �!+-� (% 90% %) (*�  (�!.17 (!(� �!+-� .-� (% ! -"�(7 (�# =>?@� �*!( .%� (*� 
'�!" )%$ (*� /+(�$ �" /�-$� 
�6A 
" /�-$� 
��
4 (*� -"/+(�$�. ��� ϕt(t) !". (*� /+(�$�.
ϕt,f (t) ��� ,%�",�.� !". �",$�! � 3�(* ωn -"(�+ t = t1� �%3 !  -'�"� (*!( ϕt(t)  -..�"+1
,*!"�� 21 Δet,l4 ,%"($%+ !,(�%" '- ( 2� (!9�" (% $�7 1",*$%"�;� ϕt,f (t) 3�(* ϕt(t) �Δet,l
.�,!1 2!,9 (% ;�$%�� �*� (�'� �( (!9� (% 2$�"� (*� �$$%$ )$%' 0.9Δet,l (% 0.1Δet,l � (*�
$� � (�'� =>?@B *�",�)%$(*4 (*� (�'� 3�++ 2� $�)�$$�. (% ! (*� $�7 1",*$%"�;!(�%" (�'�� �-�
(% (*� )!,( (*!( (*� ��� /+(�$ � ! +�"�!$ .1"!'�,  1 (�'4 (*� $�7 1",*$%"�;!(�%" (�'� � 
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����������� ���� ��� ��������� �� ��� ����� Δet,l(t)  ��!������ �� ϕt(t) ���� ϕt,f (t)" ��
#���� �����

��� ξf = 1 ��� ��� ��� $%�&��'%��� ����&��� ���$���� ��  ���(") ��� ��%����� *��+��� ���
��'&,�$�����-����� ���� Tr ��� ��� #%��� ���.���$, ωf �& �& ��!�� *,

Tr =
3.359

ωf
 ���/"

�� +��$� ��� ��'&,�$�����-����� ���� Tr �& ��!�� �� s ��� ��� #%��� ���.���$, �� (rad)/s 0/12�
��� ��'&,�$�����-����� ���� �& �� ���.���� ���������$� ����3 ��� �!�%������ ��� &����
�� ��&���&�� ���%�$��� ��� ��'&,�$�����-����� ���� ��  ���/" *, ��� ��'&,�$�����-�����
���.���$, ωr = 2π/Tr) ��!����� *��� &���& *, ωn) ����� &��� �������������& ��� �������
��� ���.��%��, ��!�& � %�+�� ����&��%� ��� ωf/ωn ��� � $������ ��.����� ��'&,�$�����-�����
���.���$,) ωr,t4

ωf

ωn
≥

3.359

2π

ωr,t

ωn
≈ 0.5346

ωr,t

ωn
 ���5"

 ���5" ���!���& � %�+�� ����&��%� ��� ��� #%��� ���.���$,) ��&����� ���� ϕt,f (t) ��� ϕt(t)
��� ��'&,�$�����-�� ���.����%, ��&�6 ���������) ��&����� � ��&� ��$�!��, �� ��� ����'���&���
*��+��� ��� $�����% ���$� ��� ��� !�%�$��, �� ��� �7�� �&$�%%����� � ��'&,�$�����-�����
���.���$, �� ωr,t/ωn = 1 �& ������ �� *� �� ����������� ������% !�%��� �� ��%%�+&4 ωf/ωn =
0.5346� ������� $��&���������& ��������� ��� %�+�� ����&��%� ��� ��� #%��� ���.���$, ���
��!�� �� &�*&�$���� ����(�

����� �����	
�
 �
 ���
������


�� ���& &�*&�$����) ��� $��&������& �� &�*&�$���� ����8) ����� ��� ����/ ��� &,����&�-��� ���&
��&�%�& �� �+� ����� ��� � %�+�� ����&��%�  
� ��� ��" ��� ωf ) &�� #���� ���/� �� *�$���&
�������� ���� �%% $��&������& ��� ��%, ��� �� Pr > 0.64�
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� �$$ �� &�*&�$���� ����8

� �$$� �� &�*&�$���� �����
�� �$$� �� &�*&�$���� ����/

������ ���/4 9��&������& ��� ωf �� �$���!� ��&���� ���������$� +��� ��� ��7 �� ���
$��������& �������� ����

��� �%%�&������� �����&�&) � &���%����� �& ��+ ��������� +��� ��� ���&�'%�$:��'%��� #%���
�� #���� ��5� �& *�����) ��� �3$������� �� &�*&�$���� ����8 �& �&��� ��� ������% $��������&
�& +�%% �& ��� �3$������� ��+�� ��� ������%, $��&��� ���, �� ��� ��!� �� ����$� ��
��� ��%%�+��� $��&���������&� ��� #%��� ���.���$, ωf �& &�� �.��% 0.5346ωn  ������% !�%��
�� ���!���& &�*&�$����"� ���� &����%& +��$� ��� ��&$�&&�� �� ��� ��%%�+��� ��� &��+� ��
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�$���� 
���- ��*��$"'( %$*�('#$!& ! ��� �(#�� .$#� x0 > 0/ ẋ0 = 0 '&) ξ = 0

�$���� 
���0� %�!.% #�� )$%1('"�*�&# '&) #�� +$2�'#$!& '*1($#�)� )�� #! #�� �3"$#'#$!&
 !�"�� 
# "'& 2� %�� #�'# #�� �3"$#'#$!&  !�"� �'&)!*(4 )'*1% '&) �3"$#�% #�� ����
!%"$(('#!�� ��2�����0� %�!.% #�� "!&#$&�!�%(4 �%#$*'#�) 1!.�� �'#$!/ P ∗

r (t)/ "!*1�#�)
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P ∗

r (t) =

1

2

[
x(t)2 +

(
ẋ(t)

ωn

)2
]

1

Tn

t∫
t=−Tn

x(t)2dt

������

�$$ �%!� ����&� ��� ����$!'������ ��(($��!� � $ �#($����� �" ������� !$$ �%!� �������

�$"$�! �� � $ ���#�% !���$! ��� ��� )$ !$$� �! � ���(�%�*$�� !+#��$� ,�)������ �('%��#�$�

� $ �$��(������ ��%�#%��$! � $ '��$� �" � $ ��!'%��$($�� �$!'��!$ �" � $ '�$�$���� ,�)��-

���� '$���� ����$������� "��( t = −Tn #' �� t�� �� )$��($! $,��$�� � �� � �! ������#�#!%.
$!��(��$� '��$� ����� P ∗

r (t) �!� �� ��('���!�� �� � $ ,�)������ �('%��#�$ A(t) ! ��� ��

!#)/�#�$ �� (��$ ��!�#'�$�� � $�$"��$� A(t) �! (��$ !#���)%$ "�� "#�� $� ��('#������!�
�� �$�#�$ � $ ��!�#'���� �" P ∗

r (t)� ��$ ��� ���!��$� (#%��'%$ ��� $� � �� !���%$ ,�)������

'$����! �� �('%$($�� � %��-'�!! /%�$�� � $ %���$� � $ ���!��$�$� ��($ ���$�,�% ��� � $

(��$ ����$!!�,$ � $ %��-'�!! /%�$�� �$!'$���,$%.� � $ !(��� $� � $ �$!'��!$ �" P ∗

r (t) �� � $
$0'$�!$ �" � %���$� ��($ �$%�.�

�� $,�%#��$ � $ ,��������! �" � $ /%�$�$� ��1 ������#�#!%.� � $ !������� �$,������ �"

cϕ(t)/ωn �" � $ '�$�$���� ,�)������ '$���� �! ��%�#%��$� ��������� �� ������ 2�� tl = −Tn
��� tu = t ��� s(t) = cϕ(t)/ωn� ����� )$��($!

!��[cϕ(t)/ωn] =

√√√√√ 1

Tn

t∫
−Tn

[
cϕ(t)

ωn
− μϕ(t)

]2
�t ����3�

�� � �� μϕ(t) �$"$�! �� � $ ($�� ,�%#$ �" cϕ(t)/ωn "��( tl = −Tn �� tu = t� 2 $�

� $ ,�)������ �('%��#�$ �! �$%���,$%. !(�%%� �! �! � $ ��!$ �� � $ "�%%����� ��($ ���$�,�%!�

Tn < t < 3Tn ��� 13Tn < t < 17Tn� � $ (����� �! (��$ ��4#$��$� ). � $ $0�������� "���$

��('��$� �� � $� � $ ��!'%��$($�� �('%��#�$! ��$ %���$�� 5��!$+#$��%.� P ∗

r (t)  �! � $
�$��$��. �� �$��$�!$ ��� � $ ,��������! �" � $ /%�$�$� ��1 ����$�!$�

ẋ(t) ��� cosϕ∗

t (t)� � �� �������$! � $ ' �!$ �" � $ ������% "���$� ��$ ! ��� �� !#)/�#�$ ��

ẋ(t) �! ���(�%�*$� !#� � �� � $ (�����#�$! �" )�� !����%! ��$ �''��0�(��$%. $+#�%� �!

� $ ������% "���$ ������#�#!%. �''�!$! ẋ(t)� ωf �! !$� ��$+#��$%.  �� � �� t = 13.5 s�
� $ ��!'%��$($�� �('%��#�$ )$��($! �$%���,$%. !(�%%� �! � �$!#%�� � $ $0�������� "���$

����$�!���%. ������$! � $ (����� �" � $ �6�� �!��%%����� (�7��� � $ ���#�% "�$+#$��. �"
� $ �6�� �!��%%���� �$,������ "��( ωn� � $ ,�)������ �('%��#�$ � $� ����$�!$!� �� �$����

� $ ����-' �!���� � $ /%�$�$� ��1 ϕt,f (t) �! %��$�$� �� � $ ��($ ����$ "��( t = 14 s #' ��

t = 16 s�

2 $� !$����� ωf �� � %��$� ,�%#$� � $ #��$!��$� ,��������! �� � $ /%�$�$� ��1 ��%% �$��$�!$

�� � $ $0'$�!$ �" � '���$� ����-' �!��� )$��$$� � $ ������% "���$ ��� � $ ,$%����. ẋ(t)�
�#�� $�(��$� � $ ����$����% "���$! ��%% �$��$�!$�

� $ !�(#%����� �" /�#�$ ���& ,�%����$! � $ ���!��$������! ���$ �� !#)!$����� ����8� 2 $�

� $ '��$� ����� P ∗

r (t) "�%%! )$%�� � $ ,�%#$ 0.65� �� ��� )$ !$$� � �� � $ std[cϕ(t)/ωn] $0�$$�!
� $ � �!$� � �$! �%� �" 0.1� 6#$ �� � $ ��� /%�$�� std[cϕ(t)/ωn] ���!!$! ��! � �$! �%� �"

0.1 !%�� �%. �$%�.$� "��( P ∗

r (t) = 0.65� !$$ !#)/�#�$ 9 ��� 5�
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��� ���� �!�!"#$ ��%&!��' &�(�) )*� � P ∗

r (t)  " *� �"� %*��+ "�� ,���-.� P ∗

r (t)  " ��� )*� �
�/ ��� &�(�) �/ ��� ' "&#*��%��� �0&����' �� 1� &�)/�)%�'  � ���  %&��' �2 3 1)*� ��"
�3�) ��� ���*# &�(�) &�)/�)%�'  � ��� &)���' �2 3 1)*� �� &�) �'� ���)�/�)�+ P ∗

r (t) �*�
'����� ��*�2�"  � ��� �0� �*� �� &�(�)+ (� �� (*" *""!%�' *" ���"�*�� "� /*)� ��(�3�)+
��� &�(�) )*� � P ∗

r (t) �/ 42!)� ���56�  " "�)��2#$ ' ")!&��' *�' �*�+  � �� " /�)%+ ��� !"�'
/�) /��'1*�78 4#��) �2  " )�9! )�'�

��� � 2��) Pr+ ��� %�)� �*)%�� � ��� )�"&��"�" x(t) *�' ẋ(t) �/ ��� ���� �"� ##*��)� ���
"*%� *&&# �" �� P ∗

r (t) *�' A(t) *���)' �2 �� ,��:�.� ���� "�*��"+ P ∗

r (t) *�' A(t)+ �*� 1�
"��� *" ���� �!�!" %�*"!)�" 9!*�� /$ �2 ��� �*)%�� � ��%&�����" �/ ��� )�"&��"� �/ ���
���� �"� ##*��); � /)�9!���$ '�%* �+ ��� �������)*� �� �/ /)�9!��� �"  � ��� 3 � � �$ �/
ωn� ��(�3�)+ P ∗

r (t)  "+  � ��%&*) "�� �� A(t)+ %�)� ' ")!&��'� ���)�/�)�+ A(t) ( ## 1�
!"�'  � ��� /�##�( �2� ��(�3�)+ /�) "�%� &)*�� �*# &!)&�"�"+ P ∗

r (t) �*� 1� %�)� !"�/!# *"  �
�*� ' )���#$ '����� 3*) *� ��"  � ��� �0� �*� �� &�(�)� ��  " ���)�/�)� �/ &*)� �!#*)  ���)�"�
(��� �0� �*� �� /�)�� "���*) �" ( �� 3*)$ �2 �0� �*� �� &�(�) *)� ���" '�)�'�

�� �0� �*� �� /�)�� (*" *""!%�' *�' ��� %�� �� �/ ��� )���)" �/ ��� �
� (*" *�*#$<�'
*""!% �2 ��� 4#��)�' ��� 2���)*��' 1$ ��� ��� 4#��)  " &�)/���#$ �)*�7�'� =�� # ��(+
��� /�)��" �)�*��' 1$ ��� �
� (�)� ��� /�' 1*�7 �� ��� ���� �"� ##*��) ,μcr = 0.� ��
&*)� �!#*)+ ��� �*�2��� *# /�)��" (�!#' %*7� ��� )�"&��"� �/ ��� ���� %�)� ���>�*)%�� ��
�� " ' "�!)1 �2 �*�2��� *# /�)�� �?���  ��)�*"�" ( �� ��� %*"">)*� �>)*' !" ����)�# &)�'!��
μcr� ��  " &�"" 1#� �� )�&�*� *## ��� " %!#*� ��" '���  � �� " "��� �� (� #� *'' � ��*##$
3*)$ �2 μcr� ��  " �3 '��� ��*� ���"� *'' � ��*# �*�2��� *# /�)��" (�!#'  ��)�*"� ��� 3*#!�"
/�) Vϕ̇ *�' Et �/ 42!)� ��@ *�' ����+ )�"&��� 3�#$+ ���)�/�)� � 2���� �2 ��� ��))�"&��' �2
���"�)* ��" �/ 42!)� ���:�

��  " ��� �& � �� �/ ��� *!���) ��*�  �  " %�)� 1���4� *# �� 2 3� )���%%��'*� ��" )�2*)' �2
��� �!� �2 �/ ��� ��� 4#��) *�' ��� '�" 2� �/ ��� �
� ��*� &�)/�)% �2 �!%�)�!" /!)���)
" %!#*� ��" (� #� 3*)$ �2 μcr� �� "  " '���  � ��� /�##�( �2 "!1"��� ���

����� �����	 
���

�	�����	�

�� ������� 	
 ����
 

�������

�� * 4)"� "��&+ )���%%��'*� ��" )�2*)' �2 "��� �2 ��� 4#��) /)�9!���$ ωf *)� 2 3��� �)�%
"!1"��� �� ����:+  � 1��*%� *&&*)��� ��*� "��� �2 ωr �� *&&)�0 %*��#$ ωn  " *� *&&)�&) *��
 � � *# *""!%&� ��� ��� �1A��� 3� �/ ��� ��� 4#��)  " �� 1) �2 ϕt,f *�' ϕt  � &�*"� (� #�
% � % < �2 ��� 3*) *� ��" �/ ��� 4#��)�' ���� ��� (�)"� �*"� "���*) �  " ��*� ϕt,f *�' ϕt

' ?�) /)�% �*�� ����) 1$ π� �� "  " "�!' �'  � ��� /�##�( �2�

� /)�� 3 1)*� �� ,Fe(t) = 0. �/ * ���� �"� ##*��) ( �� ξ = 0  " *""!%�' ( �� ���  � � *#
���' � ��" x0 > 0 *�' ẋ0 = 0� ��  %&�"� ��� (�)"� �*"� "���*) � *� ��� � %�>&� �� t = 0+
���  � � *# 3*#!� ϕt,f,0 �/ ��� 4#��)�' ���  " "�� �� 0.5π� �� " ��))�"&��'" �� * '�3 *� ��
�/ π /)�% ��� ��� *���)' �2 �� ,��55.� � %!#*� �� )�"!#�" *)� "��(�  � 42!)� ���- /�)
' ?�)��� /)�9!���$ )*� �" ωr/ωn�

�� 1���%�" �3 '��� ��*� ( �� ωr/ωn = 1+ ��� *�� >&�*" �2 1��(��� ẋ(t) *�' cosϕt,f (t)
,&�*"� �/ ��� ����)�# /�)��.  " *#%�"� *�� �3�' */��) * " �2#� 3 1)*� �� &�) �' ,t/Tn = 1.+
"�� "!142!)� �� ��� #*)2�) ωr/ωn+ ��� /*"��) ��� *�� >&�*" �2  " )�2* ��' *� ��� �0&��"� �/
#*)2�) 3*) *� ��"  � ��� 4#��)�' ���+ "�� "!142!)� �� ��) ωr/ωn = 1.2 *� t/Tn ≈ 0.2+ ���
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������ ����� ���� �!��� �� "��#! $�#� #$������ "�!% x0 > 0& ẋ0 = 0 ��� ϕt,f,0 = 0.5π

��' �# ��(����� !� ��$���#� )* �++��,���!� * 70%& "%����# �� * )* 50% ��� ωr/ωn = 0.8�

�# !%�# �# !%� "��#! $�#� #$������& �� ��$���#� �� !%� ��' �� 50% �# ������ !� )� �$$�+!�) ��

�%�������& ωr,t/ωn �# #�! �$$������ !� -���./�

ωr,t/ωn = 0.8 -���./

�! ��  �"# �$$������ !� -���0/ !%�! ωf/ωn ≈ 0.428�

�%� #��� �!���# �� 1���� ���� $�� � #� )� +�������� ��� �#$�  �!��# "�!% 0 < ξ� �# !%�

��2���$� �� ��%����! ���+��� ��� 0 < ξ < 0.1 �# #��  & !%�#� #��� �!���# ��� ��! +��#��!���

�� �������	 
�������
����	����� �������	�

�� !%� #�$��� #!�+& !%� $��!�$� 3�)��!���4��+ �!��� !%��#%� � )� �" "%�$% �� �+���!��� ��

!%� $��!�����# ��!�!��� ���� �# ��! )���1$�� �# #�!� �� $%�+!�� �& !"� 3�)��!���4��+ �!���

!%��#%� �# Aon ��� Aoff "��� ��!����$��� 5%�� !%� 3�)��!��� ��+ �!��� A(t) �,$���# Aon

��� �!%�� $����!���# ��� ��! -#�� #�)#�$!��� ����6/& !%� ��7 !���# �� ��� �+���!�# �� !%�

$��!�����# ��!�!��� ����� �# #��� �# A(t) ��  # )� �" !%�  �"�� 3�)��!���4��+ �!���#

!%��#%� � Aoff & !%� ��7 �# #%�! ��"�� �� !%� ��  �"���& � $��!�$� 3�)��!���4��+ �!���

!%��#%� � �# ������
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ϕ
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n
] �$�[cϕ(t)/ωn]  !!� $& 1
�
+2

$�%���&�� /&% �$�[cϕ(t)/ωn]

��)*%� 
��+3 �*"�%�! � ��"*� $�&# '�$� x0 = 0.01m4 ẋ0 = 04  �5!�$ $�&# �&'�% I =
0.0675m2/s4 ��% Hz *��#)  $'&6����� ���!$%*"4  �$�� ��7� Ts &/ 0.005 s4 ϕt,f,0 = 0.5π4
ωn = 2π (rad)/s4 ξ = 0  #� ωr/ωn = 0.8

��� ���� &�!��� $&% �� ���$*%0�� 08 $�� �5!�$ $�&# Fe(t) �#$%&�*!�� �# �*0��!$�&# 
�����
�*0()*%� � ��&'� $�� ����� !�"�#$ x(t)  #� $�� .�0% $�&#  "���$*�� A(t)  !!&%��#)
$& 1��9
2� �*0()*%� � ��&'� $�� �$�[cϕ(t)/ωn]4 '��!�  ������� $�� . %� $�&#� �# $�� (�6
$�%�� ��� '�$��# $�� �%�!���#) .�0% $�&# ��%�&� 1/%&" tl = −Tn $& tu = t24 ��� 1
�
+2�
�%&" 0&$� �*0()*%��4 �$ 0�!&"�� �.���#$ $� $ '��# $�� .�0% $�&#  "���$*�� A(t) / ��� 0�6
�&'  ��%&5�" $��8 0.11m4 $�� . %� $�&#� &/ $�� (�$�%�� ��� �5!��� $�� ����%�� $�%���&��4
���  %%&'� �# 0&$� �*0()*%���

���%�/&%�4 $�� !%�$�! � .�0% $�&#  "���$*�� Ac �� ��$ �:* � $& 0.11m� ��� &��% $�&# &/
$�� �	� �# $�� !&#$�#*&*� %&$ $�&# "&�� ��4 '�$� $�� !�&��# �#�$� � *���% $�%���&�� &/
�*0��!$�&# 
�
�� 1�$�[cϕ(t)/ωn] < 0.124 &#�8 0�#�(!� � �/ A(t) > Ac�

�� ��������	
����	�� 

���
� ��
��
�

��� $��%� �$�� �� $& !�&&��  " ��6% $�&6% ��*� !&#$%&� �%&�*!$� ��)*%� 
��; �� ���!*����
� $�% &#� �& / %4 $�� /&%!� �<�!$ &/ $�� �	� &# $�� ���� &�!��� $&% � � 0��# #�)��!$���
���� /&%!� �<�!$ �� !&#����%�� �# $�� /&��&'�#)� �*%$��%"&%�4 �$ ��  ��*"�� $� $ $��  #)*� %
�&��$�&#� ϕ(t) ��%/�!$�8 $% !=� $�� (�$�%�� ��� ϕt,f (t)� � =�#) $�� /&%!� �<�!$ &/ $�� �	�
�# 1
��2 �#$&  !!&*#$ 8�����

ẍ(t) = Fe(t)− 2ξωnẋ(t)− ω2

nx(t) + FT (t) 1
�
>2

'�$� $�� /&%!� FT (t) &/ $�� �	� )�.�# 08

FT (t) = μcr
[
ϕ̇t,f (t)

2 cosϕt,f (t) + ϕ̈t,f (t)
2 sinϕt,f (t)

]
1
�9?2
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��"��� ���#$ 	�%����&� !�%��&���� ���� !&%� !�%��&���� �����" &! �� '"��� ���( )�� ����
& ��*����� !��� &�� ��� +���� �*��� FT (t) �+ ���,�� �+ ��� ��- ��!���)�� ). μcr &�� ����
!��[cϕ(t)/ωn] &�������" �� ���,�� ���� cϕ(t) �+ ����(�

��� %&"������ �+ ��� +���� �*��� �! �����%���� ). ��� %&!!/�&���/�&���! ������� 0������1
μcr� �� ��� +�������" !�%��&����1 FT (t) �! !�� �� 2��� �+ A(t) < Ac�

FT (t) =

{
μcr
[
ϕ̇t,f (t)

2 cosϕt,f (t) + ϕ̈t,f (t)
2 sinϕt,f (t)

]
+�� A(t) ≥ Ac

0 +�� A(t) < Ac

���,��

�������%���1 !��[cϕ(t)/ωn] &�������" �� ����(�1 ����� ��!���)�! ��� 3&��&����! �+ ��� '������
��41 �! !�� �� 2��� �+ A(t) < Ac1 !�� ���,��� �����+���1 ��� 3&��&����! �+ ��� '������ ��4
&�� ���. �&5�� ���� ���!����&���� ���� ��� ��- �! �0��&��� �� ��� ���������! ���&����
%����

!��[cϕ(t)/ωn] =

{
!��[cϕ(t)/ωn] +�� A(t) ≥ Ac

0 +�� A(t) < Ac

���,��

��"��� ���#6� !���! ��� ��!0�&��%��� +�� ��*����� %&!!/�&���/�&���! ������� 0������! μcr�
��� ��"��� μcr1 ��� "��&��� ��� �&%0��" �*��� �!� 7���3��1 &! �&� )� !��� +��% '"/
��� ���#6 1 ��� ��"��� μcr �!1 ��� �&�"�� ��� ����!���� 3&��&����! �+ ��� '������ ��4 �� ���
��%� �&�"�! ���� A(t) ≥ Ac� ���! �! )��&�!� ��� ��"��� μcr1 ��� ����� ��� %�&� 3�)�&����
&%0������! ���!�8�����. ��� ��!��0���" +���� �*��� �+ ��� �9���&���� &�� �&�"����&� +����!
�! �&�"��� ���% '"��� ���#6 1 �� )���%�! �3����� ��&� ��� 3&��&����! �+ ��� '������ ��4
&�� )���� ��� ���!�� �����&� �00�� ����!���� �+ 0.1 +�� &�� μcr &�� A(t) > Ac�
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� ��� ����� � ! "#$�� %���&�#"!& #' ()��� ���� $��� !��*+�! ,�&�! # * *%*�" +�"��&
-Av,t #' &�,&�.%*# �����/ Et,t #' &�,&�.%*# ����� � ! ωr,t #' &�,&�.%*# �����0� 
�� 
!*1��� % * *%*�" +�"��& ��� .�#&� / %�� "#$�� � ! ����� %���&�#"!& .�� )�� �#$�+��/
%�� &����& #' %�� .��+�& #' ()��� ���� $*"" ��2�* / .#2* ) %# %�� &�2� .# ."�&*# 3
��� #����%*# * %�� .# %* �#�& �#%�%*# 2#!� *& # "4 �1�.%*+� *' Pr *& �,#+� �
&��.*(. +�"���

� ��� ���&� %�!  �2��*.�" &%�!4 ��& &�#$ %��% %�� #����%*# #' %�� �
� * %��
.# %* �#�& �#%�%*# 2#!� �&* ) %�� ��#�#&�! .# %�#" �")#�*%�2 ,�"#$ � .��%�* �#$��
��%*# Pr *& * �1�.%*+�� ��� �#$�� ��%*# !�( �! * -����0 !�&.�*,�& %�� * 5�� .� #' %��
�6.*%�%*# '#�.� # %�� 2#%*# #' %�� ���� #&.*""�%#�7 %�� "#$�� %�� �#$�� ��%*# *&/
%�� )���%�� %�� * 5�� .� #' %�� �6.*%�%*# '#�.�� �# &*!��* ) � .# &%� % �6.*%�%*# 
�#$��/ %�� &%�%�2� % #' %�� (�&% !*&.�&&*# �#* % .� ,� 2#!*(�!3 ��� #����%*# #'
%�� �
� * %�� .# %* �#�& �#%�%*# 2#!� *& # "4 �1�.%*+� �,#+� � .��%�* +*,��%*# 8
�2�"*%�!� %���&�#"!/ Ac�

� �#� &*2�"*.*%4/ %�� ("%�� '��9�� .4 $*"" ,� &�% �9��" %# %�� "#$�� %���&�#"! �..#�!* )
%# -���:0 $*%� %�� ��.#22� !�%*# #' -���;0� �% '#""#$&3 ωf/ωn = 0.428� 
�� �
.# &%� % ("%�� '��9�� .4 *& �&�!/ %�� +��*�%*# & #' %�� ("%���! ��� ,�.#2� "#$�� $*%�
"��)�� +*,��%*# �2�"*%�!� A(t)� ��*& *& ,�.��&� %�� "��)�� %�� +*,��%*# �2�"*%�!�
A(t)/ %�� 2#�� %�� 2#%*# #' %�� ���� #&.*""�%#� *& * 5�� .�! ,4 *%& �.%��" .# !*%*# &
-x(t) � ! ẋ(t)0 * &%��! #' ,4 %�� &%#.��&%*. �6.*%�%*# �

� ��� &*2�"*.*%4 #' %�� ��#�#&�! .# %�#" �")#�*%�2 �""#$& '#� � &%��*)�%'#�$��! %� * )
%# #����%� %�� �
� * %�� .# %* �#�& �#%�%*# 2#!�� � %� * ) ��#.�!��� $�&
��#�#&�! %# &�% %�� ("%�� '��9�� .4 ωf / %�� .�*%*.�" +*,��%*# �2�"*%�!� Ac � ! %��
2�&&8��%*#8��!*�& .# %�#" ��#!�.% μcr� �*�&%"4/ %�� ("%�� '��9�� .4 ωf *& %# ,� .�#&� /
&�.# !"4/ %�� .�*%*.�" +*,��%*# 8�2�"*%�!� %���&�#"! Ac *& %# ,� &�% � ! "�&%"4/ %��
2�&&8��%*#8��!*�& .# %�#" ��#!�.% *& !�%��2* �!� �"" %� * ) +��*�,"�& -ωf / Ac � !
μcr0 * 5�� .� %�� !�2�* ) �1�.% #' %�� �
� * %�� .# %* �#�& �#%�%*# 2#!� � ! %��
+��*�%*# & #' %�� � )�"�� +�"#.*%4/ .# &�9�� %"4 %�� �#$�� !�2� ! # %�� �.%��%#�&
'#� �..�"���%* ) � ! !�.�"���%* ) %�� �#%#�& * %�� .# %* �#�& �#%�%*# 2#!��

� �' # "4 +*,��%*# & $*%� A(t) > Ac ��� %# ,� !�2��!/ %�� �
� .� &*2�"4 ,� %�� �!
# � ! #1 �% %�� ��&��.%*+� +*,��%*# 8�2�"*%�!� %���&�#"!&/ &�� &�.%*# ��: � ! ��<�
�"%�� �%*+�"4/ *' +*,��%*# & $*%� A(t) < Ac ��� �!!*%*# �""4 ��9�*��! %# ,� !�2��!/
%�� �
� .� ,� #����%�! * %�� &$* )* ) 2#!� * $�*.� %�� %� )� %*�" '#�.�& ��#8
!�.�! ,4 %�� �
� ��� �&�! '#� %�� .# %�#" #' &2�"" +*,��%*# &� � .#���&�# !* )
.# %�#" �")#�*%�2 *& ���&� %�! * &�.%*# ��:�

� � =�;>/ � ���� #&.*""�%#� *& !*&%��,�! ,4 � �6.*%�%*# '#�.� .����.%��*?�! ,4 �
,� !8"*2*%�! &��.%��2 &422�%�*. �,#�% %��  �%���" '��9�� .4 #' %�� #&.*""�%#�� �%
$�& '#� ! %��% %�� � ��)4 .# &�2�%*# / �#$�� !�2� ! � ! !�2�* ) �@.*� .4 #'
%�� �
� #����%* ) * %�� .# %* �#�& �#%�%*# 2#!� ,�.#2�& ,�%%�� %�� 2#��  ���#$
%�*& &��.%��2 *& =�;>� �*,��%*# ��!�.%*# & -2��&���! * %��2& #' &%� !��! !�+*�8
%*# 0 #' 25%/ 50% � ! 75% $��� ��9�*��!� �# �.�*�+� %�*&/ mcr $�& &�% �..#�!* )"4
� ! � '#�2��/ "�&& �@.*� % .# %�#" �")#�*%�2 '#� %�� .# %* �#�& �#%�%*# 2#!� $*%�
%�� ��A��� 2�%�#! $�& �&�!� ��� &�2� ��!�.%*# & $��� %�� �"&# ��9�*��! �&* )
%�� &�2� mcr � ! %�� &$* )* ) 2#!�� �% $�& '#� ! %��% %�� �
� ���'#�2& ,�%8
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���������� �������� �����

� �� � �� � �����! � ��
" ����##���� ��� ������$�� $� �� �%�������� ����� �� � � ���� ��
� ��� ����� ��� � ������ ��������� ��� ��������� � �� � � ��
" ����##���� �� ��$&
'��� �� � �� ���� �� �%��������! � � ��
" ����##���� ����#� �������� ��� ���(�������
�� � � )������� �� ��� ������# ���(�����! �##����� ��� � � ��������� �� � � ����������
�������� �����

�� � � ��
" ����##���� �� ������$�� $� � ��*����� ���� �� �%��������! ���� � ���� �����
���� �%��������! � � ��������� ������ ��������� ��� ���## $� ���#���� +���)��! ��
� � )��������� �� � � ,#����� -./ ��� ����������#� �$�)� � � � ���� � ��� �#�! ��
��������� �� � � -0� �� � � ���������� �������� ���� �� ��� $���,���#�

- � ���� )�$������ ���#����� ��������� ��� � � ������� ����� � �� �����������
�� ����� �������! �� ��,���� #��� ���� �����)�# ��� � �����,� �%�������� ����� ���&
�����! ���� � � ��� ������ - ��  �#�� ��� ��� �%�������� ����� ��������� 1����������
�� ����� �������! � )��� #��� ���� �����)�# ��� � �����,� �%�������� ����� ��������!
���� � � ��� ����� ��� Fe(t)! � � ���� )�$������ ���#����� ��������� ��� � � ����&
��� ������ ��� �� � � �������� �� � � ���� )�$������ ���#�����! � � ���� �����)�#�
�� � �� � � )�$������ ���#����� �%����� � � �������# )�$������ ���#����� $�����
� �����2 � �������! � � ���� �����)�#� �� � �� �� ��������� �� � � ���������� ����&
���� ���� �� $���,���# ��� �#�� � ��������

� - � 344 ,#��� ��� ����)�� ����� � � ���������� � �� � � ������# ���(����� ωn ��
5����� �� �� �� ��5����! �� ��� $� ���� �)��#�$#� $� ����������#� ��#��#����� � �
�#��� �� � � ,#����� -.3 ��� �������� ωn 6����� �� 344 ,#���! ��� ,���� ���7 ��� 
� �� �#���� - � �#��� �� � � -.3 �� ����� � �� ���� ������##� ������ )�$������� ���
����������� - �������! �� ���� $� ��� � ���� � #��&���� ,#���! � �� ���� $� ������
.#�������)�#�! � ���&#��5�� #��� ������� ��� $� ���� 8�9! ��:� - � ���������# ������
�� � � #��&���� ,#��� ��� � � 344 ������! ��������)�#�! �������� � � ������ �*����
+���)��! ���� �� ,������ ��������� � � ������� ����������� �� � � -0� �� � �
���������� �������� ���� ��� ���� ������##� ������ )�$������� ���#� ��� $� �������
- �������! ωn ��� ������� �� 5���� ��� ���������

��� �������� 	
��

����� ����	
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�� �� ��� ����
��

�� � �� �������! � ������# �#����� � ��� � � ��������� �� � � -0� �� � � �������� ����
�� ���������� �� � �� ����! � � ���������# ������ �������� $� ����#������� 6��������7 � �
������ �$��� � � ����#�� ��������� ϕ = π/2 �� ϕ = 3/2π ��� ���� ��� )�$������ ������#�

0���##��� 6��

7 ��� ��#)��� ��� ẍ(t) ���#��

ẍ(t) = −2ξωnẋ(t)− ω2

nx(t) + μcr
[
−θ̇(t)2 sin θ(t) + θ̈(t) cos θ(t)

]
+ Fe(t) 6��9�7

�� � �� ϕ(t) �� ���#���� $�

θ(t) = ϕ(t)−
1

2
π 6��997

- � ����#�� �������� �*��� �� 6��997 ��5�� �� �����$#� �� ���$�#�;� � � ������ �$��� � ��� ���
;��� ��������� 6θ(t) = 07� "���  ��� ��! ���� ������������ ��� ������� �� � �� ��$��������
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�������  ���!" #�$ ϕ̈ %�& '($#�$)��� *+( ,-.,*�*-*��� �#  ��!!" /�(�&,0

θ̈ =
ẍ cos θ

r
+

2M

mcr2
 ��!1"

��,($*���  ��!1" ��*�  ��!�" %�& &���� ,�)( $(%$$%��()(�*, ���(,0

ẍ =
2ξωnẋ+ ω2

nx+ μcrθ̇
2 sin θ

μc (cos θ)
2
− 1

+
2μc cos θ

mcr
[
1− μc (cos θ)

2

]M +
1

1− μc (cos θ)
2
Fe  ��!�"

��,($*���  ��!�" ��*�  ��!1" /�(�&,2 %#*($ #-$*+($ $(%$$%��()(�*,0

θ̈ =
cos θ

r

2ξωnẋ+ ω2
nx+ μcrθ̇

2 sin θ

μc (cos θ)
2
− 1

+

{
2

mcr2

[
1

1− μc(cos θ)2

]}
M + ...  ��!3"

cos θ

r
[
1− μc (cos θ)

2

]Fe

��*$�&-4��� *+( ,*%*( �(4*�$

z = [z1, z2, z3, z4]
� =

[
x, ẋ, θ, θ̇

]�
 ��!5"

*+( &�6($(�*�%� (7-%*���, �#  ��!�" %�&  ��!3" 4%� .( $(8$�**(� ./ % ,(* �# #�-$ 9$,* �$&($
&�6($(�*�%� (7-%*���, ⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩
ż1 = z2

ż2 = anl,1(z) + bnl,1(z)M + wnl,1(z)Fe

ż3 = z4

ż4 = anl,2(z) + bnl,2(z)M + wnl,2(z)Fe

 ��!:"

8�*+ anl,1(z)2 anl,2(z)2 bnl,1(z)2 bnl,2(z)2 wnl,1(z) %�& wnl,2(z) ���(� �� *+( #����8��� (7-%;
*���,

anl,1(z) =
2ξωnẋ+ ω2

nx+ μcrθ̇
2 sin θ

μc (cos θ)
2
− 1

anl,2(z) =
cos θ

r

2ξωnẋ+ ω2
nx+ μcrθ̇

2 sin θ

μc (cos θ)
2
− 1

 ��1<"

bnl,1(z) =
2μc cos θ

mcr
[
1− μc (cos θ)

2

] bnl,2(z) =
2

mcr2

[
1

1− μc (cos θ)
2

]
 ��1�"

wnl,1(z) =
1

1− μc (cos θ)
2

wnl,2(z) =
cos θ

r
[
1− μc (cos θ)

2

]  ��1�"

�+( 4��*$�� ��'-* �# *+( ,/,*() �#  ��!:" �, *+( )�)(�* M � =�#�$*-�%*(�/2 )%�/ (�*$�(,
�# *+( ,*%*( �(4*�$ z ��>-(�4( *+( ,/,*() �#  ��!:" ���;���(%$�/� �+�, )%?(, *+( 4��*$���($
&(,��� 4+%��(������ ��8(�($2 ,�)��%$ ,/,*(), +%�( .((� *$(%*(& �� *+( '%,*� �� @�5A2 %
���(%$;'%$%)(*($;�%$/���  ���" 4��*$���($ 8%, '$(,(�*(&� �* 8%, &(�(��'(& ./ *+( ��,*�*-*(
�# ���*$�� �/,*(), %* *+( �%).-$� =���($,�*/ �# �(4+�����/� �-$*+($ 4��*$�� ,*$%*(��(,
*� 4��*$�� ,-4+ ,/,*(), %$(2 #�$ ��,*%�4(2 ,��&��� )�&( 4��*$���($, %�& %&%'*��( 4��*$��
,*$%*(��(,2 ,(( (��� @1<2 1�2 1�2 1�A� ��*($�%*��(�/2 %, ,+�8� �� *+( #����8��� ,-.,(4*���2 *+(
$�*�$, 4%� .( ,*%.���B(& %.�-* *+(�$ B($� '�,�*���,2 θ = 02 ./ )%?��� *+( ,/,*() �#  ��!:"
���(%$ %.�-* θ = 0� �� %4+�(�( *+�,2 ,�)( %,,-)'*���, )-,* .( )%&(2 8+�4+ %$( &�,4-,,(&
�� *+( #����8���� ��)��%$ �,,-(, %$( &�,4-,,(& �� @1!A�
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�������� ���� ��� ������ ��������� ����� �����  ��� !�������� "θ = 0# $��� ����� %����� �&
θ' ��� �����(����� �!!��)������� ��� �� ���*+

sin θ ≈ θ cos θ ≈ 1 "����#

,����������' �� �� ������* ���� ��� ����* ����' μcrθ̇
2 sin θ' �& ��� ��������� �& anl,1(z)

��* anl,2(z)' ���!����%��-' ��� "���.#' �� ���� ������� ���� ��� �����* ����' ��� "���/#�

ω2

nx� μcrθ̇
2 sin θ "���/#

0�� ���� �� ��� ��&�(���* ��*� �& "���/# ��!������� ��� ������������ ��*���* �- ��� ������(
��� �!���� &���� ��* ��� ���� �� ��� �����(���* ��*� ��!������� ��� ������������ ��*���*
�- ��� ��*��� &������ 0� ������������ ��� �����!���� �& "���/# &�� &��� %���������' � ���(
����� ����������� �& ��� ��
, ���������� �� ������* $��� � *��!�������� ��!����*� xa
��* &��1����- ωn� ,����������' ��� ������ ��������� ����� θ = 0 $��� ��� &��1����- ωn

��* �� ��!����*� θa �& ±π/6 "±30◦# ���� ���� ��� ��������� ���������� &����� �!!��� ẋ�
�������� � �������� ���!���� �& ��� ������ $��� ��� ��!����*� θa ��* ��� &��1����- ωn'
��� ��!����*� �& ��� ������� %������- �& ��� ������ �� θaωn� 0� ���!��� ��� ��!����*�� ��
���� ��*�� �& "���/# "�����&��� ��� sin(&������� �� ��������*#' ��� ������* ��!����*�� "xa'
θa ��* θaωn# ��� �������* ���� "���/#+

ω2

nxa � μcr(ωnθa)
2 "����#

�������� � ���� ����� μc �& 0.01 ��* θa = π/6 ��* *���� ���� �������������� $��� "����#
-���*�

xa
r

� 0.01
(π
6

)2
≈ 2.7 · 10−3 "���2#

xa ��* r ���' &�� ���- �!!���������' ��� ������- *�3����� &��� ���� ������ �� �����
�����' "���/# ���*�� 4�$�%��' ��� ���1�����- "���/# ���� �� ����5�* �- ��� *�������� 0����(
&���' ��� ������������� ��*���* �- ��� ����* ���� �� ��� ��������� �& anl,1(z) ��* anl,2(z)
�& "���.# ��� *��!!�* �� ��� &����$���� ���� ��� �����(����� �!!��)������� �& "����#
��* "���/#' � ������ �-���� �� *���%�* &�� "��/6#+

ż = Az +BM +WFe "����#

$��� ��� �������� A' B ��* W ��%�� �-

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0
ω2
n

μc − 1

2ξωn

μc − 1
0 0

0 0 0 1
ω2
n

r (μc − 1)

2ξωn

r (μc − 1)
0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
2μc

mcr (1− μc)
0
2

mcr2(1− μc)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ W =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1

1− μc
0
1

r (1− μc)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

"���7#
,�� ��� ������ �-���� �& "����#' ��� ��������������- �����) U = [B,AB,A2

B,A3
B] ���

�� ���������* 8�.9� :���� ��� �������� �����������' ��� �����) U ��� �� ���5�� *�$� ��
��� �*�����- �����)' $���� ��� � &��� ���5 8�.9� 0���' ��� ������ �-���� �& "����# $��� A

��* B �& "���7# �� �������������

�� ��� �-���� ��� �$� *������ �& &���*�� "x ��* θ#' $���� ��� �� �� ���������*' ��* ���-
��� ��������' ��� �-���� �& "����# �� ��*��(�������* 8�/9� ������� *�;������ �& ��*��(
��������� �� ��%�� �� "���6#

���5(A) < *�� (z) "���6#
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�� ����� �� rank!"#����$� �$%&#� ' �� ()�* $" ) %)�(�+ )�, �� dim!"#����$� �� ,�!
% �'�$� $" ) - ��$( ./01� �' �� ()�* $" A2 '  3��/�42 �' ��(  )�, �� ,�% �'�$� $" z �'
"$#(2 �� '5'� % $" 3��/64 �' #�, (!)��#)� , ./01�

�$ �$��($7 �� '5'� % $" 3��/642 ) 7�� )( 8#),()��� ( 9#7)�$( 3�:
4 )' '�$�� �� ;9#( ���<
�' #' ,�

B
+

+

1

s

A

−K

ż z

M

��9#( ���<= ��� )( 8#),()��� ( 9#7)�$(

��  +���)��$� "$(� Fe �' � 97 �� , )�, "(  -�>()��$�' )( �$�'�, ( , �� �� "$77$���9� �
�:
 �$��($77 ( �' ) "#77 '�)� "  ,>)�* �$��($77 ( .�?1� �� %���%�@ ' �� �$'� "#����$�

Jc =

∫
∞

0

z
T
Qz +MRM,t 3��A?4

�� ����� Q �' ) ,�)9$�)7 0+0 %)�(�+ & �)7�@��9 �� '�)� ' z )�, R �' ) '�)7)( -)7# & �)7�@��9
�� %$% �� M 3�$��($7  B$(�4 .�?1� Q )�, R )( �$ > ' � >5 �� , '�9� (� �5 '$7-��9
�� )79 >()�� 
���)��  8#)��$�2 ) �$�'�)�� "  ,>)�* 9)�� K

1�4 �' �)7�#7)� ,� �� ( "$( 2 �� 
%$% �� �' 9�- � >5=

M = −Kz 3��A�4

� �$��($77 ( 9)�� K �)' �� � �)7�#7)� , ���� � 7& $" ������ #'��9 �� ��� �$%%)�,
"$( �� , '�9�  +)%&7 $" �)>7 ����

�)>7 ���= � '�9�  +)%&7 

ωn [(rad)/s] μc [1] mc [kg] r [m] ξ [1]

2π 0.01 0.1 0.1 0.01

Q )�, R � ( ' � "$( �� �����)7 �$�,���$�' z = [0.05m, 0, 0, 0] '#�� ��)� θ ,$ ' �$�  +�  ,
±π/2� �#�� �$��($77 (' )( ( " (( , �$ )' ( 9#7)�$(' > �)#' �� 5 >(��9 �� '5'� % '�)� '
�$ ( '�� 
��� � 7& $" �� � �9����9 %)�(�+ Q2 �� '�)� ' $" �� '5'� % )( &#��'� , )�,
���� R �� �$��($7  B$(� M � �� ( "$( 2 �� ,�)9$�)7  ��(� ' $" Q &#��'� �� ( '& ���- 
 ��(� ' $" z� �$�' 8# ��752 �" �� ()�9 $" θ �' �$$ 7$�2 �� ���(,  ��(5 $" Q �)� > 7$� ( ,�
�7� (�)��- 752 �� &#��'�% �� $� M �)� > ( 7)+ , >5 7$� (��9 R�


��� �� '5'� % &($& (�� ' $" �)>7 ���2 ) %)�(�+ Q = diag(1, ωn, 5 · 10
−4, 5 · 10−4ωn) )�,

R = 1.0 · 10−5 5� 7,' ) �$��($77 ( 9)�� K = [3.23 · 103,−14.81, 7.07, 17.76]� C���' � ( 
,($&& , "$( Q2 R )�, K�

�� �$��($77 ( ���� �� 9)�� K �)' �� � #' , "$( �� 7�� )( %$, 7 $" 3��/64 )�, "$( �� 
�$�!7�� )( '5'� % , '�(�> , >5 3��0<4 �$ 3��/�4� �� ( '#7�' )( '�$�� �� ;9#( ���?�
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������ ����� ��������� ������ ��� �! ������ "��#�� �� ������ ��

� $������ �%�#��  &� ��� � � �� #���'( �� #�����#(  � )���� �%��  &���&  &� �� ��� ������� �

*� &�� � *��+��� ����� �! �����' ±π/2(  &� ���%�� !��  &� ������ ��#  &� ���������� �'� ��

�����' ������#�� ,&�� �� � ��#��� ��  &�  &� �����- ���� �! .����/ ��# .���0/ ��� ������ (

� ���� !�� !��� %�$�� �����

������ ���
 #�-�� �  &� !���� �!  &� ,1� FT ��#  &� %����� ' �!  &� ��
� ������� ��

$��������  �  &� ���������� �'� �� �! 2���� �����

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−1

0

1

����� -��+�

t/Tn

ẋ
/(
ω
n
x
0
)

�
�
#

F
T
/(
μ
c
rω

2 n
) ẋ/(ωnx0)

FT /(μcrω
2
n)

������ ���
� �������)�# !���� ������ �# $' ,1� ��# �������)�# %����� ' �! ��
� ������

�� �� $��������  �  &� ���������� �'� �� �! 2���� ����

��� ����� %�$�� ��� ��-�� �#�� .��� t/Tn > 6/( FT ��# ẋ ��� �� �� ��-&���� �� �  &� 

 &� ��#��� !����� ��� ����� �� ���-������  �  &�  ����� ��� !����� *&��  &� �� ��� ������� �
*� & ����� ��-�� �#��� 3�*�%��( !�� ������ %�$�� ��� ��-�� �#�� .t/Tn < 5/(  &� *��+���

����� �!  &� �� ��� ����&�� �����' ±π/2( ��� 2���� ����( ��#  &� �4�� �!  &�  ����� ���

!����� $������ ������� �� ���-������  �  &� ��#��� !������ ,&� ��#��� !����� ���� �  *�

����� -��+� ��  &� !���� ���%�( ��� 2���� ���
� ��� ��� ��'(  &� ���-���� � �!  &� ��#���

��#  &�  ����� ��� !����� ��  &� x�#���� ��� &�%�  &� ���� ����� ,&���!���(  &� ��#��� !�����

�##� ������' #��-  &� �'� ��� 3�*�%��(  &� #��-��� �4�� #��  �  &�  ����� ��� !�����

#�������� *� & � ������ *��+��� ����� �! θ ��  &� sin�!��� ��� �! .��0�/ ��#����  &� �4�� 

�!  &�  ����� ��� !������
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� ���� ����� �! ��� ����  ���""#� $ �� %���&$'�% '( # �� ��#���� �)���#�� � * $�� #�% ���
�
� �� �&��% �&�� ��#� ��  +�$#��� �� ��� � ����& &� $ �#�� � , %� * $ "#$-� .�'$#�� ��
#�% �� ��� �/��-��- , %� * $ �,#"" .�'$#�� ��� �&,�$��#" ��,&"#�� �� #$� +�$* $,�%
/��� ��� ���� ���&+ +$������% �� �&'����� � 0�1��� ����� ��,&"#�� �� #$� ���� .#"�%#��%
�)+�$�,���#""(�

��� �)���#�� � * $�� �� �$�#��% &���- ��� "���#$ #��&#� $  * 2-&$� 0���� ��� �)���#�� �
,#�� me �� ���$�#��% *$ , 2.0 kg � 4.0 kg! #"" /��- * $ # ��$ �-�$ �)���#�� �� �&� � ���
���$�#��  * ��� �)���#�� � ,#��! ��� +$ +�$����  * ��� ����  ���""#� $ ��#�-� #�% #$� � /
#� -�.�� �� �#'"� ��3�

�#'"� ��34 �(���, +$ +�$����  * ����  ���""#� $ /��� �)���#�� � ,#�� me = 4.0 kg

ms [kg] 36.6

ωn [(rad)/s] 5.28

ξ [%] 0.272

� ��%&�� # �� ��#���� �)���#�� � * $��! # '#�%5"�,���% /���� � ��� ��-�#" �� �$�#��%� 
�
�� ���� "�% ��$ &-� # �&���$/ $�� '#�%5+#�� 2"��$  * ���  $%�$ 20 /��� # " /�$ �%-�
*$�6&���(  * ωl,e = 2.28 (rad)/s #�% #� &++�$ �%-� *$�6&���(  * ωu,e = 8.28 (rad)/s 7338!
��#� �� ωn ± 3 (rad)/s� �� ��� "���#$ #��&#� $ �#� # "�,���% ��$ 9�! ��� " /�$ *$�6&������
,&�� '� �#���"�%  &�� 
� #%%��� �! ��#++$ +$�#��"( ��-� *$�6&������ #$� � � #++"��% #� ���(
,#( %#,#-� ��� "���#$ #��&#� $�

�&� � ��� 2"��$��- %���$�'�% �� ��� +$�.� &� +#$#-$#+�! ��� �)���#�� � * $�� �� *$�6&���(
% ,#�� �� �(,,��$�� #' &� ��� �#�&$#" ��$�&"#$ *$�6&���(  * ��� ����  ���""#� $! ���
�#'"� ��3! +$ %&���- ��� +$�"�,��#$( 2"��$�% �)���#�� � * $�� f̃e(t)� ���� ��-�#" �� ����
%�.�%�% '( me = 4.0 kg! (��"%��- ��� �#$-�� #���"�$#�� � d̈t(t)! ��� 2-&$� ��00� 
���-$#���-
 ��� (��"%� ��� �#$-�� .�" ���( ḋt(t) #�% �/��� ��� �#$-�� + ���� � dt(t)�

'#�%5+#��
2"��$

m−1
e

1

s

1

s

/���� � ��� f̃e(t) d̈t ḋt
dt

��-&$� ��004 ����$#�� �  * �)���#�� � * $��

:���- #� �)���#�� � + /�$  * 0.9N2 +�$ Hz #�% # �/ 5��%�% �+���$&,! dt(t) $�,#��� /�����
��� +�(���#" "�,���  * ±0.1m�

� �$#�9 dt(t)! # ,��� % *$ , ��� 2�"%  * , %�$� � ��$ " ��� $(! /���� �� �#,�% ,�)�%5
�������.��( %���-�! �� #++"��% 7;;8� �����! # � ��$ ""�$ �� %���-��% ��#� �� $ '&�� � , %�"
��#��&$#���� #�% ���������.� � ,�#�&$�,��� � ��� * $ ��� �$#�9��-  * dt(t)� ��� �$#��*�$
*&���� � GS2(s) *$ , <0�0�3= �� $�� ���%�$�%� �(���, �%����2�#�� � /#� +�$* $,�% #��/
#� ��� %(�#,���  * ��� "���#$ #��&#� $ ��#�-� %&� � ��� ���$�#��% �)���#�� � ,#�� me�
��� , %�2�% �$#��*�$ *&���� � /��� ��� � ��$ " �> $� ua(t) #� ��+&� #�% ��� + ���� � d(t)
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�� ������ ���

Gs2(s) =
0.124

6.16 · 10−3s2 + s
 ���!"

���# �#$ ����$ %$&��' xa(t) = [d(t), ḋ(t)]�( � ����$)���&$ '$�'$�$*�����* �+  ���!" �� +�',$-

ẋa(t) = Aaxa(t) +Baua(t) d(t) = Caxa(t) + dd(t)  ����"

.��#

Aa =

[
1 0

−162.3 0

]
Ba =

[
0

20.13

]
Ca =

[
1 0

]
Da = 0  ���/"

�* .#�&# �#$ �*��� �'$ -'���$-� dd(t) .�00 1$ -��&���$- 0��$'�

�#$ ,�2$-)�$*����%��3 &�*�'�00$' -$��4* �* -$�&'�1$- '��4#03 �* �#$ +�00�.�*45 +�' ,�'$
-$���0�( �$$ 6778� �#$ &#��$* 4$*$'�0�9$- �0�*� �+ :4�'$ ��!� #�� �.� �*����( dt(t) �*-
ua(t)� dn(t) �*- dd(t) �'$ �*�'�-�&$- �*- -��&���$- 0��$'�

+

+

+

+

+

−

�3��$,
�+  ����"

Ws(s)

Wk(s)

K(s)

dt
dn
dd

d

z̃s

z̃k

zs

zk

ua

Generalized Plant

;�4�'$ ��!�� �$*$'�0�9$- �0�*� +�' 0�*$�' �&�����'

��*��-$'����*� '$4�'-�*4 �#$ ,�2$-)�$*����%��3 -$��4* �'$ -�*$ �* +'$<�$*&3 -�,��* �* �#$
+�00�.�*4� �#$'$+�'$( +�' �#$ '$�� �+ �#�� ��1�$&���*( ��,$ -$�$*-$*&�$� �'$ -'���$-� �#$
4$*$'�0�9$- �0�*� #�� �.� :&������� �������( zs �*- zk� �#$ '$0����* 1$�.$$* �#$ �*����
�*- �#$ �'$0�,�*�'3 :&������� �������( z̃s �*- z̃k( �'$ 4�%$* 13

[
z̃s
z̃k

]
= P̃

[
dt
ua

]
P̃ =

⎡
⎣ Aa 0 Ba

−Ca 1 0
0 0 1

⎤
⎦  ���7"

.��# �#$ �'$0�,�*�'3 4$*$'�0�9$- �0�*� P̃ � 0 '$+$'� �� � 9$'� ,��'�2 .��# �#$ ���'��'���$
-�,$*���*��

�$+�'$ z̃s �*- z̃k 0$�%$ �#$ 4$*$'�0�9$- �0�*�( $�&# �� +$- �#'��4# � :0�$' Ws(s) �*- Wk(s)(
�$$ :4�'$ ��!�� �#$ :&������� ������� zs �*- zk �'$ 4�%$* 13[

zs
zk

]
=

[
Ws(s) 0

0 Wk(s)

] [
z̃s
z̃k

]
 ����"
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������ ���� !"!"# $%� �&���'� �� Ws(s)( $%� '�"'!$!)!$* �&"+$!�" S(s) !' ,!'+&''�,� �%�
-� '&��-�"$ "�!'� dn  ", $%� �&$�&$ ,!'$&�. "+� dd  �� "�/  ,,!$!�" ��* +�"'!,���,�
���- 0#&�� ����( $%� �����/!"# $/� �1& $!�"' + " .� ,��!)�,

d = Gs2(s)ua + dd 2��345

ua = K(s) (dt − d− dn) 2��365

�&.'$!$&$!"# 2��365 !"$� 2��345  ", '��)!"# ��� d *!��,'

d = S(s)dd + S(s)Gs2(s)K(s) (dt − dn) 2��375

/%��� $%� '�"'!$!)!$* �&"+$!�" !'

S(s) = (Gs2(s)K(s) + I)−1 2��485

���- 2��375( !$ .�+�-�' �)!,�"$ $% $ S(s) !' $%� $� "'��� �&"+$!�" ���- dd $� d� �%�������(
$� ��9�+$ $%� �&$�&$ ,!'$&�. "+� dd( !$ !' ��1&!��, $% $ |S(s)| = 0� �' + " .� '��" !" :;;<(
$%���  �� �&�$%�� !"$�����$ $!�"' �� S(s)� 
$ !'  �'� $%� $� "'��� �&"+$!�" ���- dt( dn  ", dd
$� $%� ����� 2,!=���"+� .�$/��" d  ", dt5 :;;( ;3<� �� �����+$�* $� +> dt( !$ !' ��1&!��, $% $
|S(s)| = 0( /%��� ' $� '&����'' -� '&��-�"$ "�!'�( |S(s)| = 1 !' ��1&!��,� �%�������( $%�
$� +>!"#  ", '&����''!�" �� -� '&��-�"$ "�!'�  �� +�"?!+$!"# ,�'!#" �.9�+$!)�'� � $� ,�@
�= !' ��1&!��,� �%�������( |S(s)| = 0 !' +%�'�" ��� '- �� ���1&�"+!�' $�  +%!�)� �&$�&$
,!'$&�. "+� ��9�+$!�"  ",  ,�1& $� $� +>!"#� �&�$%��-���( |S(s)| = 1 !' +%�'�" ��� � �#�
���1&�"+!�' !" ��,�� $� '&����'' -� '&��-�"$ "�!'��

�� �!-!$ $%� +�"$��� �=��$ ua  ",  �'� - >� $%� +�"$������  +$ !"  ,�'!��, ���1&�"+* � "#�(
$%� '�@+ ���, +�"$��� '�"'!$!)!$* �&"+$!�"( S(s)K(s)( !'  �'� �) �& $�,  ", �!-!$�,� ��� -���
!"���- $!�" ��# �,!"# $%� '�"'!$!)!$*  ", $%� +�"$��� '�"'!$!)!$* �&"+$!�"( '�� :;;<�

�� '% �� S(s) '&+% $% $ !$ % ' %!#%@� '' .�% )!��A|S(s)| = 0  $ ��/ ���1&�"+!�'  ",
|S(s)| = 1  $ %!#% ���1&�"+!�'A( '% �!"# 0�$��'  �� &'�, :;;<� ������ ���� !"!"# $%�
'% �!"# 0�$��'( $%� H∞ "��- !' .�!�?* ,!'+&''�,� 
$ +�-�&$�' $%� - �!-&- '!"#&� �
) �&�( σ(..)( �)�� ���1&�"+*� �%� ���� $�� ||...||∞ !' &'�, $� ,�"�$� $%!' :;;( ;3<� �!$%!"
$%� -!��, '�"'!$!)!$* '*"$%�'!'(  +�"$������ K(s) !' +�"'$�&+$�, '&+% $% $ $%� - �!-&-
'!"#&� � ) �&�' !" ���1&�"+* ,�- !"  �� �&'%�, ,�/"� �% �!"# Ws(s)  '  %!#%@� '' 0�$��(
&'!"# $%� +�"'$� !"$ �� 2��4�5  ",  ���*!"#  -!��, '�"'!$!)!$* ,�'!#" 2/!$% $%� 
�.&'$
��"$��� ����.�� !" � $� .5( $%� ,�'!��, '% �� �� S(s) !' !-��'�,� Ws(s)  -��!0�' S(s)
 $ ��/ ���1&�"+!�'( $%������� Ws(s) !' &'�, $�  ,,!$!�" ��* �&"!'% S(s)  $ ��/ ���1&�"+!�'�

||Ws(s)S(s)||∞ < 1 2��4�5

�%!' !-��!�' 2��4�5� ��$� $% $ 1/|Ws(jw)| #!)�'  " &���� �!-!$ ��� S(s)�

|S(jw)| <
1

|Ws(jw)|
2��4�5

� ���- ��� Ws(s)  ' '%�/" !" 2��4�5 / ' +%�'�"�

Ws(s) =
1

Ms

1

s/ws + 1

1

s/ws2 + 1
2��4�5

�%� ) �&�' ��� Ms( ws  ", ws2  �� $� .� +%�'�" .* $%� ,�'!#"��� �%� ���1&�"+* ws2 !'
'�$ $�  )��* '- �� ) �&� '&+% $% $ Ws(s) '$ �$' �=  $ s = 0 /!$%  "�# $!)� '���� ��
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20 dB/dec� ���� �������  �! "#$ %��&���'��� ��  �� ����� �(� ) %��' �#� !�� !**� �#�!"")

+������*, ����" ��- �� !� !.+"�/'! �#� #% "#$ %��&���'��� #%  �� '#� �#""���

0�� ���.#��, � �� $!� �*  �! 1��234 �#"*��

||Wk(s)K(s)S(s)||∞ < 1 1��234

���� !""#$�  # "�.�  �� '#� �#" �5#� ua� Wk(s) �� '�#��� !� ��#$� �� 1��264

Wk(s) =
1

Mk

s/wkz + 1

s/wkp + 1
������

�� 	
��
 �

 ��������� Mk� wkz ��� wkp ��
 �� �
 �
��
� �� �

 �
����
��

�

 ������
� �������� ������ Tzdt(s) ���� dt �� �

 ������ z = [zs, zk]
� �� ���
� ��

Tzdt(s) =

[
Ws(s)S(s)

Wk(s)K(s)S(s)

]
������

� ������  
� K(s) �� ��	 �
���

� ��� ���
 �
�� ������ 
� ���∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

Ws(s)S(s)
Wk(s)K(s)S(s)

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
∞

= γ < 1 ������

!� "��#�$� � �����
�� �
�
������ � ������  
� K(s) 	
� 
 ������%��� γ ��
 ���� �� 
� !�

γ < 1� �

 ���������� �� ������ 
� ��� !� ���� �

 ����������� �
� 	��
 ������ ��� ������ ����

�
 �
 ��
�� &�
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�
�
�� '��
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 ������ �����
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��� ��
(���
 ����)��� �
�� �� ��
 ��
�
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� ��� �

 � ���

�� ����*��

��� 
 ���+ ������ �����
�
�� ��� ���
�,�
��������� �
����

Ms ws [(rad)/s] ws2 [(rad)/s] Mk wkz [(rad)/s] wkp [(rad)/s]

1.5 · 10−11 1.0 1.0 · 10−8 1000 42 6.0 · 105

�

 ���
��
 	
��
���� - �
� ��������� 1/|Ws(s)| ��� 1/|Wk(s)| ����
�������� �� �

 ������

�� ��� 
 ��� ��
 �
�	� �� -���
 ��*. ��� ����� �

 ����� �� �� �
� �� �

 ����
��������

�
��������� �������� S1(s) ��� ������ �
��������� �������� K1(s)S1(1)�

�� γ < 1� �

 ���������� �� ������ 
� ��� '

� ��� ���� �

 ������  
� �� �

 �
�� �
����

�

  ��
�� �������� ������ � /
�)��� ������ �� �

 ������  
� �� ��� ����
����
� !� "��#�$�

��� � ��
 ���� �� 
 �� �
�
���
 �  
�� ����
����
 ������  
�� $� �
����� �

 GMIN,�� �
 ��
1.05γ� � �
���� ������  
� 	��
 σ(S2(s)) ��� σ(K2(s)S2(s)) �� �� �� ��
�� '��
 �
����

�� -���
 ��*.� ���
 �
�� σ(S1(s) ≈ S2(s)) ��� σ(K1(s)S1(s)) ≈ σ(K2(s)S2(s)) ��� ω <
100 (rad)/s� 0�	
�
�� ��� ω > 100 (rad)/s� �

 ������ �
��������� σ(K2(s)S2(s)) ��������


�� � ��

�
� �
�����
 � ��
� �

�
���
 �

 ������  
� K2(s) ��� �-
� �

�
 ��
(�
���
�  
���

1���� �
�� ������  
� ��� ����)��� dt  
��� �� ���������� ����)��� �
�� ��� 2����
 ��*� �
�	�

dt ��� d ��� � ������ � �
��
� ���
 �
(�
��
� !� �
���
� 
���
�� �
�� dt �
�� � �������
�

	��
 d�
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ω [(rad)/s]
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�
��
!"

1/|Ws(s)|

σ(S1(s))

σ(S2(s))

100 101 102 103 104
10−1

100

101

102

103

104

ω [(rad)/s]

�
��
�
�
��
�
 
�
��
!"

1/|Wk(s)|

σ(K1(s)S1(s))

σ(K2(s)S2(s))

�����! ��#�$ ��������  ���!" %& "!�"�'� �'( ��) *%�'�%� "!�"�'� �'( &��*'�%� ��*��)��� *+%"!�

*%�"'����'" %& )!"���!) *%�'�%��!�"

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−5

0

5

·10−2

t [s]

d
t

�
�
)

d
[m

]

dt d

�����! ��#,$ ����!' -%"�'�%� dt ��) -%"�'�%� d %& ���!�� �*'��'%� &%� � ���)%.�( *+%"!�

'�.! ��'!� ��

�+! !/*�'�'�%� &%�*! )!"*��0!) �' '+! 0!������� %& '+�" "�0"!*'�%� 1�" '+!� �--��!) '% '+!

���� %"*����'%� %& '�0�! ���� �+�" 1�" )%�! !/-!��.!�'���( ��) ��.!��*���(� �+! !/-!�2

�.!�' 1�" *%�)�*'!) 3�"'� �+! ��� dt �!�!��'!) 0( '+! �!��2'�.! "("'!. &%� '+! ���!��

�*'��'%� ��) '+! )�"-��*!.!�' x %& '+! '�0�! 1!�! �!*%�)!)� �% !��.���'! ���**���*�!" ��

'+! �!�!��'�%� %& '+! '�.! *%��"! &%� dt4 '+! -�! �%�"�( �!*%�)!) '�.! *%��"! %& dt �" "�02
"!5�!�'�( �"!) &%� '+! ��.!��*�� "�.���'�%�"� �+! "'��)��) )! ��'�%�" %& '+! ��*%�'�%��!)

)�"-��*!.!�' �!"-%�"!" 1!�! *��*���'!)� �+! "'��)��) )! ��'�%� xstd %& '+! )�"-��*!.!�'

%& '+! ��.!��*�� "�.���'�%� 1�" 0.0200m ��) 0.0207m &%� '+! !/-!��.!�'� �+!  ���!"

�!���( *%��*�)!� �+�" "+%1" '+�' '+! ���� %"*����'%� 1�'+ '+! -�%-!�'�!" %& '�0�! ���

)!"*��0!" '+! )(��.�*�� 0!+� �%� "�6*�!�'�( �**���'!� ��*+ '!"'" 1!�! -!�&%�.!) "! !���

'�.!"� �+! "'��)��) )! ��'�%�" )�) �%'  ��( *%�"�)!��0�(� �+!�!&%�!4 '+! '�.! )���'�%� %&

%�! +%�� �" "�6*�!�'�( �%���
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	������ ! "���! #�$%"  �� &��'$���( �% #)� '$!!$*�%+ #$ "�# #)� ,�-� #�$%. �&!�#�(� #)��").
$!(" '$� #)� �/��# #�$% (�"���-�( �% "�-"��#�$% ������ �)�" �/��# #�$% &�$(���" , �0�%+
,�-� #�$%  �&!�#�(�" -�#*��% 1��$  %( 0.09m� ���$�(�%+ #$ #)� ���$���%( #�$% $' "�-.
"��#�$% �����2 #)� 3!#�� '��4��%�0 �" "�#  " '$!!$*"� ωf/ωn = 0.428� �)� , �� #�$%" $'
#)� 3!#���( ��5  �� �� "���( *�#) )�!& $' #)� "#( [cϕ(t)/ωn]2 "�� 6���78� �)� ,�-� #�$%
 �&!�#�(� A(t)  %( "#( [cϕ(t)/ωn]  �� ")$*% �% 3+��� ��9��

0 10 20 30 40 50 60 70
0

2

4

·10−2

A
(t
)
[m

]

0 10 20 30 40 50 60 70
0

0.1

0.2

t/Tn

"#
(

[c
ϕ
(t
)/
ω
n
]

"#( [cϕ(t)/ωn] �)$"�% �&&�� #)��")$!(

:�+��� ��9�� 5�-� #�$%  �&!�#�(� A(t)  %( "#( [cϕ(t)/ωn] '$� "�##�%+ $%;$< ,�-� #�$%.
 �&!�#�(� #)��")$!("


��,�$�"!0 �% #)�" �) &#��2 �# * " '$�%( #) # �' "#( [cϕ(t)/ωn] �" "� !!�� #) % 0.12 #)�
, �� #�$%" $' #)� 3!#���( ��5  ��  ���&# -!�� :�$� 3+��� ��9�2 �# -��$��" �,�(�%# #) #
*)�% A(t) �" ! �+�� #) %  &&�$/�� #�!0 0.01m2 #)�" #)��")$!( �" )�!(� �$ �%"��� #) # #)�
�$%#�%�$�" �$# #�$% �$(� �" %$# �%#���(  %( !�'# #$$ '��4��%#!02 #)� ,�-� #�$%. �&!�#�(�
#)��")$!("  �� "�#  " '$!!$*"� Aon = 0.015m  %( Aoff = 0.010m�

����! #�$%"  �� &��'$���( #$ #�%� #)� �$%#�%�$�" �$# #�$% �$(�  " ")$*% �% #)� -!$�=
(� +� � $' 3+��� ��97�

mcr *�!! -� "�# �% #)� '$!!$*�%+ #$ 4.28 · 10−2 kgm� 	$#� #)� "���! ��#��" $' #)� , !��"
'$� ωf/ωn  %( mcr  �� �$�%��(�%# !� �)�" � "".� (��" �$%#�$! &�$(��# �$���"&$%(" #$
$%�  �#�,� ��� �%�# *�#) #)� � "".� (��" �$%#�$! &�$(��# ")$*% �% # -!� 9��� �)�" �"
#)� ! �+�"# � "".� (��" �$%#�$! &�$(��# �$%"�(���( '$� #)�" �%,�"#�+ #�$%� 	$#� '$� "� !!��
� "".� (��" �$%#�$! &�$(��#"2 #)� (�"#��-�%+ �<��# (�� #$ #)� # %+�%#� ! '$���" �" ��(���(
*)�% �"�%+ �(�%#�� ! �$%#�$!  !+$��#)�"� �)���'$��2 #)� " �� �$%#�$!  !+$��#)� (���,�( �%
#)� '$!!$*�%+ � % -� �"�( '$�  !! "� !!�� � "".� (��" �$%#�$! &�$(��#"�
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FT ����
�� +���,-

ωf

Fe

x, ẋ

x, ẋ

cϕ
ωn

Y FT

ϕt,f , ϕ̇t,f , ϕ̈t,fAon
Aoff

Y FT

mcr

��#$ % ��,./ ����0 1��# �2 !� �$'�'# �! ��'��'$�$�  ������' 2�1%

���� 1�'# �� "#$ % ��,.3 �4% !� �% �! �4% �
� �� �'�5 �66��%1 74%' �� �� �6% ��%1 �'
�4% ��'��'$�$�  ������' 2�1%� �4�� �� 1�'% �� �' �4�� ��%63 �'�5 �4% ��'��'$�$�  ������'
2�1% �� �$'%1� �4% ��#���� �$�6$� Y �! �4% 8���0 9�
� �'(�)*9 �� �%� �� �'% 74%' A(t)
%:�%%1� Aon �'1 8��0 �� ;% � 74%' A(t) !���� 8%��7 Aoff < �4$� �7���4�'# �4% ��'� �� �����'
#%'% ��%1 �' �4% ��'��'$�$�  ������' 2�1% �' �'1 �)� ���% �4�� Y �� �'�5 ;% � � �'% �'1
��� ��2% 1%6%'1%'�5 �� '�� 1%6���%1�

�$ �4% 2� %3 �� �� ���$2%1 �4�� �4% "��% %1 ��� ϕt,f (t) �� 6% !%���5 � ��0%1� �4�� 2%�'�
�4�� �4% 15'�2��� �! �4% ���$��� � 4�=% '� �'>$%'�%/ ϕ(t) = ϕt,f (t)3 ϕ̇(t) = ϕ̇t,f (t) �'1
ϕ̈(t) = ϕ̈t,f (t)� ϕ̇t,f (t) �� 1� %���5 �=����8�% ! �2 �4% "��% �! "#$ % ��&� ϕ̈t,f (t) �� �8���'%1
85 '$2% �����5 ��0�'# �4% ��2% 1% �=���=% �! ϕ̇t,f (t)�

�4% ��'��'$�$�  ������' 2�1% 7�� �4%' �$'%1� �4% ��2$�����'  %�$��� $��'# �4% "'��
�$'�'# 6� �2%�% � � % �4�7' �' "#$ % ��,?�

�$8"#$ % � �4�7� �4% $'��'� ���%1 �'1 �4% ��'� ���%1 1��6���%2%'�  %�6�'�%� 
! �4% 1�26@
�'# %)%�� �! �4% �
� �� '�� �$A��%'�3 � �� #% mcr 2$�� 8% �4��%'� ��7%=% 3 ! �2 �$8@
"#$ % �3 �� �� %=�1%'� �4�� �4% �4��%' mcr %)%���=%�5 1�26� �4% =�8 ����'�� �5 !$ �4% 
�'� %���'# mcr3 �4% 1�26�'# %)%�� ��' 8% �'� %��%1� �$8"#$ % � �'1 � �4�7 �4�� �4% =� �@
����'� �! �4% "��% %1 ��� � % 7��4�' �4% 1%�� %1 ��2���� ��2$���'%�$��53 �4% �'��@64���'#
8%�7%%' �4% ��'� �� !� �% �! �4% �
� �'1 �4% =%�����5 �! �4% ���� ��������� �� %'�$ %1�

! �4% =� �����'� �! �4% "��% %1 ��� 7�$�1 8% ��� 4�#43 �4% "��% ! %B$%'�5 ωf 2$�� 8% ��7@
% %1 � �4% !� 2% �5 �4��%' =�8 ����'@�26���$1% �4 %�4��1� 2$�� 8% �'� %��%1� �$8"#$ % �
�4�7� �4% 6�7% 1%2�'1 �! �4% �
� $'��3 74��4 �� ��26$�%1 �� !����7�� ���=�'# +,��C-
!� M(t) �'1 �$8����$��'# ϕ(t) �'1 ϕ̈(t) 85 ϕt,f (t) �'1 ϕ̈t,f (t) 5�%�1�

M(t) = 0.5mcr
2ϕ̈t,f (t)− 0.5mcrẍ(t) sinϕt,f (t) +��.?-

�$���6�5�'# �4�� 85 �7� �'1 7��4 �4% "��% %1 ��� ϕ̇t,f (t) #�=%� �4% 6�7% 1%2�'1 �! �4%
�
� $'��

PT (t) = 2M(t)ϕ̇t,f (t) +��.D-

�$���6�5�'# +��.D- 7��4 Y #�=%� �4%  %B$� %1 6�7% 1%2�'1 �! �'% �
� $'�� �' �4% ��'��'@
$�$�  ������' 2�1%� �� ��' 8% �%%' ! �2 "#$ % ��,?(�3 Y PT (t) �� '%� �5 ��7�5� �2���% 
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&'(�"$ ��)*� �!�!$+ , " $-�#��!' �  , � �!'�� �+ " !�!' � . �$

!/�� 0$" � �$��$1 !/$ ��� �'++'2�!$+ $�$"(3 ," . !/$ ���&  +�'##�! " ��� !/$ ��!��4

! "+ �"$ "$5�'"$� ! 6"�7$� �/$ 2 8$" �$.���  � !/$ ��!��! " '� !/$ � �!'�� �+ " !�!' �

. �$ �$2$��+  � +$-$"�# 2�"�.$!$"+ !��$� '� !/'+ +!$2� &" . 9(�"$ ��)*1 '! 6$� .$+

$-'�$�! !/�! Y PT (t) '��"$�+$+ 8'!/ !/$ -'6"�!' � �.2#'!��$ A(t)� �/'+ '+ 6$���+$ 8'!/
#�"($" A(t)1 !/$ ���$#$"�!' � ẍ(t) '��"$�+$+1 "$5�'"'�( #�"($" 6"�7'�( 2 8$"� &�"!/$". "$1

!/$ ��(�#�" ���$#$"�!' �+ (��"��!$$'�( !/$ ��!'42/�+'�( �#+ '�:�$��$ M(t) ��� !/$"$, "$

PT (t)� �/'+ !$". 8�+ 6 ���$� 63 #'.'!'�( cϕ/ωn ���1 ��$ ! !/'+1 !/$ 2 8$" �$.��� '+

� ! � �+'�$"�6#3 '��"$�+$� 63 !/$ ��(�#�" ���$#$"�!' �+ ϕ̈t,f �

� $-�#��!$ !/$ 2 8$" �$.���  ,  �$ ��� ��'! '� !/$ � �!'�� �+ " !�!' � . �$1 !/$

rms4-�#�$1 +$$ �)�;�%1  , Y PT (t) ��� "�'�( ! ���*<% '+ ��#��#�!$�

Prms,rot = ".+(Y PT (t)) =

√
1

TY

∫ t=1h

t=0

|Y PT (t)|2dt = 0.052W ���*<%
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�� ����� TY �� ��! "# "�� "�$� %&�'"�#� "�� �
� #(��'"�! �� "�� �#�"��&#&! �#"'"�#� $#%��

)!��* TY �'"��� "�'� "�� �#$(+�"� "�$� %&�'"�#� # #�� �#&� �! �,&�-'+��" "# �#�!�%�� "��

(#��� #�+. �� "�� "�$� ��"��-'+! "�� �
� #(��'"�! �� "�� �#�"��&#&! �#"'"�#� $#%��

�#� �#$('��!#� (&�(#!�!/ "�� (#��� %�$'�%/ Prms,sw/ ��,&���% "# #(��'"� "�� �
� ��

"�� !���*��* $#%� ��++ '+!# 0� �'+�&+'"�% +'"�� #�� Prms,sw ��++ 0� �'+�&+'"�% �� "�� !'$�
$'���� '! �" �! %#�� ��"� 1���23  #� "�� �#�"��&#&! �#"'"�#� $#%�� �#��-��/ "�� (#���

%�$'�% ��++ #�+. 0� �#�!�%���% ���� Y = 0�

�#� "�� %���-'"�#� # 1��4�3/ "�� �#"'"�#�'+ ����"�' # "�� �#"#�! �! #�+. �#$(#!�% # "�'" # 

' !��*+� +&$(�% �#�"�#+ $'!!� �#� (�'�"���/ "�� �#"'"�#�'+ ����"�'! # '++ ('�"! # "�� �
�

!�" ��"# �#"'"�#�'+ $#"�#�/ ���� "�'�!$�!!�#�/ �#%/ �"�� $&!" 0� �#�!�%���%� �&�"���$#��/

�� 1��4�3  ���"�#� �! ��*+��"�%�

��� (#��� %�$'�% #� "�� '�"&'"#�!  #� "�� �5(���$��"! # !&0!��"�#� ��6�7 '�% ��6�6 �!

%�"��$���% �� "�� !'$� $'���� '! �" �'! %#��  #� "�� �5(���$��"! # !&0!��"�#� 8�6�6�

������ �� ���	
����
 ��
 	

����� ��	�
�� 	

��	 
����

 ����	���


� ' ��5" !"�(/ "�� �#�"�#++��  #� "�'�9��* "�� ��� ϕt,f (t)  #� "�� "�!" !�"&( �! "&��%� ���

#(��:+##( -�+#��". '�% �+#!�%:+##( '�*&+'� (#!�"�#� �#�"�#+ !�#�� �� ;*&�� 8��< �! &!�%

'*'��� ��� ��� �! !�" "# ωn '�% ϕt,f (t) �! (�#%&��% 0. "�� ��� ;+"��� )!��* ' �#�"�#++��
# "��  #�$ '! !�#�� �� "��  #++#���* �,&'"�#�

C(s) =
KP

sω−1

P + 1
1����3

��"� "�� (�#(#�"�#�'+  ��%0'�9 *'�� KP = 1V/(rad) '�% ' (#+� ��"� ωP = 70 (rad)/s
.��+%! '%�,&'"� "�'�9��* ��!&+"!  #� "�� '�"&'"#�! �%��"�;�% �� !&0!��"�#� 8�6��� ��"�

'%�,&'"� �! $�'�" "�'" "�� �#�"�#+ ���#� �! ��*+�*�0+. !$'++ ���� "�� �
� �! #(��'"�% ��

"�� �#�"��&#&! �#"'"�#� $#%�� ��� �#�"�#+ �=#�" ua,c(t)  #� "�� �#�"��&#&! �#"'"�#� $#%�

�! "��� *�-�� 0.

ua,c(t) =
1

b
ωn + C(s)ce(t) 1���83

��"� "�� �#���!(#�%��* b # "'0+� 8�6� �! �� !��"�#� 8�6/ �'�� �#"#� �! �#�"�#++�% ��%�-�%&'++.�

����� ������ 	
 �	��
	���
 
	
 �������� �	��

�#� "�� "&���* # "�� !���*��* $#%�/ "�� %.�'$��'+ 0��'-�#� # "�� '�"&'"#�! $&!" 0�
%�"��$���%� ����� %.�'$��'+ 0��'-�#� �! %�!���0�% 0. "�� "�'�! ��  &��"�#� # 18��>63

��"� "�� �#�?����"! # "'0+� 8�6� 
�'��'�*��* 18��>63 '�% !&0!"�"&"��* ϕ(t) 0. θ(t)/ !��

!&0!��"�#� ��7��/ "��  #++#���* �,&'"�#� �! %���-�%@

θ̈(t) = −

θ̇(t)

a
+
b

a
ua(t) + wθ(t) 1����3

�� ����� ua(t) �! "�� �#�"�#+ �=#�" '�% wθ(t) %��#"�! %�!"&�0'��� %&� "# '���+��'"�#�! # 

"�� ���� #!��++'"#�� ��$� %�(��%�����! ��++ �# +#�*�� 0� ��%��'"�% �� "��! !&0!��"�#��


��#�!�%����* 1��>�3 '�% "�� %�!�&!!�#� %#�� �� !&0!��"�#� ��7�8A"�� �'%�'+  #���! '��

!$'++ �� �#$('��!#� "# "�� "'�*��"�'+  #���!A'�% &!��* "�� !$'++:'�*+� '((�#5�$'"�#�

# 1��7�3/ 1��>�3 !�$(+�;�! "#@

ẍ = −2ξωnẋ− ω2

nx+ μcrθ̈ + Fe 1���>3
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�	� ��� ���	��	� ���� ���

�������� !��"�# ���$ !��"%# &��'(�

ẍ = −2ξωnẋ− ω2

nx+ μcr

(
−

θ̇

a
+
b

a
ua + wθ

)
+ Fe !��")#

����$(*+�� �,� ��-�� .�+�$� $/ !��%"#0 �,� �1*-��$�� $/ !��"�# -�( !��")# +-� 2� 3������ ��
- ��-�� �4-+� ��4������-��$�

ż = Az +Bua +w !��"�#

�� 3,�+, �,� .�+�$� w = [0, Fe, 0, μcrwθ]
� (��+��2�� �,� 4�$+��� �$��� !(���*�2-�+��# 3��,

A -�( B�

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

−ω2
n −2ξωn 0 −

μcr

a
0 0 0 1

0 0 0 −

1

a

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

μcr
b

a
0
b

a

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ !��"5#

�,� +$���$''-2�'��& 6-���7 $/ !��"�# 3��, �,� 6-���+�� $/ !��"5# ,-�0 -� 2�/$��0 /*'' �-�89
�,*�0 �,� �&���6 �� +$���$''-2'�� :*��,��6$�� -�( -� 2�/$��0 �,� �&���6 �� *�(��;-+�*-��(�
�,� $*�4*� �1*-��$� ��  �.�� 2&[

x
θ

]
=

[
1 0 0 0
0 0 1 0

]
z + nx,θ !��""#

�� 3,�+, nx,θ ��4������� �,� 6�-�*��6��� �$��� .�+�$� �� x -�( θ�

�� ��+��$� ��)0 - �<� �� *'-�$� 3-� (��� ��(� �*+, - �� *'-�$� -��*6�� �,-� -'' ��-��� $/
z -�� -.-�'-2'�� :$� �,� ���� ���*40 $�'& x -�( θ -�� -.-�'-2'� /$� /��(2-+8� �,� '���-�;
1*-(�-��+ �-*���-� !�<�# �� *'-�$� (��� � -44�$-+,  ����-��� �,� +$���$''�� C(s)0 ���
= *�� ��>�0 �� �*��-2'� /$� �*+, - +$���$' 4�$2'�6 ?��0 ))@� �� +$���-�� �$ �,� �<�0 �,�
�<� �� *'-�$� (��� � -44�$-+, -((���$�-''& +$����*+�� -� $2���.�� �$ ����6-�� �,� �$�;
6�-�*��( ��-���0 ��� ?��0 ))@�

�&���6 $/
!��"�# �$ !��""# +

+

C(s)

w

nx,θ

[x, θ]T
ua

:� *�� ��>�� ����-� 1*-(�-��+ �-*���-� �� *'-�$�

�,� �<� �� *'-�$� +$����*+�� - +$���$''�� C(s) �*+, �,-� �,� +$�� /*�+��$� Jc $/ !��"�# ��
6���6�A�(�

Jc =

∫
∞

0

[
z
� ua

]
Q

[
z

ua

]
(t 3��, Q = (�- 

[
qx, qẋ, qθ, qθ̇, qu

]
!��"�#

�� !��"�#0 Q �� �,� (�- $�-' 3�� ,��� 6-���7 4*���,�� �,� ��-��� $/ z -�( �,� +$���$'
�B$�� ua� ���, �,� 3�� ,��� 6-���7 Q0 �,� ��(�.�(*-' ��-��� $/ z -�� 4*���,�(� �/0 /$�
����-�+�0 �,� 3$�8�� �-� � $/ θ 2�+$6�� �$$ '-� � !�,� �$�$�� $�+�''-�� 2& 6$�� �,-� ±π/2
-2$*� �,��� A��$ 4$����$�#0 �,� (��� ��� +-� ��+��-�� �,� 4��-'�& $� qu� �,�� ���*'�� �� -
6$�� ������+��( 3$�8�� �-� � $/ θ -�( - '$3�� (-64�� -+��$�� �,� ������� $/ Q -�� �$
2� ��� 2& �,� (��� ���� �,� ���;+$66-�( �� ������ ,-� �,��� ��4*���
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�� ��� ������  �!"� #" $��%&' �( $��%%')

*� ��� �+�,#- Q +" 

�� + �+�,#- Qm ���#�+�#". ��� ��+�/,���"� "(#�� nx,θ +" ���  #��/,0+"1� w� �� #�

+��/�� ��+� Qm =  #+.
[
10−2, 10−2, 10−2, 10−2, 10−2, 10−2

]
�

�/2�#32� �4� ,�./2+�(,� 5�,�  ��#."� 6(, ��� �-1#�+�#(" 6(,1� (6 �/0��1�#(" ��&�� #" +"

#��,+�#7� 3,(1��� 6(, �/2�#32� mcr� ��� �#�/2+�#(" �#�� #�) +� 0�6(,�) ("� �(/,� 8�/"#". �8

#� 1("�# �,� !,�� +" ,�6�,� �( + �/"#". (6 Q #" 5�#1� ��� ,�9/#,� 3(5�,  ��+" #"

��� �5#".#". �( � Prms,sw #� �9/+2 �( ��� ("� #" ��� 1("�#"/(/� ,(�+�#(" �( � Prms,rot)

��� $��%�' +" ��� 1(,,��3(" #". 1(���"�� +0(7� +" 0�2(5� �(�� ��+� #" �+02� ��&) Y = 0
,�6�,� �( ��� (3�,+�#(" (6 ��� �
� #" ��� �5#".#". �( �� �(, ��� �+�� (6 �/"#".) ("2� ���
��+��� qx) qθ +" qu 5�,� 3/"#��� �

�+02� ��&: 
�#.��#". �+�,#- Q 6(, �4� ,�./2+�(,  ��#." $/"#�� +,�  ,(33� '

qx qẋ qθ qθ̇ qu �(5�,  ��+" #� 1("�# �,� 5��"

�/"#". � 10, 000 0 0.1 0 7+,#� Y = 0
�/"#". * 10, 000 0 0.1 0 7+,#� Y = 0 +" A > 0.01m

�" ��� 1("�#"/(/� ,(�+�#(" �( �) ��� 3(5�,  ��+"  (��) 1("�,+,� �( #" ��� �5#".#". �( �)

"(� 7+,� 1("�# �,+02� 6(, mcr = 0.0428 kgm) ��� !./,� ��*%� �" ��� �5#".#". �( �) ���

7+,#+�#(" (6 ��� 3(5�,  ��+" #"1,�+��� 5#�� ��� 7#0,+�#(" +�32#�/ �� ��#� #�  /� �( ���

6+1� ��+� ��� 5(,;#". ,+".� (6 ��� ,(�(,� 0�1(��� 5# �, 5#�� 2+,.�, 7#0,+�#(" +�32#�/ �)

,��/2�#". #" 2+,.�, +"./2+, +11�2�,+�#("�� ��1+/�� (6 ��#�) + ��1(" �/"#". �1�"+,#( 6(, Q)

8�/"#". *8 #� #"7���#.+�� � 8�/"#". *8 1("�# �,� ��� 3(5�,  ��+" #" ��� �5#".#". �( �

$Y = 0' ("2� 5��" A > 0.01m) ��� �+02� ��&� ��� ,�+�(" 6(, ��� �5( �/"#".� 5#22 0�

6/,���,  #�1/��� #" �/0��1�#(" ��&�&�

�("�,(22�,� Cs(s) 6(, ��� �5#".#". �( � 6(, 0(�� �/"#".� +" 7+,#(/� mcr +,� ���" .�"<

�,+�� � Cs(s) 1+" 0� ,�3,���"�� 0� + �<0�<* �,+"�6�, �+�,#-� ��� 1("�,(2 �=(,� 6(, ���

�5#".#". �( � #� ���" +� .#7�" 0�

ua,s = Cs(s)

[
x
θ

]
$��>�'

�� 6(, ��� 1("�#"/(/� ,(�+�#(" �( �) �+1� ,(�(, #� 1("�,(22� #" #7# /+22��

����� ����	
��� 
������ 
��
 ����� �� ���������

�"#�#+22�) ��� 1("�,(2 +2.(,#��� (3�,+��� #" ��� �5#".#". �( � $Y = 0'� ��� 1("�#"/(/�

,(�+�#(" �( � #� +1�#7+�� #6 ��� 6(22(5#". 1("��,+#"�� +,� 6/2!22� :

A(t) > Aon +" ϕt,f (t) 3+���� ϕ(t) $��>�'

��� �
� �5#�1��� 0+1; �( ��� �5#".#". �( � #6

A(t) < Aoff +" ϕ(t) 3+����
1

2
π (θ(t) = 0) $��>*'

��� ��1(" 1("��,+#"�� (6 $��>�' +" $��>*') ,��3�1�#7�2�) �"�/,� ��+� ?�,;#". �(�#(" #�

+7(# � 5��" �5#�1�#".� 
��" Y �5#�1��� 6,(� @�,( �( ("� (, 7#1� 7�,�+) ("� �( � (6
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������ �!  " ��#$ ��% �� &� ��'��% %�(! �!% �)� ��)�� �!�  " ��#$ ��% �� &� ��'��%
$�� �� �!"$�� � "'���) ��'�*$�+%�(! ���,�"" &��(��! �)�  !% - %$�. �!% ,�!� !$�$"./
,�.,$.���% ,�!���. �0���" ua,c �!% ua,s1 �)� 2�..�( !3 "( �,) !3 �.3�� �)'  "  '�.�'�!��%
()�! Y ,)�!3�"�

� �)� ,�!���. �0��� �2 �)� '�%� �2 ������ �! �� &� ��'��% %�(!  " ,�.,$.���% �"
2�..�("� �)�! Y "( �,)�"1 �)� ,�!���. �0��� 2�% �� �)� ,����"��!% !3 �,�$����  "
"����% �!% �)� � '� -�� �&.� tsw  " "�� �� 4���� 5��' �) "  !"��!� �!1 �)� "����%
,�!���. �0���  " (� 3)��% ( �)

wsw(tsw) = a5t
5

sw + a4t
4

sw + a3t
3

sw + a2t
2

sw + a1tsw + a0 6��7�8

�)� ,��9, �!�" a51 ���1 a0 ,�! &� ,�.,$.���% &/  !"��� !3 �)� &�$!%��/ ,�!% � �!"

wsw(tsw = 0) = 1 ẇsw(tsw = 0) = 0 ẅsw(tsw = 0) = 0 6��7�8

wsw(tsw = Tsw) = 0 ẇsw(tsw = Tsw) = 0 ẅsw(tsw = Tsw) = 0 6��7:8

 ! () ,) Tsw %�!���" �)� "( �,) !3 � '�1  !�� 6��7�8� � �) �)� ,)�"�! &�$!%��/
,�!% � �!"1 � "'���) ��'�*$�+%�(! ���!" � �!  " 3$���!���%� ��.- !3 �)� "/"��' �2
�#$�� �!" / �.%" a51 ���1 a0� �!,� tsw > Tsw1 �)� (� 3)� 2$!,� �! wsw  " "�� �� 4����
���� !3 �)� "( �,) !3 � '� �� 0.25Tn �2��! ��"$.�"  ! �! �%�#$���./ 2�"� ���!" � �!�

� �)� ,�!���. �0��� �2 �)� '�%� �2 ������ �! �� &� ��'��% $�  " (� 3)��% ( �) 4���
$!� . � "( �,)  " ��#$ ��%� 5�� 0 < tsw < Tsw1  �  " (� 3)��% ( �) 1−wsw(tsw) $� ��
tsw = Tsw� 5�� tsw > Tsw1 �)� ,�!���. �0��� �� &� ��'��% $�  " (� 3)��% ( �) �!�
$!� . �)� !�;� "( �,)  " ��#$ ��%�

�( �,) !3 &��(��! &��) '�%�" �2 ������ �!" �" %�",� &�% �&�-� .��%" �� � "'���) '�� �! �2
�)� �����"1 �-�! %$� !3 "( �,) !3� �)� �!��3/ ,�!"$'�� �! �!% �)� ��(�� %�'�!% %$� !3
"( �,) !3 ,�! &� 2$��)��  '���-�% &/ %�-�.�� !3 "( �,) !3 ���<�,��� �" " ' .�� �� �)� ��'�
$�+%�(! ���<�,��� �" �2 "$&"�,� �! =�:�=� ��(�-��1 �)� %�" 3! �2 "$,) "( �,) !3 ���<�,��� �"
 " '��� ,�'�.�; �)�! �)� %�" 3! �2 �)� ��'�*$�+%�(! ���<�,��� �" �2 "$&"�,� �! =�:�=�
�) "  " &�,�$"� �)�  ! � �. ,�!% � �!"1 () ,) (��� ,�!"��!� 2�� �)� ��'�*$� ���,�"" �2
"$&"�,� �! =�:�=1 ��� !� .�!3�� ,�!"��!�1 "�� ��3� 6=��>?8@  !"���%1 �" �)� "( !3 !3 '�%�
 " $"�% &�2��� "( �,) !3  !�� �)� ,�!� !$�$" ����� �! '�%�1 �)�  ! � �. ,�!% � �!" 2�� ��,)
"( �,) !3 ���<�,���/ (�$.% -��/� �) " ��#$ ��" �%��� -� ���<�,��� �" () ,) ��A� -��/ !3
 ! � �. ,�!% � �!"  !�� �,,�$!�� �) "  ""$�  " !�� 2$��)�� "�$% �%  ! �) " (��A �!%  " ���� �2
2$�$�� (��A�

�" % ",$""�%  ! "$&"�,� �! �����1 �)� "( !3 !3 '�%� ( .. &� �$!�% "$,) �)��  � ��#$ ��" �)�
"�'� ��(�� %�'�!% �"  ! �)� ,�!� !$�$" ����� �! '�%�� 5�� �)� �-�.$�� �! �2 �)� ��(��
%�'�!%"1 �)� "( �,) !3 � '�  !���-�." ��� !�� ��A�!  !�� �,,�$!�� �) "  " <$"� B�% &/ �)�
�""$'�� �! �)�� �)� �,�$����" %� - !3 �)� �����" ,�! &� �-��.��%�% 2�� ")��� ��� �%" �2
� '��

����� ���� �	
���	
� �����

��!���..�% 2��� - &��� �! ��"�" (��� ���2��'�% ( �) �)� �$! !3 ����'����" ")�(!  ! ��*
&.� ��? $" !3 C�$! !3 �C ( �) qu = 0.29 �!% C�$! !3 =C ( �) qu = 0.63� �)� ��"$.�" 2�� �)�
2��� - &��� �! ��"�" ��� ")�(!  ! B3$�� ���>�
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����� ���� � !"!# $%& ! '�&"(�� �!) �*+�&"'�!,�� -��")�,"%!

Aon [m] Aoff [m] Tsw [s] KP [V/(rad)] ωP [(rad)/s] ωf/ωn

0.015 0.010 0.3 1 70 0.428

�.� ,���� "/ �*(",�) �0 .�!)  !,"� ,.� (%!,"! % / &%,�,"%! '%)� "/ , &!�) %! �!) � )"/+��(�1

'�!, �'+�", )� %$ �++&%*"'�,��0 0.02m "/ &��(.�)2 /�� / �3# &� �� �.� �
� &�'�"!/

"! ,.� (%!,"! % / &%,�,"%! '%)�  !,"� t = 4.15 s �, 4."(. ,.� /4",(."!# +&%(�// "/ "!"1

,"�,�)� �&%' t = 4.45 s2 ,.� �
� %+�&�,�/ "! ,.� /4"!#"!# '%)�� �, ��(%'�/ �-")�!,

,.�, ,.� )�(�0 %$ ,.� )"/+��(�'�!, �'+�", )�/ "/ ' (. /'����& 4.�! ,.� �
� "/ %+�&�,�)

"! ,.� /4"!#"!# '%)�� � &,.�&'%&�2 "! ,.� (%!,"! % / &%,�,"%! '%)�2 ,.� )"/+��(�'�!,

�'+�", )�/ )�(�0 �++&%*"'�,��0 �"!��&�02 4.�&��/ �*+%!�!,"���0 "! ,.� /4"!#"!# '%)��
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, !"!# � , !"!# � π/2

�"# &� ���6� �&�� -"�&�,"%! ,�/,

�.� +%4�& ( &-� "/ %�,�"!�) �/ )"/( //�) "! / �/�(,"%! ��7�7� ��$%&� /4",(."!#2 ,.� +%4�&

( &-� "/ !��&�0 ��4�0/ /'����& ,.�! 8�&%� � &"!# /4",(."!#2 � !�#�,"-� +��5 "! ,.� +%4�&

( &-� %(( &/� �."/ "/ ��(� /� ,.� �(, �,%&/ �&� &�9 "&�) ,% �&�5� ,.� &%,%&/� �$,�& /4",(."!#

"!,% ,.� /4"!#"!# '%)�2 +%/","-� �/ 4��� �/ !�#�,"-� +%4�&/ �&� &�9 "&�) $%& �((���&�,"!#
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��� ������ �!"�# !$�  %!% & �'%(! !$� )%&"!"%� ϕ = π/2* &�� &('+#( � ��

�%,)� "�# -!(�"�# �- ��� -!(�"�# .-* "! ��� '� &��� !$�! !$� )%/� ��,��� "� !$� &/"�#"�#

,%�� 0% -!(�"�# .- "& &�"#$!�1 �%/� �! !$� �2)��&� %0 � �%/� ����1 %0 !$� �"&)����,��!

�,)�"!(��&� ����(��!"�# !$� �3("4����! ��,)"�#  �!"% �& "� &('&��!"%� .���� 0% !$� !",�

"�!� 4�� 0 %, t = 4.7 s !% t = 13.0 s 1"���& �� �3("4����! ��,)"�#  �!"% %0 3.77% 0% 
-!(�"�# �- ��� %0 2.91% 0% -!(�"�# .-� �$"& �%  �&)%��& !% �� "�� ��&� %0 !$� �3("4����!

��,)"�#  �!"% '1 � 0��!% %0 �)) %2",�!��1 13.9 0% -!(�"�# �- ��� 10.7 0% -!(�"�# .-* &��

!�'�� ����

����� �����	
���	��
 ������ ����	����


�$� !�'�� "& �%/ �"&!( '�� '1 !$� &!%�$�&!"� �2�"!�!"%� 0% �� %0 &('&��!"%� ����� ��� !$�

��!"%� %0 !$� ���� �$"& "& �%�� �(,� "����1 ��� �2)� ",��!���1 0% 4� "%(& ,�&&5 ��"(&

�%�! %� ) %�(�!& 0% -!(�"�# �- ��� -!(�"�# .-* &�� !�'�� ��6� �%  ���$ !$� &�,� )%/� 
��,��� 0% '%!$ ,%��& %0 %)� �!"%� 0% -!(�"�# �- ��� -!(�"�# .-* qu "& &�! �& &$%/� "�

!�'�� ��7�

��'�� ��7� �4��(�!"%� %0 )%/� ��,��� ��� 4"' �!"%�& �,)�"!(�� %0 �(,� "��� &",(��!"%�&

��� �2)� ",��!&

�(,� "��� &",(��!"%�& �2)� ",��!&

mcr !(�"�# qu Prms,rot Prms,sw xstd Prms,rot Prms,sw xstd
[kgm] [W] [W] [m] [W] [W] [m]

8�8�.7
� 0.29 0.056 0.056 0.0060 0.058 0.054 0.0058
. 0.63 0.058 0.058 0.0064 0.062 0.060 0.0063

8�8��8
� 0.40 0.042 0.042 0.0068 0.047 0.046 0.0072
. 0.74 0.043 0.043 0.0072 0.047 0.045 0.0075

8�8.��
� 0.48 0.032 0.032 0.0080 0.033 0.031 0.0078
. 0.73 0.032 0.032 0.0082 0.034 0.033 0.0080

8�8�99
� 0.47 0.025 0.025 0.0091 0.026 0.026 0.0097
. 0.74 0.032 0.032 0.0082 0.026 0.025 0.0099

(��%�! %����� xstd = 0.0207m :�2)� ",��!;

��4� �� &!�!�& � � &$%/� "� +#( � ���� 0% -!(�"�# �-�
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���%&" 
�
�' �"("&�) �$�$"� !* � $"�$ %���� +$%���� �+ ��� mcr = 0.0428 kgm �� � #,!�"�

$� " �"-%"�#"

�&! �%./�%&" �0 �$ #�� ." �""� $,�$ A(t) "1#""�� $," $,&"�,!)� Aon �$ t ≈ 8.5 s0 ,!�"("&0
���$#,��� �� �!$ �$�&$"� ."*!&" t ≈ 8.9 s2 $,�� �� �%" $! $," �"#!�� #!��$&���$ !* 3
�4�5�
�*$"&��&��0 $," �	� !6"&�$"� �� $," #!�$��%!%� &!$�$�!�  !�" %�$�) t ≈ 15.0 s� �,��
#�� ." �""� *&! �%./�%&" �� �%&$,"& !&"0 *&! �%./�%&" �0 �$ ."#! "� "(��"�$ $,�$

$," #!�$&!) "&&!& *!& $," /&�$ &!$!& �� �"�&)7 8"&! �� $," #!�$��%!%� &!$�$�!�  !�"0 $! ."

 !&" 6&"#��"0 $," �.�!)%$" �"(��$�!� *&! 8"&! �!"� �!$ "1#""� 5.0 · 10−3 (rad) �� $," $� "
��$"&(�) *&! 10.0 s $! 15.0 s�
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��� �������	� ������	 ��� ��	��	���� �������	

�	� ��� ���	��	� ���� ���

������ !" #$% ��&%� '%��!'(  ! ()*+")�% �,  # (%%�( �����%!# #$�# #$% ��&%� '%��!'

 ! #$% (& !" !" ��'%  ( -��"%� #$�!  ! #$% .�!# !)�)( ��#�# �! ��'%� ��&%/%�, 0�� #$%

.���-%#% %/�-)�# �! ')��# �! �0 �!% $�)�, *�#$ ��&%� '%��!'( ��% �����1 ��#%-2 %3)�-
�( �%3) �%'� �# �)(# *% #�4%!  !#� .�!( '%��# �! #$�#  ! +")�% ����, �!-2 25 s �0 #$% %!# �%

')��# �! �0 �!% $�)� ��% ($�&!� � �%  !#%�/�-( ().$ �( #$% �!% 0��� t = 0 s #� t = 2.0 s  !

()*+")�% � '�� !�#% #$% %/�-)�# �! �0 #$% ��&%� '%��!' Prms,sw  ! #$% (& !" !" ��'%�

�� �/� ' #$ (, !)�%� .�- �!' %1�%� �%!#�- #%(#( &%�% �-(� �%�0���%' & #$ 5#)! !" 65 &$ .$

�-(� %!()�%( #$�# #$% ��&%� '%��!'  ! *�#$ ��'%( �0 ��%��# �! ��% �����1 ��#%-2 %3)�-7

$�&%/%�, #$% ��&%�  ! #$% (& !" !" ��'%  ( �!-2 .�!( '%�%' &$%! A > 0.01m, (%% #�*-% ����

�$% %/�-)�# �! �0 #$% !)�%� .�- ( �)-�# �!( �!' #$% %1�%� �%!#( & #$ � ')��# �! �0 �!%

$�)�  ( ($�&!  ! #�*-% ��8�

������ !" #$% !)�%� .�- ( �)-�# �!( & #$ #$% %1�%� �%!#(,  # *%.��%( %/ '%!# #$�# #$%

.���)#%' /�-)%( 0�� #$% ��&%� '%��!'( �( &%-- �( 0�� #$% (#�!'��' '%/ �# �!( �0 #$% .�!9

#��--%' ' (�-�.%�%!# �%(��!(%( ��%  ! �..��'�!.%� �$% ��(# �%-%/�!# �%-�# �!( ��% ' (.)((%'

 ! #$% 0�--�& !" )( !" #$% '�#� �0 #$% %1�%� �%!#(�

�$% -��"%� #$% ��((9��' )( .�!#��- ���').# mcr, #$% "�%�#%� #$% '��� !" �%�0����!.%,

 ! �#$%� &��'(, #$% $ "$%� #$% �%').# �!( �0 #$% (#�!'��' '%/ �# �!( �0 #$% ' (�-�.%�%!#

�%(��!(%� ��&%/%�, & #$ #$% -��"%(# mcr �!' 5#)! !" �5, #$% ��� ��%��#%( 0�� #$% ��:�� #2
�0 #$% # �%  ! #$% (& !" !" ��'%, #� *% ���% ��%. (%,  # ��%��#%( �!-2 183 s �0 #$% 3600s
 ! #$% .�!# !)�)( ��#�# �! ��'% �!' 3351 s  ! #$% (& !" !" ��'%� �$ (  ( *%.�)(% 0�� #$ (

.�(%, &$%! #$% ���  ( ��%��#%'  ! #$% (& !" !" ��'%,  #  ( #)!%' �%-�# /%-2 �""�%(( /% ;#$%

�%!�-#2 �! qu  ( -�&%(#<� �$ ( �""�%(( /% .�!#��--%�  ! .��* !�# �! & #$ #$% -��"% ��((9

��' )( .�!#��- ���').# mcr -%�'( #� #$% 0�.# #$�# #$% / *��# �! ���- #)'% A(t) �!-2 ���%-2

%1.%%'( Aon� =�� #$ ( .�(%, #$% (#�!'��' '%/ �# �! �0 #$% ' (�-�.%�%!#  ( �%').%' 0���

0.0207m #� 0.0058m� �$ ( .���%(��!'( #� � �%').# �! �0 72% ;(0.0207 − 0.0058)/0.0207<

�!'  ( �%�.$%' & #$ � �%�! ��&%� '%��!' �0 0.056W ;0.5Prms,rot + 0.5Prms,sw<�

	�& .�!( '%� !" mcr = 0.0155 kgm �!' 5#)! !" �5, #$% ��� ��%��#%( 1368 s  ! #$% .�!9

# !)�)( ��#�# �! ��'% �!' 2112 s  ! #$% (& !" !" ��'%� �$% (#�!'��' '%/ �# �! �0 #$%

' (�-�.%�%!#  ( �%').%' 0��� 0.0207m #� 0.0097m� �$ ( .���%(��!'( #� � �%').# �! �0

53%� ��&%/%�,  #  ( �%�.$%' & #$ � ��&%� '%��!' �0 0.026W7 54% -�&%� #$�! #$% .�(%
.�!( '%�%'  ! #$% ��%/ �)( ����"���$�

�$% $ "$%� #$% ��((9��' )( .�!#��- ���').#, #$% -��"%� #$% '��� !" �%�0����!.%� ��&%/%�,
#$% $ "$%� #$% ��((9��' )( .�!#��- ���').#  ( .$�(%!, #$% -��"%� #$% ��&%� '%��!' �! #$%

�.#)�#��(�
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�������� ���	�� �� �	������ �� ����	���� �� ������� 
��
 �� � �	���		�� ���� �� ���	�����
 �
��	����� ����	�� ��	�� ��	���� �� � ������ ��	������ ��� �� �	������ ��� ������ �	�������
�� ���� ������	 ��� � ������	 ������ �� ��� � !� "�����	
 ��� ����	�� ������ 	����� �����
� ������ �#��� $�	���	��	�
 ��� ���	������� �����	����� ���� ��%�	
 �� �� ��	� �	�����
 �����
��	������� �� ��� ������	 �������� �� ��� 	���	� �	� ������� ��� ������� ���� ������� ���
����	�� ��	�� �� ������ ��	������ �� � ������ ��� ���� ��	 ���� ����&�� ��	���� �� ��� � !
'������� � !( �	��� ����� �����)��� ��� ��	�)����� ������ �� ���� ��	����� ��� �����	���
��������� *+,
 +-.� /��� ���������	 ��	����	�� ������ ���	��� �� ��� &	�� ���� �� ���	�����
�� ��� ��	�)����� ��	������� ��� ����	 ������ ��� �� ���	�#������ �� �� ���������	 ����
��� �	����������� ���	��� �� �	�����
 ����� �� ���	������ �� ������� 0���  ������ �� ����
������	 �	� ���� ��������� �� *+1.�

�� ���� ������	
 � ����	�� ����	���� �� ��	���� ��	 ��� ���	����� �� ��� ������� � ! �� ���
���������� 	������� ����� /����2������
 ��� ����	�� ����	���� �� ������ �#��	���������
��	 �	�� ���	������ ��� ����	������ ��	 �������������� ��	��� ���	������� $������
 ��� ����	
������ �� ��� ������� � ! �� �����	�� ���� ��� ����	 ������ �� � ������������ ������
���� �����	�

��
 �	����	 ���� ����� 	�����

�� ��������� �� &��	� 0��
 ��� ������� � ! �������� �� ��� ������	������ 	������� ����	��
������
 0.5mc
 ���� ������ �� � ��������� 	�� ���� � ������ r �� � ������ �#��� 3��� 	���	
'����	�� ���� ���� ��������� 	��( ��� ���� ������������� �	�� ��� ����	 ��� ����	 ������
�� ��&��� �� ��� ���������� ������	 ���������
 ϕ1(t) ��� ϕ2(t)� ����� ��� ������	 ���������
�	� �����	�� �	�� ��� �������� Y ��#��
 ��� &��	� 0��� �� � �	���		�� ���� �� ���	�����

���� 	���	� ��	� �� �������� ��	������� ���� � �������� ������	 �������� ϕ̇� �� � 	�����

���� ����	�� ���� �	����� � 	����� ��	�� ����� �� '0��(�

fr =
mc

2
rϕ̇2 '0��(

�� ����� �� '0�
( ��� '0��(
 ��� 	����� ��	��� ��� �� ���������� �� X� ��� Y ���	�������

fr,X(t) =
mc

2
rϕ̇2 [− sinϕ1(t) + sinϕ2(t)] '0�
(

fr,Y (t) =
mc

2
rϕ̇2 [cosϕ1(t) + cosϕ2(t)] '0��(

��� ��	������
 ϕD
 �� ��� 	�������� ��	�� �� ����� ��4

ϕD =
ϕ1(t)− ϕ2(t)

2
'0�0(

�0,
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X

D

fr

fr
mc

2

mc

2
ϕ1(t)

ϕ2(t)

ϕD

r

r

������ ���� ������� ��� �!�!� ��"��� #!� �� ����� � � ����$��� $! ��!% #!�$� &'()

�� $�#!��*+ �*�, ��,�%�� � #!�$� ��%% -� ��#����� �! �, �*� $! ��!% #!�$�� �*� ����$��! !#
�*� $! ��!% #!�$� �, ��. �� -/ �*� � �%� ϕD+ �*�$* �, "��,���� $!� ���$%!$0��,� #�!" �*�
�!,���1� Y 2�3�,+ ,�� .���� ���� 4!�� �*�� ��� �! �*� �5��% � � $! ,�� � � ��%�� 1�%!$����,
!# �*� �!�!�,+ ϕD �, $! ,�� � � � � *��"! �$ $! ��!% #!�$� � D2����$��! �, $�������

6/ �%%!�� � ,"�%% 1������! , � �*� � ��%�� 1�%!$����, !# �*� �!�!�,+ �*� ����$��! !# �*�
*��"! �$ $! ��!% #!�$� $� -� 1����� ���� � !������! � �! ,�5�� �%/+ ϕD -�$!"�, ϕD(t)�
ϕ̇ "�,� �*� -� ���%�$�� -/ ϕ̇1(t) � 7��89 � � -/ ϕ̇2(t) � 7��:9� ����*��"!��+ �� �� ���%
#!�$�, ��� ������! �%%/ $������� �*�,� �� �� ���% #!�$�, �$� ����� ��$�%�� �! �*� �����%
#!�$�, � � ���  !� �� !��� � .���� ���� �*�/ ��� ��1� -/

ft,X(t) =
mc

2
r [ϕ̈1(t) cosϕ1(t)− ϕ̈2(t) cosϕ2(t)] 7��'9

ft,Y (t) =
mc

2
r [ϕ̈1(t) sinϕ1(t) + ϕ̈2(t) sinϕ2(t)] 7��;9

� �*�$* �*� � ��$�, t,X � � t, Y � ��$��� �*� �� �� ���% #!�$�, � X2 � � Y 2����$��! � � 
�*� ���#����� "!�� !# !������! + �*� �� �� ���% #!�$�, ��� �! -� 0��� ,"�%% � $!"����,! 
�! �*� �����% #!�$�,�

�# �*� � ��%�� �$$�%�����! , !# �*� �!�!�, ��<�� 7ϕ̈1(t) �= ϕ̈2(t)9+ "!"� �, ��� ������! �%%/
�� ������� �, �*� $!���,�! �� � �!����! �% ������ !# #����!" �,  ��%�$���+ �*� ���,� ���
$! ��!% �%�!���*" #!� �*� ��1�$� �, $! . �� �! ,/,��", ���*!�� �!����! �% 1�-����! ,� �#
�*� ��"�� � ��1�$� �, �,�� #!� ,/,��", ���* �!����! �% 1�-����! ,+ �*� "!"� �, � ��$��
-/ �*� � ��%�� �$$�%�����! , !# �*� �!�!�, "�,� -� $! ,�������
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� !,$�%%��!� ���* ��! ��� ,%���! �% ������, !# #����!" �, $! ,������+ ,�� .���� ��8� �*�
�!����! �% ������ !# #����!" !# �*�, ���� !,$�%%��!� �,  ��%�$����
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x(t)

kx

cx

m+mc

y(t)ky cy

������ ���� �������� � !��" �! ���#����� #�� $������  % %���$ & '(�)

�"� %��� *�+���� #  % �"� �! $�����  % %���$ & ,����-  ������� � �# X− �#$ Y−$������ #
�� $�����+�$ +.

(m+mc) ẍ(t) + cxẋ(t) + kxx(t) = 0 (m+mc) ÿ(t) + cyẏ(t) + kyy(t) = 0 ,��/-

!"��� m+mc �� �"� � ��� &���  % �"�  ������� �0 c �� �"� $�&1�#� � �2���#� �#$ k �� �"�
���3#���� �"� �#$����  % c �#$ k �# ,��/- �#$����� �"� $�����  % %���$ &� �� +�% ��0 �"�
% ����  # �"� ��%�4"�#$ ��$�  % ,��/- !��� +� ��%����$ � �� �.���& % ����� �"� $�3���#����
�5���� #�  % ,��/- ��� ��#��� �#$ $�� �1��$� 6 !�*��0 �% �"� $�&1�#� $�*���  % ����� # ���
!��" �"� ��$��� �#$ �"� ��#��#���� % ����  % ,���-0 ,���-0 ,��(- �#$ ,��7- �� �11���$0 �� !���
�3��� �"� & �� # �# + �" $������ #� �#$ �"���% �� � �1�� �"��� �5���� #� �"� ��" ϕ1(t)
�#$ ϕ2(t) �#$ �"��� ��&� $���*���*���

�"� $�&1�$ #������ %��5��#���� ��� ��*�# �# ,��8-�

ωd,x = ωn,x

√
1− ξ2x ωd,y = ωn,y

√
1− ξ2y ,��8-

!"��� ωn,x �#$ ωn,y ��� �"� #������ ,��������- %��5��#����0 ��� ,���-0 �#$ ξx �#$ ξy ��� �"�
$�&1�#� ���� � ��*�# �# ,���9- '�()�

ωn,x =

√
kx

m+mc
ωn,y =

√
ky

m+mc
,���-

ξx =
cx

2 (m+mc)ωn,x
ξy =

cy
2 (m+mc)ωn,y

,���9-

�# �"� % �� !�#�0 �� �� ����&�$ �"�� �"� #������ %��5��#���� �#X− �#$ Y−$������ # � �#��$�0
��� ,����-� �� % �� !� �"�� kx = ky�

ωn = ωn,x = ωn,y ,����-

:. $ �#� �"��0 �"� � #�� �4�  1 $�*�� 1�$ "����#�%��� �� � #;#�$ � ���" �.���&�� ����"��4
& ��0 �"� % �� !�#� $���*��� #� ��� &�$� �#$�� �"� ����&1�� # �"�� �#"���#� $�&1�#� ��
# � 1����#�0 ��� ,����-�

ξx = ξy = 0 ,����-

�"� 1����#��  % �#"���#� $�&1�#�  #�. &�<�� �"� $���*��� #� & �� � &1��= !��" �� 1� 4
$���#� �$$��� #�� �#���"��
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�� ����� ��� ����� !"�� �# ��� ��
� ��$�%%"��&' �� �� �%%���&"��(� �� $� ����& ��� (�)&"��� 

!�"�� " � ��� (�)&"��� "�!%����� � )��� ��&�$��� �' ��� *+�&� ��,�

ẋ

ωn
,
ẏ

ωn

x, y

Ay

Ax

ẏ/ωn

ẋ/ωn

x

y

Δψ

ψx

ψy

��+�&� ��,- .�)&"��� !�"��� " � (�)&"��� "�!%������ �# )��� ��&�$��� �

��� (�)&"��� "�!%������' Ax(t) " � Ay(t)' " � ��� (�)&"��� !�"���' ψx(t) " � ψy(t)' "&�
+�(� )�

Ax(t) =

√
x(t)2 +

[
ẋ(t)

ωn

]2
Ay(t) =

√
y(t)2 +

[
ẏ(t)

ωn

]2
/���,0

ψx(t) = atan2

[
x(t),

ẋ(t)

ωn

]
ψy(t) = atan2

[
y(t),

ẏ(t)

ωn

]
/����0

��� !�"�� ��1�&� $�' Δψ(t)' �� +�(� )�

Δψ(t) = ψy(t)− ψx(t) /����0

�� ����&� + " #&�� (�)&"��� ' ��� (�$��&� Ax " � Ay �# *+�&� ��, &��"�� $�� ��&$%�$23���

3��� " $� ��" � %� +�� " � " " +�%"& (�%�$��� ωn� �� ��4�� �%�' #�& #&�� (�)&"��� �' ���

!�"�� ��1�&� $� Δψ �� $� ��" ��

��+�&� ��� ���3� ("&���� ����� !"��� �# ��� ��
� ��$�%%"��& #�& ��1�&� � � ���"% $� ��5

��� �' ��� /���60�

x(t = 0) = x0 y(t = 0) = y0 ẋ(t = 0) = ẋ0 ẏ(t = 0) = ẏ0 /���60
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	� Δψ = 0

ẋ0 = 0
ẏ0 = 0

x0 > 0
y0 > 0

y0

−x0
x0

−y0

1

2

3

4
x

y

�� Δψ =
π

2

ẋ0 > 0
ẏ0 = 0

x0 = 0
y0 > 0

y0

−

ẋ0
ω

ẋ0
ω

−y0

1

2

3

4
x

y

�� Δψ = π

ẋ0 = 0
ẏ0 = 0

x0 > 0
y0 < 0

y0

−x0
x0

−y0

1

2

3

4
x

y

�� Δψ =
3

2
π

ẋ0 = 0
ẏ0 > 0

x0 > 0
y0 = 0

1

2

3

4

−x0 ẏ0
ω

x0

−

ẏ0
ω

x

y

������ ���� ���� ��������� ������ ���� �! 
��� � "�##���� !�� �����"�#�� ������# "��$����� 

	 !��� ��������� %������ $������ ��� "�� �$���$ ��$ ��� ������# !��&���"�� �� ����
$���"���� "���"�$�' ��� ������# "��$����� �! (��
)* $�������� ��� ��� � $�+����"� Δψ� ��
,���� ���' ��� "��"#�$ ������ ��$�"��� ��� ������  %����� ��� ��������� "-"#�' %���� 
�'
.�' /� ��$ ��  ���$ !�� t = nT ' t = 0.25T + nT ' t = 0.5T + nT ��$ t = 0.75T + nT '
�� ��"����#-' �� %��"� n � �� ������� �������

�! Δψ = 0'  �� ,���� ���0	' ��� ��������� �� X1 ��$ Y 1$���"���� ��� �� ��� �� 
����!���'
��� $� �#�"����� ��$ ��#�"��- ���2 "���"�$� (�""��  ���#������ #-*� 
�� 
��� � "�##����
���� �#��� � #��� ������� ��� ������ ��$ ���  �"��$ ��$ !����� &��$���� � �! Δψ = π'
 �� ,���� ���0�' ��� #��� ��� ������� ��� ������ ��$ ���  �"��$ ��$ !����� &��$�����
�! Δψ = 0.5π'  �� ,���� ���0�' ��� ������ ���� !��� �� �##�� � ������ �� "#�"2%� �
$���"����� 
�� 
��� � "�##���� ���� "#�"2%� � !�� 0 < Δψ < π� �� "����� � �� ��� ' ��
���� "������"#�"2%� � !�� π < Δψ < 2π �  ��%� �� ,���� ���0��

���� ,���� ���' �� ��"��� ���$��� ���� ��� 
��� � "�##���� !��� �� �##����"�# ������
����� �����������' �� ��#����� ���%��� ��� ��� � $�+����"� Δψ ��$ ��� ��3�� �4� 
(�����$�"�$ ��$ $�,��$ ��  �� �"���� ����.* �� ���� !���$� 
�� ��"��� �������� �-
"�� �$����� ,���� ���0	 ��$ �  ����� $�+����� ��#�� !�� x0 ��$ y0� 
�� #����� x0/y0' ���
���� ��� ������ #��� "������� �� ��� X1�4� ��$ ��"� ��� �� 5��� "�� �$����� $�+�����
����� !�� x0/y0' ��� $���"���� �! ��� ��3�� �4� "����� ' ��� Δψ ������ "�� �����
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�� ��� ��
� ��������� �� !"# � ��� $� �� %� � �� &�' ����(�) ��� %����( $��� �� ��� $��(�)
O *��
� ��������� +) �� %� �( ����$�� �( ��� X − Y $��(�) ��� !"# � ����

X

Y

OAm(t)

ϑ

%�,� �-��

��"# � ���. ��,� �-�� �(/ ��� /� �����( 0�12

��� �� "��� /����(�� '��3��( �3� �(��$�/�� $��(�� �� �( ����$�� /�!(�� ��� ��4�����/ %�4
,� �-��) ��� !"# � ��� 0562� ��� /� �����( �� ��� %�,� �-�� *�
��+ �� /�!(�/ '7 ���
�("��) ϑ(t)) 3���� �� ��(���(� 3��( ��(��/� �(" � �� &�' ����(�� �3� %����/� �� ��%$#��
��� �
�� � � $ �$���/ �( ���� 3� 89 �(� �( ���� �#'������() �(���� �(� �� ��� �(/ ��
�#'������( ��5���

��� �%$���#/�) Am(t)) �� /�!(�/ �� ��� &���� ��((����(" ��� � �"�( 3��� ��� $��(� O) ���
!"# � ��� �(/ *���:+�

Am(t) =
√
x(t)2 + y(t)2 *���:+

��� �
�� ��( '� ����#����/ '7 /��� %�(�(" ��� %�-�%#% �� Am(t)� ���#%�(" ���
� �� &�' ����(� �� *��:+) ��� /��$����%�(�  ��$�(��� � � �� "�&�( �( *���;+ 3��� ��� �(�����
��(/����(� �� *���5+ 0�) ��2�

x(t) = x0 cos (ωnt) +
ẋ0
ωn

sin (ωnt) y(t) = y0 cos (ωnt) +
ẏ0
ωn

sin (ωnt) *���;+

�(�� ��(" *���;+ �(�� *���:+ �(/ �� %�(" ��� /� �&���&� 3���  ��$��� �� ��%� 7���/� *���1+

/Am

/t
=

[
x0cωn +

ẋ0
ωn
sωn

]
[−x0ωnsωn + ẋ0cωn ] +

[
y0cωn +

ẏ0
ωn
sωn

]
[−y0ωnsωn + ẏ0cωn ]√[

x0cωn +
ẋ0
ωn
sωn

]2
+

[
y0cωn +

ẏ0
ωn
sωn

]2
*���1+

#��(" ��� �#'����#���(� �� *���6+�

sωn(t) = sin (ωnt) cωn(t) = cos (ωnt) *���6+

	<#���(" *���1+ �� =� � �(/ ���&�(" �� t 7���/� ��� ��%�� t1 �(/ t2 �� 3���� Am(t) �� %�-4
�%#% � %�(�%#%� ����� ��%�� t1/2 � � ���3( �( *����+ 3��� ��� �#'����#���(� �� *����+
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��� �������

t1/2 =
1

ωn
atan

[
−ω2

nx
2

0
+ ẋ2

0
− ω2

ny
2

0
+ ẏ2

0
±

√
Ξ2
3
+ Ξ2

4
+ Ξ2

5
− Ξ2

6
+ Ξ7

2 (ωnx0ẋ0 + ωny0ẏ0)

]
������

Ξ3 = ω2

ny
2

0 + ẏ20 Ξ4 = ω2

nx
2

0 + ẋ20 Ξ5 =
√

2ω2

nx0y0 +
√

2ẋ0ẏ0 ������

Ξ6 =
√

2ωn (x0ẏ0 + y0ẋ0) Ξ7 = 8ω2

nx0y0ẋ0ẏ0 ������

��� ��� !"��� #�$ t1 ��� t2 $�%��! "� π/ωn& ��� ������' "� �!��$ (�$��& ��)� !*%� �# �+!$�,�

�)) $� !(")� %�$ -".$�!"�� %�$"��� �� )��)/ (��!��$ t1 �$ t2 )�$$��%���� !� !�� ,�+", ,
�$ ,"�", ,& .�!� !",� -�� �� �$� "���$!�� "�!� ����0� ��� � .��1 ��!�* "�!� ����2�� ��"�
3"-�� Am(t1) ��� Am(t2)� �# Am(t1) > Am(t2)& t1 )�$$��%���� !� !�� ,�4�$ �+"� ��� t2 !�
!�� ,"��$ �+"�' �!��$("��& -")� -�$��� ��� 5
6� )�� !��� .� )�,% !�� �� 3"-�� "� �������

ϑ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−atan
x0 cos (ωnt1) +

ẋ0
ωn

sin (ωnt1)

y0 cos (ωnt1) +
ẏ0
ωn

sin (ωnt1)
#�$ Am(t1) > Am(t2)

−atan
x0 cos (ωnt2) +

ẋ0
ωn

sin (ωnt2)

y0 cos (ωnt2) +
ẏ0
ωn

sin (ωnt2)
#�$ Am(t1) < Am(t2)

 ���7��� #�$ Am(t1) = Am(t2)

������

�# Am(t1) = Am(t2)& !�� �5
8 ��)"���!�$ %�$#�$,� )"$) ��$ ,�!"��& !�� 5
6� "�  ���7���

��� Am(t) "� )���!��!� ��"� "�� � "� �"�) ���� # $!��$ "� !�� #����("�3�

��� �����	 �
����� 
���	��
� ���
� �
 �
���� �

�����

����� ����	
��� ���
��������

�� � .��)!"�� ����9& !(� ��� ,%!"���  ��� "� ��)!"�� ��� (�$� �,%���":��� 8"$�!& �,���

"���$��! ��,%"�3 )�� .� ��3��)!��� ��)���& .* ��� ,"�3 � #$�� -".$�!"�� $��%���� �# �

�5
8 ��)"���!�$ ��� ,"�",":"�3 !�� (�$/ !��! !�� )��!$�� #�$)� (� �� %�$#�$, �� !��

,�!"�� �# !�� �5
8 ��)"���!�$& ���1 �!� $�� �!� #�$ !�� !�$3�! ��3 ��$ %��"!"�� ����� �$�

��$"-��� ��� ��,� ��� ,%!"��� �$�  ��� "� !�"� � .��)!"�� #�$ !�� ��$"-�!"�� �# !�� ����

#�$ !�� -".$�!"�� )��!$�� �# !�� �5
8 ��)"���!�$�

� )��!"� � � $�!�$ ,�!"�� �# !�� $�!�$� "� ��� ,��

ϕ1(t) = ωnt+ ϕ0,1 ϕ2(t) = ωnt+ ϕ0,2 ������

"� (�")� ϕ0,1 ��� ϕ0,2 $�#�$ !� !�� "�"!"�� ��3 ��$ %��"!"��� �# !�� $�!�$�� 	�!� !��! !��

��3 ��$ -���)"!* �# !�� $�!�$� (�� ��! !� !�� ��! $�� �)"$) ��$� #$�1 ��)* �# !�� �5
8

��)"���!�$� ��� ,"�3 ���"!"�����* � #$�� -".$�!"�� $��%���� �# !�� �5
8 ��)"���!�$& "!�

-���)"!* $��%���� )�� .� ��$"-�� .* !�/"�3 !�� !",� ��$"-�!"-� �# ����0�;

ẋ(t) = −x0ωn sin (ωnt) + ẋ0 cos (ωnt) ẏ(t) = −y0ωn sin (ωnt) + ẏ0 cos (ωnt) ����9�

��� %�(�$ �# !�� )��!$�� #�$)� "� ��)� �"$�)!"�� "� ��$"-�� .* , �!"%�*"�3 !�� $��"�� #�$)�

)�,%����!� �# ����� ��� ����� ("!� !�� )�$$��%���"�3 -���)"!"�� �# ����9�

Px(t) = fr,X(t)ẋ(t) Py(t) = fr,Y (t)ẏ(t) ����2�
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���� ���� ��� ���������� �� !�" #���"� �" ��� ���$�� #���!����" �� ���  ��� " � � �""$%�& �"

!��"����� ����� ����� '��()* � �% t = 0 �� t = 2πl/ωn +���&" ��� ,� - &��� .+ ��� !��� ��

�� !� �� ��!� &� �!���� �� l #�. ����� /� ��&"0 "�� '��(1* ��& '��(2*�

Wc,x =

∫ 2lπ
ωn

0

fr,X(t)ẋ(t)&t =
1

2
mcrlωnπ [ẋ0(sinϕ0,2 − sinϕ0,1) + x0ωn(cosϕ0,1 − cosϕ0,2)]

'��(1*

Wc,y =

∫ 2lπ
ωn

0

fr,Y (t)ẏ(t)&t =
1

2
mcrlωnπ [ẏ0(cosϕ0,1 + cosϕ0,2) + y0ωn(sinϕ0,1 + sinϕ0,2)]

'��(2*

��� ����� ,� - &��� .+ ��� !��� �� �� !� �" ��#�� .+ ��� "$%3

Wc =Wc,x +Wc,y '��45*

'��45* �" ��, "��� �" � �$�!���� �� ��� ������� ���$�� /�"�����" ϕ0,1 ��& ϕ0,2� ��� �6� �%�

�� '��45* � � �&����7�& .+ "������ ��� /� ���� &� �#���#�" ,���  �"/�!� �� ϕ0,1 ��& ϕ0,2 �8$��

�� 9� �0 "�� ��� �����,��� �8$�����"3

∂Wc

∂ϕ0,1
=

1

2
mcrlωnπ (−ẋ0 cosϕ0,1 − x0ωn sinϕ0,1 − ẏ0 sinϕ0,1 + y0ωn cosϕ0,1) = 0 '��4�*

∂Wc

∂ϕ0,2
=

1

2
mcrlωnπ (ẋ0 cosϕ0,2 + x0ωn sinϕ0,2 − ẏ0 sinϕ0,2 + y0ωn cosϕ0,2) = 0 '��4(*


��#��� ���"� �8$�����" �� ϕ0,1 ��& ϕ0,2 ��#�"3

ϕ0,1 = atan
y0ωn − ẋ0
ẏ0 + x0ωn

ϕ0,2 = atan
y0ωn + ẋ0
ẏ0 − x0ωn

'��44*

�� �&�����+ ��� �+/� �� �6� �%$%0 �� �"  �8$� �& �� !��!$���� ��� "�!��& /� ���� &� �#���#�

�� Wc ,���  �"/�!� �� ϕ0,1 ��& ϕ0,23

∂2Wc

∂ϕ2

0,1

=
1

2
mcrlωnπ (ẋ0 sinϕ0,1 − x0ωn cosϕ0,1 − ẏ0 cosϕ0,1 − y0ωn sinϕ0,1) '��4�*

∂2Wc

∂ϕ2
0,2

=
1

2
mcrlωnπ (−ẋ0 sinϕ0,2 + x0ωn cosϕ0,2 − ẏ0 cosϕ0,2 − y0ωn sinϕ0,2) '��4�*

:+ ��"� ���� ��� "��$����" �� '��44* ���� ���  �"/�!��#� "�!��& &� �#���#�" �� '��4�* ��& '��4�*0

�� !�� .� &��� %���& �� ��� �6� �%$% �" � %���%$% � %�6�%$%� �� ��� "�!��& &� �#���#�

�" "%���� ���� 9� �0 ��� �6� �%$% �" � %�6�%$%� ���� ���� ��� "��$����" �� ϕ0,1 ��&

ϕ0,2 �� '��44*  �/��� �� π� ��� ��� �0 �� �""$ � ���� .���  ��� " "�� � ,��� ��� '�/��%��*
������� ���$�� /�"����� !�  �"/��&��� �� &�%/��� '��� ,� - &��� .+ ��� !��� �� �� !� �"

%���%��*0 π ���&" �� .� �&&�& �� ���  �"/�!��#� "�!��& /� ���� &� �#���#� �" "%���� ����

9� �� ���!�0 ��� �/��%�� ������� ���$�� /�"�����" ϕ0,1,opt ��& ϕ0,2,opt � � �" �����,"3

ϕ0,1,opt =

⎧⎨
⎩
ϕ0,1 �� ∂2Wc

∂ϕ2
0,1

> 0

ϕ0,1 + π ��� ∂2Wc

∂ϕ2
0,1

< 0
ϕ0,2,opt =

⎧⎨
⎩
ϕ0,2 ��� ∂2Wc

∂ϕ2
0,2

> 0

ϕ0,2 + π ��� ∂2Wc

∂ϕ2
0,2

< 0
�����	


���
��� ��� ������ ������ �� ����	 ��� ����	 �� ��� ���� ���������� �� ��� ���� �����������

��� � !������ �� "����� ��� �� ���"��

ẍ(t) + ω2

nx(t) =
1

2
μcrω

2

n [sin (ωnt+ ϕ0,2,opt)− sin (ωnt+ ϕ0,1,opt)] ����#	
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ÿ(t) + ω2

ny(t) =
1

2
μcrω

2

n [cos (ωnt+ ϕ0,2,opt) + cos (ωnt+ ϕ0,1,opt)] ������

���� μc �� ������� ��� � ��!"# �$���"# "$%&#"'  �(����$( "))�'*�$% �� ����+� "'� &��#�,�*
��' ��� � �$-#�� )�$.%&'"���$� ��#/�$% ���(� �0&"���$( �� !����$ ��' ��� *�( #")�!�$�
'�( �$(�( �� ��� �1
2 �()�##"��' 3��#*( ��� *�( #")�!�$� '�( �$(�(4 (�� ����5� "$* ����6��

x(t) =
ẋ0
ωn

sin (ωnt) + x0 cos (ωnt) +
μcr

4
{ sin (ωnt) (cosϕ0,2,opt − cosϕ0,1,opt) + ...

ωnt[cos (ωnt+ ϕ0,1,opt)− ...

cos (ωnt+ ϕ0,2,opt)]} ����5�

y(t) =
ẏ0
ωn

sin (ωnt) + y0 cos (ωnt) +
μcr

4
{ − sin (ωnt) (sinϕ0,2,opt + sinϕ0,1,opt) + ...

ωnt [sin (ωnt+ ϕ0,2,opt) + sin (ωnt+ ϕ0,1,opt)]}
����6�

2�%&'� ��+ (���( " �'"7�)��'3 �� ��� �1
2 �()�##"��'4 (�� ����5� "$* ����6��

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

t = 2Tn

t = 4Tn

�$�'%3 !�$�!&!

(�"'��$%  ��$�

x(t)/x0

y
(t
)/
x
0

 �(���/� ")��/� *"! �$%
$�%"��/� ")��/� *"! �$%

2�%&'� ��+8 
 �$-#�� �'"7�)��'3 �� ��� �1
2 �()�##"��' ���� μcr/x0 = 0.064 y0 = 0.5x04
ẏ0 = 0.5x0ωn "$* ẋ0 = 0.1x0ωn 9+�:

�## �$���"# (�"��( "'� $�'!"#�,�* ���� '�( �)� �� ��� �$���"# *�( #")�!�$� x0� ��� &$��-
#�(( '"��� μcr/x0 *���'!�$�( ��� *�)"3 '"��� ��� ��%��' ���( '"���4 ��� #"'%�' ��� *�)"3
;�)�!�(� ��� "''��( *� �)� ��� *�'�)���$ �$ ���)� ��� �1
2 �()�##"��' �( !�/�$%� ���
(�#�* #�$� (���( ��� �1
2 �()�##"��' ;��$% �<�)��/�#3 *"! �* � �(���/� ")��/� *"! �$%��
	��� ��"� ��� *�'�)���$ �� ��� )�$�'�# ��')� *��( $�� )�"$%� �$ ��!�� �� ")�( �$ ��� *�'�)���$
�� ��� !"7�' "=�( )�''�( �$*�$% �� ��� ��!�- ��$� t = 0� ���'���'�4 �� *"! ( ��� !����$
"#�$% ��� !"7�' "=�( �'�! t = 0 &$��# "  '�=�!"��#3 t = 4Tn4 ��� ��!�- ��$� "� ���)� ���
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������ ������� ���� !"�� �#� ������ �� �#�� $ ��#�� %"�&�%  ���! "&&��'��"��!( t = 6Tn)
*#��� "� ����+( ����� � �� ��"�#�%� �$��� �#�� ����,&����) �#� ������ �� ��,�'����%�

���� -+ �� ���) �� ������� �.�%��� �#"� *#��  ���+ �#� �&���"! �����"! "�+ !"� &��������)
�#� ������! $���� "���) "� %�����%) "!��+ �#� �"/�� "'�� $��� t = 0  ���! �#� ������ �������
���� !"�� �� �� �.�%��� $��� -+ �� ��� �#"� �#� �&��,!��& ���-+ �"���� � ����%� �� �%����$(
�#� �����"! �"/�� "'�� "�% %"�&� �#�� ������� ��*�.��) "$��� ��"�#��+ " ���� !"� ������
&"�#) �#� ������! $���� &�����%� �� "�� "!��+ �#� �����"! %�������� �$ �#� �"/�� "'���

����� ����	
����� 
�����������

� �!���%,!��& ������! "!+����#� �� ��* %���.�%� �� ������ � �!( ���& �� �#� ���� $�� �#�
������) �#� �����"! ��"��� �$ 0��112 "�% 0��1�2 "�� ��&!"��% �( ������ � � ��"���) ��� 0����2
"�% 0���32�

ϕt,1(t) = atan
y(t)ωn − ẋ(t)

ẏ(t) + x(t)ωn
ϕt,2(t) = atan

y(t)ωn + ẋ(t)

ẏ(t)− x(t)ωn
0����2

ϕt,1,opt =

⎧⎨
⎩
ϕt,1 $�� ∂2Wc

∂ϕ2
t,1

> 0

ϕt,1 + π $�� ∂2Wc

∂ϕ2
t,1

< 0
ϕt,2,opt =

⎧⎨
⎩
ϕt,2 $�� ∂2Wc

∂ϕ2
t,2

> 0

ϕt,2 + π $�� ∂2Wc

∂ϕ2
t,2

< 0
0���32

4��� �#"� �� 0���32) �#� ���� %�&��%������ �$ �#� ���� ϕt,1) ϕt,2) ϕt,1,opt "�% ϕt,2,opt "�%
�$ �#� ����+( %���."��.�� "�� ��� ��%��"��%� ���#�� �#� �!���%,!��& ���-+ �"����) "!! �#���
��+�"!� "�� ������ � �!(  &%"��%� ϕt,1,opt "�% ϕt,2,opt "�� �#�� $�% �� " �!���%,!��& "�+ !"�
&������� ������!) ��� ���+ �#"� �#��� ���� "�� ��"�5�%�

4 �����"! ��� !"����� *��� &��$����%  ���+ �#� �!���%,!��& ���-+ �"����� �#�( "�� &��,
�����% �� 6��7 "�% � ��"��8�% �� �#� $�!!�*��+� �#�� ��"�5��+ �#� ���� �$ 0���32) �#�
"%"&��% �
� �&��"��� "� !��+ �� �#� ������ � � ���"���� ��%� "� �#� ��
� ����!!"���
&��$���� "� �!!�&���"! ������� �� �#�� �"��) �#� ������! $���� "��� "!��+ �#� �"/�� "'�� "�%
�#� .�!����( ���&����� �$ �#� ��
� ����!!"��� "!��+ �#� �"/�� "'�� �� �� "���,&#"�� ��
�#� ������! $����� 
��� �#� ������ �$ �#� ��
� ����!!"��� ������� ���� !"�) �#� ����
�$ 0���32 ������ %�������� � �9 �� ��#�� *��%�) �#� �#"&� �$ �#� ��� �����+!( %�.�"���
$��� �#� %�����% �"*,����# !�5� �#"&�� �� " ��� !�) �#� ������ ���& ���"���+ *��# " �����"��
"�+ !"� .�!����( "�% �#� �"�+����"! $����� ������ !"�+� �� ���&"����� �� �#� �"%�"! $������
�#���$���) �#� ������! "!+����#� �$ 6��7 $"�!� *#�� �#� ������ �$ �#� ��
� ����!!"��� ��,
����� ���� !"�� �� ��&� *��# �#�� ��� �) �#� �
�� �"� �� $�% �#�� +# " !�*,&"�� -!����
�� ��#"���% %"�&��+ ���"��+( ��� ���+ �#�� �� &�������% �� ������� ����

�#� %"�&��+ ���"��+( &�������% �� �#�� ������� �� "&&!��"�!� *#�� �#� ��
� ����!!"���
.���"��� "!��+ " !��� �#�� +# �#� ���+��) �� �� ���� &������) *#�� �#� &#"�� %�:������ Δψ
�; "!� 8��� �� π) ��� -+ �� ����

��� ������	
 
���
�� �����	��

����� ������� �����	��

�� �#� &��$����% ��%� �$ �&��"����) �"'�� � %"�&��+ "����� �� "�#��.�% �$ �#� #"������
������! $���� �� ����"��� �#� .�!����( "!��+ �#� �"/�� "'��� �� ��"�# �#�� +�"!) �#� ������!
"!+����#� #"� �� ��� �� �#"� -���!( �#� %�������� �$ �#� #"������ ������! $���� ������%��
*��# �#� �"/�� "'�� �$ �#� �!!�&�� "�% �����%!( �#� #"������ ������! $���� �� �� "���,&#"��
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�� ��� �������� ���� ��� !�"�# �$�%� ��� ����#�� �� �#���! &#�%����' �� ��� (����)�� )�%
&#�%����' �� *�+,�

����� ����	
��� �
 ����� ����

���%�'�#�� � �	-. �%�������# /�'�# � %�����%��� �$�������� (�#�� �# ��� (�#��% �( ���
'�!&�� '�����0 ��� 	-
� ��� ���� � �� ��!�� ��� �&&#�$�!���' ��!� �� ��1�% Am(t)
�� #���� ��� ��$� �$�#�!�0 %�� 2 /#� ���0 ��� 3� ��!&/��' ������/�/%�� 3� #�&����� ���
������� %����% �( 4��5�6 3� ������/�/% %����%0 %�� 4���76 �� 4����60 �� )���� ��� ��'�$ a #�(�#%
�� %� ���% )���� �#� ������/�/%�� /&'���'�

ta,1/a,2 =
1

ωn
atan

⎡
⎣−ω2

nx
2
a + ẋ2a − ω2

ny
2
a + ẏ2a ±

√
Ξ2
a,3 + Ξ2

a,4 + Ξ2
a,5 − Ξ2

a,6 + Ξa,7

2 (ωnxaẋa + ωnyaẏa)

⎤
⎦
4���76

Ξa,3 = ω2

ny
2

a + ẏ2a Ξa,4 = ω2

nx
2

a + ẋ2a Ξa,5 =
√

2ω2

nxaya +
√

2ẋaẏa 4����6

Ξa,6 =
√

2ωn (xaẏa + yaẋa) Ξa,7 = 8ω2

nxayaẋaẏa 4����6

���% �% "/%��2�' 3� ��� �%%/!&���� ���� ��� %�%��! (�#��% &#�!�#��� '������ ��� !������

�� ����1 )�����# ta,1 �# ta,2 ��##�%&��'% �� ��� !�$�!/! �# !���!/!0 ��� ������� ���'�8
����% �( 4���96 �#� ��%� #�&����' 3� ������/�/% %����%0 %�� 4����6 ��' 4����6 )��� ��� ��!�
���/�% �( 4���76�

xa,1 = xa cos (ωnta,1) +
ẋa
ωn

sin (ωnta,1) ya,1 = ya cos (ωnta,1) +
ẏa
ωn

sin (ωnta,1) 4����6

xa,2 = xa cos (ωnta,2) +
ẋa
ωn

sin (ωnta,2) ya,2 = ya cos (ωnta,2) +
ẏa
ωn

sin (ωnta,2) 4����6

:� ��%�#��� ��� %���� &����% (xa,1, ya,1) ��' (xa,2, ya,2) ��##�%&��'�� �� ��� 2#%� ��'
%����' �$�#�!/! ���� 4���960

Aa,1 =
√
x2a,1 + y2a,1 Aa,2 =

√
x2a,2 + y2a,2 4���96

��� ��� �� �( ��� �����#% Aa,1 ��' Aa,2 �#� �3�����'� �( Aa,1 > Aa,20 ��� 2#%� �$�#�!/!
(xa,1, ya,1) ��##�%&��'% �� ��� !�"�# �$�%; ����#)�%�0 (xa,2, ya,2)0 %�� 4���+6� ��� /�2���#�'
	-
�0 ϑ∗(t) �% ����  ���� 3�

ϑ∗(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
atan

−xa,1
ya,1

(�# Aa,1 ≥ Aa,2

atan
−xa,2
ya,2

(�# Aa,1 < Aa,2

4���+6

�� 4���+6 ��' �� ����#�%� �� 4��5�60 �����#% )��� �</�� ��� �� 4Aa,1 = Aa,26 �#� �%%� ��' ��
��� 2#%� ��%�� ���% �%%� �!��� ��� 3� '��� �#3��#�#��� �%0 �� &#������0 ��� %���� Aa,1 = Aa,2

)��� !�%� ��1��� ��� ���/# ��' �( �� ���/#%0 �� )��� ���� �$�%� (�# � %��#� &�#��' �( ��!�� 	/�
�� ��� 2���# &#�%����' �� ��� (����)�� %/3%������0 ���% �#3��#�#� �%%� �!��� )��� ��� �=���
��� ����#�� �� �#���!�

��� 	-
� ��� 3� ��!&/��' �� �� ����#������ )��� :� #�&����� ϕ1(t) ��' ϕ2(t) �� 4���6
3� ϕ0,1,opt ��' ϕ0,2,opt �( 4��7�60 #�%&��������0 ��� 	-
� ��� 3� ��!&/��' 3� 4���>60 )����
�% (/#���# '�%�/%%�' 3���) ��' �� )���� ��� �''������� ��'�$ al %���'% (�# ����#�������

ϑ∗al(t) =
1

2
[ϕ1,opt(t)− ϕ2,opt(t)] 4���>6
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�� ������� ��� ������ !����! ϕ0,1,opt ��" ϕ0,2,opt #�$� $�% �&�" '( &)����*)*! !����! ϕ1,opt(t)
��" ϕ2,opt(t)� �) &)+%*�� ϕ1,opt(t) ��" ϕ2,opt(t) �&&)$"��, �) ���-.�� ���--�� ���-�� ��"
���-�� �$� *!�"� �� ���!� �/*���)�!� ��� ������ !����! �x0� y0� ẋ0� ẏ0� +*!� '� $�% �&�" '(
&)����*)*! !����! �x(t)� y(t)� ẋ(t)� ẏ(t)�� �*$���$+)$�� ��� ���$,( "�$�0���0�! �� ���-���
���-�� ��" ���-.� �$� � !) &)����*)*! ( *%"���"�

����� ����	
�� 
� ����

�� ��� 1)  )#��,� ��� �
�� �&&)$"��, �) ����2� �! 3 ��$�" �) %$�0��� !*""�� &���,�!�
�)�!�"�$��, �� �  �%��&� +)��)� %��� )1 ��� ��
� )!&�  ��)$ ��" � &)��$) 1)$&� #��&�
�&�! �� ����4%��!� �) ��� 0� )&��( � )�, ��� +�5)$ �6�!� ��� ��$+)��& &)��$) 1)$&� #)* "
"�+% ��� +)��)� )1 ��� ��
� )!&�  ��)$ � )�, ��� +�5)$ �6�! *��� ��� +)��)� )1 ��� ��
�
)!&�  ��)$ '�&)+�! &�$&* �$� �1��$ #��&�� ��� ��$+)��& &)��$) 1)$&� #)* " '� $�/*�$�" �)
!*""�� ( &���,� ��! "�$�&��)� '( 0.5π7 ���! $�!* �! ��  �$,� ���,����� 1)$&�! �� &)+%�$�!)�
�) ��� $�"�� 1)$&�!� �) %$�0��� ���! *�"�!�$�" )*�&)+�� ��� �
�� �! 3 ��$�"� � 3 ��$ �!
!�)#� �� 3,*$� ��8 �! *!�"�

+
−

LE Gol
ϑ∗

ϑ

Gcl

��,*$� ��89 �� ��$��, )1 "�$�&��)� )1 +�5)$ �6�! :�2;

�*� �) ��� %�$�)"�&��( )1 ����2� �� π� �� ��3���� �*+'�$ )1 !) *��)�! 1)$ ��� *�3 ��$�"
�
��� ϑ∗(t)� �6��!� �) "$�0� ϑ∗(t) �) ��� ��6� %)!!�' � !) *��)�� ��� "�<�$��&� '��#���
��� 3 ��$�"� ϑ(t)� ��" ��� *�3 ��$�" �
�� ϑ∗(t) �! 1�" ���) ��� ' )&= >�	>� #��&� �""!
+* ��% �! )1 π �)  �+�� ��� "�<�$��&� �) 0� *�! '��#��� −0.5π ��" 0.5π� ���! ��!*$�!
���� ��� �
�� �! "$�0�� �) ��� ��6� %)!!�' � !) *��)�� �)$ ��� & )!�"4 ))% "(��+�&!� �
!�&)�"4)$"�$ �$��!1�$ 1*�&��)� Gcl(s) 1$)+ ϑ∗(t) �) ϑ(t) �! !�)#� �� ������ #�! &�)!��

Gcl(s) =
ω2

cl

s2 + 2ξclωcls+ ω2

cl

������

�� #��&� ξcl �! ��� "�+%��, $���) ��" ωcl ��� ���*$� 1$�/*��&( )1 ��� & )!�"4 ))% :--;� ?(
&�))!��, ��,� 0� *�! 1)$ ξcl �0.85 − 1.0�� �)�!� �! !*%%$�!!�"� �*$���$+)$�� ��� !%��" )1
$�!%)�!� &�� '� !�� #��� ωcl� �� 1)  )#! ��� )%��4 ))% �$��!1�$ 1*�&��)� Gol(s)� !�� ����@��

Gol(s) =
ω2

cl

s2 + 2ξclωcls
����@�

��� 3 ��$�" �
�� ϑ(t) �! ���� �! ,�0�� '(

ϑ = Gcl(s)ϑ
∗ ����-�

���&�1)$��� ��� 3 ��$�" �
�� �! $�1�$$�" �) �! �
��� ��� "�!% �&�+���� dm(t)� ��"
0� )&��(� ḋm(t)� � )�, ��� 3 ��$�" �
�� �$� ���� &)+%*��" �! ,�0�� �� ������� !�� � !)
3,*$� ����

dm(t) = y(t) cos ϑ(t)− x(t) sinϑ(t) ḋm(t) = ẏ(t) cos ϑ(t)− ẋ(t) sin ϑ(t) ������
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�� ���� ��� ��� �	�� �� !""#���$ ��� %&���'$ ��� ���� ������!�( �� ��� 	�
�  #� )�

 �*+,��� )-

ϕt(t) = atan2

[
dm(t),

ḋm(t)

ωn

]
+ π %����'

%����' !� .#"!� ��� �-���*� /!���,� #�� /!�� �*#"" !������� �#*+!�($ ��� �� �!�� &�0 #��

���,��� ��� #��!1+�#�!�( )��/��� ���  �����" ��� � #�� ��� .�"� !�- #"��( ��� *#2�� #3!��

�,)��4,���"-$ ��� ���� ������!�( �� ��� Y 1#3!�$ ��� 5(,�� ���$  #� )�  #" ,"#��� #� ���/�

!� %����'�

ϕ1,t(t) = ϕt(t) + ϑ(t) ϕ2,t(t) = ϕt(t)− ϑ(t) %����'

�� �!��!�(,!�� ��� ���� �� %����' ���* ��� ���� �� %����'$ ��� !��! �� /��� !���� �#�(���

��� ���� �� %����' #�� ��/  ���!����� #�� !� !� #��,*�� ��#� ����� +��!�!��� #�� +���� �"-

��# 6�� /!�� # �,!�#)"�  �����""��� 7��� ��� �	�� �� !""#��� +�����*� �""!+�! #" *��!��$

���  �����" ��� � �#*+� ��/� ��� *��!�� #"��( ��� *#2�� #3!� #�� ��� 	�
� /!"" ��� .#�-

 ���!���#)"- !� �!*�� ��,�$ /!�� ��(#�� �� %����'$ |ϑ̇(t)| << |ϕ̇t(t)| !� /�! � ϕ̇t(t) ≈ ωn�

���������$ ��� �#*+!�( ��.! � �+��#��� !� ��� +�������� *��� �� �+��#�!�� !� /�! � ���

#�(,"#� .�"� !�!�� �� ��� ������ #�� #++��3!*#��"- ωn #�� ��� �#�!#" ��� �� #�� *, � "#�(��

��#� ��� �#�(���!#" ��� ��� ��/�.��$ /��� ��� 	�
� !� ��4,!��� ��  �#�(� %��(� ���

*��!�� )� �*��  !� ,"#� �� ��*� �3 !�#�!�� *#6�� ��� 	�
�  �#�(!�('$ ��� 5"��� ���

��� 	�
� !�8,�� �� ϕ̇1,t(t) #�� ϕ̇2,t(t)$ ���+� �!.�"-$ ���,"�!�( !� # .#�-!�( #*+"!�,�� ��
��� �#�!#" ��� ��� �,�����*���$ ��� �,�!�( �� ��� 5"��� �� 5(,�� ��9 #"�� �����*!��� ���

#�(,"#� #  �"��#�!���� ����� #  �"��#�!��� �!�� �"- �����*!�� ��� #*+"!�,�� �� ���  ��#���

�#�(���!#" ��� �� /�! � ���,"� )� 6�+� "�/ !�  �*+#�!��� �� ��� �#�!#" ��� ��� ���� ��#�

��� .#�!#�!��� �� ��� �#�(�� #�(,"#� .�"� !�!�� #�� ������ ��  �#�(� ��� �!�� �!�� �� ���

 �����" ��� �� �� ���,�� ��#� ���  ��#��� �#�(���!#" ��� �� #�� ��� ��� "#�(� !�  �*+#�!���

�� ��� �#�!#" ��� �� /��� �, � #  �#�(� !� ��4,!���$ !� !� �� �**����� �� ��� ωcl �� ωn�

��/�.��$ !� *,�� )�  �� 6�� ��#� ��� �:� � �� ��� �#�(���!#" ��� �� !�  �*+#�!��� �� ���

�#�!#" ��� �� !� �*#"" /��� #  �#�(� !� ��� 	�
� !� ��4,!����

���  "����1"��+ #�(,"#� +��!�!��  �����" !� �3+"#!��� !� #� �3�*+"#�- /#- ��� *���� �$

��� 5(,�� ��;� 
���� & !�  �����""�� !� ��� �#*� *#����� ��� ��� ϕ1,t(t)$ ��� %����'$ !�

 �*+#��� �� ��� %*�#�,���' #�(,"#� +��!�!��$ ϕ1(t)� ��� �����$ e1(t)$ !� ���� "!*!��� ��

.#",�� )��/��� −π #�� π )- #��!�( *,"�!+"�� �� 2π� ��!� !� !��! #��� )- ��� )"� 6 <=�<

!� 5(,�� ��;� ��� "!*!��� �����$ ce∗
1
(t)$ !� ���� ��� ����,(� ��� 5"��� (!.�� !� %���9'�

F (s) =
ω2

f

s2 + 2ξfωfs+ ω2

f

%���9'

F (s)$ ��5��� )- ��� 5"��� +��+���!�� ωf #�� ξf $ �3�!)!�� "�/1+#�� )��#.!��� 7!�� 3ωn <
ωf < 5ωn #�� 0.85 < ξf < 1.0$ *�#�,��*��� ��!�� !� �! �"- �,++�������

��� 5"�����  �����" ����� ce1(t) !� ���� ��� !��� ���  �����""��� �� #��!�!�� �� ce1(t)$ ���

��1�: �!(�#"$ w1(t)$ !� #"�� #  �����""�� !�+,�� ��!� ��#�� #�� ���  �����""�� #�� �!� ,����

!� �,)�� �!�� ������ ��� �,�+,� �� ���  �����""�� !� ���  �����" �:��� ua,1$ /�! � !� ��� !���

��� # �,#��� �� ��# 6 ��� ���� ��!� !� #"�� !��! #��� !� 5(,�� ��;�

���� ��#� ��*� .#�!#)"�� �� 5(,�� ��; #�� ��� !�����, �� -��� ���- #�� �3+"#!��� !� ���

��""�/!�( �,)�� �!�� #�� �� �!���
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 �	
 ������ #	
� �	
 ���������� �
���
 ������ $�� �	
 ���� �
�
��� �
�	���
	��
 �

� �
�
��

� �� ����� �	�� ���
���
� ������
� %�
 �
�	�� �� ������� �	
 �
���

�& #	
� �	
 ���������� ���� �
��# � ��#
� ��������� �	�
�	���� Aoff � ��� ���' �� #	
� ��
�


� �	�
�	���� Aon� �� 
"�

�
�� �	�� �
�	�� #��� �
 ��
� ��� �	
 ���
�
� ��� �� �	

�����#���� $�� �	
 ��%$ ����������� �	
 ��������� ��
�����
 A(t) ����� �	
 ��(�� �"�� ��
���
��
� �� ���
� �)

A(t) =

√√√√dm(t)2 +

(
ḋm(t)

ωn

)2

*��+,-

.	
� Aon �� 
"�

�
� ��� �	
 � / 
���
� �	
 ����
�
������ ������� 
������� �� �	
 ������
�	
 ����� �� ����
� �� *���
�� �� ����' 0����� �1 %23%$$40 �� 5���
 ��, �� �
� �� ��
-�
.	
� A(t) < Aoff � �	
 ����� �� ����
� ���' �&�  �����	 ���
!�
 ��� ���
!��#�

���
�� �� �������

� *�� �������� �� �
����� 6�+� �� #	��	 �� 
�
��)! ��� 
�#
�!
7��
��
���
!�
 �� �������

�- ����� �	
 ������
� �������� H(s) ���
� �� *��+8-�

H(s) =
ω2

H

s2 + 2ξHωfs+ ω2

H

*��+8-

9) �	������ ��
:���
 ����
� ��� ωH ��� ξH � H(s) 
"	����� ��#!
��� �
	������ .��	 3ωn <
ωH < 5ωn ��� 0.85 < ξH < 1.0� � �����	 ���
!�
 ��� ���
!��#� 
���
�� �� ��	�
�
��
�	
 	��	
� ωH � �	
 ����
� �	
 �
���
 �� ���

�!�
 ��� ��#�� �
������� �� ����
� ����
�����
����
� ������ �	
 ���
!�
 ��� ���
!��#� 
���
��
��

;� �������� �� �	
 ����
�!���
 ������� 
������� ������� �� ����
����� ������ �� �

�!���

�
�����) ������� �� �

��
�� �	
 ������� 
&��� ��� �	
 5��� ������ ua,1(t)� �� ���
� �)

ua,1(t) = KP ce1(t)w1(t) +
1

b
ωnw1(t) *���<-

�� #	��	 KP �� �	
 
��
�������� �

����' ���� �� �	
 ����
�!���
 ������� 
������� ��������
w1(t) �� �	
 ���
!�
3���
!��#� #
��	� ������ ��� b �� � ��
7��
�� �
�������� �	
 �)������
�� �	
 ��������� �

 �	
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�������� ������� �
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 ������� �
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�
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�
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����' ���� ��� �

��
� ��� �	
 ����
�!���
 ������� 
������� �������� �	
 ������� 
&��� ua,2(t) ��� �	
 �
����
����� �� ���
��
� ����������)�

��� �����

����� ���
�

�	
 ��%$ ���������� �� �����	
� ��� �	�

 ��

� #��
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��	 #��	 � �
���	 �� �

��"����
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 ���� ��
 �	�
		� 
� �
		�
�

���� �����

�����  ���

!��"��#���$�
���$�!%#��

&�#������$' (&!)

#&$��&� ����

�#�%��&�

��'%�� ��*+ ���� ���%"

��(�� ���+ �)���� "�&"������ &� ��
� &�#�����&� �$! !��"�$' !�,�#�

�&��� ���� m+mc [kg] 9.96

���"�! $��%��� ���-%�$#) ωT [(rad)/s] 5.85

���"�$' ����& ξT [%] 0.935

����.��!�%� #&$��&� "�&!%#� 0.5mcr [kgm] 2.55 · 10−2

�&$��&� ���� mc [kg] 0.300

� & !��"��#���$� ���$�!%#��� !���#� �/� /&��0&$��� !��"��#���$� �$ X. �$! Y .!���#��&$1
xm(t) �$! ym(t)� �/� �$!�2 m �$!�#���� ����%��! ��'$���� �& !���#� �/� �
��1 �/�
,��&#����� �$ (&�/ !���#��&$� ẋa �$! ẏa ��� ���& ��-%���!1 ��� 3���45 �& 3���*5� �/�) ���
��!� �,����(�� %��$' �$ &(���,�� �� �/& $ �$ 6'%�� ��4� �&� (&�/ !���#��&$�� �/�� �� !&$�

 ��/ �/� ���!(�#7 '��$ L = [−2263.3,−92.2]� 3%$��� ��� !�&""�!5 �&� (&�/ !���#��&$�8

�&� �&�� �$�&�����&$1 ��� �%(��#��&$ ������ �/� &(���,��� /�,� �� �$"%� �/� ����%��!

!��"��#���$�� 3xm �$! ym5 �$! �� &%�"%� xa1 ẋa1 ya1 ẏa1 ��� 6'%�� ��9�

�/� "�&"������ &� ��(�� ���  ��� &(���$�! ,�� ,���&%� ���� ,�(����&$ ������ �/� &�#�����&�

 �� !��"��#�! ��,���� ����� () /�$! �$ X−1 Y− �$! �$ (&�/ !���#��&$� ���%���$�&%��)�

���$ ,��%�� &� �/� 3����%��!5 !��"�! $��%��� ���-%�$#)1 ωT 1 �$! !��"�$' ����&1 ξT 1 ��&�
�/� !�����$� ���� ,�(����&$ �����  ��� #��#%����!�

�/� &�#������$' (&!) �� &$�) �2#���! �$ ���$�����&$�� !���#��&$�� �%��/���&��1 �/� #&$��&�

��'&���/� �� �%$�! �%#/ �/�� �/� �$'%��� �##�������&$� &� �/� �&�&�� ��� ������ �/�� ���!�

�& $�'��'�(�) ����� �&����&$�� ,�(����&$� &� �/� &�#������$' (&!) !%��$' ������

�$ ��#��&$ ���1 �/� #&$��&� ��'&���/�  �� !���,�! %��$' �/� $��%��� ���-%�$#) &� �/� ��
�

&�#�����&�� �& �,��1 �/� !��"�! 3����%��!5 $��%��� ���-%�$#) ωT &� �/� ���� ���%" �� $& 

%��! �&� �/� #&$��&� ��'&���/�� ��7�$' �/� ���#�� &� �$/���$� !��"�$' �$�& #&$��!�����&$
 &%�! &$�) ��7� �/� !���,���&$ &� �/� #&$��&� ��'&���/� �&�� #&�"��2  ��/&%� "�&!%#�$'

�!!���&$�� �$��'/�� �/����&��1 ωn �� ��"��#�! () ωT �$ 3���45 �& 3���:5 �$! 3��;;5�
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���� ������� �������� 0.5mcr �� ���
 ������ 
�� �������
��

������ �
� ������ ������ ��������
����� �� ���
 
���
����  ��� ��������� !	"#� �
� 
���
�
���� 
�� $���
%� ���������� 
�� �
��� ���
���
� ��

$��� �
� �� ��������� �� �
� ��
�����
��������� Mv(s) %�$�� �� &"����'  ��
 �
� ���(������ �� �
��� ��"�

�
��� ��") *��(������ a 
�� b ���������% ���
��� ��

$��� �� 
���
����

b a

Mv,1(s) 3.09 3.88 · 10−3

Mv,2(s) 3.88 3.65 · 10−3

+���� �� �
� ������� �,��� �� V 
�� �
� ������ �� �
� 
�%��
� $������� �� (rad)/s� -�� �
�
������ �
� 
�%��
� ��������� �� �
� ������ ϕ1(t) 
�� ϕ2(t) 
�� ��
����� 
�� ���� ��� �
�
����������� 
�%��
� �������� �������� �� ���
�� �
� 
�%��
� �������� ��� �
� �����
�����
�� ������� ��.� �
� 
�%��
� $������� �� ����%�
��� �$�� ����� ��� �%��� ��.� �
� ��
�����
��������� �� ���������� "���	  ��
 �
� ���(������ �� �
��� ��" 
�� �
� ������ ���������� ��
�
��� ���  ��� 
��� �� ���� ��� �
� �������
� �����
����� �� ������� ��.�

����� �����	

�
� ������� 
�%����
� ��� �
� ���� �����  
� �����  ��
 �
� 
��� �� �����
������ �
�
�
�
������ ξcl 
�� ωcl�  
��
 ��������� �
� ���
���� �� �
� /012�  ��� ��� �� 0.9 
��
5.0 (rad)/s� ωH 
�� ξH �� �
� ����� H(s)  ��� ��� �� 20 (rad)/s 
�� 0.9� �
� ����������
�� �
� ����� F (s) &ωF 
�� ξF '  ��� ��� �� �
� �
�� $
����� -�� �
� ���� $���
���� ������
�
� ����� $���
�����
�������� �
���
��� Aon �� ��� �� 0.06m 
�� �
� �� �� �
���
��� Aoff

�� 0.01m� �
� ���������� %
�� ��� �
� ����������� 
�%��
� �������� �������  
� ��� ��
1.00V/(rad)� +� ���������� ����	� �
� ���� ������� 
�� ���������� +� ������� ��3� �
� �,����
�

� �
� �����% $
��
���� ��
���� 
�� ����
�� ����������
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) %$�) (* ���  ) $��) �
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���� ����� ��	

�
� ��
� ���������� �� ��������� �� 
��� �� �������� ����������� �
� ������ xm ��� ym
��� �������� ��� �
� ������ A� ϑ� ϕ̇1 ��� ϕ̇2 ��� ���������� �� �
� ������� ������� xm
��� ym ��� ������������ �
� � !�� �� ������������ !��� "��������� ��� ���#$��� %� �
��
����������� �
� ������"����� �! �
� ������� �&��

���� t = 0.8 s �� t = 3.0 s� �
� ����������$ ���� �� �'������ ��� ������ A� xm (�)� ym (�)
�� #$��� ���*+, ��� %� ,� t = 2.5 s� �
� ����� "��������-��������� �
���
��� Aon ��
�'������ ��� �
� ������$ ��"��� ����� ��� ,� �
�� �������� �'�������� �� 
��� �� ��������
.� ��� �� ���� !��� �
� ������ ϕ̇1 ��� ϕ̇2 �
�� �
� ������ ��� ������ �� �� �������� ����-
������� �
�� �� ������� �
� �,/ �! ���
 ����� ������ �
� ������������$ (��������) ��$����
�������� �� �������� ��������� ���� t = 3.0 s �� t = 7.5 s� �
� ��"��� �������� �
� �������
������$ ������ �� �
� ���������� �������� ����� ��� ������ ϕ̇1� ϕ̇2� A� xm (�) ��� ym (�)
�! #$��� ���*� ,� t = 7.5 s� �
� "�������� ��������� A !���� ���� �
� �� �� "��������-
��������� �
���
��� ��� �
� ��"��� �� ������ �� �� ,� t = 10.0 s� �
� ����������$ ���� ��
�'����� �� � �������� ��������� �� 
���� �
�� ��������� �� �������� �� �
� ������� ��$����
��
��� ϑ �! #$��� ���*+0� ,� t = 11.3 s� �
� ��"��� �� ������ ���1 �� ��� �
� �'�������� ��
�$��� ����������� �������� ���� t = 11.3 s �� t = 16.0 s� �
� ��"��� �������� ���� �$���
�� �
� ���������� �������� ����� ���� t = 18.5 s �� t = 25.2 s� ����
�� ������$ ��2�����
�� � �
��� ��������� �� �
� ��

0���������$ #$��� ���* !�� �
� #��� ������$ ��2����� (t = 4.2 s �� t = 6.8 s)� �
� "��������
��������� , ������ !��� 0.06m �� 0.02m  ��
�� 2.6 s� .� �
�� ���� �����"��� �
� "����-
���� ���!���� �����'������� 2.42 ������� �
� �2��"����� ������$ ����� �� 7.21%� �
��
����������� �� �� �������� �! �
� ������$ ����� �� � !����� �! 7.7� ��� ����� ����

�
� ����������$ ����  �� �
�� ��������� �� 
��� ���
 �
�� �� ���������� ������ ���
 �! �
�
��
� ���������� �� ��������� ��� #$��� �����
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�!"#�$ 
���% �$�& �$�#'&� ()� $''!*&!+ $,+!&�&!)� -. /��� �01�

��)� t = 2.1 s &) t = 4.0 s2 &/$ )�+!''�&!�" -)�. !� $,+!&$� ��� &/$ �$3!+$ &#��� )� �&
t = 3.9 s� �& &/!� !��&��&2 &/$ ���� !� �'�$��. �$&$+&$�2 �$$ �&�&$ ϑ )( 4"#�$ 
���� �/$
�$3!+$ )*$��&$� !� &/$ +)�&!�#)#� �)&�&!)� �)�$ ��� ���*� &/$ 3!-��&!)� �')�" &/$ ��5)�
�,!� (�)� t = 4.0 s &) t = 7.3 s� �!&/!� &/!� &!�$ !�&$�3�'2 &/$ ���� �)$� �)& +/��"$ ���
&/$ $''!*&!+�' �)&!)� *�&/ )( &/$ ���� )�+!''�&)� -$+)�$� �)�$ ��� �)�$ +!�+#'��� �/!�
+�� -$ �$$� (�)� &/$ �&�&$� xm ��� ym !� 4"#�$ 
���� �/$� &/$ �!�*'�+$�$�& ��*'!&#�$�
)( xm ��� ym +)!�+!�$ ��� �$�+/ � */��$ )6�$& )( 0.5π &) $�+/ )&/$�2 &/$ �)&!)� *�&/ !�
�**�),!��&$'. � +!�+'$� �/!� !� &/$ +��$ �& t = 7.3 s� ��)� &/!� !��&��& )�2 &/$ ����
+/��"$� 7!&/ �$�*$+& &) &!�$� �/$ +/��"$ ��&$ !� �$&$��!�$� -. &/$ ��&#��' (�$8#$�+. ωcl

)( &/$ +')�$�9'))* (�)� ϑ∗ &) ϑ2 �$$ �#-�$+&!)� 
���:� �#�&/$��)�$2 &/$ ��"#'�� 3$')+!&.
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�� ��� ����� ������ � !"�#� �"� ��"�� ��� ��$��� ����#% ��� ����� �"� &���% ���� ��
�"� '�(������ �$)#��*&� �  #�+"�#%  $�##��,  ��  ���� A �� -+*�� ����.	� ��� �&����+ �"�
&�$)��+  �/*���� ���$ t = 14.0 s �� t = 23.5 s, �� ��� (�  ��� �"�� �"� �0�������� &�����#%
�� *#� �� � ����*#�� $����� )��"� �"� ��1	  ���� �"��+��+ ���� �"� &�'��� (���$� 
����'�� 	� ������ �& ��+*#�� '�#����% �� �"�  ����& ����� ��� (� �( ��'�& �� �"� ��$)#���
&�$)��+ �����'�# ���$ t = 16.0 s �� t = 23.0 s�

���� �"� $����� )��" �� �"� ���
 � ��##���� "� � ����*#�� ���$ 2'�(������ �$)#��*&� 
�� $�3�� ��& $���� �0� ������&�4, �� �)������� �� �"� �&�)��& ��� !��" � ��� ����
��+*#�� '�#����% � �� #��+�� )�  �(#�� 	 � �� *#�, ���+�����# ����� !"��" ��� ���&�$#% ��
�"� ���
 � ��##���� ��� ������& �� �&&����� �� �"� ��&��# ����� � �"�������, �"� �� *#���+
$����� ��& ����� (�"�'��� � ��� �� �#% �  �  �&� ��!�'��, )��5 �$*#����� ��& �� �  "�!
�"�� �"� ��+*#�� '�#������ �� �"� ����� &�'���� ���$ �"� &�$)�& ���*��# ���/*���% ����
�"� $����� )��" "� � ����*#�� ���$ ��& �"�� �"� &�'������ � #��+��, �"� "�+"�� ωcl � 
�"� ���
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���	��
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�� �"� �*$�����#  �$*#����� , �"� ���
 � ��##���� � �0����& (% �  ���"� ��� �0����5
����� �"�  �$*#����� &*������ ��� �##  �$*#����� )�����$�& �� �"�  ������ � 5000 s� 
��
�"� �0��������, !"��� ��� � !��" �� ����� ��% �� 1.0N2/Hz * ��+ � �!�5 �&�&  )����*$ � 
�  *$�&� �"�  ���"� ��� �0�������� 2 �� fe,X ��& fe,Y �� -+*�� ���4 #��& �� � $���
 ���&��& &�'������ �� �"� *�������##�& &� )#���$��� �� (��" &�������� �� �))��0�$���#%,
ustd,x,y = 0.0379m 2ustd,x,y = 0.5 �&(x) + 0.5 �&(y)4� ���� �"�� u ����� ��! �� �"� *�5
������##�& &� )#���$��� �� )�� �� �"�  �$*#����� !��� &��� �� 1	��	�.��$*#��6 * ��+
�  �$)#��+ ���/*���% �� 2000Hz ��& �&�7 2��+��6�5�"�$)��� $��"�&4 � �"� �*$�����#
 �#'��� �"�  �$�  �����+ ��& �0�������� ����� ��� * �& ��� �##  �$*#����� �� �"�  �������
�"� ��$)#���  �$*#����� $�&�# � �##* �����& �� -+*�� ���� �"� �( ��'�� � ��� * �& ��� �"�
�*$�����#  �$*#����� � �"� '�#������ �� �"� ���
 � ��##���� ��� &�����#% �'��#�(#��

����� ���	
�� ��
���	�
�


� �"�  *( ������, �"� ������# )���$���� ��� �"� ������# �#+����"$ ��� �"� ��� �"� )�5
��$���� �� $���� �$)������� ��� ��#%  ��, !"���� �"� )���$���� !��" $�3�� �$)�������
��� '����& !��"�� �� �)��$�8������

	 ����$$��&�& ��  ������ ����� ��& ����9, �"� -#��� )���$���� ωH , ξH , ωF ��& ξF ���
 �� � +�'�� �� ��(#� ��7� �"�% ��� ��� '����& � �"�% )#�% � $���� ��#�� �"� -#��� H(s)
&����$��� �"� ��$)5*).��$)5&�!� )����  , !"��" ��#% ���*� �'��  "��� )����& �� ��$�,
��& �"� -#��� F (s)  *))��  � $�� *��$��� ��� ��

��(#� ��7: ������+ ��& '�������� ���+� �� ������# )���$���� 

ωH/F [(rad)/s] ξH/F ωcl [(rad)/s] ξcl Aon [m] Aoff [m] KP [V/(rad)]

20 0.9 0.5− 20 0.9 0.01 − 0.1 0.01 − 0.07 0.1− 1.5

ωcl, !"��" &����$��� �"� &%��$�� �� �"� ��1	, � '����& � +�'�� �� ��(#� ��7� ξcl �  ��
�� 0.9�



��� �����	
 �� 
�������

 ���� ��
 �	�
		� 
� �
		�
�

��� �� ��� ���������� ��� !�"#$���%��� #��&" �' ��� ������(�$$�! !�"#$���%��� (�"#��"�
(���� 0.1m �� 0.12m� ���(�'�(� ��� �##�( )�*(�����+�%#$���!� ��(�"��$!" Aon ��! ���
$�,�( ��� Aoff �(� )�(��! �" "��,� �� ��*$� ��-�

��� #(�#�(�����$ '��!*��& .��� KP '�( ��� ��.�$�( #�"����� �$�"�!+$��# ����(�$ �" "�� ��
)�$��" *��,��� 0.1V/(rad) ��! 1.5V/(rad)� /��� ���� ��� ������ �' ��� (��.� '�( KP

!�#��!" �� ��� !0��%��" �' ��� �������("� ��,�)�( "�%� (���%%��!�����" (�.�(!��.
�(��&��. �*1����)�" ��� *� .�)��� �� ��� ���������" (������� %�!� ��� �((�( ce∗ "���$!
��� �����! ±0.2 (rad) 2≈ 11.5◦3 ��,�)�( !�(��. ��� (�%#+�# (�%#+!�,� #(���""�" ��
"���$! ��� �����! ±π/2� �� �" *���4���$ �� �!! �� �#��+$��# ��.�$�( )�$����0 ����(�$� ���"
�$$�," ��� �$�"�!+$��# ��.�$�( #�"����� ����(�$ �� *� !�"�.��! $�"" �..(�""�)� (�"�$���. ����
� %�(� ���������" %����� �' ��� (���("�

����� ����	�
��


�� ��$��$��� ��� #�,�( !�%��! ��! ��� ���(.0 ���"�%#���� ��� %�%���" (�5��(�! �� *�
�(����! *0 ��� �������(" �(� ���!�!� ���0 �(� .�)�� *0 2����3 ��! 2���63�

M1 = 0.5r2mcϕ̈1 − 0.5mcr (ÿ sinϕ1 + ẍ cosϕ1) 2����3

M2 = 0.5r2mcϕ̈2 + 0.5mcr (−ÿ sinϕ2 + ẍ cosϕ2) 2���63

2����3 ��! 2���63 �(� �*�����! *0 '�(%��. ��� !0��%�� �5��$�*(��% �*��� ��� �����( �' ���
���" �' ���� �������(7 ���.�����$ '�(��" 2'�(��" ��!���! *0 �� ��.�$�( ����$�(����� �' ���
(���("3 ��! ���(���$ '�(��" ��!���! *0 ��� �(��"$������$ ����$�(�����" �' ��� ��
� �"��$$���(
%�"� *� ���"�!�(�!� ��� %�%���" *0 ��� �������(" M1 ��! M2 �(� �""�%�! �� ��� ��
��� "�%� !�(������ �" ��� ��((�"#��!��. ��.�$�( #�"����� ϕ1 ��! ϕ1 "�� 4.�(� ���� � '(��
*�!0 !��.(�% �' (���( ��� �" "��,� �� 4.�(� ���6�

ϕ1
mc

2
r2ϕ̈1

M1

mc

2
ÿ

mc

2
ẍ

��.�(� ���68 �(�� *�!0 !��.(�% �' 4("� (���( 9:;<

�(������ �" ��.$����!� ��� (��������$ ���(��� �' ��� (���( �" �""�%�! �� *� 0.5mcr
2 2(�+

�������$ ���(��� �' � #���� %�""3� ����� ��� (��������$ ���(��� �' ��� (�! "��'� �' ���
�������( ���� �" ��� ���"�!�(�!� ��� "�%� �""�%#���� ,�$$ *� %�!� '�( ��� ����( ����)�
%�"" !�%#�( �"�! '�( ��� ��%#�(�"��� �����'�(�� ��� ����( ����)� %�"" !�%#�( ,�$$ *�
(�'�((�! �� �" ���)�������$ ����)� %�"" !�%#�( 2����3�

��� #�,�( �' ���� �������( �" .�)�� *0 2���-3�

P1 =M1ϕ̇1 P2 =M2ϕ̇2 2���-3

��� ,�(& !��� *0 ���� �������( �" .�)�� *0

E1 =

∫ t=T

t=0

P1!t E2 =

∫ t=T

t=0

P2!t 2����3
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�� ����� T �� ��� ��� !"��#� ����� ��� �#$% &#�� '( ��� "�� "�#$� ��!! '� $�)�$$�& �# "�
�#�� ��& ���$*(� 
� +����,- .#����/� "� ��!! "� ��*"��/� ���$*( �� �#���&�$�&� ���� ��"��
��"� '$"%��* ���$*( �"� '� $�*"���&� ���" �� #) ����- ��� .#����/� ���$*( �#�� ��& '( ���
"�� "�#$� �� "!�# �#�. ��&0 � �� ���$*��� ��!! '� !"'�!�& ���� ��� ��&�1 .! �- ��*� E+

1
�

��� �1���"��#� )#$�� &�$���!( "��� #� ��� "���!�$"��#� #) ��� ���
 #���!!"�#$- ���$�)#$�
��2 �����* ��� �#����� "�& .#��$�- ��� +����, �# +���3,� �#��/�$- & � �# ��� !#�4."��
5!��$ #) +��67,- ��� "�� "�#$� �# !& �#� $�"�� �# ��� ��*� )$�8 ���( �#�.#����� #) ���
�1���"��#� )#$���� ���$�)#$�- '�)#$� ) $���$ �/"! "��#�- " 5!��$ ���� ��� �"�� )#$� "�
�� +��67, ��!! "!�# '�  ��& �# .$#���� ��� .#��$� #) +���3,- �� ����� ξF "�& ωF ��$� ��� �#
1 "�& 50 +$"&,9�- (��!&��* ��� .#��$� P1,f "�& P2,f � :���* ��� 5!��$�& .#��$� P1,f "�& P2,f

�����"& #) P1 "�& P2 �� +����, *�/�� ��� +5!��$�&, �#$%� &#�� '( ��� "�� "�#$�- E1,f - E2,f -
E+

1,f "�& E+

1,f � 
#$ "!! ��� !"��#��- ��� ���$*( '"!"��� �"� ����%�& �# /"!�&"�� ��� 5!��$�&
"�&  �5!��$�& .#��$ �# $���- �#�5$���* ��� 5!��$ .$#���� &���$�'�& �� ���� ."$"*$".�- ���
	..��&�1 	�;�

�# �/"! "�� ��� $�8 �$�& .#��$ #) ��� "�� "�#$�- ��� $##� ��"� �8 "$� /"! �� #) ��� +5!��$�&,
.#��$� #) ��� ��&�/�& "! "�� "�#$� "$� �#�. ��&- *�/��* Prms,1 = $��(P1,f ) "�& Prms,2 =
$��(P2,f )� 
 $���$�#$�- �# �/"! "�� ��� /�'$"��#� $�& ���#�- ��� ��"�&"$& &�/�"��#�� #)
��� �#��$#!!�& &��.!"������ $��.#����- xstd = std(x(t)) "�& ystd = std(y(t))- "$� �#�. ��&�
<�"� /"! ��- Prms "�& cstd,x,y- �� ����� c ��"�&� )#$ �#��$#!!�&- "$�  ��& "� " ��"� $� )#$
��� $�8 �$�& .#��$ #) #�� "�� "�#$ "�& )#$ ��� �#��$#!!�& /�'$"��#�- ��� +���6,�

Prms = 0.5 [Prms,1 + Prms,2] cstd,x,y = 0.5 [xstd + ystd] +���6,

��� ."$"����$� &���$�'�& �� � '�����#� ����; ��$� /"$��& "�& ��� .�$)#$�"��� �"� �/"!4
 "��& ���� ��!. #) ��� .$#& �� Prmscstd,x,y- ����� �� �# '� ������=�&� 	&&���#�"!!(- "
��$�"�� /�'$"��#� $�& ���#� R �"� $�8 �$�&- ��� +����,�

R =
ustd,x,y − cstd,x,y

ustd,x,y
+����,

�#�� ��"� ��� �/"! "��#� #) ��� .#��$ &��"�& �� ���� ��".��$ &�>�$� )$#� ��� �/"! "��#�
#) ��� .#��$ &��"�& �� ��".��$ 3 �� ����� ��� .#��$ &��"�& �"� #�!( �#���&�$�& ����
��� ��� �� �� ��� �#���� # � $#�"��#� �#&�- ��� � '�����#� 3���;� 
� ���� ��".��$- "�
#/�$"!! .#��$ &��"�& �� �"!� !"��& ���! &��* ��� ����� ��� ��� �� #>- ��� $"�.4 . "�&
$"�.4&#�� .$#������ "�& ��� .#��$ &��"�& $�8 �$�& )#$ ��� �#���� # � $#�"��#� �#&��

 $���$ �#������ $�*"$&��* ���� "$� *�/�� !"��$ #��

����� �����	
��� 
����
�

�"'!� ��� ��#�� ��� $�� !�� #) " ��#��"����"!!( )#$��& /�'$"��#�� 	 $�& ���#� R #) "� !�"��
50% �"� $�8 �$�&� ��� ��"�&"$& &�/�"��#� #) ���  ��#��$#!!�& &��.!"������ $��.#��� #)
ustd,x,y = 0.0379m �"� $�& ��& �# 0.0177m� ���� �#$$��.#�&� �# " $�& ���#� R #) "..$#14
��"��!( 53.4%� ���� $�& ���#� �"� "����/�& ���� "� "�� "�#$ .#��$ Prms #) 0.140W "�&
" ��"� .#����/� ���$*( �#�� �.��#�- E+ = 0.5E+

1,f + 0.5E+

2,f - #) #�� "�� "�#$ #) 101 J�

�"'!� ���? ������* "�& ��� !"��#� $�� !�� ���� "&".��& ��� @6�A

Aon [m] Aoff [m] ωcl [(rad)/s] KP [V] Prms [W] cstd,x,y [m] R [1] E+ [J]

0.030 0.015 7 0.3 0.140 0.0177 0.534 101
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�� ��� ��������� !�""���# $��%$&��� #�"� �'���� (%$%"���$# %$� ��)��� ��� &%"(���
�*�!� ��!$�%#�# ���� ����$ )�+$%����,%"(���'&� ��$�#���&# %# ��� )�+$%���� %"(���'&� $%���
�� ���!� ��� &�)�!� �# %!��)� �# ��&�$� ����)�$ ��� )�+$%����,%"(���'&� ��$�#���&# !%����
+� #�� �� %$+��$%$- #"%�� )%�'�#� ��� #"%���$ ��� )�+$%���� %"(���'&� ��� �����$ ���
��.'��!� �� ��� �/!��%���� ��$!�# �# �� !�"(%$�#�� �� ��� #-#��" ��$!�#0 !��#�1'����- ���
"�$� ���,�%$"���! dm %�& ḋm +�!�"�� ���# $�#'��# �� % "�$� ���,!��#�%�� ��2 ��$
#"%�� )�+$%���� %"(���'&�# %�& ���$���$� �� $��%��)��- �%$�� %��'�%$ %!!���$%����# �� ���
$���$# !$�%���� % �%$��$ �%������%� ��$!� �� $%&�%� ��$!� $%���� �� ��� �*�!� �� ��� �%������%�
��$!�#3���!� !%� +� #��� %# % $%�&�" �/!��%���� ��$!�3+�!�"�# ��� �%$�� ��� )�+$%����,
%"(���'&� ��$�#���&# "'#� +� #�� �� �����$ )%�'�#�

1,330 1,335 1,340 1,345 1,350 1,355 1,360 1,365 1,370 1,375 1,380

−10

0

10

·10−2

t 4#5

x

4"
5

'�!���$����& !���$����&

���'$� ���67 8�!���$����& %�& !���$����& &�#(�%!�"��� $�#(��#� �� % #����� &�$�!���� 49:5

�� ;�'$� ���6 ��� '�!���$����& %�& ��� !���$����& &�#(�%!�"��� $�#(��#�# �� X−&�$�!����
%$� #���� ��$ % !��#�� ��"� ����$)%�� �� !%� +� #��� ��%� ��� &�)�!� �*�!��)��- &%"(# ���
#��!�%#��!%��- ��$!�& )�+$%����#�

���� ��� �%�� KP  ��� !��#�&,���( %��'�%$ (�#����� !���$����$ �# �'��&� ��� �%$��$ ��� �%��
KP �# #�� ��� "�$� %!!'$%�� ��� �$%!<��� �� ��� ���# %� ��� �/(��#� �� �%$��$ %!�'%��$
(���$� ����)�$ �)�� ��$ ���# ���!� &�)�%�� �$�" ��� !'$$��� %��'�%$ (�#�����# +- π/6 
��� &%"(��� �*�!� �# #���� �%$�� �� ��� !�����'�'# $��%���� "�&�� ���$���$� !���$�� �$$�$#
�� π/2 !%� �)�� +� %�����& ��$ #��$� (�$��&# �� ��"� &'$��� ��� !�����'�'# $��%���� "�&�
%�& ��� $%"(,'( ($�!�##�
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� !��)������%� %!��)� "%## &%"(�$ =����> ���!� ����$%��# ��# !���$�� %!���� +- %!!��,
�$%���� %�& &�!���$%���� !���$�� "%##�# �# #���� �� ;�'$� �����

dx %�& dy &�#!$�+� ��� $��%��)� &�#(�%!�"���# +������ ��� "%## m %�& ��� !���$�� "%##�#�

��� "����� �� X−&�$�!���� �# ��)�$��& +- =��?�> ���$�%# fe,X =��� ��&�!%��& �� ;�,
'$� ����> �# ��� #%"� �/!��%���� ��$!� %# &�#!$�+�& �� #'+#�!���� ��@���

(m+mc) ẍ+ cxẋ+ kxx = −0.5mcd̈x + fe,X =��?�>

8#��� &�$�!� ����%$ )���!��- ���&+%!<

d̈x = gxẋ =��?@>
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m

x

kx

cx

yky cy

dx

dy

mc

2


����� ����� ��� ������ �� ������ �!"�##$%�� ��%& "�'(�'%��'$# $"%�(�  $!! �$ )�� *+,-

%&� ��.���'%�$# �/�$%��' �� 0��1�2 "$' 3� ��$��$'��� �'

(m+mc) ẍ+ (cx + 0.5mcgx) ẋ+ kxx = fe,X 0��1,2

4�%& &�#) �� %&� �$�' gx5 %&� �$ )�'� �.�"% "$' 3� ��(��'��6 %&� #$���� %&� �$�'5 %&�
&��&�� %&� �$ )�'� �.�"%�

����"% #�'�$� (�#�"�%7 ����3$"8 �! $' �$!7 $'� �.�"%�(� %�"&'�/�� %� "�'%��# %&� ���

�!"�##$%�� ��%& %&� �	9� *��-� :!�'� %&� ����"% #�'�$� (�#�"�%7 ����3$"8 �� 0��1�25 �%  $7
�""�� %&$% %&� "�'%��#  $!!�! ����% $�$7 ��� %&��� "�'%�� )�!�%��'! 0(��7 #$��� !%��8� ���#�
3� ��/�����2� ����(��5 %&�! ��� '�% �""��� 
� �% �""��!5 $' $���%��'$# )�!�%��' "�'%��# �!
��/����� �'!���'� %&$% %&� "�'%��#  $!!�!  �(� 3$"8 $'� ���%& $3��% %&��� "�'%�� )�!�%��'!�
�&� )���� �� %&� $"%�$%�� ��"%$%�'� %&�  �%��' 3�%���' %&�  $!! $'� %&� "�'%��#  $!!�!
�! ��(�' �' 0���;2

Px = 0.5mc

(
ẍ+ d̈x

)
ḋx 0���;2

�&� )���� �� 0���;2 �! <#%���� $! %&� )����! �� 0��1=25 ��(�'� %&� <#%���� )����5 Px,f � �&�
"�'!� �� �'���7 �! $! ��(�' 37

Ex =

∫ t=T

t=0

Px,f�t 0����2

0��1�2 %� 0���;2 "$' 3� ����(�� ��� %&� Y−����"%��' $'$#����!#7� ����(��5 $! %&� ��.���'>
%�$# �/�$%��'! $�� ��"��)#�� $'� �/�$# �' 3�%& ����"%��'!5 %&� �($#�$%��' �� �'� ����"%��'
!�?"�!� 	! �' 0��1+25 %&� ��/����� )���� �� �'� $"%�$%�� Prms,c = � !(Px,f ) $'� %&�
(�3�$%��' cstd,c = !%�(x) $�� /�$'%�<�� �!�'� %&� rms>($#�� $'� %&� $'� %&� !%$'�$�� ��>
(�$%��'� �&� $���%��'$# �'��@ c �����! %� %&� �	9�� �&� "�'%��##�� �$�' gx �$! !�% !�"&
%&$% $))��@� $%�#7 %&� !$ � ����"%��' R $! �' !�3!�"%��' ����� �! $"&��(��5 !�� %$3#� ��+�

�$3#� ��+� �� �#$%��' ��!�#%! �� "�'(�'%��'$# $"%�(�  $!! �$ )��

gx [1/s] cstd,c [m] R Prms,c [W] E+
x [J]

25 0.0178 0.53 0.180 175.9

�&� !� �#$%��'! !&�� %&$% %&� )���� �� $'� $'� )�!�%�(� �'���7 "�'!� )%��' �! #����
��%& %&� $�$)%�� ���� �&�! �! 3�"$�!� %&� �	9� �! ��/����� %� "�'%�'���!#7 $""�#��$%�
$'� ��"�#��$%� %&� "�'%��#  $!!�!5 �&���$! ��� %&� $�$)%�� ���5 #$��� )���� �� $'�! $��
�'#7 ��/����� ����'� %&� �$ )>�) $'� �$ )>���' )��"�!!�!�
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������ ���� �����  �� !���� "�#$%"� &�� $ ��%�'� $( �$ �� �&  �� $"$! �" �
� P1,f $%"
 �� ���� Px,f �% $ (����%  �#� �% ��)$'� �� � *���� ����+ �%',  �� (�$�$( ���� �(� �&
 �� !���� "�#$%"� $�� "��(����"� ��� $ "���( -�$% � $ �)� (�#!$����%+ ��(� $ ����  �#�
�% ��)$' �� %� ��!����% $ �)�. ����)��+ � �� "�%� $� /�&��� ���%� Prms $%" Prms,c+ ���
 $/'� ��� $%" ���� �%  ��  �#� �% ��)$' �& *���� ����+  �� $"$! �" �
� ��  ��%�" �% $%" �0
 ��  �#��� � t = 1440.0 s+  �� $"$! �" �
� �� �$#!�" �! $%" �!��$ �� �%  �� (�% �%����
�� $ ��% #�"� �!  � t = 1445.0 s $ ���(� � �� �$#!�" "��% $� ($% /� ���% &��#  �� !�$1�
�%  �� !���� "�#$%"� ���# t = 1446 s �% �' t = 1454 s+ $ ��(�%" "$#!�%� ��-��%(� ��
����%� ���%  �� $"$! �" �
� �!��$ �� �%  �� (�% �%���� �� $ ��% #�"�+ !���� �� �%',
��-����" &�� $'��%�%�  �� (�% ��' &��(� $'�%�  �� �
�� $%" &�� �%����%�  �� $% �2!�$��%�
/� ���%  �� (�% ��' &��(� $%"  �� )�'�(� , $'�%�  �� #$3�� $4��� 5� �  �� !���� P1,f ��
� �'' %���,+ ���(� �� "��  �  �� #$%%��  �� !���� "�#$%" �� ($'(�'$ �"+ ��� 6��789 $%"  ��
&�''���%�  �� !$�$��$!��� ���� %���� �%(��$���  �� !���� "�#$%" Prms �%  �� $"$! �"
�
�� �% (�% �$�  �  �� !���� "�#$%" �%  �� $"$! �" �
�+  �� ���� �� ��-����"  �
(�% �%����', $((�'��$ � $%" "�(�'��$ �  �� (�% ��' #$����+ �%(��$��%� � � !���� "�#$%"
Px,f � ��� '$����  �� )�/�$ ��% $#!'� �"�+  �� '$����  �� !���� "�#$%" �&  �� ����
/�(�#��+ ��� ���� t = 1448 s �% �' t = 1454 s�

1,440 1,442 1,444 1,446 1,448 1,450 1,452 1,454
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P1 6$"$! �" �
�9 Px 6����9

������ ����< ����� "�#$%" �& $"$! �" �
� $%" ���� :�=;

��� ��"�( ��% R �� %�� )$���"� �� $(���)�  ��� �� �  �� $"$! �" �
�+ �%',  �� �$"��� r
�� )$���".  �� '$����  �� �$"��� r+  �� ���$ ��  �� �$"�$' &��(��� ��%��-��% ',+  �� (�% ��'
&��(� $#!'� �"� �%(��$��� $%"  ����&���  �� "$#!�%� �0�( � >$�,�%�  �� �$"��� (�����!�%"�
 � $ (�$%�� �% ��?�� �� $(���)� "�0���% ��"�( ��%� �� �  �� ����+ �%',  �� �$�% gx ��
)$���"� ���� $'�� (�����!�%"�  � $ (�$%�� �% ��?� $�  �� ��-����" � ��1� �%(��$��� �� �
gx� ������ ���7 �����  �� !���� "�#$%"�+ Prms $%" Prms,c+ �& /� � "$#!�%� "�)�(�� &��
"�0���% ��"�( ��%� R� ��� ���#���+  �� #�$% )$'��� �&  �� !���� "�#$%" $�� ����%�

��� #�$% !���� "�#$%"�+ Pmean $%" Pmean,c+ %�$�', (��%(�"� $�  �� �%������ /� � "�)�(��
"����!$ � &��#  �� ��
� ��(�''$ �� $�� �-�$' ���%  �� �$#� ��"�( ��%� $�� ��-����"� �����
#�$% !����� $�� $((��% �" &�� �%  �� rms )$'��� Prms $%" Prms,c� ��� rms )$'�� 6Prms9
�&  �� !���� "�#$%" �&  �� $"$! �" �
� &�� ��� �%('�"��  �� !����� ��-����" &��<  ��
�$#!2�! $%" �$#!2"��% !��(�����+ $'��%�%�  �� (�% ��' &��(� $'�%�  �� #$3�� $4�� $%"
�%����%�  �� $% �2!�$��%�� ���  �� ����+ rms )$'�� Prms,c �&  �� !���� "�#$%" &�� ���
�%('�"��  �� !����� ��-����" &�� $((�'��$ �%� $%" "�(�'��$ �%�  �� (�% ��' #$�����
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Pmean = mean(P1,f ) !���"#$� ���%

Pmean,c = mean(Px,f ) !�	&�%


'()*$ ���+, -./$* �$����� 0.* �'1$*$�# *$�)2#'.�� R �34 


� #5$ 0.66./'�(� Prms ��� Prms,c �*$ �'�2)��$�� �5$ *��')� r '� 7�*'$� 0*.� 0.01m #.
0.29m ��� #5$ (�'� gx 0*.� 1.0 1/s #. 40 1/s� 
.* *$�)2#'.�� ���66$* #5�� 0.50� #5$ "./$*
�$���� '� 6./$* /'#5 #5$ ���"#$� ��� !Prms%� #. 8$ �.*$ "*$2'�$� #5$ "./$* �$���� '�
30% #. 45% ���66$*� �'#5 #5$ ���"#$� ���� 7'8*�#'.� *$�)2#'.�� 6�*($* #5�� 0.55 /$*$
�.# �25'$7$� /'#5 #5$ �$�2*'8$� 2.�#*.6 �6(.*'#5�� �5'� �$��� #5�# 25..�'�( � *��')�
6�*($* #5�� � 2$*#�'� *��')� 6'�'# r∗ /.)6� 6$�� #. � 6�*($* 2.�#*.6 0.*2$ ��"6'#)�$� 8)# �.#
#. � 6�*($* *$�)2#'.�� 
0 r '� 6�*($* #5�� r∗� #5$ 7'8*�#'.� ��"6'#)�$� �*$ 5$6� �.�# .0 #5$
#'�$ 8$6./ #5$ )""$* 7'8*�#'.�9��"6'#)�$ #5*$�5.6�� �./$7$*� #5$ 7'8*�#'.� ��"6'#)�$�
�$2�: �#*.�($* !� �#*.�($* �$2�: �.$� �.# 6$�� #. � 0)*#5$* *$�)2#'.�% #5�� /'#5 � ���66$*
*��')� r� �� #5$ 2.�#*�*:� #5$ "./$* �$���� *$;)'*$� #. *��" #5$ �$7'2$ )" ��� �./�
'�2*$��$� /'#5 #5$ *��')� !:'$6�'�( � 6�*($* *.#�#'.��6 '�$*#'� .0 #5$ *.#.*�%� 	��'#'.��66:�
#5$ '�2*$��$� �$2�: '� #5$ 7'8*�#'.� ��"6'#)�$ *$;)'*$� #5$ �$7'2$ #. #)*� .� ��� .1 �.*$
0*$;)$�#6:� �)$ #. #5'�� 0.* r > r∗� #5$ "./$* �$���� '�2*$��$� /'#5.)# "*.�)2'�( �
0)*#5$* 7'8*�#'.� *$�)2#'.�� �5$ �	&� 2�� *$�25 6�*($ *$�)2#'.�� !R > 0.55% �# #5$
$<"$��$ .0 �� .7$*9"*.".*#'.��66: '�2*$��'�( "./$* �$����� �'�)6�#'.�� /'#5 gx > 40 ·1/s
/$*$ �.# "$*0.*�$��
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�� ��� ���������� ���  �!�"� #���!�� $���!���% �&  �&#'&&� � �'!���!%�!�� &�%� $&&'%(����&

$!� !�#��&� �!� �

������� ���	��
���


�� �$& $&&'%� ��$� ��� �$�'!$� �!�)'��#��& �� ��� ���� �&#���$��! �� *���  �!�#����& #�+

��#� �� &�� ,����-� 
�%�"��� ���& $&&'%(���� $� $&&'%��� ��$� ���&� �!�)'��#��& &������.

 �/�!� ��� %����� ($�� �� ��� ���� �&#���$��! �& $�&� ����(��#� ����"�!�  '� �� ��� �!�+
)'��#.  �/�!��#�� ��� ���� #�$���& �� ��%� ���� $ �!�� "�*!$���� $& �� &�#���� ��� �&

#��&� �!� � ��� %�$� "$�'� �� ��� �$�'!$� �!�)'��#��& #$� *� '&� ��! ��� #���!�� $���!���%

�� &�#���� ��0 ,ωn = 0.5ωx + 0.5ωy ��! $ ���� �&#���$��! ���� &%$�� ����!���  $%(���-�

�'� �� ��� #�����'�'& #�$��� �� ��� ����� ��� �$!��� $��'�$! "���#����&  �"�$�� �!�%

ωn1 ��� �$!��! ��� �!�)'��#.  �/�!��#� �&� ��� �����! ���&  �"�$����� ���� ��� �!�)'��#.

 �/�!��#� �& ��� �$!�� $� ��� (!�&���� #���!�� $���!���% ,���#� '&�& ��� !$ �$� ��!#�&- �&

'&� � ��� $ $(�� �
� %���� *� ��+�2#�����

��������
 �� ����� ���


��� ���& $� #��&�)'����. ��� �$!��� $��'�$! "���#����& �� ��� !���!& #��&�&� �� ϑ̇ $� ϕ̇t�

&�� ,��33- $� ,��30-� �� ��� ����  ��& ��� #�$��� �� ��%�� ��� �$!��� $��'�$! "���#����&
�� ��� !���!& $!� $((!�4�%$���. ωn� &�� 5�'!� ���6� ����"�!� �� ��� ���� #�$���& �� ��%�

, '� �� $� �4#��$���� �! �� $� ����(��#$� %����� ($�� *�#�%�& #�!#'�$!- $� ���  �"�#� �&

$#��"�� &�� 5�'!� ����� ��� *$� �� �� �� ��� 5���! �� &'*&�#���� ��0�7  ���!%���& ��� !$�� ��

���#� ��� ���� #�$���& �� ��%� $� #��&�)'����. ��� �$!��� $��'�$! "���#����& �� '#� 

*. ��� #�$��� �� ��� ����� 8�#$'&� �� ���&� ���  �&��� �� ��� ���+($&& 5���!  ���!%�����

���  .�$%�#& �� ��� %$9�! $4�& �& $ �!$ �+�/ *������ $ )'�#: $����%��� �� ���  �!�#���� ��

��� #���!�� ��!#� ���$! & ��� #'!!��� ���� $� ��� (!���!��#� �� �$"��� &%$�� "$!�$����&

�� ��� ��; �� ��� !���!&�

������� ��� ��� 
�����
������� ������ ��������



	"�� ���'�� ���  �"�#� �& �'�� �� $ &����� �!�)'��#.� &�� ,��33-� �� �& $�&� �/�#��"� ��
��� �&#���$��! �& $/�#�� *. $ &��#�$&��# �4#��$���� ��!#� ,&�� &�#���� ��<- $� #��&�)'����.

!�&(�� & ����  �/�!��� �!�)'��#��&� ����"�!� �� %'&� *� %������� ��$� ��� ���� �&+

#���$��! #��&� �!� �� &�#���� ��< �$& &%$�� ����!���  $%(���1 ��'&� �� %$���. !�&(�� &

���� �!�)'��#��& �� ��� "�#����. �� ���  $%(� �$�'!$� �!�)'��#.� ,
�� $�&� &�#�� �� �$&�

 �&#'&&��� (���� �� &�#���� 7���- �� ��� ���� �&#���$��! !�&(�� & ���� $ �!�)'��#.  �/�!���

�!�% ���  $%(� �!�)'��#.� ��� $���!���% &���� ��&'!�& ��$� ��� !$ �$� ��!#�& (!�9�#�� 

�� ��� ���� �((�&� ��� "���#��. $���� ��� ����� ��'& (!� '#��� ���  $%(��� �/�#��

����"�!� $  �����$� $�  �&!'(���� !���! $##���!$����& $!� !�)'�!� � ��#!�$&��� ��� (���!

$� ���!�.  �%$� & �� ��� $#�'$��!&�

����� �����	
��� �� ������� ��� �
�� ����

� �!$ �+�/ *������ *��� ��� $ $(�� �
� $� ��� ���� �& ��� �$&��. $&&�&&� $& ���

$ $(�� �
� �& �� *� �'�� ��! �$#� &.&��% $� ��$ #$&� &#��$!�� �� �"� '$��.� ����"�!�

��� #$� ��������� &�%� (!�& $� #��& �� ��� $ $(�� �
� $� ��� ���� $� %$:� &�%�

 �&���#����&�



���� ��������	
 ��


������� ����	 
	�	������ 
	����

��� �������� ��������� �� ��� ������� ��� ���� ��� ���� �� ���  �!�� ��!�� ��"���

�� ��� �#�$����� $� �� � #������ ��%������ ���$#����� ���� �� �$� �� ��� "����� �� !��#�

��� #����� ���#� �� ���������� &' $���� ��� #������$�� ���#�� (����� ���#��)* ��� �����

�� �#��' #�� %� �� � #������� !�� � ��� #����� �#���� �� #�����$�$� ' %���� ����$#��* ���

+�$�� ���,� 	� ' �"�  �##� �������� "$�� %� ���$#�� %' ��� �#�$����� �� ��� #�����$�$�

�������� "���� ���� �� �� #������� �� ��� ���� !��#� "$�� #�����$�$� ' �##� ����� ���
��#� ����� ��� #����� "����� �� ����$#� ��� ������� #����� �#����* ��� +�$�� ���
�
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��� ���� �� �-�#���� ���� �  ��%������ �"� ��$���* !������ ��� ������� ��� �� �� '

�-�#���� �� � #������ ��%������.�"� ��$�� ������� � �� �/#������ ����� ������� �� #�����
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 tl = 0 ��� tu = t� �
�

�	
�� 	��
� ��� ��	������� ��!� ����
��� 	
�	 ��	
 ��	��� ������
 	
� ��
� 
�	���� 	
�

����	�� ������ Erot(t) �� ��	
 ��	��� �� ����� ��

Erot(t) =
1

2
mc

[
(ẋ(t)− rϕ̇(t) sinϕ(t))2 + (rϕ̇(t) cosϕ(t))2

]
���� 

��� 	
� �����	��� ������ Ev(t) �� 	
� 
��� 
��� m ��� ��� 	
�� ������ �������� ������ ��

Ev(t) =
1

2
mẋ(t)2 +

1

2
kx(t)2 ���% 

�
� ������ 	��
�� Ekin,0 ��� Erot,0� ��� 	
� ������	��� ������ 	��
� �	 	
� 	�
������	

t = 0� Ef (t) ������ 	� 	
� !��� ���� �� 	
� �&��	�	��� ����� �� 	
� '()* �������	�� �����

��+

Ef (t) =

∫ t

0

fe(t)ẋ(t)�t ���, 

�
� ������ ������� ��������� 
��� !�� ��	 ���� �� ������	��� ������ !
��
 ��������� 	
�

����	�� ������ �� 	
� 
��� 
��� m ��� 	
� ���	��� 
��� mc ��
������ �
�� ��� �� ���� ��

��� 	
� ������ �������� ���� �� �
��	�� �� 	
� ��	��� ���� �	 	
� ���������� 	�
������	�� ��	
�� 
�	��� �� �	 	
� ���	������ ������� ����	���� ϕ(t) = nπ !
��� n �� �� ��	���� ��
����

-�	� �	 	
� ���	������ ������� ����	��� ϕ(t) = nπ� 	
� 	��
� rϕ̇(t) sinϕ(t) �� ���� � �������

��	� .����/���	��� 	
� ������ 	��
 0.5mcẋ(t) ��� �� ����� 	� ���% � !
��
 !�� ����

�� ������	��� ������ � �
� ��
������ 	��
 �� ���� � 0.5mc (rϕ̇(t) cosϕ(t))
2� ��
������ 	�

0.5mcr
2ϕ̇(t)2 !�	
 ϕ(t) = nπ� !
��
 �� 	
� ��	�	����� ������ �	���� �� ��	
 ��	��� �� ���00 

!�	
 	
� ��	�	����� ����	�� �� � ������ ��	�� �� J = 0.5mcr
2 �����	 
��� �

�
� ������ 	��
� ��	������� �� �
��	�� � ���� �� 	
� ������� �� 	
� ��	
��� 
��� ������

����	�� �� ���	������ ��� 	
� ������	��� �� 	
� ��
���� 	��1��	������ 2�!����� 	
� ������

������� �� 	
�� �
��	�� !�� ���� ��� 	
� ������	��� �� 	
� ��
������ ��
���	���� �� �
���

	�� %�

�#�
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��� ��� ������ ������� � ��� �!� "����� �  ���"�# $%�&�' �(�)������ !)�� ��� �"�*��"

%��+ ��� ������ ������� )( �),�� ��

E1(t) + E2(t) + Erot,1,0 + Erot,2,0 +Ekin,0 + Ef,X(t) + Ef,Y (t) = $��-'

Ed,x(t) + Ed,x(t) +Erot,1(t) + Erot,2(t) + Ev(t) $��.'

!��(� ������ ���#( ��� "��),�" )� ���  ����!)��� %�� !��/( "��� �� ��� ���0����( E1(t)
��" E2(t) ��� �),�� �� $1�.1' !)�� P1(t)+ P2(t)+ M1(t) ��" M2(t) � $1�.�' �� $1�.2'� %��

!��/( "��� �� ��� �3�)���)��  ����( ���4

Ef,X(t) =

∫ t

0

fe,X(t)ẋ(t)"t Ef,Y (t) =

∫ t

0

fe,Y (t)ẏ(t)"t $��5'

Ed,X(t) = 2ξxωn(m+mc)

∫ t

0

ẋ(t)2"t Ed,Y (t) = 2ξyωn(m+mc)

∫ t

0

ẏ(t)2"t $���'

%�� /)���)� �����)�( � ��� �����( $�((0#)�� ��� ������� #�((�( �( *�)�� #�((�(' )(4

Erot,1(t) =
1

4
mc

√
[ẋ(t)− rϕ̇1(t) cosϕ1(t)]

4 + [ẏ(t)− rϕ̇1(t) sinϕ1(t)]
4 $��6'

Erot,2(t) =
1

4
mc

√
[ẋ(t) + rϕ̇2(t) cosϕ2(t)]

4 + [ẏ(t)− rϕ̇2(t) sinϕ2(t)]
4 $���7'

�((0#)�� ���� ��� k = kx = ky+ ��� ,)������� ������ Ev � ��� #�)� #�((  �� ��� %�&�

�(�)������ )(4

Ev =
1

2
m
(
ẋ(t)2 + ẏ(t)2

)
+

1

2
k
(
x(t)2 + y(t)2

)
$����'

%�� �����)�( Erot,1,0+ Erot,2,0 ��" Ekin,0 � $��.' �� �� �� ��� ��(*���),� ������ ���#(

� $��6' �� $����' �� ��� �)#�8*�)�� t = 0�
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����� ���	 ��
� ��

��
 �� 
����������� 
������
���� ��
���
�

we [(rad)/s] η d0 [m] A0,m [m] D Dm ΔD

5.00 0.93 0.10 0.036 7.51 7.24 0.035
5.05 0.94 0.10 0.043 8.64 8.35 0.033
5.10 0.95 0.10 0.052 10.18 9.88 0.030
5.15 0.96 0.10 0.065 12.43 12.26 0.013
5.20 0.97 0.10 0.083 15.98 15.29 0.043
5.25 0.98 0.04 0.049 22.42 22.31 0.005
5.30 0.99 0.04 0.081 37.61 36.10 0.040
5.35 1.00 0.02 0.101 104.14 88.02 0.155
5.40 1.01 0.02 0.092 78.29 78.70 −0.005
5.45 1.01 0.04 0.073 32.63 30.53 0.064
5.50 1.02 0.04 0.045 20.24 18.68 0.077
5.55 1.03 0.07 0.059 14.61 13.65 0.066
5.60 1.04 0.07 0.047 11.40 10.70 0.061
5.65 1.05 0.09 0.050 9.33 8.70 0.067
5.70 1.06 0.09 0.043 7.88 7.40 0.061
5.75 1.07 0.10 0.042 6.82 6.35 0.068
5.80 1.08 0.10 0.038 6.00 5.68 0.053

���



��� ������	
 �� 
������ ������ ��� �	������
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D
c

�
�
�

D
c,
m

Dc (K1 = 0)

Dc (K1 = 1.0)

Dc,m (K1 = 1.0)


����� ���� � �!� ""�� �#��$�% �$&"�'%�!� � Dc ��� Dc,m &" !!�� �����(! )��*���%# ��!� 

η ) � ξ = 0.00305 ) � K1 = 1.0



���

����� 	
�� ��
� ��
���
 �� ���������� 
������
���� ��
���
� ��� K1 = 0.7

������ ��� ����
 we [(rad)/s] d0 [m] Dc A0,c [m] A0,c,m [m] Dc,m ΔDc

���� 4.45 0.0832 2.77 0.0092 0.00897 2.72 0.021
���� 4.50 0.0814 2.90 0.0096 0.00865 2.62 0.096
���� 4.55 0.0796 3.03 0.0100 0.00943 2.85 0.058
���� 4.60 0.0779 3.18 0.0105 0.0099 3.00 0.059
���� 4.65 0.0762 3.36 0.0111 0.0103 3.12 0.071
���� 4.70 0.0746 3.55 0.0117 0.0109 3.30 0.072
���� 4.75 0.0730 3.78 0.0125 0.0115 3.48 0.079
���� 4.80 0.0715 4.05 0.0134 0.0123 3.72 0.080
���� 4.85 0.0701 4.36 0.0144 0.0132 4.00 0.084
���� 4.90 0.0686 4.74 0.0156 0.0144 4.36 0.080
���� 4.95 0.0673 5.20 0.0172 0.0156 4.72 0.092
���� 5.00 0.0659 5.78 0.0191 0.0172 5.21 0.099
���� 5.05 0.0646 6.52 0.0215 0.0194 5.87 0.100
���� 5.10 0.0634 7.53 0.0249 0.0226 6.84 0.091
���� 5.15 0.0621 8.94 0.0295 0.0264 7.99 0.106
���� 5.20 0.0609 11.10 0.0367 0.0329 9.96 0.103
���� 5.25 0.0598 14.78 0.0488 0.0448 13.56 0.082
���� 5.30 0.0587 22.31 0.0737 0.0668 20.22 0.093
��� 5.35 0.0283 41.99 0.0681 0.0646 39.81 0.052
��� 5.40 0.0278 34.76 0.0564 0.0509 31.37 0.098
���� 5.45 0.0555 18.35 0.0606 0.0581 17.59 0.041
���� 5.50 0.0545 11.99 0.0396 0.0397 12.02 −0.002
���� 5.55 0.0535 8.75 0.0289 0.0295 8.93 −0.021
���� 5.60 0.0525 6.79 0.0224 0.0233 7.05 −0.039
���� 5.65 0.0516 5.48 0.0181 0.019 5.75 −0.050
���� 5.70 0.0507 4.54 0.0150 0.016 4.84 −0.067
���� 5.75 0.0498 3.83 0.0127 0.0137 4.15 −0.083
���� 5.80 0.0490 3.27 0.0108 0.0123 3.72 −0.137
���� 5.85 0.0482 2.82 0.0093 0.0107 3.24 −0.147
���� 5.90 0.0473 2.45 0.0081 0.00932 2.82 −0.151
���� 5.95 0.0465 2.14 0.0071 0.00825 2.50 −0.169
���� 6.00 0.0458 1.86 0.0062 0.00725 2.19 −0.179



��� ������	
 �� 
������ ������ ��� �	������

����� ���� ���� �������  ! " #�� ���$ ����$%&����� ���' #�� ! � K1 = 1.1

�"�()� �#(�� we [(rad)/s] d0 [m] Dc A0,c [m] A0,c,m [m] Dc,m ΔDc

� �* 4.45 0.0530 2.05 0.0043 0.0039 1.83 0.107
� �* 4.50 0.0518 2.09 0.0044 0.0038 1.82 0.129
� �* 4.55 0.0507 2.12 0.0045 0.0038 1.83 0.139
� �* 4.60 0.0496 2.16 0.0045 0.0038 1.80 0.164
� �* 4.65 0.0485 2.19 0.0046 0.0038 1.81 0.172
� �* 4.70 0.0475 2.22 0.0047 0.0038 1.81 0.186
� �* 4.75 0.0465 2.24 0.0047 0.0037 1.77 0.211
� �* 4.80 0.0455 2.26 0.0047 0.0035 1.64 0.272
� �* 4.85 0.0446 2.25 0.0047 0.0033 1.56 0.307
� �* 4.90 0.0437 2.22 0.0047 0.0029 1.39 0.375
� �* 4.95 0.0428 2.14 0.0045 0.0025 1.19 0.446
� �* 5.00 0.0419 1.97 0.0042 0.0020 0.97 0.508

����� ��+� ���� �������  ! " #�� ���$ ����$%&����� ���' #�� ! � K1 = 1.0

�"�()� �#(�� we [(rad)/s] d0 [m] Dc A0,c [m] A0,c,m [m] Dc,m ΔDc

� �* 4.45 0.0582 2.28 0.0053 0.0048 2.06 0.099
� �* 4.50 0.0570 2.35 0.0054 0.0050 2.15 0.085
� �* 4.55 0.0557 2.42 0.0056 0.0050 2.18 0.100
� �* 4.60 0.0545 2.50 0.0058 0.0050 2.18 0.129
� �* 4.65 0.0533 2.58 0.0060 0.0051 2.19 0.152
� �* 4.70 0.0522 2.67 0.0062 0.0052 2.25 0.159
� �* 4.75 0.0511 2.77 0.0064 0.0054 2.31 0.166
� �* 4.80 0.0501 2.88 0.0067 0.0055 2.36 0.181
� �* 4.85 0.0490 3.01 0.0070 0.0056 2.40 0.202
� �* 4.90 0.0480 3.15 0.0073 0.0056 2.43 0.226
� �* 4.95 0.0471 3.30 0.0076 0.0058 2.50 0.243
� �* 5.00 0.0461 3.48 0.0080 0.0059 2.53 0.271
� �* 5.05 0.0452 3.67 0.0085 0.0059 2.54 0.307
� �* 5.10 0.0443 3.89 0.0090 0.0059 2.54 0.346
� �* 5.15 0.0435 4.12 0.0095 0.0057 2.44 0.406
� �* 5.20 0.0427 4.31 0.0100 0.0052 2.23 0.484
� �* 5.25 0.0418 4.32 0.0100 0.0032 1.36 0.685
� �* 5.30 0.0411 3.58 0.0083 0.0020 0.85 0.764
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��*� +� ��,�� # -� ��&� .�# �� 
����� ��� 
� �.���� �� &� %/��&0��&�/%�����!!�� &���%����
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��
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