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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit triagt zur Weiterentwicklung numerischer Vorhersageverfahren fiir

akustische Hochfrequenzprobleme bei.

Bei der hierzu untersuchten Klasse der Energiemethoden werden anstatt der stark oszillie-
renden Feldgrofsen Druck und Partikelgeschwindigkeit zur Charakterisierung des Schall-
felds zeitlich und ortlich gemittelte energetische Feldgrofen betrachtet. Zur Formulierung
einer entsprechenden numerisch l6sbaren Differentialgleichung sind weitreichende Annah-
men erforderlich, so dass die Genauigkeit der Losung gegeniiber klassischen, wellenauf-
l6senden Verfahren im Allgemeinen reduziert ist. Diesem Nachteil stehen eine sehr hohe
Berechnungsgeschwindigkeit und grofe Robustheit gegeniiber. In einem ersten Entwick-
lungsschritt werden verschiedene Formulierungen der Energiemethoden untersucht und

zueinander in Kontext gesetzt.

Damit mittels der zu entwickelnden Methode eine Abschidtzung der akustischen Eigen-
schaften moglichst einfach und friih im Entwicklungsprozess geleistet werden kann, soll
sie bestmoglich in den Prozess integriert werden kénnen. Um den Weg hierzu zu eb-
nen, wird sie als isogeometrische Boundary-Elemente-Methode (BEM) umgesetzt. Dabei
werden die in CAD-Systemen zur Geometrierepriasentation genutzten Non-Uniform Ra-
tional B-Splines auch als Ansatzfunktionen zur Beschreibung der Randwertverldufe der
Feldgrofsen genutzt. Ein besonderes Augenmerk liegt hierbei auf der effizienten numeri-
schen Auswertung der in der BEM auftretenden singuldren Integrale. Fiir die sogenannten

quasi-singuldren Integrale wird zudem eine neuartige Integrationsstrategie vorgeschlagen.

Ein Nachteil der Umsetzung als BEM gegeniiber einer Finite-Elemente-Methode liegt im
iblicherweise hoheren numerischen Aufwand. Um diesen Nachteil zu kompensieren, wird
das vorgeschlagene Berechnungsverfahren zudem als Fast-Multipole-Methode (FMM) um-
gesetzt. Hierzu wird die FMM fiir die Helmholtz-Gleichung so modifiziert, dass sie fiir eine

energetische Formulierung anwendbar ist.

Abschliefend wird das entwickelte Verfahren verifiziert und an reprisentativen Beispielen

demonstriert.



Abstract

This thesis contributes to the further development of numerical prediction methods for

acoustic high-frequency problems.

The class of energy methods which are for this purpose, relies on temporally and spatially
averaged energetic field quantities to characterize the sound field instead of the strongly
oscillating field quantities pressure and particle velocity. To formulate the respective nu-
merically solvable differential equation, some broad assumptions have to be made, such
that the accuracy of the solution is generally reduced compared to classical, wave-resolving
methods. This disadvantage is balanced by a very high calculation speed and great ro-
bustness. In a first development step, different formulations of the energy methods are

examined and put into context with each other.

To ensure that the method to be developed can be used to estimate the acoustic properties
as easily and early on in the development process as possible, it should be integrated into
the process in the best possible way. To pave the way for this, it will be implemented as
an isogeometric boundary element method (BEM). The non-uniform rational B-splines
used in computer aided design systems for geometry presentation are also used as ansatz
functions to describe the boundary value of the field variables. Particular attention is
paid to the efficient numerical evaluation of the singular integrals occurring in the BEM.
Furthermore, a novel integration strategy is proposed for the so-called nearly singular

integrals.

A disadvantage of the implementation as BEM compared to a finite element method is
the usually higher numerical effort. To compensate for this disadvantage, the proposed
calculation method is also implemented as a fast multipole method (FMM). For this
purpose, the FMM for the Helmholtz equation is modified, in a way that it can be used

for an energetic formulation.

Finally, the developed method is verified and demonstrated using representative examples.
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1 Einleitung

Die Vorhersage akustischer Eigenschaften spielt in verschiedenen Industriezweigen eine
zunehmend wichtige Rolle. Dies ist zum einen in strengeren regulatorischen Vorgaben
beziehungsweise dem zugrundeliegenden Umwelt- und Gesundheitsschutz (Larm am
Arbeitsplatz, Flug- und Verkehrslirm oder auch Unterwasserschallemissionen bei der
Errichtung von Offshore-Windkraftanlagen), zum anderen aber auch in steigenden
Komfort- und Qualitétsanforderungen (Fahrzeug- oder Hausgerétetechnik, Unterhal-

tungselektronik oder Raum- und Bauakustik) begriindet.

Neben experimentellen und analytischen Verfahren kommen zur Untersuchung der akus-
tischen Eigenschaften numerische Verfahren zum Einsatz. Gegeniiber den analytischen
Methoden zeichnen sie sich dadurch aus, dass sie auf eine breitere Klasse an Problemen
angewendet werden konnen und nicht auf wenige Basisgeometrien oder vergleichbare
Vereinfachungen beschrankt sind. Im Vergleich zu messtechnischen Untersuchungen

konnen zudem héufig drastische Zeit- und Kostenersparnisse erzielt werden.

Viele der Anwendungsbereiche der numerischen Akustik gehen jedoch mit besonderen Her-
ausforderungen einher, so konnen je nach Problemstellung Fluid-Struktur-Interaktionen,
Nichtlinearititen, eine strémungsinduzierte Schallausbreitung oder inhomogene Fluidei-

genschaften besondere Anforderung an die Losungsverfahren stellen.

In diesem Kontext steht, im Rahmen der vorliegenden Arbeit, die Untersuchung, Erwei-

terung und Effizienzsteigerung eines spezifischen numerischen Berechnungsverfahrens im
Fokus.

1.1 Motivation

Fiir viele Fragestellungen in der numerischen Akustik werden, aufgrund ihrer Variabilitit,

der hohen Effizienz und des hohen Informationsgehalts der Modelle, Diskretisierungsver-
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fahren, wie die Finite-Elemente-Methode (FEM) und die Boundary-Elemente-Methode
(BEM), eingesetzt. Thnen ist jedoch gemein, dass ihr Einsatz, aufgrund des mit der
Frequenz {iberproportional ansteigenden numerischen Aufwands, im Allgemeinen auf
den unteren bis mittleren Frequenzbereich beschrinkt ist. Die Verfahren werden dabei
dadurch limitiert, dass zur korrekten Darstellung der Rand- beziehungsweise Feldgroften
eine gewisse Anzahl an Elementen pro Wellenldnge erforderlich ist. Mit ansteigender
Frequenz nimmt die Wellenldnge ab, so dass insbesondere fiir dreidimensionale Berech-

nungsgebiete die erforderliche Zahl der Freiheitsgrade eines Modells sehr stark ansteigt.

Ein Ansatz zur Umgehung dieses Problems stellen Energiemethoden wie die Energie-BEM
(EBEM) und die Energie-FEM (EFEM) dar, bei denen nicht die oszillierenden Feld-
grofsen akustischer Druck beziehungsweise Partikelgeschwindigkeit betrachtet werden,
sondern die rdumlich und zeitlich gemittelte akustische Energiedichte beziehungsweise

die Intensitdt als Feldgrofen gewahlt werden.

Um eine bessere Integration der genannten Verfahren in den Produktentwicklungsprozess
zu ermoglichen, soll nachfolgend eine isogeometrische Formulierung entwickelt werden,
bei der zur Approximation der Rand- beziehungsweise Feldgrofen die gleichen Ansatz-
funktionen wie zur Beschreibung der Geometrie genutzt werden. Der derzeit aufwendige
Schritt der Vernetzung kann hierdurch potenziell deutlich beschleunigt werden oder
sogar komplett entfallen. Zudem ergeben sich aus numerischer Sicht interessante Eigen-
schaften, wie der Entfall des Geometriefehlers und die Méglichkeit zur Nutzung neuer

Verfeinerungsstrategien.

Die EBEM bietet sich fiir eine solche isogeometrische Formulierung besonders an, da
nur die Oberflichen eines Gebiets diskretisiert werden miissen und nicht das Volumen
selbst. Da Computer-Aided-Design-Modelle (CAD-Modelle) iiblicherweise ebenfalls
oberflachenbasiert definiert werden, entfillt in diesem Fall die aufwendige Ableitung von
Volumenmodellen. Um die gegeniiber einer EFEM-Formulierung tendenziell geringere
numerische Effizienz zu kompensieren, soll zudem die Moglichkeit der Beschleunigung
mittels der Fast-Multipole-Methode (FMM) untersucht werden.

In der vorliegenden Arbeit wird dabei ausschlieflich Fluidschall im ruhenden homogenen
Medium betrachtet.
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1.2 Stand der Forschung

Die energetische Methode, die in der numerischen Akustik bis heute die weiteste Verbrei-
tung erreicht hat, ist die statistische Energie Analyse (SEA). Thre Grundlagen wurden
in den frithen 1960er Jahren von Lyon, Maidanik und Smith [68], [69, O8] begriindet. Sie
findet heute in der Automobilindustrie, im Flugzeug- und Schiffbau, in der Bauakustik
und vielen weiteren technischen Bereichen Anwendung. Eine grundlegende Ubersicht der
Methode wird in Unterabschnitt 2.3.2 gegeben. Sie eignet sich besonders fiir mittlere
bis hohe Frequenzen, erlaubt jedoch keine Einsicht in die rdumliche Verteilung der

akustischen Energie innerhalb eines Subsystems.

Im Bemiihen, diesen wesentlichen Nachteil der SEA, nadmlich die mangelnde Information
iiber die rdumliche Verteilung der Energiedichte, zu iiberwinden, wurde in den 80er
und 90er Jahren die EFEM entwickelt. Erste Veroffentlichungen, in denen eine Ener-
gieflussgleichung als Differentialgleichung zur Beschreibung der Energieausbreitung in
strukturdynamischen Komponenten formuliert wurden, sind bereits in den 70er und 80er
Jahren in der ehemaligen Sowjetunion entstanden |7, [I7]. Der Ansatz wurde spéter durch
Nefske, Sung, Wohlever und Bernard [77, 111] aufgegriffen und zunéchst unter dem
Begrift Power Flow Analysis weiterentwickelt. Mit der Implementierung fiir ungekoppelte
und gekoppelte Balken in einer Finite-Elemente-Umgebung begriindeten Nefske und
Sung dabei die EFEM [77]. In den Folgejahren wurden die EFEM fiir weitere strukturelle

und nicht-strukturelle Grundelemente erweitert |11, 14] 20].

Wie Langley aufzeigt, sind fiir die Herleitung der EFEM-Grundgleichung fiir mehrdi-
mensionale Systeme jedoch widerspriichliche Annahmen erforderlich [62], so dass das
Abklingen der Energiedichte einer Punktquelle nicht korrekt wiedergegeben werden
kann. Trotz weitreichender Annahmen zeigt sich in praktischen Anwendungen aber, dass
die EFEM in der Lage ist, valide Abschidtzungen des (vibro-) akustischen Verhaltens
technischer Systeme zu ermdglichen [511 58, [74].

Integrale Verfahren, die formal groke Ahnlichkeit mit einer indirekten BEM aufweisen,
wurden von Le Bot und Bitsie vorgeschlagen [I1], 65]. Le Bot geht in seiner Herleitung ei-
ner Integralgleichung fiir Energiegrofsen explizit auf das von Langley aufgezeigte Problem
der fehlerhaften Wiedergabe von Punktquellen in der EFEM bei mehrdimensionalen
Systemen ein und weist darauf hin, dass das von ihm beschriebene Verfahren in der
Lage ist, das Abklingen korrekt abzubilden [64]. Sestieri und Carcaterra untersuchen

die Giiltigkeitsbereiche der jeweiligen Formulierungen und kommen zum Schluss, dass
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diese sich stark dhneln [94]. Eine alternative Herleitung der integralen Formulierung
unter Vernachlissigung von Fluidddmpfung wird als indirekte EBEM in [106] vorgestellt.
Raveendra formulierte zudem eine direkte EBEM zur Losung der urspriinglichen Ener-

gieflussgleichung [86].

Energiemethoden sind grundsétzlich sowohl zur Betrachtung strukturdynamischer als
auch akustischer Fragestellungen geeignet. Im Rahmen dieser Arbeit soll die Ausbrei-
tung akustischer Wellen beziehungsweise Schallenergie in Fluiden im Fokus stehen, da
fiir diese Art von Problemstellungen die untersuchte BEM besonders vorteilhaft ist. Da
die Methoden ihre Urspriinge teilweise im strukturdynamischen Kontext haben, wird auf

diese entsprechend eingegangen, wo es zweckdienlich erscheint.

1.3 Zielsetzung und Aufbau der Arbeit

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll die EBEM als energetische Hochfrequenzme-
thode untersucht und weiterentwickelt werden. Die Methode wird dabei vorrangig als
Werkzeug zur groben Abschitzung akustischer Eigenschaften im frithen Entwurfsprozess
aufgefasst. Es wird daher eine bessere Integration der Methode in den Produktentwick-
lungsprozess angestrebt. Hierzu soll eine isogeometrische Analyse umgesetzt werden,
die die Berechnung direkt auf Grundlage der zur Geometriebeschreibung genutzten
Basisfunktionen ohne die iibliche Vernetzung mit beispielsweise Lagrange-Elementen
erlaubt. Zur Steigerung der Effizienz des vorgeschlagenen Verfahrens wird dariiber
hinaus die Moglichkeit der Umsetzung einer Fast-Multipole-Methode untersucht und
in einer Basisvariante implementiert. Die Giiltigkeitskriterien der Energiemethoden
selbst beziehungsweise eine umfangreiche Validierung der EBEM stehen dabei nicht im

Vordergrund der Untersuchungen.

Es wird zundchst im Kapitel 2 der mathematisch-physikalische Hintergrund der
Energiemethoden beleuchtet und diese werden in den Kontext zu klassischen Diskre-
tisierungsverfahren der numerischen Akustik gesetzt. Dabei werden die verschiedenen

Varianten der Energieflussgleichung vorgestellt und ihre Implikationen dargelegt.

In Kapitel 3 werden die Unterschiede zwischen den Energieflussgleichungen im Detail
untersucht und eine Variante zur Formulierung einer EBEM ausgewdhlt. Es wird die
Herleitung einer Randintegralgleichung beschrieben und die Definition von Randbedin-

gungen unter Beriicksichtigung ihrer physikalischen Bedeutung vorgenommen. Weiterhin
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wird auf die Modellierung elementarer Quellen im Berechnungsgebiet eingegangen.

Die Diskretisierung zur numerischen Losung der aufgestellten Randintegralgleichung
wird in Kapitel 4 beschrieben. Dabei wird insbesondere auf die Verwendung von
Non-Uniform-Rational-B-Splines (NURBS) als Ansatzfunktionen zur isogeometrischen
Analyse eingegangen. Es wird somit erstmals eine isogeometrische EBEM formuliert.
Dabei werden die Eigenschaften der NURBS und der Entfall des Geometriefehlers bei
ihrer Verwendung besonders beleuchtet. Zudem werden méogliche Verfeinerungsstrategien

erlautert.

Die Verwendung von NURBS-Ansatzfunktionen in der EBEM erfordert besondere
Sorgfalt bei der numerischen Integration. Die hier eingesetzten Verfahren werden in
Kapitel 5 beschrieben. Es wird zudem eine neue Integrationsstrategie fiir quasi-singulére

Integrale innerhalb eines Patches vorgestellt.

Das Kapitel 6 thematisiert die Beschleunigung des entwickelten Verfahrens mittels der
Fast-Multipole-Methode. Die gegeniiber einer klassischen Helmholtz-BEM abgewandelte
Kernelfunktion der EBEM erfordert dabei eine besondere Beriicksichtigung. Die hierzu
umgesetzten Modifikationen werden beschrieben und die erforderliche Entwicklungsldnge
der Multipole-Entwicklung untersucht und letztliche eine neue Funktion zur Abschitzung

der Entwicklungsldnge semi-empirisch bestimmt.

In Kapitel 7 wird das entwickelte Berechnungsverfahren anhand reprisentativer Beispiele
demonstriert. Dabei erfolgt ein Vergleich mit alternativen Berechnungsverfahren und

Messdaten. Abschliefsend werden die Ergebnisse diskutiert.

Die Arbeit schliekt im Kapitel 8 mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf
weitere potenzielle Forschungsgegenstande, die im Kontext der Entwicklung von Interesse

sind.






2 Akustische Felder und
energetische Betrachtung im

Hochfrequenzbereich

In diesem Kapitel wird die Ausbreitung akustischer Wellen und die mathematische Be-
stimmung resultierender Wellenfelder als Losung eines Randwertproblems erldutert. Es
werden die besonderen Herausforderungen bei der Analyse im hohen Frequenzbereich
dargelegt und verbreitete Berechnungsverfahren beschrieben. Das Kapitel schliefst mit
der Einfiihrung energetischer Zustandsgréften und hierauf basierender Energie-Methoden

sowie deren mathematischen Grundlagen.

2.1 Mathematische Modellierung von Fluidschall im

ruhenden, quellfreien Medium

Schallwellen breiten sich innerhalb eines Fluids im dreidimensionalen Raum in alle
Raumrichtungen als reine Longitudinalwellen aus. Sie kénnen somit als Skalarfeld einer
einzelnen Zustandsgrofe dargestellt werden — iiblicherweise wird hierzu der Schalldruck

gewahlt.

Die gesuchte Schalldruckverteilung kann durch die Losung der Wellengleichung gefun-

den werden. Sie ist eine partielle Differentialgleichung zur Beschreibung der Ausbreitung

von Wellen in einem Medium und findet Anwendung in verschiedensten physikalischen
Disziplinen. In der linearen Akustik ist ihre homogene Form durch

1 9%p (x,t)

V% (xt) — =——2 =0 2.1

Pt = 55 (2.1)

mit der vom Ortsvektor x und der Zeit ¢ abhéngigen akustischen Druckschwankung p

sowie der Schallgeschwindigkeit ¢ des Ausbreitungsmediums gegeben. Eine detaillierte
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Herleitung sowie ein kurzer Uberblick iiber die historische Entwicklung der Gleichung

finden sich beispielsweise in [&1].

In vielen ingenieurtechnischen Anwendungen lisst sich der numerische Aufwand zur Lo-
sung von Gleichung 2.1 durch einen Ubergang vom Zeit- in den Frequenzbereich erheblich

reduzieren. Hierzu werden die Fouriertransformation

p(xw) = /_OO p(x,t) e “tdt (2.2)

o0

beziehungsweise die zugehorige Riicktransformation

1 [~ -
p(x,t) = — “tq 2.3
poct) = 5 [ pxe)eas (2.3
herangezogen, wobei w = 27 f die Kreisfrequenz zur Frequenz f und i die imaginire

Einheit bezeichnen. Durch Anwendung auf die Wellengleichung 2.1 ergibt sich, wie in
[110] ausgefiihrt, schlieflich die Helmholtzgleichung mit der Wellenzahl k = w/c zu

V2p (x) + k*p(x) = 0. (2.4)

Die nun komplexwertigen Amplituden des Schalldrucks p sind bei einer betrachteten
Frequenz nur noch vom Ortsvektor x abhiingig, womit die Anzahl der unabhingigen

Variablen um 1 reduziert ist.

Um die Gleichung 2.4 fiir technische Anwendungen nutzbar zu machen und sie auf einem
Gebiet ) zu 16sen, ist weiterhin die Definition von Randwerten auf dem Gebietsrand I’

erforderlich. Es existieren die folgenden Randbedingungstypen:

p(x) =pr(x) xelp Dirichlet-Randbedingung, (2.5)
0

q(x)= %EIX) = qr (x) x €'y Neumann-Randbedingung,  (2.6)

ar (X)p(x)+Pr(xX)q(x) =R (x) x€TR Robin-Randbedingung. (2.7)

Hierbei stellen pr, gr und agr, fr, 7r die vorzuschreibenden Funktionen dar. In
Gleichung 2.6 wurde zudem mit dem Fluss ¢ eine verkiirzte Schreibweise fiir die
Normalenableitung des Schalldrucks eingefiihrt. Mit einer disjunkten Zerlegung des

Gebietsrands I' = I'p U 'y U T'g ist das Randwertproblem nun vollsténdig definiert.
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Die Definition der Randbedingung 2.6 und 2.7 erfolgt in der Akustik haufig auch in
Abhéngigkeit der intuitiv besser verstindlichen und physikalisch leichter interpretierbaren
Schallschnelle v,. Der Zusammenhang zwischen der Normalenableitung des Schalldrucks
und der Schallschnelle ist dabei unter Annahme eines harmonischen Verlaufs mit der

linearisierten Eulergleichung durch

dp

n —iwpuy, (2.8)

beziehungsweise allgemeiner fiir den Gradienten des Schalldrucks und die vektorielle Par-

tikelgeschwindigkeit v als
Vp = —iwpv, (2.9)

gegeben, wobei p die Dichte des Fluids bezeichnet. Fiir die Neumann-Randbedingung 2.6
folgt somit

Ip (x)
on

= —iwpuyr (X) x € I'n. (2.10)

Die Robin-Randbedingung 2.7 wird typischerweise als Impedanz-Randbedingung mit der

Wandimpedanz Z formuliert, die mit
Z =p/vg (2.11)

definiert ist. Zur Formulierung der Randbedingung werden a, (3, v nun so gewahlt, dass

p(x) _ Zr(x)
q(x) iwp

x € I'g (2.12)

gilt.

Bei der Betrachtung von Aufsenraumproblemen muss zudem die Sommerfeldsche Aus-

strahlungsbedingung [99]

lim 7 (ikp(r) + ap_(r)> =0 (2.13)

r—00 or

erfiillt werden, wobei r den Abstand eines Beobachtungspunktes in beliebiger Richtung

vom Ursprung der Schallquelle bezeichnet.
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2.2 Klassische numerische Verfahren zur Losung des

Randwertproblems

Das im vorigen Abschnitt beschriebene Randwertproblem ldsst sich im Allgemeinen
nicht analytisch losen. Es kommen daher numerische Verfahren, wie die Finite-
Differenzen-Methode, Finite-Volumen-Methode, Finite-Elemente-Methode oder die

Boundary-Elemente-Methode, zum Einsatz.

In der numerischen Akustik sind die beiden letztgenannten zusammen mit der sta-
tistischen Energieanalyse die meistgenutzten. Da eine ausfiihrliche Einfiihrung in die
verschiedenen Verfahren nicht im Fokus dieser Arbeit steht, sollen entsprechend die FEM,
BEM und SEA sowie ihre wichtigsten Eigenschaften an dieser Stelle nur kurz gefasst
beschrieben werden, wobei die wesentlichen Konzepte der BEM in Kapitel 3 detailliert

vorgestellt werden.

Den Ausgangspunkt beider Verfahren bildet eine Reformulierung des Randwertproblems,
welche sich durch die Multiplikation der Gleichung 2.4 mit einer beliebigen Wichtungs-

funktion W und Integration iiber das Berechnungsgebiet €2 zu
/ (V2 + Ep)WdQ2 =0 (2.14)
Q

ergibt.

2.2.1 Finite-Elemente-Methode

Zur Formulierung einer FEM (vergleiche [76]) werden ebenso die natiirlichen Randbedin-
gungen in der Form von Gleichung 2.10 und 2.12 durch Multiplikation mit der Wichtungs-

funktion und Integration der Randresiduen beriicksichtigt, so dass
2 2 I | . Ip | iwp
(V?p+ E*p)WdQ — — +iwpvar (W AIN — 4+ —"p|Wdl'=0 (2.15)
on on ZF
Q I'n R

gefordert wird. Durch Anwendung der ersten Greenschen Identitdt und die Wahl der

Wichtungsfunktionen identisch zu den Ansatzfunktionen fiir den unbekannten Druck folgt
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die schwache Form des Randwertproblems zu [76]

/ (K*pW — VpYW) dQ — / (iwponr) W dl' — / (“Z”—pp)Wdr = 0. (2.16)
Q 'y I'r '
Die schwache Formulierung 2.16 relaxiert gegeniiber der starken Form mit den Glei-
chungen 2.4-2.7 die Anforderung an Losungskandidaten fiir den gesuchten Druck p
deutlich, da nur noch erste Ableitungen gefordert und die Randbedingungen bereits in

der Formulierung inkludiert sind.

Das Berechnungsgebiet wird nun in Elemente zerlegt und elementweise Ansatzfunktionen

N¢ fiir den Druck definiert, so dass mit den diskreten Stiitzstellen p§ die Approximation

p(x) =Y Nfp; = N°p° (2.17)
gilt. Wie zuvor bereits erwdhnt, werden bei dem hier beschriebenen Galerkin-Verfahren
die Wichtungsfunktionen gleich der Ansatzfunktionen gewéhlt, somit ldsst sich nach der

Diskretisierung elementweise die metrizielle Gleichung

(H® + iwA® — w?*Q°) p© = —iwf® (2.18)
mit
H° = | VN°TVNC©dQ, (2.19)
Qe
AC = / ZﬁN‘;TN;i dr, (2.20)
'k r
1
Q= | SN'N°dQ, (2.21)
Qe C
fo = / puarNE T dT (2.22)
I

aufstellen. Dabei bezeichnet N. die Ansatzfunktionsmatrix fiir die jeweilige Oberflache.
Beim isoparametrischen Konzept werden die Ansatzfunktionen ebenfalls zur Geo-
metriebeschreibung genutzt und die Integrale numerisch beispielsweise mittels der
Gauk-Quadratur im Parameterraum gelost. Die so berechneten Elementmatrizen 2.19-
2.22 werden schliefslich zu einem globalen Gleichungssystem assembliert, dessen Struktur
durch die Forderung eines C-stetigen Druckverlaufs iiber die Elementgrenzen und eine

entsprechende Definition gemeinsamer Knoten gegeben ist.
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Die resultierende globale Systemmatrix ist infolgedessen nur diinn besetzt und weist eine
Bandstruktur auf. Obwohl das gesamte Berechnungsgebiet und nicht nur dessen Rand
diskretisiert werden muss und die Dimension der Systemmatrix somit wesentlich grofer
als in der BEM ist, ist das Verfahren doch hiufig numerisch giinstiger als die BEM [44].
Nachteilhaft ist jedoch, dass der Vernetzungsaufwand durch die Volumendiskretisierung
hoher ist und bei der Betrachtung von Aufsenraumproblemen die Sommerfeldbedingung
2.13 nicht inhérent erfiillt wird.

2.2.2 Boundary-Elemente-Methode

Den Ausgangspunkt der BEM bildet ebenfalls Gleichung 2.14. Wird dort die zweite Green-
sche Identitdt angewandt und als Wichtungsfunktion die Fundamentallésung G (x,xg)
genutzt, ergibt sich die Randintegralgleichung (vergleiche Kapitel 3)

i)+ [ PE1E0) ) ar = [ 6t ar (2.23)

r r

Hierbei bezeichnet c(x¢) einen Randfaktor, welcher unter der Annahme glatter Rénder

die folgenden Werte annimmt:

1 xg€Q,
c(x0) =93 x0€T, (2.24)
0 sonst.

Die Fundamentallésung der Helmholtzgleichung 2.4 fiir dreidimensionale Berechnungsge-

biete sowie ihre Normalenableitung sind durch

efikr
G (x,%9) = - (2.25)
IG (x,X) e . n ,
—_— = — — (1 + ik 2.26
on drr? (1 +ikr) (2.26)
mit
r =X — Xp und r=|r|

gegeben [34].

Zur Berechnung der in der Randintegralgleichung 2.23 auftretenden Integralterme und

Losung der Gleichung nach den Funktionsverldufen der unbekannten Grofen ist im Allge-
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meinen wiederum eine Diskretisierung erforderlich. Sowohl die Geometrie selbst als auch
der Verlauf der Randwerte werden hierzu mit den N Ansatzfunktionen ¢; (x) approxi-

miert, so dass sich, mit den NV diskreten Stiitzstellen p; beziehungsweise ¢;, die Ndherungen

p(x) = _6;(x)p und q(x) = Z¢j (x) g; (2.27)

ergeben. Die Wahl dieser Ansatzfunktion wird im Kapitel 4 gesondert behandelt.

Mittels der in Unterabschnitt 4.1.3 beschrieben Kollokationsmethode kann auf Basis der so
diskretisierten Randintegralgleichung ein lineares Gleichungssystem der Dimension N x N
aufgestellt werden. Nach Einsetzen der bekannten Randwerte, sortieren aller unbekannten
Grofken auf die linke Seite und Ausmultiplizieren der rechten Seite ergibt sich schlieflich

ein Gleichungssystem der Form
Ax =b, (2.28)

welches mittels geeigneter Loser (siehe Abschnitt 4.3) nach den unbekannten Randwerten

im Vektor x gelost wird.

Eine Auswertung an beliebigen Punkten xy im Berechnungsgebiet kann, soweit erforder-
lich, in einem nachgelagerten Postprocessing-Schritt mittels der numerischen Auswertung
von Gleichung 2.23 mit ¢(xp) = 1 und den nun bekannten Funktionen p(x) und ¢ (x)

erfolgen.

Da in der BEM nur eine Diskretisierung des Randes erforderlich ist und die Dimension
des physikalischen Problems somit um eins reduziert ist, ist die Vernetzung der Geo-
metrie gegeniiber der FEM stark vereinfacht und die Systemmatrizen sind wesentlich
kleiner. Die Matrizen sind jedoch im Allgemeinen vollbesetzt und weisen keine Sym-
metrien auf, wodurch der Speicher- und Losungsaufwand verhéltnismébig hoch sind.
Die Aufwandsreduktion in der BEM ist ein aktives Forschungsgebiet und es existieren
verschiedene Ansétze zur Beschleunigung der Methode wie die H-Matrizen [26] und die
Fast-Multipole-Methode [52]. Letztere findet in dieser Arbeit ebenfalls Anwendung und

ist in Kapitel 6 ndher beschrieben.

Die Sommerfeldbedingung 2.13 wird durch die BEM implizit erfiillt, so dass die Modellie-

rung unendlicher Gebiete, wie sie fiir Aufenraumproblemen erforderlich ist, zunéchst ohne
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weitere Modifikation mdéglich ist. Um eine Stabilitdt fiir den gesamten Frequenzbereich zu

garantieren, sind jedoch weitere Maknahmen erforderlich [52].

2.3 Hochfrequenzmethoden

Die in Abschnitt 2.2 beschriebenen Verfahren liefern fiir diskrete Frequenzen die voll
aufgelosten Wellenfelder und erreichen bei entsprechender Modellqualitit eine sehr hohe
Genauigkeit. Problematisch ist jedoch, dass zur raumlichen Auflésung der Wellen mit
steigender Frequenz zunehmend mehr Elemente zur Diskretisierung erforderlich sind —
eine hiufig genutzt Faustformel lautet, dass 6-10 Elemente pro Wellenlinge verwendet
werden sollten [48, [70]. Die Zahl der Freiheitsgrade und damit der numerische Aufwand
steigen aufgrund der Modelldimension also quadratisch zur Frequenz fiir die BEM und
kubisch fiir die FEM.

Beide Methoden sind daher grundsétzlich auf den unteren bis mittleren Frequenzbereich
limitiert. Erschwerend kommt hinzu, dass fiir die FEM aufgrund des sogenannten
Pollution Effects [48] die Zahl der erforderlichen Freiheitsgerade noch weiter getrieben
wird. Fir die BEM hingegen sind bei Aufsenraumproblemen wegen des Auftretens
irreguldrer Frequenzen spezielle Formulierungen, wie die Burton-Miller-Formulierung,
erforderlich, was den numerischen Aufwand ebenfalls steigert. Ein weiteres Problem, das
mit steigender Frequenz hiufig zu beobachten ist, ist die steigende Sensibilitidt gegen-
iiber Unscharfen. Schon geringe Geometrie- oder Parametervariationen konnen aufgrund

von Interferenzerscheinung lokal sehr grofse Schwankungen der Schalldruckpegel bedingen.

Aus den vorgenannten Griinden wurden fiir hohe Frequenzen die - mittlerweile in der
Akustik weitgehend etablierten - Methoden der statistischen Energie Analyse (SEA) und

des Ray Tracings entwickelt. Im Folgenden sollen diese kurz vorgestellt werden.

2.3.1 Ray Tracing

Das Ray Tracing, beziechungsweise dessen Derivate, wie Beam Tracing oder Cone Tracing,
sind in der Raumakustik [73] aber auch beispielsweise in der Unterwasserakustik [49]
verbreitete Methoden.

Es wird angenommen, dass der Schall sich nicht wellen-, sondern strahlenférmig

ausbreitet. Ein Strahl kann dabei als Segment einer Kugelwelle mit infinitesimalem
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Offnungswinkel betrachtet werden. Die Eingangsleistung einer Schallquelle wird auf
eine Vielzahl von Strahlen aufgeteilt und die Schallausbreitung durch Nachverfolgen der
Strahlengdnge im Raum modelliert. Trifft ein Strahl auf eine begrenzende Oberfliche,
wird er, gegebenenfalls unter Beriicksichtigung von Absorption, dort reflektiert. Die
Verfolgung eines einzelnen Strahls wird nach Erreichen eines Abbruchkriteriums beendet.
Die Energiedichte an einem Empfangsort wird schliefslich durch die Superposition aller

berechneten Strahlen in einem finiten Kontrollvolumen berechnet.

Eine detaillierte Ubersicht zu Anwendungen und Modifikationen des Verfahrens findet

sich beispielsweise in [108§].

2.3.2 Statistische Energie Analyse

Die SEA eignet sich zur Untersuchung komplexer Systeme im mittleren und hohen
Frequenzbereich. Ein typischer Anwendungsbereich ist beispielsweise der Flugzeugbau
[13, 18]. Das System wird dabei in Subsysteme unterteilt, fiir die jeweils die zeitlich
und rdumlich gemittelte Energie errechnet wird. Jedes Subsystem verfiigt somit iiber
einen einzigen Freiheitsgrad. Da eine schwache Kopplung der einzelnen Subsysteme
vorausgesetzt wird, konnen diese nicht beliebig granular weiter unterteilt werden. Ein
homogenes Fluidvolumen, wie es im Fokus dieser Arbeit steht, bildet in seiner Gesamtheit
ein einziges Subsystem, die SEA liefert also keine Informationen iiber die rdumliche

Verteilung der Energiedichte oder dquivalenter Feldgréfen innerhalb des Volumens.

Nach der Unterteilung eines Systems beziehungsweise einer Struktur in Subsysteme wer-
den diese iiber den Leistungsfluss zwischen den Subsystemen gekoppelt. Es ergibt sich

schliefslich ein Gleichungssystem der Form [13]
P = wLW. (2.29)

Hierbei bezeichnet P den Vektor der bekannten Eingangsleistungen, W den Vektor
der unbekannten, mit der modalen Dichte normierten Subsystemenergien und L die
Verlustfaktormatrix, in die die Parameter Dampfungsverluste, Kopplungsverluste und
modale Dichten eingehen. Die Bestimmung dieser Parameter ist dabei eine besondere

Herausforderung mit Blick auf den praktischen Einsatz der SEA.

Fiir eine weitergehende Einfiihrung in die Methode sei beispielsweise auf |31, 68, [79)

verwiesen.
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2.4 Energie-Methoden

Bei den neueren, hier im Fokus stehenden Energiemethoden handelt es sich um Ver-
fahren, die auf &hnlichen Annahmen wie die SEA beruhen, im Gegensatz dazu aber
Informationen iiber die rdumliche Verteilung der Energie innerhalb des Fluids oder einer

Strukturkomponente liefern.

In diesem Zusammenhang wurden die EFEM und EBEM formuliert. Statt der os-
zillatorischen Grofen Schalldruck p und Partikelgeschwindigkeit v, die als primére
Zustandsgroken in FEM und BEM genutzt werden, basieren diese Methoden auf den
temporal und lokal gemittelten Gréfen Schallenergiedichte und Intensitét. Thre glatteren
Verldufe erlauben eine weitgehend frequenzunabhingige und wesentlich grobere Dis-

kretisierung, so dass sich typischerweise kleine, schnell 16sbare Gleichungssysteme ergeben.

Allgemein ergibt sich die iiber eine Periodendauer zeitlich gemittelte Energiedichte als

Summe der potentiellen und kinetischen Energiedichten zu [14]

(w) = (%pp* + pVHV) : (2.30)

4
Dabei kennzeichnet (...)* die Konjugierte einer komplexen Variable, (...)" = (.. .)*T die
Adjungierte einer Matrix (hier Vektor) und der Operator (...) die zeitliche Mittelung tiber

eine Periode. Die aktive Komponente der Intensitéit ist zudem durch

(a) = 5 Re (pv) (2.31)

gegeben.

In den ersten Veroffentlichungen, die im Sinne dieser Arbeit den Energiemethoden
zugerechnet werden koénnen, stand der Energiefluss in einfachen strukturmechanischen
Subsystemen wie Stédben, Balken und Platten im Vordergrund [7, [I7, [77, T11]. In [T4]
wurde schlieflich eine Formulierung fiir dreidimensionale Fluidkavitdten hergeleitet. Im
Folgenden wird zunichst diese beschrieben. Ausgehend hiervon werden dann weitere in

Vorarbeiten verschiedener Autoren vorgeschlagene Formulierungen eingefiihrt.
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2.4.1 Die Energieflussgleichung

Es wird zunéchst die Leistungsbilanz fiir ein beliebiges Kontrollvolumen 2, das wie in
Bild 2.1 dargestellt durch den Rand I' begrenzt ist, zu

@dQ:/ﬂindQ—/WdiSdQ—/qndF (2.32)
o Ot Q Q r

aufgestellt. Dabei bezeichnet 7, die von auflen zugefiihrte Leistungsdichte, mg;s die im
Volumen dissipierte Leistungsdichte und ¢, = q - n den Leistungsfluss beziehungsweise

die Intensitdt in die dufere Normalenrichtung auf dem Rand I' des Kontrollvolumens.

Mittels des Gauftschen Integralsatzes kann das Oberflachenintegral im letzten Term in ein

Volumenintegral iiberfiihrt und Gleichung 2.32 zu

0

Va0 = / Tin — Tais — V - qdQ (2.33)
o Ot Q
umgeschrieben werden. Da die Gleichung fiir beliebige Gebiete (Q giiltig ist, muss auch die

differentielle Formulierung

ow _
ot

erfiillt sein. Wird weiterhin ein stationdrer Zustand angenommen, gilt %—‘f = 0 und es folgt

Tin — Tdis — V * 4 (2.34)

V'q+77diS:7Tin. (235)

Bild 2.1: Das Kontrollvolumen 2 zur Aufstellung der Leistungsbilanz.
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Die Bilanzgleichung 2.35 bildet den Ausgangspunkt vieler energiebasierter Verfahren.
Es sei angemerkt, dass bis zu diesem Punkt noch keine wesentlichen Annahmen oder
Einschréankungen hinsichtlich der Giiltigkeit getroffen wurden. Mit der General Energetic
Method (GEM) haben Lase, Ichchou und Jezequel [63] demonstriert, dass auf dieser Basis
strukturdynamische Probleme in energetischer Form exakt und in Ubereinstimmung mit
klassischen verschiebungsbasierten Verfahren gelost werden kénnen. In der praktischen
Anwendung spielt diese Formulierung jedoch keine Rolle, da der numerische Aufwand

gegeniiber verschiebungsbasierten Verfahren teils drastisch erh6ht wird.

Zur Formulierung der Energieflussgleichung, wird die dissipierte Leistungsdichte mg;s pro-

portional zur Energiedichte w zu
(Tais) = nw (w) (2.36)

angenommen. Hierbei bezeichnet 1 den Verlustfaktor. Dieses Dampfungsmodell entspricht
dem in der SEA verwendeten [68, 24]. Die zeitliche Mittelung ist eine erste notwendige
Annahme zur Herleitung der Energieflussgleichung. Wird sie auf die Bilanzgleichung 2.34
angewendet, ergibt sich mit Gleichung 2.36

V- A{d) + nw (w) = (Tin) - (2.37)

Damit die Differentialgleichung 2.37 gelost werden kann, muss eine weitere Beziehung
zwischen den Feldgrofen (q) und (w) gefunden werden. In der Entwicklung der EFEM
wurde zunéchst fiir eindimensionale Strukturen [77, I11] in Analogie zur Warmeleitungs-

gleichung eine Beziehung der Form
(@) = ——=V (w) (2.38)

hergeleitet. Hierbei bezeichnet ¢, die Gruppengeschwindigkeit des betrachteten Wellen-
typs. Sie ist im Falle von akustischen Wellen gleichzusetzen mit der Schallgeschwindigkeit
cg = c. Die Feldgrofsen werden nun nicht nur zeitlich, sondern auch ortlich iiber eine
Wellenléinge gemittelt betrachtet, was in Gleichung 2.38 durch die Uberstreichungen (.-.)
kenntlich gemacht wird. In weiteren Arbeiten [11, 14] konnte gezeigt werden, dass fiir
zweidimensionale Strukturen sowie dreidimensionale akustische Kavitidten ebenfalls Glei-
chung 2.38 genutzt werden kann. Dabei werden, iiber die rdumliche und zeitliche Mittelung

hinaus, die folgenden Annahmen getroffen [74] :
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e Es wird geringe Dampfung (n < 1) vorausgesetzt. Im Fall von akustischer Wellen-
ausbreitung ist die Dampfung im Fluid meist vernachlissigbar und Energie wird vor-
rangig durch Absorption an Begrenzungsflichen dissipiert. Dieser Vorgang lisst sich
durch entsprechende Randbedingungen abbilden. Gehen beide Formen der Dissipa-
tion gegen null, konvergiert die Losung der Energieflussgleichung gegen die raumlich

gleichverteilte SEA-Losung.

e Nur mit dem Fernfeld assoziierte Terme beziehungsweise sich ausbreitende Wellen
werden beriicksichtigt. Die Vernachldssigung des Nahfelds wird im Allgemeinen ab
einer Entfernung von einer Wellenldnge von einer Diskontinuitdt als zuldssig be-
trachtet. Diese Annahme kommt somit der Bedingung gleich, dass die Wellenléinge
gegeniiber der untersuchten Geometrie klein beziehungsweise die Frequenz oder ge-

nauer die Helmholtz-Zahl grof sein miissen (He = kr > 1).

e Es wird, auch in hoherdimensionalen Gebieten, wie Platten oder akustischen Ka-
vitdten, zundchst ausschlieflich die Existenz ebener Wellen beliebiger Orientierung
angenommen. Diese Annahme ist in Kombination mit der nachfolgenden, welche die
Vernachldssigung von Interferenzen bedingt, im Allgemeinen nicht erfiillt (vergleiche
Abschnitt 3.1).

e Die Energiedichten einzelner Wellen kénnen summiert werden und somit gilt ein
lineares Superpositionsprinzip. Diese Annahme ist giiltig, wenn Interferenzen zwi-
schen den Wellen vernachléssigt werden. Diese recht restriktive Voraussetzung wird
durch die rdumliche Mittelung gerechtfertigt. Wie in [94] aufgezeigt wird, muss die
Mittelung unter Annahme ebener Wellen mit steigender Dampfung jedoch {iber

grokere Gebiete erfolgen.

Den beiden letztgenannten Annahmen kommt in den hier betrachteten Energiemethoden
zentrale Bedeutung zu. Sie sind zum einen nur innerhalb relativ enger Grenzen erfiillbar,
da in realen Systemen verschiedene Wellenformen und bei Uberlagerung kohirenter
Wellen auch Interferenzen zwischen diesen auftreten, zum anderen begriinden sie die
hohere Leistungsfahigkeit gegeniiber den in Abschnitt 2.2 beschriebenen Verfahren, da
erst durch die Betrachtung der interferenzfreien, raumlich gemittelten und somit glatteren

Energiedichten die grobe Diskretisierung und damit kurze Rechenzeiten moglich werden.

Durch Einsetzen von Gleichung 2.38 in Gleichung 2.37 ergibt sich die Energieflussgleichung

;—ww (@) + nw (W) = (min) (2.39)
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Wird die homogene Energieflussgleichung (also (m,) = 0) betrachtet und zu

V() — (w) =0 (2.40)

umgeformt, zeigt sich, dass diese der Helmholtzgleichung 2.4 mit rein imagindrer Wellen-

zahl k' = —i™* = —ink entspricht. Ihre Fundamentallssung lautet dementsprechend
G e 2.41
(xx0) = 2.41)

Sie ist entgegen der Fundamentallosung 2.25 reellwertig und zeigt daher statt deren

oszillatorischen ein glatten Verlauf, der eine grobere Diskretisierung ermdoglicht.

Wie zuerst in [62] aufgezeigt, liefern auf der Energieflussgleichung basierende Be-
rechnungsverfahren aufgrund der Vernachldssigung von Interferenzen teils ungenaue
Ergebnisse. Insbesondere kann fiir zwei- und dreidimensionale Berechnungsgebiete
eine Punktlast nicht korrekt abgebildet werden. Das Feld wird nahe der Punktlast
unterschitzt und in weiterer Entfernung von ihr iiberschéitzt, so dass die berechnete

Energiedichteverteilung wesentlich homogener ist als die tatsédchliche.

2.4.2 Die modifizierte Energieflussgleichung

Die modifizierte Energieflussgleichung [94] beziehungsweise die Simplified Energy Method
[74, 10] wurde zunéchst von Le Bot [64] vorgeschlagen, um den zuvor beschriebenen

Widerspruch bei der Losung der Energieflussgleichung aufzulsen.

Ausgehend von Gleichung 2.37 wird angenommen, dass

(@ = c(w) (2.42)

el

gilt. Diese Annahme ist fiir Kugelwellen einschliefllich ebener Wellen als Grenzfall einer
Kugel mit unendlichem Radius giiltig, wenn Dissipation im Fluid vernachléssigt und die

Fernfeldannahme kr > 1 getroffen wird. Durch Einsetzen in Gleichung 2.37 ergibt sich

v <c (@) ;) 4w (@) = (m) . (2.43)
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Da die Ausbreitungsrichtung der Wellenfront r im allgemeinen Fall unbekannt ist, wird zu-
néchst eine einzelne Kugelwelle betrachtet, so dass die Ausbreitung nur in radiale Richtung
erfolgt. Die Berechnung der Divergenz vereinfacht sich somit stark und nach Ubergang
in Kugelkoordinaten lésst sich Gleichung 2.43 auf eine gewohnliche Differenzialgleichung

erster Ordnung

e (2 o) @) =50 (2.44)

reduzieren. Thre Fundamentallosung lautet

e—nkr

G (x,%0) = (2.45)

Amer?’

Die Gleichung 2.44 ist nun jedoch von der radialen Koordinate » und somit der Position
der Quelle abhingig. Auf Basis dieser Gleichung kann daher keine direkte Formulierung

fiir beliebige Berechnungsgebiete erfolgen.

Werden inkohérente Quellen angenommen und fiir die Energiedichte beziehungsweise In-
tensititen das lineare Superpositionsprinzip vorausgesetzt, kann eine indirekte Formulie-
rung als Randintegralgleichung

(Gn) (%0) = c(x0) 0 (x0) + /Fcé (x,Xp) %0 (x) dr. (2.46)
mit den unbekannten Quellstirken o getroffen werden [64]. Formal kann diese weit-
gehend entsprechend einer indirekten Boundary-Elemente-Methode (IBEM, vergleiche
[19, 30, 56, O1]), gelost werden. In Gleichung 2.46 wurde gegeniiber [64] lediglich die
Notation an die hier verwendete angepasst und zur besseren Vergleichbarkeit auf die
in [64] zusétzlich vorgeschlagene Beriicksichtigung von Inhomogenititen in Form von
Punktquellen im Berechnungsgebiet sowie die Definition zusétzlicher Direktivitdtsfunk-

tionen verzichtet.

2.4.3 Der Intensity-Potential-Approach

Die beiden vorhergehenden Ansétze implizieren jeweils ein verlustbehaftetes Ausbrei-

tungsmedium. Wird stattdessen eine verlustfreie Ausbreitung angenommen, folgt aus
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Gleichung 2.35 fiir das quellfreie Ausbreitungsgebiet
V-{(q) =0. (2.47)

Die Intensitat wird als rotationsfrei vorausgesetzt und ein Intensitdtspotenzial ¢ definiert,

so dass

-V¢ = (q) (2.48)
gilt |2 103, 104]. Durch das Einsetzen von Gleichung 2.48 in Gleichung 2.47 folgt

~V2¢ = 0. (2.49)

Dies entspricht der Laplace-Gleichung beziehungsweise in inhomogener Form der Poisson-

Gleichung. Die zugehorige Fundamentallosung lautet

Go (x,x9) = —. (2.50)

A7y

Die Gleichung 2.49 kann mittels der FEM oder BEM gelost werden. Gegeniiber der Ener-
gieflussgleichung ist nachteilig, dass keine einfache physikalische Interpretation des Inten-
sitdtspotenzials moglich ist. Daher wird die Definition physikalisch bedeutsamer Randbe-

dingungen, insbesondere einer absorbierenden Randbedingung, erschwert [2, [103].
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In diesem Kapitel werden zunéchst die verschiedenen Ansétze der in Kapitel 2 vorgestell-
ten Energiemethoden gegeniibergestellt und auf dieser Basis eine EBEM formuliert, die
in den nachfolgenden Kapiteln um eine isogeometrische Formulierung und eine Beschleu-
nigung mittels der FMM erweitert wird. Zum Zweck der besseren Lesbarkeit soll fortan
eine vereinfachte Notation eingefiihrt werden, bei der die Operatoren (...) und .7. zur
Kennzeichnung der zeitlichen und rdumlichen Mittelung der Feldgréfen der Energieme-
thoden nicht mehr ausgeschrieben werden. Die Feldgréfien unterliegen aber weiterhin den

genannten Operationen, so dass im Weiteren q = (q) und w = (w) gilt.

3.1 Diskussion der Energiemethoden und Auswabhl

einer Variante

Die Energieflussgleichung sowie die darauf basierende Formulierung von EFEM
[9, 1T, 14, [77] und EBEM [86] stellen die &lteste Form der hier betrachteten Energieme-
thoden dar. Zu ihrer Giiltigkeit wurden durch Moens umfangreiche Untersuchungen |74]
durchgefiihrt, sie wurde in zahlreichen praxisnahen Anwendungen erfolgreich eingesetzt
511, 86, 112].

Als grofter Kritikpunkt bleibt der von Langley [62] aufgezeigte Widerspruch im Ausbrei-
tungsverhalten bei der Betrachtung von Punktquellen. Es sollte hierbei beachtet werden,
dass im Wesentlichen die Energiedichte hiervon betroffen ist, wihrend die Intensitét, die
sich proportional zum Gradienten der Enrgiedichte verhilt, je nach Dampfung durchaus
ein physikalisch korrektes Abklingverhalten zeigt. Der beschriebene Widerspruch tritt
bei der modifizierten Energieflussgleichung sowie dem Intensity-Potential-Approach nicht
auf. Tatséchlich wird das Problem bei diesen Ansétzen jedoch nur umgangen, da nur die

Intensitéit als relevante Feldgrofe betrachtet wird und die Energiedichte als proportional
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zu dieser angenommen oder ganz vernachldssigt wird.

Ein weiterer relevanter Punkt ist die Modellierung von Fluiddampfung. In der Akustik
wird dieser Aspekt bei tiefen und mittleren Frequenzen in vielen Anwendungen vernach-
lassigt, also = 0 angenommen. Bei hohen Frequenzen gewinnt die Dadmpfung jedoch
an Einfluss [66]. Da die Gleichung 2.38 fiir n = 0 singulir wird, muss fiir die Losung
der Energieflussgleichung immer ein Dampfungskoeffizient 1 # 0 definiert werden. Diese
Einschriankung trifft auf die modifizierte Energieflussgleichung nicht zu. Sie geht jedoch
im Grenzfall n = 0 in ein Aquivalent zum Intensity-Potential-Approach iiber. In diesem
Fall gilt

~ r-n _ 0Go(x,x0)

cG (x,X0) . on (3.1)
und Gleichung 2.46 lasst sich zu
0Gy (x,x
g (x0) = ¢ (x0) o (x0) + / %a (x) dr (3.2)
r

umformen. Dies entspricht wiederum mit einer entsprechenden Diskretisierung gerade

einer indirekten BEM zur Lésung von Gleichung 2.49 mit Intensitdtsrandbedingung.

Wenngleich Methoden auf Basis der modifizierten Energieflussgleichung in einigen Verdf-
fentlichungen ebenfalls als indirekte BEM aufgefasst werden [54, [55], sollen sie im Rahmen
dieser Arbeit fiir den allgemeinen Fall mit 1 # 0 nicht als solche betrachtet werden. Der
Grund hierfiir ist, dass die (indirekte) BEM in erster Linie eine numerische Methode
zur Losung partieller Differentialgleichungen darstellt. Bei dem in Unterabschnitt 2.4.2
beschriebenen Verfahren bleibt jedoch letztlich unklar, welche Differentialgleichung gel6st
wird und warum hierfiir kein anderes Verfahren als eine indirekte BEM anwendbar ist.
Insbesondere kann in Hinsicht auf die direkte BEM die formale Aquivalenz von direkter
und indirekter BEM gezeigt werden [15], so dass im Falle einer indirekten BEM eine

direkte Formulierung ebenso moglich sein sollte.

Anhand eines Fallbeispiels soll im Folgenden kurz dargelegt werden, inwiefern sich
das in [64] beschriebene Verfahren von einer BEM unterscheidet. Es wird hierzu der
Implementierung einer indirekten BEM analog zu [I9] zur Losung der Energiefluss-
gleichung gegeniibergestellt. Zum Aufbau des Gleichungssystems kommt jeweils die
Kollokationsmethode [34] zum Einsatz, alle weiteren numerischen Verfahren zur Diskre-

tisierung, Integration und Losung des Gleichungssystems sind ebenfalls identisch. Die
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beiden Verfahren unterscheiden sich aus numerischer Sicht nur durch die abweichenden

Kernelfunktionen.

Zum Zweck einer ersten Verifizierung der Implementierungen wird zunéchst die Freifeldab-
strahlung einer pulsierenden Kugel mit einem Durchmesser von 1m fiir beide Verfahren
betrachtet. In Bild 3.1 ist das zur Berechnung genutzte Netz bestehend aus 1424 linea-
ren, quadrilateralen Elementen dargestellt. Die Randwerte werden jeweils mit konstanten
Ansatzfunktionen approximiert. Fiir beide Verfahren wird eine Intensitdtsrandbedingung
mit g,r = —1W/m? auf der gesamten Kugeloberfliche gewihlt. Das negative Vorzei-
chen ergibt sich dabei aus der Definition der Normalen, welche aus dem Berechnungs-
gebiet hinaus zeigen. Die Schallgeschwindigkeit wird zu ¢ = 343m/s und die Frequenz
zu f = 1000 Hz angenommen. Zur Auswertung der Ergebnisse wird ein Postprocessing
entlang einer geraden Linie in radialer Richtung auf dem Abstandsintervall [0,6 m, 10 m)]
zum Kugelmittelpunkt durchgefiihrt. Aufgrund der besseren Vergleichbarkeit sowie des
erwartbar unphysikalischen Verhaltens der Energiedichte wird die Intensitit ausgewertet.

Betrachtet wird insbesondere der Schallintensitidtpegel

[e]

(3.3)

in dB mit ¢ = 110712 W/m?.

Die analytische Losung der Energieflussgleichung 2.40 ist fiir den Fall der pulsierenden
Kugel durch die mit der Amplitude A skalierte Fundamentallosung G (x,xq) gegeben. Fiir
die Intensitdt folgt somit unter Beriicksichtigung von Gleichung 2.38

c 0G c e kT
(Jana,EF (T) - T A

(1 + nkr) A. (3.4)

nk Or - nk 4rr?

Bild 3.1: Diskretisierung der Kugel mit 1424 linearen Lagrange-Elementen und Auswer-
telinie (rot, ohne Mafstab)
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Entsprechend ergibt sich fiir die modifizierte Energieflussgleichung 2.43 aufgrund der ra-
dialen Ausbreitung unter Beriicksichtigung von Gleichung 2.42

@ana,mEF (7”) = Céle = (35)
als analytische Losung. Die Amplituden A beziehungsweise A kénnen jeweils aus der

Randbedingung ¢, (rr) = gur bestimmt werden.

Die numerischen Ergebnisse sind den analytischen Losungen in Bild 3.2 gegeniibergestellt.
Beide Verfahren liefern im Falle geringer Dampfung fiir die Intensitatspegel nahezu iden-
tische und mit der ungedédmpften Helmholtzgleichung konsistente Ergebnisse. Im Falle der
starken Dampfung kann beobachtet werden, dass die modifizierte Energieflussgleichung
den Effekt stirker abbildet. Unabhéngig hiervon stimmen jedoch in allen Féllen die nu-
merischen Loésungen mit den analytischen sehr gut iiberein. Die Implementierungen der

Verfahren konnen somit als verifiziert betrachtet werden.

Es wird nun eine quasi-eindimensionale Ausbreitung untersucht. Hierzu wird das in
Bild 3.3 dargestellte Modell eines Zylinders betrachtet. Der Durchmesser des Zylinders

120 -, 120

“ X analytisch - N analytisch

< 110 “.. === numerisch < 110 ".. === numerisch

= ..'~ E * N,

’qc‘ 1007 .....-.....--..... @c‘ 1007 ...........-----

90 | | | | J 90 | | | | J
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
rin m rin m

(a) Energieflussgleichung mit n = 1-10~*  (b) modifizierte — Energieflussgleichung  mit

n=1-10"*
120 120

- e analytisch “ o analytisch

< 100 - .’~... === numerisch < 100 - Ny === numerisch

= ..... E ~...Q

’qv 80 i ........... ’qw 80 i .....'~~~~

60 | | | | " 60 | | | .T'~- |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
rin m rin m
(c) Energieflussgleichung mit 7 =5-10"2  (d) modifizierte Energieflussgleichung

mit n =5-1072

Bild 3.2: Schallintensitdtspegel L, iiber radialem Abstand vom Kugelmittelpunkt.
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Bild 3.3: Diskretisierung des Zylinders mit 4660 Elementen.

betrdgt D = 1m, seine Linge L = 2m. Es wird das Innenraumproblem, genauer die

Ausbreitung einer normal zu einer Stirnfliche in den Zylinder eintretenden ebenen Wel-
lenfront betrachtet. Die Mantelflache des Zylinders wird als schallhart (g, = 0) betrachtet,

die Wellenfront soll auf der gegeniiberliegenden Stirnseite ungehindert austreten kénnen
beziehungsweise vollstindig absorbiert werden.

Zur Bestimmung der analytischen Losung wird ein Koordinatensystem definiert, dessen

Ursprung im Mittelpunkt einer Stirnfliche liegt und dessen x-Achse mit der Achse des

Zylinders zusammenfallt. Aufgrund des eindimensionalen Charakters des Problems ver-

einfacht sich fiir die Energieflussgleichung die partielle Differentialgleichung 2.40 somit
zur gewohnlichen Differentialgleichung

0w
[hre Losung ist durch

(3.6)

Wana,EF = Ae—nkw

(3.7)
gegeben und fiir die Intensitat folgt

c aﬁwana,EF

ana = =K = cAe_"lm.
dana,EF nk  Ox
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Fiir die modifizierte Energieflussgleichung vereinfacht sich Gleichung 2.42 zu dem skalaren

Zusammenhang
q=cw (3.9)

und es folgt aus Gleichung 2.43 fiir eine quellfreies Ausbreitungsgebiet

dw

kw = 0. 1
5, +kw =0 (3.10)

Die Losung von Gleichung 3.10 ist wiederum durch
Wanamer = Ae™ " (3.11)
gegeben, womit fiir die modifizierte Energieflussgleichung
Gana,mEF = CWana,mer = A~ = gona pr (3.12)

folgt. Beide Formulierungen fiihren in diesem Fall also auf identische analytische Ldsun-

gen fiir die Intensitit.

Fiir das numerische Experiment werden nun Intensititsrandbedingungen definiert. Dazu

wird das Netz in drei Bereiche mit jeweils angepasster Randbedingung aufgeteilt:

Einlassseite (Stirnflache 1): Gur1 = —qo,
Wand (Mantelflache): Gur2 = 0, (3.13)
Auslassseite (Stirnflache 2): Gnrs = qoe’nTwL.

Auf der Einlassseite wird die Schallintensitiit zu gy = 1 W/m? gewéhlt. Es wird weiterhin
¢ = 343m/s und f = 1000 Hz angenommen. Die Randwerte werden mit Ansatzfunk-
tionen dritter Ordnung approximiert, so dass sich ein Berechnungsmodell mit 74.560

Freiheitsgraden ergibt.

Die Auswertung der Intensitiit erfolgt entlang der Symmetrieachse des Zylinders, die
numerischen und analytischen Berechnungsergebnisse sind in Bild 3.4 gegeniibergestellt.
Im Falle geringer Dampfung liefern beide Verfahren erneut nahezu identische Ergebnisse,
die zudem sehr gute Ubereinstimmung mit der analytischen Losung zeigen. Wird
die Dampfung erhoht, zeigen sich jedoch starke Abweichungen zwischen den beiden

Verfahren. Die numerischen Ergebnisse fiir die indirekte BEM zur Losung der Ener-
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gieflussgleichung stimmen weiterhin sehr gut mit der analytischen Losung iiberein. Die
Losung des Verfahrens nach Le Bot [64] auf Basis der modifizierten Energieflussgleichung
zeigt innerhalb des Berechnungsgebiets jedoch starke Abweichungen von der analytischen
Losung. Es wird somit deutlich, dass das Verfahren nicht geeignet ist, Gleichung 2.43
auf beliebigen Gebieten zu losen. Die Ursache hierfiir liegt offenbar darin, dass die
Ausbreitungsrichtung der Wellenfronten unbekannt ist und die vektorielle Gleichung
2.43 daher im Allgemeinen nicht auf die skalare Gleichung 2.44 reduziert werden kann.
Das Verfahren, sowie weitere hiervon abgeleitete, kann und soll an dieser Stelle nicht
abschliefflend bewertet werden, es soll jedoch ausdriicklich nicht als BEM klassifiziert

werden und wird daher im Weiteren nicht beriicksichtigt.

Das dritte in Abschnitt 2.4 beschriebene Verfahren, der Intensity-Potential-Approach,
vernachlissigt, entgegen der anderen Verfahren, die Ddmpfung im Ausbreitungsmedium.
Wie zuvor beschrieben kann es auch als Grenzfall der modifizierten Energieflussgleichung
mit 7 = 0 betrachtet werden. Es ist zudem erwihnenswert, dass in [I06] eine sehr dhnliche
Formulierung ausgehend von klassischen Randintegralgleichungen fiir Druck und Schnelle
gefunden wurde. Sie unterscheidet sich im Wesentlichen in zwei Punkten: Die genutzte

Kernelfunktion H o -5 ist mit einem anderen (frequenzabhingigen) Faktor skaliert und

r2

- 120 pemmmememeececscsesnanannn- . - 120 pemmemmeencecencnncnnnnann- >
&S iS
= 1151 - g 115 -
- analytisch o analytisch
= 110 | === numerisch ~ 110 H === numerisch
I I | J T T | J
0 0,5 1 1,5 2 0 0,5 1 1,5 2
rin m T in m
(a) Energieflussgleichung  mit  geringer (b) modifizierte Energieflussgleichung mit
Dampfung n =1-10~* geringer Dampfung n =1-10"4
- 120 e — ” 120 O analy@sch
o= . oS el === numerisch
g 115 - s g 115 Sel
o analytisch ., o el
~ 110 H === numerisch ~ 110 '~~..______.-"
T T | J | | | J
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rin m rin m
(c) Energieflussgleichung ~ mit  starker (d) modifizierte Energieflussgleichung mit
Dampfung n = 5- 1072 starker Dadmpfung 1 =5-1072

Bild 3.4: Schallintensitétspegel L, iiber axialem Abstand von der Einlassseite des Zylin-
ders.
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es wird eine zweite Integration iiber die Oberfliche ausgefiihrt, um Randbedingungen in
Form der akustischen Eingangsleistung anstatt der Intensitdt zu definieren. Die beiden
vorgenannten Punkte resultieren in einem numerischen Mehraufwand, wihrend der

praktische Nutzen nicht unmittelbar offensichtlich wird.

Das theoretische Fundament des Intensity-Potential-Approaches erscheint schon aufgrund
der Tatsache, dass die Grundgleichung auf drei verschiedenen Wegen hergeleitet werden
kann, robust. Problematisch bleibt jedoch, dass als physikalisch bedeutsame Feldgrofse nur
noch die Intensitit vorliegt und insbesondere die Formulierung von Absorptionsrandbe-
dingungen somit wiederum nur unter weiteren Annahmen méglich ist. Aus diesem Grund
und aufgrund der Tatsache, dass die Energieflussgleichung nach Unterabschnitt 2.4.1 in
der Literatur am besten untersucht und teils etabliert ist, wird im Weiteren eine EBEM
auf deren Basis formuliert und weiterentwickelt. Die Methodik ist dabei prinzipiell auch
auf die Laplace-Gleichung des Intensity-Potential-Approaches iibertragbar und dort, wo

es zweckméfig erscheint, werden entsprechend mogliche Modifikationen aufgezeigt.

3.2 Die energetische Randintegralgleichung

Im Folgenden wird, wie in Unterabschnitt 2.2.2 bereits verkiirzt fiir die Helmholtz-
gleichung dargestellt, die Energieflussgleichung 2.40 in eine Randintegralgleichung zur
Losung mittels der BEM iiberfiihrt.

Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt basieren im Wesentlichen auf den Lehrbiichern
von Lothar Gaul und Carlos Brebbia |16, 34]. Es sei vorab darauf hingewiesen, dass ins-
besondere bei der Wahl der Normalenrichtung sowie der Fundamentallésung eine gewisse
Freiheit besteht, so dass sich in der Literatur abweichende Konventionen finden. Wich-
tig ist jedoch, dass die gewdhlten Definitionen konsistent gehalten werden. Es wird ohne
Beschrankung der Allgemeinheit im Folgenden das in Bild 3.5 dargestellte Berechnungsge-
biet 2 mit dem Rand ' =T'p UT'y UT'g und dem nach aufsen gerichteten Normalenvektor
n betrachtet.

Ausgangspunkt zur Herleitung der Randintegralgleichung bildet die Gewichtung der Glei-
chung 2.40 mit einer Wichtungsfunktion W und Integration {iber das Berechnungsgebiet

), so dass

/ (V2w — (nk)* w) WdQ = 0. (3.14)

.

Q L(w)
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L

Bild 3.5: Der Rand I eines Innenraumproblems mit dem Berechnungsgebiet, €).

folgt. In kartesischen Koordinaten 1,729,753 des R3 kann der Laplace-Operator V? ausge-

schrieben und Gleichung 3.14 zu

/ (Vw — (nk)? w)W dQ =

Q

3.15)
O*w 0*w *w 9 (
Q Q Q Q

formuliert werden. Durch partielle Integration der ersten drei Terme ergibt sich

/ (Vw — (nk)? w) WdQ =

Q

ow / Jw oW  Jwow  Ow oW

—Wdl — Q- ? Q
8an Ox, Ox, * Oy O, * Oy Oxyg d /(nk‘) WV dil,

r Q Q

(3.16)

wobei zur Formulierung des geschlossenen Oberflichenintegrals zunéchst auf eine Pa-
rameterdarstellung des Rands I' {ibergegangen und die jeweiligen Jacobideterminanten
als Komponenten des aus dem Berechnungsgebiet (2 heraus zeigenden Normalenvektors
ausgedriickt wurden. Der daraus resultierende Term Vw-n = g—r“: kann mit Gleichung 2.38

auch als g—;" = —%qn identifiziert werden.

Durch erneute partielle Integration des zweiten Integralterms auf der rechten Seite von
Gleichung 3.16 folgt

/(v% — (nk)?w) WdQ = / g—;“w — %—va dr + / (V2W — (nk)* W) wdQ (3.17)

Q r Q L*(W)
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oder

0 0
/ Wv2w — wviwda = [ 2%~ Yoar (3.18)
on on

Q r
In dieser Form ist Gleichung 3.18 auch als zweite Greensche Identitit bekannt und wird
in der Literatur hiufig als Ausgangspunkt zur Herleitung von Randintegralgleichungen

verwendet.

Um das verbleibende Volumenintegral auf der rechten Seite von Gleichung 3.17 zu elimi-
nieren, ist die Wahl der Wichtungsfunktion W entscheidend. Wird sie entsprechend der
Fundamentallésung der zugrundeliegenden Differentialgleichung G (x,x0) gewahlt, gilt fir

den in Gleichung 3.17 neu entstandenen Differentialoperator £* = L
L (G (x,x0)) = V3G (x,x0) — (nk)* G (x,x0) = —6 (x — Xg) . (3.19)

Die hier benutzte d-Distribution geht fiir x = 2y gegen unendlich und ist sonst null, wobei

[ 6 (xz —y) dz =1 gilt. Sie besitzt zudem als wesentliches Merkmal die Filtereigenschaft

oo

/ f(x)d(x—x0) do = f (z0) . (3.20)

Die vektorielle Darstellung in Gleichung 3.19 lasst sich als Produkt eindimensionaler

§-Distributionen ¢ (x — xg) = 6 (z1 — 29) & (2 — 23) § (x3 — x3) interpretieren.

Fiir die Energieflussgleichung im dreidimensionalen Raum ist eine Fundamentallésung,
die die Bedingung 3.19 erfiillt durch

e—nkr
G (x,x9) = i mit r=|x —Xp (3.21)
und deren Normalenableitung in x durch
0G (x,X0) e rr.n
——=—(1+nk — 3.22
= (1+ k) o (322

gegeben.
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Wird nun W = G (x,x¢) gewihlt, folgt mit Gleichung 3.14, 3.17 und 3.19

ow (x 0G (x,x,

/%G (x,%0) — %w (x) dI' — /5 (x —xg) wdQ = 0. (3.23)
T Q

Die Energiedichte w (x¢) an einem Feldpunkt x, € Q ergibt sich somit aus Gleichung 3.23

mit der Filtereigenschaft 3.20 zu

w(xg) = / aigl(lx)(}’(x,xo) - %w (x) dr, xg € €. (3.24)

Zur Auswertung der Gleichung 3.24 miissen die Randwerte fiir Energiedichte und
Intensitat bekannt sein. Um die noch unbekannten Randwerte zu ermitteln, muss jedoch
eine Gleichung gefunden werden, in der nur noch Randgrofen enthalten sind. Dies kann
erreicht werden, wenn die Singularitit der J-Distribution aus dem Gebiet {2 auf den Rand
I' verschoben wird. In diesem Fall kann jedoch nicht mehr einfach iiber die Singularitét

Hhinweg” integriert und unmittelbar die Filtereigenschaft 3.20 angewendet werden.

Zur Verlegung der Singularitdt auf den Rand wird dieser wie in Bild 3.6 dargestellt ku-
gelformig um den betrachteten Punkt erweitert und der Grenzfall, dass der Kugelradius ¢
gegen null geht, betrachtet. Der Punkt befindet sich somit wieder im Berechnungsgebiet
und Gleichung 3.24 bleibt weiterhin giiltig. Zur Betrachtung des Grenziibergangs wird

das Integral iiber den Rand nun in die Bereiche [V = I"\ I'; und T'. aufgeteilt, somit wird

Bild 3.6: Kugelformige Erweiterung des Randes I um den Punkt xq nach [16].
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aus Gleichung 3.24

0 oG
w (xo) = lim tgr(l >G (x,%0) — %w (x) dI" +
F/
3.25)
, ow (x) 0G (x,x0) (
iy | =g G (xxo) e — lim [ =—=2 == (x) dT.
j re

Fiir ¢ — 0 konvergiert I — I' und der erste Integralterm ergibt das Integral iiber den
Originalrand. Fiir die Betrachtung des zweiten und dritten Terms wird das Flacheninte-
gral in Kugelkoordinaten ausgedriickt und ausgenutzt, dass die Normale stets in radialer
Richtung liegt, so dass —; = 1 beziehungsweise a% = g—r gilt. Damit ergibt sich fiir den

zweiten Term

6 —nkr

ow (x)

e—0 an

G (x;xo) dT. = lim

r?sinfdfdy =0 (3.26)

und fir den dritten Term

—nkr
lim [ 2G0%0) oy ar, —hm// - (14 nkr) w (x) 2 sin 0 do dg

e—0 8n
= —Ew (XO)//sinﬁdego.
p 6

I
Einsetzen von Gleichung 3.26 und 3.27 in Gleichung 3.25 liefert schliefslich die gesuchte
Randintegralgleichung

(3.27)

c(xO)w(xO)Jr/Mw (x) dr:/aw 5 G (xxo) I, xo €T (3.28)

on on
r r
beziehungsweise
k
¢ (x0) w(xg) + / %ﬁ’xo)w (x) dI' = —%/qn(X)G(X,XO) dl', xpel' (3.29)
r r
mit

c(x0) = 1——//sm«9d9dgo : (3.30)

Insbesondere ergibt sich fiir in x, glatte Rénder eine eindeutige Tangentialebene, so
dass die Randerweiterung einer Halbkugel entspricht. Mit den Integrationsgrenzen
0<6<7Zund 0<¢ <27 gilt dann c¢(xp) = 3. Durch die ausschliefliche Verwendung
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diskontinuierlicher Elemente im Rahmen dieser Arbeit kann der Rand immer als glatt

vorausgesetzt werden.

Das in diesem Abschnitt beschriebene Vorgehen fiir das Innenraumproblem kann durch

das Invertieren des Normalenvektors auf das Aufenraumproblem iibertragen werden.

3.3 Randbedingungen

In Gleichung 3.29 kénnen gemischte Randbedingungen in der Form

w (x) = wr (X) x €lp Dirichlet-Randbedingung  (3.31)
k

87“21(:() = —n—qnp (x) x € I'y Neumann-Randbedingung  (3.32)
c

ar (X)w (x) + Or (X)gn (x) =R (x) x€T'r  Robin-Randbedingung (3.33)

eingebracht werden. In der Literatur [I1] [74] wird fiir absorbierende Flidchen auf Basis der
Sabine’schen Raumakustik eine Robin-Randbedingung
4
wx) _ (3.34)

t (x)  ca(x)

mit dem Absorptionsgrad o formuliert. Alternativ hierzu wird im Folgenden eine Formu-

lierung auf Basis der Wandimpedanz vorgestellt. Mit Gleichung 2.30 und Gleichung 2.31

lasst sich )
w(x) 1 pp*+(pe)” vavy (.35)
0 (X)  2pc®  Re(pvy) .
schreiben. Hieraus folgt mit Gleichung 2.11
wed _ 1w+ 0 Fr 330
G (X)  2pc Re (%) '
und schlieflich ) )

@ (x)  2pc?Re(Z)

Dieses Ergebnis steht nicht im Widerspruch zu Gleichung 3.34: Unter der Annahme eines
diffusen Schallfelds ldsst sich fiir |Z] > pc
8pc

R BT (3.38)
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abschétzen [75]. Gleichzeitig folgt dann aus Gleichung 3.37 unter zusétzlicher Annahme

einer reellwertigen Impedanz

v 2P e Re(2)
@ (x)  2p2Re(Z) ' 2cRe(Z)~ 2p2

(3.39)

Dasselbe Ergebnis wird durch Einsetzen von Gleichung 3.38 in Gleichung 3.34 erzielt. Es
kann also davon ausgegangen werden, dass die Randbedingungen 3.34 und 3.37 fiir geringe
Absorptionsgrade gleichwertig sind. Sie unterscheiden sich formal aber in den zugrunde
liegenden Annahmen: Bei der Herleitung von Gleichung 3.37 wurden keine Annahmen zum
Schallfeld selbst getroffen, gleichzeitig setzt die Nutzung der Wandimpedanz zur Modellie-
rung eine lokal reagierende Oberfliche voraus. Demgegeniiber ist Gleichung 3.34 explizit
fiir diffuse Schallfelder formuliert worden. Praktisch sind aufgrund der Voraussetzungen
fiir die Giiltigkeit der Energieflussgleichung (vergleiche Abschnitt 2.4) aber beide Formu-
lierungen auf dhnliche Anwendungsbereiche limitiert und die Wahl der Randbedingung

kann sich nach der Verfiigharkeit der Parameter richten.

3.4 Beriicksichtigung von Inhomogenitaten

Bislang wurde das Berechnungsgebiet stets als quellfrei betrachtet und die homogene
Energieflussgleichung 2.40 auf diesem Gebiet gelost. Wird das in Abschnitt 3.2 beschrie-
bene Vorgehen zur Herleitung der Randintegralgleichung direkt auf die inhomogene
Energieflussgleichung angewandt, resultiert der Quellterm in einem zusédtzlichen Vo-
lumenintegral. Die Losung dieses Integrals wire im Allgemeinen aufwendig und soll
daher vermieden werden. Fiir die praktische Anwendung koénnen elementare Quellen,
wie Monopolquellen, Punktquellen héherer Ordnung oder auch ebene Wellen wie folgt
beriicksichtigt werden [30].

Die Feldgrofen werden in einen einfallenden (englisch incident) und einen zuriickgewor-

fenen (englisch scattered) Anteil aufgetrennt, so dass
w = w; + Wy (3.40)

und
q=9q; + gs (3.41)
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gilt. Das Scattered-Feld muss die Energieflussgleichung im Berechnungsgebiet erfiillen, so
dass sich mit ws = w — w; und g5, = gn — ¢ n die Gleichung 3.29 zu

e(00) s (30) s (o)) + | PCOEX0) 14y () — s ()] ar =
(3.42)

_% / G (%,%0) [gn (X) = gin (x)] AT

ergibt. Gleichzeitig muss die Gleichung 3.29 fiir das Incident-Feld aufkerhalb des Berech-
nungsgebiets, also mit inverser Normalenrichtung erfiillt sein. Aus dieser Forderung ergibt

sich

0G (x,X¢) nk

¢ (xo) wi (Xo) — / T on W (x) dI' = e G (x,%0) gi,n (x) dT". (3.43)

r T

Aus der Subtraktion der Gleichung 3.43 von Gleichung 3.42 folgt mit ¢ (x¢) = 4 schlieklich

%w (x0) + / %w (x) dI' = _77_Ck n(X)G (x,%x0) dI' + w; (xq) , (3.44)

die Energiedichte der einfallenden Wellen w; ist dabei fiir eine elementare Quelle bekannt.
Randbedingungen werden geméfs Abschnitt 3.3 in Abhéngigkeit der Gesamtenergiedichte
w und Normalenintensitit ¢, definiert, insbesondere liefert auch die triviale Randbedin-
gung ¢, = 0 auf dem gesamten Rand I' das durch eine schallharte Berandung reflektierte

Feld der Elementarquelle.






4 Diskretisierung und Aufstellen des

Gleichungssystems

Da eine analytische Berechnung der auftretenden Oberflachenintegrale oftmals nicht mog-
lich ist, muss zu deren numerischer Auswertung die Berandung des Berechnungsgebiets
diskretisiert werden. Das heiftt, dass sowohl die Geometrie der Oberfliche als auch die
Randwerte selbst an diskreten Stiitzpunkten vorgegeben und in den Bereichen dazwischen
durch geeignete Interpolationsfunktionen angendhert werden miissen. In diesem Kapitel
wird der Ubergang von der kontinuierlichen Randintegralgleichung zum diskreten Glei-
chungssystem im Abschnitt 4.1 unter Verwendung der klassischen Lagrange-Elemente und
im Abschnitt 4.2 als isogeometrisches Verfahren auf Basis von NURBS-Geometrien und
-Ansatzfunktionen beschrieben. Im Kapitel 5 wird dann auf die spezifischen Eigenschaf-
ten der Elementformulierung bei der numerischen Integration eingegangen. Zur Vertiefung
der wesentlichen in diesem Kapitel dargestellten Grundlagen sei auf die zugrundeliegende

Literatur [5], [34] verwiesen.

4.1 Klassische Diskretisierung mittels

Lagrange-Elementen

Die Zerlegung der Geometrie in stiickweise stetige, drei- oder viereckige Elemente und die
Interpolation der Randwerte mittels Polynomen niedriger Ordnungen, wie sie im Folgen-
den beschrieben wird, ist der etablierte Stand der Technik in der BEM. Die Vernetzung
der Geometrie mit numerisch effizienten Elementen ist insbesondere fiir komplexe Geome-
trien grundsétzlich nicht trivial. Aufgrund der langjédhrigen Nutzung mit verschiedenen
Diskretisierungsmethoden und umfangreicher Entwicklungsarbeit sind jedoch fortschritt-
liche kommerzielle und nicht-kommerzielle Werkzeuge zur Erstellung und Modifikation
der Netze verfiigbar. Beispielhaft hierfiir konnen die Programmpakete Gmsh, HyperMesh

oder Patran genannt werden.
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4.1.1 Geometriediskretisierung

Die einfachste Form der Geometriebeschreibung fiir die Berandung eines dreidimensio-
nalen Gebiets erfolgt durch zweidimensionale, lineare Randelemente. Hohere Ordnungen
der Interpolationspolynome sind moglich, in der Praxis spielen aber neben den linearen
allenfalls quadratische Geometrieansatzfunktionen eine Rolle, da eine exakte Darstellung
der Geometrie im Allgemeinen auch mit hoheren Ordnungen nicht moglich ist. Die

folgenden Ausfithrungen beschrinken sich daher auf lineare Elemente.

Es kommen ausschliefslich kontinuierliche drei- und viereckige Elemente zum Einsatz. Die
Co-Kontinuitit der Geometrie wird erreicht, indem benachbarte Elemente iiber geteilte
Stiitzpunkte definiert werden. Somit wird sichergestellt, dass der Rand geschlossen ist. Die
Auswertung der Geometrie fiir die in Kapitel 5 beschriebene numerische Integration erfolgt
auf Basis der in Bild 4.1 dargestellten Referenzelemente in deren natiirlichen Koordinaten
¢ und 7. Letztere sind fiir viereckige Elemente auf dem Intervall £n € [—1,1] definiert.
Die den Knoten (1) bis (4) zugeordneten Ansatzfunktionen lauten

b=10-61-n),
br=10480 ),
! (4.1)
¢3 =7 (1+8) (1 +n),
bi=70-6+).
n
ORI ® il
-1 1[¢

OlE @) ®

° ° °
0 1

(a) Viereckelement (b) Dreieckelement

Bild 4.1: Lineare Referenzelemente.
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Fiir dreieckige Elemente sind die natiirlichen Koordinaten auf dem Intervall {,n € [0,1]
mit der zusdtzlichen Forderung
§+n<1 (4.2)

definiert. Die den Knoten (1) bis (3) zugeordneten Ansatzfunktionen lauten

¢1 = 1_6_777
¢2:§7 (43)
Pz = 1.

Die Transformation von natiirlichen in globale kartesische Koordinaten ist mit den Ny

Knotenkoordinaten x; € R? eines Elements durch

x(&n) = Z o1 (§,m) % (4.4)

gegeben. Der Normalenvektor n ergibt sich als normiertes Kreuzprodukt der partiellen

Ableitungen des globalen Koordinatenvektors nach den natiirlichen Koordinaten zu

0x(&m)

0
n(¢n) = 8xé "

o¢

0x(&m)

on
. 4.5
9x(&,m) ( )
on

X

X

Die Transformation der Differentiale d§ und dn auf das infinitesimale Flichenelement dI’

ist durch die Funktionaldeterminante |J| mit

0x(&m) , 0x(&1)

‘ dé dn (4.6)

gegeben.

4.1.2 Interpolation der Randwerte

Analog zur Geometrie miissen auch die Randwerte elementweise interpoliert werden.
Hierbei sind auch iiber die Elementgrenzen hinweg unstetige Verldufe zuldssig, was die
Nutzung sogenannter diskontinuierlicher Elemente erlaubt. Die Stiitzstellen der Elemente
liegen dabei alle innerhalb der Elementgrenzen, insbesondere sind auch konstante An-
satzfunktionen mit einer einzigen Stiitzstelle fiir jedes Element mé&glich. Vorteilhaft bei
der Nutzung diskontinuierlicher Elemente ist, dass fiir alle Stiitzstellen ein glatter Rand
vorausgesetzt werden kann und sich somit geméf der Ausfithrungen in Abschnitt 3.2 stets

ein Randfaktor c¢(xq) = % ergibt. Nachteilhaft gegeniiber kontinuierlichen Elementen
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erscheint auf den ersten Blick, dass die globale Anzahl an Freiheitsgraden ab der ersten
Ordnung hoher ist, da die Elemente keine Stiitzstellen teilen. Tatsdchlich konnte in
[71] jedoch gezeigt werden, dass zumindest fiir niedrige Ordnungen diskontinuierli-
che Elemente sogar eine effizientere Berechnung erlauben, wenn die Stiitzstellen an
den Nullstellen der Legendre-Polynome platziert werden. Weitergehende Informatio-

nen zu diskontinuierlichen Elementen beliebiger Ordnung finden sich beispielsweise in [52].

Fiir Viereckelemente ergeben sich, fiir eine beliebige Ordnung p, die p* Ansatzfunktionen

allgemein als Produkt der eindimensionalen Lagrange-Polynome zu

- 5 — gk & n—mn
Hi (&) = ! 4.7
5 (&) (kzl(l;éi & — §k> <l—10,_l[7$j nj — 7]1) (4.7)

mit den beliebigen Stiitzstellen & und 7;, wobei ¢ = 0,...,p und j = 0,...,p sind. Die

kontinuierlichen geometrischen Ansatzfunktionen 4.1 ergeben sich hieraus als Spezialfall
mit p =1 und & = ny = —1 sowie & = n; = 1. Zur Formulierung der diskontinuierlichen
Elemente werden die Stiitzstellen nun, genau wie die Stiitzstellen der Gauf-Legendre-
Integration, in die Nullstellen der Legendre-Polynome gelegt. Exemplarisch sind in Bild 4.2

die Stiitzstellen der ersten drei Ordnungen dargestellt.

Fiir Dreieckelemente ist die Gleichung 4.7 nur eingeschrinkt anwendbar. Zwar ist es mog-
lich, wie in Bild 4.3 dargestellt, Dreieckelemente als degenerierte Viereckelemente mit zwei
koinzidenten geometrischen Knoten zu betrachten, doch aufgrund der starken Verzerrung
und der lokal erhéhten Dichte an Stiitzstellen ist dieses Vorgehen numerisch nicht sehr

effizient. Uber die Definition von Flichenkoordinaten [I14] ist eine giinstigere Formulie-

(a) Konstante Ansatzfunkti- (b) Bilineare Ansatzfunktio- (c) Biquadratische  Ansatz-
on (Ordnung 0) nen (Ordnung 1) funktionen (Ordnung 2)

Bild 4.2: Lage der Stiitzpunkte fiir diskontinuierliche Viereckelemente.
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rung der Ansatzfunktionen analog zu Gleichung 4.3 moglich. Die optimale Platzierung
der Stiitzstellen fiir diskontinuierliche Elemente ist in diesem Fall jedoch komplexer, fiir
eine detaillierte Beschreibung des fiir diese Arbeit iibernommenen Vorgehens sei auf [52]
verwiesen. Exemplarisch ist die Lage der resultierenden Stiitzpunkte fiir die ersten drei
Ordnungen in Bild 4.4 skizziert.

n n n
\ \ \

(a) Konstante Ansatzfunkti- (b) Bilineare Ansatzfunktio- (c) Biquadratische  Ansatz-

on (Ordnung 0) nen (Ordnung 1) funktionen (Ordnung 2)
Bild 4.3: Lage der Stiitzpunkte fiir diskontinuierliche Dreieckelemente als degenerierte
Viereckelemente
n n n
[ J [ )
[ ) [ ]
[}
[} [ ] [ ) [ ) [ ]

(a) Konstante Ansatzfunkti- (b) Bilineare Ansatzfunktio- (c) Biquadratische  Ansatz-
on (Ordnung 0) nen (Ordnung 1) funktionen (Ordnung 2)

Bild 4.4: Lage der Stiitzpunkte fiir diskontinuierliche Dreieckelemente bei Nutzung von
Flachenkoordinaten.

4.1.3 Aufbau des Gleichungssystems mittels der

Kollokationsmethode

Durch die zuvor beschriebene Diskretisierung kann der Rand I'" des Berechnungsgebiets

in Ng Elemente zerlegt werden, auf denen der Verlauf der Randwerte jeweils durch Ny
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diskrete Stiitzwerte und ebenso viele Formfunktionen vorgegeben ist. Hiermit ergibt sich

die diskretisierte Form der Randintegralgleichung 3.29 zu

¢ (x0) w (x0) + Z Z /3G = XO (5:77) dr

E=1N=1

S et o

E=1N=1

wobei die Ansatzfunktion ¢ als Lagrange-Polynom nach Gleichung 4.7 oder spéter als
die im Unterabschnitt 4.2.2 eingefiihrte NURBS-Basisfunktion nach Gleichung 4.22
ausgedriickt werden kann. Die Kollokationsmethode ermdoglicht nun den Aufbau eines
Gleichungssystems indem der Ladepunkt x; nacheinander auf die Stiitzpunkte der
Ansatzfunktionen gelegt wird und der Wert am Stiitzpunkt mit der Feldgroke des Lade-
punkts identifiziert wird [34]. Die Stiitzpunkte werden daher auch als Kollokationspunkte

bezeichnet.

Das resultierende Gleichungssystem ldsst sich in Matrizenschreibweise als
Hw = Gq, (4.9)

formulieren. Die Elemente der Matrizen H und G sind dabei durch

1 0G (x,X
r; n
beziehungsweise
¢ Jr,

mit dem Kronecker-Delta d;; zur Beriicksichtigung des Randfaktors gegeben. Im Fall

der zuvor beschriebenen Lagrange-Ansatzfunktionen gilt in Gleichung 4.10 zudem

o (XO,i) = 1.

Die Randbedingungen kénnen nun knotenweise durch Vorgabe der bekannten Randwerte
W;, Gni, beziehungsweise im Falle der Robin-Randbedingung durch Ausnutzung des be-
kannten funktionalen Zusammenhangs der beiden Werte, in Gleichung 4.9 eingebracht
werden. Die Vektoren und zugehorigen Matrixspalten werden dann so sortiert, dass ein
Vektor mit bekannten und einer mit unbekannten Groéfsen vorliegt. Nach der Multiplikation

des bekannten Vektors mit der zugehorigen Matrix liegt schlieflich ein Gleichungssystem
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der Form
Ax=Db (4.12)

vor. Die Losung des linearen Gleichungssystems nach den Unbekannten im Vektor X wird
in Abschnitt 4.3 beschrieben. Zur Berechnung der Matrixkoeffizienten aus Gleichung 4.10
und 4.11 ist zudem eine numerische Integration erforderlich, der in der BEM eine

besondere Bedeutung zukommt. Sie wird in Kapitel 5 behandelt.

4.2 Isogeometrische Analyse

Die grundlegende Idee der isogeometrischen Analyse besteht darin, den Schritt der
Vernetzung weitgehend zu umgehen und die numerische Analyse direkt auf Basis der
zur Geometriebeschreibung im CAD-System genutzten Funktionen durchzufiihren. Sie
wurde zuerst in [47] vorgestellt und beschrinkte sich zunéchst auf die Verwendung in
der FEM. Die Darstellung von Korpern erfolgt in CAD Systemen typischerweise (auch
fiir Volumenkorper) als Fliachenmodell. Zur Nutzung in der FEM ist daher zun&chst
die Erstellung eines Volumennetzes auf Basis der Fliachenmodelle erforderlich, was
sich, abhédngig von der Komplexitit der Geometrie, schwierig gestalten kann. Fiir eine
Anwendung in der BEM hingegen, die nur die Diskretisierung der Oberflichen erfordert,
konnen die CAD-Modelle im Idealfall direkt als numerisches Modell verwendet werden.

Die Methode eignet sich daher besonders gut fiir die isogeomtrische Analyse.

Grundsétzlich ist die Beschreibung in CAD-Systemen auf Basis beliebiger Funktionen
moglich, so dass durch den Begriff der isogeometrischen Analyse alleine noch keine
Aussage tiber die Art der genutzten Ansatzfunktionen getroffen wird. Eine iiberwiegende
Mehrzahl der CAD-Systeme nutzt jedoch NURBS [5], Alternativen mit zum Teil
attraktiveren Eigenschaften stellen beispielsweise Subdivision Surfaces [21], 107] oder
T-Splines [4, 93] dar. Aufgrund der bislang noch geringen Verbreitung dieser Alternativen
wird im Rahmen dieser Arbeit jedoch eine NURBS-basierte Formulierung gewéhlt. Viele

Konzepte sind zudem spéter iibertragbar.

Die Nutzung von NURBS-Ansatzfunktionen hat aus numerischer Sicht gegeniiber den
Lagrange-Polynomen eine Reihe von Vorteilen. Die offensichtlichsten sind hier die
potenziell stark vereinfachte Modellerstellung auf Basis verfiigharer CAD-Modelle und
die nahezu vollstindige Elimination von Geometriefehlern. Wie im Unterabschnitt 4.2.3

deutlich wird, lassen sich die Basisfunktionen eines NURBS zudem einfach und auf
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vielfaltige Weise anreichern, wobei die gewiinschte Kontinuitdt der Basisfunktionen
frei wahlbar ist [5, €, [47]. Es ergeben sich hiermit mehrere mogliche Verfeinerungs-
strategien. Unerwiinschtes oszillatorisches Verhalten der Basisfunktionen, wie es bei
Lagrange-Polynomen hdherer Ordnung auftreten kann, kann zudem bei Verwendung

von NURBS durch die neu eingefiihrte k-Verfeinerung weitgehend unterdriickt werden [5].

Zwei Aspekte sind bei der Nutzung von NURBS-Basisfunktionen nachteilig: Aufgrund
der Definition von Flichen als multivariate NURBS (siche Unterabschnitt 4.2.2) sind
diese inhdrent durch vier Seiten begrenzt und erlauben keine lokale Verfeinerung. In
CAD-Modellen erfolgt daher haufig eine Trimmung von NURBS-Flichen mit Kurven
oder Flachen, um beliebig berandete Flichen erzeugen zu konnen. Eine solche Trimmung
erfordert in der numerischen Analyse eine besondere Handhabung. Ihr kann mittels
verschiedener Ansitze begegnet werden [5]. Eine lokale Verfeinerung kann durch den
Wechsel der Ansatzfunktionen zu beispielsweise T-Splines [4], hierarchical B-Splines [33]
oder THB-Splines [36] erreicht werden. Getrimmte Flichen und lokale Verfeinerung in
der isogeometrischen Analyse sind aktive Forschungsthemen, auf die hier nicht im Detail
eingegangen werden soll. Im Weiteren werden ungetrimmte Flichen und weitgehend

uniforme Elementgroken angenommen.

Frithe Anwendungen des isogeometrischen Konzepts in der BEM sind in [72, [82] be-
schrieben. Eine detaillierte Ubersicht iiber die isogeometrische BEM kann weiterhin [5]
entnommen werden. Vorarbeiten zu dieser Arbeit mit dem Schwerpunkt auf akustischen
Fragestellungen finden sich in [0, [43]. Eine erste Anwendung in der EBEM wurde in [84]

demonstriert.

4.2.1 B-Splines und NURBS

Im Folgenden werden zunéchst eindimensionale NURBS-Kurven und ihre Basisfunktionen
beschrieben. Eine umfangreiche Beschreibung von NURBS, NURBS-Flichen, Datenfor-
maten und Algorithmen zur effizienten Erstellung, Auswertung und Modifikation von
NURBS-Geometrien kann [80] entnommen werden.

Die Grundlage der rationalen NURBS bilden die B-Spline Basisfunktionen. Es handelt
sich dabei um stiickweise polynomiale Funktionen. Sie werden durch einen Knotenvektor
= und eine Ordnung p definiert. Der Knotenvektor kann auf einem beliebigen Intervall

reeller Zahlen gewihlt werden und enthélt Eintrdge in nicht-absteigender Reihenfolge, die
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sich jedoch wiederholen kénnen, es gilt also

= = [60,517 e 7§IE—1] mit é—z S §i+1. (413)

Im Fall sogenannter offener Knotenvektoren, in der englischsprachigen Fachliteratur auch
als open, clamped oder nonperiodic bezeichnet, vereinbart man zusétzlich, dass der erste
und letzte Eintrag des Knotenvektors je p + 1 mal wiederholt werden. Wiederholen sich
Eintrdge des Knotenvektors, spricht man auch von der Multiplizitdt m eines Eintrags, ihre
Rolle wird spéter erlautert. Der erste und letzte Eintrag eines offenen Knotenvektors ver-
fiigt also jeweils iiber die Multiplizitdt m = p+1. Die Ordnung kann somit direkt aus dem
Vektor abgelesen und muss nicht mehr explizit definiert werden. In der isogeometrischen
Analyse ist die ausschliefsliche Verwendung offener Knotenvektoren iiblich, im Folgenden
werden daher alle Knotenvektoren ohne ausdriickliche Benennung als offen vorausgesetzt.
Aus dem Knotenvektor = konnen die B-Spline Basisfunktionen BY(£) generiert werden.

Fiir p = 0 gilt

1 enn & < & < &1,
G S (111
0 sonst

und fiir héhere Ordnungen werden die Basisfunktionen rekursiv zu

BY(€) = %Bf‘l(@ T HB (©) (4.15)

bestimmt. Fiir eine in Gleichung 4.15 méglicherweise auftretende Division durch Null wird
der betreffende Term zu Null definiert. Die Anzahl der resultierenden Basisfunktionen
ergibt sich zu I = Ig — p — 1. Die B-Splines und mit ihnen auch die spéter hieraus

abgeleiteten NURBS verfiigen iiber die folgenden charakteristischen Eigenschaften [80)]:

e Sie sind nicht-negativ, das heifst es gilt

By (€) =20, VE € [&0,érm1) - (4.16)

e Sie bilden eine Zerlegung der Eins, es gilt also

I
ZBf (&) =1, V€ € [€0,61=-1) - (4.17)
i=0
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e Jede Basisfunktion ist nur auf einem lokal begrenzten Intervall ungleich null, es gilt

By (§) #0, V€ € [&isCivpr1) (4.18)

e Auf einem Intervall [{;,£;41) sind hochstens p + 1 Basisfunktionen ungleich null, dies
sind B ,...,B}.

i’
e Innerhalb eines Intervalls des Knotenvektors existieren alle Ableitungen einer Basis-

funktion, an einem Knoten selbst ist BY (£) genau p — m mal differenzierbar. Die Mul-

tiplizitdt m eines Knotens steuert also die Kontinuitidt der Basisfunktionen.

In Bild 4.5 sind die eindimensionalen B-Spline Basisfunktionen dritter Ordnung fiir einen
willkiirlich gewdhlten Knotenvektor 2 = [0,0,0,0,1,2,2,4, 4,4, 4] dargestellt.

Entgegen der Lagrange-Polynome verhalten sich B-Splines nicht interpolatorisch. Das
heifst, fiir die einzelnen Basisfunktionen existiert im Allgemeinen keine Stiitzstelle,
an der die einzelne Basisfunktion gleich eins und alle anderen gleich null sind. Diese
Eigenschaft spielt bei der Vorgabe von Randwerten geméf Unterabschnitt 4.2.4 sowie
bei der Beriicksichtigung des Randfaktors (vergleiche Gleichung 4.10) eine Rolle. Fiir
offene Knotenvektoren resultiert am Anfang und Ende des Parameterraums jedoch
eine C'~'-Stetigkeit, das heikt, hier verlaufen die Ansatzfunktionen interpolatorisch und
die zugehorigen Steuerpunkte liegen auf der Geometrie. Es ist somit verhdltnisméfbig
einfach moglich, C°-Kontinuitit iiber mehrere benachbarte NURBS-Geometrien hinweg

sicherzustellen.

Als stiickweise Polynome sind B-Splines nicht geeignet, beliebige Geometrien abzubilden.
So lassen sich beispielsweise Kegelschnitte mit ihnen nicht exakt darstellen. Sie und ihre

hoherdimensionalen Pendants, wie Ellipsoide oder Kugeln, sind gleichermafen essenzielle

e B} e B3 o B3 e B3 e B} s B3 e B
1 T T T

N

3 4

O L g ——

0 1

W o |-

Bild 4.5: B-Splines B? mit p =3, E = [0,0,0,0,1,2,2,4,4,4,4] .
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geometrische Elemente. Zur Behebung dieses Defizits werden die NURBS formuliert. Thre

rationalen Basisfunktionen werden mit den neu eingefiihrten Gewichten w; zu

B (§) w;

R (¢) =
= S

(4.19)

definiert. Sie stellen eine Verallgemeinerung der B-Spline Basisfunktionen dar; werden
alle Gewichte zu eins gewahlt, gilt R} = BY. Die Gewichte werden im Weiteren als positiv
vorausgesetzt, die zuvor beschriebenen Eigenschaften der B-Spline Basisfunktionen

konnen unter dieser Bedingung auf die NURBS-Basisfunktionen iibertragen werden [5].

In Bild 4.6 sind exemplarisch eindimensionale NURBS-Basisfunktionen fiir den
zuvor gewéhlten Knotenvektor = =10,0,0,0,1,2,2,4,4,4,4] und die Gewichte
w = 1—10[10,10, 7,3,10,1,5] dargestellt. Mit den so definierten NURBS-Basisfunktionen
lasst sich schliefslich eine NURBS-Kurve C (§) beliebiger geometrischer Komplexitit

definieren. Sie ergibt sich mit den Steuerpunkten c; zu
C() =) R (e (4.20)

In Bild 4.7 ist eine solche Kurve mit den zuvor definierten Basisfunktionen und den im
Bild dargestellten Steuerpunkten gezeigt. Es ist zudem das in CAD-Anwendung héufig

genutzte Steuerpolygon als lineare Interpolation zwischen den Steuerpunkten dargestellt.

—RS’—R? R%—R%—Ri R%—R%
1 T T T
0 | | ——
0 1 2 3 4

§
Bild 4.6: Eindimensionale NURBS-Basisfunktionen R? mit den B-Splines aus Bild 4.5 und
w = 15[10,10,7,3,10,1,5].
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Bild 4.7: NURBS-Kurve C (§) = Z R3c; mit den Basisfunktionen aus Bild 4.6 sowie die

=0
Steuerpunkte c; mit dem interpolierenden Steuerpolygon.

4.2.2 NURBS-Flachen

Eine NURBS-Flache wird auch als Patch bezeichnet und als bivariate Funktionen der

Form

~
|
—
T
—

x(&n) = R (&) cij (4.21)

=0 j

I
=)
I
<)

ausgedriickt. Dabei bezeichnet c;; die Koordinaten der assoziierten Steuerungspunkte und
Ry} die bivariaten NURBS-Basisfunktionen, die wie folgt definiert sind:

BY (&) B (n) wy;
S S pr (&) BE (1) Wy

Lassen sich die Gewichte als w;; = w;w; ausdriicken, handelt es sich bei Gleichung 4.22

Ry (&m) = (4.22)

gleichzeitig um das Tensorprodukt der eindimensionalen Basisfunktionen R;(§) und
R; (n). Die hier gemachte Generalisierung hat jedoch in der Praxis keinen Einfluss auf
die Eigenschaften einer solchen Fliche [5]. Ein Patch ist somit auf einem viereckigen

Parameterraum definiert, der durch die Knotenvektoren = und H aufgespannt wird.

Ein einzelnes Patch kann eine komplexe Geometrie darstellen und deckt somit hiufig ge-
geniiber einem einzelnen Lagrange-Element sehr viel grofsere Bereiche eines CAD-Modells
ab. Die Auswertung der Normalen sowie der Funktionaldeterminante erfolgt analog zu
Gleichung 4.5 und 4.6, die erste partielle Ableitung der Ansatzfunktion nach der Parame-
terrichtung & ergibt sich dabei zu

(4.23)

qu (&, 77) 1 (asz (€) B! (n) wij —

dw (£m) By (§) B} () wu)
U3 w(&n) \ 0§

73 w (&n)
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mt M-1N-1
w(§m) = B? (&) B (1) W, (4.24)
m=0 n=0
und 0B? (&
; » » ) y
k- B - g B (9 4.25
03 Eivp— & 9 Epr1 — Eint i (6) ( )

Die partielle Ableitung nach 7 erfolgt analog dazu. Die Berechnung héherer Ableitung ist
in [80] beschrieben. Aufgrund der rekursiven Definition der Basisfunktionen bietet es sich
bei der Implementierung der Berechnung zudem an, die Funktion und ihre Ableitungen

gleichzeitig auszuwerten, um unndétige Mehrfachauswertungen zu vermeiden.

Die Darstellung von dreiseitig berandeten Flidchen ist durch das Kollabieren einer Kan-
te der vierseitigen Flidche moglich, indem die zugehorigen Steuerpunkte auf die selbe

Koordinate gelegt werden (vergleiche Bild 4.3). Abhéngig davon, welche Seite kollabiert
ox(&m)

worden ist, ergibt sich in diesem Fall fiir die betreffende Seite entweder | =0
oder ‘%ﬁ’”)‘ = 0, das heifst, die Funktionaldeterminante wird in diesem Punkt singu-

lar. Durch die Verwendung der diskontinuierlichen Formulierung und die entsprechende,
in Unterabschnitt 4.2.4 beschriebene, Platzierung der Kollokationspunkte erfolgt keine
Auswertung der Ableitungen direkt im singuldren Punkt, dennoch muss sie bei der nu-
merischen Integration gesondert beriicksichtigt werden [I01]. In Kapitel 5 wird dieser

Umstand ausfiihrlicher dargestellt.

4.2.3 NURBS-Ansatzfunktionen in der BEM

Die NURBS-basierten CAD-Modelle sind so gestaltet, dass sie die Geometrie bestmdoglich
und mittels einer moglichst einfachen Beschreibung abbilden. Eine Geometrie kann
zudem nicht nur durch eine einzige Form der mathematischen Beschreibung ausgedriickt
werden. Zudem sind zur numerischen Analyse nicht alle mathematischen Formulie-
rung gleichermafen gut geeignet. Idealerweise wird dies bereits bei der Erstellung der
CAD-Geometrie beriicksichtigt. In [22] finden sich einige Hinweise und Richtlinien zur
Modellierung von Geometrien fiir die spédtere Verwendung in einer isogeometrischen
FEM. Durch den Entfall der Volumenvernetzung ist die isogeometrische BEM in dieser
Hinsicht etwas unkritischer, dennoch ist die moglichst einfache Erstellung effizienter
numerischer Modelle aus den vorliegenden CAD-Geometrien ein Faktor, der mittelfristig
mit dariiber entscheiden wird, ob sich die isogeometrische Analyse in der Breite durchset-
zen kann. Es muss betont werden, dass die Ableitung von geeigneten Diskretisierungen

zur numerischen Analyse aus den CAD-Daten zwar stark vereinfacht werden kann, der
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Schritt der Modellaufbereitung aber nicht komplett entféllt. Derzeit ist hierfiir aufgrund
der mangelnden Verfiigharkeit entsprechend ausgereifter Werkzeuge ein verhiltnisméafbig
hoher manueller Aufwand zur Aufbereitung der Modelle erforderlich (vergleiche auch
[105]).

Im Weiteren wird davon ausgegangen, dass die Modelle in einer Form vorliegen, die
grundsatzlich zur numerischen Analyse geeignet ist. Das heifst, die Oberflichengeometrie
liegt. ausschlieflich in Form disjunkter drei- oder vierseitig berandeter, ungetrimmter
Patches nach Unterabschnitt 4.2.2 vor. Weiterhin wird im Allgemeinen vorausgesetzt,
dass innerhalb eines Patches nur Knotenmultiplizititen m < p auftreten, ein Patch also
geometrisch keine Knicke aufweist. Ein Grund hierfiir ist, dass die genutzte diskontinu-
ierliche Formulierung sich auf glatte Rénder stiitzt. Weiterhin kénnen an solchen Stellen
Diskontinuitédten in der Losung erwartet werden, welche durch eine Aufteilung in mehrere
Patches besser abgebildet werden als durch den CP-stetigen Verlauf der Basisfunktionen

innerhalb eines einzelnen Patches.

Es wird zudem die Unterteilung eines Patches in die Teilstiicke [£;,&i11) X [1;,7+1)
betrachtet, die durch die Intervalle [§;.&41) des Knotenvektors E und [n;,nj+1) des
Knotenvektors H, welche grofer als Null sind, aufgespannt wird. Diese Teilstiicke werden
in Analogie zur herkémmlichen polynomialen Diskretisierung als Elemente bezeichnet
[5]. Sie werden, wie in Kapitel 5 beschrieben, als primére Integrationsgebiete fiir die
numerische Integration genutzt. Um eine effiziente numerische Analyse zu ermoglichen,
sollten die einzelnen Patches bei gleicher Ordnung in #dhnlich grofe Elemente unter-

teilt sein und die Elemente ein Seitenverhiltnis aufweisen, das moglichst nah an Eins liegt.

Auch bei Vorliegen eines so aufbereiteten Modells ist jedoch nicht sichergestellt, dass
die Basisfunktionen geeignet sind, den Verlauf der Randwerte hinreichend genau zu
approximieren. Sie verfiigen hdufig nicht iiber ausreichend viele Freiheitsgrade, um
den physikalisch korrekten Verlauf der Randwerte abbilden zu koénnen. Daher ist im
Allgemeinen eine Verfeinerung der Patches erforderlich. Der Funktionsraum kann hierzu
durch das Hinzufiigen von Knoten in den Knotenvektoren angereichert werden, wobei bei
geeigneter Wahl der zugehorigen Steuerpunkte und Gewichte die Geometrie selbst nicht
verdndert wird. In der Tat stellt das Ausgangsmodell bereits eine exakte Reprasentation
der Geometrie dar, so dass es naheliegend ist, die vorliegenden Ansatzfunktionen
fiir die geometrischen Operationen beizubehalten und die im Folgenden vorgestellten

Verfeinerungen nur auf die Interpolation der Randwerte anzuwenden. Strenggenom-
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men ist in diesem Fall der Begriff der isogeometrische Analyse nicht mehr zutreffend,
da eben nicht derselbe Satz von Ansatzfunktionen fiir die Geometrie und die Rand-

werte verwendet wird, praktisch besteht aber kein Einfluss auf die Berechnungsergebnisse.

Zur Verfeinerung der NURBS-Basisfunktionen eines Patches stehen drei Strategien
zur Verfiigung: Die h- und p-Verfeinerung beschreiben das Hinzufiigen von Elementen
respektive die Erhéhung der Ordnung. Sie finden jeweils eine direkt iibertragbare Ent-
sprechung bei der Verwendung von Lagrange-Elementen. Die h-Verfeinerung wird dabei
umgesetzt, indem zwischen den bestehenden Elementgrenzen in den Knotenvektoren =
beziehungsweise H neue Eintrige hinzugefiigt werden. Fiir die p-Verfeinerung hingegen

wird fiir alle Eintrdge des Knotenvektors die Multiplizitat erhoht.

Das dritte Verfahren, die k-Verfeinerung, ist einzigartig fiir B-Splines beziehungsweise
die davon abgeleiteten NURBS. Sie stellt ein Verfahren dar, das eine Anreicherung
des Funktionsraumes bei hochstmdglicher Stetigkeit der Basisfunktionen garantiert. Sie
wird durch eine Anhebung der Ordnung und Einfiigen von Knoten in einem zweiten
Schritt erreicht. Die Reihenfolge dieser Operation ist nicht beliebig, wie sich anhand
nachfolgender Uberlegung schnell erkennen lisst [47]:

Ein in den Knotenvektor der Ordnung p neu eingefiigter Knoten der Multiplizitdt Eins,
wie er bei der h-Verfeinerung vorliegt, hat an der Stelle des Knotens eine CP~!-Stetigkeit
zur Folge. Wird nun im zweiten Schritt die Ordnung auf ¢ erhdht, wird auch die
Multiplizitdt des neu eingefiigten Knotens erhoht, und die Funktion ist an der Stelle
des Knotens nach wie vor CP~l-stetig. Wird die Ordnung des Knotenvektors jedoch
zuerst auf ¢ erhoht und dann eine h-Verfeinerung durchgefiihrt, liegt an der Stelle des
neu eingefiigten Knotens eine C'7~'-Stetigkeit vor. Die k-Verfeinerung stellt nach [5] ein

besonders effizientes und stabiles Verfahren dar.

Um bei der Verfeinerung eines NURBS-Patches den urspriinglichen Verlauf zu erhalten,
miissen die zu den hinzugefiigten Basisfunktionen gehorigen Steuerpunkte und -gewichte
korrekt bestimmt werden. Da bei dem hier genutzten Ansatz die Geometriefunktion nicht
verfeinert wird und die Randwerte zum Zeitpunkt der Verfeinerung ohnehin unbekannt
sind, trifft dies fiir die Ansatzfunktionen zur Randwertinterpolation nur auf die Gewichte
zu. Die Algorithmen hierzu sind in [80] sowohl fiir die h-Verfeinerung (knot insertion) als

auch die p-Verfeinerung (degree elevation) detailliert beschrieben.
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Wie zu Beginn von Abschnitt 4.2 aufgezeigt, stellen lokale Verfeinerungen auf NURBS-
Patches ein Problem dar. In Bild 4.8 ist links ein aus einem einzelnen Element bestehendes
Patch im Parameterraum dargestellt. Wird nun eine lokale h-Verfeinerung im grau mar-
kierten Bereich angestrebt, ist dies nur moglich, wenn in beiden Knotenvektoren entspre-
chende Eintrége hinzugefiigt werden. Gleichzeitig entstehen hierdurch aber neue Elemente
auferhalb des eingefdrbten Bereichs, wie im Bild rechts dargestellt, die zudem mit hoher
Wahrscheinlichkeit iiber ein ungiinstiges Seitenverhaltnis verfiigen. Eine einfache Mog-
lichkeit das Problem zu umgehen ist in Bild 4.9 dargestellt. Dabei wird der betreffende
Bereich isoliert, indem das Patch in neun einzelne Patches unterteilt wird und diese unab-
hingig voneinander so verfeinert werden, dass die resultierenden Elemente ein giinstiges
Seitenverhéltnis aufweisen. Die resultierende Diskretisierung ist offensichtlich weniger effi-
zient als eine echte lokale Verfeinerung, wie sie mit alternativen Ansatzfunktionen moglich
ist, aber giinstiger als eine globale Verfeinerung des gesamten Ursprungspatches auf die

gewiinschte Elementgrofe.

In vielen Implementierungen der isogeometrischen Analyse findet zudem die sogenann-
te Bézier-Extraktion [5, 12, 43] Anwendung. Dabei wird das Patch in Bézier-Elemente
zerlegt, deren Knotenvektoren nicht {iber innere Knoten verfiigen. Die Ansatzfunktionen
konnen in diesem Fall als Bernstein-Polynome ausgedriickt werden. Auf diese Weise ist
eine sehr einfache Integration der Bézier-Elemente in bestehende BEM-Codes moglich, da
sie sich prinzipiell wie Lagrange-Elemente verhalten. Im Gegensatz zum NURBS-Patch
lasst sich nun aber die Stetigkeit {iber die Elementgrenzen hinweg nicht mehr steuern, die

Option der k-Verfeinerung geht verloren und die Zahl der Freiheitsgrade steigt deutlich

e | = €

Bild 4.8: Entstehung unerwiinschter Elemente bei lokaler Verfeinerung auf einem NURBS-
Patch.
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e | =

Bild 4.9: Pseudo-lokale Verfeinerung auf durch Unterteilung des Ursprungspatches in neun
Patches und deren unabhéngige Verfeinerung.

an. Die einfache Implementierung geht somit zu Lasten vieler der aus numerischer Sicht
besonders bestechenden Eigenschaften der NURBS. Der Ansatz wird aus diesem Grund

nicht weiter verfolgt.

4.2.4 Definition von Kollokationspunkten und Vorgabe von

Randwerten

Zum Aufstellen des Gleichungssystems kommt wie in Unterabschnitt 4.1.3 beschrieben
die Kollokationsmethode zum Einsatz. Fiir die Lagrange-Elemente lag die Wahl der Kol-
lokationspunkte mit den interpolatorischen Stiitzpunkten der Ansatzfunktionen nahe, fiir
die NURBS-Basisfunktionen ist die Wahl weniger offensichtlich. In Anlehnung an [6], T01]
werden hier die 2-Ring Kollokationspunkte gewahlt. Sie stimmen mit der Greville-Abszisse
[96] weitgehend {iberein, an den Patch-Ridndern werden die Kollokationspunkte im Sinne
der diskontinuierlichen Formulierung jedoch ins Patch hinein verschoben. Fiir eine eindi-
mensionale NURBS-Ansatzfunktion R? (£) mit ¢ < & < b und einem Knotenvektor der

Lange Iz wird die parametrische Koordinate & des Kollokationspunkts zu

Epra—a S
a -+ % fir 1 =0
fi = % ?:1£i+j fiir ¢ = 1,....lz—p—3. (426)
b— el fiiy = [z —p—2

p+2

Fir zweidimensionale Ansatzfunktionen wird mit der zweiten Parameterkoordinate

analog verfahren, so dass sich die parametrischen Koordinaten der Kollokationspunkte
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zu §;; = (éi,ﬁ]) ergeben.

Da sich die NURBS-Basisfunktionen nicht interpolatorisch verhalten, muss anders als bei
den Lagrange-Elementen zur Vorgabe der fiir die Kollokationspunkte bekannten Randwer-
te fri; = fr (éi,f]j> ein lineares Gleichungssystem gelost werden, um die den Basisfunk-
tionen zugeordneten Koeffizienten c¢;; zu bestimmen. Das nach dem Vektor c zu lésende

Gleichungssystem lautet [5]
Rc = fr (4.27)
mit
Riju = R} (ékfh) : (4.28)

Der numerische Aufwand sowie ein mdglicher hieraus resultierender Fehler sind typi-

scherweise vernachléssighar.

4.3 Losung des Gleichungssystems

Ist die Diskretisierung mit Lagrange-Polynomen oder NURBS erfolgt und wurden
alle Matrixkoeffizienten berechnet sowie die bekannten Randwerte in die Gleichung
eingebracht, ergibt sich das zu losende Gleichungssystem 2.28. Zur Losung eines solchen
linearen Gleichungssystems stehen eine Vielzahl verschiedener Verfahren zur Verfiigung.
Welche Verfahren anwendbar und effizient sind, hingt wesentlich von der Gestalt der
Systemmatrix A ab. Sie ist im Fall der EBEM reellwertig, vollbesetzt und im Allge-
meinen nicht symmetrisch. Naheliegend ist eine direkte Losung mittels des Gaufsschen
Eliminationsverfahrens beziehungsweise einer LU-Zerlegung der Matrix A € R"*". Fiir
grofe Systeme wird die direkte Losung mit der Komplexitit O (n?) jedoch zu aufwendig,
so dass iterative Loser eingesetzt werden. Wird zudem die in Kapitel 6 beschriebene
Fast-Multipole-Methode angewandt, liegt die Systemmatrix nicht mehr explizit vor,
stattdessen wird das Matrix-Vektor-Produkt AX approximiert. In diesem Fall ist die

Verwendung eines iterativen Losers unerlésslich.

Ein robustes und zugleich performantes iteratives Losungsverfahren ist Generalized Mini-
mal Residual (GMRES) nach [89]. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit kommen sowohl
die direkte Losung mittels LU-Zerlegung als auch GMRES in Form der Implementierung
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in der Programmbibliothek PETSc [3] zum Einsatz. Eine umfassende Untersuchung ver-
schiedener iterativer Losungsverfahren in Kombination mit der Fast-Multipole-Methode

kann dariiber hinaus [52] entnommen werden.

4.4 Ergebnisse

Die entwickelte isogeometrische EBEM soll im Folgenden verifiziert und grundlegende
Eigenschaften aufgezeigt werden. Es werden zwei Geometrien betrachtet, ein Wiirfel und
eine Kugel. Dabei werden die Randbedingungen jeweils dquivalent zu einer ins Freifeld
abstrahlenden Monopolquelle gewahlt. Fiir diesen Fall ist die analytische Lésung bekannt,
so dass die Lo—Norm des Fehlers fiir die numerische Lésung berechnet werden kann. Fiir
die Vorgabe von Neumann-Randbedingung ergibt sich mit der numerischen L&sung fiir

die Energiedichte wpu, und deren analytischer Losung wapa

) Jr (Waa () — Wana (I'))? dr
o \/ fr‘ (wana (F))2 dr ‘ (429)

Die Integration in Gleichung 4.29 wird numerisch mit einer elementweisen Gauf-

Quadratur der Ordnung 20 ausgefiihrt (vergleiche Kapitel 5).

Es wird zunéchst der Wiirfel betrachtet. Fiir diesen ist eine exakte geometrische Repra-
sentation sowohl mit NURBS als auch mit Lagrange-Elementen mdoglich. Gelingt es, den
Integrationsfehler klein zu halten, wird der Gesamtfehler durch den Diskretisierungsfehler
dominiert. Das Beispiel eignet sich daher besonders gut fiir eine Untersuchung des Konver-
genzverhaltens der Verfeinerungsverfahren im Vergleich mit den Lagrange-Elementen. Die
Ausgangsdiskretisierungen der jeweils grobsten und geometrisch identischen Netze sind in
Bild 4.10 dargestellt. Die Kantenldnge betrigt « = 1 m und die darzustellende Monopol-
quelle wird im Mittelpunkt des Wiirfels angenommen. Die Frequenz wird zu f = 1000 Hz,
die Dichte zu p = 1000 kg/m3, die Schallgeschwindigkeit zu ¢ = 1480m/s und der Damp-
fungskoeffizient zu n = 1 - 10~* gewihlt.

Ausgehend von den linearen Ansatzfunktionen werden fiir beide Ansatzfunktionstypen
p-Verfeinerungen bis zur 11. Ordnung und hA-Verfeinerung durch uniforme Teilung
der Elemente durchgefiihrt. Fiir die Lagrange-Elemente werden bis zu vier Teilungen
durchgefiihrt, so dass das feinste untersuchte Netz aus 1536 linearen Elementen mit
insgesamt 6144 Freiheitsgraden besteht. Fiir die NURBS-Diskretisierung entstehen durch

das Hinzufiigen von Knoten mit der Multiplizitdt Eins bei der h-Verfeinerung in jedem
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(a) NURBS-Diskretisierung des Wiirfels (b) Lagrange-Diskretisierung des Wiirfels
mit 6 Patches 1. Ordnung und je einem mit 6 linearen Elementen
Element

Bild 4.10: Grébste Ausgangsdiskretisierungen des Wiirfels.

Schritt weniger neue Freiheitsgrade, so dass bis zu fiinf Teilungen mit 6144 Elementen
und 6534 Freiheitsgraden untersucht werden. Fiir die NURBS-Diskretisierung wird
zudem eine k-Verfeinerung mit bis zu dreifacher Anhebung der Ordnung und dreifacher
Teilung untersucht, welche in 864 Freiheitsgrade resultiert. Um den Integrationsfehler
moglichst gering zu halten, werden fiir alle untersuchten Diskretisierungen sehr hohe
Integrationsordnungen von [gn, gm, gs] = [40,10,4] gewéhlt. Dabei bezeichnet g, die
Ordnung fiir die singuldre Integration und Elemente im Nahbereich mit einem auf die
Elementgréfe normierten Abstand unter zwei, g, die Ordnung fiir Elemente mittlerer
Entfernung unter vier und g¢ die Ordnung fiir weiter entfernte Elemente. Fiir Elemente
mit einem normierten Abstand unter 0,5 werden zudem Routinen fiir die quasi-singulére
Integration eingesetzt. Die verwendeten Integrationsroutinen werden in Kapitel 5 aus-
fiithrlich beschrieben.

In Bild 4.11 ist der nach Gleichung 4.29 resultierende Fehler fiir die unterschiedlichen
Verfeinerungsstrategien fiir beide Netze iiber der Zahl der Freiheitsgrade dargestellt. Es
fallt zunéchst auf, dass fiir die Lagrange-Diskretisierung bereits der Fehler der Ausgangs-
diskretisierung €y p geringer ausfillt als fiir die NURBS-Diskretisierung. Dies ist insofern
iiberraschend, als die NURBS-Basisfunktionen in diesem speziellen Fall, in dem die Pat-
ches nicht {iber innere Knoten verfiigen und alle Gewichte der Koeffizienten mit eins
vorgegeben wurden, genau wie die Lagrange-Polynome eine polynomiale Basis darstellen
und beide die gleiche Ordnung haben. Da auch die gleichen Integrationsverfahren ange-
wandt werden, kann nur vermutet werden, dass die Abweichung aus der Platzierung der
Kollokationspunkte resultiert. Zur besseren Vergleichbarkeit sind in Bild 4.12 die Feh-
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Bild 4.11: Dirichlet-Fehler epy iiber Zahl der Freiheitsgrade fiir verschiedene Verfeinerungs-
strategien am Beispiel des Wiirfels.

ler mit dem jeweiligen Fehler der Ausgangsdiskretisierung normiert dargestellt. Es wird
deutlich, dass die h-Verfeinerung fiir beide Diskretisierungen dhnliche Konvergenzraten
aufweist. Ein etwaiger Vorteil zugunsten der NURBS kann in der héheren Stetigkeit {iber
die Elementgrenzen hinweg begriindet werden. Die p-Verfeinerung konvergiert fiir den un-
tersuchten Fall offenbar schneller bei Nutzung der Lagrange-Elemente als fiir die NURBS-

Diskretisierung, wihrend die k-Verfeinerung eine dhnliche Konvergenzrate aufweist.

Es ist anzumerken, dass die Anzahl der Freiheitsgrade eines Modells zwar durchaus
indikativ fiir den Berechnungsaufwand ist, die Berechnungsdauer aber nicht allein durch
die Zahl der Freiheitsgrade definiert wird. Ein Vergleich von Berechnungszeiten ist grund-
sdtzlich nur unter Vorbehalt moglich, da sie nicht nur durch das verwendete Verfahren
sondern auch erheblich durch die Effizienz der Implementierung, den konkreten Fall und
die Parametrisierung des numerischen Modells beeinflusst werden. Im vorliegenden Fall
wurden bewusst sehr hohe Integrationsordnungen gewahlt, um den Integrationsfehler fiir
alle Diskretisierungen gering zu halten. Fiir Diskretisierungen mit niedrigen Ordnungen
und grofen Elementen fiihren die hohen Integrationsordnung nur zu unwesentlicher
Steigerung der Genauigkeit, beeinflussen aber dennoch die Berechnungszeit stark. Da
die Berechnungsdauer fiir die praktische Nutzung eines Verfahren aber ein wesentlicher
Aspekt ist, ist trotz der eingeschrinkten Aussagekraft in Bild 4.13 der Dirichlet-Fehler

iiber der Berechnungszeit dargestellt. Die Darstellung ist auf die Verfahren beschrénkt,
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Bild 4.12: Normierter Dirichlet-Fehler ep /e tiber Zahl der Freiheitsgrade fiir verschie-
dene Verfeinerungsstrategien am Beispiel des Wiirfels.

die mit einer Anhebung der Ordnung einhergehen, da die Elementordnung und -gréfe
den Integrationsfehler unterschiedlich beeinflussen. Dabei hat die Elementordnung den
stiarkeren Einfluss [90]. Es kann daher davon ausgegangen werden, dass sich die zuvor
beschriebene Verzerrung durch die teilweise erfolgte Uberintegration auf die dargestellten

Verfahren in etwa gleichermafsen auswirkt.

Die Fehler der p-Verfeinerung zeigen unter Beriicksichtigung der Berechnungszeit fiir die
NURBS- und die Lagrange-Diskretisierung sehr dhnliche Verlaufe. Es gibt jedoch keinen
offensichtlichen Grund, aus dem bei den vorliegenden weitgehend dquivalenten Diskretisie-
rungen und gleich parametrisierter Integration die Berechnung von Lagrange-Elementen
zeitaufwéndiger ist, als die von NURBS-Elementen. Es muss daher angenommen wer-
den, dass die hohere Effizienz der NURBS in diesem Fall der Implementierung geschuldet
ist. Zugleich wird deutlich, dass die k-Verfeinerung trotz vergleichbarer Anzahl an Frei-
heitsgraden mit deutlich kiirzeren Berechnungszeiten als die p-Verfeinerung von NURBS
einhergeht. Es kann davon ausgegangen werden, dass dies in einer effizienteren Integration
begriindet ist. Wie in Unterabschnitt 4.2.1 beschrieben ist, nehmen bei einer Unterteilung
des Patches in mehrere Elemente nicht zwangsldufig alle Ansatzfunktionen iiberall auf
dem Patch Werte grofter Null an und miissen daher auch nicht auf dem gesamten Be-

reich integriert werden. Dieser Umstand und das in Kapitel 5 beschriebene Verfahren zur
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Bild 4.13: Dirichlet-Fehler ep {iber Berechnungszeit fiir ausgewihlte Verfeinerungsstrate-

gien am Beispiel des Wiirfels.

quasi-singuldren Integration auf NURBS-Patches tragen hier zur Beschleunigung bei.

Als zweite Geometrie wird eine Kugel mit den in Bild 4.14 dargestellten Diskretisierungen
untersucht. Der Durchmesser der Kugel betrdgt D = 1 m und die Randbedingungen sind
erneut dquivalent zu einer Monopolquelle im Mittelpunkt gewéhlt. Die zuvor beschriebe-
nen Parameter des umgebenden Fluids werden beibehalten. Die analytische Losung des
Randwertproblems ist nun auf der gesamten Kugeloberfliche theoretisch konstant. Bei der
Diskretisierung mittels Lagrange-Elementen kommt es jedoch unweigerlich zu Geometrie-
fehlern. Wird der analytischen Losung die diskretisierte Oberfliche zugrunde gelegt, ist
sie demnach auch nicht mehr konstant. Mittels NURBS lésst sich die Kugeloberfliche
hingegen exakt darstellen, somit werden fiir diesen Fall sowohl der Geometrie- als auch
der Diskretisierungsfehler vollstindig eliminiert und der verbleibende Fehler wird im We-

sentlichen durch die Integration getrieben.

Es werden insgesamt vier verschiedene Diskretisierungen betrachtet. Dies sind zwei unter-
schiedliche aber geometrisch identische NURBS-Diskretisierungen [105], von denen eine
aus acht Patches zweiter Ordnung (Bild 4.14(a)) und die andere aus sechs Patches vierter
Ordnung (Bild 4.14(b)) besteht. Bei den Patches der in Bild 4.14(a) dargestellten Dis-
kretisierung handelt es sich zudem um dreiseitig berandete Patches, wie sie in Unterab-
schnitt 4.2.2 beschrieben sind. An den Polen der Kugel entstehen hierdurch die beschriebe-

nen Singularitdten der Funktionaldeterminante. Die Geometriebeschreibung basiert in die-
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(a) NURBS-Diskretisierung der Kugel (b) NURBS-Diskretisierung der Kugel
mit 8 Patches 2. Ordnung und je mit 6 Patches 4. Ordnung und je
einem Element (72 Fhg.) einem Element (150 Fhg.)

(¢) Lagrange-Diskretisierung der Ku- (d) Lagrange-Diskretisierungen  der
gel 150 linearen Elementen Kugel 14406 linearen Elementen

Bild 4.14: Verschiedene Diskretisierungen der Kugel.

sem Fall auf 72 Basisfunktionen, und ebenso viele Freiheitsgrade hat das numerische Mo-
dell ohne weitere Verfeinerungen. Die zweite NURBS-Diskretisierung beruht ausschliefslich
auf vierseitig berandeten Patches, aufgrund der hheren Ordnung sind in diesem Fall, trotz
geringerer Anzahl an Patches, deutlich mehr Basisfunktionen zur Geometriebeschreibung
erforderlich, so dass sich fiir das unverfeinerte Modell 150 Freiheitsgrade ergeben. Die
in Bild 4.14(c) und Bild 4.14(d) dargestellten Lagrange-Netze sind durch uniforme Tei-
lung und Erzeugung bilinearer Lagrange-Elemente direkt aus der NURBS-Diskretisierung
Bild 4.14(b) abgeleitet worden. Sie bestehen aus 150 beziehungsweise 14406 Elementen
und konnen die Ausgangsgeometrie aufgrund der linearen Interpolation nur approximie-
ren. In den nachfolgenden numerischen Analysen werden zur Randwertbeschreibung fiir
die Lagrange-Diskretisierung zudem konstante Ansatzfunktionen genutzt. Im Gegensatz

zur vorherigen Untersuchung wird nun die jeweilige Ausgangsdiskretisierung beibehal-



4 Diskretisierung und Aufstellen des Gleichungssystems 63

ten und das Konvergenzverhalten bei Erhchung der Integrationsordnung betrachtet. In

Bild 4.15 ist der resultierende Dirichlet-Fehler iiber der Integrationsordnung dargestellt.

Es zeigt sich, dass sich der Fehler fiir die grobe Lagrange-Diskretisierung nahezu
unabhingig von der Integrationsordnung verhélt. Dies ist offensichtlich deshalb der Fall,
weil der Fehler durch den Geometriefehler dominiert wird. Eine Verfeinerung des Netzes,
wie sie durch die Lagrange-Diskretisierung mit 14406 Elementen gegeben ist, ermoglicht
eine deutliche Reduktion des Fehlers, die Konvergenz mit der Integrationsordnung ist
aber dennoch verhéltnisméfkig langsam. Bereits die NURBS-Diskretisierung mit nur 72
Freiheitsgraden erreicht demgegeniiber deutlich reduzierte Fehler, wihrend die NURBS-
Diskretisierung mit 150 Freiheitsgraden eine nochmals um mehrere Gréfsenordnung

hohere Genauigkeit erreicht.

Auch wenn die in diesem Beispiel erzielten extremen Genauigkeiten in den meisten Inge-
nieursanwendungen und insbesondere im Kontext der EBEM sicherlich nicht erforderlich
sind, werden durch die gezeigten Ergebnisse zwei weitere Erkenntnisse gewonnen:

Zum einen ist bei der isogeometrischen Analyse ein besonderes Augenmerk auf die nu-
merische Integration zu legen. Da die Ordnung der Ansatzfunktionen in der Regel h6her

ist als bei Lagrange-Elementen und die einzelnen Elemente gegebenenfalls grofer sind,
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Integrationsordnung
Bild 4.15: Dirichlet-Fehler ¢ iiber Integrationsordnung fiir verschiedene Diskretisierung
der Kugel.
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sind tendenziell héhere Integrationsordnungen zu wéhlen. So erzielt die bei ausreichend
hohen Integrationsordnungen mit Abstand genaueste NURBS-Diskretisierung mit 150
Freiheitsgraden in Bild 4.15 bei einer Integrationsordnung von 2 gleichzeitig den groften
Fehler aller Diskretisierungen. Die Behandlung von quasi-singuldren Integralen und
die rationalen, iiber mehrere Elemente verlaufenden Ansatzfunktionen spielen hierbei

ebenfalls eine Rolle und werden im folgenden Kapitel thematisiert.

Zum anderen wird deutlich, dass auch in der isogeometrischen Analyse unterschied-
liche Modellqualitéiten eine Rolle spielen. Die Diskretisierungen aus Bild 4.14(a) und
Bild 4.14(b) sind aus geometrischer Sicht gleichwertig und beide mathematisch gleicher-
mafsen geeignet, die Kugel in einem CAD-System abzubilden. Da im vorliegenden Fall der
gesuchte Randwertverlauf konstant ist, ist auch mit beiden Modellen eine exakte Interpo-
lation der Randwerte moglich. Obwohl die Ordnung der Ansatzfunktionen niedriger ist,
konvergiert das Modell mit den 72 Freiheitsgraden aber deutlich langsamer mit der Inte-
grationsordnung als das mit 150 Freiheitsgraden. Die Ursache hierfiir liegt in den durch

die kollabierten Kanten entstanden Singularitaten.



5 Numerische Integration

Die Auswertung der in Gleichung 4.11 und 4.10 auftretenden Integrale muss im all-
gemeinen numerisch erfolgen. Sie sind das Produkt der Ansatzfunktionen mit der
Kernelfunktion 3.21 beziehungsweise deren Normalenableitung 3.22. Wéhrend die
Integration der Ansatzfunktionen eher unkritisch ist, weisen die Kernelfunktionen eine
Singularitdt in xq auf. Die Integration ist daher nicht exakt durchfiihrbar und mit einem
Fehler behaftet. Um diesen gering zu halten, sind abhingig von der Kernelfunktion
und der relativen Lage des Kollokationspunkts zum betrachteten Integrationsgebiet
verschiedene Integrationsstrategien erforderlich. Sie sollen in diesem Kapitel erldutert

werden, welches in Teilen auf den in [85] vorgestellten Ergebnissen beruht.

Grundlage aller Verfahren bildet die Gauk-Quadratur, bei der das Integral durch ei-
ne Summe gewichteter Funktionsauswertungen approximiert wird. Sie ist beispielswei-
se in [, 34, [90] beschrieben. Fiir zweidimensionale Elemente wird sie als Tensor-Gauf-
Quadratur auf dem Einheitselement im Parameterraum [—1, + 1] x [—1, + 1] ausgefiihrt
und kann zur Integration beliebig geformter Randelemente unter Beriicksichtigung der
Funktionaldeterminante 4.6 ins globale Koordinatensystem transformiert werden. Fiir die

Integration einer Funktion f (x) iiber die Elementfliche ', ergibt sich

[ ) ar - / / FEm 3 En) dedn~ 3" agonf G 13 Em)l (5.1)

k=1 I=1

mit den Stiitzpunkten &g,m; und zugehorigen Gewichten ag,cy. Die Anzahl der pro
Richtung beriicksichtigten Stiitzwerte n wird auch als Integrationsordnung bezeichnet.
Die Gauk-Quadratur ist in der Lage, Polynome bis zum Grad (2n — 1) exakt zu inte-
grieren. Die Stiitzpunkte und Gewichte konnen a priori berechnet [38] beziehungsweise
entsprechenden Tabellen entnommen werden. Fiir die singulidren Integranden in der
BEM ist die Wahl der Integrationsordnung allerdings nicht trivial, Fehlerabschatzungen

konnen [90] entnommen werden.
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Da die Singularitit der Fundamentallésung mit zunehmender Entfernung einen abneh-

menden Einfluss auf den Integranden hat, werden die folgenden Félle unterschieden:
e Die Integration ist singulér fiir xo € .

e Die Integration ist quasi-singulér, falls der Kollokationspunkt nahe am Element liegt
|x — xo| < e/|J(0,0)], wobei der Parameter ¢ zur Quantifizierung der N&he noch

zu wahlen ist.
e Das Integral ist regular.

Die genannten Félle werden in den nachfolgenden Abschnitten separat behandelt.

5.1 Reguladre Integration

Die reguldre Integration kann elementweise direkt nach Gleichung 5.1 erfolgen, wobei,
abhingig von der Entfernung des Kollokationspunktes zum betrachteten Element, ver-

schiedene Integrationsordnungen genutzt werden. Zur Klassifizierung wird die Entfernung
hierzu auf die charakteristische Lange des Elements h = 1/|J (0,0)| bezogen.

Da die Integration iiber jedes einzelne Element fiir jede Zeile der diskreten Operatoren
H und G erfolgt, bietet sich eine Vorausberechnung der sich wiederholenden Funkti-
onsauswertungen an. Dies sind insbesondere die Positionen der Stiitzstellen im globalen
Koordinatensystem x (,m;), die zugehorigen Normalen n (€,7;), die Funktionaldetermi-
nante |J ({,m;)| sowie die Ansatzfunktionen ¢ (&.,nm;). Da eine Vorausberechnung jedoch
nur fiir eine begrenzte Anzahl an Integrationsordnungen sinnvoll ist, wird die vorliegende
Implementierung auf drei verschiedene Ordnungen beschrankt und nicht fiir jede Paarung

von Element und Kollokationspunkt individuell bestimmt.

Bei der Umsetzung der Integration mit NURBS-Ansatzfunktionen ist besondere Umsicht
geboten, da die einzelnen Ansatzfunktionen sowie die Stiitzpunkte patchweise definiert
sind, die Zerlegung des Randes nach Gleichung 4.8 sich also zunéchst als Summe der
Patches ergibt. Die Ansatzfunktionen und somit der ganze Integrand nehmen im Allge-
meinen aber nur auf einer Teilmenge der Elemente des Patches Werte ungleich Null an,
eine Auswertung des Integrals auf den iibrigen Elementen ist aus Effizienzgriinden unbe-
dingt zu vermeiden. Unter Beriicksichtigung von Gleichung 4.18 ldsst sich die Integration
des Produkts einer beliebigen Funktion f(x) mit der Ansatzfunktion R (&n) iiber die
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Patchoberfliche I'p zu

Sitp+1 Mj+q+1

/f )R () dT = / /f(X(f,n))RZ"(f,n)!J(E,n)! g (52)

& nj

ausdriicken.

Eine direkte Ausfiihrung der Integration auf Patchbasis ist jedoch ebenfalls nicht ideal,
da sich die reduzierte Stetigkeit der Ansatzfunktionen an den Elementgrenzen negativ
auf die Genauigkeit der Integration auswirkt. Der Integrationsbereich wird daher in die

Summe der Elemente zu

1 g+1 Eitm Mj+n
[ Feomyen ar= 30 3 / / X (€0) R (6.) 13 (€m)] dEdy (5.3)

fz+m7£§7 77]+n7£77] &i 3

zerlegt. Zur Anwendung der Quadraturformel 5.1 auf Elementbasis muss zudem eine wei-
tere — jedoch aufgrund der parallelen Koordinatenrichtungen triviale — Transformation
aus dem Parameterraum des jeweiligen Elements (&.,7,) in den Parameterraum des Pat-
ches (&,m) beriicksichtigt werden. Beispielhaft ist in Bild 5.1 die nach dem beschriebe-
nen Verfahren resultierenden Lage der Stiitzpunkte der Gauk-Quadratur auf dem Patch
dargestellt, der eingefarbte Bereich markiert dabei den Bereich, in dem die betrachtete

Ansatzfunktion von null verschiedene Werte annimmt.

Bild 5.1: Lage der Stiitzpunkte der Integrationsordnung 2 fiir die Ansatzfunktion R;; auf
einem Patch mit den Knotenvektoren 2 = H = [0,0,1,2,3,4,4].
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Bei Verwendung von NURBS-Ansatzfunktionen ist die Auswertung der Ansatzfunktionen
und ihrer Ableitungen nach Gleichung 4.22 und 4.23 aufgrund der rekursiven Definition
verhdltnismafbig aufwendig. Sie kann im Kontext der Gauk-Quadratur, beschleunigt wer-
den, indem der Umstand ausgenutzt wird, dass die Stiitzpunkte der Gauk-Quadratur
genau wie die bivariaten NURBS-Ansatzfunktionen, aus Tensorprodukten resultieren.
Die univariaten Basisfunktionen der B-Splines By (§) und Bj (1) konnen fiir die Gauk-
Abszisse separat vorausberechnet und hieraus die bivariaten Ansatzfunktionen bestimmt
werden. Der Aufwand zur Auswertung der Basisfunktionen wird damit von der Komple-
xitdt O (n?) auf O (2n) reduziert. Wird die eingangs beschriebene Vorausberechnung der
Integrationsdaten genutzt, ist der Geschwindigkeitsvorteil, verglichen mit dem Aufwand

zur Auswertung von Gleichung 5.1, jedoch vernachlissigbar.

5.2 Singulare Integration

Grundsétzlich muss in der BEM bei der Behandlung von Singularitdten der Grad der
Singularitat beriicksichtigt werden. Dabei wird zwischen schwach singuldren Integranden
vom Typ O (%), singuliren Integranden vom Typ O (%2) und hypersinguldaren Integran-
den des Typs O (r%) unterschieden. Hypersingulédre Integrale treten bei der hier genutzten
Randintegralgleichung 3.29 nicht auf. Sie entstehen beispielsweise, wenn die Randin-
tegralgleichung erneut nach der Normalen am Ladepunkt abgeleitet wird, wie es fiir
indirekte Formulierungen [30] oder die Burton-Miller-Formulierung zur Unterdriickung

irregulérer Frequenzen bei der Losung der Helmholtz-Gleichung [52] erforderlich ist.

Die hier auftretenden Kernelfunktionen 3.21 und 3.22 hingegen haben die Gestalt
schwach singuldrer beziehungsweise singuldrer Integranden. Wie in [I01] aufgezeigt wird,
lassen sich jedoch beide Kernel als schwach singulir behandeln. Vereinfacht gesagt
ist dies durch das zusétzlich im Zihler von Gleichung 3.22 auftretende Skalarprodukt
aus Abstandsvektor und Normale begriindet, welches auf glatten Oberflichen bei
Anndherung von x und X ebenfalls gegen Null geht und so die Singularitéit reduziert.
Aus einem #dhnlichen Grund kann bei Verwendung linearer Lagrange-Elemente zur Geo-
metriebeschreibung sogar komplett auf eine Regularisierung des Doppelschichtoperators
H verzichtet werden, da die Vektoren auf dem singuliren Element iiberall senkrecht

aufeinander stehen und das singulire Integral der Kernelfunktion sich somit zu Null ergibt.

Im Falle der isogeometrischen EBEM koénnen nach diesen Vorbetrachtungen alle Integran-

den als schwach singulidre behandelt werden. Zur ihrer Regularisierung existieren verschie-
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dene Ansétze, die zumeist auf der Idee beruhen, eine zuséitzliche Koordinatentransforma-
tion durchzufiihren, deren Jacobi-Determinante |J| die Singularitiat behebt |27, [61]. In der
vorliegenden Arbeit wird die Polarkoordinatentransformation [87] eingesetzt. Sie zéhlt zu
den besonders effizienten Verfahren [57] und ldsst sich unter Beriicksichtigung der in [101]
vorgeschlagenen Reparametrisierung auch fiir Patches mit singuldren Jacobideterminan-

ten anwenden. Die nachfolgende Beschreibung des Verfahrens basiert auf [101].

5.2.1 Polarkoordinatentransformation

In der urspriinglichen Version dieses Verfahrens erfolgt eine Transformation des kartesi-
schen natiirlichen Koordinatensystems (.,7.) in ein Polarkoordinatensystem (p,0), dessen

Ursprung in die Singularitit gelegt wird. Es gilt

£ = pcost (5.4)
Ne = psiné. (5.5)

Fiir die Integration ergibt sich somit eine zusétzlich zu beriicksichtigende Funktionalde-
terminante mit d&.dn. = p dpdf in Gleichung 5.1, so dass sich fiir das Integral iiber die

Elementflache

/ / £ (€oe) 13 (6ome)| déudi = / / £ ()13 (0.0)] pdpdd (5.6)

ergibt und die Singularitit von f durch die Multiplikation mit p aufgehoben wird.

Wird zusétzlich die in Unterabschnitt 5.2.2 beschriebene Reparametrisierung durchge-
fiihrt, erfolgt zuvor eine Transformation in das kartesische Koordinatensystem &7, in
dem der urspriinglich quadratische Parameterraum, wie in Bild 5.2 abgebildet, die Form
eines Parallelogramms annimmt. Da das Parallelogramm den Standardfall des Quadrats
einschlieft, erfolgt die Beschreibung des Verfahrens direkt anhand der in Bild 5.2 darge-

stellten Geometrie.

Da die obere radiale Integrationsgrenze R () nicht tiber den ganzen Winkel analytisch
beschreibbar ist, wird das Element in bis zu vier Teildreiecke zerlegt, die sich durch das
Verbinden der Singularitat mit den Eckpunkten des Referenzelements ergeben. Liegt der
Kollokationspunkt auf einer Ecke oder Kante des Elements, ergeben sich entsprechend
weniger Dreiecke. Dieser Fall kommt bei den diskontinuierlichen Lagrange-Elementen

zwar nicht vor, ist aber bei Verwendung der 2-Punkt- beziehungsweise Greville-Abszisse
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Bild 5.2: Integrationsbereiche fiir die Polarkoordinatentransformation vom Koordinaten-
system &7 nach p,0 [101].

fiir die NURBS-Elemente durchaus haufig.

Nach der Zerlegung des Integrationsgebiets lésst sich das Fldchenintegral mit der Anzahl

der resultierenden Dreiecke M zu

07;+1 R; (9)

/ / 7 (En) |3ED)| dédn=3" / / £ (06) 13 (p6)] pdpae (5.7)

=g 0
schreiben, wobei sich die obere radiale Integrationsgrenze zu

N R; (0;) sin oy
RO = lr =i (0-0) 52)

bestimmen lasst.

Néhert sich der Kollokationspunkt einer Kante des Elements stark an, ergibt sich ein
deformiertes Dreieck und die radiale Integrationsgrenze variiert sehr stark mit der Win-
kelkoordinate. Fiir eine genaue Integration wiren daher eine entsprechend hohe Ordnung
in der Richtung des Polarwinkels erforderlich. Zur Vermeidung dieses Problems wird die
modifizierte Polarkoordinatentransformation beziehungsweise eine weitere Winkeltrans-

formation mit

0 (5) =0; + ™ — a; — 2arctan (eé> (5.9)
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eingefiihrt, womit sich
R (80 = Rz (Qz) sin a; COShé (510)

ergibt. Die Integrationsgrenzen fiir die neue Variable kénnen durch die Umkehrung von

6, =In (tan G (7 — ai)))
01 = In (tan (% (m — o + 0; — Hm)))

gefunden werden. Die fiir die Winkeltransformation zu beriicksichtigende Jacobidetermi-

Gleichung 5.9 zu

(5.11)

(5.12)

nante ist zudem durch

(5.13)

gegeben.

5.2.2 Reparametrisierung

Wie in [I0I] ausfiihrlich dargelegt ist, kann fiir Elemente mit kollabierten Kanten nicht
sichergestellt werden, dass die Singularitit durch die Polarkoordinatentransformation

behoben wird. Dies kann jedoch durch eine Reparametrisierung des Referenzelements

0% (&s,ms) 0% (&s,1s)
e und on

erreicht werden, wobei (&,7) die Position des Kollokationspunkts im urspriinglichen

erwirkt werden. Sie kann durch Orthonormalisierung der Vektoren

Parameterraum beschreibt. Sie wird durch das nachfolgend beschriebene Vorgehen erzielt.

Am Kollokationspunkt wird zunéchst die Jacobi-Matrix

8$(§sﬂ75) 61’(557775)
o€ on
_ 9y (&s,ms) 0y (&s:ms)
J= = o (5.14)
92(&s,ms) 92(&s,ms)
o€ an

aufgestellt und mittels der 6konomischen Variante einer Singuldrwertzerlegung [37] in die

Matrizen U, ¥ und V! zerlegt, so dass

J=UuxvH

(5.15)
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gilt. Nun kann die Reparametrisierung

:

definiert werden und die Polarkoordinatentransformation, wie in Unterabschnitt 5.2.1 be-

§
U

=XV’

] (5.16)

schrieben, auf dem resultierenden Parallelogramm ausgefiihrt werden. Anschliefend er-

folgt die Riicktransformation der Integrationsstiitzpunkte in den urspriinglichen Parame-

-

Liegt der Kollokationspunkt in der geometrischen Singularitét, schligt die Reparametri-

9%(&s,ms) 9x%(&s,ms
o¢ und on
fiir den neuen Parameterraum bilden. Neben dem Fall einer kollabierten Kante, bei der

terraum durch B
§

Ui

(5.17)

sierung naturgemélfs fehl, da die Vektoren ) in diesem Fall keine Basis
ein Vektor zum Nullvektor wird, entsteht auch im Fall paralleler Vektoren eine solche
geometrische Singularitiit. Sie liegt beispielsweise vor, wenn mittels eines NURBS-Patches
eine Kreisfliche abgebildet wird, deren Kanten tangential aufeinander zulaufen. Bei
den in der vorliegenden Arbeit verwendeten 2-Ring-Kollokationspunkten ist unter der
ebenfalls erfiillten Voraussetzung, dass innerhalb des Patches mindestens C'—Stetigkeit
der Ansatzfunktionen vorliegt, aber ausgeschlossen, dass Kollokationspunkt und geome-

trische Singularitiat zusammenfallen.

Die beschriebene Reparametrisierung zeigt nicht nur bei degenerierten, sondern allgemein
bei verzerrten Elementen eine Verbesserung der Genauigkeit bei iiberschaubarem numeri-
schen Mehraufwand. Sie wird daher in der vorliegenden Implementierung fiir alle Elemente

mit der Polarkoordinatentransformation ausgefiihrt.

5.3 Quasi-Singuladre Integration

Wie zuvor beschrieben ist der Integrationsfehler sehr stark von der Entfernung d
der Singularitdt zum Integrationsbereich abhéngig. Unterschreitet die Entfernung ein
kritisches Niveau, reicht eine weitere Erhéhung der Integrationsordnung nicht mehr
zur Verbesserung der Genauigkeit aus. Dies ist nach [90] gegeben, sobald d < h gilt,
wobei h die charakteristische Linge des Elements beschreibt. Wahrend fiir konstante
Ansatzfunktionen auf linearen Lagrange-Elementen in der Regel aufgrund der ver-
héltnisméfkig geringen Dichte der Kollokationspunkte keine gesonderte Behandlung

quasi-singuldren Integrale erforderlich ist, stellen sie fiir héhere Ansatzordnungen und
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NURBS-Ansatzfunktionen eine relevante Fehlerquelle dar.

Zur Behandlung quasi-singulirer Integrale existieren eine Reihe von Verfahren. Zwei re-
levante Gruppen dieser Verfahren sind zum einen solche, die auf einer Unterteilung des
Integrationsgebiets beruhen [5] 07, 10T], und zum anderen solche, denen die Durchfithrung
einer nichtlinearen Koordinatentransformation zugrunde liegt [46], 50) 102]. Fiir die vor-
liegende Implementierung wurden eine rekursive Teilung sowie die sinh —Transformation

untersucht und letztgenannte fiir die isogeometrische EBEM umgesetzt.

5.3.1 Unterteilung des Integrationsgebiets

Die einfachste, jedoch numerisch nicht sonderlich effiziente Mdoglichkeit zur Reduktion
des Integrationsfehlers quasi-singuldrer Integrale, ist eine uniforme Teilung des be-
trachteten Elements, so dass fiir die resultierenden Subelemente h < d erfiillt ist [97].
Eine effizientere Form des Verfahrens wird erreicht, wenn die Teilung nicht uniform
durchgefiihrt wird, sondern eine einfache Teilung des Elements erfolgt und die Routine
fiir die Subelemente solange rekursiv aufgerufen wird, bis die gewiinschte Bedingung fiir
alle Subelemente erfiillt ist. Entsprechende Verfahren wurden in |5, 10T, T05] beschrieben.
Sie unterscheiden sich neben den gewéhlten Abbruchkriterien durch die Berechnung
der Entfernung. Vereinfachend wird hier teilweise nicht die minimale Entfernung des
Kollokationspunktes zum (Sub-)Element zugrunde gelegt, sondern die Entfernung zum
Mittelpunkt des Integrationsbereichs berechnet. Der hieraus resultierende Fehler wird bei
erneuter Teilung des Bereichs reduziert, so dass sich insbesondere Nahe der Singularitit

eher geringe Abweichungen ergeben.

In Bild 5.3 sind exemplarisch die durch eine rekursive Unterteilung entstandenen Inte-

grationsgebiete auf einem beliebig gewdhlten Element dargestellt. Das Verfahren ist gut

LN
TN
[N

LN

Bild 5.3: Integrationsgebiete fiir eine Singularitéit (o) nahe des Elements.
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steuerbar und es lassen sich hohe Genauigkeiten erzielen. Durch die Teilung des Gebietes
steigt jedoch die Anzahl der Funktionsauswertung zur Berechnung des Integrals an, so
dass sich die Rechenzeit ebenfalls erhoht.

5.3.2 Die sinh-Transformation

Die auf einer Koordinatentransformation beruhenden Verfahren, wie die hier gewihlte
sinh-Transformation [50, 53|, nutzen die aus der Transformation resultierende Jacobi-
Determinante zur Abschwichung des singulidren Charakters der Integration aus. Die
Methode wurde in [53] in einer isogeometrischen BEM eingesetzt, wobei eine auf

Bézier-Elementen basierende Formulierung gewahlt wurde.

Zur Durchfiihrung der Koordinatentransformation muss zunichst der Punkt im Parame-
terraum des Elements (&,,m,) gefunden werden, der im globalen Koordinatensystem den
geringsten Abstand d zum Kollokationspunkt aufweist. Sind &,,m, und d bekannt, kann ei-

ne Reparametrisierung mit dem neu eingefiihrten Parameterraum é 7 € [—1, + 1] erfolgen,

so dass
& =&, + dsinh (/hé — /{1>
. (5.18)
1 = 1 + dsinh (uzg — @)
mit
1 1+&, . 1-&,
=3 (arcsmh ( dg ) + arcsinh ( dé ))
1 1 1-—
=3 (arcsmh ( —;gn) — arcsinh ( d£n>)
(5.19)
1 rcsinh L+ 1 + arcsinh L=
5 arcs 7 arcs g
1 1 n . 1-— n
Ko = 5 (arcsinh ( tln ) — arcsinh ( dn ))

gilt. Die Jacobi-Determinante dieser Transformation ergibt sich zu

| Jginh| = p11p12d? cosh (,ulé — /{1> cosh ([,Lgé — Hg) ) (5.20)

Exemplarisch ist der resultierende Verlauf der Jacobi-Determinante in Bild 5.4 qualitativ

dargestellt.
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Bild 5.4: Qualitativer Verlauf der Jacobi-Determinante der sinh-Transformation (blau
kleine, rot grofe Werte).

Die durch Gleichung 5.18 und 5.20 definierte Transformation erfordert selbst nur
geringen numerischen Aufwand und ermoglicht eine effiziente Regularisierung des
Integranden. Verhdltnisméfig aufwendig ist jedoch die Bestimmung des Punktes (&,,7,)-
Da die nichtlineare Abbildung des Parameterraums in das globale Koordinatensystem
nicht einfach invertiert werden kann, wird zur Losung des Minimierungsproblems ein
iteratives Losungsverfahren genutzt. Hierzu kommt das im folgenden beschriebene

Newton-Raphson-Verfahren zum Einsatz |5l 53].

Ausgehend vom Startpunkt (&, 0,7n,0) wird fiir den néchsten Iterationsschritt [53]

0% (&n kM k)

fn,k—i—l én,k -1 [X (gn,kynn,k) - XO] ’
[ = +(1-¢)(J17) 8x<§ffm) (5.21)
Mkir] [Tk 1 (6 ots) — o] - 2]
mit
0% (&n k) ) Ox(&n k) 0%(&nkmnk) ) 0% (&n 7k )
Ty __ o€ o€ o€ on
J J o 8x<§n,k777n,k) 3X(§n,k777n,k) 8X<£n,k7nn,k) 8x(§n,k777n,k) (522)
OE ) on on ) an

und einer optionalen Dampfung ¢ € [0,1) bestimmt. Das Verfahren konvergiert mit ¢ = 0
lokal sehr schnell, eine globale Konvergenz kann jedoch nicht garantiert werden. Durch
eine Wahl von ¢ > 0 beziehungsweise giinstige Wahl des Startpunkts kann das Konver-
genzverhalten gegebenenfalls deutlich verbessert werden [59], der numerische Aufwand
kann hierdurch insgesamt jedoch ansteigen. Patches, deren Funktionaldeterminante eine
Singularitiit aufweisen, erfordern zudem eine gesonderte Behandlung, da die Matrix J*J
in der Singularitdt nicht invertierbar ist und die Auswertung von Gleichung 5.21 dort

vermieden werden muss.
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Die Losung des Minimierungsproblems stellt aus den oben beschriebenen Griinden eine
Schwachstelle der sinh-Transformation da, sie ist jedoch fiir alle auf einer Koordinaten-

transformation beruhenden Integrationsstrategien fiir quasi-singulire Integrale erforder-
lich.

5.3.3 Quasi-singuldre Integration innerhalb eines Patches

In den vorhergehenden Unterabschnitten wurde der allgemeine Fall betrachtet, dass der
Kollokationspunkt an einem beliebigen Punkt in der Nahe eines Elements liegt. Liegt der
Kollokationspunkt aufterhalb des Elements, aber auf demselben Patch, kann die Existenz

des gemeinsamen Parameterraums, wie im Folgenden beschrieben, ausgenutzt werden.

Die Regularisierung erfolgt hierbei mit der in Unterabschnitt 5.2.1 beschriebenen
Polarkoordinatentransformation, welche die Singularitit im Falle eines ebenen und
quadratischen Patches sogar exakt behebt. Die Lage des Kollokationspunktes ist im
Parameterraum des den quasi-singuldren Elementen iibergeordneten Patches bereits
bekannt. Soll nur iiber die quasi-singuliren Elemente integriert werden, ergeben sich aus
der Lage des Punktes aufserhalb des Elements jedoch umsténdliche Integrationsgrenzen.
In diesem Fall wire eine erneute Teilung des Elements in teils stark verzerrte Teilbereiche

erforderlich, um deren Grenzen analytisch ausdriicken zu kénnen.

Um dies zu vermeiden, wird der Integrationsbereich der quasi-singulidren Elemente, wie
in Bild 5.5 dargestellt, mit dem des singuldren Elements zusammengefasst. Um die im
Unterabschnitt 5.2.1 beschriebene Aufteilung des Gebiets zu ermdéglichen, wird der Inte-
grationsbereich so gewdhlt, dass sich das kleinstmogliche viereckige Gebiet ergibt, welches

alle singuldren und quasi-singuldren Elemente umfasst.

Das Vorgehen erlaubt eine sehr gute Regularisierung des Kernels, die Erweiterung des
Integrationsbereichs iiber die Elementgrenzen hinweg ist hinsichtlich der Integration der
Ansatzfunktionen jedoch nicht optimal, da an diesen Stellen die Stetigkeit der NURBS
reduziert ist. Wie im nachfolgenden Abschnitt gezeigt wird, kann insgesamt aber eine
sehr gute Genauigkeit mit dem Verfahren erreicht werden. Es entfillt zudem die fiir die
sinh-Transformation erforderliche Projektion des Kollokationspunktes in den Parameter-
raum des Elements, woraus sich eine beschleunigte Berechnung ergibt. Die praktische
Geschwindigkeits- und Genauigkeitssteigerung bei Anwendung des Verfahrens ist vom

zugrundeliegenden NURBS-Modell abhéngig, anhand dessen sich entscheidet, fiir welche
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Bild 5.5: Erweiterung des Integrationsbereichs (===+) fiir die Polarkoordinatentransforma-
tion. Der Bereich kann neben singuldren (HM) und quasi-singuldren (777) auch
als reguldr klassifizierte Elemente () beinhalten.

Kollokationspunkte das Verfahren anwendbar ist. Das beschriebene Vorgehen wurde erst-
mals in [85] vorgestellt und hat keine direkte Entsprechung fiir Lagrange-Elemente, fiir
die kein gemeinsamer Parameterraum aufgestellt werden kann. Einen dhnlichen Ansatz
verfolgt jedoch das in [45] vorgestellte PART-Verfahren.

5.3.4 Vergleich der Verfahren zur quasi-singuldren Integration

Die beschriebenen Integrationsroutinen werden anhand von Testfillen, fiir die eine ana-
lytische Losung des Integrals mdoglich ist, gegeniibergestellt. Die in Unterabschnitt 5.3.1
beschriebene Unterteilung des Integrationsgebiets und die sinh-Transformation nach Un-
terabschnitt 5.3.2 werden zunéchst anhand des in Bild 5.6 dargestellten geometrisch exakt
kreisformigen, ebenen Patches mit vier Elementen untersucht. Der Radius des Patches be-

tragt R = 0,5m. Seine Parametrisierung ist in Anhang A beschrieben.

Um eine analytische Berechnung des Integrals zu ermdglichen, wird eine vereinfachte
Kernelfunktion Gy = ﬁ betrachtet. Die Untersuchung wird zudem auf die in Bild 5.7
dargestellten relativen Lagen des Kollokationspunktes zum Patch beschrankt. Dies ist zum
einen eine Verschiebung entlang der z-Achse um den Abstand d zum Patch-Mittelpunkt
und zum anderen eine Verschiebung in der Patch-Ebene im Winkel ¢ zur xz-Achse mit
dem Abstand d zur Kante des Patches. Die zugehdrigen analytischen Lésungen konnen

Anhang A entnommen werden.
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©

-0.5 -0.25

0.25 0.5

Bild 5.6: Testpatch zu Untersuchung der Verfahren zur quasi-singuliren Integration.

(a) Kollokationspunkt normal zum Patch (b) Kollokationspunkt in  Patch-Ebene
xp = [0,0,d] x0 = [(R+ d) cos ¢, (R + d) sin ¢, 0]

Bild 5.7: Untersuchte relative Lagen des Kollokationspunktes zum Patch.

Das Integral wird fiir jeden untersuchten Fall an n = 31 diskreten Punkten ausgewertet,
die logarithmisch auf dem Intervall d € [1073,10—1] verteilt sind. Wihrend numerisch das
Produkt aus den NURBS-Ansatzfunktionen R?? und der Kernelfunktion G ausgewertet
wird, erfolgt die analytische Integration nur fiir die Kernelfunktion. Da die Ansatzfunk-
tionen eine Zerlegung der Eins darstellen, kann der Summe der numerischen Integrale
die analytische Losung als Referenz gegeniibergestellt werden. Hierzu wird die Wurzel

der mittleren quadratischen Abweichung (englisch root-mean-square error, RMSE) der n
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Punkte zu

" [num _Iana 2
RMSE — | 2=t (numst x) (5.23)

mit s 4
Lum =Y _ Y / R2Gy (x,x0) dT' (5.24)

und I,,, nach Anhang A berechnet.

In Bild 5.8 ist fiir verschiedene Integrationsverfahren die Wurzel der mittleren quadrati-
schen Abweichung iiber der Berechnungsdauer aufgetragen. Die Zeit ist hierbei mit der
langsten auftretenden Berechnungszeit normalisiert dargestellt. Die Genauigkeit wurde
jeweils durch Erhohen der verwendeten Integrations-Ordnungen gesteigert. Zusétzlich zu
den damit gewonnen Datenpunkten ist jeweils eine Trendlinie zur besseren Abschitzung

des Konvergenzverhaltens der Verfahren dargestellt.

Wie zu erwarten ist, geht die klassische Gauf-Quadratur aufgrund des singuliren
Charakters der Integration mit hohen Fehlern einher. Die sinh-Transformation und das
Gebietsteilungsverfahren ermdéglichen demgegeniiber eine drastische Verbesserung der
Genauigkeit, wobei in der vorliegenden Implementierung ein deutlicher Geschwindig-
keitsvorteil zugunsten der sinh-Transformation besteht, wie er aufgrund der geringeren

Anzahl von Funktionsauswertungen des Integranden ebenfalls zu erwarten ist.

Wird, wie in Bild 5.9 dargestellt, der Kollokationspunkt auf der z-Achse angenommen,

zeigt sich weitgehend das gleiche Verhalten wie zuvor. Erfolgt die Auswertung jedoch

10— T T T — T T
0] (o] x

i 10—5 ,
n
=

S 10-10 O Gaufs ’)‘( |

% sinh X %
Gebietsteilung x %
10—15  — — | | | | | | L ‘
107t 10°

normalisierte Zeit

Bild 5.8: Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung iiber Berechnungsdauer fiir die
Integration mit xg normal zum Patch.
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s
4

schlechteres Konvergenzverhalten, wie die Ergebnisse in Bild 5.10 zeigen.

unter einem Winkel von ¢ = ergibt sich fiir die sinh-Transformation ein wesentlich

Im diesem Fall ist die reduzierte Leistungsfahigkeit der sinh-Transformation darin
begriindet, dass der Punkt auf dem Patch x(&,,m,), welcher dem Kollokationspunkt
am néchsten liegt, sich nun in einer geometrischen Singularitdt befindet. Dies fiihrt
zu einer Divergenz des Newton-Raphson-Verfahrens mit einem entsprechend erhdhten
numerischen Aufwand und reduzierter Genauigkeit. Abhédngig von den gewéhlten
Abbruchkriterien, des Startpunkts und der Dampfung des Verfahrens kann die Kon-
vergenz des Newton-Raphson-Verfahrens und damit auch die Leistungsfahigkeit der
sinh-Transformation verbessert werden. Der Fall illustriert jedoch die grofte Robustheit
der Gebietsunterteilung, die nicht zwingend auf eine genaue Berechnung der Absténde

angewiesen ist. Es liegt die Vermutung nah, dass dies der Grund ist, warum bislang

10° T
(@) Q x
m 10_5 [ - B
N
=
s 10~10 | |OGauls
% sinh
Gebietsteilung X
10—15 I | ‘
1071 10°

normalisierte Zeit

Bild 5.9: Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung iiber Berechnungsdauer fiir die
Integration mit x( in Patch-Ebene auf z-Achse (¢ = 0).
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Bild 5.10: Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung iiber Berechnungsdauer fiir die
Integration mit xo in Patch-Ebene mit ¢ = 7.
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in vielen Implementierungen von isogeometrischen Boundary-Elemente-Methoden trotz
der im Allgemeinen geringeren Berechnungsgeschwindigkeit die Gebietsunterteilung zur

Handhabung quasi-singuléarer Integrale eingesetzt wird.

Abschliefsend wird das in Unterabschnitt 5.3.3 beschriebene Verfahren betrachtet, welches
anwendbar ist, wenn der Kollokationspunkt auf dem Patch liegt. Hierzu wird das zuvor
beschriebene kreisférmige Patch durch eine zweifache uniforme h-Verfeinerung in 64
Elemente geteilt und die numerische Losung fiir das ganze Patch, welches nun singulére,
quasi-singuldre und reguldre Elemente beinhaltet, der in Anhang A beschriebenen
analytischen Losung gegeniiber gestellt. Es wird wiederum die mittlere quadratische Ab-
weichung nach Gleichung 5.23 fiir n = 1521 diskrete Punkte ermittelt. Die betrachteten
Punkte ergeben sich aus einem uniformen Gitter im Parameterraum auf dem Intervall
&n € (0,95, 4+ 0,95] mit der Gitterweite 0,05.

Das Bild 5.11 stellt die Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung iiber der nor-
mierten Berechnungsdauer fiir zwei verschiedene Integrationsstrategien dar. Die als re-
gulér klassifizierten Elemente werden jeweils nach Abschnitt 5.1 behandelt, fiir die als
polar bezeichnete Strategie werden singulére und quasi-singulire Elemente nach Unterab-
schnitt 5.3.3 behandelt, wéhrend fiir die mit sinh gekennzeichnete Strategie nur singulére
Elemente mit der Polarkoordinatentransformation nach Abschnitt 5.2 und quasi-singulére

mit der sinh-Transformation nach Unterabschnitt 5.3.2 gel6st werden.

100 T T T T T T T T [ T T T T T T T T
1075 |
[Sal
[@p)]
=
aat
10—10 [
Opolar
% sinh
10715 T |
1072 101 100

normalisierte Zeit

Bild 5.11: Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung {iber Berechnungsdauer des
Integrals fiir eine Lage des Kollokationspunkts x, innerhalb des Patches bei
Behandlung der quasi-singuliren Elemente mit sinh- beziehungsweise erweiter-
ter Polarkoordinatentransformation.
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Beide Strategien zeigen ein sehr &hnliches Konvergenzverhalten, die vorgeschlagene Erwei-
terung des Integrationsbereichs fiir die Polarkoordinatentransformation erzielt jedoch bei
gleicher Genauigkeit deutlich kiirzere Berechnungszeiten als die reine sinh-Transformation.
Auch wenn sich aus den dargestellten Daten keine verallgemeinernden Riickschliisse zur
Leistungsfahigkeit des neu vorgeschlagenen Verfahrens ziehen lassen, konnte in weiteren
numerischen Experimenten mit geometrisch unterschiedlich geformten Patches und variie-
renden Parametrisierungen festgestellt werden, dass fiir eine gewéhlte Integrationsordnung
die gleiche oder hohere Genauigkeit bei gleicher oder hoherer Berechnungsgeschwindigkeit
erzielt wird. Diese Beobachtung konnte in der praktischen Anwendung des Verfahrens in
der EBEM bestétigt werden.



6 Die Fast-Multipole-Methode als

Beschleunigungsverfahren in der
EBEM

Die Boundary-Elemente-Methode ist aufgrund der reduzierten Dimension der Diskre-
tisierung und der in CAD-Programmen héufig genutzten Begrenzungsflichenmodelle
besonders gut fiir eine isogeometrische Formulierung und damit perspektivisch fiir eine
nahtlose Integration in den Entwurfsprozess geeignet. Die resultierenden vollbesetzten
Systemmatrizen sind aus numerischer Sicht jedoch ungilinstig und bedingen gegeniiber
einer Finite-Elemente-Formulierung meist héhere Berechnungszeiten. Zur Kompensation
dieses Nachteils wird im folgenden Kapitel eine Beschleunigung des entwickelten Verfah-
rens mittels der FMM beschrieben.

Die Methode ermdglicht eine effiziente Approximation des Matrix-Vektor-Produkts. Die
konventionelle Berechnung des Produkts weist aufgrund der im Allgemeinen vollbesetz-
ten Matrizen eine Komplexitit der Ordnung O (N?) auf, die sich durch die FMM auf
O (N) reduzieren ldsst [78]. Die Grundlage des Verfahrens bildet eine Faktorisierung
der Kernelfunktion in jeweils nur vom Quell- oder Empfangspunkt abhingige Terme,
wie sie in Abschnitt 6.1 beschrieben ist. Der hierauf aufbauende Algorithmus wird in
Abschnitt 6.2 vorgestellt. Da durch das Verfahren nicht die Matrix selbst, sondern das
Matrix-Vektor-Produkt approximiert wird, kann es nur unter Anwendung iterativer Loser

genutzt werden.

Die FMM ist vielfach zur Losung der Helmholtz- und Laplace-Gleichung eingesetzt worden
[52, 67, 95]. Die fiir die Helmholtzgleichung meist genutzte, besonders effiziente Diagonal-
form nach Rokhlin [88] ist fiir die EBEM jedoch nicht anwendbar. Die in der vorliegenden
Implementierung der EBEM rein imagindren Wellenzahlen machen einige Anpassungen
zur Formulierung einer Fast-Multipole-EBEM (FM-EBEM) erforderlich, die in diesem Ka-
pitel erldutert werden. Wird der in Unterabschnitt 2.4.3 beschriebene Intensity-Potential-
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Approach genutzt, liegt der Laplace-Kernel vor und eine Umsetzung des Verfahrens kann

stattdessen wie in [83] vorgestellt erfolgen.

6.1 Multipole-Entwicklung

Gesucht wird eine Faktorisierung der Kernelfunktion der EBEM nach Gleichung 3.21. Sie
entspricht formal weitgehend der Kernelfunktion 2.25 der Helmholtzgleichung, besitzt im
Gegensatz zu dieser jedoch einen reellwertigen Exponenten. Der EBEM-Kernel lisst sich
somit als Helmholtz-Kernel ausdriicken, wenn fiir diesen eine rein imagindre Wellenzahl
k' = —ink gewéhlt wird. Entsprechend kann fiir den EBEM-Kernel dieselbe Entwicklung
um den Punkt x. [41]

—ik'r o m=n

e . —m m
e —1/@’2 Z R,™ (=K x—xc) S (=K x0 — Xc),  |[x— %] < [x0 — x| (6.1)

n=0 m=—n

beziehungsweise

77]]“" o0 m=n

= —nk Z Z R.™ (ink,x — x.) S;' (ink,xo — X)),  |x — %] < |xg — X¢| (6.2)

n=0 m=—n

e

A7y

gewéhlt werden. Die Funktionen R (k’,r) und S” (k',r) sind dabei mit der Polarkoordi-
natendarstellung des Vektors r = [r,0,¢] wie folgt definiert:

Ry (K'x) = ju (K'r) Y7 (0,00) (6.3)
S™ (K xr) =hM (Kr) Y™ (0,0). (6.4)

Hier bezeichnet j, die sphérische Besselfunktion, h%l) die sphérische Hankelfunktion erster
Art und Y," die Kugelflichenfunktion. Sie wird hier zu

Yy = (-1)" \/<2n4jr— (1n> T|;|‘$’)'Pém| (cos ) e™? (6.5)

mit den assoziierten Legendre-Polynomen P’* definiert. Es sei darauf hingewiesen,
dass in der Literatur verschiedene Definitionen der Funktionen P, V)", R und S]"
zu finden sind. Sie unterscheiden sich zumeist durch den Grad der Normalisierung
und die jeweilige Beriicksichtigung des Faktors (—1)™. Zur korrekten Berechnung der
Multipole-Entwicklung selbst, ihrer Ableitungen und der in Abschnitt 6.4 beschriebenen
Verschiebungsoperatoren ist eine konsistente Definition elementar, so dass diesem Punkt

bei der praktischen Implementierung besondere Aufmerksamkeit zuteil werden muss. In
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der vorliegenden Arbeit wird soweit nicht ausdriicklich anders angegeben auf die in [42]
verwendeten Definitionen zuriickgriffen. Da ausschlieklich die sphéarischen Hankelfunktio-
nen erster Art und nicht die hiervon zu unterscheidenden Hankelfunktionen zweiter Art

Verwendung finden, wird im Weiteren vereinfacht h,, = hY geschrieben.

Die Multipole-Entwicklung, beziehungsweise die darin genutzten Funktionen j, und h,,
sind fiir Wellenzahlen des gesamten Bereichs der komplexen Zahlen definiert. Fiir die
klassische, ungeddmpfte Helmholtz-Gleichung treten jedoch nur reellwertige Argumente
auf. In Abschnitt 6.3 wird daher auf die Besonderheiten der Implementierung fiir die rein
imagindren Argumente der EBEM und die resultierenden Eigenschaften der Entwicklung

eingegangen.

6.2 Algorithmus

Die Trennung von Quell- und Empfangspunkt x, und x in der Multipole-Entwicklung
6.2 ermoglicht das Zusammenfassen der Einfliisse mehrerer Quellen und anschliefende
Bestimmen der kumulierten Auswirkungen auf eine Vielzahl von Empfingern, statt der
direkten Auswertung aller einzelnen Interaktionen. Die daraus resultierende Reduktion

der Komplexitét ist in Bild 6.1 graphisch dargestellt.

Der erforderliche Algorithmus wird durch das Giiltigkeitskriterium der Multipole-
Entwicklung
Ix — x| < |x0 — X (6.6)

jedoch erschwert. Um die Erfiillung der Bedingung zu garantieren, wird eine hierarchische
Baumstruktur - in 3D ein sogenannter Octree eingefiihrt, mit Hilfe dessen die Geometrie

in Boxen unterteilt wird. Zur Erstellung des Baums wird zunéchst eine wiirfelférmige

(a) (b)

Bild 6.1: Direkte Auswertung der Interaktionen (a) und Auswertung in einer einstufigen
FMM (b) nach [42].
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Box definiert, die die gesamte diskretisierte Oberfliche enthalt. Zu dieser Box wird das
oberste Level 0 definiert. Durch Halbierung aller Kanten entstehen aus dieser Box acht
untergeordnete Boxen auf dem Level 1, sie werden als Children der iibergeordneten
Parent-Box bezeichnet. Durch erneute Teilung der Boxen auf Level 1 entsteht das Level
2. Dieser Vorgang wird solange rekursiv durchgefiihrt, bis entweder ein gewiinschtes
Level oder eine minimale Anzahl an Kollokationspunkten pro Box erreicht ist. Eine Box
auf dem untersten Level, die selbst keine Children besitzt, wird als Leaf-Box bezeichnet.
Entstehen Boxen, die keine Kollokationspunkte enthalten, werden sie verworfen und nicht
im weiteren Algorithmus beriicksichtigt. Benachbarte Boxen auf dem gleichen Level, die
mindestens einen gemeinsamen Eckpunkt besitzen, werden als Nahfeld definiert. Fiir sie
kann die Erfiillung von Gleichung 6.6 nicht garantiert werden, wenn als Entwicklungs-
punkt x. der Mittelpunkt der betrachteten Box gewihlt wird. Die Interaktion mit den
betreffenden Elementen wird konventionell berechnet. Die verbleibenden Boxen werden
in eine Interaktionsliste und das Fernfeld unterteilt. Die Interaktionsliste enthilt dabei

all jene Boxen, die nicht selbst im Nahfeld, aber deren Parents im Nahfeld liegen.

Zur Formulierung einer Fast-Multipole-Boundary-Elemente Methode werden auf Basis
von Gleichung 6.2 die Einfliisse mehrerer Elemente zu sogenannten Multipole-Momenten
M (x.) zusammengefasst, so dass fiir einen Punkt xq aukerhalb der Box mit dem Mit-
telpunkt x. und dem darin liegenden Teilstiick der Randflache I'g unter Beriicksichtigung

der Ansatzfunktion ¢ (x) und der Integration

/F G (x.x0) ¢ (x) dl =) i M (x.) S™ (ink,xo — Xc) (6.7)

n=0 m=-—n

gilt. Die Koeffizienten M (x.) sind dann durch
M (x.) = / R.™ (ink,x — x.) ¢ (x) dI' (6.8)
'y

gegeben. Analog zu Gleichung 6.7 ldsst sich mit den Koeffizienten L™ (x.) eine lokale

Entwicklung fiir einen Kollokationspunkt xq innerhalb einer Box zu

/F G (x.%) ¢ (x) dI' =) i R™ (ink,xo — %) L™ (%) (6.9)

n=0 m=—n

aufstellen.
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Der eigentliche Algorithmus lduft dann, wie in Bild 6.2 vereinfachend an einem Binér-
baum fiir eine einzelne Box dargestellt, ab. Es werden zunéchst fiir alle Leaf-Boxen die
Multipole-Momente nach Gleichung 6.8 berechnet. Diese werden dann mittels der als M2M
bezeichneten Operatoren in ihre jeweilige Parent-Box verschoben und aufaddiert. Dieser
Vorgang wird levelweise wiederholt, bis fiir alle Boxen auf Level 2 ein Multipole-Moment
vorliegt. Ist dieser sogenannte Upward-Pass abgeschlossen, werden die Multipole-Momente
mittels der M2L-Translation auf jedem Level fiir die jeweiligen Boxen der Interaktions-
liste zu Koeffizienten einer lokalen Entwicklung addiert. Anschliefend werden, ausgehend
vom Level 2, die Koeffizienten der lokalen Entwicklung mittels der L2L-Translation in
die Child-Boxen verschoben und zu den bestehenden Koeffizienten addiert. Dieser auch
Downward-Pass genannte Vorgang wird levelweise wiederholt, bis fiir alle Leaf-Boxen lo-
kale Entwicklungen vorliegen, die die Einfliisse aller Elemente, die nicht im Nahfeld liegen,
abbilden. Die lokalen Koeffizienten konnen dann fiir die in der Box liegenden Kollokation-
punkte mittels Gleichung 6.9 ausgewertet werden. Die Einfliisse der Kollokationspunkte
innerhalb derselben Box sowie der dem Nahfeld zugeordneten Boxen werden konventionell

ausgewertet und addiert.

Es es ist offensichtlich, dass der Baum fiir die FMM iiber mindestens drei Level verfiigen
muss, da auf den Leveln 0 und 1 alle Boxen im Nahfeld voneinander liegen und erst
ab Level 2 Interaktionslisten definiert werden kénnen. Durch das Hinzufiigen weiterer

Level kann der Nahfeldanteil insgesamt verringert werden, die Methode wird dann

Level 0
Level 1
— M
Level 2 NF NF IL
L2L /\MZM
Level 3 IL IL NF NF IL
M2L M2L

Bild 6.2: Verschiebung der Informationen in der FMM am Beispiel eines Bindrbaums [32]:
Fiir die dunkel markierte Leaf-Box werden die Einfliisse des Nahfelds (NF) und
der Interaktionsliste (IL) innerhalb des Levels bestimmt, die Fernfeldeinfliisse
werden {iber die Parent-Box beriicksichtigt. Zwischen den Boxen werden die
Koeffizienten der Entwicklung mittels der Operatoren M2M, L2L und M2L ver-
schoben.
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auch als Multilevel-FMM bezeichnet. Da die Operationen M2M, M2L und L2L jedoch
ebenfalls einen numerischen Aufwand bedingen und die Anzahl der durchzufiihrenden
Translationen mit der Anzahl der Level ansteigt, kann diese nicht beliebig hoch gew#hlt
werden. In der vorliegenden Implementierung kann die Anzahl der Level np entwe-
der durch eine minimale Anzahl an Kollokationspunkten pro Box gesteuert oder zu
ny, &~ logg (IV) bestimmt werden [39]. Die Operatoren zur Durchfiihrung der M2M-, M21.-

und L2L-Translationen werden in Abschnitt 6.4 beschrieben.

Im Allgemeinen muss in der FM-BEM nicht nur die Kernelfunktion selbst, sondern auch
ihre Normalenableitung approximiert werden. Aufgrund der Trennung von Quell- und
Empfangspunkt in der Multipole-Entwicklung ist hierfiir nur eine Anpassung in der Be-
stimmung der Multipole-Momente der Leaf-Boxen erforderlich, die darauffolgenden Schrit-

te des Algorithmus bleiben unveréndert. Es gilt

/F an(a?XO)qﬁ(X) =3 > M (x) Sy (ink.xo — ) (6.10)

M™(x.) = VR,™ (ink,x — x.)n¢ (x) dI. (6.11)

I's

Der zur Berechnung benotigte Gradient der Funktion R ist durch

br:fl_anmfll (k,r) + b?IllRZl_f (k,r) - bEmRZL—_ll (k,r) - bnman—Jﬁl (kvr)
VR (kr) = 5 |1 (o Ry (k) + b Ry (Ryr) = b, Ry (Ror) — b Ry (kor)

2 (anmflR?ﬂ (k) — ay Ryl <k7r))
(6.12)
mit
. 0 n < |m| (6.13)
a, — .
n (n+14m)(n+1—m)
\/ G "= m|
und
0 n < |m|
m (n—m—1)(n—m)
(n—m—1)(n—m) n<m<0

(2n—1)(2n+1)

gegeben [42]. Wird weiterhin die Normalenableitung am Ladepunkt x, gesucht, kann

analog VS, berechnet werden.
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6.3 Imaginare Argumente der Besselfunktionen fiir die
FM-EBEM

Formal findet fiir die hier entwickelte FM-EBEM die gleiche Multipole-Entwicklung wie fiir
die Helmholtzgleichung Anwendung. Durch die imaginéren Argumente der Besselfunktio-
nen verhdlt sich die Reihenentwicklung hinsichtlich der Anzahl der zu beriicksichtigenden
Terme jedoch anders. Fiir die sogenannte Entwicklungsliange p, nach der die unendliche
Reihe 6.1 abgebrochen wird, zeigt sich im Falle der Helmholtzgleichung eine starke Kor-
relation mit der Wellenzahl k£ beziehungsweise der Kantenldange einer Box D. Fiir sie hat

sich die semi-empirische Formel
p (kD)= Clog (kD + 7) + kD (6.15)

etabliert [23, 100], wobei die Konstante C' entsprechend der erforderlichen Genauigkeit

zu wahlen ist.

Zur Untersuchung einer entsprechenden Abhéngigkeit fiir die FM-EBEM wird, anlog
zu [100], die erforderliche Entwicklungslinge zur Erreichung einer geforderten Genau-
igkeit fiir verschiedene Werte von nkD bestimmt. Um eine moglichst allgemeingiiltige
Aussage ableiten zu konnen, werden hierbei die Einfliilsse von N, = 500 zufillig auf
einer Kugeloberfliche mit dem Radius 1 um den Entwicklungspunkt liegenden Punkten
zusammengefasst. Das resultierende Multipolemoment wird dann an weiteren Ny, = 500
Punkten ausgewertet. Diese Auswertepunkte sind ebenfalls zuféllig auf einer konzentri-
schen Kugeloberfliche mit dem Radius nkD platziert. Die erreichte Genauigkeit wird
dann als mittlerer relativer Fehler gegeniiber einer direkten Auswertung der Interaktionen
bestimmt. Fiir jede so betrachtete Boxgrdfse nkD wird nun die Entwicklungslédnge solange

erhdht, bis die geforderte Genauigkeit erreicht ist.

In Bild 6.3 sind die Ergebnisse der Untersuchung fiir eine Genauigkeit von 1073 und
107% sowie zum Vergleich ein entsprechendes Ergebnis fiir die Helmholtzgleichung
dargestellt. Es wird deutlich, dass im Falle der FM-EBEM ebenfalls eine Abhéngigkeit
der Entwicklungslinge vom Produkt nkD vorliegt, sie aber weniger stark ausgepragt ist

als im Falle der Helmholtzgleichung.
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Die numerischen Ergebnisse lassen sich im Falle der FM-EBEM sehr gut durch Funktionen

der Form

4
abbilden, wie ebenfalls in Bild 6.3 dargestellt ist.

p(nkD) = C'log (nkD + lw) + i (nkD + 4m) (6.16)

Mit Gleichung 6.16 ldsst sich zum einen die erforderliche Entwicklungsldnge fiir eine ge-
wiinschte Genauigkeit der Multipole-Entwicklung bestimmen, zum anderen zeigt sie auch,
dass eine FM-EBEM von einer adaptiven, Level-abhingig gewdhlten Entwicklungslinge
potenziell profitieren kann. In der hier implementierten Grundversion wird jedoch zu-
néchst eine fiir alle Level konstante Entwicklungslinge gewéhlt. Da zum einen aufgrund
der fiir iibliche akustische Medien wie Luft und Wasser geringen Verlustfaktoren 7 fiir
viele Anwendungsfille nur kleine Produkte nkD erwartet werden und zum anderen die
Entwicklungslinge mit der Boxgroke D relativ schwach skaliert, wird diese Einschrankung

als vertretbar angesehen.

Die zur Auswertung der Multipole-Entwicklung erforderlichen sphérischen Besselfunktio-
nen j, () und h, (x) sind fiir beliebige komplexe Argumente x € C definiert, in prak-
tischen Implementierungen, wie in der C++ math-Bibliothek, sind sie jedoch hiufig auf

reellwertige Argumente beschrinkt. Die nachfolgenden Identitédten fiir rein imaginére Ar-

40 |-

30
< 201

10 | 45

e X Fehler 1073 — 3log (nkD + %W) + 1 (nkD + 4r)
0 OFehler 1076 —5log (kD + tr) + 1 (kD + 4n) | |
+ Fehler 10~% (Helmholtzgl.) 5log (kD +7) + kD
| | I I I I I I I I I I I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
nkD (kD)

Bild 6.3: Abhingigkeit der Entwicklungslinge von der Boxgrofe fiir verschiedene Genau-
igkeiten in Anlehnung an [100].
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gumente sind zur Umsetzung der Methode daher hilfreich [42]:

=i /2112 oy (I (2)) (6.17)

K12 (Im (2)) (6.18)

mIm (z)

wobei I, 11/ und K,/ die modifizierten Besselfunktionen erster und zweiter Art sind.

6.4 Operatoren

Eine weitere Konsequenz der imagindren und betragsméfig kleinen Argumente der
sphérischen Bessel- und Hankelfunktion ist, dass die Diagonalform nach Rokhlin hier
nicht anwendbar ist (vergleiche [78]). Sie erlaubt eine besonders effiziente Translation
beziehungsweise Transformation der Multipole-Momente mittels Operatoren M2M, L2L
und M2L, die die Komplexitit O (p?) aufweisen. Fiir die klassische Helmholtzgleichung
tritt das Problem bei sehr niedrigen Frequenzen ebenfalls auf [23], weshalb alternative
Formulierungen der Operatoren entwickelt wurden. Eine umfassende Ubersicht findet sich
beispielsweise in [109], besonders hervorzuheben sind die Rotation-Coaxial-Translation-
Rotation (RCR) Formulierung [41, 113] und Operatoren, die auf einer Reprisentation
mittels ebener Wellen basieren [25, 40]. Beide Verfahren weisen eine Komplexitét von
O (p*) auf und sollten prinzipiell auch im vorliegenden Fall komplexer Argumente
anwendbar sein. Da die Implementierung dieser Operatoren jedoch sehr aufwendig ist,
gegebenenfalls bestehende Bibliotheken aufgrund vieler erforderlicher Modifikationen
nicht anwendbar sind und in der vorliegenden Arbeit zunédchst die grundsitzliche
Anwendbarkeit der FMM in der EBEM im Vordergrund steht, wurde auf die weniger
performanten urspriinglichen Operatoren auf Basis der Wigner 3-j Symbole [29 [42]

zuriickgegriffen, welche eine Komplexitit von O (p?) haben.

Die Translationen vom Entwicklungspunkt x/ zu einem neuen Entwicklungspunkt x. er-

folgen mit den Beziehungen

n'  (n+n/=|n—n'])/2

Z Z Z MM (x, — x0) MY (%), (6.19)

n'=0m/=—n’'

n (nn/—n—n])/2

-y Z Z L2LI T (e — x0) LY (%) (6.20)

n/=0m/=



92 6.5 Ergebnisse

und
(n+n'—|n—n'])/2

-y Z Z ML (o — x0) M7 (xJ). (6.21)

n'=0m/=—n

Hierbei sind die Koeffizienten der Operatoren durch

MOM™ ™ (1) = L2L™™ (v) =

n'n,l n’ n,l

, // Y 6.22
2n+1) @0/ +1) @0+ 1) i (M —m =Y (ink, r) (6:22)
1 ’ " n ’
T n n n
und
M2L”" (r) =
; 7 o / _ 1 6.23
2n+1) @0 +1) 20"+ 1) pirnp (M~ —m S™ (ink,r) (0:29)
1 ’ " n
T n n n
mit
m' =m—m' (625)

gegeben. Das in Gleichung 6.22 und 6.23 verwendete Symbol E ist wiederum unter Ver-
wendung der Wigner 3-j Symbole wie folgt definiert:

E @1 Tf.Lz m — 4T ey Ju J2 J JuoJ2 ) (6.26)
N J2 ) 0O 0 0 m; Mo M

wobei die Faktoren &, zu
(-D)™, m>0
Em = (6.27)
1, m <0
bestimmt werden und ( 7 77 ] das Wigner 3-j Symbol kennzeichnet. Es wird

in der vorliegenden Implementierung mittels der auf [92] basierenden von Joey Dumont
veroffentlichten Bibliothek [28] berechnet.

6.5 Ergebnisse

Es wird zunachst der Einfluss der Entwicklungslinge p auf die Genauigkeit der Losung
untersucht. Hierzu wurde die bereits in Abschnitt 4.4 genutzte und in Bild 4.14(a)
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dargestellte Diskretisierung einer Kugel mit 8 Patches betrachtet. Sie verfiigt nach
dreimaliger h-Verfeinerung iiber 800 Freiheitsgrade. Der Kugelradius betragt R = 0,5 m.
Die Randbedingungen werden dquivalent zu einer Monopolquelle im Kugelmittelpunkt
vorgeschrieben. Die Frequenz wird zu f = 10kHz, die Dichte zu p = 1,2kg/m3, die
Schallgeschwindigkeit zu ¢ = 340m/s und der Démpfungskoeffizient zu = 4 - 1072
gewahlt. Der Dampfungskoeffizient wurde somit fiir typische akustische Fragestellungen
unrealistisch hoch parametrisiert, dennoch ergibt sich im untersuchten Fall fiir das
Produkt nkD < 2 fiir alle Boxen. Es wird nicht erwartet, dass diese Grofenordnung
in typischen praktischen Anwendungen iiberschritten wird. Um den resultierenden Ge-
samtfehler méglichst auf den Fehler der Fast-Multipole-Approximation zu beschrinken,

wurden die Integrationsordnungen mit [gy, gm, gr] = [50, 8, 4] sehr hoch gewihlt.

Im Bild 6.4 ist der relative Fehler auf der Kugeloberfliche fiir die direkte Losung sowie
FMM-Lo6sungen mit verschiedenen Entwicklungslangen dargestellt. Wahrend fiir p =1 in
Bild 6.4(b) noch die Grobstruktur der Leafboxen auf Level 3 wiederzuerkennen ist, stellt
sich mit steigender Entwicklungslidnge ein deutlich gleichméfigerer Verlauf des Fehlers

ein.

Zur besseren quantitativen Darstellung des Fehlers in Abhéngigkeit der Entwicklungsldnge
ist in Bild 6.5 die Ly-Norm des Fehlers nach Gleichung 4.29 {iber der Entwicklungslange
dargestellt. Der Fehler konvergiert mit ansteigender Entwicklungslinge gegen den Fehler
der direkten Losung. Es wird somit deutlich, dass auch bei der hier implementierten
FMM in Kombination mit der isogeometrischen Analyse sehr hohe Genauigkeiten erreicht

werden konnen.

Wird die in Bild 6.6 dargestellte Berechnungszeit {iber der Entwicklungsldnge betrachtet,
zeigt sich jedoch, dass die vorliegende Implementierung aufgrund der hohen Komplexitét
der verwendeten Operatoren nur bei kleinen Entwicklungsldngen effizient ist. In vielen
praktischen Anwendungen ist die hier gezeigte hohe Genauigkeit jedoch nicht erforderlich,
zudem wird sie im Allgemeinen ohnehin durch Diskretisierungs- und Integrationsfehler
beschrankt.

In einer weitergehenden Untersuchung soll das implementierte Verfahren einer direkten
Losung der vollbesetzten Matrix gegeniibergestellt werden. Es wird hierzu erneut das
zuvor beschriebene Berechnungsmodell der Kugel mit identischer Parametrisierung

genutzt. Es wird nun jedoch bei konstanter Entwicklungslinge durch mehrfache h-
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fm—— | [r—— e
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 2 4 6 8 10 12 14
rel. Fehler in % rel. Fehler in %
(a) Direkte Losung der vollbe- (b) FMM mit p =1

setzten Matrix

p— | j— — | |

0 0.5 1 1.5 0 0.2 004 006 0.08
rel. Fehler in % rel. Fehler in %

(c) FMM mit p=4 (d) FMM mit p = 18

Bild 6.4: Relativer Fehler auf der Kugeloberflache fiir verschiedene Losungsverfahren.

10°

S 1073

1076

Entwicklungslange p

Bild 6.5: Dirichletfehler iiber Entwicklungslidnge p. Die gestrichelte Linie (===+) kennzeich-
net den Fehler der direkten Losung.

Verfeinerung der Ausgangsgeometrie die Zahl der Freiheitsgrade variiert. Zudem wurden
die Integrationsordnungen auf die praxisndheren Werte [gn, gm, gr] = [6,4,2] reduziert

und die Integrationsroutinen auf eine reine Gauf-Quadratur beschriankt.

In Bild 6.7 ist die Berechnungsdauer fiir die direkte Losung, sowie einer FMM-Ldsung mit

p = 2/4/6 gezeigt. Dargestellt ist hierbei ausschlieflich die Zeit, die zum Aufstellen und
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10

10°

Zeit in s
T
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102

5 10 15 20
Entwicklungslinge p

Bild 6.6: Gesamte Programmlaufzeit {iber der Entwicklungslinge p.
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100 g==————

10 103 10* 10°

Zahl der Freiheitsgrade

Bild 6.7: Berechnungszeiten verschiedenere Losungsverfahren iiber der Anzahl der Frei-
heitsgrade

Losen des Gleichungssystems benotigt wird. Zeiten, die fiir Netzoperationen, Aufbereiten
der Randbedingungen, Vorausberechnen von Integrationsdaten sowie etwaiges Postpro-
cessing oder Fehlerberechnung erforderlich werden, sind dabei nicht beriicksichtigt, da
sie unabhingig vom Losungsverfahren sind. Es wird deutlich, dass die Berechnungszeit
fiir die FMM unabhéngig von der verwendeten Entwicklungsldnge asymptotisch deutlich
giinstiger mit der Zahl der Freiheitsgrade skaliert als die direkte Ldsung. Die konkrete
Modellgrofe, ab der die FMM einen Geschwindigkeitsvorteil gegeniiber der direkten

Losung erreicht, hingt dabei von der Entwicklungsliange ab.

In Bild 6.8 ist zudem der Speicherbedarf wihrend der Losung fiir die verschiedenen Ver-
fahren dargestellt. Im Falle vollbesetzter Matrizen limitiert dieser in der Praxis héufig die
Zahl der Freiheitsgrade. Wie zu erkennen ist, wird bei der Lésung mittels FMM deutlich
weniger Speicher belegt, womit unabhéngig vom Geschwindigkeitsvorteil auch wesentlich
grofsere Modelle berechnet werden konnen. Es zeigt sich zudem, dass der Speicherbedarf

bei moderaten Entwicklungslangen offenbar kaum durch diese getrieben wird.
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10 direkt -
- | = FMM p =2 J
| -0 FMM p =4 y/y““
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Zahl der Freiheitsgrade

Speicherbedarf in GiB

Bild 6.8: Speicherbelegung verschiedenere Losungsverfahren {iber der Anzahl der Frei-
heitsgrade.

Wie im Bild 6.9 ersichtlich wird, ist in diesem Beispiel der Gesamtfehler zunéchst nur
durch den Integrationsfehler getrieben. Mit der Verfeinerung wird die Gréfe der einzelnen
Elemente und somit der Integrationsgebiete reduziert, wodurch die Genauigkeit zunimmt.
Ab dem vierten Verfeinerungsschritt, beziehungsweise 9248 Freiheitsgraden, limitiert fiir
p = 2 die Genauigkeit der FMM den Fehler. Die hoheren Entwicklungsldngen erreichen
bis zur sechsten Verfeinerung die gleiche Genauigkeit wie die direkte Losung. Erst dariiber
hinaus wird erkennbar, dass auch mit der Entwicklungslinge p = 4 der Fehler nicht mehr
dem zuvor ersichtlichen Trend folgt, der sich mit der Entwicklungslinge p = 6 weiter
fortsetzt.

T T T7T7 T T TT] T T T 1]

&

1071 | M“%%%%% E

-2 | iy |

10771 | o= FMM p =2 e~ ]

| -e- FMM p =4 a3 o

| FMM p—6 |
1073 | [T I S —— — - I I I N | A . T

10° 10° 10* 10°

Zahl der Freiheitsgrade

Bild 6.9: Dirichletfehler verschiedenere Losungsverfahren tiber der Anzahl der Freiheits-
grade.

Die Untersuchung bestétigt erneut, dass fiir praktische Anwendungen die verwendeten

geringen Entwicklungsldngen eine hinreichende Genauigkeit ermoglichen, so dass die Ver-
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wendung der verhdltnisméfbig ineffizienten Transformationsoperatoren nicht zu stark ins
Gewicht fillt.






7 Anwendung der Methode

In diesem Kapitel soll die entwickelte Methode an realitdtsnahen, reprisentativen Beispie-
len demonstriert werden. Dabei steht nicht die vollstdndige Validierung im Vordergrund,
da die Validitét der Energiemethoden bereits vielfach diskutiert wurde [51} [74], 94] und die
entwickelten Erweiterungen mittels der isogeometrischen Analyse und der Fast-Multipole-

Methode in den jeweiligen Abschnitten 4.4 und 6.5 bereits verifiziert wurden.

7.1 Monopolquelle im Freifeld

In den vorangegangen Kapiteln wurden die Randbedingungen fiir verschiedene Geo-
metrien bereits mehrfach dquivalent zu einer ins Freifeld abstrahlenden Monopolquelle
gewahlt. In diesem Fall ist die analytische Losung auf dem Rand bekannt, was zur Be-
stimmung des Berechnungsfehlers genutzt wurde. Nicht betrachtet wurden bislang jedoch

die Feldgrofen im Berechnungsgebiet sowie die Frequenzabhéngigkeit der Diskretisierung.

Durch Verschiebung des Ladepunkts x; vom Rand ins Berechnungsgebiet ergibt sich mit
¢(xg) = 1 aus Gleichung 3.29 die Integralgleichung zur Auswertung der Energiedichte
im Feld. Durch Berechnung des Gradienten am Ladepunkt lasst sich hieraus ebenfalls
die Intensitdt bestimmen. In Bild 7.1 ist diese vektorielle Grofe exemplarisch in einer
beliebigen Ebene um die Kugel dargestellt. Aus dem Betrag der Vektoren ldsst sich nach
Gleichung 3.3 der Schallintensitidtspegel im Feld bestimmen. Fiir ebene Wellen kann dieser
als dquivalent zum Schalldruckpegel L, betrachtet werden, unter Normbedingung ergibt
sich eine Differenz der Pegel von lediglich L, — L, = 0,29dB. Gleichermafen lisst sich

aus der Energiedichte ein dquivalenter Schalldruckpegel berechnen. Dieser ergibt sich zu

2
w ) £10- logy, (%) . (.1

ref ref

pr - 10 . loglo <

Die Referenzwerte wyor und prs sind dabei fiir Luft mit w,e = 1-10712J/m? bezie-

hungsweise p,of = 2 - 107° Pa gegeben. Die der Umrechnung zugrunde liegende Annahme
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Bild 7.1: Diskretisierte Kugel mit vektorieller Darstellung der Intensititen in einer Ebene
des Berechnungsgebiets fiir das Aufsenraumproblem.

w R /% ist fiir ebene Wellen sowie diffuse Schallfelder gleichermafsen erfiillt.

Dem Berechnungsmodell fiir die Kugel liegt das unverfeinerte Netz mit 8 NURBS-Patches
und 72 Freiheitsgraden zugrunde. Fiir das Fluid werden mit p = 1,2kg/m?, ¢ = 340m/s
und n = 1- 10~ fiir Luft realistische Werte angenommen und die Intensititsrandbedin-

gung wird so gewahlt, dass die akustische Leistung 1 W entspricht.

In Bild 7.2 sind der berechnete Schallintensititspegel L, und der dquivalente Schall-
druckpegel L,y iiber der radialen Entfernung vom Kugelmittelpunkt dargestellt. Fiir
den #dquivalenten Schalldruckpegel zeigen sich qualitativ und quantitativ starke Abwei-
chungen zur analytischen Lésung. Die Ursache hierfiir liegt im falschen Abklingverhalten

der Fundamentallosung Gleichung 2.41 begriindet, so verhilt sich G %, wahrend

fiir die analytische Losung fiir eine Punktquelle w o %2 gilt. Es ist bekannt, dass
diese Diskrepanz bei der Losung der Energieflussgleichung in zwei- und dreidimen-
sionalen Berechnungsgebieten zu homogeneren Verteilungen der Energiedichte fiihrt
[62, [74]. Im Fall akustischer Wellen wird dies durch den geringen Verlustfaktor typi-
scher Ausbreitungsmedien wie Luft oder Wasser verschirft. Demgegeniiber zeigt der

Schallintensititspegel eine ausgezeichnete Ubereinstimmung mit der analytischen Losung.

Diese Beobachtung unterstreicht, dass eine Reduzierung der betrachteten Feldgréften auf
die Intensitéit, wie sie effektiv bei den in Unterabschnitt 2.4.2 und Unterabschnitt 2.4.3



7 Anwendung der Methode

101

analytisch (L, ~ L)
= = numerisch L
S N N T TEY numerisch L

120 T
CQ 0..'~.
S -~
2100
o
3
T~
S ~
~ 80 T~
|
0 1

2 3 4 ) 6 7 8 9 10
Entfernung zum Kugelmittelpunkt in m

Bild 7.2: Schallpegel in radialer Richtung.

beschriebenen Verfahren erfolgt, per se nicht auf eine bessere Beschreibung der physika-

lischen Vorgénge riickschliefsen ldsst.

In einem zweiten Schritt der Untersuchung wird bei gleichbleibender Diskretisierung die

Abhéngigkeit des Berechnungsfehlers von der Frequenz untersucht. Hierzu wird die Fre-
quenz in dquidistanten 100 Hz Schritten von 1kHz auf 20 kHz erhéht. In Bild 7.3 ist die
Verdnderung des Dirichletfehlers bezogen auf den Ausgangsfehler ep sy bei 1kHz dar-

gestellt. Es wird deutlich, dass trotz der extrem groben Diskretisierung und des weiten

betrachteten Frequenzbereichs mit einer maximalen Verdnderung des Fehlers um gut 2%

des Ausgangsfehlers tatsdchlich von einer nahezu frequenzunabhéangigen Diskretisierung

ausgegangen werden kann.

[\
T

Aep/ep.fo in %
—_
[

0 1000

-
10000
Frequenz f in Hz

Bild 7.3: Verdnderung des Dirichletfehlers iiber der Frequenz.
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7.2 Monopolquelle im Innenraum

Das zuvor gezeigte Aufkenraumproblem stellt keinen klassischen Anwendungsfall der Ener-
giemethoden dar. Aufgrund der Vernachlissigung von Interferenzen kénnen im Aufsen-
raum keine Direktivitaten dargestellt werden, welche in vielen Anwendungen von beson-
derem Interesse sind. Die akustischen Energiemethoden setzen vielmehr diffuse Felder
voraus, wie sie im Innenraum bei hohen Frequenzen und damit einhergehender Moden-
dichte auftreten. Aus diesem Grund wird im Folgenden ein einfaches Innenraumbeispiel

untersucht, fiir das zugleich eine semi-analytische Losung vorliegt.

7.2.1 Modellbildung

Es wird der in Bild 7.4 dargestellte quaderférmige Raum untersucht. Er weist in x-,y-
und z-Richtung die Dimensionen L, = 30m, L, = 20m und L, = 5m auf. An der Posi-
tion xo = (10m, 8 m, 0,7m) wird eine Punktquelle mit 1 W akustischer Eingangsleistung
platziert. Sie wird im EBEM-Modell gemafs Abschnitt 3.4 beriicksichtigt und die Wande
werden mit einem einheitlichen Absorptionsgrad von a = 20% beaufschlagt. Es soll ein
Terzband mit einer Mittenfrequenz von f. = 1kHz untersucht werden und fiir die Raum-
luft wird p = 1,2kg/m?, ¢ = 340m/s und n = 1-10~* angenommen. Die Feldgrofen

werden in einer Ebene parallel zu zy-Ebene bei z = 1,5 m ausgewertet.

Bild 7.4: Innenraum mit Punktquelle und Auswerteebene.
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7.2.2 Referenzlésung

Zum Abgleich mit der EBEM-Losung wird eine Losung als Superposition analytisch be-
rechneter Raummoden herangezogen. Nach [8] ergibt sich fiir einen Raum mit grofer

Wandimpedanz

N S U (x,n) W (xq,n)
P 47TV ; k* — k2 (n) +ik/ct’ (7.2)

dabei bezeichnet S die Monopolamplitude, V' das Raumvolumen, 7 die charakteristische
Zeit des Sabine-Franklin-Jaeger-Models und W (x,n) die Eigenfunktionen der Helmholtz-
gleichung auf dem Berechnungsgebiet mit den zugehorigen Eigenwerten & (n). Sie bestim-
men sich zu

Ny Ny TY n,mz

U (x,n4,n,n,) = Acos I oS L, Ccos I (7.3)

2 2 2
2 _ 2| (N ny Uz
¥ (g — 7 [(Lx) () ()

wobei in Gleichung 7.2 fiir eine verkiirzte Schreibweise Kombinationen der natiirlichen

und

(7.4)

Zahlen ng,n,,n, durch einen einzigen Index n ersetzt wurden.

Die Reihe 7.2 muss nach einer endlichen Zahl von Gliedern abgebrochen werden. Wie
viele Glieder zu beriicksichtigen sind, ist frequenzabhéngig und lésst sich nicht direkt
abschitzen. Im numerischen Experiment konnte jedoch festgestellt werden, dass eine
Erhohung der Modenzahl von n, = n, = n, = 200 auf n, = n, = n, = 250 fiir die
obere Grenzfrequenz des Terzbands mit einer Verdnderung der Wurzel der mittleren
quadratischen Abweichung des akustischen Drucks iiber circa 24100 Feldpunkte von
unter 1% einhergeht. Das Berechnungsergebnis wird daher fiir n, = n, = n, = 200 als

auskonvergiert betrachtet.

In Bild 7.5(a) ist der so berechnete Schalldruckpegel in der Auswerteebene fiir die Frequenz
f = 1000 Hz dargestellt. Es sind deutlich die komplexen Interferenzmuster zu erkennen,
die lokal extrem grofse Schwankungen des Pegels begriinden. Um der damit einherge-
henden Sensitivitdat gegeniiber Unsicherheiten, beispielsweise beziiglich der Geometrie, zu
begegnen, werden in der praktischen Anwendung haufig auch Summenpegel fiir Frequenz-
bander betrachtet.

Angelehnt hieran ist in Bild 7.5(b) der iiber das Terzband mit Mittenfrequenz 1000 Hz
gemittelte Schalldruckpegel dargestellt. Hierzu wurde Gleichung 7.2 fiir 44 dquidistant
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(b) gemittelt aus 44 Einzelfrequenzen im Terzband mit der Mittenfrequenz f. = 1000 Hz

Bild 7.5: Ergebnisse der modalen Lésung.

iber das Frequenzband verteilte Einzelfrequenzen gelost. Das sich aus der Mittelung er-
gebende Schallfeld weist einen wesentlich glatteren Verlauf auf und kann als Referenz fiir

eine energetische Losung des Problems genutzt werden.

7.2.3 Ergebnisse

Fiir die EBEM-Loésung wurde in diesem Fall ein verhdltnisméafig feines Netz bestehend
aus 6800 linearen Lagrange-Elementen mit konstanten Ansatzfunktionen genutzt. Die
minimale Elementgrofe betrdgt 0,5m, womit fiir eine konventionelle Helmholtz-BEM

valide Ergebnisse bis circa 100 Hz zu erwarten wéren.

In Bild 7.6 sind die Berechnungsergebnisse der EBEM in der Auswerteebene dargestellt.
Zu beachten ist, dass fiir den in Bild 7.6(a) dargestellten dquivalenten Schalldruckpegel
eine abweichende Farbskala gewihlt wurde und das Berechnungsergebnis tatsichlich

einen rdumlich nahezu konstanten Pegel liefert. Fiir ein ideal diffuses Schallfeld, wie es in
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guter Naherung in einem schwach absorbierenden Innenraum vorliegt, wird das Schallfeld
durch einen konstanten Wert jedoch auch gut abgebildet, grofere Abweichungen ergeben

sich insbesondere in direkter Ndhe zur Punktquelle.

Die in Bild 7.6(b) dargestellte Losung fiir den Schallintensititspegel bildet das semi-
analytisch berechnete Feld aus Bild 7.5(b) in der Umgebung der Quelle gut ab, fillt aber zu
den Réndern hin deutlich stirker ab, so dass sich hier groke Abweichungen ergeben. Dabei
ist jedoch zu beachten, dass fiir den hier betrachteten Fall eines weitgehend diffusen Feldes
keine Ausbreitung als ebene Welle angenommen werden kann und die zuvor getroffene

Annahme L, ~ L, somit ebenfalls nicht mehr giiltig ist.

Zur besseren Veranschaulichung sind in Bild 7.7 die Differenz zwischen den beiden
mit der EBEM berechneten Feldern und der semi-analytischen L&sung dargestellt.

Es wird deutlich, dass die Energiedichte-basierte Losung in weiten Bereichen sehr
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(b) als Schallintensitétspegel Lq
Bild 7.6: Ergebnisse der EBEM.
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gute Ubereinstimmung mit der modalen Losung zeigt. Der mit der EBEM berechnete
Schallintensitétspegel bildet demgegeniiber vorrangig das Direktschallfeld der Quelle und

damit eben den Bereich, in dem die Energiedichte-Losung die grofiten Abweichungen
zeigt, gut ab.

Zur Einordnung der Ergebnisse muss auf den drastischen Unterschied in den Berechnungs-
zeiten hingewiesen werden. Wiahrend die EBEM-Berechnung innerhalb weniger Sekunden
abgeschlossen ist, erfordert die Berechnung der modalen Losung fiir die 44 Einzelfrequen-

zen in der vorliegenden nicht optimierten Implementierung mehrere Tage Berechnungszeit.

20
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(a) Differenz aus Energiedichte-basierter Losung (Bild 7.6(a)) und modaler Losung (Bild 7.5(b))
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(b) Differenz aus Intensitit-basierter Losung (Bild 7.6(b)) und modaler Losung (Bild 7.5(b))

Bild 7.7: Betragsmifige Differenzen der EBEM-Lsungen mit der semi-analytischen Lo-
sung.

7.3 Lautsprechersimulation im Innenraum

Dieser komplexere Testfall soll einen typischeren realititsnahen Anwendungsfall repra-

sentieren. Es wird ein abstrahierter generischer Fahrzeuginnenraum untersucht, der von
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einem elektrodynamischen Lautsprecher beschallt wird. Die wechselseitige Kopplung elek-
trischer, strukturdynamischer und akustischer Subsysteme erhoht die Komplexitdt des
Problems. Der untersuchte Aufbau wurde aber dabei nicht mit dem Ziel der moglichst
detailgetreuen Nachbildung eines tatséchlichen Innenraums entworfen, sondern dient an
der Technischen Universitdt Hamburg als Demonstrator fiir Forschung und Lehre. Im Fol-
genden wird dargelegt, wie die EBEM mit einem analytischen Modell des Lautsprechers
gekoppelt werden kann, um die von einem Lautsprecher an vier angenommen Empfanger-
positionen induzierten Pegel vorherzusagen. Die Simulationsergebnisse werden Messdaten

aus einem physischen Modell des Innenraums gegeniibergestellt.

7.3.1 Fahrzeugmodell und Priifstand

Der Priifstand ist in Bild 7.8 dargestellt, seine Aufbau ist detailliert in [35] beschrieben.
Es handelt sich um eine grob an eine Fahrzeugform angelehnten Einhausung aus relativ
steifen Holz- beziehungsweise Verbundwerkstoffplatten. Die Abmessungen betragen circa

2m x 1m x 0,5m. Die Geometrie kann im Detail Anhang B entnommen werden.

Bild 7.8: Priifstand wahrend des Aufbaus in einem Biiroraum.

Der Priifstand verfiigt iiber 14 Einbaupositionen fiir verschiedene Lautsprecher, die ein-

zeln oder gleichzeitig iiber einen handelsiiblichen HiFi-Verstirker betrieben werden. In der
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hier untersuchten Ausbaustufe verfiigt der Innenraum weder iiber Auskleidungen noch
Einbauten. An verschiedenen Positionen innerhalb des Innenraums sind Messmikrophone
positioniert. Aufgezeichnet werden die Eingangsspannungen der Lautsprecher sowie die
Schalldriicke an den einzelnen Messpositionen. Die Messungen wurden in einem reflexi-

onsarmen Halbraum durchgefiihrt.

7.3.2 Lautsprechermodellierung

Exemplarisch wird ein einzelner Hochtonlautsprecher des Typs Visaton SC10 N unter-
sucht. Es wird ein analytisches 1D-Modell zur Berechnung der mittleren Intensitat auf
der Lautsprechermembran aus der Eingangsspannung aufgestellt, welches spéter einsei-
tig mit dem EBEM-Modell gekoppelt wird. Das Lautsprechermodell bildet dabei unter
einer Reihe von vereinfachenden Annahmen den elektrischen Antrieb, die mechanischen
Komponenten sowie die dynamisch Last des bewegten Fluids ab. Dem Modell liegen die

folgenden Annahmen zugrunde:

e Die Eingangssignale werden als klein vorausgesetzt, so dass ein lineares, zeitinvari-

antes System angenommen werden kann.
e Die Lautsprechermembran wird als starrer Kolben angenommen.

e [Is wird zundchst angenommen, dass der Kolbenstrahler in einen unendlichen Halb-
raum abstrahlt. Riickwirkungen der Raumakustik auf den Lautsprecher werden also

vernachléssigt.

Unter den vorgenannten Voraussetzungen ergibt sich nach [§] die Geschwindigkeit der

Membran vy in Abhéngigkeit der Eingangspannung w;, am Lautsprecher, zu

Bl

UM = Uiy, - 7.5
M (RE + 1CJLE) ZMT ( )
Dabei ist die totale, auf den mechanischen Bereich bezogene Impedanz
(BD)* :
Ive = . + iwMyp + Rums + -
Mt = R R ks MD Mt s 76

4 250 pe (1 _ J1(2ka) N iHl (2k’a))

ka ka

mit der Besselfunktion J; und der Struvefunktion H;. Die weiteren in Gleichung 7.5 und
7.6 eingefithrten Parameter und ihre Bedeutung sind in Tabelle 7.1 aufgelistet. Sie lassen
sich messtechnisch bestimmen oder sind aus Datenblittern des Herstellers bekannt. Hier

wurde auf die in [35] verwendeten Parameter zuriickgegriffen, welche aus Bozsim, einem
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Parameter Formelzeichen =~ Wert  Einheit
Effektive Membranfliiche Sp 5 cm?
Effektiver Membranradius a /Sp/m cm
Kraftfaktor Bl 1,0821 Tm
Induktivitat der Schwingspule Lg 0,036 mH
Gleichstromwiderstand der Schwingspule Rg 6,9 Q
Widerstand der Spannungsquelle Ra 0 Q
Masse von Membran und Schwingspule Myp 0,0869 g
Mechanischer Verlustwiderstand (Damp- Rus 0,4351 N-s/m
fung) der Aufhdngung

Nachgiebigkeit (Kehrwert der Steifigkeit) Chus 0,16859 mm/N
der Aufhingung

Dichte der Luft ) 1,2 kg /m?3
Schallgeschwindigkeit in der Luft c 340 m/s

Tabelle 7.1: Parameter des Lautsprechermodells.

vom Hersteller veroffentlichten Programm zur Auslegung von Lautsprechersystemen, ex-

trahiert wurden.

Die Gleichung 7.5 kann nun genutzt werden, um die Spulen- und somit die Membrange-
schwindigkeit eines Lautsprechers in Abhéngigkeit der Frequenz und der Eingangsspan-
nung zu bestimmen. Die Neumann-Randbedingung der EBEM wird jedoch durch eine
Intensitit definiert. Sie kann bestimmt werden, indem nach [§] der mittlere akustische

Druck py; auf der Membran zu

(7.7)

Jl (2]{?(1) 4 1H1 (2]{?(1) .
ka ka

PM = PLCL <1 —

berechnet wird, womit die Intensitdt auf der Membran schliefslich nach Gleichung 2.31
bestimmt werden kann. In Bild 7.9 ist der so berechnete Schallintensititspegel des Laut-
sprechers direkt auf der Membran fiir eine frequenzunabhingige Eingangsspannung von
uy = 1V dargestellt.

7.3.3 EBEM Modell

Die Geometrie des Priifstands wurde fiir die akustische Simulation auf Basis von NURBS-
Ansatzfunktionen diskretisiert und das in Bild 7.10 abgebildete Netz mit 91 Patches und
1901 Freiheitsgraden erstellt. Die in Bild 7.11 vergrofert dargestellte Lautsprechergeo-

metrie selbst ist insoweit vereinfacht worden, als dass die Membran als ebene Scheibe
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Bild 7.9: Berechneter Schallintensitéitspegel direkt auf der Lautsprechermembran bei
Uin = 1V.

Z

Bild 7.10: Nicht-konforme NURBS-Vernetzung des Fahrzeuginnenraums mit Lautsprecher
und Mikrofonpositionen M; — Mj.

angenommen wird. Dies steht in Einklang mit der in Unterabschnitt 7.3.2 getroffenen
Annahme eines Kolbenstrahlers. Schon diese vereinfachte Geometrie wére jedoch mit her-
kéommlichen Lagrange-Elementen nicht exakt beschreibbar, wihrend sie mit den NURBS-

Ansatzfunktionen durch ein einzelnes Patch exakt abgebildet werden kann.

Aufgrund der bereits in Unterabschnitt 4.2.3 beschriebenen Schwierigkeiten bei der
direkten Verwendung von CAD-Daten hinsichtlich getrimmter Flichen und Netzverfeine-
rung war trotz der eher einfachen Geometrie bei der Netzerstellung ein verhdltnisméfig
hoher héndischer Aufwand erforderlich. Die Verwendung diskontinuierlicher Elemente
erlaubt jedoch die Diskretisierung mittels eines nicht-konformen Netzes, die geometri-
schen Knoten benachbarter Patches und Elementen miissen also nicht zusammenfallen.

Entsprechende Bereiche sind in Bild 7.10 entlang der seitlichen Kanten, sowie in Bild 7.11
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Bild 7.11: Vergroferter Ausschnitt des in Bild 7.10 dargestellten Netzes mit der Lautspre-
chermembran (gelb).

zu erkennen. Hiervon unberiihrt bleibt, dass der Rand in der verwendeten direkten

Formulierung geschlossen sein muss und keine Uberlappungen auftreten diirfen.

Die nach Unterabschnitt 7.3.2 bestimmte Intensitit wird als Neumann-Randbedingung
auf der Lautsprechermembran des EBEM-Models vorgeschrieben, die verbleibende Fliche
wird mit einer Robin-Randbedingung belegt, wobei der Absorptionskoeffizient uniform
zu a = 0,1 abgeschitzt wird. Dieser Parameter unterliegt einer hohen Unsicherheit, es
konnten hiermit jedoch in [35] bereits mittels einer konventionellen FEM-Losung bis
6kHz gute Ergebnisse erzielt werden. Fiir die Luft wurde weiterhin p = 1,2kg/m3,

c=340m/s und = 1-10~* angenommen.

Die Positionen der Messmikrofone M; — My, an denen die Feldgrofen im Postpro-
cessing ermittelt werden, sind in Tabelle 7.2 beziiglich des in Bild 7.10 dargestell-
ten Koordinatensystems angegeben. Der Mittelpunkt der Lautsprechermembran ist mit
[z,y,2] = [1,29m, 0,405 m, 0,582 m] definiert.

Mikrofon xzinm yinm zinm

M, 0,76 0,35 0,29
M, 0,76 0235  -0,29
M, 1,47 035 0,29
M, 1,47 035  -0,29

Tabelle 7.2: Koordinaten der Messmikrofone.
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7.3.4 Ergebnisse

In Bild 7.12 ist der schmalbandig gemessene Schalldruckpegel an den verschiedenen
Mikrofonpositionen den simulierten Schallpegeln gegeniibergestellt. Es sind qualitativ
ahnliche Verldufe zu erkennen. Die Messung wird jedoch stark durch die einzelnen
Raummoden gepriagt, welche sich im Spektrum als eine Vielzahl lokaler Minima und
Maxima &ufsern. Gerade im hoheren Frequenzbereich ist durch die hohe Modendichte

daher kaum noch eine aussagekriftige Auswertung der Daten moglich.

Um eine bessere Analyse der Messdaten und Vergleichbarkeit zu den Simulationsergeb-
nissen zu ermoglichen, werden die Summenpegel der einzelnen Terzbidnder betrachtet. Sie
sind in Bild 7.13 dargestellt. Wie zu erwarten ist, wird bei tiefen Frequenzen auch der
Summenpegel noch relativ stark durch einzelnen Moden dominiert. In der Raumakustik
ist zur Unterscheidung eines unteren Frequenzbereichs, in dem einzelne Moden relevant
sind, und eines oberen Frequenzbereichs, der durch ein diffuses Schallfeld geprégt ist, die

Schroeder-Frequenz fg als Grenzfrequenz bekannt. Sie kann zu

0,16
~~ 2 = )
s = 2000, (7.8)

mit der Raumoberfliche S abgeschétzt werden [60]. Im vorliegenden Fall ergibt sich
fs = 1350 Hz. Die Betrachtung der gemessenen Terzbandpegel in Bild 7.13 bestétigt
diese Regel weitgehend, da sich fiir Frequenzen iiber 1350 Hz deutlich glattere Verldufe
der Spektren einstellen. Gleichzeitig wird auch offensichtlich, dass fiir die betrachteten
Messpositionen die stidrksten Schwankungen im Bereich unter 200 Hz auftreten und
der Frequenzbereich 200Hz < f < 1350Hz weniger stark von Interferenzeffekten
beeintrichtigt wird.

Werden die einzelnen Messpositionen untereinander verglichen, sind in den Schmalband-
spektren in Bild 7.12 die erwartbaren Unterschiede offenkundig. In den Terzspektren in
Bild 7.13 zeigt sich jedoch, dass sich an allen Positionen sehr dhnliche Pegel einstellen. Ein-
zig an dem Mikrofon M3, welches dem Lautsprecher am néchsten liegt (siehe Bild 7.10),
lassen sich deutlich erhohte Pegel erkennen. Diese Beobachtung spricht fiir ein recht ho-

mogenes und diffuses Schallfeld im betrachteten Innenraum.

Beim Vergleich der Simulationsergebnisse mit der Messung zeigt sich ein dhnliches Bild
wie zuvor in Abschnitt 7.2. So ldsst sich fiir den dquivalenten Schalldruckpegel auf Basis
der Energiedichte iiber weite Frequenzbereiche eine in Relation zum geringen numeri-

schen Aufwand sehr gute Ubereinstimmung mit der Messung feststellen. Die Grofe ist
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Bild 7.12: Gemessene Schmalband-Schalldruckpegel L, und mittels EBEM simulierte
Schallintensitédtspegel L, fiir die Auswertepositionen M; — Mj.

jedoch nicht geeignet, lokale Effekte ausreichend abzubilden, so dass der Pegel fiir das
Mikrofon Mj unterschitzt wird. Der Schallintensitatspegel hingegen zeigt eine grofte lo-

kale Abhéngigkeit, diese resultiert, insbesondere fiir die weiter von der Quelle entfernten
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Bild 7.13: Gemessene Terzband-Summenpegel L, und mittels EBEM simulierte Schallin-
tensititspegel L, fiir die Auswertepositionen M; — M.

Messpositionen M; und Ma, in einer starken Abweichung von der Messung. An keiner der
untersuchten Positionen erreicht sie eine bessere Ubereinstimmung mit der Schalldruck-

pegelmessung als der auf der Energiedichte basierend bestimmte Pegel.
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7.4 Diskussion und Fazit

Das hier im Rahmen reprisentativer Beispiele eingesetzte neue Verfahren erlaubt die
Abschatzung akustischer Pegel an beliebigen Punkten innerhalb des zu untersuchenden
Berechnungsgebiets. Es zielt vorrangig auf Innenraumprobleme ab und ermdoglicht hier
im Rahmen des Giiltigkeitsbereichs auch eine gute Genauigkeit. Es zeigt sich jedoch,
dass, zumindest fiir die untersuchte Problemklasse der Fluidschallausbreitung, aufgrund
der geringen Dampfung und des bekannten Widerspruchs im Abklingverhalten der
Losung der Energieflussgleichung gegeniiber Punktquellen die Felder rdumlich nicht
genau aufgeldst werden kénnen. Die aus der berechneten Energiedichte resultierenden
sehr homogenen Felder entsprechen weitgehend der Losung einer SEA und bieten somit
kaum einen Informationsgewinn. In der praktischen Anwendung ist eine Abgrenzung zur
SEA eher darin zu sehen, wie die Methoden in die Werkzeugkette integriert werden und

mit bestehenden Modellen gekoppelt werden konnen.

Gegeniiber klassischen Verfahren wie der FEM oder BEM kann die implementierte Me-
thode hingegen durch extrem stark verkiirzte Berechnungszeiten und grofe Robustheit

gegeniiber unscharfen Parametern iiberzeugen.

Es konnte gezeigt werden, dass das neue Verfahren eine nahezu komplett frequenzunab-
héngige Diskretisierung und somit sehr effiziente Berechnungen ermoglicht. Insbesondere
konnte anhand eines nicht-trivialen NURBS-Netzes in Kombination mit einem einfachen
analytischen Lautsprecher-Modell demonstriert werden, wie die Simulation potenziell in
einen Entwurfsprozess integriert werden kann. Weitere Kopplungen, beispielsweise mit

energetischen Strukturmodellen sind denkbar und erweitern den Anwendungsbereich.

Ein Abgleich der simulierten Schallintensitdtspegel mit gemessenen Intensititen in
typischen Innenraumanwendungen wire fiir weitere Untersuchungen anzustreben, da fiir
das komplexe Schallfeld im Innenraum keine Analogie zwischen Schalldruckpegel und

Schallintensitatspegel vorausgesetzt werden kann.






8 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Erkenntnisse der Arbeit zusammengefasst und

es wird ein Ausblick auf mogliche anschlieftende Forschungsfragen gegeben.

8.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden energetische Methoden zur Modellierung hoch-
frequenter Schallausbreitung untersucht und die bisher bekannte EBEM erweitert.
Die Erweiterung soll insbesondere eine vereinfachte Modellerstellung und eine weiter
beschleunigte Berechnung der Modelle erméglichen und somit zu kiirzeren Entwicklungs-

zyklen beitragen.

Es wurde zunédchst im Kapitel 2 die relevanten Grundlagen der numerischen Akustik
zusammengefasst und somit der Hintergrund der Arbeit dargestellt. Dabei wurden drei
verschieden Ansétze zur Formulierung von Differentialgleichungen auf Basis energetischer
Variablen namlich die Energieflussgleichung, die modifizierte Energieflussgleichung
und der Intensity-Potential-Approach eingefiihrt. Diese wurden in Kapitel 3 weiter
untersucht. Im Ergebnis wurde festgestellt, dass die modifizierte Energieflussgleichung
und der Intensity-Potential-Approach im Falle eines verlustfreien Ausbreitungsmediums
identisch sind. Es wurde zudem aufgezeigt, dass auch die Energieflussgleichung in der
Lage ist, fiir eine Punktquelle die Intensitdt als Feldgrofse physikalisch korrekt abzu-
bilden, wihrend dies fiir die Energiedichte bekanntlich nicht moglich ist. Der Umstand
ist insofern besonders relevant, da sich die alternativen Formulierungen effektiv auf
die Intensitit als Zustandsgrofe beschrinken. Es wurde weiterhin dargelegt, dass auf
Basis der Energieflussgleichung formulierte Verfahren nicht zur Loésung einer Differen-
tialgleichung auf beliebigen Gebieten geeignet sind und sie daher nicht als (indirekte)

Boundary-Elemente-Methode angesehen werden sollten.
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Unter Beriicksichtigung aller Aspekte wurde eine Boundary-Elemente-Methode zur Lo-
sung der Energieflussgleichung ausgew#hlt und die entsprechende Randintegralgleichung
hergeleitet. Dabei wurde eine Robin-Randbedingung in Abhéngigkeit der Wandimpedanz
vorgeschlagen. Sie ergénzt die bislang meist in Abhéngigkeit der Absorption getroffene

Formulierung.

Im Kapitel 4 wurde allgemein die Diskretisierung der Randintegralgleichung und
insbesondere die isogeometrische Analyse auf Basis von NURBS-Ansatzfunktionen
beschrieben. Dabei wurde erstmals eine isogeometrische EBEM implementiert. Es wurde
auf die besonderen Eigenschaften der NURBS-Ansatzfunktionen und auf die derzeit noch
vorhandenen praktischen Probleme bei der Ableitung von Berechnungsmodellen direkt
aus CAD-Daten eingegangen. Zudem wurde gezeigt, dass der Entfall des Geometriefehlers
unter giinstigen Umstinden extrem hohe Genauigkeiten ermoglicht. Die Darstellung
komplexer Geometrien mit nur verhaltnisméfig wenigen Steuerpunkten verspricht, im
Zusammenspiel mit der frequenzunabhingigen Diskretisierung der EBEM, potenziell
kleine Gleichungssysteme. Eine gegebenenfalls erforderliche Verfeinerung der Diskretisie-
rung kann im Kontext der NURBS, neben den bekannten p- und h-Verfeinerung, auch
mit der k-Verfeinerung erfolgen. Sie wurde ebenfalls implementiert und untersucht. Dabei

konnte ihre besondere Effizienz festgestellt werden.

Die numerische Integration und die Handhabung der hierbei auftretenden singuliren
Signale erfordert in der BEM besondere Beachtung. Im Kapitel 5 wurden die umgesetzten
Verfahren beschrieben. Neben einigen Erwédgungen zur praktischen Implementierung im
Kontext der isogeometrischen Analyse spielen hierbei besonders die quasi-singuliren
Integrale eine Rolle. Zu ihrer Handhabung wurden Strategien zur Unterteilung des
Integrationsgebiets und die sinh-Transformation theoretisch untersucht. Zudem wurde
als neue Strategie zur Behandlung quasi-singuldrer Integrationsgebiete, die sich auf
demselben Patch wie der betrachtete Kollokationspunkt befinden, eine erweiterte Polar-

koordinatentransformation vorgeschlagen.

Zur weiteren Beschleunigung des Berechnungsverfahrens wurde im Kapitel 6 die Umset-
zung einer Fast-Multipole-Methode beschrieben. Gegeniiber der klassischen Helmholtz-
oder Laplace-BEM sind dabei einige Anpassungen des Algorithmus erforderlich gewor-
den. Es konnte zudem eine semi-empirische Formel zur Abschétzung der erforderlichen
Entwicklungslinge bestimmt werden. Es konnte schlieflich gezeigt werden, dass die

entwickelte FM-EBEM eine schnelle und speichereffiziente Losung der Modell ermdéglicht.
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Dabei wurde jedoch auch deutlich, dass durch die Verwendung effizienterer Translations-

operatoren noch weitere Beschleunigungspotenziale ausgenutzt werden kénnten.

Das entwickelte Verfahren wurde in Kapitel 7 anhand verschiedener Testfille untersucht
und dabei sowohl mit anderen Berechnungsverfahren als auch Messdaten verglichen. Da-
bei wurde deutlich, dass das entwickelte Verfahren in der Lage ist, auch in komplexe-
ren, realitdtsnahen Fragestellungen mit recht geringem numerischen Aufwand eine gute
Abschétzung der Schalldruckpegel im Innenraum auf Basis der Energiedichte zu liefern.
Die rdumliche Verteilung der Energiedichten kann hierbei allerdings nicht exakt aufgelost
werden. Die berechneten Intensititen zeigen eine erwartbar grofere rdumliche Variabilitit
und bilden im Aufsenraum die analytische Losung nahezu exakt ab. Fiir den Innenraum
bieten sich weitere messtechnische oder numerische Untersuchungen zur Bewertung der
Aussagekraft dieser sekundéren Feldgrofse an. Es konnte zudem gezeigt werden, dass sich
auf Basis der NURBS-Ansatzfunktionen auch in der hier implementierten Variante ohne
Trimmungen oder lokale Verfeinerungen relativ einfache und geometrisch exakte Berech-
nungsmodelle erzeugen lassen. Gleichzeitig wurde deutlich, dass fiir einen breiten Einsatz
weitere Entwicklungsarbeit zur Schaffung anwenderfreundlicher Werkzeuge zur Erzeugung

beziehungsweise Ableitung der numerischen Modelle aus CAD-Daten erforderlich sind.

8.2 Ausblick

Die fiir die isogeometrische Analyse gewihlten NURBS-Basisfunktionen wurden vorrangig
aufgrund ihrer weiten Verbreitung in derzeitigen CAD-Systemen ausgewéhlt. In der
Praxis zeigt sich, dass idealerweise schon bei der Erstellung der Modelle eine mdogliche
Verwendung zur numerischen Analyse beriicksichtigt werden sollte oder anderenfalls
bessere Werkzeuge zur Bearbeitung der Modelle erforderlich sind. So sind selbst fiir
einfache ungetrimmte Geometrien Basisoperationen, wie das Hinzufiigen von Knoten oder
die Manipulation der Knotenmultiplizitit, nicht immer einfach mdglich. Grundlegende
Geometrien, wie Kugeln oder Zylinder, werden zudem in CAD-Systemen haufig direkt
als analytisch beschriebene Objekte definiert und miissen zur numerischen Analyse erst
in eine entsprechende NURBS-Parametrisierung iiberfiihrt werden. Die beschriebenen
Umstédnde zeigen, dass fiir eine echte Integration von numerischer Analyse und Geome-
trieentwurf ein Paradigmenwechsel erforderlich ist, der zugleich auch als Chance begriffen
werden kann, fiir beide Zielstellungen besser geeignete Basisfunktionen zu wéahlen.
So erlauben Alternativen wie T-Splines mehr Flexibilitdat hinsichtlich lokaler Verfei-

nerung und Trimmung und sollten fiir weitere Entwicklungen in Betracht gezogen werden.
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Die implementierten Verfahren zur Berechnung quasi-singuldrer Integrale erreichen fiir
die meisten praktischen Probleme in der EBEM eine zufriedenstellende Genauigkeit und
Effizienz. Es wurde jedoch deutlich, dass dieser Aspekt im Kontext der isogeometrischen
Analyse noch nicht abschlieflend erforscht ist. Die hohere Robustheit der Gebietsuntertei-
lungsstrategien gegeniiber Verfahren, die auf einer Koordinatentransformation beruhen,
scheint implizit der Grund fiir deren weitere Verbreitung zu sein. In der Literatur wird
der Vorteil jedoch kaum explizit benannt. Durch verbesserte Optimierungsverfahren zur
Bestimmung des dichtesten Punkts auf dem Zielelement ldsst sich die Robustheit der
implementierten sinh-Transformation voraussichtlich weiter steigern. Das vorgeschlagene
Verfahren zu Behandlung quasi-singuldrer Integrale auf dem gleichen Patch sollte weiter
untersucht und dabei insbesondere die Limitierungen des Verfahrens systematisch

analysiert werden.

Die Umsetzung der Fast-Multipole-Methode erreicht, aufgrund der verwendeten Ope-
ratoren, noch nicht ihr volles Potential. Hier wire eine Implementierung effizienterer

Operatoren, wie sie zum Beispiel das RCR-Verfahren anbietet, erstrebenswert.

Weiterhin sollte eine Kopplung des entwickelten Verfahrens mit der EFEM zur effizienten
Berechnung strukturdynamischer Komponenten angestrebt werden, um den Anwendungs-

bereich zu erweitern und komplexere Problemstellungen untersuchen zu koénnen.



A NURBS-Parametrisierung der
Kreisflache und analytische

Losungen der Integrale

A.1 NURBS-Kreisflache

Das kreisformige Patch ist durch die Knotenvektoren & = H = [0,0,0,3,1,1,1] und die in
Tabelle A.1 gegebenen Steuerpunkte und -gewichte definiert. Die darin nicht gelisteten

Werte fiir 7,j € [2,3] kénnen durch die Symmetrien zur x und y-Achse leicht ergénzt

werden, es gilt xo; = —x1;, T3; = —T0j;, Yiz = —Yin und y;3 = —To.
17 Tij Yij Zij Wi
00 ¥ 2 0 1
10 -2 1 g 2
R
11 -1 1 2

Tabelle A.1: Steuerpunkte und -gewichte eines Quadranten des kreisférmigen Patches

A.2 Quasi-singuldres Integral normal zum Patch

Die analytische Losung des in Bild A.1 dargestellten Falls, bei dem der Kollokationspunkt

auf der Rotationsachse normal zum Patch verschoben verschoben ist, ist durch

27 R
1 1 1
I, = — —— pdpdf == (\/R2+ 22— Al
1 47T0/0/ szngp p 2( + 2§ ZO) (A1)

gegeben.
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Bild A.1: Geometriedefinition zur Berechnung des Integrals bei Lage des Kollokations-
punkts normal zum Patch

A.3 Quasi-singuladres Integral in Patch-Ebene

Fiir den in Bild A.2 dargestellten Fall, dass der Kollokationspunkt in der Patch-Ebene

liegt, kann die analytische Losung zu

R

1 1
770 o \/psm9 (R+d— pcosQ) (A.2)

2:[7(E( Rdjd)R) QRJdK(—AL(Rd:d)R))

bestimmt werden. Hierbei bezeichnet K das vollstindige elliptische Integral erster Art

und E das vollstandige elliptische Integral zweiter Art [I].

Bild A.2: Geometriedefinition zur Berechnung des Integrals bei Lage des Kollokations-
punkts in Patch-Ebene
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A.4 Singulares Integral

Fiir das singuldre Integral wird wie in Bild A.3 dargestellt zunédchst die obere radiale

Integrationsgrenze P () zu

R2
P0)=d COSQQ—I—ﬁ—l—COSQ

bestimmt. Hiermit kann das Integral zu

3
e,

2

1 /
4m
0

(9)

1 dr do
”

o\

0

berechnet werden.

1 R2
- 2 - - = —_—
y /d (\/cos 0 + =z 1 C089> do FE

(A.3)

(A.4)

()

Bild A.3: Geometriedefinition zur Berechnung des Integrals bei Lage des Kollokations-

punkts innerhalb des Patches
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