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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation, Ziel und Ergebnisse

Diese Arbeit enthilt Beitrége zur effizienten Berechnung mehrfach parametri-
sierter grofter nichtlinearer Gleichungssysteme

F(u,a) =0. (1.1)

mit F € C7(,R"), (r > 2), wobei Q € R" x R* n, k € N offen ist und auf ganz
Q Rang(DF) = n gilt. Unter diesen Voraussetzungen ist die Losungsgesamtheit
in ) eine glatte k-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Fiir die direkte numerische Berechnung solcher Mengen fiir £ > 2 sind
relativ viele Methoden entwickelt worden, [57|, wobei sich zusétzlich zu der
Berechnung auch noch das Problem einer geeigneten Darstellung ergibt. In
dieser Arbeit ist speziell der Fall £ = 2 von Interesse, wobei zusétzlich einer
der Parameter, hier mit \ bezeichnet, von primirem Interesse ist. Dies kann
z.B. die Grofse einer Last sein, die bei einem Problem aus der Mechanik zur
Deformation eines betrachteten Korpers fiihrt.

Der zweiten Parameter, bezeichnet mit p, wird als zusédtzlichen Parameter
angesehen, bei dessen Variation die Verdnderung der Gestalt der A-abhéngigen
Losungsgesamtheit untersucht werden soll. Die Zweiparameterstudien (1.1)
wird so als Menge gestorter Einparameterprobleme

F(u, A, 1) = 0 (1.2)

fiir eine Sequenz fester Parameter p1, po, . .. behandelt. Dies hat mehrere Vor-
teile:

1. Es gibt heute zuverldssige Verfahren, eindimensionale Lésungsmannigfal-
tigkeiten zu berechnen (Siehe [2] fiir eine einfithrende Ubersicht bis zum
Jahr 2003, bzw. [31]).
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2. Durch die Berechnung von eindimensionalen Lésungskurven wird auf der
Lésungsfliche eine Art Koordinatensystem eingefiihrt, mit der die Flache
oft einfacher zu analysieren ist.

3. Die Aufteilung in wichtigere Parameter (A) und nachgeordnete Parame-
ter (u) entspricht sehr oft auch den behandelten Anwendungssituatio-
nen, bei denen Strukturverdnderungen der Losungsgesamtheit im (u, \)-
Raum bei Variation von p von Interesse sind, [60].

Weil Systeme der Form (1.1) heute vorwiegend durch Diskretisierung par-
tieller Differentialgleichungen entstehen, kommt zur Schwierigkeit der Parame-
terabhingigkeit zusétzlich noch das Problem einer grofsen Dimension n hinzu.
Strukturell besonders einfache Herangehensweisen an die Aufwandreduktion
insbesondere bei parameterabhéngigen Probleme sind die Reduzierte-Basis-
Methoden (RB-Methoden). Diese gehoren zu den Galerkin-Methoden, die man
vor allem aus der Finite-Elemente-Methode kennt, bei der Operatorgleichun-
gen in Hilbertrdumen betrachtet werden. Diese haben die Form Au — f = 0,
mit einem Operator A und einer gesuchten Losung u. Bei der Approximation
dieser Losung u wird nach Niherungslésungen uz in (endlichdimensionalen)
Unterrdumen Z gesucht, sodass das auftretende Residuum orthogonal zu ei-
nem geeigneten Testraum ) steht. Es ergeben sich so Gleichungen der Form

(v,Auz — fy =0, Yv e,

welche zu einem linearen Gleichungssystem fiir den Koeffizientenvektor uz von
uz der Form

VIi(Auz —f)=0

fithren. Bei der RB-Methode wird ein solcher Ansatz auf die hier betrachteten
nichtlinearen Gleichungssysteme angewendet und die Gleichung (1.2) durch
einen Galerkin-Ansatz

VIF(ug + Za, \, ;) = 0 (1.3)

approximiert, wobei die Spalten von Z und V jeweils eine Basis von Z, bzw. V
bilden, die in einer Analysephase dem Problem angepasst entwickelt werden.
Da die Losungsgesamtheit sich im allgemeinen nicht nach A parametrisieren
lasst, hat es sich fiir die Astverfolgungsverfahren als giinstiger herausgestellt
den Parameter A\ zusammen mit dem Zustandsvektor u in einen iibergeordne-
ten Zustandsvektor

x = (u,\)" e R™!
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zu integrieren, [60, 49], und (1.2) und (1.3) als
F(x, p;) = 0, bzw. (1.4)
VIF(xo+ Zx, 1) =0, i = 1,2, ...

mit einem angepassten Matrix Z umzuformulieren. Der Punkt xo = (ul, \o)
stellt dabei eine bekannte Losung von F(x, i;) = 0 dar (diese muss natiirlich
nicht fiir alle u; die selbe sein). In den achtziger Jahren wurde - besonders in
den Ingenieurwissenschaften - viele solcher Rechenmethoden entwickelt, [42].
Eine erste mathematische Analyse findet sich in [60, 20] und [49].

Dabei wurde die Aufmerksamkeit darauf gelegt, die Losungsgesamtheit in
einer Umgebung eines Startpunktes in der Losungsmenge zu finden. Diese Me-
thoden kann man also unter dem Begriff lokale RB-Methoden zusammen fas-
sen. Die Basisfunktionen werden hier basierend auf den differentialgeometri-
schen Eigenschaften der Losungskurve, wie Tangente, Kriimmungsvektor und
Torsion, aufgebaut. Zudem wurden notwendige und hinreichende Bedingungen
an V entwickelt unter denen das reduzierte System ebenfalls eine eindimen-
sionale Losungsgesamtheit hat, [20, 49, 7, 38] und es wurde in einer lokalen
Fehleranalyse gezeigt, dass die Losungskurve durch die Approximationen im
wesentlichen wie durch entsprechende Taylorentwicklungen approximiert wur-
den.

Seit etwa 2000 interessiert man sich verstirkt fiir parameterabhingige Dif-
ferential- und Evolutionsgleichungen, wobei hier globale RB-Methoden mit ei-
nem Ansatz- und Testraum, der nicht an eine Losung xo gekoppelt ist, verwen-
det werden, [47, 63]. Diese basieren auf der sogenannten Snapshot-Methode, bei
der zunéchst eine Menge von Snapshots gesammelt wird. Diese stellen Losun-
gen des volldimensionalen Ausgangsproblems fiir eine Auswahl von Parametern
dar, mit deren Hilfe dann ein globaler Ansatzraum Z erzeugt wird. Besonderes
Augenmerk wird dabei auf die Unterscheidung in Off- und Online-Anteil der
Berechnung der Reduktion gelegt, wobei die aufwéindige Arbeit (Sammeln der
Snapshots, Aufstellen des Ansatz- und Testraumes) im Offline-Teil erfolgt und
die vom Aufwand her kleine Berechnung der reduzierten Losung fiir gegebene
Parameter im Online-Teil. Diese Unterteilung bietet einen Vorteil gegeniiber
den lokalen Methoden, da dort die Berechnung von Ansatz- und Testraum
nicht von der Berechnung der reduzierten Losung getrennt werden kann.

Um mit einem globalen Ansatz- und Testraum rechnen zu kénnen, wird
die nichtlineare Gleichung in der Form (1.1) betrachtet, das heift die Losung
u und die Parameter « bleiben strikt voneinander getrennt und die Gleichung
wird durch

VIF(Zt,0) =0 (1.5)

approximiert. Die Nachteile dieser Methode bestehen darin, dass keine Um-
kehrpunkte zugelassen sind, sowie in den starken Restriktionen an die zu re-
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duzierenden Gleichungssysteme, die notwendig sind, um die Losbarkeit der
Reduktion zu garantieren.

In dieser Arbeit werden Moglichkeiten gezeigt, die globalen Ansétze auf allge-
meine nichtlineare Probleme, die vorher nur lokal reduziert wurden, anzuwen-
den. Ziel ist es dabei mit globalen Ansatz- und Testrdumen eine Reduktion
aufzubauen, die Wendepunkte beziiglich A zulisst und mit deren Hilfe effek-
tiv Parameterstudien fiir den zweiten auftretenden Parameter 1 durchgefiihrt
werden konnen. Die dafiir an die Funktion zu stellenden Bedingungen sind
dabei so allgemein wie moglich gehalten, um eine breite Anwendbarkeit zu
ermoglichen.

Es zeigt sich, dass eine direkte Anwendung der Snapshot-Methode, das
heift der Aufbau eines festen Ansatz- und Testraumes fiir ein allgemeines
nichtlineares Problem der Form (1.2) nicht ohne weiteres moglich ist. Dabei
sind weniger die Auswahl der Snapshots und der Aufbau des Ansatzraumes
Z das Problem, sondern das Erzeugen eines geeigneten Testraums V. Dieser
muss garantieren, dass das reduzierte Problem der Form (1.3) iiberhaupt eine
Lésung besitzt, bzw. eine sinnvolle Reduktion erméglichen.

Dieses Problem wird bei globalen RB-Methoden durch aus der Finiten-
Elemente-Methode bekannte Bedingungen, die an das Problem gestellt wer-
den, wie Koerzivitat und Stetigkeit der Bilinearform, gelost. Diese Bedingun-
gen stellen jedoch eine starke Einschriankung dar, bzw. lassen sich fiir den Fall
eines nicht ausgezeichneten Parameters nicht garantieren, da selbst das voll-
dimensionale Problem (1.1) fiir ein festes A\ keine eindeutige Losung besitzen
muss.

Im Fall einer lokalen RB-Reduktion lisst sich die Losbarkeit von (1.3) di-
rekt dadurch gewéhrleisten, dass V in Abhéngigkeit des beziiglich x erzeugten
Ansatzraumes Z aufgebaut wird, [38]. In den meisten Fillen ist dabei die Ab-
leitung ¢’ in xq Teil von Z, was jedoch fiir einen iiber Snapshots aufgebauten
globalen Ansatzraum nicht gewédhrleistet werden kann. Numerische Beispiele
zeigen, dass es ohne weitere Einschrinkungen im Allgemeinen nicht mdoglich
ist, ein V zu finden, das eine sinnvolle Reduktion fiir einen globalen iiber die
Snapshot-Methode erzeugten Ansatzraum Z liefert. Es kann sogar passieren,
dass ein V), das in einem Snapshot eine geeignete Reduktion ermdglicht, die
reduzierte Losungskurve an einer anderen Stelle aufbrechen und in mehrere
voneinander getrennte Aste zerfallen lisst.

Um dieses Problem in den Griff zu bekommen, wird in dieser Arbeit eine neue
RB-Methode prasentiert, die auf einem festen Ansatzraum Z, aber lokalen
Testraumen V; basiert, die fiir eine Menge von Punkten x; € Z, Interpolati-
onsknoten genannt, einzeln erzeugt werden. Um daraus schlieflich eine globale
Reduktion zu erzeugen, werden die die V; reprisentierenden Matrizen V; mit-
tels einer iiber eine Zerlegung der Eins aufgebauten Interpolation miteinander
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verbunden. Diese orientiert sich an einer in [56] vorgestellten Idee und hat die
Gestalt

> wi(ZX)VIF(Z%) = 0 (1.6)

1=0

wobei w; Gewichtsfunktionen mit beschranktem Trager beschreiben. Diese Me-
thode verbindet lokale Reduktionen zu einer globalen, die eine reduzierte Lo-
sungskurve in einem festen Ansatzraum Z liefert und wird als interpolations-
basierte Reduktion bezeichnet.

Um zu gewéhrleisten, dass eine Reduktion der Form (1.6) eine Lésung
besitzt werden Bedingungen an die Matrizen V; hergeleitet, sowie Verfah-
ren vorgestellt, Matrizen aufzubauen, die diese Bedingungen erfiillen. Fiir den
Fall, dass der von den Interpolationsknoten aufgespannte Raum mit Z iiberein
stimmt, fiihrt dies zum Beweis eines Satzes, der garantiert, dass die Reduktion
(1.6) unter gewissen Regularitdtsbedingungen an F eine zusammenhéngende
Losungskurve im Lagrange-Raum Z besitzt, so lange die ausgewidhlten Inter-
polationsknoten geniigend nah beieinander liegen.

Eine populdre Methode, einen globalen Ansatzraum aufzubauen, besteht dar-
in, diesen {iber eine Singuldrwertzerlegung der Snapshots zu erzeugen, [34, 53|.
Diese sogenannte POD-Methode nutzt aus, dass ein {iber die Singularwertzer-
legung erzeugter Raum den Projektionsfehler der Snapshots minimiert und in
diesem Sinne den bestmoglichen Raum liefert, um die Bewegung der Losungs-
kurve widerzuspiegeln. Der Unterschied zum bisher verwendeten Lagrange-
Raum besteht hauptséichlich darin, dass der Ansatzraum keinen Losungspunkt
des volldimensionalen Ausgangsproblems (1.2) mehr enthalten muss, und bei
Verwendung der interpolationsbasierten Reduktion die Knoten nicht mehr auf
der Losungskurve liegen miissen. Dadurch entsteht eine gewisse Unabhingig-
keit von Z und den Interpolationsknoten. Ahnlich zum Lagrange-Ansatzraum
wird in dieser Arbeit ein Satz bewiesen, der die Existenz einer reduzierten
Losungskurve fiir den Fall eines iiber die POD-Methode aufgebauten Ansatz-
raumes Z garantiert, so lange F gewissen Regularititsbedingungen geniigt, die
Dimension des Ansatzraumes grof genug ist und die Knoten nah genug beein-
ander liegen.

Mit einer auf diese Weise aufgebauten Reduktion kénnen Parameterstudien
beziiglich eines zweiten Parameters p durchgefiihrt werden. Zu diesem Zweck
werden Kurven betrachtet, die beziiglich y eine gewisse numerische Stabilitit
aufweisen und bewiesen, dass es stets ein Intervall gibt, sodass eine Losungs-
kurve von 1.4 fiir alle p; in diesem Intervall existiert. Anhand numerischer
Beispiele zeigt sich, dass die einmal aufgestellte Reduktion in einigen Fillen
ohne Anpassung weiter verwendet werden kann.

Im Ausblick beschiftigt sich diese Arbeit noch mit der Empirischen Interpo-
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lation. Diese fiir globale RB-Methoden genutzte Methode hat zwei Aufgaben.
Einerseits wird sie verwendet, nichtaffine Parameterabhéngigkeiten aufzulésen,
in dem sie den nichtlinearen Anteil einer Funktion approximiert, [14, 22|. Dies
ist fiir die Offline-Online-Zerlegung von Bedeutung, da fiir diese eine affine
Parameterabhingigkeit notwendig ist. Andererseits kann sie allgemein dafiir
verwendet werden, den Rechenaufwand eines bereits reduzierten Problems zu
verringern, was vor allem fiir den Fall, dass die Auswertung von F selbst sehr
rechenaufwindig ist, von Bedeutung ist, [14]. Es werden Moglichkeiten présen-
tiert, die empirische Interpolation auf das hier vorgestellte reduzierte Problem
(1.6) anzuwenden.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 wird zunéchst die grundlegende Theorie iiber die Losungsexistenz
fiir Gleichungen der Form (1.1) erlautert. Dabei wird eine Version des Satzes
tiber implizite Funktionen basierend auf |9] bewiesen. Danach werden die Re-
gularitdtsbedingungen, die an die Funktion F gestellt werden miissen, genauer
erklart.

In Kapitel 3 werden die lokalen und globalen RB-Methoden zusammen mit
ihren Vor- und Nachteilen beleuchtet. Dabei wird vor allem auf die Existenz
von Umkehrpunkten eingegangen, die fiir lokale Methoden kein Problem dar-
stellen, bei den globalen Methoden jedoch ausgeschlossen sind. Die populédre
Snapshot-Methode, mit Lagrange- und POD-Ansatzraum, wird dabei genauer
betrachtet.

In den Kapiteln 4 und 5 wird sich der Frage zugewendet, inwiefern sich die
Snapshot-Methode auf ein allgemeines nichtlineares Problem iibertragen lasst.
Dabei werden Moglichkeiten zum Aufbau des Ansatzraumes Z als Lagrange-
Raum, sowie mittels POD prasentiert. Es wird erlautert, wo die Schwierigkei-
ten beim Anwenden von globalen Methoden auf allgemeine nichtlineare Glei-
chungen liegen. Des Weiteren wird gezeigt, wie sich Testrdaume und deren Ba-
sen beziiglich der Punkte im Raum aufbauen lassen, um deren Stetigkeit zu
gewdhrleisten.

In Kapitel 6 wird die neue RB-Methode (1.6) basierend auf einem Interpo-
lationsansatz vorgestellt. Es wird bewiesen, dass unter gewissen Stetigkeitsfor-
derungen an die die Testraume V; reprasentierenden Matrizen V;, die Interpo-
lationsknoten stets so gewahlt werden konnen, dass das reduzierte System eine
Losung besitzt. Dies wird sowohl fiir den Fall, dass ein Lagrange-Ansatzraum
als auch fiir den Fall, dass ein POD-Ansatzraum verwendet wird, bewiesen.

Schlieflich wird in Kapitel 7 ein zusdtzlicher Parameter p betrachtet. Es
werden Bedingungen an F hergeleitet, die garantieren, dass ein Intervall D
existiert, sodass fiir alle 4 € D eine Lésungskurve existiert. Des Weiteren wer-
den numerische Beispiele prasentiert, die bestimmte auftretende Phinomene
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bei einer interpolationsbasierten Reduktion zeigen, sowie ihre Anwendung zur
Durchfithrung von Parameterstudien beziiglich p.

in Kapitel 8 wird schliefslich als Ausblick die empirische Interpolation be-
trachtet und gezeigt, wie diese sich auf das interpolationsbasierte RB-Verfahren

(1.6) anwenden l&sst.
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Kapitel 2

Losungsmengen
parameterabhangiger nichtlinearer
Gleichungen

Die Problemstellung, die Losungsmenge einer nichtlinearen Gleichung
F(u,\) =0 (2.1)

mit F € C"(Q,R"),r > 1, mit einer offenen Teilmenge Q C R" x R¥, zu
beschreiben wurde vielfach untersucht, [57, 9|, und lésst sich vereinfacht aus-
gedriickt wie folgt zusammen fassen:

Ist in einem Punkt (ug, A\g) mit F(ug, A\g) = 0 die Jacobimatrix D,F(ug, \o)
invertierbar, so ldsst sich die Losung nach u auflésen und bildet in einer Um-
gebung von (ug, Ag) eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Dies ist das Ergebnis der Anwendung des Satzes iiber implizite Funktio-
nen. Da dieser Satz im spéteren Verlauf der Arbeit einige Male Verwendung
findet, wird er im Folgenden in einer an die hier untersuchten Probleme an-
gepassten Version nach [9] wiedergegeben. Zusitzlich werden einige hilfreiche
daraus resultierende Aussagen getroffen. Diese stellen die notwendigen Werk-
zeuge dar, um die Lésungsmenge der in der Arbeit auftretenden verschiedenen
reduzierten Systeme zu untersuchen.

Die Grofke der Umgebung um (ug, \g), in der die Existenz einer Losungs-
mannigfaltigkeit gesichert werden kann, hingt von den Eigenschaften von F,
bzw. DF ab. In der hier verwendeten Version werden diese Eigenschaften be-
nannt und die Zusammenhinge mit der Grofke der Losungsumgebung genau
dargelegt. Dies ist notwendig um den Satz iiber implizite Funktionen auf die in
Kapitel 6 vorgestellte interpolationsbasierte Reduktion anwenden zu kénnen.

Im Gegensatz zu den gingigsten Varianten des Satzes ist es in der Variante
nach |9] nicht notwendig, dass der Ausgangspunkt (ug, \g) selbst Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems ist. Diese Bedingung wird durch eine notwen-
dige Beschrénktheit der Norm von F(ug, Ag) ersetzt. Dies ist vor allem fiir die

9
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in Kapitel 6.4.2 betrachtete Reduktion von Bedeutung, da dort der Ansatz-
raum nicht notwendigerweise Losungen des volldimensionalen Systems (2.1)
enthilt.

2.1 Aussagen zur Losungsexistenz
Seien mit

B(ug;d) :={u e R": |lu—ug| <} und
B(ug, Ao; 0) := {(u,\) € R" x R¥ : \/|Ju — u||2 + | A — N2 < 6}

die abgeschlossenen Kugeln um ug, bzw. (1, \g) € R" x R* mit Radius &
bezeichnet, wobei mit || - || die jeweilige euklidische Norm gemeint ist. Bevor
Aussagen iiber die Losungsmenge parameterabhingiger Gleichungen getroffen
werden konnen, bendtigt man den Satz iiber inverse Funktionen.

Lemma 2.1.1 (Satz {iber inverse Funktionen). Sei up € R" und H eine in
einer Umgebung von ug definierte, stetig differenzierbare Funktion mit Bild in
R™. Sei weiterhin die Jacobimatriz DH(ug) reguldr mit

IDH(ug) || < M. (2.2)

Wahlt man § > 0 so, dass fiir alle u € B(ug;J)
IDH(u) — DH(u)|| < 57+ (2:3)

erfillt ist, dann existiert mit yo := H(ug) eine eindeutige C*-Funktion
q: B(yo;6/(2M)) — B(uy;0), sodass

H(q(y)) =y

mit q(yo) = ug gilt. Des Weiteren ergibt sich fir alle y € B(yo;0/(2M))

la(y) — alyo)ll < 2M|ly — yol|. (2.4)

Beweis. Beweise fiir dieses Lemma finden sich zum Beispiel in [9] oder [45]. [

Die folgende Version des Satzes iiber implizite Funktionen nach [9] gibt
Bedingungen an, unter denen eine Losung des Problems (2.1) fiir F existiert.

Satz 2.1.2 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei F eine um einen Punkt
(ug, o) € R™ x R¥ definierte, stetig differenzierbare Funktion mit Bild in R™.
Seien weiterhin die folgenden Bedigungen erfillt:
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(i) Die Matriz Dy F(ug, \o) ist requldr mit
IDuF (10, Xo) || < co; (2.5)
(ii) es gilt
HD)\F(UQ,/\0>H < Ct. (26)

Sei auflerdem 3 > 0 so gewdhlt, dass fir alle (u, \) € B(ug, \o; ) und
M = ﬂmax(co, 1+ C()Cl)

1
DF(u, \) — DF )| < —
IDF (u, A) (w0, Mo)ll = 577
gilt. Gilt dann fir den Funktionswert in (1, \o)

[IF (a0, Ao)[| < &

mit 6 := [/(2v2M), dann existiert fir o == 3/(2v/2M) eine eindeutige C"-
Funktion g : B(\o; ) — B(ug; ) mit

F(g(A),A) =0, A € B(Ag; ).
Des Weiteren gilt fir alle A € B(\o; ) die Ungleichung
18(A) — g(Ao)l| < 2M(J|A = Aol + [[F (w0, Ao))- (2.7)

Beweis. Man betrachte die Funktion H, definiert auf einer Umgebung von
(uo, )\0) mit

Ziel ist es, den Satz iiber inverse Funktionen (Lemma 2.1.1) auf H anzuwenden.
Dazu miissen die Bedingungen (2.2) und (2.3) erfiillt sein. Zunéchst hilt man
fest, dass DH(uy, Ag) invertierbar ist, denn aus der Regularitit von DF(ug, \o)
folgt

1
DH (ug, A) ! = <DUF<(1)10’AO) DAF(II,:()’AO))

. <DuF<u07 Ao)™t —DyuF(ug, A) 'D,F(uy, /\0))
N 0 I, '

Somit folgt aus (2.5) und (2.6) und z = (u”, \)? € R***

IDH(uy, A) 2| = H (Du”“oﬂo)‘l(uk— DxF(uo,Aom)

< A+ [IDuF (g, Ag) ™' (u — DaF(ug, Ao) N
<IN+ co(llal] + e [[A]]) < (1 + coen) M| + collul]
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Mit M := v/2max(co, 1 4 coc1) und der Ungleichung (a+b) < 1/2(a? + b?) fiir
a,b > 0 erhilt man dann

B M
IDH (g, Ao)~'z|| < —= (Al + [[ul]) < M|+ [[u]|? = M||z|
V2
und somit
IDH(ug, Ao) || < M.

Weiterhin gilt

DH(u, A) — DH(u, ) = <DF(“’ A) — DE(u,, AO)) .

0

und es ldsst sich wegen der Stetigkeit von DH ein 5 > 0 finden, sodass fiir alle
(u, \) € B(ug, \g; B) die Abschitzung

1

DH — DH < —
H (u7 >‘) (u07)\0)‘ = oM

(2.8)

gilt. Aus Lemma 2.1.1 folgt nun, dass eine C'-Funktion

q : B(F(ug, X\o), \o; B/(2M)) — B(ug, \o; 5) mit H(q(u, \)) = (u, \) existiert.
Schreibt man q als q(u, \) := (qx(u, \), qu(u, \)T)T, erhiilt man dann fiir alle
(u,\) € B(F(up, X\o), Ao; B/(2M)) die Identitét

(}) = H(atu ) = (Flast e,

Somit gilt gy(u, A) = A und damit
u= F<qu(u7 )‘>7 /\)7 <u7 )‘) = B<F<u07 >\0>7 >‘0; B/(2M)) (29)

Ziel ist es jetzt, u = 0 zu setzen, um dann Lemma 2.1.1 anzuwenden. Dies
ist allerdings nicht ohne Einschrankungen moglich. Wegen F(ug, Ag) # 0 muss
der Punkt (07, \)T nicht in der Kugel B(ug, \o; 3/(2M)) enthalten sein. Damit
(07, X0)” € B(F(ug, \o), Xo; 3/(2M)) erfiillbar ist, muss die folgende Unglei-
chung gelten:

32
4M?

A =2l < — [[F (1o, Ao)[*.

|F'(ug, Ap)|| muss nun also in jedem Fall echt kleiner als 5/(2M) sein. Je gro-
fser der Wert wird, umso kleiner wird die Kugel um )y fiir die eine Losung
garantiert werden kann. Eine mogliche Wahl bietet die Forderung

5 s
202oM

[[F (a0, Aol <
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Es gilt dann (07, X\g)" € B(F(ug, \o), A\o; 8/(2M)) fiir alle
A € B(\o; B/2v/2M). Setzt man nun u = 0 in (2.9) ein, erhilt man mit

o= 8
C2V2M

die gewiinschte C*-Funktion iiber

(2.10)

Y

) B(Ao;a)  — B(ug; f)
S D — qu(0,\)

fiir die gilt F(g(\),\) = 0.
Um nun noch die Ungleichung (2.7) zu zeigen, wird (2.4) auf die Funktion
q angewendet und es ergibt sich so

1g8(A) — g(Ao)ll < lla(A, 0) — a(Ao, F(ug, Ao))|
< 2M([[A = Xoll + [IF (g, Ao)|)

]

Bemerkung 2.1.3. In Gleichung (2.10) kann wegen des linearen Zusammen-
hanges zwischen a und 8 (vergleiche (2.10) die Konstante B auch durch 65 mit
0 € [0,1] ersetzt werden, woraus g : B(Xg,0c) — B(yo,08) folgt. Es ist also
moglich, innerhalb der Kugel B(\o, «) kleinere Gebiete B(\g,0a) zu finden,
die garantieren, dass der Funktionswert g(t) fir alle t € B(\o, ) in einer be-
liebig kleinen Kugel um yq liegt. In diesem Fuall verdindert sich natirlich auch
die mazimal erlaubte Grifie von ||Fyl||, da im Grenzfall 0 = 0 der Punkt x
Lisung von F(x) = 0 sein muss.

Das folgende Korollar stellt eine Version des Satzes liber implizite Funt-
kionen fiir den Fall dar, dass (ug, Ag) eine Losung von (2.1) ist und somit

F(UO, )\0) =0 gllt

Korollar 2.1.4. Sei F wie im Satz 2.1.2 definiert und es seien im Punkt
(ug, A\g) mit F(ug, \g) = 0 die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Die Matrix D,F(ug, A\o) ist regulér mit
IDuF(ug, Xo) || < co;
(i) es gilt

IDAF (1o, Aol < ci.



14 KAPITEL 2. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Sei aukerdem [ > 0 so gewihlt, dass fiir alle (u, \) € B(ug, A\g; ) und
M = \/§max(co, 1+ C()Cl)

1
_ <
IDF(u, A) = DF (o, do)l| < 57~

gilt. Dann existiert fiir o := 3/(2M) eine eine eindeutige C''-Funktion g :
B(Xo; &) = B(up; /) mit

F(g(\),\) =0, A € Bia).
Fiir diese Funktion gilt dann zudem

18(A) = g(Ao)ll < 2M|[A = Ao

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem des Satzes 2.1.2 mit § = 0. m

2.2 Einparametrige nichtlineare Gleichungen

In diesem Kapitel wird der Fall F € C'(Q,R") mit einer offenen Menge
2 C R" x R genauer betrachtet. In diesem Fall existiert also nur ein einzi-
ger Parameter A € R. Die auftretenden Losungsmannigfaltigkeiten sind eindi-
mensional und werden als Losungskurven bezeichnet. Fiir die Berechnung von
Approximationen dieser Losungskurven existieren eine Vielzahl von numeri-
schen Verfahren, vergleiche dazu |2, 61].

2.2.1 Losungsexistenz und Umkehrpunkte

Zunichst werden Probleme, die durch eine feste Parametrisierung nach A ent-
stehen, betrachtet. Dies sei an einem kurzen Beispiel erldutert.

Beispiel 2.2.1. Sei F : R x R — R gegeben mit
F(u,\) =u*+ X — 1.

Es ist leicht zu sehen, dass die Losungsmenge von F(u, ) = 0 als einparamet-
rige Losungskurve

.. R —R?
s o= (s, =82+ 1)T

angegeben werden kann. Im Punkt (0,1) ldsst sich der Satz iiber implizite
Funktionen nicht anwenden, da die notwendige Bedingung der Regularitit von
D, F(u, A) = 2u nicht erfiillt ist. Somit lasst sich die Losung also nicht beziiglich
A fortsetzen. Obwohl also eine Losungskurve existiert, lasst sich ihre Existenz
auf die bisher betrachtete Weise nicht nachweisen.
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Punkte, in denen die Kurve c bzgl. einer Variable ein Verhalten wie in
Beispiel 2.2.1 gegeniiber A aufweist, werden als Umkehrpunkte (genauer A-
Umkehrpunkte) bezeichnet, [67, 13, 17, 60] und sind wie folgt definiert:

Definition 2.2.2. Eine Losung (ug, Ag) von F(u, A) = 0 mit
(i) Rang([DuF(uo, Ao), DAF(uo, Ao)]) = n
(ii) DuF(up, Ao) ist singulér

heifst Umkehrpunkt.

Man beachte, dass sich die grundlegenden Eigenschaften der Losungskurve
c aus Beispiel 2.2.1 im Umkehrpunkt (0, 1) nicht &ndern: sie bleibt eine diffe-
renzierbare einparametrige Mannigfaltigkeit. Ein Umkehrpunkt und die damit
auftretenden Probleme entstehen allein durch den Versuch einer Parametrisie-
rung beziiglich des Parameters \.

Umkehrpunkte, wie sie in Beispiel 2.2.1 auftreten, lassen darauf schliefen,
dass die urspriingliche Gleichung fiir einen festen Parameter A mehrere Lo-
sungen u besitzt, von denen zwei in einem Umkehrpunkt zusammen laufen.
Es lésst sich also auch abseits des Umkehrpunktes fiir gewisse A keine globale
Zuordnung A — u(\) treffen.

Da man {iiblicherweise an der Beschreibung des Zusammenhangs zwischen
A und u interessiert ist, entstehen durch Umkehrpunkte Probleme bei der nu-
merischen Berechnung der Losungskurve von F(u, \) = 0. Eine einfache und
naheliegende Moglichkeit eine solche Berechnung durchzufiihren ist ausgehend
von einer Losung (ug, \g) den Parameter \ stiickweise zu erhéhren und dann
das nichtlineare Gleichungssystem beziiglich u zu 16sen. In Abbildung 2.1 ist
diese Methode fiir Beispiel 2.2.1 skizziert. Man erkennt leicht, dass ein Um-
kehrpunkt die vollstandige Analyse der Losungskurve unméglich macht, da das
Verhalten der Kurve im Umkehrpunkt nicht erfasst wird.

Um solche Probleme in den Griff zu bekommen, kann ausgenutzt werden,
dass die Matrix [DyF(ug, Ag), DAF(ug, A\g)] bei vollem Zeilenrang stets eine
invertierbare n x n-Untermatrix enthélt. Daher existiert immer eine Raum-
dimension beziiglich der die Losungskurve parametrisiert werden kann, [49].
Eine Moglichkeit das Problem der Umkehrpunkte zu umgehen die ohne Um-
parametrisierung auskommt besteht darin, das Problem mittels x = (u”, \)T
7u

F(x) :=F(u,\) =0 (2.11)
umzuformulieren. Fiir F definiert man die Regularitdtsmenge

R(F) := {x € Q: Rang(DF(x)) = n}.
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/ Stiickweises Erhohen von A
_— Losen des Gleichungssystems

Abbildung 2.1: Schrittweises Berechnen der Losung von F(u, ) = 0 aus Bei-
spiel 2.2.1

Die Eigenschaft Rang(DF(x)) = n stellt eine Verallgemeinerung von (2.5)
dar, da nicht mehr die Regularitdt der Ableitung beziiglich u gefordert wird.
Stattdessen ist ausreichend, dass die Jacobimatrix DF(x) eine regulire n x n
Untermatrix enthalt.

Die Menge R(F) ist offen. Ein Beweis dafiir findet sich zum Beispiel in [2]
und basiert auf der Stetigkeit von DF(x) und dem Umstand, dass x genau
dann in R(F) liegt, wenn det(DF(x)DF(x)7) # 0 gilt.

Aussagen iiber die Existenz einer Losungskurve in einem Punkt x, € R(F)
mit F(x) = 0 finden sich zum Beispiel in [49, 57| oder [60]. Fiir die in Ka-
pitel 6 entwickelte Reduktion werden jedoch genauere Aussagen als die gene-
relle Existenz einer Losungskurve bendtigt. Durch die Verallgemeinerung der
Parameter muss die Kurve nicht mehr notwendigerweise beziiglich einer fe-
sten Raumrichtung parametrisiert werden. Dies fiihrt aulerdem dazu, dass die
Norm der Inversen wie in Satz 2.1.2 nicht mehr als ausschlaggebende Grofse
verwendet werden kann und stattdessen die Singuldrwerte von DF herangezo-
gen werden.

Der folgende Satz gibt nun an, unter welchen Bedingungen und wie weit
sich eine bekannte Losung beziiglich einer gegebenen Raumrichtung fortsetzen
lasst und dient als wichtiges Werkzeug fiir die in Kapitel 6 gefiihrten Existenz-
beweise.

Satz 2.2.3. Sei fiir F € CY(Q,R") mit offenem Q C R"™ und xy € R(F)
zwei Konstanten co und ¢ gegeben, sodass fiir den kleinsten und grifiten Sin-
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guldrwert o, bzw. o1 in DF(xq) die Abschdtzungen
a;l < ¢y, sowie o1 < ¢1

gelten. Seien zudem zwei normierte Vektoren T(xq) € Kern(DF(xq)) und r,
sowie eine Konstante co > 0 mit

(T(x0),1) > 2

gegeben. Weiterhin sei Y eine Matriz, deren Spalten eine Orthornormalbasis
von R(r)* enthalten.

Sei B> 0 so gewdihlt, sodass mit M := /2max(cocy*, 1+ cocyter) fiir all
x € B(xo; 3)

1
IDF(x) — DF(xo)]| < 57

gilt und die Konstanten o und (3 tber

a::—ﬁ , undé::—ﬁ
2v2M 2v2M

definiert. Gilt dann
[F(x0)[| <4,

dann erzistiert eine eindeutige C*-Funktion g : B(0;a) — B(0; 3), sodass fiir
die C'-Funktion

B(0;a) — R
c:
s — Xo + st + Yg(s)
und fir alle s € B(0; o)
F(c(s)) =0
gilt.
Beweis. Ziel ist es, den Satz iiber implizite Funktionen (Satz 2.1.2) auf die
Funktion
G Y xS —R"
| (y,s) = F(xo+sr+Yy)
anzuwenden. Dabei sollen Y und S offen sein und stets xg + sr + Yy € Q

gelten. Es muss nun zunéchst der Wert ||[DyG(0,0) || abgeschitzt werden.
Dazu sei zunéchst festgehalten, dass fiir DF

Op = min DF(xg)ul| = min DF(xg)u
[[ul|=1,uLKern(DF(xo)) || ( 0) || lufl=1,uLT(x0) || ( 0) ||
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gilt.

Sei nun o8 der kleinste Singulirwert von DyG(0,0), sowie P(xg) und
P+ (xq) die orthognalen Projektoren auf R(T(xg)) bzw. dessen Orthogonal-
raum, dann gilt

0 = min ||D,G(0,0)y| = min |DF(x,)Yy]|
lyl=1 lyll=1
=, Hrzlin | |DF(xo)w|| = | ||r£111n . |DF(x0)(P(x0)W + P (x0)w]|

Da Kern(DF(x¢)) = R(T(xo)) gilt, vereinfacht sich dies zu

G —  min HDF(XO)PJ‘<X0)WH

" wl=lLwlr

P (xo)w
= min P+ (xo)w|| || DF (xq) o
e (°>“H P (o ]
> min ||P(xo)w min DF(xg)u
2 e IO Iy TP (o)l

= |(T(x0), 1) |0, > 2.
Co

Die letzte Gleichung ergibt sich daraus, dass fiir zwei k —1-dimensionale Unter-
riume U und V des R* mit dazu jeweiligen senkrechten normierten Vektoren
ny und ny fiir den orthogonalen Projektor Py auf V' die Gleichung

min _||Pyul| = (ny,ny)
[ul|=1,uet/

gilt.
Fiir die Norm der Inversen ergibt sich so

Dy G(0,0)7!| = (07) " < cocy" = ¢f
Fiir die Ableitung D;G(0,0) erhilt man direkt
IDsG(0,0)[| = [[DF (xo)r| < ou][r|| < c1.

Sei nun M := v/2max(c§, 14 c§c;), dann gilt wegen (2.12) fiir alle (y, s) €
B((0,0); 8)

IDG(y;s) = DG(0,0)[ = [[(DF(x) — DF(x0))(Y, )|

1
= |[DF(x) - DF(xo)] < 5

Weiterhin ist mit 6 := 3/(2v/2M) auch die Bedingung

IG(0,0)[| = [[F(xo)[| <0
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erfiillt. Nach Satz 2.1.2 existiert jetzt fiir « = 3/(2v/2M) eine eindeutige C'-
Funktion g : B(0;a) — B(0; ), sodass fiir alle s € B(0; «)

G(g(s),5) = 0

gilt. Setzt man nun c(s) := xo + sr + Yg(s) ergibt sich die gesuchte Funktion.
[l

Bemerkung 2.2.4. Analog zu Korollar 2.1.4 wird die Konstante o des vor-
herigen Satzes fiir den Fall, dass F(xq) = 0 gilt zu

L8
-2

Bemerkung 2.2.5. Die Losungskurve aus dem vorherigen Satz existiert fir
den Fall, dass c(a) € R(F) gilt, natirlich dber das durch das Lemma gesicher-
te Intervall B(0; ) hinaus, nur muss die Parametrisierung fir den weiteren
Verlauf der Losungskurve angepasst werden, um die Losung fortzusetzen.

Aus diesem Grund bendtigt man zur globalen Beschreibung der Kurve eine
gemeinsame Parametrisierung. Hierfir hat es ich als gilinstig erwiesen, die
Bogenlinge zu verwenden. Auf diese Weise lisst sich die Lisungskurve fiir
ein offenes, die Null enthaltendes Intervall S C R als stetig differenzierbare
Abbildung

c: S —R"™ mit||c(s)]|=1,s€ 8

darstellen.

2.2.2 Das Tangentialfeld

Im Folgenden wird das im spéteren Verlauf bendétigte Tangentialvektorfeld
basierend auf |2] definiert.

Definition 2.2.6. Sei DF(x) € R™""! mit Rang(DF(x)) = n, dann wird der
Vektor T(x) € R"™! mit den Eigenschaften

(i) DF(x)T(x) =0,

(ii) [T(x)[ =1,
(iff) det (2‘?}8‘}) >0

Tangentialvektor im Punkt x genannt.
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Der Tangentialvektor T héngt stetig differenzierbar von der Matrix DF ab.
Dies lésst sich zeigen, in dem man man das Korollar 2.1.4 auf die Abbildung

RnJrl X Rn,n+1 N Rn+1

M : Av
(v,A) — (%(VTV B 1))

anwendet. Fiir einen beliebigen Punkt x, € R(F) gilt M(T(x,), DF(x()) =0
und fiir die Jacobimatrix dieser Abbildung erhilt man

DM(v, A) — (‘A;) .

A%

Diese Matrix ist in (DF(xg), T(x¢)) wegen Kern(DF(x)) = T(xq) reguldr und
nach Korollar 2.1.4 gibt es eine Konstante o > 0 und eine stetig differenzierbare
Funktion

g : B(DF(xq);a) — R™"*!

mit M(g(A),A) =0, A € B(DF(x); a), sowie g(DF(xq)) = T(xo).

Man betrachtet nun die Menge D = {x € R(F) : DF(x) € B(DF(xo); )}
genauer. Fir alle x € D gilt DF(x)g(DF(x)) = 0 und ||g(DF(x))| =
Auferdem ist die Abbildung

DF(x)
DF(x) > det (g(DF(X))T)

stetig und besitzt keine Nullstellen; ihr Vorzeichen ist also konstant und wegen
g(DF(xq)) = T(x¢) in DF(x() positiv. Somit erfiillen die Funktionswerte
g(DF(x)) fiir alle x € D die Bedingungen der Definition 2.2.6 und stellen
somit die Tangentialvektoren in x dar.

Nach Voraussetzung ist DF : Q — R™"*! stetig und iiber

T R(F) — R
X — g(DF(x))

lasst sich daher eine stetige Funktion definieren, deren Funktionswerte auf
R(F) ein stetiges Tangentialfeld bilden.

Bemerkung 2.2.7. Die Regularitit von F dbertrdgt sich zum Teil auf das Tan-
gentialfeld. So ist die Abbildung T (x) unter der Bedingung, dass F € C?(Q,R")
gilt (die Jacobimatriz DF also selbst wieder stetig differenzierbar ist), ebenfalls
stetig differenzierbar. Gleiches gilt fir die Lipschitzstetigkeit von DF(x).



2.2. EFINPARAMETRIGE NICHTLINEARE GLEICHUNGEN 21

Bemerkung 2.2.8. Die Bezeichnung Tangentialvektor leilet sich daraus ab,
dass fiir die Ableitung von F entlang der Lésungskurve ¢ fiir alle s € S

d

d—F(c(s)) = DF(c(s))c'(s) =0 (2.12)
s

gilt. Der eindimensionale Kern von DF(x) wird also entlang der Lésungskur-

ve von threr ersten Ableitung ¢ aufgespannt. Somit ist der Tangentialvektor

T(c(s)) ein normiertes Vielfaches der Ableitung c'(s).

Basierend auf Bemerkung 2.2.8 betrachtet man nun ein alternatives Pro-
blem

F(x)=b (2.13)

mit b # 0. Liegt ein Punkt x¢ mit F(x¢) = b in der Regularitidtsmenge R(F)
so lisst sich Satz 2.2.3 auf F*(x) = F(x()—b anwenden, da DF*(x() = DF(xq
gilt. Somit existiert eine Losungskurve c* : B(0;a*) — R™™ mit F*(c*(s)) =
0,s € B(0;a*), und damit

~—

F(c*(s)) = b.

So entsteht eine Losungskurve, die einem dhnlichen Verlauf wie die des Pro-
blems F(x) = 0 folgt, diese aber in der Regularitdtsmenge nicht schneidet (da
in einem solchen Bifurkationspunkt genannten Schnittpunkt die Bedingung
Rang(DF(x)) = n nicht mehr erfiillt ist). Fiir das Problem (2.13) existiert
also stets eine Losungskurve, falls b in der Menge

{b € R": Ixy € R(F), mit F(xq) = b}

liegt. Diese Losungskurve erfiillt dann das Anfangswertproblem

/ —
{c (5) =Tlels)) (214
c(0) =xg, mit F(x¢) =b.
Auf diesem Sachverhalt basiert auch eine der Predictor-Corrector-Methoden
in |2|, die zur numerischen Berechnung der Losungskurve ¢ verwendet werden.
In Abbildung 2.2 ist der Zusammenhang zwischen dem Tangentialfeld und der
Losungskurve von Problemen der Form (2.13) skizziert.
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———>”' -

Abbildung 2.2: Lésung von F(x) = 0 und F(x) = b und das Tangentialfeld
von F



Kapitel 3

RB-Methoden

3.1 Lokale RB-Methoden

Die lokalen RB-Methoden stellen historisch die ersten Methoden zur effizien-
ten Basisreduktion grofer nichtlinearer Systeme dar, eine Ubersicht dazu findet
sich zum Beispiel in [42]. Das Interesse liegt wie bei allen RB-Methoden auf
dem effizienten Approximieren der Losung eines parameterabhangigen nichtli-
nearen Gleichungssystems

F(u,\) =0, (3.1)

wobei F € C"(Q,R") mit r > 1 und Q C R™ x R* gelten soll. Die lokalen RB-
Methoden werden meist auf den Fall £ = 1 angewendet, da sie sich dort mit
einer Vielzahl von Astverfolgungsmethoden (Continuation Methods) kombi-
nieren lassen, [60]. Eine Ubersicht iiber solche Astverfolgungsmethoden findet
sich zum Beispiel in |2] und [61]. Es existieren aber auch Untersuchungen fiir
eine direkte Reduktion des mehrparametrigen Falles & > 2, siehe dazu [59] und
[38].

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Reduktion einer zweiparametrigen
nichtlinearen Funktion, wobei diese durch eine Erweiterung einer stiickweise
lokalen Reduktion beziiglich eines Parameters erfolgt. Basierend auf [38, 20, 49|
wird im Folgenden daher zundchst die lokale RB-Methode fiir Einparameter-
Systeme erlautert.

3.1.1 Lokale Galerkin-Diskrektisierung

Die zu Grunde liegende Problemstellung stellt die Approximation der Losung
von (3.1) fiir den Fall A € R dar. Wie in Kapitel 2.2.1 niher erldutert wurde, ist
es sinnvoll, die Variablen u und A zu x = (u”,\)? € R"*! zusammenzufassen
und das Problem als

F(x) =0 (3.2)

23
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umzuformulieren. Bei der lokalen RB-Methode wird davon ausgegangen, dass
ein offenes Intervall S C R und eine stetig differenzierbare Lésungskurve c :
S — R" mit F(c(s)) =0,s € S, ¢/(s) # 0 und ¢(0) = xq existiert.

Zur Approximation dieser Losungskurve wird ein Galerkin-artiges Verfah-
ren verwendet. Dazu wird ein Ansatzraum Z mit dim(2) = m+ 1 < n aufge-
baut und eine Approximation cg von c im affinen Unterraum xq + Z gesucht.
Dabei wird ausgenutzt, dass sich die Bewegung der Kurve lokal durch weni-
ge Raumrichtungen naherungsweise beschreiben liasst (Taylor-Approximation).
Diese Richtungen sollen durch den Raum Z méglichst gut wiedergegeben wer-
den.

Da wegen der geringen Dimension von Z ein stark iiberbestimmtes System
entsteht, bendétigt man weiterhin einen m-dimensionalen Testraum V fiir den
gefordert wird, dass die bei der Approximation auftretenden Residuen senk-
recht zu ihm steht.

Seien mit zi, ...,z € R™™ und vy, ..., v, € R" eine Basis von Z und
V bezeichnet, dann werden nun Punkte

m+1
Xp = Xg + E z;%;, T; € R
=1

in xo + Z gesucht, fiir die

V]TF(XR):O, j=1,....m

gilt.

Fasst man die beiden Basen zu Matrizen Z = (2, ..., %y 1) € R*TLMHL
und V = (vy,...,v,,) € R™™ zusammen, so gelangt man zu dem nichtlinearen
Gleichungssystem

F(x) :== VIF(x( + Zx) = 0. (3.3)

Dieses besteht aus m nichtlinearen Gleichungen fiir m + 1 Unbekannte x.

Die Funktion

PO o vRx + z3) (34)

. {Rmﬂ — R™
wird lokale Reduktion von F genannt. Analog wird das Gleichungssystem (3.3)
als das lokal reduzierte Problem bezeichnet.

Besitzt das lokale reduzierte Problem eine Losung ¢ : S — R™ mit F(é(s)) =
0,s € S, so erhélt man iiber

~

cr(s) :=%xo+ Zc(s), s€ S
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die gesuchte Approximation der urspriinglichen Lésungskurve c. Die Funktion
¢ wird als reduzierte Losung bezeichnet.

Eine Bedingungen fiir die Losbarkeit des lokal reduzierten Problems ergibt sich
aus Lemma 2.1.1. Wegen F(0) = VTF(xy) = 0 ist mit X = 0 eine Lisung
bekannt. Fiir diesen Punkt gilt

DF(%,) = VI'DF(x)Z.

Besitzt diese Matrix vollen Zeilenrang, liegt X, in der Regularitdtsmenge von
F. Fiir F sind damit alle Bedingungen des Satzes 2.2.3 erfiillt und es existiert
ein Intervall S und eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : S — R™ mit
F(¢(s)) =0,s € S.

Eine &hnliche Aussagen lisst sich auch fiir den Fall F(xq) # 0 treffen, so
lange ||F(xo)]| klein genug ist. Bei lokalen RB-Methoden wird aber grundsétz-
lich davon ausgegangen, dass der Wert xq in dem eine Reduktion aufgebaut
wird, eine Losung von (3.2) ist.

Vereinfacht ausgedriickt besitzt das lokal reduzierte Problem also eine Lo-
sung, falls

Rang(VI'DF(x()Z) = m (3.5)

gilt.

Zur Berechnung der reduktionsbasierten Approximation wird die hier beschrie-
bene RB-Methode gewdhnlich mit den bereits erwdhnten Astverfolgungsme-
thoden kombiniert, die sich sowohl auf das urspriingliche Problem (3.2), als
auch dessen Reduktion (3.3) anwenden lassen.

Ausgehend von einer bekannten Losung xo wird eine lokale Reduktion auf-
gebaut und per Astverfolgungsmethoden die Approximation cg berechnet, bis
die Norm des Residuums F(cg(s)) eine vorgegebene Toleranz iibersteigt. Ist
dies der Fall muss das volldimensionale System (3.2) gelost werden, um mit-
tels eines Korrektors (meist wird hier das Newton-Verfahren verwendet) wieder
“zuriick” auf die echte Losungskurve c zu gelangen. Dort wird dann eine neue
Reduktion aufgebaut und der Ablauf beginnt von vorn. In Abbildung 3.1 ist
dieses Verfahren skizziert.

Im Zusammenhang mit den in [2] vorgestellten Astverfolgungsmethoden
lasst sich die lokale RB-Methode auch als Pradiktor-Korrektor-Verfahren in-
terpretieren. Dabei stellt die Berechnung der Approximation ci den Pradiktor-
Schritt dar, auf den (sobald die Approximationsgiite nicht mehr ausreichend
ist) ein Korrektor-Schritt folgt.

Im Folgenden wird erldutert, wie Z und V sinnvoll gewédhlt werden konnen. Da-
bei soll Z die Bewegung der Lésungskurve ¢ um xg bestméglich approximieren
und V die Giiltigkeit von (3.5) sichern.
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Volldimensionale Losungskurve

________ Approximation

Ansatzraum Z fiir x;

/ e - /\ Losen des volldimensionalen Systems

Ansatzraum Z fiir xg -—--

Abbildung 3.1: Lokale RB-Methode

3.1.2 Ansatz- und Testraum

Es existieren viele verschiedene Moglichkeiten, einen geeigneten Raum Z fiir
die lokale RB-Methode aufzubauen, [42]. Bei allen wird versucht, Informatio-
nen iiber den lokalen Verlauf des Astes zu gewinnen und diese dann in den
Aufbau von Z einfliefen zu lassen. An dieser Stelle soll dabei auf zwei davon
ndher eingegangen werden.

Taylor-Ansatzraum

Basierend auf der Taylor-Approximation glatter Funktionen wird, unter An-
nahme, dass die ersten m + 1 Ableitungen von c(s) im Punkt s = 0 existieren,
der Ansatzraum iiber

Z =span{d, :== c?(0),i=1,...,m + 1}

aufgebaut. In [44] und [43] wurde ein solcher Raum zur Basireduktion verwen-
det. Der Vektor d; ist dabei ein Vielfaches des Tangentialvektors T(xg). Dieser
lasst sich iiber das Losen der Gleichung

DF(XQ)d1 =0
berechnen. Die néchsten Ableitungen erfiillen dann

DF(xy)d; = —D?F(x¢)(d, d;),
DF(Xo)dg = —3D2F(X0)(d1, dg) - D3F<X0)(d1, dl, dl),
DF (xo)dj, = - - -
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wobei DFF die k-te Fréchet-Ableitung von F bezeichnen. Auf diese Weise lassen
sich die Vektoren d!,...,d™*! rekursiv berechnen; jedoch ist die Auswertung
der hoheren Ableitungen von F numerisch sehr aufwéindig. Es gibt allerdings

Verfahren mit denen die hoheren Ableitungen der Kurve ¢ approximiert werden
konnen, siehe dazu [38] und |68|.

Lagrange-Ansatzraum

Eine Moglichkeit einen geeigneten lokalen Ansatzraum ohne die Ableitungen
der Kurve aufzubauen stellt die Verwendung eines Lagrange-Ansatzraums dar.
Hierbei werden eine Anzahl von Datenpunkten x; := c(s;) in der Niahe von xq
gesammelt und der Ansatzraum mittels

Z =span{z;, :==x; —xg,i =1,...,m+ 1}

aufgebaut. Wie bei der Lagrange-Interpolation wird das lokale Verhalten der
Kurve iiber Knotenpunkte beschrieben. Die Giite dieser Approximation steigt,
je Néaher die Punkte x; dem Startwert x, sind. Der Lagrange-Ansatzraum
nahert sich mit sinkender Entfernung der x; zu xg dem Taylor-Raum an, ist
jedoch wesentlich einfacher zu berechnen.

Ein solcher Ansatz findet sich bereits in einer der ersten Arbeiten zur RB-
Methode, [3], vergleiche dazu auch [49]. Da die vollstindige Losung ¢ im All-
gemeinen natiirlich nicht bekannt ist, bedarf es zusitzlichen Uberlegungen,
wie eine Basis des Ansatzraums berechnet werden kann. Es kdnnen dafiir zum
Beispiel die bereits erwahnten Astverfolgungsmethoden herangezogen werden.

Bei den in Kapitel 3.2 besprochenen Methoden kommt ebenfalls ein La-
grange-Raum zum Einsatz. Dieser ist aber globaler Natur, das heifst die Punk-
te x; werden innerhalb des gesamten Intervalls S (bzw. da dort der Parameter
A als separate Variable verbleibt, iiber das gesamte Parameterspektrum) ge-
sammelt.

Testraum

Der Testraum V, fiir den die Orthogonalitit des Residuums F(x + Zx) gefor-
dert wird muss die Eigenschaft

Rang(VIDF(x()Z) = m

erfiilllen, um zu garantieren, dass die Reduktion (3.3) eine Losungskurve be-
sitzt. Hierbei stellt V € R™™ eine Matrix dar, deren Spalten eine Basis von V
bilden. Fiir den Fall, dass T(xq) € Z gilt, lassen sich diese Matrizen V in eine
Klasse zusammen fassen, wie in [38] durch folgendes Lemma bewiesen wurde.

Lemma 3.1.1. Sei Q C R"™! offen und F € CY(Q,R"). Sei weiterhin ein
Punkt xg € R(F) gegeben, sowie Z* = (zg,...,2Zm11), sodass T(xq) L R(Z*)
qilt, dann ldsst sich jede Matrix V € R™™ mit

Rang(VI'DF(x0)Z*) = m
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i der Form
V = ADF(x(,)Z*"B (3.6)

darstellen, wober A € R™" symmetrisch positiv definit und B € R™™ requldr
15t.

Die Matrix Z* besitzt eine Spalte weniger als die bei der Reduktion (3.3)
verwendete Matrix Z, die den Ansatzraum Z représentiert. Eine solche Matrix
Z* erhélt man fiir den Fall, dass T(x() € Z gilt, da so eine Basis von Z {iber

Z = (T(Xo), Zo, . .. 7Zm+1)

existiert. Geht man nun davon aus, dass diese Vektoren eine Orthonormalbasis
von Z sind, so stehen die Vektoren zo, ..., 2z, alle senkrecht auf T(xg). Die
reduzierte Jacobimatrix DF (%) ergibt sich dann zu

DF (%) = VIDF(x()Z = (0, VIDF(x,)Z*)

und besitzt unter der Bedingung, dass V der Eigenschaft (3.6) geniigt, vollen
Zeilenrang. Die Grundidee basiert in diesem Fall darauf, dass V Informationen
iiber die “Reaktion” des Funktionswertes F(x) orthogonal zum Tangentialvek-
tor T(xg) in Z enthélt.

Dabei ist die Forderung T(x¢) € Z naheliegend, da der Tangentialvektor
die beste eindimensionale Approximation der Kurvenbewegung in x, darstellt,
er also einen sinnvollen Anteil des Ansatzraumes darstellt. Des weiteren ldsst
sich der Tangentialvektor in xy im Gegensatz zu den héheren Ableitungen mit
dem einmaligen Losen eines linearen n x n-Gleichungssystems berechnen und
ist fiir den Fall, dass beim Aufbau des Ansatzraumes das Newton-Verfahren
zum Einsatz kommt, oft bereits bekannt.

3.2 Globale RB-Methoden

Der derzeitige Fokus hinsichtlich RB-Methoden liegt auf den globalen Metho-
den, bei denen die Losbarkeit des reduzierten Systems global gesichert wer-
den kann und der reine Rechenaufwand und weniger die Losungsexistenz im
Mittelpunkt der Forschung steht. Eine der ersten Anwendungen globaler RB-
Methoden findet sich in [50], eine weiterfiihrende Ubersicht in [47] und [63)].

Diese RB-Methoden werden dabei hauptséichlich auf diskretisierte parame-
terabhéngige Differentialgleichungen angewendet, wobei die Anzahl der Pa-
rameter grofer sein kann, als bei den lokalen Methoden. Die Diskretisierung
der Differentialgleichung erfolgen zum groften Teil iiber die Finite-Elemente-
Methode. In [25] wurde aber zum Beispiel auch die Anwendung der RB-
Methode auf Finite-Volumen-Approximationen untersucht.
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Die Gemeinsamkeit all dieser Methoden besteht darin, dass sich die unter-
suchten Gleichung

F(u,\)=0

stets nach u auflosen lassen, die Losung also als Funktion von A geschrieben
werden kann. Es existiert somit eine direkte Zuordnung A — u(\), deren Zu-

standekommen im Folgenden erklart wird. Dieser Sachverhalt ist entscheidend
bei der Anwendung globaler RB-Methoden.

3.2.1 Reduktion mittels Snapshots

Das generelle Vorgehen bei einer Reduktion iiber globale RB-Methoden so-
wie die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der Losung des reduzierten
Systems soll anhand eines einfachen (aber gebrduchlichen,[62, 39]) Beispiels er-
lautert werden. Sei dazu eine beziiglich u lineare Differentialgleichung gegeben,
deren schwache Formulierung lautet: Finde u € X, sodass fiir alle v € X

a(u,v,\) = f(v,\) (3.7)

gilt, wobei X einen Hilbertraum, a : X x X x D — R eine parameterabhingige
Bilinearform (beziiglich v und v) und f: X x D — R eine stetige Linearform
(beziiglich v) darstellen. Die Menge D kann dabei mehrdimensional sein, das
heifst, man ist nicht auf einen Parameter eingeschrinkt. Ist a beziiglich A € D
gleichméfig stetig ist und beziiglich u gleichméfig koerziv, das heifst es gilt

it a(u,u, \)

>0, VAe D,
uwex\{0} ||u|?

dann besitzt das Problem (3.7) fiir alle A € D eine eindeutige Losung. Daher
lisst sich (3.7) auch schreiben als

a(u(X),v,A) = f(v, A).

Zur numerischen Approximation der Losung einer solchen Gleichung wird zum
Beispiel die Finite-Elemente-Methode benutzt. Dazu wird zunéchst ein endlich-
dimensionaler Raum X, C X aufgestellt (der meistens aus stiickweise stetigen
Polynomen besteht). In diesem Raum wird dann eine Funktion w, gesucht,
sodass fiir alle v € X},

a(up, v, A) = f(v,A) (3.8)

gilt. Sei nun uy, der Koeffizientenvektor der gesuchten Funktion wu;, beziiglich
einer Basis {¢1,...,¢,} von Xj, und A()\) € R*", f € R™! mit

AN)ij = alpi, i, N), 4,7 =1,...,m,
fi(N) = flonA), i=1,...,m,
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so lasst sich (3.8) als lineares Gleichungssystem
A(Nuy, =£(N) (3.9)

schreiben. In dem hier betrachteten Fall ist die resultierende Finite-Elemente-
Gleichung linear beziiglich uy,. Ist aber die zu Grunde liegende Differentialglei-
chung nichtlinear, so wird es auch das diskretisierte Problem. Die Losbarkeit
von (3.9) leitet sich direkt aus der der urspriinglichen Gleichung (3.7) ab. Da
Xy C X gilt, iibertragt sich die gleichmafige Stetigkeit und Koerzivitat auf
das Finite-Elemente-Problem (3.8), wodurch sich eine eindeutige Losung uy,
(und damit auch uy,) fiir jedes A € D garantieren lisst. Schreibt man nun (3.9)
mittels

F(uh, /\) = A()\)llh - f()\) =0 (310)

um, erhilt man ein Problem der Form (1.1).

Solche Finiten-Elemente-Systeme sind in der Regel sehr grof und der Re-
chenaufwand, der fiir Parameterstudien beziiglich A benétigt wird, kann die
erlaubten Dimensionen (besonders im nichtlinearen Fall) schnell iibersteigen.

Mit einer globalen RB-Methode wird (3.10) nun noch einmal reduziert. Da-
zu wird zunéchst eine Menge von Parametern A,...,\; ausgewéhlt und die
dazugehorigen Losungen upn(N;),7 = 1,...,q von (3.8) bestimmt. Diese wer-
den “Snapshots” genannt. Basierend auf dieser Menge wird nun ein Ansatz-
raum Z bestimmt, zum Beispiel durch eine Auswahl von m Punkten aus der
Snapshotmenge. Unter der Annahme, dass die ausgewdhlten Losungen linear
unabhingig sind, wird nun der Ansatzraum Z {iber

Z :=span{up(N),i=1,...,m} C X,

erzeugt. Dies ist ein Lagrange-Ansatzraum, der nur eine Moglichkeit darstellt,
den Ansatzraum aufzubauen. Alternativen bestehen zum Beispiel aus der Kon-
struktion mittels Proper Orthogonal Decomposition (POD), die in Kapitel
4.2.1 noch genauer betrachtet wird.

Dieser Ansatzraum fiihrt zu dem reduzierten Problem: Finde u € Z, sodass
fiir alle v € Z

a(t,v,\) = f(v,\) (3.11)

gilt. Es ergeben sich so m < n gleichungen fiir m Variablen und der Losungs-
aufwand ist daher wesentlich geringer. Die Losungsexistenz und -eindeutigkeit
ergeben sich wieder direkt aus den Eigenschaften von a, die sich wegen Z C X,
auf den Ansatzraum Z tibertragen. Sei nun {¢y, ..., ¢, } eine Basis von Z und
u der Koeffizientenvektor von @ beziiglich dieser Basis, dann fiihrt (3.11) ana-
log zu (3.9) zu dem Gleichungssystem

ANa = £,
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wobei sich A(\) und f wiederum aus A(\);; = a(i, @5, ) und f;(\) = f(@1, \)
ergeben. Um nun einen Zusammenhang mit (3.10) herzustellen wird die Matrix
Z € R™™ benétigt, deren Spalten z/ die Koeffizientenvektoren der Basisvekto-
ren ¢; beziiglich der Basis {¢;,i =1,...,n} enthalten. Mit

A(A)Z,J = a(@ia @]’ )\) =a (Z Zl’i:spkv Z Z?@l)
k=1 =1

= ZZz,izfa(gpk,gpl,A), und (3.12)

k=1 =1
fNi=f (Z 2Pk )\> =Y 2 f(erN) (3.13)
k=1 k=1

ergibt sich so A(\) = ZTA(MN)Z und f(A) = Z7f()) und somit
ZTANZa =ZTE(N).

In diesem einfachen linearen Beispiel bedeutet die eindeutige Losbarkeit fiir
jedes X dass ZTA(N\)Z fiir jedes A € D regulir ist. Verwendet man wieder die
Schreibweise (3.11) erhélt man

Z'F(Za, \) =0,

also ein Problem der Form (1.5). Da hier ein einfacher Galerkin-Ansatz ver-
wendet wurde, stimmen Ansatz- und Testraum iiberein. Wahlt man die v in
(3.11) aus einem zu Z verschiedenen Raum V ergibt sich ein Gleichungssystem
der Form

VTF(Za, \) = 0.

Das Vorgehen bei der Anwendung der Finiten-Elemente-Methode auf eine
partielle Differentialgleichung ist &hnlich zur globalen RB-Methode. In beiden
Fillen wird ein niedrigdimensionaler Unterraum erzeugt, in dem dann eine
Approximation gesucht wird. Bei den Finiten Elementen ist dies ein endlich-
dimensionaler Raum (meist bestehend aus stetigen stiickweise polynomialen
Funktionen), bei der RB-Methode ein mittels gesammelter Snapshots erzeug-
ter Raum. Der Hauptunterschied zu den lokalen Methoden besteht darin, dass
Z und V fest gewdhlt sind und die daraus resultierende Reduktion fiir alle
A € D verwendet werden kann.

Der Grofse Vorteil besteht nun darin, dass die Eigenschaften, die die Exi-
stenz und Eindeutigkeit der Losung des Finiten-Elemente-Systems garantieren,
auch fiir das RB-System gelten und daher fiir einen Parametervektor A immer
genau eine reduzierte Losung @(\) existiert. Auch fiir nichtlineare Probleme,
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wie Differentialgleichungen, die sich aus der Fluiddynamik ergeben, [27], wird
die Losbarkeit des reduzierten Systems iiber vergleichbare funktionalanalyti-
sche Voraussetzungen gesichert, vergleiche dazu [34].

In den Ingenieurwissenschaften sind jedoch oftmals jene Probleme von be-
sonderem Interesse, in denen eine eindeutige Zuordnung der Losung einer Dif-
ferentialgleichung zu den auftretenden Parametern nicht moglich ist (z.B. bei
Hysterese-Effekten). In solchen Féllen ist eine Anwendung der oben beschrie-
benen Verfahren daher nicht méglich.

3.2.2 Offline-Online-Berechnungen

Einer der grofen Vorteile, einen globalen Ansatz- und Testraum zu verwen-
den, ist die Moglichkeit, die anstehenden Berechnungen in einen (aufwéndi-
gen) Offline-Anteil und in einen (schnell zu berechnenden) Online-Anteil zu
zerlegen. Auf diese Weise ist es moglich, Parameterstudien in einem kleinen
System durchzufiihren ohne eine neue Reduktion erstellen zu miissen. Dazu
miissen die zu reduzierenden Gleichungen separierbar parametrisch sein. Fiir
das im vorherigen Kapitel betrachtete Beispiel heifst das, dass es Funktionen
0l:D—=Rg=1,...,Q,und O} : D - R,qg=1,...Q; geben muss, sodass
sich a und f als

a(u,v, \) Z@q A)a?(u,v), bzw.

= Z O%4(A) f9(v

schreiben lassen, wobei a? und f9¢ parameterunabhingige Bilinear- bzw. Li-
nearformen darstellen. Das daraus resultierende lineare Gleichungssystem hat
dann die Form

Qa, Qf
> OHNZAZa - O)(NZ ', =0, (3.14)
— g

wobei die parameterunabhingigen Matrizen A, und f; die Bilinear- und Line-
arformen b, und f, analog zu (3.12) und (3.13) représentieren. In der Offline-
Phase werden nun folgende Schritte durchgefiihrt:

e Sammeln der fiir die Snapshots bendtigten Parameter \;, ¢ = 1,....,d
und Berechnung der dazugehorigen Losungen u();), i = 1,.

e Aufstellen eines Ansatzraumes Z und der dazugehorigen Matrix Z

e Berechnung der Matrizen ZTA,Z,q=1,...,Q, und Z'f,, ¢ =1,...,Q;
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Diese Berechnungen stellen den aufwindigen Teil der RB-Methode dar.

In der Online-Phase findet nur das Losen des Gleichungssystems (3.14)
statt. In unserem Beispiel lauft dies fiir ein beliebiges A auf das Ldsen eines
linearen Gleichungssystems der Grofte m x m hinaus, fiir den nichtlinearen Fall
wird meist die Newton-Methode zur Approximation von Nullstellen angewen-
det. In beiden Féllen ist der Rechenaufwand wegen m < n jedoch nicht nur
gering, sondern auch unabhéngig von der Dimension n des urspriinglichen Pro-
blems (3.10). So lassen sich effizient Approximationen der Losung fiir beliebige
Parameter A berechnen.

Fiir den Fall, dass die auftretenden Funktionale nicht parametrisch sepa-
rierbar sind, wurde die Methode der Empirischen Interpolation entwickelt, die
den nichtlinearen nichtseparierbaren Teil der Gleichung durch eine separierba-
re Approximation ersetzt. Dieses Verfahren findet sich das erste mal in [6] und
wird in Kapitel 8.1 ndher betrachtet.
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Kapitel 4

Globale Ansatzraume fiir
einparametrige nichtlineare
Gleichungen

In dieser Arbeit werden neue Verfahren entwickelt, die in Kapitel 3.2 beschrie-
benen globalen RB-Methoden mit Aussagen der lokalen RB-Methode zu ver-
kniipfen. Ziel ist es dabei, zweiparametrige nichtlineare Gleichungssysteme zu
reduzieren, um effektive Parameterstudien zu ermdoglichen. Zunéchst wird da-
bei eine Reduktion beziiglich eines Parameters aufgebaut und diese dann fiir
Parameterstudien beziiglich des zweiten Parameters genutzt. Dabei werden
insbesondere Probleme, die beziiglich eines Parameters Umkehrpunkte nach
Definition 2.2.2 besitzen und sich daher nicht iiber die bekannten globalen
RB-Methoden reduzieren lassen, betrachtet.

Zunichst werden fiir das urspriingliche einparametriges nichtlineare Pro-
blem der Form

F(u,\) =0
die Variablen u und X\ wie in Kapitel 2.2.1 mittels x = (u?, \)T zusammege-
fasst.
Sei 2 C R"! offen und F € C'(Q,R"). Es existiere nun eine Funktion
c € C'(S,R(F)) mit einem offenen Intervall S C R fiir die

F(c(s)) =0, se S (4.1)

gilt. Die Funktion c stellt eine einzelne Losungskurve ohne Verzweigungen dar.
Die Wahl ihrer Parametrisierung spielt in diesem Kapitel keine Rolle, man
kann zum Beispiel wieder davon ausgehen, dass die Losungskurve ¢ nach der
Bogenlinge parametrisiert ist.

In diesem Kapitel geht es um die Moglichkeiten einen geeigneten globalen

35
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Ansatzraum fiir eine solche Losungskurve aufzubauen. Man bestimmt zunéchst
eine Menge

X={xi=c(s), s;€8,i=1,...,q}. (4.2)

Diese stellt das Aquivalent zu den bei den globalen RB-Methoden verwende-
ten Snapshots dar und kann zum Beispiel iiber eine auf das volldimensionale
System angwendete Astverfolgung aufgebaut werden. Im Unterschied zu den
lokalen Methoden wird das gesamte Intervall S betrachtet und nicht nur eine
Umgebung um einen Startwert xq = c(sg). Ziel ist es jetzt einen Raum Z
mit dim(Z) = m + 1 < ¢ zu finden, in dem eine sinnvolle reduzierte Losung
gefunden werden kann.

4.1 Lagrange-Ansatzraum

Eine Moglichkeit, einen Ansatzraum Z zu bestimmen, stellt der Aufbau eines
Lagrange-Ansatzraumes dar. Dabei werden aus der Menge X direkt m + 1
Punkte ausgewéhlt und der Raum Z iiber deren Span erzeugt. Die Spalten
der Matrix Z € R""1"*! bilden also eine (Orthonormal-)Basis von

Z=span{x; € X, j=1,...,m+1}.

Da unabhéngig von der Wahl des Testraumes die Punkte x; stets auch Lo-
sung des reduzierten Problems sind, verlduft die gesuchte Approximation der
Losungskurve durch diese Punkte. Aufgrund dieser Interpolationseigenschaft
wird ein so aufgebauter Ansatzraum in Anlehnung an die gleichnamige Inter-
polation Lagrange-Ansatzraum genannt.

Im Folgenden wird stets davon ausgegangen, dass die fiir den Ansatzraum
ausewahlten Punkte eine Menge linear unabhéngiger Vektoren bildet. Da der
durch diese Punkte aufgespannte Raum betrachtet wird, wird im Falle linearer
Abhéngigkeit lediglich eine Anpassung der Dimension m notwendig.

Der Aufbau des Lagrange-Ansatzraums héngt also direkt mit der Frage zu-
sammen, wie die Punkte gewéhlt werden kénnen, um die Menge X und damit
den Verlauf der Losungskurve sinnvoll wiederzugeben.

Beim Erstellen dieser Auswahl kommen meist Greedy-Algorithmen zum Ein-
satz. Der Raum wird dabei in jedem Schritt um einen Punkt x; € X er-
weitert, der beziiglich bestimmter Kriterien die grofste Verbesserung fiir den
Ansatzraum darstellt. Im Zusammenhang mit RB-Methoden fand ein Greedy-
Algorithmus das erste Mal in [72] Verwendung. Eine breite Ubersicht {iber
solche Algorithmen findet sich zum Beispiel in [73].

Um zu erkliren, welche Probleme bei der Anwendung des in [47] verwen-
dete Greedy-Algorithmus fiir eine Losungskurve (4.1) auftreten, sei dieser hier
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kurz erklirt. Ublicherweise bleibt bei den bekannten globalen RB-Methoden
der Parameter A separiert, und das Problem F(u,\) = 0 besitzt fiir jeden
Parameter A eine eindeutige Losung u(\). Die Menge der Snapshots hat dann
die Gestalt

X:{ui:u()\j), ]:1,,61}

und wird von einer Menge von Parametern D = {);, j =1,...,¢} bestimmt.
Fiir jede Auswahl X, C X und damit verbundenen Unterraum

2y =span{x;, j=1,... k| x; € Xi}

existiert nun eine Losung uz, des reduzierten Problems. Insbesondere lasst
sich die auftretende Fehlerfunktion {iber

ez,(A) = [[u(d) —uz, (V] (4.3)

angeben. Fiir diesen Fehler existieren effiziente Fehlerschitzer Az, ()), die nu-
merisch unabhéngig von der Raumdimension n berechnet werden kénnen.

Ausgehend von einer gegebene Parametermenge D; = {\], i=1,...,j} C
D, sowie des dazugehorigen Unterraumes Z; := span{u()\}), i = 1,...,j}
sucht der Algorithmus nun nach dem A* € D, das fiir den groften Fehler
beziiglich der bestehenden Auswahl an Parametern sorgt, fiir das also der Feh-
lerschitzer Az (\) maximal wird. Die dazugehorige Lésung u(\*) € X ist
dann jene, die durch die Reduktion mit dem bisherigen Ansatzraum Z; am
schlechtetesten approximiert wird. Die Menge D; wird dann um den Parame-
ter A* und der bisherige Ansatzraum um span{u(\)} ergénzt. Algorithmisch
lasst sich dies wie folgt beschreiben:

for j=2:m+1do
A = argmaxp Az, ()\);

Dj = Dj—l U A;7
Zj = Zj—l + span{u(/\;")},
end for

Die Schleife kann natiirlich vorher beendet werden, falls Az _ ()\}) eine
vorgegeben Fehlertoleranz unterschreitet. Fiir den Startwert A} werden dabei
keine genauen Angaben gemacht, oft wird der Wert Ay € D gewéhlt, oder auch

Ap = argmax [u(A)]. (4.4)

Die erzeugten Raume Z; sind hierarchisch, das heifst es gilt Z;_; C Z;, was fiir
die Resultate beziiglich Konvergenz und Offline-Online-Zerlegung in [47] von
Bedeutung ist.

Sei nun eine Funktion und Losungskurve wie in (4.1) gegeben und die Menge
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X wie in (4.2). Ein Fehlerschitzer, wie er im Greedy-Algorithmus Verwendung
findet, liel sich fiir diesen Fall aus zwei Griinden nicht herleiten. Zum einen
lisst sich keine Fehlerfunktion der Form (4.3) finden, da keine gemeinsame Pa-
rametrisierung der volldimensionalen Losungskurve ¢ und ihrer Approximation
cg existieren muss. Des Weiteren ist die Existenz einer Approximation cg fiir
die mittels Greedy-Algorithmus gewéhlten Mengen X7 nicht gesichert, bzw.
hangt mafgeblich von der Wahl des Testraumes V ab, der in Kapitel 5 naher
betrachtet wird.

Statt eines Fehlerschitzers wird daher der Projektionsfehler als Entschei-
dungskriterium fiir die Auswahl der Snapshots benutzt, siehe dazu auch [8].
Anstatt also direkt nach einem Unterraum zu suchen, fiir den der Reduktions-
fehler klein wird, begniigt man sich in dieser Arbeit mit einem, der die Menge
X im Sinne des Projektionsfehlers gut genug approximiert.

Ausgehend von einem Startwert Dy = {p;} mit p; € {1,...,q} und Z; :=
span{x,, } arbeitet der Algorithmus dann wie folgt:

for j=2:m+1do
pj = argmaxpe(i,..q) [|Xx — Pjo1xl];

Dj = Dj_1Upj;
Zj = Z;_1 +span{x,, };
end for.

Hier bezeichnet P;_; den orthogonalen Projektor auf den Raum Z;_;. Die
Matrix Z ergibt sich dann als Orthonormalbasis des Raumes Z,,, 1.
Den Startpunkt x; kann man zum Beispiel als

X) = arg min ||x]]
wihlen. Analog zu (4.4) kann x; auch als arg maxycx ||x|| gewdhlt werden.

Beide Moglichkeiten liefern aber ab einer gewissen Grofe von ¢ dhnliche Re-
sultate.

Es ist oft sinnvoll die Werte aus X um deren Mittelwert in Richtung des
Ursprungs zu verschieben, bevor der Unterraum Z aufgebaut wird. Der Mit-
telwert X ergibt sich aus

1 q
X = 5;&
und erhélt die neue Menge
X ={xl=x,—%x,x,€X,i=1,...,q}

Auf diese Menge wendet man nun wieder den oben beschriebenen Algorithmus
an und erhalt so einen Unterraum Z der Dimension m + 1. Macht man nun
einen affinen Ansatz und wihlt als Ansatzraum

x4+ Z
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enthalt dieser eine Auswahl an Punkten aus X und stellt einen affinen La-
grange-Ansatzraum dar. Alternativ kann man das gesamte Problem auch um
den Wert x verschieben und fiir

F*(x) := F(x + x)

wieder mit einem linearen Ansatzraum arbeiten.

4.2 POD-Ansatzraum

Benutzt man den Projektionsfehler als ausschlaggebendes Kriterium fiir die
Giite eines Ansatzraumes, fiihrt dies zu der Frage, welcher Unterraum Z fiir
die Menge X = {x;, j =1,...,¢} das Minimierungsproblem

q
min Y x; — Px;? (4.5)
j=1

dim(Z)=m+1

16st, wobei der P den orthogonalen Projektor auf Z darstellt. Hierbei ist es
nun nicht mehr notwendig, dass Punkte der Menge X in Z liegen. Dieses Mini-
mierungsproblem lisst sich mittels Proper Orthogonal Decomposition (POD)
16sen, die im endlichdimensionalen Fall mit der Singularwertzerlegung iiber-
einstimmt. Da im Zusammenhang mit RB-Methoden gewohnlich der Begriff
POD verwendet wird, wird diesem in dieser Arbeit der Vorzug gegeben.

4.2.1 Proper Orthogonal Decomposition

Die POD, deren erste Erwéhnung sich in [48| findet, ist eine Verallgemeinerung
der Diagonalisierung und existiert fiir alle Matrizen A € C™™, wobei in dieser
Arbeit nur reelle Matrizen behandelt werden. In [4] findet sich eine detaillierte
Herleitung der POD, sowie die Beweise fiir die folgenden Aussagen.

Sei A € R™ und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit n > m, dann
existiert eine Zerlegung der Form

A =UxW7’ (4.6)

wobel U € R™" und W € R™™ zwei orthonormale Matrizen sind und die
Matrix X die gestalt

01
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Die Werte o; > 0 werden dabei Singulérwerte genannt und erfiillen die Bedin-
gung

AuiIO'iWi, ATW,L':LIZ‘, 1= 1,...,m,
wobei u; und w; jeweils die Spalten von U bzw. W bezeichnen. Auferdem

sind sie die Wurzeln der Eigenwerte der Matrizen AAT bzw. AT A. Daher gilt
auch der Zusammenhang

|Al[2 = o1.

Die Darstellung (4.6) ist dabei nicht eindeutig, die Singulidrwerte allerdings
schon. Traditionellerweise geht man davon aus, dass sie in der Reihenfolge
o1 > -+ > 0y, geordnet sind und es gilt 0; =0, j > Rang(A). Seien nun

Uk = (ul,...,uk), Wk = (Wl,...,Wk), 1§]‘J§m, (47)
dann ldsst sich A mit £ = Rang(A) in der reduzierten POD iiber

01
A = U S W/ mit 5, = (4.8)

Ok

darstellen. Die POD ist eng mit der Frage verkniipft, wie sich eine gegebene
Matrix moglichst gut durch eine andere Matrix mit niedrigerem Rang appro-
ximieren ldsst. Dies wurde zum Beispiel bereits in [19] untersucht. Beziiglich
der euklidischen Norm erhélt man eine Losung des Minimierungsproblems

min |A — X||r
XeR™™ Rang(X)=j
iiber
X*=U;5;W/.

Aufserdem gilt
[A = X7 = 0j41(A).

4.2.2 Aufstellen eines Ansatzraums mittels POD

Basierend auf den Eigenschaften der POD lédsst sich ein Zusammenhang mit
dem Minimierungsproblem (4.5) herstellen. Dazu sei wieder die Diskretisierung
der Losungskurve durch X = {xi,...,%,} und die Matrix X € R"™ iiber
X = (x1,...,X%,) gegeben. Mit der POD

X = ULW7”
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und U = (uy,...,u,41) gilt dann

q
arg min Z |x; — Px;||* = span{uy, ..., w1} (4.9)
im(2)=m+1 =

Mittels der POD ist es also mdéglich einen beziiglich der Summe der Pro-
jektionsfehler idealen Ansatzraum der Dimension m + 1 zu finden.
Die diesen Ansatzraum reprisentierende Matrix Z kann also als

Z = Um+l

gewéhlt werden, wobei U,,,1 wie in (4.7) aufgebaut ist. Weiterhin gilt

q n+1
Dok —PxlP= > o, (4.10)
7j=1 j=m+2

wobei P den orthogonalen Projektor auf U, ; bezeichnet. Die Summe der
Quadrate der Projektionsfehler wird also 0, sobald m+ 1 den Rang der Matrix
X erreicht hat, weil dann 0,42 = - -+ = 0,41 = 0 gilt. In Gleichung (4.10) wird
davon ausgegangen, dass ¢ < n+ 1 gilt, X also mehr Zeilen als Spalten besitzt.
Ist dies nicht der Fall, muss die obere Grenze der Summe der rechten Seite
durch ¢ ersetzt werden. Beweise fiir diese Aussagen finden sich zum Beispiel
in [74].

Der mittels POD erzeugte Ansatzraum ist kein Lagrange-Ansatzraum, das
heifst es ist nicht gesichert, dass sich Snapshots x; € X in Z befinden. Ba-
sisreduktionen mittels POD sind weit verbreitet und wurden erfolgreich auf
Probleme der Fluiddynamik, [34], bei nichltinearen elliptischen und parabo-
lischen Systemen, oder gewohnlichen Differentialgleichungen, (35, 53|, sowie
dynamischen Systemen, [15] angewendet.

Genau wie bei den Lagrange-Ansatzraumen kann es sinnvoll sein, die Menge
X wieder um den Mittelwert

1
XZ&;Xi

zu verschieben und die POD auf die Menge X* = {x; — X, x; € X, i =

1,...,q} anzuwenden. Als Ansatzraum fungiert dann X+ Z, wobei Z sich nun
aus der POD von X* ergibt.

Ist die Kurve c geniigend glatt, findet ihre Bewegung lokal in nur wenigen
Raumdimensionen statt, was direkt aus der Taylor-Reihenentwicklung folgt.
Dieser Sachverhalt iibertragt sich auf die gesamte Kurve, sodass ein rapider
Abfall der Projektionsfehler mit zunehmender Dimension des Ansatzraumes
zu erwarten ist. Zwar existiert mit (4.10) eine exakte Angabe der summierten
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Projektionsfehler, sie enthélt jedoch keine Informationen, iiber den qualitativen
Zusammenhang dieses Fehlers mit der Dimension des Ansatzraumes (sicher
ist nur, dass er irgendwann 0 ist, wenn m grof genug gewéihlt wird). Zudem
erfordert die Fehlerdarstellung 4.10 die aufwéndige Berechnung der restlichen
Singulérwerte.

Fiir den Fall, dass die Losungskurve c zusitzlichen Glattheitskriterien ge-
niigt, wird im Folgenden eine obere Schranke fiir den Fehler hergeleitet, die
genauere Aussagen beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit der Projektions-
fehler zuldsst.

4.2.3 Abschitzung des Projektionsfehlers

Bei der folgenden Abschitzung wird ausgenutzt, dass der POD-Ansatzraum
das Minimierungsproblem (4.5) 16st. Dadurch ldsst sich der summierte Pro-
jektionsfehler beziiglich eines beliebigen anderen (m + 1)-Dimensionalen Un-
terraums als obere Schranke verwenden. Hier wird dazu ein Lagrange-Raum
verwendet, der eine kubische Spline-Interpolation beziiglich (m + 1) Knoten-
punkten, die entlang der Kurve c gewédhlt werden, enthélt. Ist c geniigend
glatt, kann der Projektionsfehler auf den auftretenden Interpolationsfehler ab-
geschitzt werden. Steigt die Dimension m des Unterraums, erhoht dies die
Knotenanzahl des Splines, wodurch sich der Interpolationsfehler verringert.
Auf diese Weise lasst sich eine qualitative Verbindung der summierten Projek-
tionsfehler und der Dimension des Ansatzraumes herstellen.

Zunichst seien einige Eigenschaften eines interpolierenden kubischen Spli-
nes h festgehalten. Fiir eine Funktion f € C*([a,b], R) geniigt diese Interpola-
tion in den Knotenpunkten z; € [a,b], i = 1,...,p den Bedingungen

h(w:) = f(x:), B9 (2 —0) = W (2;40), i=1,...,p—1, j = 1,2
In den Randpunkten xy = a und z, = b gelte weiterhin
h'(zo) = B (), h'(x9) = h"(x,).

Es ldsst sich zeigen (zum Beispiel in [64]), dass fiir den Interpolationsfehler
9
If = hllos < g\A|4||f(4)Hoo (4.11)

gilt, mit |A| = max;—y__,(z;41 — ;). Basierend auf dieser Abschétzung ist es

nun moglich eine obere Schranke fiir die Summe der quadrierten Projektions-
fehler, die bei der Verwendung eines POD-Ansatzraumes auftritt, anzugeben.

Satz 4.2.1. Sei1 S C R offen und ¢ € C*(S,R"™), sowie eine Menge X C
R™*! gegeben als

X={xj=c(sj), j=1,...,¢}.
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Sei weiterhin Z = span{uy, ..., Wny1}, wobei v; die Spalten der Matriz U der
POD

X = UxW?

darstellen. Sei nun P der orthogonale Projektor auf Z, dann existiert eine
Konstante C' > 0, sodass fiir den Projektionsfehler

q
q
Z Ix; — Px;||* < Cﬁ

J=1

gilt.

Beweis. Sei H := (s, — s1)/m, sowie §; := s; + jH und %X; = c(§;), j =
0,...,m. Sei Y :=span{x;, j =0,...,m} der Unterraum, der alle Punkte X;
enthalt.

Es sei ohne Einschrankung angenommen, dass die Vektoren x;,
j = 0,...,m linear unabhéngig sind. Ist dies nicht der Fall, kann mit ei-
ner dynamischen Schrittweite H; stets eine linear unabhéngige Menge {X; =
c(sjo1+ Hj), 5 =1,...,m+ 1} gefunden werden (bis m + 1 = Rang(X)
gilt, wodurch der abzuschitzende Fehler 0 wird). Die folgenden Abschitzun-
gen konnen auch fiir eine dynamische Schrittweite getroffen werden, an dieser
Stelle sei nur der Ubersicht halber ein festes H verwendet.

Da Z das Minimierungsproblem (4.5) lost, gilt
q q
DIk =Pl <)y — Py, (4.12)
J=1 Jj=1

wobei Py den orthogonalen Projektor auf Y bezeichnet. Sei nun mit h; :
[s1,84] = R der kubische Spline bezeichnet, der die Datenpunkte (;, (X;):),
7 =0,...,m interpoliert. Diese seien in einem Vektor

h(s) = (hi(s),...,h,(s))T zusammengefasst. Da sich alle Punkte h(s) als
Linearkombinationen der X; ergeben, gilt fiir alle s € [sq, 5]

h(s) €Y.

Dabher gilt fiir alle s € [sy, s,] die Abschétzung ||c(s)—Pyc(s)| < [|c(s)—h(s)].



44 KAPITEL 4. ANSATZRAUME

Zusammen mit (4.11), wobei hier nun |A| = H gilt, ergibt sich

q q q
D lIx =Pyl = lle(s;) — Pye(sy)lIP < D lle(s;) — his;)|”
j=1 j=1 j=1

q

<(n+1))  max [efs;) - hi(s;)|?
le geeey T
q
<(m+1)> " max e — b2
=1
q
§ 9(“; 1) H4Zi:{nax Hcgw)HZo
— =1,

Da c € C*(S,R™"!) gilt, existiert eine Konstante k mit max;—1___,11 ||c;-w) 1% <
k. Setzt man nun

9k
C:= g(n +1)(sq — 51)*

ergibt sich mit (4.12) und H = (s, — s1)/m

q
q
Z Ix; — Px;|* < Cﬁ-

j=1

4.2.4 Bestmogliche affine Verschiebung

Die bisher betrachteten Verfahren zum Aufbau der Ansatzrdume lieferten stets
lineare Unterrdume. In diesem Abschnitt soll daher nidher auf mogliche Vorteile
bei der Verwendung von affinen Ansatzriaumen eingegangen werden. Bei loka-
len RB-Methoden wird stets ein affiner Ansatzraum verwendet, da die lokale
Reduktion beziiglich eines festen Punktes x, aufgebaut wird (siehe Kapitel
3.1.2). Da im globalen Fall ein Ansatzraum fiir eine gesamte Losungskurve
gesucht wird, ist die Verwendung eines affinen Unterraums weniger zwingend.

In diesem Kapitel wurden bereits zwei Moglichkeiten beschrieben, geeignete
Ansatzriume fiir eine gegebene (diskretisierte) Losungskurve aufzubauen. Bei-
de lassen die Moglichkeit zu, anstelle eines linearen Unterraums einen affinen
zu verwenden. Die Menge X, die die Punkte der volldimensionalen Losungs-
kurve enthilt, wird zunichst um den Mittelwert X dieser Punkte in Richtung
Ursprung verschoben um dann einen linearen Unterraum Z aufzubauen. Eine
solche Verschiebung ist sinnvoll, da mit Hilfe des Ansatzraumes die Bewegung
der Losungskurve approximiert werden soll und fiir diese die Lage der Kurve
beziiglich des Ursprunges keine Rolle spielt.
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Um nun diesen Ansatzraum fiir eine Reduktion zu verwenden, kann dieser
entweder als um den Mittelwert verschobener affiner Raum x + Z verwendet
werden, oder man betrachtet ein dquivalentes Problem der Form

F*(x) =F(x+x)=0. (4.13)

Beide Betrachtungsweisen sind dquivalent, das heifst die Resultate, die sich aus
der Reduktion ergeben unterscheiden sich nicht.

Sei daher nun der Fall (4.13) betrachtet und Z ein Ansatzraum der iiber
eines der in Kapitel 4.1 und 4.2 beschriebenen Verfahren aufgebaut wurde.
Die Summe der Projektionsfehler diente bei diesem Aufbau als Hauptkriteri-
um fiir die Giite des Unterraums. Der summierte Projektionsfehler kann nun
durch die Verwendung einer zusétzlichen affinen Verschiebung noch einmal ver-
ringert werden. Die Frage, wie eine affine Verschiebung gewihlt werden kann,
um fiir einen gegeben Unterraum die Summe der Projektionsfehler beziiglich
des resultierenden affinen Raums zu minimieren, wird durch folgendes Lemma
beantwortet.

Lemma 4.2.2. Sei X = {x1,...,%,} C R"™! eine Menge von Punkten und Z
ein m+ 1-dimensionaler Unterraum des R". Sei weiterhin P der orthogonale
Projektor auf diesen Raum und Py der orthogonale Projektor auf den affinen
Raum b 4+ Z mat

Pyx =P(x—b)+b, xeR"

Dann wird das Minimierungsproblem
q
. 2
min > [[x; — Ppx;|

beRnt1
Jj=1

durch den Vektor

gelost.

Beweis. Man kann ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass b € Z+, die
affine Verschiebung also nur senkrecht beziiglich Z erfolgen soll. Es gilt Pypx; =
P(x; —b) + b und somit

q q
DI = Poxl =) [Ix; — Px; — b|* (4.14)
j=1 j=1
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Der Gradient dieses Terms beziiglich b muss in einer Extremstelle in b den
Wert 0 annehmen, somit ergibt sich

q q
\Y% (Z |x; — Px; — b||2> =-2) (x—Px—b)=0.
j=1 j=1

Umstellen dieser Gleichung ergibt

q

b=12% (x; - Px;) (4.15)

q =1

Die zweite Ableitung des Fehlerterms (4.14) ist 2 - I und somit positiv definit,
womit (4.15) ein Minimum ist. O

Der Vektor b aus Lemma 4.2.2 wird in dieser Arbeit als die bestmdogliche
affine Verschiebung von Z bezeichnet. Man beachte, dass wenn es sich bei Z
um einen Lagrange-Raum handelt, der Raum also so aufgebaut wurde, dass er
alle Punkte x; (bzw. (x; —X) bei vorheriger Verschiebung um den Mittelwert)
enthilt, der affine Raum b + Z diese Eigenschaft verliert. Keiner der in X
enthaltenen Punkte muss also im affinen Ansatzraum liegen.

Der fiir den Aufbau eines Lagrange-Raums in Kapitel 4.1 verwendete Greedy-
Algorithmus wird nun mit dem Resultat aus Lemma 4.2.2 zu einem neuen
Algorithmus kombiniert um sukzessive einen affinen Ansatzraum aufzubauen.
Sei dazu wieder ein Startindex D; = {p;} C R und ein Startraum Z; :=
span{x,, } gegeben. Dann ergibt sich der Vektor b, fiir die bestmdgliche affine
Verschiebung von X; zu

q

1
bl = - Z(XJ — P1Xj),
q “=
j
wobei P; den orthogonalen Projektor auf Z; bezeichnet. Der Algorithmus ar-
beitet dann wie folgt:

for j=2:m+1do
Dj=Dj_1Upj;
Zj = Z;_ 1 +span{x,, };
1 .
b= >0 (x — Pyx,);
end for.

Der Unterraum wird also sukzessive um den Span der Punkte aus X erwei-
tert, die den grofsten Projektionsfehler beziiglich des affinen Raums aufweisen.
Dieser wird stets mit der bestmoglichen affinen Verschiebung erzeugt, die eben-
falls in jedem Schritt fiir den entsprechenden Unterraum neu berechnet wird.
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Der so erzeugte affine Unterraum ist eine Kombination des zum Aufbau
des Lagrange-Raums aus Kapitel 4.1 verwendeten Algorithmus und dem POD-
Raum aus Kapitel 4.2, da einerseits der schrittweise Aufbau mit Riicksicht auf
den maximalen Projektionsfehler (wie beim Lagrange-Raum) erfolgt und an-
dererseits durch die affine Verschiebung die Summe der Projektionsfehler (wie
beim POD-Raum) minimiert wird. Aufgrund der Minimalitétseigenschaft (4.9)
ist der summierte Projektionsfehler fiir diesen Raum sicherlich nicht kleiner als
der eines affinen POD-Raumes, dafiir entfillt die aufwédndige Berechnung der
Proper Orthogonal Decomposition von X.
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Kapitel 5

Testraume fur einparametrige
nichtlineare Gleichungen

Nachdem im letzten Kapitel verschiedene globale Ansatzraume fiir die Reduk-
tion einer Losungskurve betrachtet wurden, werden nun mogliche Testraume
untersucht. Dazu sei wieder eine offene Menge 2 C R™™! gegeben sowie die
Funktion F € C*(Q, R"™), fiir die das Problem

F(x)=0

betrachtet wird. Es existiere ein offenes Intervall S und eine Losungskurve
c € C1(S,R(F)), sodass fiir alle s € S

F(c(s)) =0

gilt. Die Art der Parametrisierung ist beliebig. Weiterhin sei eine Diskretisie-
rung X von c gegeben, sowie ein daraus erzeugter globaler Ansatzraum Z der
Dimension m+1, in dem eine Approximation der Losungskurve c gesucht wird.
Wir gehen im Folgenden der Ubersichtlichkeit halber davon aus, dass ein li-
nearer Ansatzraum verwendet wird. Alle Aussagen lassen sich aber problemlos
auf affine Ansatzraume iibertragen.

Ein global reduziertes Problem hat die Gestalt
F(x) = VIF(Zx) = 0, (5.1)

wobei die Spalten der Matrizen Z und V jeweils eine Basis des Ansatzraumes
Z, bzw. des Testraumes V) bilden.

Genau wie Z ist man an einem globalen V interessiert, das heift fiir die
Berechnung der Approximation der gesamten Kurve c iiber die RB-Methode
soll ein fester Testraum )V verwendet werden. Basierend auf numerischen Ver-
suchen kann man davon ausgehen, dass nicht immer ein globaler Testraum
V existiert, der eine sinnvolle Reduktion ermdglicht. Daher werden zunéchst

49
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Verfahren entwickelt, mit denen fiir einen globalen Ansatzraum Z Testrdumen
aufgebaut werden kénnen, die eine sinnvolle lokale Reduktion in einem festen
Punkt xy € Z ermoglichen.

In Kapitel 2.2.1 wurden Bedingungen angegeben, unter denen eine Losungs-
kurve in der Néhe eines Punktes xq existiert (siehe Satz 2.2.3). Diese Aussagen
werden nun auf das reduzierte Problem (5.1) und einen Punkt %, € R™"! ange-
wendet. Damit eine Losungskurve des reduzierten Problems in der Nihe von x
existiert, muss die Matrix DF (%) vollen Zeilenrang haben und ||F(%o)| darf
eine bestimmte (vom kleinsten Singulirwert von DF(X,) abhiingige) Schranke
nicht iibersteigen. Zundchst wird |[F(%o)|| genauer betrachtet.

Ergibt sich der Punkt X, aus der Projektion eines Punktes x, € X auf Z,
also tiber

7%, = Px,,

wobel P den orthogonalen Projektor auf Z beschreibt, so erhélt man fiir den
Funktionswert F(X)

I (%o)| = [VTF(Z%o)|| = VI (F(Px.) — F(x.))|| < C[[Px, —x.].

Dabei ergibt sich die Konstante C' zu C' := ||V|| sup,cq ||DF(x)||. Die Norm
des Funktionswertes der Reduktion in X, steht also mit dem Projektionsfehler
beziiglich Z in Verbindung und ist somit unabhéngig von der Wahl von V
(Bilden die Spalten von V eine Orthonormalbasis von V gilt sogar ||V = 1).
Dieser Projektionsfehler wird fiir die in Kapitel 4 angegebenen Ansatzriume
mit steigender Dimension m beliebig klein.

Der Testraum )V muss so aufgebaut werden, dass in einem Punkt X, mit
Xo = Z}A(()

Rang(DF(%,)) = Rang(V'DF(x,)) = m (5.2)

gilt. In Kapitel 3.1.1 wurde bereits gezeigt, wie V fiir den Fall, dass T(Zx) € Z
gilt, gewahlt werden kann. Da der Tangentialvektor bei der Verwendung eines
globalen Ansatzraumes nicht in Z liegen muss, werden in den néchsten beiden
Kapiteln Verallgemeinerungen des Aufbaus (3.6) hergeleitet.

Des Weiteren wird der Zusammenhang zwischen den kleinsten Singulér-
werten von DF(X,) und DF(x,) genauer beschricben, da nach Satz 2.2.3 die
Grofe des Intervalls, fiir das die Existenz einer Losungskurve lokal gesichert
werden kann, direkt vom kleinsten Singuldrwert der Jacobimatrix der betrach-
teten Funktion abhéngt.

Zusétzlich wird die Stetigkeit der Testrdume )V beziiglich des Punktes xg
betrachtet, da diese fiir die in Kapitel 6 entwickelte Reduktion eine entschei-
dene Rolle spielt.
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5.1 Aufbau eines Testraumes mittels POD

Um mittels POD einen geeigneten Testraum zu erzeugen, werden zunéchst
einige Hilflemmata bendtigt.

Lemma 5.1.1 (Satz von Courant-Fischer). Seien \; < --- < A, die Figen-
werte der symmetrischen Matrix A € R™", dann gilt

. xT Ax
A = min max )
dim V=i xeV,x£0 XIX

Beweis. Der Beweis nutzt das Rayleighsche Prinzip und findet sich zum Bei-
spiel in [46]. O

Lemma 5.1.2. Sei A € R*"! und Z € RV it ZT7 =1, (mit n >
m) und sei o, der kleinste Singuldrwert von A, dann gilt fir den zweitkleinsten
Singulirwert n,, von AZ € Rvm+!

Nm = Op.

Beweis. Sei Ay der zweitkleinste Eigenwert von ATA (der kleinste ist \; =
0), dann gilt 0, = v/ a. Seien nun M := ZTATAZ und Mw; = p;w; die
aufsteigend geordneten Eigenwerte und Eigenvektoren von M. Des weiteren
gelte W := span{wj, wy} und U := span{Zw;, Zw,}. Man sucht nun eine
Abschitzung fiir n,, = \/uz. Mit Hilfe von Lemma 5.1.1 ergibt sich

. xT AT Ax xT AT Ax
A= min max ————— <max————
dim V=2 x€V,x£0 XIx xed  xTI'x
wlZTATAZ™w w! Mw
= max = max = H2.
WEW, w0 wTw wew.w£0 wlw
Somit gilt o, < Ny, O
Sei nun ein Punkt x¢ := ZX, € 2 gegeben. Im Folgenden wird ein Ver-

fahren hergeleitet, einen Testraum V mit Hilfe der POD der Matrix DF(xq)Z
aufzubauen, sodass die Matrix

DF(x,) = VIDF(x)Z
vollen Zeilenrang besitzt.

Satz 5.1.3. Seien fir F € CY(Q,R") ein Ansatzraum Z, sowie ein Punkt
xo = ZXo € R(F) gegeben, wobei die Spalten von Z € R" ™™ eine Ortho-
normalbasis von Z bilden. Sei weiterhin die POD

DF(x)Z = Um+12m+1wﬁ+1
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nach (4.10) gegeben mit U = (uy, ..., Up1). Sei
V= span{uy, ..., u,}, sowie V= (uy,...,uy),
dann gilt fir die Reduktion F (%) = VTF(Z%,)Z
Rang(DF (%)) = m.

Sei oy, der kleinste Singuldrwert von DF(xq), dann gilt fir den kleinsten Sin-
guldrwert &,, von DF(Xq) auferdem

ot <ol
Beweis. Aus Lemma 5.1.2 folgt fiir die Matrix DF(x()Z € R»™*!

wobei 7, der zweitkleinste Singuldrwert von DF(x()Z und o, der kleinste
Singuldrwert von DF(xg) sind. Man betrachte nun die gegebene POD

DF(x0)Z = Uppa Zm+lwz+1
Ui

= (ur,..., Upy1) (le--->Wm+1)T

Tim+1
Mit V = (uy, ..., u,) gilt fir DF(X,)

DF(ﬁo) = VTDF(XO)Z = (uy, ... aum)TUerlEerlWZ;LJrl

m 0
= (I,,,0)SW7' = | WTL
MmO

Dies ist die POD der Matrix DF(X,) und somit gilt fiir ihre Singulérwerte J;:
oi=mn;, t=1,...,m.

Insbesondere folgt aus (5.3)
Om = N > On.

Wegen xy € R(F) gilt Rang(DF(x¢)) = n und damit o,, > 0 und man erhélt
schlieftlich

Rang(DF (%)) = m, sowie 6! < o .
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Bemerkung 5.1.4. Fir den Fall, dass T(x¢) € Z gilt, ist der kleinste Sin-
guldrwert von DF(x¢)Z Null. Es existiert dann eine Matriz
Z* = (z9,...,Zms1) € R" und T(x) L R(Z*), sodass

zZ = spcm{T(Xo), Z2, . .. 7Zm+1}
gilt. Fir einen wie in Satz 5.1.3 aufgebauten Testraum V ergibt sich dann
V = span{uy,...,u,} = R(DF(x0)Z").

Somit lasst sich 'V als DF(x0)Z* schreiben, besitzt also eine Struktur wie in
(8.6). Somit stellt das hier entwickelte Verfahren eine Verallgemeinerung der
in Lemma 3.1.1 vorgestellten Methode dar.

Bemerkung 5.1.5. In Satz 2.2.3 wird gezeigt, dass der kleinste Singuldr-
wert o, der Matriz DF(xq) die Grife des Intervalls bestimmt, fir das eine
Losungskurve in der Nihe des Punktes xo gesichert werden kann. Wird der
Testraum wie in Satz 5.1.5 erzeugt und gilt o, " < co, so gilt fiir den kleinsten
Singuldrwert &,, von Dﬁ‘(f{o) aufgrund von Satz 5.1.5:

A1
Om < Co.

FExistiert also eine untere Schranke fiir den kleinsten Singuldrwert von DF(xy),
gilt diese auch fir den kleinsten Singuldrwert der Jacobimatriz der Reduktion.

Der hier aufgebaute Testraum héngt von dem Punkt X, in dem die Ja-
cobimatrix DF(xg) berechnet wird, ab und es zeigt sich, dass die Abbildung
x — V(x) fiir das hier beschriebene Verfahren unstetig ist (in dem Sinne, dass
die Abbildung, die die orthogonale Projektion auf den Raum beschreibt, un-
stetig ist). Eine genauere Erkldrung dieser Eigenschaft findet sich in Kapitel
5.3.

Im folgenden Abschnitt wird ein alternatives Verfahren zum Aufbau der
Testraume V entwickelt, das ohne die POD auskommt und zusétzliche Stetig-
keitskriterien erfiillt.

5.2 Aufbau eines Testraumes mittels Tangenti-
alfeld

Im Folgenden wird ein zweites Verfahren entwickelt, einen geeigneten Testraum
ohne die POD aufzubauen. Diese nutzt das Tangentialfeld, das in Kapitel 2.2.2
definiert wurde, um einen Testraum V (und eine damit verbundene Matrix V)
zu erzeugen, der fiir einen Punkt xo = Zx, € R(F) die Bedingung (5.2) erfiillt.

Die Grundidee des im vorherigen Kapitel beschriebenen Aufbaus bestand
darin, als Testraum das Bild von DF(x¢)Z zu verwenden, abziiglich der zum
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kleinsten Singuldrwert gehérenden Raumrichtung. Ist der Tangentialvektor
T (x¢) Teil des Ansatzraumes Z, so ist dieser Singuldrwert 0. Das Verfahren
wird hier so interpretiert, dass der Anteil des Bildes von DF(x¢)Z vernachlés-
sigt wird, der die Wirkung von DF(xg) auf die Richtung in Z darstellt, die
dem Tangentialvektor in x; am nachsten kommt.

Die in diesem Kapitel behandelte Alternative basiert auf einer dhnlichen
Grundidee, wobei zunéchst der orthogonal auf dem Tangentialraum stehender
Unterraum Q C Z betrachtet und V als das Bild von DF(x,) eingeschréinkt
auf Q erzeugt wird. Sei dazu

Q:=R(T(x)) NZ

und es sei zunéchst festgehalten, dass Q genau dann die Dimension m hat,
wenn

T(xo) ¢ Z+

gilt, das heift der Tangentialvektor in xy nicht orthogonal zum Ansatzraum
steht. Diese Forderung ist sinnvoll, da der Ansatzraum Z als Approximati-
on der diskretisierten Kurve c erzeugt wird und deren Bewegung im Raum
moglichst gut widergespiegeln werden soll. Gilt T(xy) € Z+, wiirde Z diesen
Zweck nicht erfiillen, da sich die zu reduzierende Losungskurve im Punkt xq
senkrecht zum Ansatzraum bewegen wiirde.

Der Testraum V wird nun mittels

V = DF(x,)Q = {DF(x0)q |q € O} (5.4)

aufgebaut. Der folgende Satz zeigt, dass ein auf diese Weise aufgebauter Tes-
traum die Bedingung (5.2) erfiillt. Dies bedeutet, dass die Jacobimatrix der
Reduktion vollen Zeilenrang hat.

Satz 5.2.1. Sei fiir F € C'(Q,R") ein Ansatzraum Z der Dimension m + 1
gegeben, sowie eine Matrix Z € R deren Spalten eine Basis von Z
bilden, und es gelte fiir den Tangentialvektor in einem Punkt xo = ZX, €

R(F):
T(xo) ¢ Z+.
Wahlt man dann

Q = R(T(x0))" N Z, sowie
V := DF(x()Q = {DF(x0)q |q € Q},

und V€ R™™ als eine Matriz, deren Spalten eine Basis von V bilden, dann
gilt fir die Reduktion F(x) = VI'F(Zx)

Rang(DF (%)) = m.



5.2. AUFBAU EINES TESTRAUMES MITTELS TANGENTIALFELD 55

Beweis. Sei zunéichst der Fall T(xq) ¢ Z betrachtet. Es gilt dann wegen
Kern(DF(xo)) = R(T(x0)) und T(xo) ¢ Q
dim(DF(x0)Z) = m + 1, sowie
dim(V) = dim(DF(x¢)Q) = m,
wobei DF(x¢)Z den Unterraum {DF(xq)z : z € Z} bezeichnet. Da V ein
Teilraum von DF(x)Z ist, ergibt sich
dim(V-NDF(xy)2Z) =1 (5.5)

Sei nun w € R™*! ein Vektor aus Kern(DF(%)) = Kern(V'DF(x()Z) und
u = Zw, dann gilt wegen u € Z und

VTDF<X0)U =0
fiir den Vektor DF(xg)u:

DF(X())II S DF(X())Z,

DF(x)u € V*.
Wegen (5.5) gilt also dim{DF(x¢)Zw : w € Kern(VI'DF(x¢)Z)} = 1. Da Z
vollen Spaltenrang besitzt und der eindimensionale Kern von DF(x) nicht in
Z enthalten ist, folgt daraus

dim(Kern(VI'DF(x()Z)) = dim(KernDF (%)) = 1

und der Satz ist bewiesen.
Fiir den Fall, dass T(xq) € Z gilt, der Tangentialvektor in xq also Teil des
Ansatzraumes ist, ergibt sich

dim(DF(x0)Z) = m, sowie
dim(V) = m.

Mit einer zum ersten Fall analogen Argumentation ergibt sich dann mit
VIDF(x¢)u=0

DF(xo)u € V* N DF(x,)Z = {0}.
Fiir jeden Vektor w € Kern(VTDF(x)Z) gilt also DF (xg)Zw = 0 und damit

~

sofort Zw € R(T(x0)). Der Kern von DF(Xy) ist also wieder eindimensional
und die Aussage somit bewiesen. O]

Fiir die Reduktion F(%) = VTF(Zx) kann die Regularititsmenge R(F)
und ein Tangentialfeld T analog zu dem von F definiert werden.

Um wie im vorherigen Kapitel Aussagen iiber den kleinsten Singuldrwert
&m von DF (%) treffen zu kénnen, wird ein Lemma benétigt, das den Zusam-
menhang zwischen den Tangentialvektoren von F und F im Punkt Xg = ZX
herstellt.

Fiir dessen Beweis wird zunéchst folgendes Hilfslemma gezeigt:
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Lemma 5.2.2. Sei A € R"" " mit Rang(A) = n, und sei o, der kleinste
Singuldrwert von A, dann gilt

min |AX]| = op,.
[|x]|=1,xL Kern(A)

Beweis. Sei A = USWT die POD von A, dann gilt
R(AT) = R((wy,...,w,)) = Kern(A)*,

wobei die w; die paarweise orthonormalen ersten n Spalten von W bezeichnen.
Somit lisst sich jeder Vektor x € Kern(A)* als eine eindeutige Linearkombi-
nation

n
X = E CY]‘W]'
Jj=1

schreiben. Bezeichnet o = (o, ..., a,)T € R™ nun den zugehdrigen Koeffizi-
entenvektor, ergibt sich mit den orthonormalen Vektoren (uy, ... ,un) =U
n
min |Ax||* = min ||A E a;w;|| = min E a;o;u,
|[x[|=1,x L Kern(A) llrfl=1 — ~ Jal=1
j:
= min a o 2lu;l1? > |o,]* min aQ- =02
J
lledl=1 <= =1 4=
Des Weiteren gilt
min  [JAx]| < [[Aw,[| = [lonu,| =0
[|x]|=1,xLKern(A)
womit das Lemma bewiesen ist. []

Lemma 5.2.3. Seien fir F € C'(Q,R") der Ansatzraum Z, sowie die Matriz
Z wie in Satz (5.2.1) gegeben, wobei die Spalten von Z zusdtzlich orthonormal
sind. Fir einen Punkt xq = Zxog € R(F) sei der Testraum V wie in (5.4) iber

Q = R(T(x0))" N 2, (5.6)
V= DF(XQ)Q
aufgebaut. Sei weiterhin
. In
=

der Quotient aus kleinstem und gréfitem Singulirwert von DF(xo) und T(%o)
der Tangentialvektor von DF(x¢) = VIDF(xq)Z im Punkt Xo, dann gilt

(ZT(%0). T(x0))] = 4 1+ 7 [IPT(x0)l;

wobei P den orthogonalen Projektor auf Z bezeichnet.
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Beweis. Zunéchst sei festgehalten, dass wegen (5.6) fiir alleq € Q C Z

(PT(x0),q) = (T(x0), Pq) = (T(x0),q) = 0

und somit PT(x) L Q gilt. Daher ist Z das Bild der Matrix (PT(xo), Q),
wobei die Spalten von Q eine Basis von Q bilden. Die Reduktion F l&sst sich
daher auch als Funktion G(a, q) mit

G(o,q) = VIF(aPT(x0) + Q4)

schreiben. Der Punkt (g, qo) sei so gewéhlt, dass xo = agPT(x0) + Qqo gilt.
Sei nun der Vektor T, := (s, ql)T gegeben mit

(PT(x0),Q)T, = ZT(X).

Man beachte, dass der Vektor T, im Gegensatz zu T(Xg) nicht normiert sein
muss. Es gilt

~

DG (ap, 4o)T, = VIDF(x0)(PT(x0), Q)T = V' DF(x,)ZT(%¢) = 0
und somit
0 = DG(ap, 4o)T, = a. VIDF (x)PT(x0) + VI DF(x0)Qq.. (5.7)

Zunichst werde der Fall ZT(%¢) ¢ R(PT(xo)) betrachtet, beide Summanden
sind dann ungleich 0. Multipliziert man die Gleichung (5.7) nun mit g ergibt
sich mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

Al VIDF(x0)Qq. | | 4/ Q"DF(x¢)"DF(x0)Qq.
QIVTDF(XO)PT(X0> B él*TQTDF(Xo)DF(Xo)PT(Xo)
y |DF (x0)Qq. | __[DF(x)Qa|

~ ||DF(x0)Qa.||[|DF(x0)PT(xo)||  [[DF(x0)PT(x0)l|

|| =

(5.8)

Zahler und Nenner dieses Terms werden nun einzeln abgeschétzt.
Aus der Konstruktion von Q und Kern(DF(x()) = R(T(xo)) folgt, dass
Qq. L Kern(DF(xy)) gilt. Somit ergibt sich zusammen mit Lemma 5.2.2 fiir
Qq.

den Zahler
IDF(x0)Qat | — [Qa.| : '
: Q.

> |Qa.| min ||DF(x0)d]|

acQ[lql=1

> A* 1 DF - A* n.
>Qal  min DFG)x] = [Qalo

DF(x)
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Fiir den Nenner erhilt man
|DF (x0)PT(x0) || < [[DF(x0)||[[PT(x0)|| = 01 [|PT(x0)]|-
Mit ¢ = 0,,/0; ergibt sich dann fiir (5.8)

Qq.
0 > 1)

PT(x0)] (59)

~

Da T(%X¢) normiert ist, ergibt sich wegen der Orthonormalitét der Spalten von
Z

1= || ZT(%0)[* = |(PT(x0), Q)T.|* = oZPT(x0)|* + [ Qq.|
und somit [|Qq.||> =1 — ||PT(xo)||?a?. Eingesetzt in (5.9) fiihrt dies zu

|2 ol — HPT(XO)HQQE
IPT(x0) ]|

.

und schlieklich zu

2P Tl -

.| >

Fiir den Wert |(ZT (%), T(xo))| erhiilt man jetzt

(ZT(%0), T(x0))| = [{(PT(x0), Q)T T(x0))|
T(x

(. PT(x0), T(x0)) + {Qq., T(x0)) |

= !a*\I(PT(Xo%T(Xo)H

> IPT(x0) ||~ [{PT(x0), T(x0))| (5.10)

1 + 2
Das letzte Skalarprodukt ldsst sich wie folgt umschreiben:

(PT(x0), T(x0)) = T(x0)" ZZ"T(x0) = || Z" T(x0)||* = |ZZ" T (x0) "
= [PT(xo)]*.

Setzt man dies in (5.10) ein erhélt man

R 2

[{ZT(x0), T (x0))| > 1+q 3 IPT (o)l (5.11)
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und der Satz ist fiir den Fall, dass ZT(%X,) ¢ R(PT(x)) gilt, bewiesen. Ist dies
nicht der Fall, gilt nach Gleichung (5.7) ae. = ||PT(x0)|| ™! und die Abschitzung
(5.11) wird zu

(ZT(%0), T(x0))| = [PT(x0)]-

Da /q?/(1 4 ¢?) < 1 gilt, ist die Ungleichung (5.10) fiir diesen Fall also eben-
falls erfiillt. O

Mit Hilfe dieses Lemmas ldsst sich nun im folgenden Satz eine direkte Bezie-
hung zwischen dem kleinsten Singulirwert o,, von DF(xg) und &,, von DF (%)
herleiten. Nach Satz 2.2.3 ist der kleinste Singuldrwert der Jacobimatrix einer
nichtlinearen Funktion ausschlaggebend fiir die Grofse des Gebietes fiir das
eine Losung von F(x) = 0 gesichert werden kann. Existiert nun eine untere
Schranke fiir diesen Singuldrwert, ldsst sich basierend auf dieser ebenfalls eine
untere Schranke fiir den kleinsten Singuldrwert der Jacobimatrix der Redukti-
on angeben.

Satz 5.2.4. Sei fir F € C'(Q,R") ein Ansatzraum Z der Dimension m + 1
gegeben, sowie eine Matriz Z0 € R 5™+ deren Spalten eine Orthonormalbasis
von Z bilden. Fir den Tangentialvektor gelte in einem Punkt xo = Zx, € R(F)

T(xo) ¢ Z+.
Mit diesen Vorgaben sei nun

Q:= R(T(x))" N Z,

V:=DF(x0)Q = {DF(x¢)q |q € 9},
sowie V := DF(x¢)Q, wobei die Spalten von Q eine Orthonormalbasis von Q
bilden. Werden mit o1 > -+ > o, und 61 > -+ > &, die Singuldrwerte von

DF(x¢) bzw. DF(Xo) bezeichnet, so gilt mit q := 0, /o1 und 7 = \/¢2/(1 + ¢?)
die Abschdtzung

~

P ( 1 )
ol <o (14 =— | .
72||[PT(x0)|?

Hierbei werde mit P der orthogonale Projektor auf Z bezeichnet.

Beweis. Nach Satz 5.2.1 gilt Rang(DF (X)) = m und somit Kern(DF (%)) =
R(T(x0)). Sei w = Zw ein Vektor aus Z dann gilt fiir den Tangentialvektor
T'(xo)

(W, T(%)) = W' T(ko) = W' Z"ZT(Xo) = (ZT (%), W).
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Mit Lemma 5.2.2 ergibt sich so fiir den kleinsten Singularwert &,, von D]?‘(f(g)

6m= min ||DF(X)w||= min [[VI'DF(x0)Zw|
WLT (%o0),|[w|=1 W_LT(%o),[[Wl=1
= min [VIDF (x0)w]||.

wlZT(%o),||w|=1

Sei nun ein Vektor u € Z mit |jul| = 1 und (ZT(X),u) = O gegeben. Es
existieren o und q mit u = aT(x¢) + Qq, wobei die Spalten von Q eine Basis
von Q bilden. Aus u L ZT(%) folgt
0 = (ZT(%), u) = a(ZT(X0), T(x0)) + (ZT(%X0), Qq)
= (ZT (%), Qq) = (ZT(X ), T(x0))
(ZT(%0), Qq)
(ZT (%), T(x0))

Aus Lemma 5.2.3 und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt nun

(ZT(%).Qq)| _ Q|
|<ZT(320)’T(X0)>| ~ TIIPT(x0)||

=a=—

ol =

Des Weiteren gilt 1 = |Jul* = ||[aT(xo0) + Qql|* = o* + ||Qq]|?. Daraus ergibt
sich
1Qal
7*[PT(x0) >’
7*|[PT (x0) |1*
7?[PT(x0)[* + 1

IQal* =1-0a®>1-

= |Qq|]* > (5.12)

Fiir den Ausdruck VIDF(x¢)u erhélt man

[IVIDF (x0)ul| = [|[V' DF(x0)Qq]
= [|Q"DF(x) " DF(x0)Qq| (5.13)
> [lq" Q" DF(x0)"DF (x0)Qqll[[qll
IDF(x0)Qq*(|all

> min DF (xo)w/||? 2|1 -1
> i IDFGwlQalal
= 0,1Qa|*[lall™*

Da die Spalten von Q orthonormal sind, ergibt sich ||q|| = ||Qq|| und somit

zusammen mit Lemma 5.2.2

2”I I( 0>H2 )é
VIDF > .
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Dies fiihrt fiir 7,,, schliefslich zu

-1
am1:< min HD]?‘()EO)ﬁH)
a LT

%o),/laf|=1

-1
= < “min HVTDF(xo)uH>
ulZT(%0),|[ul|=1

<o ? (TQHPT(XO)H2+1)2 — o2 (H——1 )2
- 7?[[PT(x0)||? " 72||PT(x0)]?
[

Bemerkung 5.2.5. Der vorherige Satz setzt voraus, dass die Spalten der Ma-
triz Q, die zum Aufbau der V verwendet wird, eine Orthonormalbasis von Q
bilden. Die Matrit V. = DF(xq)Q besitzt daher selbst normalerweise keine
orthonormalen Spalten. Ist man (zum Beispiel aus Grinden numerischer Sta-
bilitdt) an einem V interessiert, das diese Eigenschaft besitzt, bendtigt man
eine neue Basis Qu, ..., Qm des Raumes Q, sodass mit Q = (A1y-- -5 Qm)
Q"DF(x¢)'DF(x0)Q = 1,,, (5.14)

gilt. Eine solche Basis existiert immer, da fir die Matriz DF(x0)Q unendlich
viele requldre Matrizen R ezistieren, sodass die Matriz DF(x¢)QR orthonor-
male Spalten besitzt. Es gilt dann

DF(XQ)QR:V
mit VIV = 1,,. Setzt man dann Q = QR, so gilt R(Q) = R(QR) =

R(Q), sodass die Spalten von Q also wieder eine Basis von Q bilden. Mit
u = aT(xg) + Qq wird die Gleichung (5.13) dann zu

IVIDF (xo)ul| = 02| Qall*(lal " = o2 /|Qall|QRal||al
= 07||Qq/l|Ra|R'Ra| "
> o7]|Qall [ Rall[R™| | Ral| ™
= o2 ]|Qall| R

und es erqibt sich

1

IPT(xo)[* \?

V'DF > 2R (PTG

VDGl = o2 R ol Bl
Der Wert ||R|| ldsst sich wegen

1 =|[V]| = |DF(x0) QR < [[DF (xo) ||| QIR = o [|R]]

iber |[R| > o' abschitzen, und man erhilt schlieflich fir den Fall, dass
V = DF(x()Q orthonormale Spalten besitzt, die Abschdtzung

1 2
A1 -2
Oy < 010, (1+—) :
72|[PT (x0) |2
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5.3 Aufbau Lipschitz-stetiger Basen

Bisher wurden in diesem Kapitel zwei Verfahren zum Aufbau eines Testraumes
V beziiglich eines Punktes xo = Zx, € R(F) hergeleitet, die garantieren, dass
die Reduktion F(x) = VT F(ZX) eine Losungskurve in der Nihe von X besitzt.
Die Spalten der Matrix V bilden dabei eine Basis des Testraumes ). Da sowohl
der Testraum, als auch die ihn reprasentierende Matrix vom Punkt x, abhangig
sind, ist {iber

v {z AR(F) — Rwm
X — V(x)

eine Abbildung definiert, wobei V(x) eine nach einem der Verfahren aus Kapi-
tel 5.1 und 5.2 aufgebaute Matrix ist. Fiir die in Kapitel 6 entwickelte Reduk-
tion werden zusétzliche Stetigkeitsanforderungen an die Abbildung V gestellt.
Daher liegt das Interesse in diesem Kapitel auf der Frage, wie die Matrizen V
aufgebaut werden kénnen, um in einer Umgebung U (%) eines Punktes x, die
Existenz einer Konstanten Ly > 0 zu garantieren, sodass

V(%) = V(xo)[l < Lv|lx — %o (5.15)

fiir alle x € U(xg) gilt.

Zunéchst wird der mittels der POD aufgebaute Testraum aus Kapitel 5.1 be-
trachtet. Es wird also die POD der Matrix DF(x()Z berechnet, wobei die
Spalten von Z eine Basis des Testraumes Z bilden. Es ergibt sich

DF<XO)Z = Um+12m+1WZ@+1
01
= (g, ..., Wp41) (W1, s W)

Om+1

Der Testraum V wird dann mittels V := span{u, ..., u,,} erzeugt, es werden
also die ersten m Spalten der Matrix U,,,; verwendet, wobei die Reihenfol-
ge durch die Konvention o1 > --- > 0,41 festgelegt ist. Um eine Matrix
V, deren Spalten eine Basis dieses Testraumes bilden sollen, zu erhalten, ist
es naheliegend V := (uy,...,u,,) zu verwenden. Will man die Abhéngigkeit
dieser Matrix von dem Punkt xy untersuchen, fiihrt dies zu der Frage, auf wel-
che Weise die Singuldrwerte- und vektoren einer ortsabhidngigen Matrix von
x abhédngen. Die Vektoren uy,...,u,,; sind die Eigenvektoren der Matrix
DF(x¢)ZZ"DF(xy), sodass

DF(Xo)ZZTDF(Xo)Tuj = O'Jz'l,lj7 ] = ]_, o, mt 1
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gilt. Die iibrigen Eigenwerte dieser Matrix sind 0. Die Frage nach der Abhén-
gigkeit der u; von x ist also verkniipft mit folgendem Problem:

Seien A : R" — R™" eine von x € R" abhéngige Matrix und A : R" —
R, v : R" — R" ihre Eigenwerte und -vektoren. Welcher Zusammenhang be-
steht zwischen den Eigenschaften der Abbildung A und denen der Abbildungen
A und v? Diese Problemstellung wurde zum Beispiel in [11, 29] behandelt und
es zeigte sich (vereinfacht gesagt), dass sich die Stetigkeit (bzw. Differenzier-
barkeit) von A beziiglich ihrer Parameter auf die Eigenwerte und -vektoren
iibertragen lasst, falls keine doppelten Eigenwerte auftreten.

Solche doppelten Eigenwerte sorgen auch beim Aufbau der Testrdume mit-
tels POD fiir Unstetigkeiten, wie an dem folgenden kurzen Beispiel erldutert
sei: Sei dazu die parameterabhingige Matrix

All) = (3875 (t))

fiir das Intervall ¢ € [0, 2] betrachtet. Diese ist in diesem Intervall positiv definit
und besitzt die Eigenwerte (3 — ¢) und ¢, sowie die Eigenvektoren (1,0)” und
(0,1)T. Wihlt man nun wie beim Aufbau des Testraumes alle Eigenvektoren,
bis auf den zum kleinsten Eigenwert gehorenden, wéren das fiir ¢ € [0,1) der
Vektor (1,0)” und fiir ¢ € (1,2] der Vektor (0,1). An der Stelle ¢t = 1 befindet
sich also eine Unstetigkeit.

Solche Unstetigkeiten kdnnen nur dann ausgeschlossen werden, wenn sich
garantieren lasst, dass die Matrix DF(x)Z keine doppelten Singuldrwerte be-
sitzt. Dies stellt jedoch eine zu starke Einschrinkung an die betrachteten Funk-
tionen F, bzw. den Ansatzraum Z dar.

Aus diesen Griinden konnte fiir den mittels POD erzeugten Testraum kein
Algorithmus zum Aufbau von Matrizen V gefunden werden, sodass diese die
Bedingung (5.15) erfiillen.

Bei der zweiten in dieser Arbeit entwickelten Variante aus Kapitel 5.2 wird der
Testraum V iiber

Q:= R(T(x))" N Z,
V = DF(x¢)Q

erzeugt.

Bei dem Aufbau der Matrix V, die eine Basis von V enthélt, wurden Resul-
tate fiir den Fall, dass DF(x() auf eine Orthonormalbasis von Q angewendet
wird, hergeleitet. Daher werden im Folgenden zunéchst Verfahren entwickelt,
mit denen fiir alle Punkte x € U(x¢) und den dazugehorigen Raum

Q(x) := R(T(x))*nZ (5.16)
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eine Orthonormalbasis {q;(x),. ..

die Matrix Q = (q1(x), ..., qn(x)
fiir alle x € U(xo)

1Q() = Q(x0)| < Lallx — %ol (5.17)

gilt. Man beachte, dass in dieser Umgebung stets T\(x) € Z+ gelten soll, da
ohne diese Voraussetzung der Raum Q(x) nicht fiir den Aufbau eines sinnvollen
Testraumes V verwendet werden kann.

Die naheliegendste Methode, eine Orthonormalbasis eines Raumes zu be-
rechnen, stellt die QR-Zerlegung dar. Hierbei wird fiir eine gegebene Basis

am(x)} aufgebaut werden kann, sodass fiir
) eine Konstante Lg > 0 existiert, sodass

{by,...,b,} von Q eine obere rechte Dreiecksmatrix R, sowie eine Matrix U
mit orthonormalen Spalten erzeugt, sodass
B =UR

gilt, wobei B = (by,...,b,,) bezeichnet. Die Spalten der Matrix U enthalten
dann eine Orthonormalbasis von Q. In [16] wurde gezeigt, dass die so erzeug-
ten Matrizen die Bedingung (5.17) im Allgemeinen nicht erfiillen. Des Weiteren
sind die dort vorgeschlagenen Modifizierungen der QR-Zerlegung mit Nachtei-
len verbunden, die sie fiir die Anwendung auf das hier betrachtete Problem
ungeeignet machen. Daher werden im Folgenden zwei Alternativen hergeleitet,
Matrizen Q zu konstruieren, die in U(xy) die Eigenschaft (5.17) besitzen.

Zunéchst sei festgehalten, dass nach Bemerkung 2.2.7 das Tangentialfeld Lip-
schitz-stetig ist, falls DF(x) Lipschitz-stetig ist. Daher sei vorausgesetzt, dass
eine Konstante Ly > 0 existiert, sodass fiir alle x,y € U(x)

IDF(x) — DF(y)|| < Lr|x — ¥
gilt. Der orthogonale Projektor Pq auf den Raum O lésst sich iiber
Rn—H - Rn-H
PQ :
X — (L — T(x)T(x)T)ZZ"

beschreiben. Dabei wird angenommen, dass die Spalten von Z eine Orthonor-
malbasis des Ansatzraumes Z bilden. Die Abbildung Pq ist als Komposition
von Lipschitz-stetigen Funktionen selbst wieder Lipschitz-stetig. Man ben6tigt
zunichst folgendes Hilfslemma

Lemma 5.3.1. Fir alle x € U(xo) gilt
T(x0) () 0,
genau dann wenn
Q(x)" N Q(xo) = {0}
erfillt ist, wobei Q wie in (5.16) aufgebaut ist.
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Beweis. Mit der Mengenbeziehung (AN B)* = A+ + B~ ergibt sich

Q(x)" = (R(T(x))" N 2)" = R(T(x)) + 2*
und damit

Q(x)~ N Q(xp) = (R(T(x)) + Z27) N (R(T(x0))" N 2)

= R(T(x)) N R(T(x0))" N Z.

Es gilt nun zwei Fille zu unterscheiden. Liegt T(x) nicht in Z gilt sofort
Q(x)*+ N Q(x¢) = {0}. Gilt dies nicht, dann folgt

Q(x)" N Q(x0) = R(T(x)) N R(T(x0)) "

Dieser Schnitt enthiilt nun genau dann den Nullvektor, wenn T(x)1T(xq) # 0
gilt. [l

Bemerkung 5.3.2. Wegen der Stetigkeit des Tangentialfeldes existiert stets
eine Umgebung U(xg), sodass T(x9)T T(x) # 0, fiir alle x € U(xq) gilt.

Die folgenden beiden Lemmata enthalten jeweils ein Verfahren zum Aufbau
der Matrizen Q.

Lemma 5.3.3. Sei fiir Q C R™™! offen eine Funktion F € C'(Q,R™), sowie
ein Ansatzraum Z C R™ gegeben. Es emistieren weiterhin ein Punkt xq €
R(F), sowie eine Umgebung U(xo) C R(F), sodass DF(x) in dieser Umgebung
Lipschitz-stetig ist und fir alle x € U(xq)

T(x)"T(xq) # 0 (5.18)
gilt. Sei mit Pq(x) der orthogonale Projektor auf den Raum
Q=R(Tx)'NnZ

und mit G : RPHm — REL™ dag Gram-Schmidt-Orthonormalisierungs- Ver-
fahren angewendet auf die Spalten einer Matrixz bezeichnet. Des Weiteren sei

eine Matriz Qo € R"™\™ gegeben, deren Spalten eine Basis von Q(xg) enthal-
ten. Fir die Abbildung

Q. {U(XO) — RHLm
| = Q(x) = G(P(x)Qo)

ezistiert dann eine Konstante Lg > 0, sodass fir alle x € U(xq) die Abschiit-
zung

1Q(x) — Q(x0)[| < Lallx — ol (5.19)
erfillt ist und
R(Q(x)) = Q(x) (5.20)

gilt.
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Beweis. Zunéchst wird (5.20) bewiesen, dass also durch die Projektion (und
Orthonormalisierung) der Matrix Qg auf den Raum Q(x) eine Matrix entsteht,
deren Spalten eine Basis von Q(x) bilden. Die Orthonormalisierung spielt keine
Rolle, da dabei der Raum, der durch die Spalten einer Matrix aufgespannt
wird, nicht verdndert wird. Es muss also nur gezeigt werden, dass Rang(Qq) =
Rang(PqQo) gilt.

Angenommen dies wire nicht der Fall, dann existiert ein von Null ver-
schiedener Vektor q € Q(xo) fiir den Pqg(x)q = 0 gilt. Fiir diesen ergibt sich
q € Q(x)* und damit q € Q(xg) N Q(x)+. Wegen Voraussetzung (5.18) ent-
hélt dieser Schnitt nach Lemma 5.3.1 aber nur den Nullvektor, wodurch es
zum Widerspruch kommt.

Um nun (5.19) zu zeigen, werden die verkniipften Abbildungen von Q(x)
einzeln betrachtet.

Nach Bemerkung 2.2.7 iibertrigt sich die Lipschitz-stetigkeit von DF(x)
auf das Tangentialfeld T(x) und somit auf den Projektor Pg(x). Es existiert
also eine Konstante Lp > 0, sodass fiir alle x € U(x) die Ungleichung ||P(x)—
P(xo)|| < Lp|lx — xol| gilt.

Zur Betrachtung der Abbildung G sei eine Matrix
A(x) = (a1(x),...,a,(x)) € R"™™ gegeben, deren Spalten Lipschitz-stetig
von x abhéngen. Die orthonormalen Spalten b;(x) der Matrix B(x) = G(A(x))
ergeben sich dann aus

X) — al(X)
P10 = Gl
b 6) == a,) — D bu(x) 2, () x).
Bj(X)
b.(x) = —
)= 15,01

Diese Operationen sind beziiglich der Vektoren a; sogar stetig differenzierbar,
so lange diese linear unabhéngig sind. Daher existiert eine Konstante Lg > 0,
sodass

1Q(x) — Q(x0)[l = [G(P((*)Qo) — G(Pq(x0)Qu)|l
< La|[(Pq(x) — Pq(x0))Qoll < LaLe | Qoll[Ix — xoll

gilt. Setzt man nun Lq := L Lp||Qo|, so ist das Lemma bewiesen. O

Die zweite Variante zum Aufbau der Matrizen Q(x) stellt eine Variation
eines in [58] vorgestellten Algorithmus dar. Wiederum wird von einer Ma-
trix Qo ausgegangen, deren Spalten dieses mal aber eine Orthonormalbasis
von Q(xg) bilden. Fiir den Raum Q(x) sei nun bereits eine Orthonormalbasis
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{@i(x), ..., 8m(x)} bekannt. Fiir Q(x) := (q:(X), ..., qm(x)) wird nach einer
reguldren Matrix D(x) gesucht, die das Minimierungsproblem

1(Q(x)D(x))"Qo — L] r = min, DT (x)D(x) =1,

16st. D(x) soll also so gewéhlt werden, dass die Spalten der Matrix Q(x)D(x)
moglichst gut in Richtung der Spalten von Qq zeigen. Die Matrix Q(x) wird
dann iiber Q(x) := Q(x)D(x) konstruiert. Man méochte also fiir jeden Punkt
x eine Orthonormalbasis finden, die beziiglich einer gegebenen im Punkt x, im
Sinne des Minimerungsproblems optimal ausgerichtet ist. Das folgende Lemma

zeigt, wie D(x) konstruiert werden kann und dass die so definierten Matrizen
Q(x) die Bedingung (5.17) erfiillen.

Lemma 5.3.4. Sei fiir Q C R™™ offen eine Funktion F € C*(Q,R"), sowie
ein Ansatzraum Z C R"™! gegeben. Es seien weilerhin ein Punkt xo € R(F),
sowie eine Umgebung U(xg) C R(F) gegeben, sodass DF(x) in dieser Umge-
bung Lipschitz-stetig ist und fir alle x € U(Xg)

T(x)"T(xq) # 0 (5.21)
gilt. Sei mit Po(x) der orthogonale Projektor auf den Raum
Q(x) = R(T(x))" N2

bezeichnet und mit Qo eine Matrix, deren Spalten eine Orthonormalbasis von
Q(xq) ergeben. Sei fiir jeden Punkt x € U(xo) eine Matriz Q(x) gegeben,
deren Spalten eine beliebige Orthonormalbasis von Q(x) bilden. Ist dann D(x)
konstruiert tuber

Ux) = Q(x)"Qu. U(x) = AX)Z(x)B(x)", D(x):=A(x)B(x)",

dann bilden die Spalten von Q(x) := Q(x)D(x) eine Orthonormalbasis von
Q(x) und es existiert eine Konstante Lg > 0, sodass fiir alle x € U(x)

1Q(x) — Q(x0)[| < Lallx — ol
qgilt.

Beweis. Zunéchst zeigt man, dass die Matrix U(x) € R™"™ regulér ist. Sei dazu
z € R™ so gewihlt, dass U(x)z = 0 gilt, dann folgt daraus Q(x)7Qoz = 0.
Somit gilt Quz € Q(x)* aber auch Qpz € Q(xp). Aus (5.21) und Lemma 5.3.1
folgt nun sofort, dass z = 0 gilt. Fiir die POD der Matrix U(x) ergibt sich nun
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Aus
B(x)Z(x)B(x)" = (U(x)"Ux))"* = (QfQ(x)Q((x) Q)"

folgt nun

D(x) = Q(x)" Qu(Qf Q(x)Q(x)"Qo)"*.

Fiir den orthogonalen Projektor P(x) auf Q(x) gilt P(x) = Q(x)Q(x)” und
Q(x) ergibt sich zu

Q(x) = Q(x)D = P(x)Qo(Q7 P(x)Qo) "/~ (5.22)

Fiir diese Matrix gilt Q(x)TQ(x) = I,,,, da die Spalten von Q, orthonormal
sind. Des Weiteren folgt aus der Regularitit der Matrix Q(x)7 Qq, dass P(x) Qo
vollen Spaltenrang hat, und die Spalten dieser Matrix eine Basis von Q(x)
bilden. Da die Matrix (QEP(x)Qq)~Y/? regulir ist, gilt also

R(Q(x)) = Q(x).

Aus der Lipschitz-Stetigkeit der Jacobimatrix DF(x) folgt die des Tangen-
tialfeldes T(x) und des orthogonalen Projektors P(x). Des Weiteren ist die
Abbildung A — A~'/2 im Raum der symmetrisch positiv definiten Matrizen
stetig differenzierbar und somit ebenfalls Lipschitz-stetig. Daher ist (5.22) als
Verkniipfung Lipschitz-stetiger Funktionen selbst wieder Lipschitz-stetig und
es existiert ein Lq > 0 mit

1Q(x) = Q(x0)|| < Lallx = %ol
O

Bemerkung 5.3.5. Wie man Gleichung (5.22) entnehmen kann, ist die zwei-
te Variante der ersten dhnlicher als es zundchst den Anschein hat. Beide
Verfahren projizieren eine bekannte (Orthononormal-)Basis von Q(xg) auf
den entsprechenden Raum Q(x) um dann entweder mittels Gram-Schmidt-
Orthonormalisierungsverfahren (Lemma 5.3.3) oder der Multiplikation mit der
Matriz (QIP(x)Qo) Y% (Lemma 5.3.4) die Vektoren orthonormal auszurich-
ten.

Entscheidend ist fiir beide Verfahren, dass der Tangentialvektor T (x) nicht
senkrecht auf dem Tangentialvektor T(xq) im Punkl xq stehl. Die Eristenz
einer Umgebung U(xo), fir die diese Bedingung erfillt ist, ist wegen der (Lip-
schitz-)Stetigkeit des Tangentialfeldes gesichert. Liegen die Punkte x, fir die
die Q(x) erzeugt werden sollen, alle auf einer Lisungskurve von ¥, so reicht
diese Umgebung bis zu dem Punkt auf der Kurve, in dem beziiglich des Tan-
gentialvektors in xqg ein Umkehrpunkt auftritt, die Kurve sich also senkrecht
zu threr Richtung in X bewegt.
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Der folgende Satz zeigt nun, wie mit Hilfe der beiden vorangegangenen
Lemmata Matrizen V(x), deren Spalten eine Basis von V(x) enthalten erzeugt
werden konnen.

Satz 5.3.6. Sei fir Q C R™! offen eine Funktion F € C'(Q,R"), sowie
ein Ansatzraum Z C R™ 1 gegeben. Es existiere weiterhin ein Punkt xq C
R(F), sowie eine Umgebung U(xo) C R(F), sodass DF(x) in dieser Umgebung
Lipschitz-stetig ist und fir alle x € U(xg)

T(x)"T(x0) # 0

gilt. Fir alle x € U(xg) seien Matrizen Q(x) gegeben, deren Spalten eine
Orthonormalbasis des Raumes Q(x) = R(T(x))* N Z enthalten und die nach
den Verfahren in Lemma 5.8.8 oder 5.3.4 konstruiert sind. Dann existiert fir
die Matrizen V(x) := DF(x)Q(x) eine Konstante Ly > 0, sodass fir alle
x € U(xp)

IV(x) = V(x0)[| < Lv|lx = xol|
gilt.

Beweis. Nach Voraussetzungen existieren zwei Konstante Ly, Lq > 0, sodass
fiir alle x € U(xo)

IDF(x) — DF(xo)|| < Le|x — xo|| und
1Q(x) = Qxo)[| = Lallx — xo|

gilt. Es ergibt sich dann

[V(x) = V(x0)|| = [DF(x)Q(x) — DF(x0)Q(x0)|l
< [|Q(x)(DF(x) — DF(xo))||
+ [[DF (x0)(Q(x) — Q(x0))|
< Lypljx — xo|| + 01 Lqllx — %o
< (Lr + 01Lq)[Ix — o[-

Hierbei bezeichnet oy wieder den groften Singuldrwert von DF(xy). Setzt man
Lv := Ly + 01Lq so ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 5.3.7. In Bemerkung 5.5 wurde zusdtzlich der Fall betrachtet,
dass die Matrizen V(x) selbst orthonormale Spalten besitzen. Ist man an sol-
chen Matrizen interessiert, kann man analog zu den fir den Aufbau der Q(x)
verwendeten Verfahren die Spalten von DF (x)Q(x) noch einmal orthonorma-
lisieren. Die Figenschaft (5.17) geht dabei nicht verloren.
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Kapitel 6

Interpolationsbasierte Reduktion

In diesem Kapitel wird eine neue Reduktion entwickelt, die globale und lo-
kale Eigenschaften vereint. Diese stellt den Kern der Arbeit dar und vereint
die Resultate der beiden vorherigen Kapitel 4 und 5. Dort wurden effektive
Methoden beschrieben, Ansatz- und Testrdume fiir die Reduktion einer nicht-
linearen Gleichung der Form F(x) = 0 mit F € C*(Q2, R") aufzubauen. Dabei
hat der Ansatzraum eine globale Natur, wihrend die entwickelten Verfahren
zum Aufbau der Testriume stets von einem Punkt x, €  C R™"! abhingen.
Diese Raume werden in diesem Kapitel fiir eine Reduktion verwendet, die eine
Art implizite Interpolation der Losungskurve c darstellt.

Zunichst wird anhand eines Beispiels erlautert, wieso die lokal aufgebauten
Ansatz- und Testraume fiir eine globale Reduktion ungeeignet sein kénnen.

6.1 Zerfallende Losungskurven

Durch die Abhingigkeit der Testraume vom Punkt x, kann es passieren, dass
ein fiir x, aufgebauter Testraum zu einer Reduktion fiihrt, die an anderen
Stellen der Losungskurve unpassend ist und die im ungiinstigsten Fall ein Auf-
brechen der reduzierten Losungskurve in verschiedene Losungsiste zur Folge
hat. Dies sei an einem einfachen Beispiel erldutert.

Beispiel 6.1.1 (Das Bratu-Problem). Diskretisiert man das
Randwertproblem

9

{—u” = Aexp(u), ueQ=(0,1)
u(0)=u(1)=0

mittels der Finiten-Differenzen-Methode und einer dquidistanten Zerlegung des
Intervalls [0, 1] mit Schrittweite h, so ergibt sich die nichtlineare Gleichung

71
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G(u, \) = 0 mit

I

JRxR"DOAXY — R,

RICUSI — Du — Aexp(u)
mit den offenen Mengen A und Y. Der Vektor u = (uy, ..., u,)" enthilt dabei
die Funktionswerte von u in den einzelnen Knotenpunkten der Zerlegung. Es
gilt dann exp(u) := (exp(uy),...,exp(u,))’. Die Matrix D reprisentiert die
diskretisierte negativen zweite Ableitung und hat die Gestalt

2 -1
] -1 2 -1
-1 2 -1
-1 2
Fasst man nun die Variablen u und X als x := (u”,\)” zusammen und

setzt Q0 := A x Y, so ergibt sich mit
F(x) :=G(u,\) =0

ein {iberbestimmtes nichtlineares Gleichungssystem der Form (2.11).

Ausgehend von der bekannten Losung xq = 0 lésst sich die Lésungskurve
mittels Astverfolgsungsmethoden numerisch berechnen und es ergibt sich ein
Bild wie in Abbildung 6.1. Die Lésungskurve besitzt beziiglich A\ bei A\ ~ 3.5
einen Umkehrpunkt, weshalb eine Reduktion wie sie in Kapitel 3.2 beschrieben
ist, nicht moglich ist.

Es werden nun 4 Punkte {xo,...,x3} (Snapshots) ausgewihlt und ein La-
grange-Raum mittels

Z = span{x; — xo, i = 1,2,3}

aufgebaut, sowie eine Matrix Z € R""13, deren Spalten eine Orthonormalbasis
von Z bilden.

Abhéngig von dem Snapshot fiir den der Testram V aufgebaut wird, kommt
es nun zu sehr unterschiedlichen Resultaten fiir die Reduktion. Dabei spielt
es keine Rolle, welches der beiden in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren
zum Aufbau von V verwendet wird. Bezeichnet man mit V; die Matrix, deren
Spalten eine Basis des im Punkt x; aufgebauten Testraumes bilden, so zeigt
sich, dass die Losungsmenge der Reduktion

~

F;(x) = V]F(xo+2x)=0
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Abbildung 6.1: Erste Komponente der Losung von G(u, A) = 0 in Abhéngig-
keit von A

fiir y = 2,3 eine sinnvolle Approximation der Losungskurve liefert, die durch
alle Snapshots x1, . .., x4 verlauft. Fiir j = 1, 4 zerfillt die Losungskurve jedoch
in mehrere Losungsiste. In Abbildung 6.2 ist dieses Zerfallen fiir den Fall
J = 4 dargestellt. In diesem Fall ist es also nicht moglich, die in x; und x4
aufgebauten Testrdume fiir eine globale Reduktion zu verwenden.

6.2 Grundidee

Das vorherige Kapitel hat gezeigt, dass die lokal aufgebauten Testrdume sich
nicht fiir eine globale Reduktion eignen miissen. In einer Umgebung des Punk-
tes, in dem sie aufgebaut wurden, liefern die Testrdume jedoch Reduktionen,
die zu sinnvollen Ergebnissen fiihren. Daher ist es naheliegend, die den ver-
wendeten Testraum reprasentierende Matrix V {iber die Abbildung

Q- R
x = V(x)’

ortsabhéngig zu wihlen. Die Matrix V(x) sei dabei nach einem der in Kapitel 5
entwickelten Verfahren aufgebaut. Die globale Reduktion hat dann die Gestalt

F(x) := V(Zx)'F(Zx).

Es gibt nun drei Griinde, wieso dieses Vorgehen, ungiinstig ist.
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0.5 T T T
— — — Volldimensionale Loesung
Loesung der Reduktion
0.4 O  Ausgewaehlte Punkte

Abbildung 6.2: Zerfallen der Losungskurve der Reduktion in mehrere Losungs-
aste

Zum einen kann nicht mehr gesichert werden, dass die Abbildung F stetig
differenzierbar ist, da die beiden in Kapitel 5 beschriebenen Verfahren keine
stetig differenzierbaren Matrizen V(Zx) liefern. Nutzt man die POD zum Auf-
bau der Testrdume wie in Kapitel 5.1 ergeben sich noch nicht einmal stetige
Matrizen, verwendet man die Alternative aus Kapitel 5.2, wére die Abbil-
dung V nur dann stetig differenzierbar, wenn F € C?(Q,R™""!) gilt. Und
selbst wenn dies der Fall wére, miissten zur Sicherung der Losungsexistenz von
F (%) = 0 Abschiitzungen fiir die zweite Ableitung von F getroffen werden, die
wegen ihrer Tensorstruktur nur ausgesprochen umsténdlich méglich wéaren.

Zweitens kann die Regularitit der Jacobimatrix der reduzierten Funktion
nicht einmal in dem Snapshot xy = ZX, fiir den V erzeugt wurde, gesichert
werden. Dies liegt daran, dass bei einer x-Abhéngigkeit der V diese Jacobima-
trix zu

V(x0)"DF(x0)Z + R(x)

Der Restterm R(xq) € R™™*! hingt von der Ableitung der Abbildung V in
Xy ab. Die Matrizen V wurden gerade so aufgebaut, dass der erste der beiden
Summanden vollen Zeilenrang hat. Es kann nun aber nicht garantiert werden,
dass dieser durch die Addition von R(x,) erhalten bleibt.

Der dritte (und wichtigste) Grund, keine génzlich ortsabhéngige Matrix V
zu verwenden, liegt in der kostspieligen Auswertung des Funktionswertes F.
Fiir jeden neuen Wert x muss die Matrix V(Zx) neu bestimmt werden, was
schnell sehr aufwiandig werden kann. Bei dem in Kapitel 5.2 beschriebenen Ver-
fahren wird zum Beispiel fiir den Aufbau von V(Zx) der Tangentialvektor be-
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notigt, dessen Berechnung das Losen eines linearen n x n+1-Gleichungssystems
einschliefst. Somit ergébe sich kein wirklicher Vorteil gegeniiber dem direkten
L&sen des volldimensionalen Systems.

Daher bedarf es eines Kompromisses zwischen einer festen globalen und ei-
ner vollkommen ortsabhéngigen Reduktion. Ein solcher wird im Folgenden mit
der interpolationsbasierten Reduktion entwickelt, bei der die Funktion V(x)
durch eine Interpolierende ersetzt wird.

Man geht davon aus, dass ein globaler Ansatzraum Z gegeben ist, sowie eine
Menge von Punkten X7 = {x;,...,x4} C Z. Diese Punkte werden als Inter-
polationsknoten bezeichnet. Im Beispiel 6.1.1 stimmt der Interpolationsknoten
mit den fiir den Lagrange-Raum Z verwendeten Snapshots iiberein, dies muss
aber nicht der Fall sein. Fiir j = 1, ..., d liefern die Reduktionen

F;(x) = VIF(Z%)

mit V; := V(x;) sinnvolle Ergebnisse in einer Umgebung um den jeweiligen
Punkt x;. Dabei liegen die sich ergebenen reduzierten Losungskurven wegen
des festen Ansatzraumes Z alle im selben Unterraum. Ziel ist es nun, diese
lokalen Losungskurven zu einer gemeinsamen Kurve zu verbinden.

Es seien dazu stetig differenzierbare Gewichtsfunktionen w; : R*™* — R
gegeben, deren Triger beschrénkt ist und die der Eigenschaft w;(x;) = d;;
geniigen. Die Funktion

Fi(X) =Y wi(Z&)F;(X) = > w;(Z%)V]F(ZX) (6.1)

J=1 Jj=1

wird als die interpolierte Reduktion von F bezeichnet und das nichtlineare
Gleichungssystem

Fi(%) =0

als das interpolierte Problem. In [56] wurde bereits ein dhnlicher Ansatz zur
Verbindung von lokal linearisierten dynamischen Systemen verwendet.

Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 6.3 eine Losungskurve mit 5 In-
terpolationsknoten und den zu den jeweiligen Gewichtsfunktionen gehorenden
Tragern dargestellt. Diese Tréager sind dabei, wie im weiteren Verlauf der Ar-
beit auch, Kugeln.

Fiir die weiteren Betrachtungen dieser Reduktion seien die notigen Voraus-
setzungen, die im Folgenden stets an F gestellt werden, zusammengefasst:

Voraussetzung 6.2.1.

(i) F € CY(Q,R") mit Q C R™*! offen.
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4. | we— cesyngskurve
Q  Interpolationsknoten

Abbildung 6.3: Losungskurve, Interpolationsknoten und dazugehérige Trager
der Gewichtsfunktionen
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ii i F ; )
(ii) Es existiert eine Konstante Ly > 0, sodass fiir alle x,y € Q
IDF(x) — DF(y)[| < Lrllx — y|
gilt.

(iii) Es existiert eine Funktion ¢ € C''(S,Q) mit S C R offen, sodass fiir alle
se s

Fle(s) = 0, [¢(s)l| = 1 und e (s)]] < c.
gilt.

(iv) Fiir jeden Punkt x, € Q mit F(x,) = 0 existiert ein s, € S, sodass
c(ss) = x, gilt. Es sollen also abseits der Losungskurve ¢ keine weiteren
Losungen von F(x) = 0 in ) existieren.

(v) Es existieren zwei Konstanten ¢y, ¢; > 0, sodass fiir den kleinsten und
groften Singuldrwert oy (x) und o, (x) von DF(x) und fiir alle x €

o1(x) < ¢ und 0, (%) < ¢
gilt.

Im Folgenden werden zunéchst mogliche Gewichtsfunktionen w; eingefiihrt.

6.3 Gewichtsfunktionen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Gewichtsfunktionen zu finden, die fiir eine
gegeben Menge von Punkten {xi,...,x4} die Bedingung w;(x;) = J;; erfiillen.
In [41] werden zum Beispiel stiickweise lineare Funktionen verwendet, die al-
lerdings nur schwach differenzierbar sind und daher fiir den in dieser Arbeit
betrachteten Fall nicht in Frage kommen. Alternativ finden sich in [56] ex-
ponentielle Gewichtsfunktionen, diese besitzen zwar die nétige Glattheit, ihre
Trager sind jedoch unbeschrinkt. In dieser Arbeit werden daher sogenannte
Bumper-Funktionen (vergleiche [71]) verwendet, die im Folgenden niher be-
schrieben werden. Ziel ist es, mit Hilfe dieser Funktionen eine Zerlegung der
Eins zu erzeugen, zusétzlich zur stetigen Differenzierbarkeit, sollen die gesuch-
ten Gewichtsfunktionen w; in einem im Folgenden noch genauer beschriebenen
Gebiet in der Summe stets 1 ergeben.
Seien die Funktionen f, g und H wie folgt definiert:

exp(—1/t), firt >0,
0, fir t <0
()

f@) + f1—=1)
H:R™ — R mit H(x) = g(2— ||x])).

f:R%Rmitf(t):{

g: R — Rmit g(t) =
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Das folgende Lemma enthélt nun Aussagen {iber die Differenzierbarkeit und
den Wertebereich von H. Ein Beweis findet sich in [71].

Lemma 6.3.1. Die Funktionen f,g und H sind unendlich oft differenzierbar
und es gilt fir alle x € R*!

1 fir ||x|| <1,
H(x)=qg@2—|x|) fir|x] € (1,2),.
0 far ||x]] > 2,

In Abbildung 6.4 ist die Funktion H fiir den eindimensionalen Fall abge-
bildet. Mittels

=7 _min {x - [} (6.2)
= RE]

definiert man

Wi(x) = H(2rj_1(x —X;)). (6.3)
Der Wert 7 € (0, 1] sollte fiir die im Folgenden mittels der w; erzeugten Zerle-
gung der Eins idealerweise so gewédhlt werden, dass die Vereinigung der Kugeln
B(x;;r;j) zusammenhéngend ist. Die Funktionen ), erfiillen nun die Vorausset-
zung w;(x;) = 0;; und sind auferdem als Komposition unendlich oft differen-
zierbarer Funktionen, selbst wieder unendlich oft differenzierbar. IThre Trager
sind dabei die Kugeln B(x;;7;), also beschriinkt in R,

Abbildung 6.4: Graph der Funktion H
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Seien nun mit B°(x;;r;) := {x € R"™!: ||x—x;| < r;} die offenen Kugeln
um x; mit Radius 7; bezeichnet, und die Menge €2, als

Qw = ‘ U BO(Xj;I'j)

definiert. Die Gewichtsfunktionen w sollen zusétzlich noch fiir alle x € €2, die
Bedingung

Zw(x) =1,

Jj=1

erfiillen. Diese Eigenschaft wird fiir spatere Abschidtzungen beim Beweis der
Losungsexistenz des interpolierten Problems von Bedeutung sein. Sei s(x) :=
Z?Zl w;j(x) die Summe der in (6.3) beschriebenen Funktionen w; im Punkt
X. Man beachte, dass die Menge €2, offen ist und fiir alle x € €, immer
mindestens ein k € {1,...,7} existiert, sodass wy(x) # 0 gilt. Daraus folgt
s(x) # 0 in Q,, und es lassen sich die Funktionen

Q, —R,

w;(x) : ~ : (6.4)
x = w(x)/s(x)

definieren. Thre Eigenschaften sind im folgenden Lemma zusammen gefasst.

Lemma 6.3.2. Seien die Funktionen w;,j = 1,...,d wie in (6.4) gegeben,
dann sind sie unendlich oft differenzierbar in ., und es gilt

ij(x) = 1.

Sei weiterhin Qp C €, eine abgeschlossene Teilmenge, dann existiert eine
Konstante ¢, > 0, sodass fiir alle x € Qf

IVw;(x)|| < eur!
qgilt.

Beweis. Da der Nenner s(x) in €, nicht Null wird, sind die w; als Quotient
unendlich oft differenzierbarer Funktionen selbst wieder unendlich oft differen-
zierbar. Weiterhin gilt fiir alle x € €2,

d

) = N (X)) s(x)
2000 = 2 S0y e

Jj=1 J=1
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Fiir die Untersuchung des Gradienten sei zunéchst festgehalten, dass wegen der
stetigen Differenzierbarket von H ein ¢, > 0 existiert, sodass fiir alle x € R**!
die Abschitzung ||VH (x)|| < cp gilt. Fiir den Gradienten von w; ergibt sich
SO

IV (x) || = [VH(2r; (x = x;))| = [[VH(2r; " (x = x;))2r |

< 2CHT’j_1.

Da Q; abgeschlossen und beschriankt ist, existiert ein $,,;, > 0 mit
$(X) > Spn in Q7. Somit ergibt sich

IV ()| = []s(x) (Ve (x)s(x) = Vs(x)w;(x)) |

- 1 -

IVa;(X)[| + = Vsx)|l[|a; (x)]]

<
min min
2cy 4 2pcy 4
J 2 Jj
Smin Smin

Die natiirliche Zahl p ist dabei die Anzahl der sich im Punkt x iiberschneiden-
den Triger. Mit c,, := max(2cys, 5 2pcps. 2 ) folgt daraus

min’ min

IVw; )l < ewr; .

6.4 Existenz einer Losung

In diesem Kapitel werden Bedingungen fiir die Existenz einer Losungskurve
des interpolierten Problems

Zw] X)VIF(Zx) =0 (6.5)

hergeleitet. Dabei wird die Menge der Interpolationsknoten X7 = {x;,..., x4}
im Folgenden noch n#her spezifiziert. Ziel ist es, zu beweisen, dass fiir eine
Funktion nach Voraussetzung 6.2.1 stets ein interpoliertes Problem gefunden
werden kann, dass eine zur Approximation von ¢ geeignete Losungskurve be-
sitzt.

6.4.1 Interpolation mittels Lagrange-Ansatzraum

Als erstes wird der Fall betrachtet, dass die Interpolationsknoten X' auf der
Losungskurve liegen und gleichzeitig als die Punkte dienen, mit denen der
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Ansatzraum als Lagrange-Raum aufgebaut wird. Dieser Ansatzraum sei mit
Z bezeichnet und es gilt

Z =span{xy, ..., Xpui1}- (6.6)

Ohne Einschriankung wird angenommen, dass stets dim(Z) = m + 1 gilt. Die
diesen Raum repréasentierende Matrix sei mit Z bezeichnet und besitze ortho-
normale Spalten. Weiterhin seien mit x; die Koeffizientenvektoren der Knoten
x; beziiglich Z bezeichnet; es gilt also x; = Zx;. Da die x; alle Teil der Lo-
sungskurve sind, ist F(x;) =0, j=1,...,m+ L

Zunéachst wird ndher beschrieben welche Eigenschaften fiir die Interpolation
gefordert werden.

Definition 6.4.1. Sei F nach Voraussetzung 6.2.1, sowie X} :=

{X1,. ., X1} mit 1 < my < myyq und x5 = c(s;), j=1,...,my + 1 eine
Folge von Interpolationsystemen. Die Mengen X/ seien hierarchisch, d.h. es
gelte X C X, ;. Fiir die Menge X{ sei der Wert hy, > 0 mit hy, := max{|s;41 —
sil, i =1,...,my} definiert und weiterhin eine Folge von Gewichtsfunktionen
Wi={w; :R"™ = R, j =1,...,my+1} mit beschrinktem offenen konvexen
Triiger Q) gegeben. Die Menge {QF, X}, W/} wird als eine Folge von zuliissigen
Interpolationen von c bezeichnet, wenn weiterhin gilt:

(i) QF ist eine Folge abgeschlossener Mengen mit Qf ¢ (JQ und ¢ C Qf
und Qf € R(F),

(i) es gilt Q) N Q™ = 0 fiir | ¢ {—1,0,1} und es existiert eine Konstante
co > 0 unabhéngig von k, sodass diam(Qi) <coh, j=1,....m; +1
gilt,

(iii) fiir die Gewichtsfunktionen gilt w € C1(Q), Z;”:’“frl w;(x) = 1, fiir alle
x € Q) sowie w;(x;) = &4, i, = 1,...,my + 1. Des Weiteren existiert
eine Konstante ¢, > 0 unabhingig von k mit ||[Vw;(x)| < c,h; ' fiir
izl,...,mk—l—l,

(iv) es existieren Konstanten ¢, c; > 0 unabhéngig von k, sodass ||x;41 —
x;|| > cphg, 7=1,...,my und hy < csmll;1 gilt,

(v) es existieren v; > 0, sodass X;_1,X;41 € B(x;;7;) C §Q, j =2,...,my
gilt und fiir alle x € B(x;;7;) die Bedingung T(x)" T (x;) # 0 erfiillt ist,

(vi) es existiert ein 7 € (0, 1) unabhéngig von k, sodass fiir alle j = 1,...,my
gilt: B(tx; + (1 — t)x;41;7h) C QL t € [0,1].

Bemerkung 6.4.2. Man beachte zundchst, dass die Gewichtsfunktionen aus
Kapitel 6.3 die sich auf die Gewichtsfunktionen beziehenden Teile der Defi-
nition 6.4.1 erfillen. Weiterhin sind die Bedingungen (i),(ii),(v) und (vi) fir
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eine beziiglich s dquidistante Wahl der Knoten entlang der Lésungskurve bei
gentigend kleiner Schrittweite erfillt.

Ziel dieses Kapitels ist es, zu beweisen, dass fiir hinreichend grofe k, ein
mittels einer zuldssigen Interpolation nach Definition 6.4.1 erzeugtes interpo-
liertes Problem eine Losungskurve besitzt, die durch alle Interpolationsknoten
lauft.

Um diese Aussage zu beweisen, wird Satz 2.2.3 verwendet. Vorher wird mit
einigen Hilfslemmata gezeigt, dass in diesem Satz auftretende wichtige Grofken,
wie die kleinsten Singuldrwerte oder die Lipschitzkonstante der interpolierten
Funktion unabhéngig von k abgeschitzt werden kénnen.

Lemma 6.4.3. Sei F nach Voraussetzung 6.2.1 und {QL, X!, W/} eine Folge
zuldssiger Interpolationen von c nach Definition 6.4.1, sowie der Ansatzraum

2y, ein Lagrange-Ansatzraum mit 2y, = span{x;, j = 1,...,mp + 1, x; €
X!}, Seien weiterhin Matrizen V;, j=1,...,my + 1 mittels eines der beiden
Verfahren aus Kapitel 5 aufgebaut. Dann existieren zwei Konstanten ¢q, ¢ > 0,
unabhdngig von k, sodass fir alle j = 1,...,my + 1 und die kleinsten und

groften Singularwerte 67, bzw. &1 von DF;(x;) die Abschiitzung
(63,)7" < o, und 6] < &
gilt.

Beweis. Zunichst sei festgehalten, dass fiir die interpolierte Reduktion F; von
F

mg+1
DF;(%;) = Y | wi(x;) VIDF(x))Z + V] F(x;) Vawi(x;)
i=1 ne 5
= VI DF(x;)Z

gilt.

Nach Voraussetzung 6.2.1 existiert ein ¢y > 0, sodass fiir den kleinsten
Singulirwert o, (x) von DF(x) und alle x € Qf gilt: 0,(x)™" < ¢o. Sind die
Matrizen V; mittels des Verfahrens aus Satz 5.1.3 aufgebaut gilt wegen Be-
merkung 5.1.5 direkt

(5‘;7%)_1 S Cy = éo.

Nutzt man stattdessen das Verfahren aus Satz 5.2.4 ergeben sich die Abschét-
zungen

1/2
(67,,) " < 0,%(x)) <1+ 5 . 2) / , bzw.
- 72||PLT ()|

| 1 1/2
~j —1 < i —2 . 1
(UMk) >~ Ul(X])Un (XJ) ( + T2|’PkT(X])||2) ’
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abhéngig davon, ob die V,; orthonormale Spalten besitzen. P bezeichnet hier-
bei den orthogonalen Projektor auf den Ansatzraum Z;. Nach Voraussetzung
6.2.1 gilt fiir alle x € Qi 01(x;) < ¢1. Die oberen Schranken héngen also nur
iiber den Wert ||P,T(x;)|| von k ab, da der Wert 7 ebenfalls nur vom groften
und kleinsten Singuldrwert von DF(x;) abhéngt. Die hierarschischen Struktur
der X} iibertriigt sich auf die Z;, womit

0 <[[PrT))| < [PennT(x)j)l < Lk =1,...

gilt, das heilt es existiert eine von k unabhéngige obere Schranke fiir den
Ausdruck 1/[|P,T(x;)||*. Somit existiert also auch in diesem Fall ein von k
unabhéngiges ¢y mit

(67,,)"" < éo.
Fiir den groften Singuldrwert Ef{ ergibt sich direkt
o = |IDF;(%))|| = [VIDF(x;)Z|| < [|V;llo1(x)) < eal| V.

Abhéngig davon, wie die V; erzeugt werden, gilt entweder ||V;| = 1 oder
| V|| < c1. Somit existiert mit ¢; := ¢y baw. ¢, := ¢} eine k-unabhéngige obere
Schranke fiir 67 und das Lemma ist bewiesen. O

Bemerkung 6.4.4. Die Abschdtzung fir den grofiten Singuldrwert 6{ kann
wegen Bedingung (i) aus Definition 6.4.1 auch unabhdngig vom Punkt X; ge-
troffen werden. Allgemein existiert also eine von k unabhdngige Konstante
¢1 > 0, sodass fir den grofiten Singuldrwert 61 von D]?‘I(f() mit x € QL gilt:

5’1 S 61.

Fiir den kleinsten und den grofsten Singularwert von DF; in den Interpola-
tionsknoten existieren also (untere bzw. obere) Schranken, die unabhéngig von
k gewahlt werden kénnen. Das folgende Lemma zeigt nun, dass die interpolierte
Funktion einer k-unabhingigen Lipschitzbedingung geniigt.

Lemma 6.4.5. Sei ¥ nach Voraussetzung 6.2.1, sowie eine Folge von zuldssi-
gen Interpolationen {Q, X1 WIY von ¢ nach Definition 6.4.1 gegeben. Es sei
weiterhin eine Folge von Ansatzriumen Zy gegeben und die fiir das interpo-
lierte Problem verwendeten Matrizen V; seien wie in Salz 5.3.6 aufgebaut. Sei
weiterhin Q) = {x € R™+ . Zix € QL N QLY.

Dann ezistiert ein L > 0 unabhangig von k, sodass fir alle x € in

IDF;(x) — DF;(%;)|| < L% — %]

gilt.
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Beweis. Durch die Anwendung der Produktregel erhilt man fiir DF; (%)
. mk+1
DF;(%) = Y (w;(ZX)V] DF(Z,X)Z; + V] F(Z,X)Z] Vuw;(Z%)") .
j=1
Fiir die Differenz |[DF;(X) — DF;(%;)|| werden unter Ausnutzung der Drei-
ecksungleichung die beiden Terme auf

mg+1
> (wi(ZiX) VI DF(Z,X)Z), — wi(Zek;) V] DF (ZX,)Z;)
=1

mi+1 ||

und

> (VIF(ZeX)Z] Vi (ZiX)" — VIF(Z,%;)Z] Vi (Z%;)")

=1

abgeschitzt. Zunichst betrachtet man die Terme zur Vereinfachung im volldi-
mensionalen System in (7, := Q/NQf Diese Gebiet enthilt alle Z;% mit % € QF,
daher gelten hier getroffene Abschdtzungen auch fiir das Ausgangsgebiet. Die
zu untersuchenden Terme sind dann

my+1

A= 1> (wi(x)V/DF(x)Z; — wi(x;) V] DF(x;)Zy)
i=1

mg+1

B =Y (VIFX)Z{Vuw(x)" - VIF(x;)Z{ Vuw;(x;)")

i=1

und

Jeder Summand von A wird nun um den Wert
0 = (w;(x;) VIDF(x)Z), — w;(x;) VI DF(x)Z;) erweitert und man erhlt

mk+1

> ((wz‘(x) — wi(x;)) Vi DF(x)Zy

i=1

A:

+ w;(x;) V] (DF(x) — DF(xj))Zk>

Diese Summe wird mittels Dreiecksungleichung in A < A; + A, mit

A = Z ((w;(x) — wi(x;)) VI DF (x)Zy)
Ay = || > (wi(x;)V] (DF(x) — DF(x;))Z;)

i=1

Y

aufgeteilt. Wendet man den Mittelwertsatz

(wi(x) — wi(x;)) = /0 Vas(tx + (1 — )x,)7 (x — x;)dt
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auf A; an, ergibt sich

A = %1 </01 Vw;(tx + (1 —t)x;)" (x — Xj)dtVZTDF(X)Zk)
< [[DF(x)]| n:i:; (/01 Vawi(tx + (1 = t)x;)" (x — Xj)dtVzT)

7Zu diesem Summanden addiert man

mg+1

0= 3 ([ wuntees 0= i),

=1

der deshalb 0 ist, da fiir alle x € Qf gilt: > Vi (x) = V (X0 wi(x)) =
V(1) = 0. Zusammen mit |DF(x)| < ¢; fiihrt dies zu

mg+1
=1
mk+1

<o Y [VaGIVe = Villllx =]
i=1

A<

(/ Wl + (1 — %) (x = x,)dt (Vi — V") H

mit 2* = t*x + (1 — t*)x; € QJ, wobei t* € [0,1] der Wert ist, an dem die
Funktion

mg+1
ter D IVwi(tx+ (1= 0)x) [ Vi = V|

i=1

einen maximalen Wert annimmt. Nach Bedingung (ii) aus Definition 6.4.1 folgt
nun, dass wegen x* € )]

Vwi(x*) =0, i ¢ {j —1,j,j +1}
gilt. Es ergibt sich dann fiir A,
1
Av<er Y Vwn G IViar = Villllx = ;.
k=—1

Nach Bedingung (v) von Definition 6.4.1 und 5.3.6 existiert dann eine Kon-
stante Ly unabhéngig von k, sodass

Vs — V|| < Ly|lxj — x5, 1 € {-1,0,1}
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gilt. Aus Bedingung (iii) von Definition 6.4.1 folgt nun ||Vw;(x*)|| < ¢,h ™.
Zusammen mit der Ungleichung ||x; 11 —;|| = |lc(siz1)—c(s:)]] < [siz1—si| < h
ergibt sich so

Ay < 3cie,Ly||x — x4 (6.7)
Wegen w;(x;) = ¢;; ergibt sich fiir den Term A, zunéchst

Ay = HV]T (DF(x) — DF(x;)) Zx||-
Da DF nach Voraussetzung 6.2.1 Lipschitz-stetig ist, existiert eine Konstante
Ly > 0 mit |DF(x) — DF(x;)|| < Lg|/x — x;|. Abhéngig von dem Verfahren,
dass zum Aufbau der V; verwendet wurde, gilt auerdem entweder ||V;|| < ¢

(Autbau nach Satz 5.2.4) oder ||V,|| = 1 (Aufbau nach Bemerkung 5.2.5). Mit
¢ :=max{1, ¢ } erhilt man dann

Ay < [[V,[[[[DF(x) — DF(x))[[[[Z1]| < ev Lellx = ;]|

Analog zum Term A lisst sich B ebenfalls aufsplitten in

B = Z (VI (F(x) — F(x;))Z} Vw;(x)T) | und
By = Z (VIF(x))Z] (Vwi(x) — Vwi(x;))7)

By verschwindet direkt wegen F(x;) = 0. Fiir B, ergibt sich eine zu A; analoge
Betrachtung und unter Anwendung des Mittelwertsatzes auf F(x) — F(x;)

me+1
Bi < Y IVi= VillllVui)lllx = x| < 3erewLvx — x|

=1

Wiihlt man nun die Konstante L := (6¢1¢ Ly + ¢ Ly) so gilt unabhéngig von
k

IDF;(x) — DF(%;)|| < Ll|x —x,],j = 0,...,my
und damit auch

IDF (%) — DE; ()| < LI% = %511,5 = 0,. .., my.
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Lemma 6.4.6. Sei F nach Voraussetzung 6.2.1 und {QL, X W/} eine Folge
zuldssiger Interpolationen von ¢ nach Definition 6.4.1, sowie der Ansatzraum

Zy, ein Lagrange-Ansatzraum mit 2, = span{x;, j = 1,....mp + 1, x; €
X[}, Seien weiterhin Matrizen V;, j=1,...,my+ 1 mittels eines der beiden
Verfahren aus Kapitel 5 aufgebaut.

Seit; = (X1 — %) /|IXjs1 = X5, 7=1,...,m4 gegeben, sowie mit T(X;)

der Tangentialvektor der interpolierten Reduktion in X; bezeichnet.
Dann existiert ein k € IN, sodass fiir alle k > k eine Konstante ¢o > 0
unabhdngig von k existiert mit

(T(x;), )| > ¢y J=1,...,my.
Beweis. Seien die Vektoren r; = (x;41 — X;)/||xj01 — x5, j = 1,...,my
definiert. Die folgenden Aussagen werden ohne Einschriankung fiir x; und rq,
bzw. X; und r; hergeleitet. Aus X, C Z; folgt zunédchst r{ € Z;,. Sei nun
mit P der Projektor auf span{Z,T(X;),r1} bezeichnet, wobei Zj, eine Matrix
darstellt, deren Spalten eine Orthonormalbasis von Zj, bilden.

A

Fiir den Winkel oy zwischen Z;T(x;) und PT(x;) ergibt sich

_ NZT (%), PT(x))|  (ZT (%), T(x0)))|
cos(ay) = =
[PT (x1)]] IPT (x1)]]
(2T (x1), T(x1))]

- PTG
wobei P} den orthogonalen Projektor auf Z bezeichnet. Nach Voraussetzung
6.2.1 und Lemma 5.2.3 existiert ein von den Singuldrwerten von DF abhéngiges
(und damit k-unabhéngiges) ¢ > 0 mit

~ “ q2
[{ZKT (%), T(x;)) = 4 1+q2HPkT(Xj)H-

Somit ergibt sich mit 7 := /¢?/(1 + ¢?)

cos(ay) > .

Da 0 <7 < 1 gilt, folgt daraus a; < 7/2.
Sei mit ay der Winkel zwischen PT(x;) und r; bezeichnet. Fiir diesen
ergibt sich
[(PT(x1),r0)| _ [(T(x1), 1)

0sl) =TT - PTe)]  e)rl

Fiir k — oo gilt r; — T(x;), somit existiert ein k € IN, sodass fiir k > k
und den Winkel oy

-
arccos(7) + ag < arccos (§>
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gilt. Der maximale Wert, den der Winkel zwischen T(f{l) und r; annehmen
kann, ist oy + ag. Mit é := 7/2 ergibt sich so

(T(%1),1)] > cos(oy + ag) > cos (arccos <%>> = — = (o

]

Mit Hilfe der vorangegangenen Lemmata wird nun die Hauptaussage, das
fiir eine zuléssige Interpolation bei geniigend grofsem k die interpolierte Re-
duktion eine Losungskurve durch die Interpolationsknoten besitzt, bewiesen.

Da die interpolierte Reduktion in den Knoten mit einer lokalen Reduktion
iibereinstimmt, ist die Existenz einer Losungskurve in den einzelnen Interpo-
lationsknoten sicher. Die Grundidee des Beweises besteht in der Sicherung der
Existenz einer Losung im Schnitt der Triager der Interpolationsknoten, durch
den Nachweis, dass die bendtigten Voraussetzungen fiir Satz 2.2.3 fiir geniigend
groke k (bzw. geniigend kleine hy) stets erfiillt sind.

Satz 6.4.7. Sei F nach Voraussetzung 6.2.1, sowie eine Folge von zuldssigen
Interpolationen {QL XTI, W/!} von ¢ nach Definition 6.4.1 gegeben. Der An-
satzraum Zj, sei iber Zi = span{x;, j = 1,...,mp + 1, x; € X}'} und die
Matrizen V; nach einem der Verfahren aus Kapitel 5.2 aufgebaut.

Dann existiert ein k € IN, sodass das interpolierte Problem

F/(X) =0

fur k > k eine Losungskurve besitzt, die durch alle Interpolationsknoten
X, j=1,...,my + 1 verliuft.

Beweis. In Abbildung 6.5 sind die im Folgenden auftretenden Gréfen zwecks
besseren Verstdndnisses skizziert.
Ohne Einschrinkung werden die zwei Punkte X; und x, betrachtet. Nach
Lemma 6.4.3 existieren ¢y, ¢; > 0 unabhéngig von k, sodass
(63, )7 < ¢, und 67 < ¢
gilt. Nach Lemma 6.4.6 existiert, falls k grols genug ist, aukerdem ein k-
unabhéngiges ¢, > 0 mit

~

(T(x1),T1) > Ca

wobei T(X;) der Tangentialvektor von DF; (%) und &1 1= (%, —X1) /%2 —X1||
ist.

Sei jetzt X* ein beliebiger Punkt auf der Strecke x; +try, t € [0, ||%2 — X1]|]
und x* := Z,;X*, wobei die Spalten der Matrix Z; eine Orthonormalbasis von
Z;. bilden.
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Fiir F;(x*) werden die Bedingungen von Satz 2.2.3 betrachtet und gezeigt,
dass in der Ndhe von x* eine beziiglich r; parametrisierte Losung von ]?‘I(fc) =
0 existiert.

Sei nun der Fall x* — %3, bzw. x* — x; betrachtet. Ist V* := w;(x*)V; +
wy(x*) Vg, dann gilt nach Bedingung (v) von Definition 6.4.1 V* — V; und
damit DF;(x*) — DF(X;). Aufgrund dieser Stetigkeit und der Unabh#ngig-
keit der Groken &, ¢ und é von k, existiert ein k € IN, sodass fiir k > k der
Punkt x* so nah an x; liegt, dass die Abschitzungen

- 1
(T(X"), 1) 2 —=c

V2

gelten, wobei mit o, ~der kleinste Singuldrwert von DF;(x*) bezeichnet ist.
Des Weiteren ergibt sich nach Bemerkung 6.4.4 fiir den grokten Singulérwert
o7 von DF(x*)

67 = |[DF;(x")|| < é1.
Sei nun M* := v/2max (26", 1 + 2696165 ). Dieser Wert ist, da nur ab-

héngig von ¢y, ¢; und ¢, unabhéngig von k. Die Konstante $* wird nun so
bestimmt, dass fiir alle x € B(x*; 8*)

1
2M*

IDF; (%) — DF; (%) < (6.8)

gilt. Nach Lemma 6.4.5 existiert eine k-unabhéngige Konstante L > 0, sodass
fiir alle x € Q]

IDF;(%) — DF;(%)] < Lij% — %

gilt. Ohne Einschrinkung geht man davon aus, dass x* € Q liegt. Ist dies
nicht der Fall, gilt x* € Q2 und die folgenden Abschitzungen kénnen mit %,
statt Xx; durchgefiihrt werden. Es ergibt sich

|DF; (%) — DF;(X")|| < |DF;(%) — DF;(%1)| + [|DF;(X*) — DF;(%,)||
< L([Jx = x| + X" = %4]])
= L(||x — x1|| + [|x* — x1]|) < 2Ly
Ist k also grof genug (und hy damit klein genug), ist die Bedingung (6.8) fiir
X € B(x*; 8) immer erfiillt. Da die Funktion F; nur innerhalb von Q! definiert
ist, muss 3* zudem so klein sein, dass B(x*; 3*) C }UQ? gilt. Nach Bedingung

(vi) von Definition 6.4.1 existiert ein 7 € (0, 1), sodass B(x*;7hy) C Qi U Q3
gilt. Daher sei 8* nun als

5* = Thk
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und o* und 6* als

ot =0 = o The
T 2Mr 2y2M

gewdhlt. Nach Satz 2.2.3 existiert dann eine Losungskurve in der Ndhe von x*,
wenn die Bedingung

I (%)) < 6
erfiillt ist. Es gilt zunéchst

IE(x7)]| = [[(w1(x7) V1 + w2 (x7) Vo) "F(x) |
< ([IVall + V2l DIF )]

Unabhéngig von dem Verfahren, dass zum Aufbau der V; verwendet wurde,
gilt [ V5] < é.

Da Zj, ein Lagrange-Raum ist, gilt x; = c¢(s1) und x3 = ¢(s3). Die Funktion
I(s) = x; + sry mit s € [0, ||x2 — x]|] stellt die lineare Interpolation von c
durch die Knoten x; und x5 dar. Nach Bedingung (iii) von Voraussetzung
6.2.1 existiert ein ¢, > 0 mit ||c”(s)|| < ce. Fiir alle s € [0, ||x2 — x1|] gilt dann

IT(s) — e(s)]| < ces(s — Ix2 —x1]]) < ceflxe —x1]|* < ceh.
Sei nun s* € [0, ||x2 — x1||] so, dass x* = I(s*) gilt, dann ergibt sich

(%) < 260]|[F (x")|| = 261 | F(x") — F(e(s)]| < 2é1e1][x" — e(s")]]

= 2¢101||1(5%) — c(s%)|| < 2¢1c1cch.

Sei dann k so grof, dass fiir k > k

T

hy < ————
b= 4\/§M*61010C

gilt, dann ist die Bedingung ||F;(x*)|| < § erfiillt. Somit existiert eine Lisungs-
kurve

¢*(s) = X" + st + Yg*(s)

mit einer eindeutigen stetig differenzierbaren Funktion
g* : B(0;a*) — B(0;7h;) und F;(¢*(s)) = 0. Die Spalten der Matrix Y
enthilt dabei eine Orthonormalbasis von R(t;)*.

Eine solche Losungskurve existiert fiir jeden einzelnen Punkt auf der Strecke
zwischen x; und X,. Es bleibt nun noch zu zeigen, dass diese verbunden sind.
Seien dazu xj und xj zwei Punkte auf dieser Strecke. Man beachte, dass o*
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und [* nicht von der Wahl des Punktes auf der Strecke zwischen x; und X,
abhingen. Daher existieren zwei Losungkurven

i=0,1

.. ) B(0;a7) — RmH
¢l . :
s — XF+ st + Ygi(s)

und F(€7(s)) = 0. Die Kurve &(s) lisst sich nun auch beziiglich % schreiben
als

¢i(s) = X\ + sty 4+ YgI(s), s € B(||x2 — %1]; ")

(%2 = %a[[; a7).
(5) dann

Ist nun |[%xs — X;|| klein genug, existiert ein § € B(0;a*) N B
Aufgrund des Bildbereiches von g7 gilt fiir den Wert y; := gj
[y1ll < Ths

und damit y; € B(0; 7hy). Wegen der Eindeutigkeit der Funktionen g} und g}
ergibt sich g;(5) = y; und damit

¢i(5) = %, + 51 + Ygi(5) =%, + 511 + Y3

= Xy + 51 + Yg5(5) = ¢5(5).

Somit sind die beiden Lésungkurven verbunden. Dies ldsst sich auf jedes be-
liebige Punktepaar auf der Strecke zwischen x; und X, anwenden, womit die
Existenz einer Losungskurve, die zudem durch die Punkte x; und x5 verlduft,
bewiesen ist.

]

Bemerkung 6.4.8. Fir die in diesem Kapitel getroffenen Aussagen ist es
nicht zwingend notwendig, dass die Anzahl der Interpolationsknoten stets mit
der Dimension des Lagrange-Ansatzraumes Z tberein stimmt. Liegen weitere
Punkte der volldimensionalen Lésungskurve c bereits im Ansatzraum, kénnen
diese als zusdtzliche Interpolationsknoten herangezogen werden. Die Anzahl der
Knoten kann also erhdht werden, ohne die Giite des Ansatzraumes zu verdn-
dern.

6.4.2 Interpolation mittels inexakter Knoten

Die im vorherigen Kapitel betrachtete Reduktion verwendet als Ansatzraum
einen Lagrange-Raum, der iiber die Interpolationsknoten aufgespannt wird.
Nachteil hierbei ist, dass ein Hinzufiigen zusétzlicher Knoten (sollten diese
nicht bereits in Z liegen) die Dimension des Ansatzraumes erhoht. Des Weite-
ren l&sst sich das Verfahren nicht auf einen mittels POD erzeugten Ansatzraum
anwenden (vergleiche Kapitel 4.2).
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Abbildung 6.5: Skizze zum Beweis des Satzes 6.4.7

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Interpolation fiir den Fall, dass die Inter-
polationsknoten keine Losungen von F(x) = 0 darstellen, zu entwickeln. Die
Bedingung F(x;) = 0 wird dabei ersetzt durch eine Beschriankung der Norm
des Funktionswertes von F in den Interpolationsknoten. Diese sollen also nur
noch “in der Nahe” der Losungskurve liegen, daher wird hier von inexakten
Knoten gesprochen. Des Weiteren stimmt der durch die Interpolationsknoten
aufgespannte Raum nun nicht mehr mit dem Ansatzraum iiberein, was zu einer
groferen Flexibilitat beim Aufstellen der Interpolation fiihrt.

Im Folgenden wird zunéchst definiert, was unter einer zuléssigen Folge von
Interpolationen mit inexakten Knoten zu verstehen ist.

Definition 6.4.9. Sei F nach Voraussetzung 6.2.1, sowie eine Folge von An-
satzraumen Zj, der Dimension my+1 mit Z;, C Z;1 sowie der orthogonale Pro-
jektor Py, auf diese Riume gegeben. Sei X/ := {Pyc(s;), s; € S,j=1,...,dy}
eine Folge von Interpolationssystemen. Fiir die Menge X/ sei der Wert hy, > 0
mit hy = max{|s;;1 — s;|, j = 1,...,dy — 1} definiert und es existiere eine
Konstante ¢, > 0 mit |s;41 — s;| > ¢,hf und weiterhin eine Folge von Ge-
wichtsfunktionen W} := {w; : R"™ — R, j = 1,...,d;} mit beschrinkten
offenen Trégern Qi gegeben. Die Menge {Qf, X] W/ Z;} wird dann eine Folge
zuldssiger inexakter Interpolationen genannt, wenn weiterhin gilt:

(i) Die Menge QL ist abgeschlossen mit Qf < |JQJ mit Prc € QF und
2 C R(F),

(i) es gilt QL N =0 fir I ¢ {—1,0,1} und es existiert eine Konstante
co > 0 unabhingig von k, sodass diam(Q2)) < coh, j=1,...,d; gilt,
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(iii) fiir die Gewichtsfunktionen gilt w € C*(Q%), E;.lil w;i(x) = 1, fiir alle
x € Qf, sowie w;(x;) = 8y, i,j = 1,...,d. Des Weiteren seien zwei
Konstante ¢!, ¢2 > 0 unabhiingig von dj, gegeben mit || Vuw;(x)|| < cLh; !

und || V2w;(x)|| < 2 h? fiiri=1,...,dy,

(iv) es existiert eine Konstante ¢, > 0 unabhiingig von dy, sodass hy, < cd '
gilt,

(v) es existieren y; > 0, sodass x;_1,X;41 € B(x;;7;) CQ, j=2,...,d,—1
gilt und fiir alle x € B(x;;7;) die Bedingung T(x)" T (x;) # 0 erfiillt ist,

(vi) es existiert ein 7 € (0, 1) unabhéingig von k, sodass fiiralle j = 1, ..., dx—
1 gilt: B(tx; + (1 — t)x,41;7h) C Qf, t € [0,1],

(vii) es existiert eine Konstante cx > 0 unabhingig von dj, sodass ||x; —
c(sj)ll = IPre(s;) — clsy)ll < exhi, j=1,...,dy gilt.

Die Definition einer zuléssigen inexakten Interpolation ist der der Lagrange-
artigen Interpolation des vorherigen Kapitels also recht dhnlich. Der Hauptun-
terschied besteht darin, dass die volldimensionale Losungskurve ¢ nicht mehr
in der Vereinigung der Triiger Q! liegen muss und die Interpolationsknoten
keine Losung des urspriinglichen Gleichungssystems mehr sein miissen. Zu-
sitzlich werden Bedingungen an die zweite Ableitung der Gewichtsfunktionen
w gestellt, die von den in Kapitel 6.3 beschriebenen Funktionen erfiillt werden.

Bemerkung 6.4.10. Bedingung (vii), die die Forderung F(x;) = 0 ersetzt
wird von dem in Kapitel 4.2 entwickelten POD-Raum erfillt, so lange mp+1 >
Vdy gilt, da nach Satz 4.2.1 der Projektionsfehler |Prc(s;) — c(s;)|| mit einer
Ordnung (my, + 1)~* und damit d_*, also h2 fillt.

Ziel ist es einen zu Satz 6.4.7 dhnlichen Satz zu beweisen. Hierfiir wird wie-
der der Satz 2.2.3 herangezogen und Abschitzungen fiir die dort auftretenden
Grofen fiir eine Interpolation mit inexakten Knoten gezeigt.

Analog zu 6.4.3 wird nun zunéchst gezeigt, dass fiir eine Folge von zu-
lassigen inexakten Interpolationen eine von k£ unabhingige Abschétzung fiir
die kleinsten und grofsten Singulidrwerte der Jacobimatrix der interpolierten
Reduktion F; getroffen werden kann.

Lemma 6.4.11. Sei F nach Voraussetzung 6.2.1 und {QL, XL, W/, 2.} eine
Folge zuldssiger inexakter Interpolationen von ¢ nach Definition 6.4.9. Zudem
seten Matrizen Vj,j = 1,...,dy mittels eines der beiden Verfahren aus Ka-
pitel 5 aufgebaut. Dann existiert ein k € IN und zwei Konstanten ¢o,é > 0
unabhingig von k, sodass fir k >k und alle j = 1, ..., dy, sowie den kleinsten
und grofsten Singuldrwerten Ef,jnk und &1 von DFI(&j)

(67, )7 < é und 61 < ¢

gelten.
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Beweis. Zunichst sei festgehalten, dass fiir die interpolierte Reduktion F; von

dy,
DF[()ACJ) = Z ’LUZ‘(X]') VZTDF(XJ)Zk -+ VlTF(X]) Vwi(xj)
=1 :(%ij :'0
= VIDF(x;)Zy,

gilt.

Nach Voraussetzung 6.2.1 existiert ein ¢y > 0, sodass fiir den kleinsten
Singulidrwert o, (x) von DF(x) und alle x € Qf gilt: 0,,(x)™! < ¢. Sind die
Matrizen V; mittels des Verfahrens aus Satz 5.1.3 aufgebaut gilt wegen Be-
merkung 5.1.5 direkt

(6,an)71 < Co =: éo.

Nutzt man stattdessen das Verfahren aus Satz 5.2.4 ergeben sich die Abschét-
zungen

1/2
(67, )71 < o,%(x)) <1 + ! ) / , bzw.
‘ 72|[PRT (x;)|?

4 1 1/2
o Na~2(x.
™ < s)03705) (1+ )

abhéngig davon, ob die V; orthonormale Spalten besitzen. Pj, bezeichnet hier
den orthogonalen Projektor auf den Ansatzraum Zj. Nach Voraussetzung 6.2.1
gilt fiir den grokten Singulirwert oy (x;) von DF(x) fiir alle x € QL: 01(x;) <
c1. Die oberen Schranken héngen also nur iiber den Wert ||P,T(x;)| von k
ab, da der Wert 7 ebenfalls nur vom gréftten und kleinsten Singuldrwert von
DF(x;) abhéngt.

Fiir grofker werdende k wird der Abstand zwischen x; und c(s;) beliebig
klein und wegen der Stetigkeit des Tangentialfeldes gilt dies auch fiir T'(x;) und
T(c(s;)). Aufgrund der hierarchischen Struktur der Z;, néhert sich ||P,T(x;)|?
fiir alle j beliebig Nahe der 1 an. Es existiert also ein & € IN, sodass fiir alle
k>kund j=1,....,d,

P T(x))|* =

N | —

gilt. Somit existiert also auch in diesem Fall ein von £ unabhéngiges ¢y mit

(67,,)"" < éo.
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Fiir 6 ergibt sich

71 = max [DF(x,)5]| = max [V} DF(x)) 2.y |

yll=1
< maxt [VIDF (el < [V, () =,

wobei die Spalten von Zj eine Orthonormalbasis von Z; bilden. Abhédngig vom

verwendeten Verfahren zum Aufbau der V; gilt nun entweder ||V,|| = 1 oder
|Vl < o1(x;). In beiden Fallen ist ¢, unabhéngig von k£ und der Satz somit
bewiesen. O

Bemerkung 6.4.12. Die Abschdtzung fir den grifiten Singuldrwert &{ kann
wegen Bedingung (i) aus Definition 6.4.1 auch unabhdngig vom Punkt X; ge-
troffen werden. Allgemein existiert also eine von k unabhdngige Konstante
¢1 > 0, sodass fir den grofiten Singuldrwert 61 von D]?‘I(f() mit x € QL gilt:

01 < 6.

Fiir die inexakte Interpolation kénnen die Konstanten ¢y und c¢; aus Satz
2.2.3 somit ab einem bestimmten % unabhiingig von der Anzahl dj, der Interpo-
lationsknoten gew#hlt werden. Im néchsten Schritt wird ein zu 6.4.5 analoges
Lemma bewiesen um wieder die Existenz einer k-unabhingigen Lipschitzkon-
stante L zu garantieren. Da die Aussagen unabhingig von Zj getroffen werden,
konnen grofe Teile des Beweises von Lemma 6.4.5 direkt verwendet werden.

Lemma 6.4.13. Sei F nach Voraussetzung 6.2.1, sowie eine Folge zuldssiger
inexakter Interpolationen {QL, X[, W/ Z.} nach Definition 6.4.9 gegeben. Zu-
dem seien Matrizen Vj,j = 1,..., dy, mittels eines der beiden Verfahren aus
Kapitel 5 aufgebaut. Dann existiert ein L>0 unabhdingig von k, sodass fir

allex € O = {x e R™': Zx € QI NQL}.
IDF; (%) — DF;(%))]| < L[|% — %]
qgilt.

Beweis. Der Beweis lauft analog zu dem des Lemmas 6.4.5 mit dem Unter-
schied, dass der Term

d

ST (VIF(x)ZE (Vwi(x) — Vi (x;))")

=1

By =

Y

da F(x;) # 0 gilt, nicht Null wird. Aus Voraussetzung 6.2.1 folgt zunéchst,
dass fiir alle x,y € €2 die Ungleichung

IF(x) = Fy)ll < cllx—-vy
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gilt. Aus Bedingung (iii) und (v) von Definition 6.4.9 folgt somit

By < 3 IRV (0) = Vs (3x)]|

< 3 (x;) — Fle;)|[[Va (x) — V()]

< Bealfx; — o[V (x.) 1% = ;]| < Berexe[lx — x|
Es lisst sich also ein L > 0 finden, sodass unabhéngig von k
IDE (%) — DF(%,)]| < LI% — %I, § = 0,...., dy
gilt. O]

Die verbliebende zu untersuchende Grofe ist die Konstante ¢y, Dazu wird
nun das folgende zu Lemma 6.4.6 dhnliche Lemma bewiesen.

Lemma 6.4.14. Sei F nach Voraussetzung 6.2.1 und {Qf, X[, W/, 2} eine
Folge zuldssiger inexakter Interpolationen nach Definition 6.4.9.
Sei t; = (Xj11 — Xj)/|Xjm1 — X[, 7 =1,....dp — 1 definiert, sowie mit
T(Xj) der Tangentialvektor der interpolierten Reduktzon in X; bezeichnet.
Dann ezistiert ein k € IN, sodass fiir alle k > k eine Konstante ¢o > 0
unabhdngig von k existiert mit

Beweis. Seien die Vektoren r; = (X411 — X;)/||xj01 — x5, J = 1,...,dp —
1 definiert. Der Beweis verlduft zunéchst analog zu dem des Lemmas 6.4.6.
Die folgenden Aussagen werden ohne Einschrinkung fiir x; und r;, bzw. X;
und 1 hergeleitet. Aus X, C Z; folgt zunéchst r; € Z;. Sei nun mit P der
Projektor auf span{Z,T(%;),r,} bezeichnet, wobei Z; eine Matrix darstellt,
deren Spalten eine Orthonormalbasis von Z;, bilden.

Fiir den Winkel oy zwischen Z,T(x;) und PT(x;) ergibt sich

(ZiT (%), PT(x1))| _ [(ZT(%1). T(x1))|
IPT(xa) | IPT(x1)|

(ZiT(%1), T(x1))|
I 1 2% Ne S0l

cos(ay) =

wobei P} den orthogonalen Projektor auf Z bezeichnet. Nach Voraussetzung
6.2.1 und Lemma 5.2.3 existiert ein von den Singuldrwerten von DF abhéngiges
(und damit k-unabhingiges) ¢ > 0 mit

‘(ZkT(f{]) T(X])H 2 1 + 2

IPRT ()]
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Somit ergibt sich mit 7 := /¢%/(1 + ¢?)
cos(ag) > 7.

Da 0 < 7 < 1 gilt, folgt daraus oy < 7/2.
Sei mit as der Winkel zwischen PT(x;) und r; bezeichnet. Fiir diesen
ergibt sich

[(PT(x1),r1)| _ (T(x1),1)]
IPT (x| [PT(x1)]

> [(T(x1),11)]-

cos(ag) =
Man betrachtet nun den Term |[(T(x;),r1)|. Fiir diesen gilt
(T6a), 1] > (TGP + e~ T Ga) — i)
= 1= 3IT0x) — mi

Mittels Dreiecksungleichung ergibt sich fiir den Ausdruck || T(x;) — 11|

IT(x1) — r1f] < [[T(x1) = T(e(s1)[| + [IT(c(s1)) — rill + [lr] — ra |-
(6.9)

Der Vektor r. ergibt sich aus r{ = (c(s2) — c(s1))/|lc(s2) — c(s1)]|. Aus Bedin-
gung (vii) von Definition 6.4.9 folgt nun die Existenz einer Konstante cx > 0
mit

Ix; —c(s;)|| < exhi, j=1,....dy.

Alle drei Summanden werden nun separat betrachtet. Zunéchst sei dafiir
festgehalten, dass sich fiir den Abstand zwischen c(s3) und c(s;)

[e(s2) —c(s1)]| < [s2 — s1] < Ay,

ergibt. Dieser sinkt also mit einer Gréfsenordnung hy.

Da der Abstand zwischen x; und c(s;) schneller (nédmlich quadratisch in
hi) gegen 0 geht, folgt ry — r§ fiir £ — oo. Aus den gleichen Griinden ergibt
sich r{ — T(c(s1)). Fir den iibrigen Summanden aus (6.9) erhédlt man fiir
k — oo und der Stetigkeit des Tangentialfeldes

IT(x1) — T(e(s1))[| = 0.

Insgesamt nihert sich der Wert cos(ay) > [(T(x1),11)| also mit gréfer werden-
dem k der 1 an. Somit existiert ein k£ € IN, sodass fiir £ > k& und den Winkel
Q2

-
arccos(7) + ag < arccos (§>
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gilt. Der maximale Wert, den der Winkel zwischen T(f(l) und r; annehmen
kann, ist oy + ag. Mit é := 7/2 ergibt sich so

[(T(%1), #1)| > cos(a; + ag) > cos (arccos <%>> == = (o

]

Bevor die Hauptaussage bewiesen werden kann, wird noch ein zusétzliches
Hilfslemma benoétigt, um den Funktionswert von F zwischen den Interpolati-
onsknoten abzuschétzen.

Lemma 6.4.15. Sei F nach Voraussetzung 6.2.1 und {QL, X, W[, Z.} eine
Folge zulissiger inexakter Interpolationen. Ser x* ein Punkt auf der Strecke
zwischen X; und X;j41, dann ezistiert eine k-unabhdngige Konstante c* > 0 mit

F(x*) < ¢*h}.

Beweis. Ohne Einschriankung werden die beiden Punkte x; und x, betrachtet.
Ist Py der Projektor auf den Raum Zj, dann gilt fiir die Ableitung von c in $;

c(sy) —c(s
(o) = L= o1, -y
S2 — 51

und somit existiert eine Konstante ¢y > 0 mit
Pefsa) — e(sa)ll | [Pels1) — e(s)]

S2 — 81 S2 — 81

+ O(|sy — s1|) < 2exc;  hi, + O(|sg — s1)

S thkz-

IPc'(s1) — < (s1)]] <

Der Punkt x* liegt auf der linearen Interpolierenden I(s) von Pc(s) mit
I(s1) = c(s1), I(s2) = c(s2) und I(s*) = x*. Es gilt

[FxH)] = IF&") = F(c(s")[| < arl[x" — (s
< ar||x" = Pe(s™)[| + a[Pe(s”) — c(s7)].
Fiir den ersten Summanden ergibt sich
Ix* = Pe(s")|| = [I(s*) = Pe(s)|| < ceh.

Fiir den zweiten Term erhilt man mit c(s*) = x;+¢'(s1)(s*—s1)+O((s*—s1)?)
und einer Konstanten cp > 0

Pe(s™) — (s < [[Pxy = x| + [[Pc'(s1) — ¢/ (s1) ]| (5™ — 1)

+ O((s* — 51)?) < exhi + cqghi + O(RhY)
< cth
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Somit ergibt sich
IFG) < erlec + cp)hi.
O

Es folgt nun die Hauptaussage analog zu Satz 6.4.7, dass also bei genii-
gend grofem k das inexakt interpolierte Problem eine Losungskurve besitzt.
Diese verlauft nicht durch die Interpolationsknoten (da diese keine Lsung von
F(x) = 0) darstellen, aber durch alle Tréger der zu den Knoten gehorenden
Gewichtsfunktionen.

Satz 6.4.16. Sei F nach Voraussetzung 6.2.1, sowie eine Folge von zuldssigen
inexakten Interpolationen {QL, XTI W Zi} nach Definition 6.4.9 gegeben und
die Matrizen V; nach einem der Verfahren aus Kapitel 5 aufgebaut.

Dann existiert ein k € IN, sodass das interpolierte Problem

F/(X) =0

fiir k > k eine Lisungskurve ¢ besitzt, sodass Zy¢ durch alle Triger Qi, j =
1,...,ds verlduft.

Beweis. Ohne Einschrinkung werden die Punkte x; und x5 betrachtet. Sei Z;
eine Matrix, deren Spalten eine Orthonormalbasis von Z; bilden. Es wird nun
gezeigt, dass fiir jeden Punkt x* = Z;x* auf der Verbindungsstrecke zwischen
x; und X die Bedingunge von Satz 2.2.3 gelten. Der Beweis dazu verlduft
analog zu dem des Satzes 6.4.7 unter Verwendung der Lemmata 6.4.11, 6.4.13,
6.4.14, sowie Bemerkung 6.4.12.

Es existieren eine Konstante M* unabhéingig von k, sowie 8* := Thy, sodass
mit o = 6* := Thy,/(2v/2M*) unter der Bedingung

IFr )] < o
eine Losungskurve von F 1(X) = 0 in der Ndhe von x* existiert. Es gilt wieder

|F;(%*)|| < &|/F(x*)|| und nach Lemma 6.4.15 existiert ein ¢* > 0 unabhéngig
von k, sodass

IF G| < ey,

erfiillt ist. Ist dann & so grof, dass fiir k > k
T

B < T
NI e

gilt, dann ist die Bedingung ||F;(x*)|| < 0* erfiillt und es existiert eine Lo-
sungskurve

¢*(s) = X" + st + Yg*(s)
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mit einer eindeutigen stetig differenzierbaren Funktion

g* : B(0;a*) = B(0;7hy) und F;(¢*(s)) = 0und t; = (Xj11—%;)/[|Xj41 —X;]|-
Mit der im Beweis von Satz 6.4.7 verwendeten Argumentation ldsst sich ga-
rantieren, dass diese Losungskurven zu ein und der selben Funktion ¢ gehéren,
die sich als

. [—a* + 81,8 +af] — R™L
C: .
S — }Ail —+ Sf'l =+ Yg(S)

schreiben lédsst (wobei s; = 0 und sp = ||Xo — x| gilt). Fiir Z,¢ gilt
1Zre(s1) = x| = [[€(s1) = %]l < [Y&(s0)| < 7hn

Aufgrund von Bedingung (vi) von Definition 6.4.9 gilt B(xi;7hy) C QF und
somit schneidet die Kurve Z;¢ den Triger QF. Die gleiche Aussage lisst sich
fiir den Trager der zu x5 gehorenden Gewichtsfunktion treffen.

Es wurde also bewiesen, dass zwischen allen Punktepaaren x; und %, eine
Losungskurve ¢; verlauft, die sich beziiglich des Verbindungsvektors parame-
trisieren ldsst und beide Tréger ] und Q{jl schneidet. Es bleibt zu zeigen,
dass diese Einzelkurven zu einer Gesamtkurve gehoren.

Seien dazu ohne Einschrinkung die Punkte X;, X5 und X3 betrachtet. Zwi-
schen x; und X5 sowie zischen X; und X3 existieren jeweils eine Lésungskurve
¢i(s) = xy + sty + 8?1@1( ) und Ca(t) = X9 + try + ngg( t). Die Funktion
g1 : B(0;a*) — B(0; 87) ist eindeutig in ihrem Urbild- Bildbereich. Das heifst,
existiert ein Punkt (yy,¢;) mit F[(XQ + Ty + Y2y1) = 0 und t; € B(0;a*),
sowie y1 € B(0; %), gehort dieser Punkt zur Losungskurve Cs.

Sei jetzt sy der Wert fiir den X; + sofy = Xa gilt. Der Punkt ¢i(s ) =
X1 + Sory + 3?1g0(52) besitzt beziiglich x5, ry und Y, die Koordinaten (t1,¥1)
mit

¢1(s2) = %o + t1fs + Yoy
Fiir den Wert ¢; ergibt sich
|1 = |£5 (%2 — t18 + YoJ1 — Xo)| = [# (€1(s2))]

— [§] (%1 + o + YVagolsa) — %a)| = [£7 (Y1go(s2))
< [F5Y1 lllgo(s2) | < IETY 17

Wegen der Stetigkeit der Kurve existiert nun ein k, sodass fir k& > k die
Abschitzung ||#2Y | < 1/(2v2M*) gilt und damit

h
< ———=a"

~ 2V/2M*
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erfiillt ist. Fiir den Wert y' ergibt sich direkt
9111 = 1Y5 (%o + tafs + Yo¥1 — %) || = | Y3 (€1(s2))
= [|Y3 (%1 + 5281 + Y180(s2) — Xa)|| = Y3 Y1 |0 (s2)]]
< ||§0(S2)H <Tth, = B".

Somit gilt wegen der Eindeutigkeit von g; der Zusammenhang g;(¢;) = y; und
daher ¢;(s2) = €5(t1). Die Kurven sind also verbunden. O
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Kapitel 7

Zwelparametrige Systeme und
numerische Untersuchungen

Bisher wurden Methoden vorgestellt, die Losungen einparametriger nichtli-
neare Gleichungen mittels Basisreduktion zu approximieren. Diese Methoden
sollen verwendet werden, um Parameterstudien fiir einen zweiten Parameter
durchzufiihren. Das Ausgangsproblem fiir eine Funktion F € C*(Y x Ax D, R")
mit Y C R" und A, D C R hat hier die Gestalt

F(u, A\, p) =0.

Wie zuvor werden die Variablen u und A mittels x := (u”, \)” zu einem Vektor
zusammengefasst und das Problem mit F € C'(Q x D, R") mit Q C R"™! zu

F(x,u) =0 (7.1)

umformuliert. Man geht nun davon aus, dass fiir einen Parameter g eine
Losungskurve ¢y : S — 2 mit S C R existiert, sodass fiir alle s € S

F(co(s), o) = 0

gilt. Fiir diese Losungskurve wird eine interpolationsbasierte Reduktion nach
Kapitel 6 aufgebaut. Ziel ist es, diese Reduktion fiir die Approximation der
Losung von (7.1) fiir Parameter p in B(fo;7) zu verwenden.

Zunichst werden Bedingungen angegeben, unter denen das volldimensiona-
le System (7.1) in der Nédhe von p eine Losungskurve besitzt. Ausgehend von
einer diskreten Menge von Punkten auf der Losungskurve cg findet man senk-
recht zum Tangentialfeld in diesen Punkten Losungen der Gleichung F(x, u*) =
0 fiir einen festen nicht zu weit von pg entfernten Parameter p*. Die durch die-
se Punkte verlaufenden lokalen Lésungskurven gehéren zu einer gemeinsamen
Kurve, wenn die Punkte nicht zu weit auseinander liegen und p* nicht zu
weit von g entfernt ist. Der Beweis verlauft dabei dhnlich zu dem des Satzes
(6.4.7), da die Ausgangssituation - eine bekannte Menge von Losungspunkten,
die beliebig nah beeinander liegen - die gleiche ist.

103
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Satz 7.0.17. Sei F € C'(2 x D,R"), sodass F(-,-, no) Voraussetzung 6.2.1
erfullt. Seien weiterhin ¢q, ¢; > 0 gegeben, sodass fiir den kleinsten und gréfiten
Singuldrwert o,(x, p) bzw. o1(x, ) von DyF(x, ) fir alle (x, ) € Q x D

o, (x, 1) < &, sowie o1(x, 1) < &
gilt. Es existiere des Weiteren ein L > 0, sodass fiir alle (x,p1) €QxD
IDF(x, ) = DF(x, g)|| < L]l (x", )" — (x", 0)" |
qgilt. 3
Dann existiert eine Konstante v > 0, nur abhdngig von ¢y, ¢; und L und ein

Interwall S, sodass fir alle i € B(uo;7y) eine Losungskurve ¢, : S, — R"!
mat

F(CH(S)J :u) =0
ezistiert. Weiterhin gilt fir p — po: S, — S.

Beweis. Zur Veranschaulichung sind wichtige im Beweis auftretende Grofsen
in Abbildung 7.1 dargestellt.

/ *
/ Xita
/

Abbildung 7.1: Skizze zum Beweis des Satzes 7.0.17

Nach Voraussetzung 6.2.1 besitzt das Problem F(x, ji9) = 0 eine Losungs-
kurve ¢ € C(S,R™) mit F(c(s), o) = O fiir alle s € S C R. Auf dieser Kurve
seien N Punkte X = {x; = co(s;), i = 1,..., N} mit hy := max{|s;11—5;|, i =
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1,...,N — 1} gewédhlt. Es soll dabei hy — 0 fiir N — oo gelten. Fiir jeden
Punkt x; sei die Funktion

R x D — R

H,: N F(x, 1)
(x, 1) = (To(Xi)T(X _ Xz))

definiert, wobei Ty (x;) der Tangentialvektor von D, F(x;, ) ist. Es gilt dann
H,(x;, f1o) = 0. Fiir den kleinsten Singuldrwert o7, von DyxH;(x;, 1) ergibt
sich

(o051)* = min | DxH;(x;, pto)ul|* = min

uf=1 uf=1 T/ u
= ”Tlrlluiill(HDxF(XuMO)u||2 + | T ul?)

> min |[|D,F(x;, io)ul|® + min |T7ul?® = o, (x;, o)
[lul=1 [lull=1

woraus dann

IDH; (i, 20) | = (0351) ™" < o3, 110) ™ < G
folgt. Des Weiteren gilt

D, Hi(xi, o) | = D (i, o) | < ¢1.

Fiir M > 0 und § := 1/(2M L) gilt fiir alle (x;, 1) € B(x, pto; 3)

1
IDH;(x, 1) = DH,(xi, po)|| = [DF(x, 1) = DF(xi, o) | < 577
Setzt man nun M := v/2max{é, 1 + &¢é } und o := B/(2M) existiert nach
Korollar 2.1.4 eine Funktion h; : B(ue; ) — B(x;; ), sodass fiir alle u €

B(po; )
H;(h;(u), ) =0

gilt. Man geht hier davon aus, dass stets B(x;; i; ) C Q x D gilt, da falls
das nicht der Fall ist, einfach kleine Kugeln verwendet werden konnen, da
die Abschitzungen in diesen immer noch gelten. Man beachte, dass wegen
To(x;)" (hi(1) — x;) = 0, diese Kurve im Orthogonalraum von Ty(x;) und
somit ausgehend von x; senkrecht zur Losungskurve cy verlauft. Fiir h gilt
weiterhin

[(p) = hi(po) || < 2M|lpw = pol-
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Man beachte, dass die Grofen o und S unabhingig vom Punkt x; sind. Sei
nun p* € B(uo;y) C B(po; @) und x; := h;(p*). Fiir den kleinsten und grokten
Singulirwert o, (x}, 1*) und oy (x}, *) von Dy F(x}, 1*) gilt

on(xi, 1)t < &, und oy (x5, 1*) < é.
Sei nun der Punkt x},; = h;11(¢*) betrachtet. Fiir den Abstand der beiden
Punkte gilt
i1 = X5 < i = Xl + (X = x| + (1% = xi
< 2M|p* — ol + [si41 — il + 2M[p” — po
Das Tangentialfeld T(x, u) der Matrix D,F(x, i) ist stetig beziiglich (x, u),

somit gilt fiir geniigend kleine hy und ~ fiir den Vektor r} = (x},, —x})/||x}, 1 —
x7|| die Abschétzung

(T(xi,pw7), )] =

N |

Sei M* := /2 max(2¢, 1 + 2¢y¢;) und §* = 1/(2M L), dann gilt
1
2M*
Sei weiterhin o := §*/(2M*), dann existiert nach Satz 2.2.3 und Bemerkung
2.2.4 eine Funktion g} : B(0; a*) — B(0; 5*), sodass fiir die C'-Funktion

IDxF (x, %) = DyF(x7, 1) <

79

(3

i B(0;a*) — R
C, . )
S = x4 srf+ Y glH(s)

F(ci(s), ") = 0 gilt. Hierbei enthalten die Spalten von Y} eine Orthonormal-
basis von R(r})*. Der Punkt x},, hat beziiglich 7 und Y} die Koordinaten
Xj = X; + Siar; + Yy Da gf eindeutig ist, gehort der Punkt xj ; un-
ter der Bedingung s;11 € B(0;a*) und y;41 € B(0; %) zur Losungskurve c?.
Wegen y; .1 = 0 ist die zweite Bedingung sofort erfiillt. Fiir s; ergibt sich

51 =[xty — x| < 4M7y + hy.

Fiir geniigend kleine hy und v ist s; < o* also erfiillt, da die Grobe a* fest
gewahlt werden kann und nicht von der Wahl der Punkte x; auf der Losungs-
kurve cy abhingt. Ist N also grof genug und p* nicht zu weit von g entfernt,
existiert ein Intervall S, € R und eine Kurve ¢, : S — R""!, die durch alle
x; verlauft und fiir die

F(cy(s),1") =0
gilt. [l
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Unter gewissen Regularititsbedingungen kann also garantiert werden, dass
fiir jeden Parameter u in einer Umgebung von p eine Losungskurve von (7.1)
existiert.

Ziel der Arbeit ist es, mit Hilfe der fiir einen festen Parameter o auf-
gebauten interpolationsbasierten Reduktion Parameterstudien durchzufiihren.
Der numerische Gesamtaufwand wird dadurch stark verringert, da der Auf-
bau des Ansatzraums Z und der Testrdume V; den kostspieligen Anteil der
Berechnungen darstellen und nur einmal durchgefiihrt werden miissen. Der
grolse Vorteil besteht darin, dass im Gegensatz zu den globaeln RB-Methoden
(vergleiche Kapitel 3.2) Umkehrpunkte beziiglich A, die bei vielen nichtlinea-
ren Gleichungen auftreten, zugelassen sind. Im Folgenden werden numerische
Beispiele prasentiert, die zeigen, dass Parameterstudien mittels interpolations-
basierter Reduktion in der Tat moglich sind, und zu guten Ergebnissen fiihren.

7.1 Das verallgemeinerte Bratu-Problem

Als erstes numerisches Beispiel wird das verallgemeinerte Bratu-Problem be-
trachtet (vergleiche dazu [28]). Dieses ist durch das Randwertprobem

—Au = Aexp (uuqil) , in Q= (0,1)
u =0, auf 0.

gegeben. In Kapitel 6.1 wurde bereits der Fall ;1 = 0 betrachtet. Diskretisiert
man das Problem mittels Finiter-Differenzen-Methode und einem Aquidistan-
ten Gitter mit Schrittweite h, so ergibt sich das nichtlineare Gleichungsystem
G- R'XRXxRDY xAxD — R”
(u?, \, )T — Du — M(u,p)’
mit den offenen Mengen A und Y. Der Vektor u = (uy,...,u,)” enthilt da-
bei die Funktionswerte von u in den einzelnen Knotenpunkten des Gitters. Die
Matrix D € R™" représentiert den negativen diskretisierten Laplace-Operator.
Die Matrix héngt von der Art und Weise ab, wie das Gitter numeriert ist.

Benutzt man zum Beispiel eine Zuweisung wie in [38] ist D eine Blockdiago-
nalmatrix der Form

I
I B 1 -1 4 -1

o~

-1 4
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Der Vektor f ist dann gegeben als

) = (o (gt ) oo (55) )
) = | ex ..., €X .
a P puy + 1 P puy, + 1

Man fast nun die Variablen u und X als x := (u’, \)T zusammen, setzt
2 := A x Y und betrachtet fiir F : Q x D — R" das Problem

F(x,pn) == G(u, A\, u) = 0.

Zunidchst wird eine Interpolation mit inexakten Knoten nach Kapitel 6.4.2
fiir den Fall ; = 0 betrachtet. Die Berechnung der volldimensionalen Losungs-
kurve mit n = 400 erfolgt durch die Anwendung des Matlab-Ldsers ode45 auf
die Differentialgleichung

co(s) = T(co(s))
CO(O) = 0.

In Abbildung 7.2 ist der Verlauf der ersten Komponente der Losung u
beziiglich des Parameters A dargestellt.

Uisg

Abbildung 7.2: Erste Komponente der Losung von G(u, \,0) = 0 in Abhén-
gigkeit von A

Die diskretisierte Losungskurve besteht aus 100 Snapshots x1, . .., X100, mit
deren Hilfe fiir verschiedene m € IN ein POD-Basis der Dimension m + 1
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aufgebaut wird (vergleiche dazu Kapitel 4.2). Um die Interpolationsknoten
zu wahlen, wird ein Algorithmus analog zu dem in Kapitel 4.1 behandelten
Greedy-Algorithmus verwendet. Dabei werden fiir verschiedene d € IN eine
Menge von d Punkten aus der Snapshotmenge ausgewéhlt und in den Ansatz-
raum projiziert. Fiir den Falle d = 3 und d = 10 sind die Interpolationsknoten
in Abbildung 7.3 dargestellt, wobei der POD-Ansatzraum hier die Dimension
5 hat. Man beachte, dass die Knoten keine Lsungen des Problems F(x,0) =0
darstellen, sondern Projektionen solcher Lésungen in den Ansatzraum. Da die-
ser den Raum, in dem sich die volldimensionale Losungskurve bewegt, sehr gut
approximiert, ist in der Abbildung kein Unterschied zwischen den ausgewihl-
ten Snapshots und den Interpolationsknoten, die deren Projektion darstellen,
zu erkennen.

5 5
4 4
3 3
3 3
—
=} S5
2 2
1 1
0% 0%
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
A A

Abbildung 7.3: Auswahl von d = 3 und d = 10 Interpolationsknoten mittels
Greedy-Algorithmus

Die Losung des interpolierten Problems wird mittels Pradiktor-Korrektor-
Verfahren berechnet (vergleiche dazu [2]. Da keine gemeinsame Parametrisie-
rung der volldimensionalen Losungskurve ¢ und der Approximation ci gegeben
ist, kann der auftretende Fehler nicht einfach iiber die Differenz ||c(s) —cr(s)||
angegeben werden.

Zur Definition des Fehlers wird stattdessen das Newton-Verfahren im voll-
dimensionalen Raum auf alle Punkte der Approximation angewendet wird.Auf
diese Weise gelangt man zu einem Punkt auf der Ursprungskurve, der Nahe an
dem betrachteten Punkt auf der approximierten Kurve liegt. Auf diese Weise
wird hier ein Abstand zwischen den Punkten der Approximation und der voll-
dimensionalen Losungskurve definiert und {iber das Maximum dieser Abstande
der Fehler der Approximation. Fiir steigende Dimension der Ansatzraume und
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d = 3 Interpolationsknoten ist der Fehler der jeweiligen Approximation in
Abbildung 7.4 dargestellt.

-2
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Dimension des POD—-Ansatzraumes

Abbildung 7.4: Fehler der Approximation bei d = 3 Interpolationsknoten und
steigender Dimension des Ansatzraumes

Variiert man den zweiten Parameter p iiber ein Intervall [—1,1] ergibt
sich ein Kurvenverlauf wie in Abbildung 7.5. Der Umkehrpunkt beziiglich A
verschwindet also mit grofser werdendem p.

Es zeigt sich, dass die fiir den Fall p = 0 aufgebaute interpolationsba-
sierte Reduktion mit 3 Knoten und einem POD-Ansatzraum der Dimension
5 fiir den gesamten betrachteten Parameterbereich [—1,1] verwendet werden
kann. Graphisch sind die Ergebnisse in Abbildung 7.6 fiir eine Auswahl von p
dargestellt und unterscheiden sich im Rahmen der Darstellungsgenauigkeit in
der Abbildung nicht von den volldimensionalen Lésungskurven. Der fiir die u
auftretende Fehler findet sich in Abbildung 7.7.

Die fiir p = 0 einmal aufgebaute Reduktion lasst sich also in diesem Fall fiir
Parameterstudien beziiglich p verwenden. Da fiir die hier betrachteten Beispie-
le von 3 Interpolationsknoten ausgegangen wurde, sind die zu den einzelnen
Knoten gehorenden Triger groft genug, um die zu approximierende Losungs-
kurve zu umschliefen. Wird die Anzahl der verwendeten Knoten erhéht, und
damit die Grofbe der zu den Gewichtsfunktionen gehérenden Triger verkleinert,
kann der Fall auftreten, dass die zu approximierende Losungskurve auferhalb
der Vereinigung der Tréger und damit auch auferhalb des Definitionsbereiches
der interpolierten Funktion liegt. In diesem Fall kann eine Korrektur der Kno-
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Abbildung 7.5: Verlauf der Losung von G(u, A\, ) = 0 fiir pp € [—1,1].
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Abbildung 7.6: Losung und Approximation von G(u, A\, ) = 0 fiir p € [—1, 1]
mittels fiir 4 = 0 bestimmter interpolationsbasierter Reduktion
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Abbildung 7.7: Fehler der Approximation bei d = 3 Interpolationsknoten fiir
pe [—1,1].

ten mittels des Newtonverfahrens erfolgen. Eine solche Korrektur ist fiir den
Fall ;4 = 0.5 in Abbildung 7.8 dargestellt.

Es kann moglich sein, die fiir den Fall p = 0 erzeugten Matrizen V; weiter
zu verwenden. Da aber zum Berechnen der korrigierten Knoten die Tangen-
tialvektoren in der Ndhe des neuen Knoten bhendtigt werden, konnen diese
verwendet werden, um neue, besser zu den neuen Knoten passende, Matrizen
V,; zu berechnen.

Bemerkung 7.1.1. Die Lisungskurve des Bratu-Problems bewegt sich in nur
wenigen Raumdimensionen. Daher ist ebenfalls eine Reduktion mit einem
POD-Ansatzraum ohne zusdtzliche Interpolation mdoglich. Der Testraum kann
wn diesem Fall einfach fiir einen beliebigen Punkt auf der Kurve berechnet wer-
den. Das dies keinesfalls immer der Fall ist, zeigt das ndchste Beispiel.

7.2 Exotherme Reaktion

Das zweite Beispiel beschreibt eine exotherme Reaktion, die iiber das Rand-
wertproblem

—Au = ko(p — u) exp (—Hlu) in Q= (0,1)?
u=>0 auf OS2
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Abbildung 7.8: Korrektur der Interpolationsknoten

modelliert wird, wobei kg = 107 gewihlt ist und die fiir den eindimensionalen
Fall in [58] betrachtet wurde. Analog zum vorherigen Beispiel lisst sich dieses
Problem diskretisieren und man erhélt das nichtlineare Gleichungssystem

F(x,pn) =0
mit
F(x,pu) = G(u, A\, p) := Du — kof(u, A, p),

wobei D die den (negativen) Laplace-Operator repriasentierende Matrix wie in
Kapitel 7.1 bezeichnet. Die Funktion f ist definiert iiber

fi(u,A,u)—(u—ui)eXp(— A )

Fiir o € [0,3.0] und n = 400 ist der Verlauf der Losungskurven fiir die Kompo-
nente uysy in Abbildung 7.9 dargestellt. Die Wahl des Index 150 zur Betrach-
tung der Kurve ist deshalb sinnvoll, weil sich die Umkehrpunkte dort besonders
gut erkennen lassen.

Anhand der hier betrachteten exothermen Reaktion lasst sich das Problem,
das bei einer nicht interpolationsbasierten Reduktion mit festem Ansatz- und
Testraum auftritt, gut verdeutlichen. Dafiir wird der Fall x = 1.2 betrach-
tet. Uber eine beziiglich s gleichverteilte Auswahl von 20 Knoten wird ein
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Uss0

40

Abbildung 7.9: Losungskurven fiir verschiedene p € [0, 2.1].

POD-Raum der Dimension 6 aufgebaut. Anstatt die Losung einer interpolati-
onsbasierten Reduktion zu berechnen, wird eine Reduktion mit einem festen
Testraum, der beziiglich des Knotens 9 aufgebaut wurde erzeugt. Es zeigt sich,
dass die Losung der festen Reduktion in zwei separate Losungskurven zerféllt.
Dies ist im linken Teil der Abbildung 7.10 dargestellt.

Verwendet man stattdessen den interpolationsbasieren Ansatz, ergibt sich
ein sehr viel besseres Ergebnis. Im rechten Teil der Abbildung 7.10 ist dieses
Ergebnis dargestellt. Zur besseren Veranschaulichung wurde hier die Kompo-
nente w45 gewdhlt, da das Aufbrechen der Losungskurve sich fiir den Index
145 besser nachvollziehen lasst, als fiir 150.

Es ist zu erkennen, dass auch die interpolationsbasierte Reduktion (obwohl
sie zumindest nicht in Teilstiicke zerfillt) keine besonders gute Approximation
der volldimensionalen Kurve darstellt. Die liegt daran, dass die Dimension
des Ansatzraumes noch zu niedrig ist, um dem im Vergleich zum vorherigen
Beispiel komplexen Verlauf der Losungskurve, gerecht zu werden. Daher wird
von nun an ein POD-Ansatzraum der Dimension 16 fiir 4 = 1.0 verwendet um
die Qualitat der Parameterstudien beziiglich p zu untersuchen.

Die Wahl der Knoten ist ausschlaggebend fiir die Interpolation und bei
zu wenigen oder falsch verteilten Knoten kénnen Probleme auftreten. Nutzt
man zum Beispiel eine Menge von 4 beziiglich s gleichverteilten Knoten wie
in Abbildung 7.11, zerféllt die Losung des interpolierten Problems, wie in Ab-
bildung 7.12 zu erkennen ist. Die numerischen Ergebnisse legen nahe, dass ein
gestorter Bifurkationspunkt aufgetreten ist. Dies liegt vermutlich daran, dass
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Abbildung 7.10: Vergleich zwischen Reduktion mit festem Testraum und in-
terpolationsbasierter Reduktion

die Knoten, fiir die die Matrizen V; aufgebaut werden, zu weit auseinander lie-
gen bzw. Eigenschaft (v) von Definition 6.4.9 nicht erfiillt ist. Dadurch besitzt
die Reduktion

(w1 (ZX)V + wy(ZX)V,) F(Z%,1.0) = 0

zusitzliche Losungen, die offenbar zu einer solchen gestorten Bifurkation fiih-
ren. Dieses Problem lésst sich durch Hinzunahme von zusétzlichen Knoten
vermeiden, wie sich in Abbildung 7.13, in der 7 Knoten verwendet wurden,
erkennen lasst.

Es ist anzunehmen, dass weniger die Menge und Entfernung der Knoten
ausschlaggebend ist, als viel mehr die Lage auf der Kurve. Eine genauere Ana-
lyse, welche Punkte sich als Knoten besonders gut eignen, liegt bisher nicht
vor. Nach Satz 6.4.16 lassen sich Bifurkationen aber in jedem Fall vermeiden,
wenn der Abstand der Knoten nur gering genug ist.

Fir 4 = 1.0 und 7 Interpolationsknoten wurde wie zuvor beim Bratu-
Problem untersucht, ob sich die einmal aufgebaute interpolationsbasierte Re-
duktion zur Approximation der Losungskurven fiir weitere p eignen. Durch
die im Vergleich zum in Kapitel 7.1 untersuchten Bratu-Problem hoéhere An-
zahl von Interpolationsknoten sind die Moglichkeiten fiir Parameterstudien be-
grenzt, da die Trager der Gewichtsfunktionen kleiner sind. In Abbildung 7.14
sind die Losungskurven der interpolationsbasierten Reduktion fiir einen Para-
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Abbildung 7.11: Losungskurve fiir p = 1.0 mit 4 gleichverteilten Interpolati-
onsknoten
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Abbildung 7.12: Gestorter Bifurkationspunkt
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Abbildung 7.13: Interpolation mit 7 Knoten ohne Bifurkation

meterbereich p € [0.5,1.5] abgebildet. Dort wo die Kurven stoppen, verlassen
sie die Tréger der Gewichtsfunktionen.

Die Fehler der jeweiligen Approximationen sind in Abbildung 7.15 darge-
stellt.

7.3 Bifurkationspunkte

In Kapitel 6 wurden Voraussetzungen benannt, unter denen sich die Existenz
einer Losung der interpolationsbasierten Reduktion theoretisch sichern lésst
(vergleiche Voraussetzung 6.2.1). Diese Voraussetzungen schliefen Kurven, die
Bifurkationspunkte besitzen, aus, da in solchen Punkten der kleinste Singulér-
wert von DF Null wird und somit Bedingung (v) von Voraussetzung 6.2.1 nicht
erfiillt ist. Dadurch ldsst sich das grundlegende Werkzeug, der Satz iiber im-
plizite Funktionen (Satz 2.1.2) nicht anwenden. Ein solcher Bifurkationspunkt
existiert in der Losungsmenge des in [37| betrachteten Randwertproblems
—Au=ANu—u?—3u’ +u'®) inQ=(0,1) (72)
u=>0 auf 02 ' .

Wie bei den beiden vorherigen Beispielen wird das Problem wieder mittels
Finite-Differenzen-Methode diskretisiert. Die erste Komponente der diskreti-
sierten Losung ist in Abbildung 7.16 dargestellt.
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Abbildung 7.14: Losungen der interpolationsbasierten Reduktion fiir p €
[0.5,1.5]
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Abbildung 7.15: Fehler der Approximation bei d = 7 Interpolationsknoten fiir
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Abbildung 7.16: Losungskurve von (7.2)



120 KAPITEL 7. ZWEI PARAMETER UND NUMERIK

Mittels Pradiktor-Korrektor-Verfahren lassen sich unter Umstdnden nur
Teile der Losung erfassen (da solche Methoden in Bifurkationspunkten entwe-
der nicht konvergieren, oder aber diese direkt iiberspringen). Anhand dieses
Beispiels zeigt sich aber, dass die Kenntnis eines Teilstiickes der Losung be-
reits ausreichen kann, um eine sinnvolle interpolationsbasierte Reduktion zu
erzeugen. Baut man mittels des in Abbildung 7.17 dargestellten oberen Teils
der Losungskurve einen POD-Ansatzraum der Gréfse 8 auf und wéhlt die 3
ebenfalls abgebildeten Knoten, so ergibt sich eine Reduktion, deren Losungs-
gesamtheit in Abbildung 7.18 dargestellt ist. Die Verzweigung findet sich dabei
immer im Ansatzraum wieder, da dieser als linearer Unterraum die Nulll6sung
enthalt.

0.3 ‘ ‘ ‘
Volldimensionale Loesungskurve
0251 O Interpolationsknoten |

0.2

o
=
T

0.05f

0,

_0-05 L L L L
10 15 20 25 30 35

Abbildung 7.17: Oberer Teil der Losungskurve und Interpolationsknoten

Es zeigt sich also, dass die restriktiven Forderungen die gestellt wurden, um
die Existenz einer Losung der interpolationsbasierten Reduktion zu sichern, in
der Praxis nicht unbedingt erfiillt sein miissen, um gute Resultate zu liefern.
Das Verfahren lisst sich somit auf manche Probleme anwenden, die bei dessen
Entwicklung urspriinglich nicht in Betracht gezogen wurden.

Ergénzt man die urspriingliche Differentialgleichung um einen zweiten Pa-
rameter [ zu

{—Au = )\(U — u2 — 3u9 + UIO + /1/) in Q= (07 1)27 (7 3)

u=0 auf 002

so ist u = 0 fiir g > 0 keine Lésung mehr. Das diskretisierte Problem besitzt
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Abbildung 7.18: Approximation der Lésungskurve

nun keinen Bifurkationspunkt mehr und die Losungsmenge zerfallt in zwei Teil-
kurven. Der Ubergang von echten zu gestoérten Bifurkationspunkten und das
damit verbundene Aufbrechen der Losungskurven wurde zum Beispiel in [55]
untersucht. In Abbildung 7.19 sind die Losungskurven um den urspriinglichen
Birfuktationspunkt fiir eine Auswahl von Parametern u dargestellt.

Wie bei den vorherigen Beispielen wird die fiir p = 1.0 aufgebaute inter-
polationsbasierte Reduktion mit 3 Knoten verwendet. Es zeigt sich, dass die
Approximationen der linken Losungskurve das Verhalten der volldimensiona-
len Losungen gut approximieren, wie in Abbildung 7.20 dargestellt ist. Es ist
jedoch ohne Anpassung der Interpolationsknoten unméglich die rechten Lo-
sungskurven zu approximieren, da die Trager der Gewichtsfunktionen nicht
weit genug reichen.
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Kapitel 8

Abschlielsende Betrachtungen

Im Folgenden wird auf die Methode der empirischen Interpolation eingegangen,
die eine verbreitete Methode darstellt, den Rechenaufwand bei der Reduktion
grofser nichtlinearer Systeme, zu verringern. Es wird dargestellt, inwiefern diese
sich mit der interpolationsbasierten Reduktion bzw. allgemein auf die in dieser
Arbeit betrachteten Problemstellungen anwenden ldsst. Zudem werden noch
offene Fragen und Moglichkeiten zur Weiterentwicklung betrachtet.

8.1 Empirische Interpolation

Bei den globalen RB-Methoden ist die Verwendung der sogenannten empiri-
schen Interpolation weit verbreitet. Vor allem bei Problemen, bei denen die
Auswertung der zu reduzierenden Funktion kostenintensiv ist, hat sie sich als
hilfreich zur Verringerung des Rechenaufwandes gezeigt. Erstmals findet sich
die empirische Interpolation in [6] und wurde seit dem stetig weiter entwickelt,
|76, 40, 24, 22, 66| und auf die verschiedendsten nichtlinearen Probleme ange-
wendet, [69, 21, 18].

Es zeigt sich, dass sich die empirische Interpolation mit kleinen Abwand-
lungen auf die interpolationsbasierte Reduktion anwenden und sich so der Re-
chenaufwand noch einmal verringern lésst.

Die Grundidee besteht darin, den nichtlinearen Anteil das Ausgangspro-
blem selbst durch eine Approximation zu ersetzen. In dieser Arbeit beschrankt
man sich auf die diskrete Variante des Verfahrens nach [14], die nichtlineare
Probleme der Form

F(u()) = Au()\) + N(u(\))

betrachtet, wobei A den linearen und N den nichtlinearen Teil des Systems
bezeichnen. Es wird dabei, wie bei den Snapshot-Verfahren iiblich, davon aus-
gegangen, dass sich die Losung des parameterabhingigen nichtlinearen Systems
beziiglich A parametrisieren lasst.

123
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Im Folgenden wird eine Version der empirischen Interpolation fiir die in
dieser Arbeit betrachteten nichtlinearen Systeme der Form F(x) = 0 mit F :
R™™! — R" hergeleitet.

Dazu sei zunéchst F zerlegbar in einen linearen und einen nichtlinearen
Anteil:

F(x) = Ax + N(x).

Dies ist bei den in Kapitel 7 betrachteten Beispielen offenbar der Fall, da diese
Struktur sich gew6hnlich bei diskretisierten partiellen Differentialgleichungen
findet. Ist die Auswertung von F mit groffem numerischen Aufwand verbunden,
liegt dies am nichtlinearen Anteil N. Ziel ist es, diesen zu approximieren, was
in zwei Teilschritten geschieht.

Als erstes wird ein geeigneter Approximationsraum Q aufgebaut und als
zweites eine Auswahl von £ Indizes 6; € {1,...,n} zur Reduktion der Anzahl
der Gleichungen getroffen. Représentiert die Matrix Q den Raum Q und die
Projektionsmatrix P die ausgewiihlten Indizes (indem ihre Spalten aus den zu
den jeweiligen Indizes gehorenden Einheitsvektoren besteht), so ergibt sich die
Interpolation iiber

N(x) = Q(P"Q)'P"N(x).

Dabei reduziert sich die Rechenzeit dadurch, dass PTN(x) nur noch k Zeilen
besitzt, die Funktion IN also nur noch k-mal ausgewertet werden muss, wihrend
die Matrix Q(PTQ)™! nur einmal berechnet wird. Mit Blick auf eine Online-
Offline-Unterscheidung findet dieser Prozess also in der Offline-Phase statt.

Aufbau von Q

Als Ausgangssituation dient wieder eine Menge von Snapshots X = {x; :=
x(s;), i = 1,...,q} einer Losungskurve ¢ : S — R™" mit F(c(s)) = 0. Fiir
diese betrachtet man nun die Menge N = {n; := N(x;), i = 1,...,¢q}, die die
Funktionswerte des nichtlinearen Anteils in den Snapshots enthlt.

.....

n,, gesetzt. Im nachsten Schritt wird der Punkt aus N gesucht, der beziiglich

der || - [[2-Norm am weitesten von R(Q;) entfernt liegt, also
py = arg max ||ln; — Qi(Q7 Qi)' Qunyllz. (8.1)
Je{1,...q}

Dann wird q2 := n,, und Qy := (qi,q2) gesetzt. Dieser Vorgang wird bis
zu einer festgelegten Schrittzahl k fortgesetzt und Q := Qi = (qi,-..,qx)
definiert.

Aufbau von P

Im Raum Q wird eine Approximation des nichtlinearen Anteils N(s) gesucht,
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also eine Funktion g : S — R¥, sodass

N(c(s)) =~ Qg(s)

gilt. Der nichtlineare Anteil entlang der Losungskurve soll somit méglichst gut
approximiert wird. Da dieses System stets iiberbestimmt ist, werden k£ Indizes
v;,7 = 1,..., k ausgewahlt, fiir die gelten soll

Ny, (s) = (Qg(8))oyd = L. k.

Dies lésst sich mit der Matrix P = [ey,, ..., ey, ] (wobei e; den i-ten Einheits-
vektor beschreibt) dann schreiben als

P"N(c(s)) = P7Qg(s).

Zur Auswahl der ¥; wird der in [14] vorgestellte DEIM-Algorithmus verwendet.
Zunéchst setzt man ¢, = argmax;—1__, |(q1):|, sowie Q; = q1, P1 = ey,. Nun
16sen wir das Gleichungssystem

(P1TQ1)01 = P1TC11

-----

fiir den Vektor c; und definieren damit den Vektor r; := q; — Q1c1, der an der
Stelle 9, den Wert 0 hat. Im néchsten Schritt wird dann

Vo = argmax;—1__, |(r1);| und Qa2 = (q1,d2), P2 = (ey,, ey,) gesetzt. Das Ver-
fahren setzt man nun fort, bis man k Indizes 14, ..., 7} erhalten hat um dann
schlieflich P := Py = (ey,,...,€y,) zu definieren.

Somit ldsst sich nun eine Interpolation von N erzeugen, die entlang der Lo-
sungskurve c in den Zeilen 6, . .., 0, mit N(c(s)) iiberein stimmt. Angewendet
auf das Ausgangsproblem ergibt sich

F(x) = Ax + Q(PTQ)'P'N(x) = 0. (8.2)

Es gilt nun nicht mehr F(c(s)) = 0, sondern P"F(c(s)) = 0. Durch die Aus-
wahl der Indizes sind die nicht durch P représentierten Eintrige von F(c(s))
jedoch Kklein.

Die Verkniipfung dieses Verfahrens mit der interpolationsbasierten Reduk-
tion erscheint deshalb sinnvoll, weil beide eine Menge von Snapshots, also
Losungspunkten auf der Kurve ¢, verwenden um die jeweiligen Approximati-
onsrdume aufzubauen. Des Weiteren wurden in Kapitel 6.4.2 bereits Existenz-
aussagen bei der Verwendung inexakter Interpolationsknoten gemacht, also fiir
den Fall, dass die Funktionswerte in den verwendeten Knoten nicht 0 sind, aber
beliebig klein werden konnen. Die Ausgangssituation ist also vergleichbar mit
dem Ergebnis der empirischen Interpolation. Eine genauere Untersuchung be-
ziiglich hinreichender Bedingungen fiir die Losungsexistenz einer so reduzierten
Funktion steht noch aus.
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Bemerkung 8.1.1. Der beim Aufbau des Approximationsraums Q verwendete
Algorithmus entspricht im Wesentlichen dem Greedy-Algorithmus aus Kapitel
4.1. Alternativ kann auch das POD-Verfahren verwendet werden um anstel-
le einer Auswahl von k Vektoren der Menge N einen k-dimensionalen Raum
zu erzeugen, der N mdglichst gut approzimiert. In der Ursprungsarbeit [6], in
der die empirische Interpolation auf die noch nicht diskretisierte Ausgangs-
gleichung angewendet wurde, wurde fir den Greedy-Algorithmus die Lo,-Norm
verwendet. Da wm diskreten Fall jedoch orthogonale Projektionen verwendet
werden, ist es sinnvoll aus Konsistenzgrinden stattdessen die || - || Norm zu
verwenden. Zudem ist das Problem (8.1) fir die Mazimums-Norm nicht wohl-
definiert.

8.2 Weiterfiihrende Betrachtungen

Zum Ende einer Arbeit fithrt die tiefe Vertrautheit mit einem Thema oft dazu,
dass zahlreiche Erweiterungen auf der Hand zu liegen scheinen. Daher werden
nun hier einige sich aufdrangende mogliche Fortsetzungen der Untersuchungen
aufgelistet. Bevor dies geschieht, sei aber darauf verwiesen, dass die saubere
Behandlung dieser weiterfiihrenden Ideen bei genauer Betrachtung aufwindige
Analysen nach sich ziehen.

e Zunichst wird ein Blick auf die fiir die interpolationsbasierte Redukti-
on verwendeten Funktionen geworfen. In dieser Arbeit sind die Tréger
dieser Funktionen Kugeln im R"*!, deren Mittelpunkt in den Interpo-
lationsknoten liegt. Alternativ lassen sich die Tréger auch als Polytope
bestimmen (vergleiche [71]). Dabei kann die Ausdehnung des Trigers in
die einzelnen Raumrichtungen separat festgelegt werden (und nicht {iber
einen festen Radius). Dies hat den Vorteil, dass die u- und A-Komponente
von x = (u”,\)T € R getrennt voneinander betrachtet werden kon-
nen. Dies ist sinnvoll, da der Parameterraum A und der Losungsraum Y
physikalisch nichts miteinander zu tun haben und grofe Unterschiede in
den Skalierungen aufweisen konnen.

e Eine tiefer gehende Analyse der Auswahl der Interpolationsknoten kénn-
te die interpolationsbasierte Reduktion weiter verbessern. In dieser Ar-
beit wurden die Knoten entweder iiber einen Greedy-Algorithmus be-
stimmt oder gleichverteilt beziiglich des Parameters s gewahlt. Im Bei-
spiel aus Kapitel 7.2 wurde gezeigt, dass es manchmal zum Zerfallen
der Approximation der Losungskurve kommen kann, wenn zu wenige In-
terpolationsknoten verwendet werden. Es ist nicht auszuschlieften, dass
es Moglichkeiten der Auswahl der Interpolationsknoten gibt, die Eigen-
schaften der Losungskurve beriicksichtigt um das Zerfallen auch bei der
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Verwendung weniger Knoten zu vermeiden. Da man generell daran inter-
essiert ist, mit moglichst wenigen Knoten auszukommen, ist eine ndhere
Untersuchung, welche Punkte auf der Losungskurve sich gut als Interpo-
lationsknoten eignen, sinnvoll.

e In Kapitel 7 wurden zweiparametrige Systeme betrachtet und Beispiele
gezeigt, bei denen fiir einen festen Parameter aufgebaute Reduktionen
fiir Parameterstudien verwendet werden kénnen. Untersuchungen, inwie-
weit sich die Reduktion fiir Parameterbereiche, fiir die sie nicht direkt
weiter verwendet werden kann, kostengiinstig anpassen ldsst, konnten
zu einer zusatzlichen Verringerung der Rechenzeit fithren. Ziel sollte es
sein, mit moglichst geringem numerischen Aufwand, den Ansatzraum,
die Testrdume und die Interpolationsknoten anzupassen.

e Schliefslich bedarf es noch einer genaueren Untersuchung der Verkniip-
fung der interpolationsbasierten Reduktion mit der empirischen Interpo-
lation aus Kapitel 8.1. Zwar wurde die Grundlage durch die Anpassung
des Verfahrens an allgemeine nichtlineare Probleme geschaffen, ein Satz
analog zu den Existenzsatzen aus Kapitel 6 existiert jedoch noch nicht.
Wihrend Beriihrungs- und Verbindungspunkte beider Ansétze ganz of-
fensichtlich erscheinen, wére fiir eine wirkliche Hybridmethode erhebliche
Arbeit zu leisten. Auch wenn die feste Uberzeugung besteht, dass solch ei-
ne Verbindung die Vorteile beider Methoden erben konnte, miissen diese
Konstruktionen deshalb spateren Untersuchungen vorbehalten bleiben.
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