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Nomenklatur

Formelzeichen
Symbol Einheit Beschreibung
a* m? /s Temperaturleitfihigkeit, a* = \*/(p* c})
ay m? /s Turbulente Temperaturleitfahigkeit
A* m? Fliche
A(Pr) - Parameter in George & Capp (1979)
BT Konstante, BT = 5,0
B(Pr) - Parameter in George & Capp (1979)
o J/ (kg K) spezifische isobare Wirmekapazitit
cr - Konstante in der GGDH
C - Konstante, C' = 0,427
C - Konstante, C = 0,0126
C*(Pr) - Parameter im logarithmischen Temperaturprofil bei erzwun-
gener Konvektion
D~ m Durchmesser
D - Konstante, D = 1,93
D - Konstante, D= 5,22
E - Parameter, £ = 0,49 - OU* /0y* |, — 2,27
F - Parameter, F' = 1,28 - U /0y* |, — 1,28
g* m/s? Betrag des Erdbeschleunigungsvektors
g m /s? Erdbeschleunigungsvektor
G - Konstante, G = 0,1
Gr - Grashof-Zahl, Gr = ¢g*3*AT*h*3/(v*?)
h* m Plattenabstand
H - Parameter, H = 3,43 — 14,94 - Ra~/*
H - blending-Parameter fiir die gemischte Konvektion
k* m?/s? Kinetische Energie der turbulenten Schwankungsbewegung
kX m Oberflachenrauheit
kX - Dimensionslose Oberflichenrauheit, k2 = k¥ /5%,
K, - Parameter, K, = T /pl - Op/0T*|o
K, - Parameter, K, = T /5 - Op /0T
K, - Konstante in George & Capp (1979)
K, - Konstante in George & Capp (1979)
I* m Bezugsldnge in George & Capp (1979)
Lr m Seitenlédnge



vi NOMENKLATUR

Nu - Nufelt-Zahl, Nu = h*/AT* - |0T* /0y*|.

p* kg/(ms?)  Druck

Pr - Prandtl-Zahl, Pr = v*/a*

q* W /m? Wirmestromdichte

Ra - Rayleigh-Zahl, Ra = ¢*3*AT*h*3/(v*a*)

Re - Reynolds-Zahl, Re = u*h* /v*

Ri - Richardson-Zahl, Ri = Gr/Re?

t S Zeit

tr S Charakteristische Zeit fiir die natiirliche Konvektion, ¢} =
0" fug

t* - Dimensionslose Zeit fiir die natiirliche Konvektion, t* =
)t

T* K Temperatur

Tr K Charakteristische Temperatur fiir die natiirliche Konvekti-
on, T¢ = (a**|0T* /0y*[}, / (g"5°))"/*

T%. K Charakteristische Temperatur fiir die Rayleigh-Bénard Kon-
vektion, T3, = (a*v* |97 /0y"[2, / (g 3°))/*

T K Charakteristische Temperatur fiir die erzwungene Konvek-
tion, T7 = |q3 /(" cju)

T(t%) K Zeitlich verdnderliche Temperatur

T (t) K Turbulente Temperaturfluktuation

u* m/s Zeitgemittelte Geschwindigkeitskomponente parallel zur
Wand

u;, m/s Bezugsgeschwindigkeit fiir die natiirliche Konvektion, u} =
(4°B°T) /("0 |9y |2)

ur m/s Bezugsgeschwindigkeit fiir die erzwungene Konvektion, u} =
arirs

uy m/s Relativgeschwindigkeit zwischen zwei Platten (Couette-
Strémung)

ut - Dimensionslose Geschwindigkeitskomponente parallel zur
Wand fiir die erzwungene Konvektion, ut = u*/u*

w*(t*) m/s Zeitlich verdnderliche Geschwindigkeit parallel zur Wand

u (t*) m/s Turbulente Geschwindigkeitsfluktuation parallel zur Wand

U~ - Dimensionslose Geschwindigkeitskomponente parallel zur
Wand, U* = u*/u

v* m/s Zeitgemittelte Geschwindigkeitskomponente normal zur
Wand

(") m/s Zeitlich verdnderliche Geschwindigkeit normal zur Wand

v (1) m/s Turbulente Geschwindigkeitsfluktuation normal zur Wand

T* m Koordinate parallel zur Wand

y* m Koordinate normal zur Wand

y" - Entdimensionierter Wandabstand fiir die erzwungene Kon-
vektion, yt = y*ul /v*

y* - Entdimensionierter Wandabstand fiir die natiirliche Konvek-
tion, y* = y*/o*

] - Zwischenkoordinate fiir die natiirliche Konvektion, y =

y*/(h*(l—a)é*oz)



NOMENKLATUR

vii

Zwischenkoordinate fiir die erzwungene Konvektion, g, =
y* /(i 0=2)6:)

Entdimensionierter Wandabstand fiir Rayleigh-Bénard Kon-
vektion, v, = y*/0%.

Zwischenkoordinate fiir die Rayleigh-Bénard Konvektion,
g=y /(W1 e)

rbc

Griechische Symbole

Symbol Einheit Beschreibung

« - Exponent der Zwischenkoordinate, 0 < a <1

Qomn W/(m?K) (Konvektiver) Wirmeiibergangskoeffizient

B* K1 Thermischer Ausdehnungskoeffizient

B, B - Konstanten im k-w-Turbulenzmodell

0* m Charakteristische Bezugslange fiir die natiirliche Konvekti-
on, §* = T*|0T* ) dy*| ;!

or m Charakteristische Bezugsldange fiir die erzwungene Konvek-
tion, 0, = ui|ou*/Oy*|,}

e m Charakteristische Bezugslidnge fiir die Rayleigh-Bénard

Konvektion, 6%, = T4 |0T* /0y*| .t

AT K Temperaturdifferenz

€ - Emissionsgrad

n - Dimensionsloser Wandabstand, n = y*/h*

r - Seitenverhéltnis I' = L*/h* bzw. I' = D*/h*

K - von-Karman Konstante, k = 0,41

Ko - Konstante, kg = 0,47

A* W/(mK)  Wirmeleitfihigkeit

wt kg/(ms) Dynamische Viskositét

v* m? /s Kinematische Viskositét, v* = p*/p*

v m?/s Wirbelviskositit, v} = —u*v*' /|0u* /Oy*|

w* st Dissipationsrate

Y - blending-Paramter fiir die gemischte Konvektion

p* kg/m3 Dichte

Ok, Oy - Konstanten im k-w-Turbulenzmodell

oy - Turbulente Prandtl-Zahl, oy = v} /a}

T* kg/(ms®)  Schubspannung

T kg/(ms®)  Wandschubspannung

I* °C Celsius-Temperatur

e - Dimensionslose Temperaturdifferenz fiir die natiirliche Kon-
vektion, ©* = (1) —T%) /T

O - Dimensionslose Temperaturdifferenz fiir die Rayleigh-
Bénard Konvektion, © . = (T —T%)/T},.

Chs - Dimensionslose Temperaturdifferenz fiir die erzwungene

Konvektion, ©F = (T — T*) /T



viii NOMENKLATUR
Indizes

0 Bezugszustand (77)

c natiirliche Konvektion an vertikalen Wanden

e erzwungene Konvektion

f fiktiv

i inner layer in George & Capp (1979)

k gekiihlte Wand (k = kalt)

konv konvektiv

log in der Uberlappungsschicht

m mittlere

mol molekularer Anteil

0 outer layer in George & Capp (1979)

rad durch Strahlung

rbe Rayleigh-Bénard Konvektion

turb turbulenter Anteil

visk in der viskosen Unterschicht

w beheizte Wand (w = warm) bzw. Wand im Allgemeinen

x In z-Richtung bzw. mit x* gebildet

00 extrapolierte Werte fiir Ra — oo

Typographische Konventionen

Es werden folgende typographische Konventionen eingefiihrt.

Dimensionsbehaftete Gréfen werden durch einen Stern gekennzeichnet, Beispiel: y*.

e Dimensionslose Gréfen werden ohne Stern angegeben, Beispiel: 7.

e Dimensionslose Kennzahlen werden nicht kursiv geschrieben, Beispiel: Re.

Die Gleichungen werden im Allgemeinen durchgehend nummeriert, wobei die erste

Zahl das Kapitel kennzeichnet, Beispiel: (2.14).



Kapitel 1

Einleitung

Die natiirliche Konvektion ist eine Stromungsform, die sowohl in der Natur vorkommt,
z.B. bei Stromungen in der Atmosphire oder bei Meeresstromungen, als auch in tech-
nischen Anwendungen, z.B. bei der Klimatisierung von Ridumen oder bei der Kiihlung
elektronischer Bauteile. Sie tritt auf, wenn in einem Fluid, das sich in einem Schwere-
feld befindet, Dichteunterschiede vorliegen. Es wirken dann Auftriebskrifte, die zu einer
Stromung fithren. Die Dichteunterschiede im Fluid werden in den meisten Fallen durch
das Temperaturfeld vorgegeben, welches somit die Ursache fiir die Stromung darstellt.
Das Geschwindigkeitsfeld ist also unmittelbar an das Temperaturfeld gekoppelt und kann
nicht mehr unabhéngig (vom Temperaturfeld) bestimmt werden. Die beschreibenden Glei-
chungssysteme werden aufwendiger und die numerische Simulation gestaltet sich schwie-
riger als im Falle der erzwungenen Konvektion.

In der vorliegenden Arbeit wird die turbulente natiirliche Konvektion untersucht, al-
so fiir den Fall grofer Werte der Grashof- bzw. Rayleigh-Zahl. Es wird hierbei zwischen
natiirlicher Konvektion an vertikalen Wanden und Rayleigh-Bénard Konvektion, bei der
sich das Fluid zwischen zwei horizontalen Platten unterschiedlicher Temperatur befindet,
unterschieden. Dies ist notwendig, da fiir den Fall der vertikalen Wand die Erdbeschleu-
nigung parallel zur Wand wirkt und somit die Stromungsrichtung (parallel zur Wand)
fiir das Fluid vorgegeben ist. Fiir die Rayleigh-Bénard Konvektion steht der Erdbeschleu-
nigungsvektor senkrecht auf den begrenzenden Winden und es gibt keine bevorzugte
Stromungsrichtung.

Fiir beide Fille der natiirlichen Konvektion gibt es bisher in der Literatur keine Theorie,
mit der die Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile in Wandnéhe zufriedenstellend be-
schrieben werden konnen. Deshalb soll in dieser Arbeit die turbulente natiirliche Konvek-
tion mit Hilfe der Asymptotik untersucht werden, die sich fiir die erzwungene Konvektion
bewihrt hat, siehe z.B. Gersten & Herwig (1992) und Schlichting & Gersten (2000). Ziel
ist es, fiir die natiirliche Konvektion theoretisch begriindete Temperatur- und Geschwin-
digkeitsprofile anzugeben, die in Wandnéhe universell giiltig sind. Hiermit ist es moglich,
7.B. Nulselt-Beziehungen fiir den Warmeiibergang aufzustellen oder die universellen Pro-
file als sog. Wandfunktionen in CFD-Codes zu implementieren.

Bei der asymptotischen Analyse der natiirlichen Konvektion wird die Stromung fiir sehr
hohe Rayleigh-Zahlen (Ra — oo) untersucht. Es kann eine Zwei-Schichten-Struktur der
Stromung identifiziert werden, die aus einer Wand- und einer Aufsen- bzw. Kernschicht

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

besteht. Durch ein sog. Anpassen der Gradienten zwischen diesen beiden Schichten kénnen
universelle Profile ermittelt werden, die fiir Ra — oo giiltig sind. Allerdings kann dieser
Grenzfall in der Realitdt nicht erreicht werden, da in Experimenten oder Simulationen
nur endliche Rayleigh-Zahlen realisiert werden konnen. Die Profile, die fiir Ra — oo
giiltig sind, stellen jedoch sehr gute Ndherungen fiir endliche, aber hohe Rayleigh-Zahlen
dar. Die Ubereinstimmung nimmt aufgrund der gewihlten Vorgehensweise fiir steigende
Rayleigh-Zahlen zu. Somit kénnen die Ergebnisse, die fiir den theoretischen Grenzfall
unendlicher Rayleigh-Zahlen erhalten wurden, auch fiir konkrete Probleme bei endlichen
Werten benutzt werden.

Kapitel [2 gibt eine Wiederholung einiger Grundlagen der Stromungsmechanik an, wie
z.B. Grundgleichungen und Boussinesq-Approximation. Anschliefend wird aufgezeigt, wie
man mit Hilfe der Asymptotik das bekannte logarithmische Wandgesetz herleiten kann,
das als (Geschwindigkeits-) Wandfunktion in allen CFD-Codes benutzt wird.

In Kapitel |3 wird die turbulente natiirliche Konvektion mit Hilfe der Asymptotik ana-
lysiert. Die erhaltenen Profile werden anschliefsend mit Messdaten aus der Literatur ver-
glichen. In Kapitel |4 werden die neuen universellen Profile als Wandfunktionen in einen
CFD-Code implementiert, so dass die natiirliche Konvektion auch auf groben Gittern
berechnet werden kann. Mit den neuen Wandfunktionen ist es nicht mehr notwendig,
die viskose Unterschicht mit extrem feinen Gittern in Wandnéhe aufzulGsen, wie es mit
kommerziellen CEFD-Codes zur Zeit iiblich ist.

Die Rayleigh-Bénard Konvektion wird in Kapitel 5 untersucht. Hierbei wird vom Ideal-
fall der Rayleigh-Bénard Konvektion mit unendlich ausgedehnten Platten ausgegangen,
bei dem das Fluid ,zufallig® strémt und keine zeitgemittelten Geschwindigkeiten auftre-
ten. Es muss also nur die Energiegleichung analysiert werden, aus der ein universelles
Temperaturprofil hervorgeht. Dies kann in eine Nufselt-Rayleigh Korrelation fiir den Wir-
meiibergang bei der Rayleigh-Bénard Konvektion umgeschrieben werden, fiir den es in
der Literatur eine Vielzahl an Studien zum Vergleich gibt.

Kapitel 6/ bietet einen Ausblick, wie die gefundenen Ergebnisse zur Beschreibung ge-
mischter Konvektion benutzt werden konnten.



Kapitel 2

Grundlagen

Dieses Kapitel soll eine kurze Wiederholung wichtiger stromungsmechanischer Grundlagen
sein. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet man z.B. in Gersten & Herwig (1992), Herwig
(2002), Schlichting & Gersten (2000) und Herwig (2004).

Im Folgenden werden die Grundgleichungen zur Beschreibung von zweidimensionalen
Stromungen angegeben (Abschnitt 2.1) und die Boussinesq-Approximation vorgestellt,
mit der die Impulsgleichungen fiir die natiirliche Konvektion vereinfacht werden konnen
(Abschnitt 2.2)). Anschliefend wird in den Abschnitten 2.3] und 2.4] gezeigt, wie man
mit Hilfe von asymptotischen Uberlegungen das logarithmische Wandgesetz und das zu-
gehorige Temperaturprofil fiir die erzwungene Konvektion herleiten kann. Dies soll die
Ahnlichkeit der Herleitung der Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile fiir den Fall der
natiirlichen Konvektion an vertikalen Winden in Kapitel 3 verdeutlichen.

2.1 Bilanzgleichungen

Zur allgemeinen Beschreibung turbulenter Strémungen mit Warmeiibergang wird haufig
eine Zeitmittelung vorgenommen. Das Stromungsfeld' @*(¢*) wird in einen mittleren Anteil
u* und einen zeitlich schwankenden Anteil u*'(t*) aufgespalten:

t5+AL

1
B = () mit = / () dt* (2.1)
to
Analoges gilt fiir das Temperaturfeld 7 (*):
t5+At*
A 1 ~
P =TTV mit 7= / ()t (2.2)

!Hier sei beispielhaft die z-Komponente der Geschwindigkeit betrachtet. Die Zeitmittelung gilt analog
fiir die y-Komponente 9*(t*) = v* 4+ v*'(t*).
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Zeitliche Mittelwerte von Schwankungsgréfen, z.B. der Reynolds-Spannung —u*v*/; sind
definiert als

to+AL*
—_— 1
—uvt = N / u* (%) - oM (¢)dt* (2.3)

)

Desweiteren wird die substantielle Ableitung D.../Dt* benutzt, fiir die im ebenen Fall gilt

D. 8. 0. 0.
: ey 2.4
e~ o o TV By (24)

Zur Bestimmung der zeitgemittelten Grofen stehen die Kontinuitdtsgleichung, die Navier-
Stokes Gleichungen und die Energiegleichung zur Verfiigung. Da in den anschliefenden
Kapiteln nur ebene Stromungsfille vorkommen, werden die Gleichungen hier in zweidi-
mensionaler Form angegeben. Fiir die dreidimensionalen Gleichungen und eine allgemeine
Herleitung der Gleichungen sei z.B. auf Herwig (2002) verwiesen.

Kontinuititsgleichung:

op" | Olp™r) | O(p™”)
ot* ox* oy*

=0 (2.5)

Navier-Stokes Gleichungen:

Dut *_Op*+ 0 Lou* N 0 Lou*
Ppp = P9 g T o \M 9re oy* a oy*

o2 Qurv
—p* 2.6
p [ o T o ] (2.6)
D n 0 , OV n 0 L ov*
Por = P oy*  Ox* e oy* a oy*
uv  Qu?
—p* 2.7
P [ oxr* * oy* (2.7)
Thermische Energiegleichung (Temperaturform):
, DT 0 LoT* N 0 LoT* . . | O T N ov*'T* Lot (28)
c = —pc :
P D ~ o ox* oy* y* Pl O oy*

Hierbei ist ®* die Dissipation (siehe z.B. Herwig (2002)), die im folgenden vernachlissigt
werden kann.

In den Gleichungen (2.5)-(2.8)) treten die turbulenten Zusatzterme (—u*v* und —v*'T*')
auf, die zur Berechnung eines konkreten Problems durch eine geeignete Turbulenzmodel-
lierung bestimmt werden miissen (Schlieffungsproblem).
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2.2 Boussinesq-Approximation

Die in den folgenden Kapiteln zu untersuchende natiirliche Konvektion wird durch Dichte-
unterschiede im Fluid hervorgerufen. Sie kommt somit durch den Einfluss verdnderlicher
Stoffwerte zustande (Dichte p* # const aufgrund von T* # const). Wird die Dichte in
allen Termen von Gleichung (2.6) als konstant angenommen, so wirken keine Auftriebs-
krafte und das Fluid bleibt in Ruhe. Der Einfluss der Dichteinderungen muss also in der
Impulsbilanz erfasst werden.

Treten im Fluid nur kleine Temperaturdnderungen (und somit nur kleine Dichteun-
terschiede) auf, so kann die Boussinesq-Approzimation zur Beschreibung der Strémung
benutzt werden. Die Vorgehensweise sei anhand einer beheizten Wand nach Abbildung
2.1l aufgezeigt, an der sich eine Grenzschicht ausbildet.

\
beheizte Grenz- | ungestorter
Wand schicht | Aufenbereich
\
\
T 15, p5
\
\
\
g o,
— op* e
. | ax* - g IOO
x
y*

L

Abbildung 2.1: Ausbildung einer Grenzschicht an einer beheizten vertikalen Platte (na-
tiirliche Konvektion).

Es wird hier die fiir Grenzschichten {ibliche Annahme getroffen, dass Gradienten senk-
recht zur Wand sehr viel grofer sind als entlang der Wand (0.../dy* > 0.../0z*). Unter

Vernachlissigung der Reynolds-Spannungen und mit g; = —g¢* kann die z-Impulsbilanz
(2.6) innerhalb der Grenzschicht geschrieben werden als
Du* op* 0 ou*
P D P9~ g * dy* <,u 0y*) (2:9)

Zunichst soll der Druckgradient dp*/0z* betrachtet werden. Es kann allgemein fiir
Grenzschichten gezeigt werden, dass sich die y-Impulsgleichung (innerhalb der Grenz-
schicht) zu dp*/0y* = 0 vereinfacht, d.h., dass der Druck in der Grenzschicht durch die
Auflenschicht aufgeprigt wird. So gilt z.B. entlang der gestrichelten Linie in Abbildung
2.1]

op*
=—g"py- 2.10
In der (ruhenden) Aufenschicht nimmt der Druck also linear mit der Héhe ab. Somit gilt:
op*

Py =5 =—90" —m) (2.11)
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Der Einfluss verdnderlicher Stoffwerte soll durch Taylorreihenentwicklungen bis zum
linearen Term beriicksichtigt werden:

Op* 15 Op* " - 1§
T = it g =T a0 2 | (2:12)
———
=K,
ou* T3 op* | T =1y
w (T = g+ — - (T* —=T5) = g <1 +— . ” (2.13)
C T, 0 0 uy 0T g T
=K,

Hierbei wurden die dimensionslosen Parameter K, und K, fiir die Dichte bzw. die Vis-
kositdt eingefiihrt, um variable Stoffwerte zu beriicksichtigen. Der Parameter K, kann
alternativ mit Hilfe des thermischen Ausdehnungskoeffizienten 5* ausgedriickt werden

1 9p*
K,=-p"Tfy mit §"=-— : (2.14)
P 0 ok oT* T

Der Term —g*(p* — pj) aus Gleichung kann also geschrieben werden als

* *

- g (p _Po) = —pog K, T ¢ = o9 B (T _To)- (2-15)
0

Die Impulsbilanz fiir variable Stoffwerte lautet damit:

T — 1T\ Du*
0( P TO Dt 0 0
0 T —1T5 ] ou*
— 1+ K, ——0 ] — 2.16
o (0 |1+ 8 ) (219

Gleichung (2.16) kann nun in eine entdimensionierte Form gebracht werden. Dabei wird
die gleiche Entdimensionierung wie spéter in Kapitel 3 benutzt. Es soll hier lediglich das
Ergebnis angegeben werden, zu Details der Entdimensionierung sieche Anhang

1 T* —T*\ DU*
— 1+ K 0 = OX -6
Pr2(+p Ty )DtX N
Auftriebsterm
d T —T*] oU>
1+ K 0 217
*aqu* TG }ayx) (217)

Im Auftriebsterm tritt der Parameter K, bzw. der thermische Ausdehnungskoeffizient 3*
aufgrund der gewihlten Entdimensionierung nicht mehr explizit auf.

Sind nun die Temperaturunterschiede im Fluid klein gegeniiber der Bezugstemperatur,
also (T* —=T%) /Ty — 0, so gilt

lim (1 + Kp—o) =1 und lim (1 + KM—O) =1 (2.18)

T T * T* T *
TQHO TO TQ—@ TO

0 0
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und die dimensionslose Impulsbilanz lautet
1 DU~ 0*U*
——— = OF —0" +
Pr2 Dtx —_—— dy*?

Auftriebsterm

(2.19)

Zur besseren Anschauung sei zusétzlich die dimensionsbehaftete Form der Implusgleichung
bei natiirlicher Konvektion unter Verwendung der Boussinesq-Approximation angegeben

Du* {8%*}

D= BT~ 1) 4
—_—
Auftriebsterm

e (2.20)

Aus asymptotischer Sicht haben die Einfliisse variabler Stoffwerte unterschiedliche Gro-
fsenordnungen. Im Auftriebsterm ist der Einfluss von fithrender Ordnung und muss des-
halb beriicksichtigt werden (nur so kommt tiberhaupt eine Strémung zustande). In den
anderen Termen sind die Einfliisse von hoherer Ordnung und kénnen deshalb gegeniiber
demjenigen der fithrenden Ordnung vernachléssigt werden. Gleichzeitig ist erkennbar, wie
eine Erfassung auch von FEinfliissen héherer Ordnung systematisch moglich ist, indem
entsprechende Terme Beriicksichtigung finden.

2.3 Logarithmisches Wandgesetz der erzwungenen Kon-
vektion

Es soll eine kurze Herleitung des logarithmischen Wandgesetzes fiir die erzwungene Kon-
vektion angegeben werden. Dies soll fiir die nachfolgenden Kapitel verdeutlichen, dass
man die natiirliche Konvektion mit analogem Vorgehen analysieren kann und so univer-
selle Profile erhilt.

Der Ausgangspunkt fiir die Herleitung des logarithmischen Wandgesetzes ist eine ebene
turbulente Couette-Strémung zwischen zwei unendlich ausgedehnten parallelen Platten,
bei der sich eine Platte mit der Relativgeschwindigkeit w* bewegt, siehe Abbildung 2.2.
Die Stromung kann mit Hilfe der Reynolds-Zahl Re charakterisiert werden, fiir die gilt

* ]k
urh

V*

Re =

(2.21)

Da es sich bei unendlich ausgedehnten Platten um eine eindimensionale Strémung han-
delt, vereinfacht sich die z-Impulsgleichung und man findet, dass die Schubspannung 7*,
die sich zusammensetzt aus einem molekularem Anteil 77 ;, und einem turbulenten Anteil
7/, liber der Kanalhohe h* konstant ist

T—* = TL*OZ + T—t* = T—:’f =const < UV* u* —u¥v¥ = v* u* . (2.22)
Pt ptp dy I |

Somit ist die Wandschubspannung eine im ganzen Stromungsgebiet charakteristische Gro-
fse. Sie wird benutzt, um eine Bezugsgeschwindigkeit, die sog. Wandschubspannungsge-
schwindigkeit u, zu definieren

*
T

Y (2.23)

*

I

. ou*
wt=4lv
T ay*

w
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*

X

Abbildung 2.2: Ausschnitt aus einer ebenen turbulenten Couette-Stromung zwischen
zwei unendlich ausgedehnten parallelen Platten mit Relativgeschwindigkeit u;. Dargestellt
sind die Verteilung der Schubspannung 7* iiber den Querschnitt (7* = const) und das
zeitgemittelte Geschwindigkeitsprofil u*.

Im Allgemeinen kann die mittlere Stromungsgeschwindigkeit «* nun als Funktion des
Wandabstandes y*, der Kanalhdhe h*, der Viskositdat v* und der Wandschubspannungs-
geschwindigkeit u} ausgedriickt werden

ut = f(y", b vtul) (2.24)

oder alternativ auch mit dem Geschwindigkeitsgradienten an der Wand

Ou” w) . (2.25)

y*

Da es sich um eine turbulente Stromung handelt, weist das Stromungsfeld eine Zwei-
Schichten-Struktur auf, sieche Abbildung/2.3. Es gibt eine Wandschicht, in der sowohl die
molekulare als auch die turbulente Schubspannung (7, und 7;*) von Bedeutung sind, und
eine vollturbulente Aufienschicht, in der nur die turbulente Schubspannung 7;* beriick-
sichtigt werden muss. Diese beiden Schichten besitzen keine klare Abgrenzung, sondern es
gibt eine Uberlappungsschicht, in der sowohl die Wandschicht als auch die Aufenschicht
eine giiltige Beschreibung darstellen.

u*:f(y*7h*7u;k"

2.3.1 Wandschicht

Im asymptotischen Grenzfall Re — oo weist die Stromung eine Singularitit an der Wand
auf, da die Dicke der Wandschicht 4} gegen Null strebt

lim -% = 0. (2.26)

Der Index e soll im folgenden benutzt werden, um anzudeuten, dass es sich um eine
Grofe bei erzwungener Konvektion handelt. Nach Gleichung (2.26) kann der Plattenab-
stand h* in der Wandschicht also keine Einflussgrofse sein und die Geschwindigkeit kann
ausgedriickt werden durch:

oy*




2.3. LOGARITHMISCHES WANDGESETZ 9

turbulente Auflenschicht

Y= e
Uberlappungs- .
schicht — Wandschicht
Y — e T y+

Abbildung 2.3: Zwei-Schichten-Struktur einer turbulenten Couettestromung.

Um eine Beschreibung des Wandabstandes in der Wandschicht zu finden, die fiir Re — oo
nicht entartet, ist ein Maf fiir die Dicke der Wandschicht notwendig. Ein sinnvolles Maf
hierfiir ist der Abstand, bei dem die Wandschubspannungsgeschwindigkeit bei linearem
Geschwindigkeitsverlauf erreicht wird

* *

5 = ur v
©Tour/oyT,  wr

T

(2.28)

Hiermit kann ein entdimensionierter Wandabstand y™ = y* /0 eingefiihrt werden, fiir den
gilt

lim = =O(1) fiir y* — 0. (2.29)

Somit kann fiir die Wandschicht eine dimensionslose Beschreibung mit «™ = u*/u* ange-
geben werden:

w=t i (5) =1 (%) =1 6) (2.30)

I/*

2.3.2 Aullenschicht

Da die Aufenschicht vollturbulent ist, sind Wandgréfen ohne Einfluss. Somit ist der
Geschwindigkeitsgradient an der Wand keine Einflussgréfte und der funktionale Zusam-
menhang lautet

ut = f(y*, h* ul) (2.31)
oder in dimensionsloser Form mit n, = y*/h*
N u* y*
e Z ) = f(no). 2.32
w= f ( h*) f(ne) (2.32)

In beiden Schichten kann die Geschwindigkeit u* mit der Wandschubspannungsge-
schwindigkeit u) entdimensioniert werden, da sie im gesamten Stromungsgebiet giiltig
ist und das Geschwindigkeitsprofil keine Singularitit aufweist.
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2.3.3 Uberlappungsschicht

Zwischen der Wand- und der Aufienschicht existiert eine Uberlappungsschicht, in der die
Stromung sowohl durch die Wandschicht (y*) als auch durch die Aufenschicht (7.) be-
schrieben werden kann. Es ist somit moglich, ein Anpassen der Gradienten vorzunehmen,
fiir Details siehe z.B. van Dyke (1964). Hierbei muss der Gradient in der Wandschicht fiir
yT — oo gleich dem Gradienten in der Aufenschicht fiir n, — 0 sein. Dieses Anpassen
der Gradienten wird in einer sogenannten Zwischenkoordinate 1. durchgefiihrt.

A y* h* o y*
=L () Y 2.33
Y h* <6;k> h*(l—a)é:a ( )

mit 0 < a < 1. Hierbei ist der genaue Wert von « nicht notwendig. Es reicht aus zu
wissen, dass 9, = y* fiir « = 1 und g, = 7, fiir = 0, d.h. dass g, immer zwischen 7,
und y* liegt.

Die Anpassungsvorschrift lautet nun:

out out (vt Oyt hr(—a) gxa 9 (4t

U i (y )LA: lim v ) (2.34)
8ye yt—oo 8y+ 8ye yt—oo (SZ 8y+

+ + *x(1—a) S*a +
Ty L) One gy WO Out () (2.35)
0Ye ne—0  One  O0Ye  me—0 h* one

Gleichsetzen der beiden Gleichungen liefert

. 1 out(y™) .1 out(n.)

lim ———= = lim — -y
y+1Lnoo or Oyt ne—0 h* e Y

. dut(yh) - Out(ne)

- _ e

Jim v UG = i 5 (239

Gleichung (2.36) kann nur erfiillt werden, wenn die beiden Seiten der Gleichung konstant
sind, da y* — oo und 7, — 0 gilt (Separationsansatz). Es folgt also fiir die Geschwindig-
keit

ou't(y* 1
yliinoo y+%§i) = = const. (2.37)
. Out(y") 1
yllinoo o (2.38)
1
yliinoo ut = - In(y") + BY. (2.39)

Gleichung (2.39) ist das bekannte logarithmische Wandgesetz mit der von-Karman-Kon-
stanten £ = 0,41 und Bt = 5,0 (fiir die hydraulisch glatte Wand), die durch Vergleich
mit Messdaten bestimmt wurden.

Es gibt allerdings in der Literatur noch einen Disput, ob anstelle des logarithmischen
Profils nicht ein Potenzgesetz zur Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes in Wandnéhe
notwendig ist, siehe hierzu Barenblatt (1993a,b). Allerdings sprechen aktuelle Experimen-
te wie z.B. von Zanoun, Durst & Nagib (2003), die mit grofer Genauigkeit durchgefiihrt
wurden, fiir ein logarithmisches Verhalten. Somit kann das logarithmische Wandgesetz
(und damit auch die hier gezeigte Herleitung) als eine sehr gute Ndherung zur Beschrei-
bung der Strémung angesehen werden, auch wenn seine Richtigkeit nicht ,bewiesen” wer-
den kann.
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2.3.4 Viskose Unterschicht

Direkt an der Wand existiert eine viskose Unterschicht, die Bestandteil der Wandschicht ist
und in der die turbulenten Fluktuationen durch den Einfluss der Wand geddmpft werden.
Somit faillt die Reynolds-Spannung —u*'v*" in Gleichung (2.22) weg und sie vereinfacht
sich zu:

ou* ou* ou*
oder in dimensionsloser Form
ut =yt (2.41)

Es liegt somit in der viskosen Unterschicht ein lineares Geschwindigkeitsprofil vor.

2.3.5 Messdaten

Abbildung 2.4/ zeigt eigene Messdaten, die am Institut fiir Thermofluiddynamik an einer
tiberstromten Platte mit einem Laser-Doppler-Anemometer (LDA) aufgenommen wurden.

30

10 : 1

O ‘ l l
10" 10° 10°
y+

Abbildung 2.4: Vergleich von eigenen Messdaten (o) mit dem logarithmischen Wandge-
setz (— — —) nach Gleichung (2.39) und dem linearen Profil in der viskosen Unterschicht
(---) nach Gleichung (2.41).
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Hierbei wurde die Wandschubspannung nicht direkt bestimmt, da es mit der verwen-
deten Messtechnik nicht moglich ist, die viskose Unterschicht aufzultsen, die hier als ge-
punktete Linie dargestellt ist. Es wurde vielmehr angenommen, dass der vierte Messpunkt
dem logarithmischen Wandgesetz folgt; die Wandschubspannung wurde also indirekt er-
mittelt. Es ist zu sehen, dass die weiteren Messpunkte sehr gut mit dem logarithmischen
Wandgesetz iibereinstimmen, das hier als gestrichelte Linie angegeben ist. Fiir y™ > 300
ist der Ubergang in die ungestérte Aufenstrémung zu erkennen.

2.4 Temperaturprofil der erzwungenen Konvektion

Fiir die erzwungene Konvektion kann mit Hilfe der Asymptotik auch ein universelles
Temperaturprofil hergeleitet werden. Dazu wird wieder eine Couette-Stromung betrachtet,
diesmal zusidtzlich mit unterschiedlich temperierten Wianden. Aufgrund der unendlich
ausgedehnten Winde ist das Temperaturfeld eindimensional und die Wérmestromdichte
ist iber der Kanalhohe h* konstant. Sie setzt sich zusammen aus einem molekularen Anteil
¢, und einem turbulenten Anteil ¢;,,, und ist gleich der Wandwérmestromdichte

q* = q;ol + qt*urb = q'fu (242)

Mit dieser Wandwéarmestromdichte ¢ und der Wandschubspannungsgeschwindigkeit u}
wird eine Bezugstemperatur 77 und eine dimensionslose Temperaturdifferenz ©F einge-
fiihrt

bt 3 T* _ T*
T = G| und (SR —

T Tk kg % *
preyuy T

(2.43)

Durch ein Anpassen der Temperaturgradienten in der Uberlappungsschicht erhilt man
erneut ein logarithmisches Profil, siehe Gersten & Herwig (1992).

lim ©F = S In(y") + C*(Pr). (2.44)

yt—o0 Ko

Hierbei ist kg = 0,47 und die Integrationskonstante C*(Pr) ist eine Funktion der Prandtl-
Zahl. Fiir Pr = O(1) gilt ndherungsweise:

C*(Pr)=13,7Pr*® - 75 (2.45)

Fiir die viskose Unterschicht kann, wie fiir das Geschwindigkeitsfeld, ein analytisches
Profil angegeben werden. Aufgrund der Wandnéhe werden die turbulenten Fluktuationen
geddmpft und es gilt —v*'T* = 0. Somit liegt in Wandnihe ein lineares Profil vor

T

T = .
8y*wy

(2.46)

Fiihrt man eine Entdimensionierung durch, so stellt man aufgrund der Wahl von u} und
T* eine Abhéngigkeit von der Prandtl-Zahl fest

Ot =Pr-y". (2.47)
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2.5 Wandfunktionen

In den nachfolgenden Kapiteln wird der Begriff ,Wandfunktion“ benutzt, der hier kurz
erlautert werden soll.

In turbulenten Stromungen treten in Wandnéhe sehr hohe Gradienten auf. Bei der Simu-
lation solcher Stromungen wére es somit notwendig, ein extrem feines Gitter in Wandnihe
zu benutzen, um den Gradienten richtig berechnen zu konnen. Ein Gitter, das fein ge-
nug ist, um die viskose Unterschicht aufzulGsen, fithrt dann aber hiufig zu so grofen
Gleichungssystemen, dass diese nicht mehr in angemessener Rechenzeit gelost werden
kénnen.

Um dieses Problem zu umgehen, kann man ausnutzen, dass turbulente Stromungen in
Wandnéhe meist ein universelles Verhalten (bei hohen Werten der zugehorigen Kennzahl)
besitzen, d.h. dass durch die Wahl einer geeigneten Entdimensionierung eine Auftragung
gefunden werden kann, in der alle Profile zusammenfallen. Ein Beispiel hierfiir ist das
logarithmische Wandgesetz nach Gleichung (2.39) oder das universelle Temperaturprofil
nach Gleichung (2.44). Durch eine Koordinatentransformation von «* nach u™ bzw. von
T* nach ©F konnen alle Profile mit jeweils einer Kurve wiedergegeben werden.

Da man bereits anhand der universellen Profile weify, wie sich turbulente Stromungen
in Wandn#he verhalten, ist es nicht notwendig, den Verlauf in der Wandschicht immer
wieder neu zu berechnen. Es kann vielmehr das universelle Verhalten ausgenutzt werden,
das auch aufserhalb der viskosen Unterschicht giiltig ist. Wird z.B. das logarithmische
Wandgesetz als Geschwindigkeitswandfunktion benutzt, so kann man die Geschwindigkeit
im wandnéchsten Kontrollvolumen prinzipiell anhand des Wandabstands y* ermittelnE

ut(yt) = F In (y*“i) + B*} . (2.48)

K v*

Durch das Benutzen von Wandfunktionen ist es also mdoglich, das Gitter in Wandnéhe
deutlich grober zu wihlen und somit Rechenzeit zu sparen, ohne grofe Abstriche bei der
Genauigkeit hinnehmen zu miissen. Das Verwenden von Wandfunktionen beschrinkt sich
dabei nicht nur auf die klassischen Grofen wie Geschwindigkeit oder Temperatur, sondern
kann auch fiir andere Grofen wie z.B. die Entropieerzeugung benutzt werden, siehe hierzu
z.B. Kock & Herwig (2005).

2Die tatsiichliche Umsetzung in einem CFD-Code sieht ein wenig anders aus, aber prinzipiell wird das
logarithmische Wandgesetz benutzt, um die Geschwindigkeit in der wandnéchsten Zelle zu bestimmen.






Kapitel 3

Naturliche Konvektion an vertikalen
Wanden

Natiirliche Konvektion an vertikalen Wianden ist an vielen Stellen zu beobachten, z.B. bei
der Klimatisierung von Gebéduden, Kiihlen von elektronischen Bauteilen oder in Kern-
kraftwerken. Sie tritt auf, wenn eine Temperaturdifferenz zwischen einer vertikalen Wand
und dem angrenzenden Fluid vorliegt. Es bildet sich dann ein Temperaturprofil im Fluid
aus, das wiederum die Dichte beeinflusst. Befindet sich das Fluid in einem duferen Kraft-
feld (z.B. Schwerefeld der Erde), so setzt aufgrund der Auftriebskrifte eine Stromung
entlang der Wand ein. Hierbei sind die sich ausbildenden Temperatur- und Geschwindig-
keitsfelder aneinander gekoppelt, so dass die Temperatur nicht mehr, wie im Falle von
erzwungener Konvektion, als passiver Skalar behandelt werden kann. Hierdurch erschwert
sich die Simulation von natiirlicher Konvektion erheblich.

Zur Beschreibung der natiirlichen Konvektion werden die dimensionslosen Kennzahlen
Grashof-Zahl Gr

Gr e bzw. Gr, = e (3.1)
bzw. Rayleigh-Zahl Ra
* *AT*h*S * *AT* *3
Ra = gﬁT = GrPr bzw. Ra, = gﬁ*—*x = Gr,Pr (3.2)
va v*a

benutzt. Hierbei bezeichnet g* den Betrag der Erdbeschleunigung, * den thermischen
Ausdehnungskoeffizienten, AT™* eine charakteristische Temperaturdifferenz, h* die Kanal-
hohe, x* die Lauflinge entlang einer Platte, v* die kinematische Viskositit, a* die Tem-
peraturleitfiahigkeit und Pr = v*/a* die Prandtl-Zahl. Im folgenden soll die turbulente
natiirliche Konvektion an vertikalen Winden mit Hilfe asymptotischer Uberlegungen, al-
so fiir Gr — oo bzw. Ra — oo, untersucht werden. Die so gewonnenen Ergebnisse kdnnen
als (Ndherungs-) Losungen fiir grofe, aber endliche Grashof-Zahlen betrachtet werden.

Um die Ergebnisse der Asymptotik bewerten zu kénnen und auftretende Konstanten zu
ermitteln, ist es notwendig, experimentelle oder numerische Daten von hoher Genauigkeit
zur Verfiigung zu haben. In Abbildung sind drei Standardgeometrien dargestellt, an

15
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vertikaler Kanal:

vertikale Platte:

Kavitat:

Abbildung 3.1: Natiirliche Konvektion an vertikalen Wéinden mit Wérmeiibergang;
Oben: vertikaler, unendlich ausgedehnter Kanal (eindimensionales Temperatur- und Ge-

h*
T |
|
/T* iTO*
|
|
—
‘ u* : T3
e
‘ Wll
|
|
|
Ty

T*

‘/

‘ [ Ték

o u*

MM
777777777777 Ladiabat
Ty

e

T 1

V‘ll
' adiabat
h*

Ty > 1Ty

schwindigkeitsfeld), z.B. von Versteegh & Nieuwstadt (1999) untersucht;
Mitte: beheizte vertikale Platte, untersucht z.B. von Tsuji & Nagano (1988a);

Unten: Kavitat mit vertikalen Wanden unterschiedlicher Temperatur und adiabaten ho-

rizontalen Wanden, untersucht z.B. von Ampofo & Karayiannis (2003).
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denen typischerweise die turbulente natiirliche Konvektion an vertikalen Wanden unter-
sucht wird.

Die erste Testgeometrie ist ein vertikaler Kanal mit einer beheizten und einer gekiihlten
Wand, wobei beide Wénde unendlich ausgedehnt sind, siehe hierzu Abbildung(3.1 (oben).
Dieser Aufbau wurde von Versteegh & Nieuwstadt (1999), Boudjemadi et al. (1997) und
Wang, Fu & Zhang (2002) mit Hilfe von Direkter Numerischer Simulation (DNS) und
von Betts & Bokhari (2000) experimentell untersucht. Die zweite Geometrie ist eine be-
heizte Platte in einer ruhenden Umgebung, wie sie z.B. von Tsuji & Nagano (1988a,b),
Tsuji et al. (1991) und fiir Nicht-Boussinesq-Bedingungen von Siebers, Moffatt & Schwind
(1985) untersucht wurde, sieche Abbildung [3.1] (Mitte). Als dritte Geometrie wird eine
Kavitét (,Hohlraum®, engl.: cavity) mit Seitenwéinden unterschiedlicher Temperatur und
adiabater Decke und Boden betrachtet, siche Abbildung (unten). Diese Geometrie
wurde z.B. von Ampofo & Karayiannis (2003) und Cheesewright, King & Ziai (1986) un-
tersucht. Alle verwendeten Datensitze wurden fiir Luft mit Pr = 0,71 ermittelt.

Anhand zweier Datensitze von Tsuji & Nagano (1988a) soll in Abbildung 3.2 gezeigt
werden, dass es sich bei der turbulenten natiirlichen Konvektion um eine Stromungsform
handelt, die sich grundlegend von der erzwungenen Konvektion unterscheidet, und dass
somit die Standard-Wandfunktionen der erzwungenen Konvektion keine Giiltigkeit mehr
haben.
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Abbildung 3.2: Vergleich der Standard-Wandfunktionen nach Gleichung fiir die
Geschwindigkeit (— — —) und nach Gleichung fiir die Temperatur (— - —) mit
Messdaten von Tsuji & Nagano (1988a) fiir Gr, = 3,62 10 (<) und Gr, = 1,79 10! (+).

Es sind die Daten fiir Gr, = 3,62 10*° und Gr, = 1,79 10'! in y*, v+, ©"-Koordinaten
zusammen mit den Standard-Wandfunktionen nach den Gleichungen (2.39) und (2.44),



18 KAPITEL 3. NATURLICHE KONVEKTION AN VERTIKALEN WANDEN

wie sie z.B. in Gersten & Herwig (1992) zu finden sind, dargestellt. Man erkennt, dass
das Geschwindigkeitsprofil nur unzureichend wiedergegeben wird. Es ist nicht moglich,
mit Hilfe der Standard-Wandfunktionen das Geschwindigkeitsmaximum, wie es typischer-
weise bei natiirlicher Konvektion auftritt, wiederzugeben. Es kann noch nicht einmal der
Bereich zwischen Wand und Geschwindigkeitsmaximum mit dem logarithmischen Wand-
gesetz beschrieben werden.

Die Temperaturprofile weisen keine so deutlichen Abweichungen von der Temperatur-
wandfunktion auf. Es ist allerdings zu erkennen, dass die Steigung der Wandfunktion zu
groft ist. Zudem zeigen die Temperaturprofile in der y*-©*-Darstellung kein universel-
les Verhalten, d.h. sie fallen nicht zusammen. Somit konnen sie nicht mit einer Funk-
tion beschrieben werden, die einzig vom Wandabstand y* abhéngig ist. Die Standard-
Wandfunktionen fiir die Temperatur bzw. die Geschwindigkeit sind somit nicht zur Be-
schreibung der natiirlichen Konvektion geeignet.

Dies wurde bereits von George & Capp (1979) erkannt, die eine der ersten und hiu-
fig zitierten Arbeiten zu Wandfunktionen bei turbulenter natiirlicher Konvektion ver-
Offentlichten. In dieser Studie wurde sowohl fiir das Temperatur- als auch fiir das Ge-
schwindigkeitsprofil ein 1/3-Potenzgesetz hergeleitet. Hierzu wurde ein asymptotisches
Anpassen von Gradienten in benachbarten Schichten durchgefiihrt (asymptotic matching).
Das angegebene Potenzgesetz fiir das Temperaturprofil gibt z.B. die DNS-Daten von
Versteegh & Nieuwstadt (1999) und die RAN&—Ergebnisse von Henkes & Hoogendoorn
(1990) einigermafen gut wieder. Bei den Geschwindigkeitsprofilen treten hingegen erhebli-
che Abweichungen auf, so dass das 1/3-Potenzgesetz fiir das Geschwindigkeitsprofil sowohl
in der Arbeit von Versteegh & Nieuwstadt (1999) als auch von Henkes & Hoogendoorn
(1990) als unpassend bewertet wurde. Einen detailierten Vergleich der Ergebnisse dieser
Arbeit mit der Theorie von George & Capp (1979) befindet sich im Abschnitt

Yuan, Moser & Suter (1993) wihlten einen anderen Ansatz, um Wandfunktionen zu er-
halten. Basierend auf dimensionsanalytischen Uberlegungen wurde ein curve fitting zu den
Daten von Tsuji & Nagano (1988a) durchgefiihrt. Die so erhaltenen Funktionen weisen ei-
ne gute Ubereinstimmung mit den Daten auf, was aufgrund der gewihlten Vorgehensweise
auch zu erwarten ist. Allerdings gibt es, im Gegensatz zu asymptotischen Uberlegun-
gen, keine theoretische Begriindung, diese Funktionen auch fiir héhere Grashof-Zahlen
(Gr — 00) verwenden zu konnen.

Im anschliefienden Abschnitt [3.1 wird das Temperaturfeld fiir Gr — oo analysiert. So-
wohl fiir den Bereich in unmittelbarer Wandnéihe (viskose Unterschicht) als auch fiir die
Uberlappungsschicht kénnen Funktionen zur Beschreibung des Temperaturprofils ange-
geben werden. Anhand des Temperaturprofils kann sowohl fiir den vertikalen Kanal als
auch fiir die vertikale Platte eine Nufelt-Beziehung angegeben werden (Abschnitt(3.2)). Mit
Kenntnis des Temperaturfeldes kann in Abschnitt 3.3 das Geschwindigkeitsprofil durch
Losen der (vereinfachten) Navier-Stokes-Gleichungen erhalten werden. Tm Abschnitt
werden die neuen Funktionen mit den Potenzgesetzen von George & Capp (1979) ver-
glichen. Abschliefend werden in Abschnitt [3.5 Profile angegeben, die durch ein blending
erzeugt werden und im gesamten wandnahen Bereich giiltig sind. Das in den folgenden Ab-

TRANS steht fiir Reynolds averaged Navier-Stokes. Es wurden also die zeitgemittelten Navier-Stokes
Gleichungen mit Hilfe eines Zwei-Gleichungs-Turbulenzmodells gelost, um die Temperatur- und Geschwin-
digkeitsprofile zu erhalten.
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schnitten gezeigte Vorgehen basiert auf den Verdffentlichungen Holling & Herwig (2005a)
und Hoélling & Herwig (2005b).

Es ist das langfristige Ziel, eine Theorie zu entwickeln, die sowohl die Grenzfille der
natiirlichen Konvektion und der erzwungenen Konvektion beschreiben kann als auch die
gemischte Konvektion im Allgemeinen. Darum wird im folgenden eine Vorgehensweise fiir
die Analyse der natiirlichen Konvektion gewihlt, die der Behandlung der erzwungenen
Konvektion (siehe Abschnitt 2.3 und [2.4) moglichst dhnlich ist, um fiir die Zukunft eine
Ubertragung auf die gemischte Konvektion zu erméglichen.

3.1 Temperaturprofil

Der nachfolgende Ansatz zur Beschreibung des Temperaturfeldes stellt ein analoges Vor-
gehen dar, wie es im Falle von erzwungener Konvektion zur Herleitung des bekannten
logarithmischen Wandgesetzes (siehe Abschnitt 2.3) verwendet wird. Das logarithmische
Wandgesetz ist (mitunter in abgewandelter Form) als Wandfunktion in jedem kommerzi-
ellen CFD-Code enthalten und ermdglicht es, die Zellzahl in Wandnéhe deutlich zu redu-
zieren und trotzdem korrekte Werte fiir die Wandgradienten zu erhalten. Vergleichbares
soll in diesem Kapitel fiir die natiirliche Konvektion an vertikalen Wanden hergeleitet
werden.

Fiir den wandnahen Bereich vereinfachen sich die Grundgleichungen (2.6)-(2.8) unter
Beriicksichtigung der Boussinesq-Approximation zu

0 o ———
— * okl k! * Ok T* o T* .
0 or ——
= * T 4
0 oy* <a oy* ! )’ (3.4)

siehe z.B. Tsuji & Nagano (1988a). Hierbei ist y* die Koordinate normal zur Wand, 7} eine
Referenztemperatur, —u*'v*’ die Reynolds-Spannung und —v*'T* die turbulente Wirme-
stromdichte. Es sei hier kurz vermerkt, dass es eigentlich nicht ganz korrekt ist, bei den
Termen a* - 9T*/dy* und —v*'T* von ,Wirmestromdichten“ zu sprechen. Es handelt sich
dabei vielmehr um Wéirmestromdichten, bezogen auf die Dichte p* und die spezifische
Wirmekapazitit ¢, wie man sich folgendermafsen verdeutlichen kann

LoT™
I Ay arT*
pre PG dy

Es soll im folgenden der Einfachheit halber weiterhin von Wérmestromdichten die Rede
sein, auch wenn dies eine etwas unprézise Ausdrucksweise ist.

Das Temperaturfeld, das zunichst betrachtet werden soll, besitzt eine Zwei-Schichten-
Struktur, siehe Abbildung [3.3. In der Wandschicht treten sowohl molekularer als auch
turbulenter Warmetransport auf. Die Aufienschicht hingegen ist vollturbulent, so dass
hier nur der turbulente Warmetransport beriicksichtigt werden muss. Eine Integration
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viskose Unterschicht

turbulente Aufenschicht (y* — n)
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Abbildung 3.3: Zwei-Schichten-Struktur in Wandn#he bei turbulenter natiirlicher Kon-
vektion.

von Gleichung (3.4), die sowohl fiir die Wandschicht als auch fiir die Aufenschicht giiltig
ist, liefert:

ors  ——- or*
a* — T = a
oy* oy |,

= const (3.6)

Hierbei ist a* 9T*/dy* die molekulare und —v*'T*" die turbulente Warmestromdichte, die
zusammen gleich der Wandwérmestromdichte a* 07*/0y*|,, sind. Somit charakterisiert
die Wandwirmestromdichte den vorliegenden Warmetransport und es kann hiermit (und
mit den Grofen g*, 3* und a*, die zusétzlich in den Gleichungen (3.3) und (3.4) auftreten)
eine Bezugstemperatur 77* eingefiihrt werden

1/4 1/4
e (7 .‘W N {ﬁr 1 (3.7
c g*ﬁ* ay* w p*cz a*g*ﬁ*

Die Bezugstemperatur wurde in strenger Analogie zur Wandschubspannungsgeschwindig-
keit u; gewahlt, die die Bezugsgeschwindigkeit fiir die erzwungene Konvektion darstellt.
Es gilt hierfiir (sieche Abschnitt (2.3

au* \/7-7
u; = [v* =4/ 3.8
oy* w p* ( )

In beiden Fillen wird die Bezugsgrdfse mit einer Grofe gebildet, die iiber die Kanalhdhe
konstant ist, also mit ¢, bzw. 7.
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Die Temperaturdiﬁ'erenﬁ zwischen der beheizten Wand und dem Fluid kann allgemein
beschrieben werden als eine Funktion des Wandabstandes y*, einer geometrischen Bezugs-
lange h* (h* soll hier stellvertretend fiir die KanalhGhe bzw. fiir die Laufldnge entlang der
Platte stehen), der Bezugstemperatur 7. und des Temperaturgradienten an der Wand

0T/ 9y,
or ) (3.9)

oy*

oo (e

3.1.1 Wandschicht

Fiir Gr — oo geht die Dicke 6* der Wandschicht, wie bei jeder viskositdtsdominierten
Schicht, gegen Null

*

.0

und somit kann A* keinen Einfluss auf das Temperaturprofil in der Wandschicht haben.
Es gilt also innerhalb der Wandschicht

w) . (3.11)

Aufgrund von dimensionsanalytischen Uberlegungen kann als Ma# fiir die Dicke der Wand-
schicht 0*

oT*
oy*

I

R —
01" /0y*|,,

(3.12)

identifiziert werden. Hiermit kann eine dimensionslose Temperaturdifferenz ©* und ein
dimensionsloser Wandabstand y* eingefiihrt werden

T —T*
0* = L 3.13
— (313)
= === . 3.14
y & T oy, (3.14)
Das Temperaturprofil nimmt in der Wandschicht somit folgende Form an
0" = f(y). (3.15)

Durch eine geeignete Entdimensionierung ist es also moglich, das dimensionslose Tem-
peraturprofil ©* als Funktion eines Parameters y* auszudriicken und somit universell
darzustellen. Im dimensionsbehafteten Fall ist die Temperatur hingegen von drei Ein-
flussgrofen abhéngig, wie man an Gleichung erkennen kann.

2Um eine positive Temperaturdifferenz zu erhalten, muss eine Fallunterscheidung fiir die warme und
die kalte Wand durchgefiihrt werden. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird hier nur die Tempe-
raturdifferenz zwischen der warmen Wand (77%) und dem Fluid (T*) betrachtet, so dass (T, —T*) > 0
gilt.
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3.1.2 Aufllenschicht

Die Aufsenschicht hingegen wird durch die geometrische Bezugslinge h* beeinflusst, so
dass hier als dimensionsloser Wandabstand 1 = y*/h* eingefiihrt wird. Somit folgt fiir das
dimensionslose Temperaturprofil in der Aufenschicht

0% = f(n). (3.16)

Da es der Hauptunterschied zur Theorie von George & Capp (1979) ist, soll an dieser
Stelle in Vorgriff auf Abschnitt (3.4 schon betont werden, dass nur fiir den Wandabstand
verschiedene Entdimensionierungen in der Wand- und der Aufsenschicht benutzt werden
(y* und 7). Die Temperaturdifferenz wird in beiden Schichten mit 7" entdimensioniert,
da T mit der Wandwérmestromdichte gebildet wird, die sowohl in der Wand- als auch in
der Aufenschicht die bestimmende Grofe darstellt.

3.1.3 Uberlappungsschicht

Die Wand- und die Aufsenschicht sind nicht scharf voneinander getrennt, sondern es gibt
eine Uberlappungsschicht (sieche Abbildung[3.3), in der sowohl y* als auch 7 giiltig sind.
Fiir die Uberlappungsschicht wird nun eine Zwischenkoordinate 4 eingefiihrt, die auf ge-
wichtete Grofen der beiden Koordinaten (y* gebildet mit ¢* und 7 gebildet mit h*)
bezogen ist.

*

QEW mit 0<a <1 (3.17)

Der exakte Wert von a muss nicht bekannt sein, es muss nur n < § < y* gelten, sie-
he hierzu auch Gersten & Herwig (1992). Die Temperaturgradienten im duferen Bereich
der Wandschicht (y* — o0) und im inneren Bereich der Aufenschicht (n — 0) sollten
nach einer Koordinatentransformation, ausgehend von der neuen Zwischenkoordinate 7,
identisch sein, also

HO X . a@x(yx) ayx ' h*(l_a)d*a a@x(yx)
B e Oy O) oy 60 Dy~ (3.18)

X X *(l—a) S X
007 _ 207 on WO 007 (n) (3.19)
Y n—0 Jn 0y n—0 h* on

Multiplikation von (3.18) und (3.19) mit y* und Gleichsetzen fiihrt auf
. 00%(y*) .. 00%(n)
XZ - \J J —

yllEloo Yy G 71715)1% n o (3.20)

Allgemein kann (3.20) nur erfiillt werden, wenn beide Terme gleich einer Konstanten C'
sind. Somit gilt also
00*(y*) C
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Eine Intergration iiber die Wandschicht fiihrt auf ein logarithmisches Temperaturprofil in
der Uberlappungsschicht

lim ©* =Cln(y™) + D. (3.22)

yX —00

Tsuji & Nagano (1988a) und Siebers, Moffatt & Schwind (1985) stellten anhand ihrer
Messdaten ebenfalls eine logarithmische Form fest. Sie benutzten allerdings andere Entdi-
mensionierungen und fanden somit keine universellen Profile, sondern stellten eine Abhén-
gigkeit von der Grashof-Zahl fest. Aufserdem konnten sie keine theoretische Begriindung
fiir die logarithmische Form angeben.

Das hier gezeigte Vorgehen zur Bestimmung von ©*(y*) fiir Ra — oo ist sehr dhnlich
zur Herleitung des logarithmischen Wandgesetzes fiir Re — oo in Abschnitt 2.3, wie
anhand von Tabelle auf der nachfolgenden Seite verdeutlicht werden soll.

3.1.4 Viskose Unterschicht

Fiir den Bereich unmittelbar an der Wand kann eine analytische Beschreibung des Tem-
peraturfeldes angegeben werden. Die turbulenten Fluktuationen werden durch den Wand-
einfluss gedampft, so dass die turbulente Warmestromdichte in der Energiegleichung ver-
nachlissigt werden kann (—v*'T* = 0). Somit reduziert sich die Energiegleichung zu

or+ o1
oy* N oy*

(3.23)

was direkt integriert werden kann. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit folgt somit
beispielhaft fiir die beheizte Wand

oT*
oy*

T —T* = ‘ y. (3.24)

w
In entdimensionierter Form ergibt sich also

0" =y~ (3.25)

3.1.5 Vergleich mit Messdaten

In Abbildung 3.4 sind DNS Temperaturprofile von Versteegh & Nieuwstadt (1999) fiir
den Fall des unendlich ausgedehnten Kanals in den dimensionslosen Koordinaten (©*,
y*) angegeben. Um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen, wurden die einzelnen Profile um
eine konstanten Wert verschoben, so dass sie nicht iiberlappen. Es sind zusétzlich die
Gleichungen (3.22) und (3.25) dargestellt.

Die Daten stimmen hervorragend mit dem linearen Temperaturprofil in der viskosen
Unterschicht nach Gleichung (3.25) iiberein. In der Uberlappungsschicht kénnen die Daten
sehr gut mit einem logarithmischen Verlauf nach Gleichung wiedergegeben werden,
wenn die ,Konstanten“ C' und D an jeden Datensatz individuell angepasst werden. Somit
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Tabelle 3.1: Gegeniiberstellung der Bezugsgrofen in der Wand- und Aufenschicht fiir
die Geschwindigkeit bei erzwungener Konvektion (Re — oo) und fiir die Temperatur bei

natiirlicher Konvektion (Ra — oc0).

Erzwungene Konvektion

Natiirliche Konvection

Re — o0 Ra — oo bzw. Gr — oo
o' —— oT™* oT*
Grundgleichung T — a” — T = g
oy* oy* dy*
8T* *
konstanter Term a” = dw_
oy* |, P
1/4
T* °
char. Bezugsgrofe ur =4[ v* = C: .
g8
1/4
8T*
Einflussgrofsen u* = f (y h*u —T"=f (y h* T 5 )
Y |
oT™
Wandschicht u* = f (y*,u:, — e —=T"=f ( T>, 3 )
Y* |
T o T oy,
Tr —T*
@X — w
T*

[

Auflenschicht

T, =T = f(y",h"T7)

*

U:y—
h*
T —T*

0% =
T*

[
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e M 0% = Cln(y*) + D
1+ X B Yy |

Abbildung 3.4: DNS-Temperaturdaten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) fiir den un-
endlichen, vertikalen Kanal: Ra = 5410° (A), Ra = 8,210° (57, um 1 verschoben),
Ra = 2,010% (x, um 2 verschoben) und Ra = 5,010° (4, um 3 verschoben). Zusétzlich
sind die Profile in der viskosen Unterschicht ©* = 3* (— — —) und in der Uberlappungs-
schicht ©* = C'ln(y*) + D (—) dargestellt. Aufgrund der kleinen Rayleigh-Zahlen, wie
sie typisch fiir DNS-Ergebnisse sind, hat jede Kurve eigene Werte fiir C' und D.

wiren C' und D abhiingig von der Rayleigh-Zahl, was fiir ein universelles asymptotisches
Temperaturprofil nicht akzeptabel ist. Allerdings scheint die Rayleigh-Zahl-Abhéangigkeit
ein Effekt von zu kleinen Rayleigh-Zahlen zu sein, die bei DNS-Rechnungen stets vorliegen.

Da die asymptotische Theorie fiir Ra — oo giiltig ist, die Daten aber bei relativ ge-
ringen Rayleigh-Zahlen vorliegen, wird eine Extrapolation durchgefiihrt. Dazu werden in
Abbildung die Werte von C und D iiber 10°/Ra aufgetragen. Somit entsprechen die
Schnittpunkte mit der Ordinate den Werten von C' und D fiir Ra — oo. Man erhilt
Cs = 0,427 und D, = 1,93, die fiir alle Fille der turbulenten natiirlichen Konvektion
an vertikalen Wénden giiltig sind, wenn die Rayleigh-Zahl grof im Sinne der Asymptotik
ist. Somit gilt universell

lim ©% = 0,4271In(y*) + 1,93. (3.26)

Ra—oo

Die Allgemeingiiltigkeit des angegebenen Profils kann zusédtzlich durch Vergleich mit
(experimentellen) Daten aus der Literatur iiberpriift werden. Dabei muss allerdings be-
riicksichtigt werden, dass das universelle Temperaturprofil (3.26) unter der Annahme von
konstanten Stoffwerten (aufer im Auftriebsterm durch die Boussinesq Approximation)
ermittelt wurde, wie es in DNS-Studien mit Hilfe von idealen Fluiden berechnet wird. Bei
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Abbildung 3.5: Extrapolation von C' und D, um aus den DNS-Temperaturprofilen von
Versteegh & Nieuwstadt (1999) die universellen Konstanten fiir Ra — oo zu erhalten.
Dies fithrt auf Cy, = 0,427 (o) und D, = 1,93 (H).

experimentellen Messdaten treten aufgrund der vorhandenen Temperaturunterschiede im
Fluid Effekte durch verénderliche Stoffwerte auf. So dndert sich z.B. in den Messungen
von Tsuji & Nagano (1988a) die Temperaturleitfihigkeit von a*(17°C) = 217,3m?/s auf
a*(60°C) = 271,3m?/s, was einer Veréinderung von ca. 25% entspricht.

Somit muss also zunéichst der Einfluss der verénderlichen Stoffwerte erfasst werden,
bevor die Messdaten mit dem logarithmischen Verlauf nach Gleichung verglichen
werden konnen, siehe hierzu auch Anhang Bl Da die Gradienten in Wandnihe sehr steil
sind, kann man naherungsweise davon ausgehen, dass in der Aufenschicht die Tempera-
turleitfihigkeit konstant ist (af). Wire die Temperaturleitfdhigkeit iiber das gesamte Feld
(also auch an der Wand) konstant, so hitte man dort die fiktive Warmestromdichte

oT*

*

w, fiktiv

Da sich die Temperaturleitfahigkeit aufgrund der Temperaturverteilung zur Wand hin
verandert, liegt in der realen Messung ein anderer Temperaturgradient vor. Lediglich der
Wairmestrom bleibt gleich. Der fiktive Temperaturgradient, der bei konstanten Stoffwerten
an der Wand vorliegen wiirde, ist also

oT™ oT™ oT™ oI
a S— — af, . —dw Z ) (3.27)
ay w, fiktiv ay w ay w, fiktiv ) ay w
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Mit diesem fiktiven Gradienten sind nun die Bezugsgrofen zu bilden, um die Messdaten
mit dem logarithmischen Profil nach Gleichung (3.26) in der Uberlappungsschicht zu
vergleichen. Man erhilt also fiir die Bezugsgrofen

1/4
*2 * T* 3
T = [ Lo [“—f-‘a } (3.28)
g*p* Lag | Oy* |,

und

T

et |oT*|
dy*

(3.29)

w

Abbildung (3.6 zeigt Messdaten von verschiedenen Autoren fiir den Fall der beheiz-
ten Platte und der Kavitdt. Die Temperaturprofile wurden mit den Bezugsgrofen nach
(3.28) und (3.29) entdimensioniert, um eine Vergleichbarkeit in der Uberlappungsschicht
herzustellen. In der viskosen Unterschicht liegt jedoch ndherungsweise die Temperaturleit-
fahigkeit an der Wand vor, so dass hier die Transformation riickgéingig gemacht werden
muss. Es tritt dann der Korrekturfaktor aj/a¥ im linearen Temperaturverlauf auf, siehe

Anhang

% = 20 x (3.30)

Die Daten von Tsuji & Nagano (1988a,b), Tsuji et al. (1991) und Cheesewright (1968)
sind in sehr guter Ubereinstimmung mit dem universellen Temperaturprofil (3.26). Fiir die
Daten von Betts & Bokhari (2000) und Ampofo & Karayiannis (2003) treten Abweichun-
gen vom logarithmischen Verlauf auf, was vermutlich an den zu kleinen Rayleigh-Zahlen
der Experimente liegt. Es darf hierbei nicht vergessen werden, dass Rayleigh-Zahlen in un-
terschiedlichen Geometrien nicht einfach miteinander verglichen werden kénnen. So ist aus
asymptotischer Sicht eine Rayleigh-Zahl von Ra = 1,59 10° in einer quadratischen Kavitét
Jkleiner* als Ra = 5,0 10° im unendlich ausgedehnten Kanal. Man findet dies z.B. auch bei
der kritischen Reynoldszahl bei erzwungener Konvektion wieder. Fiir eine Rohrstrémung
gilt Rey.; = 2300, aber eine iiberstromte Platte wird erst bei Re, . = 5 10° turbulent,
siehe z.B. Schlichting & Gersten (2000). Gleiche Zahlenwerte der dimensionslosen Kenn-
zahlen in unterschiedlichen Geometrien bedeuten also nicht, dass eine dhnliche Situation
vorliegt,.

Die Abbildungen [3.4] und 3.6/ stellen Temperaturprofile in entdimensionierter Form
(0%, y*) und in halb-logarithmischer Auftragung dar. Dies ist sehr niitzlich, um die Struk-
tur und die Allgemeingiiltigkeit der erhaltenen Profile zu iiberpriifen. Allerdings ist diese
Art der Darstellung wenig anschaulich. Deswegen ist in Abbildunt 3.7 beispielhaft das
Temperaturprofil von Tsuji & Nagano (1988a) fiir Gr, = 8,4410' in dimensionsbehaf-
teten Grofen dargestellt. Bei dieser Auftragung ist deutlich der sehr steile Tempera-
turgradient an der Wand zu erkennen. Aufserdem wird deutlich, dass die viskose Un-
terschicht (linearer Temperaturverlauf) nur in unmittelbarer Wandnihe giiltig ist und
nur einen Bruchteil des Stromungsfeldes ausmacht. Das logarithmische Temperaturprofil
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Abbildung 3.6: Experimentelle Temperaturdaten von Betts & Bokhari (2000) fiir
Ra = 1,4310° (O), von Ampofo & Karayiannis (2003) fiir Ra = 1,5910° (o), von
Tsuji & Nagano (1988a) fiir Gr, = 1,5510'° (), Gr, = 3,6210'° (<), Gr, = 7,99 10'° (A),
Gr, = 8,4410'° (v7), Gr, = 8,9910'° (x), Gr, = 17,9710 (+) und von Cheesewright
(1968) fiir Gr, = 8,6510' (¢). Um ein Uberlappen der einzelnen Profile zu vermeiden,

sind die aufeinanderfolgenden Datensitze um jeweils eine Temperatureinheit verschoben.

nach Gleichung (3.26) beschreibt das Temperaturprofil iiber einen grofen Bereich in gu-
ter Ndherung. Im Anschluss an die Uberlappungsschicht ndhert sich die Temperatur der
Umgebungstemperatur v an.

Desweiteren sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass experimentelle Daten grund-
sétzlich sehr kritisch zu betrachten sind. So wurde z.B. in der Arbeit von Tsuji & Nagano
(1988a) der Temperaturwandgradient auf zwei Arten bestimmt und es ergeben sich Un-
terschiede von 12 %, siehe Abbildung 3.8, Der Temperaturwandgradient ist fiir die hier
gewihlte Auswertung ein wichtiger Parameter und Schwankungen wirken sich relativ stark
aus. Es wurden die in der Arbeit von Tsuji & Nagano (1988a) explizit angegebenen Tem-
peraturgradienten benutzt, um mdglichst dicht an der zitierten Literaturstelle zu bleiben.
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Abbildung 3.7: Temperaturmessdaten (o) fiir Gr, = 8,4410' von Tsuji & Nagano
(1988a) zusammen mit dem logarithmischen Temperaturprofil in demensionsbehafteter
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Abbildung 3.8: Temperaturprofil in unmittelbarer Wandnihe fiir Gr, = 8,44 10'° von
Tsuji & Nagano (1988a), mit zwei unterschiedlichen Messmethoden ermittelt. Messung
-) ergeben Tem-

mit Thermoelement (==) und mit Widerstandsthermometer (o bzw. --

peraturgradienten 07*/0y*|,,, die sich um 12 % unterscheiden.
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3.2 Nufielt-Beziehung

Das hergeleitete Temperaturprofil kann auch zur Bestimmung einer Nufelt-Beziehung
benutzt werden. Allerdings besitzt diese dann keine universelle Giiltigkeit mehr, sondern
ist abhingig von der Geometrie.

Der Ausgangspunkt ist das Temperaturprofil nach Gleichung (3.22), wobei die Defini-
tionen von ©* und y* bereits eingesetzt sind

w 2 =CIn(y’ g5 or +D. (3.31)
(m? o1 3) a9yl
g6 dy* |,

3.2.1 Vertikaler Kanal

Fiir den unendlich ausgedehnten Kanal, wie ihn Versteegh & Nieuwstadt (1999) benutzt
haben, gilt nun T} — 7% = AT*/2 bei y* = h*/2, also
AT*/2 e
/ 1/4:C-ln<2 e } +D (3.32)
a?? or*|? “ Y lw
g6 9y |,

Dies kann nun als Zusammenhang zwischen der Nufelt-Zahl und der Rayleigh-Zahl for-
muliert werden:

1/4 1/4
(R§u§r> = 2C-In (%) +2D (3.33)
P 1/3
= Nu = (Ra r) = Nupge; (334)

1/ 4/3

Hierbei handelt es sich um eine implizite Formulierung, die aber numerisch (z.B. mit
MAPLE) relativ einfach gelost werden kann. Abbildung [3.9 zeigt einen Vergleich der
Nufselt-Zahlen aus den DNS-Rechnungen (Nupyg) und der Nufelt-Zahlen nach Gleichung
(3.34), hier zur Unterscheidung mit Nupg,, bezeichnet. Desweiteren ist der relative Fehler
Ny = (Nupe, —Nupns)/Nupns in Prozent in Abhéngigkeit der Rayleigh-Zahl angegeben.
Man erkennt, dass die Ubereinstimmung mit steigender Rayleigh-Zahl zunimmt. Dies ist
auch zu erwarten, da das benutzte Temperaturprofil fiir Ra — oo hergeleitet wurde und
die Konstanten C' und D fiir diesen Fall extrapoliert wurden. Gleichung stellt fiir
den vertikalen Kanal bei hohen Rayleigh-Zahlen eine theoretisch begriindete Alternative
zu Potenzgesetzen dar.
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Abbildung 3.9: Vergleich der Nufelt-Zahlen Nup,, nach Gleichung und Nupyg
aus den Ergebnissen von Versteegh & Nieuwstadt (1999). Zusétzlich ist der relative Fehler
TNy angegeben.

3.2.2 Beheizte vertikale Wand

Fiir eine beheizte Platte, wie sie z.B. von Tsuji & Nagano (1988a) untersucht wurde, ist
das Vorgehen ein wenig komplizierter. Hier stellt sich das Problem, dass es keinen Abstand
von der Wand gibt, an dem eine bekannte Temperatur herrscht. Zur Losung kann man
z.B. einen Wandabstand yg, einfiihren, fiir den 7)) — T = 0,8 - (T} — T}) gilt. Hiermit
erhélt man (mit der Lauflinge x* als charakteristische Geometrieabmessung):

1/3
L (Ra, Pr) (3.35)

C Yso 1/4 D1
= Ra, PrN =
[0,8 n(x*[ 2 PrNuf™" ) + 59

Allerdings ist der Term y5,/x* unbekannt. Setzt man hierfiir und fiir die Nufelt-Zahl im
Logarithmus (und nur hier) jeweils ein Potenzgesetz an

Y0 — ¢ Ral (3.36)
xr
Nu = ¢-Ra], (3.37)
so folgt:
P 1/3
Nu — (Ra, Pr) (3.38)

C RREL
[@ .1In <CIC;/4RaZ+(1+m)/4 Pr1/4> 4 @]
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Hierbei wurde in den Gleichungen (3.36) und (3.37) keine Abhéngigkeit von der Prandtl-
Zahl angenommen, da nur Messdaten fiir Pr = 0,71 vorliegen. Somit kann eine allgemeine
Abhéngigkeit der Nufelt-Zahl von der Prandtl-Zahl nicht angegeben werden. Es wird Pr
deswegen im Folgenden als Konstante behandelt und die Nufelt-Korrelation gilt nur fiir
Pr =0,71. Umformen liefert

N Ra,” (3.39)
u= ’ ’
- D O . 473
pPr-'/3 {\0? In (Clcé/A‘Prl/Zl) + TSJ-F @ (n + %) ln(Rax>1
DPr/s P/

Die unbekannten Konstanten kénnen nun in den neuen Grofen €' und D zusammengefasst
werden. Fiir eine konstante Prandtl-Zahl folgt damit

Ragl/ 3

Nu = (3.40)

[C’ -In (Ra,) + D] v

wobei €' und D anhand von Messdaten zu bestimmen sind und nicht, wie im Fall des
vertikalen Kanals, aus dem Temperaturprofil folgen. Zur Ermittlung der neuen Konstanten
wird Gleichung (3.40) umgeformt zu

Ra, /4 X
(Nu3) =C-In(Ra,) + D. (3.41)

Abbildung/3.10 zeigt eine Auftragung nach oben gezeigter Umformung. Es ist zu erken-
nen, dass die Daten sehr stark streuen und dass keine klare Tendenz zu erkennen ist. Die
Daten konnen eigentlich schon ausreichend mit Hilfe des Potenzgesetzes Nu = 0,12 - Rai,/?’
(als gestrichelte Linie dargestellt) beschrieben werden, das von Tsuji & Nagano (1988a)
angegeben wurde. Eine Ausgleichsgerade liefert

C = —0,0126 (3.42)

D = 522 (3.43)
Hiermit konnen die Daten ein wenig besser wiedergegeben werden. Es ist allerdings zu
vermuten, dass fiir gréfkere Rayleigh-Zahlen ein Trend deutlicher zu erkennen wére. Fiir
Ra, — oo sollten Abweichungen vom Potenzgesetz auftreten, die durch die logarithmi-
sche Korrektur richtig wiedergegeben werden sollten. Hierfiir sind allerdings sehr genaue
Messergebnisse bei groferen Rayleigh-Zahlen notwendig, die zur Zeit nicht zur Verfiigung
stehen. Mit neuen Daten sollte es auch moglich sein, die Konstanten C und D mit groferer
Verlasslichkeit anzugeben.

3.3 Geschwindigkeitsprofil

Zur Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils muss (nur) die x-Impulsbilanz gel6st werden,
die sich in Wandnéhe zu

0 L ou*
- Oy oy*
vereinfacht, vgl. Gleichung (3.3).

_ U*,”U*/> + g*ﬁ* (T* _ T;)
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Abbildung 3.10: Nufelt-Daten von Tsuji & Nagano (1988a) fiir die vertikale Platte,
aufgetragen nach Gleichung (3.41). Zusitzlich ist die Nufelt-Beziehung Nu = 0,12 Ra!/?
(———) nach Tsuji & Nagano (1988a) und eine Ausgleichsgerade (—) nach Gleichug (3.41)
mit ' = —0,0126 und D= 5,22 dargestellt.

3.3.1 Geschwindigkeitsprofil in der viskosen Unterschicht

Unmittelbar an der Wand werden die turbulenten Geschwindigkeitsfluktuationen durch
die Wand geddmpft und somit verschwindet die Reynolds-Spannung (—W = 0). Es
existiert eine rein viskose Unterschicht, in der das Geschwindigkeitsprofil direkt durch
Integration der Impulsbilanzgleichung ermittelt werden kann. Zunéchst wird Gleichung

(3-3) entdimensioniert, wobei (—u*v*' = 0) und OF = (T} —1}) /T beriicksichtigt werden

0*U*

0= Oy<2

—0X + 0. (3.44)

Hierbei wurde die entdimensionierte Geschwindigkeit U* eingefiihrt, die mit der charak-
teristischen Geschwindigkeit u? gebildet wird

* * kT3
) g B*T

mit ot = ¢
V*

—2

or
oy*

| N

UX

(3.45)

C

£

Das Temperaturprofil in der viskosen Unterschicht ist nach Gleichung (3.25) bekannt
(0% = y*). Somit kann die Impulsbilanz durch zweifache Integration gelst werden und

man erhalt:

Ux = lyx3 _ y><2 + 4%

1
6 20 QY

Y~ (3.46)

w
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Die hier angegebenen Profile fiir U* und ©* in der viskosen Unterschicht, siehe die Glei-
chungen (3.46) und (3.25), sind auch in den Arbeiten von z.B. George & Capp (1979)
und Henkes & Hoogendoorn (1990) zu finden. Allerdings unterscheiden sich die hier ge-
zeigten Profile in der Uberlappungsschicht deutlich von denen in anderen Arbeiten. Fiir
die Temperatur steht mit Gleichung bereits ein universelles Profil in der Uber-
lappungsschicht zur Verfiigung, fiir die Geschwindigkeit wird es im néchsten Abschnitt
hergeleitet.

3.3.2 Geschwindigkeitsprofil in der Uberlappungsschicht

Ein naheliegender Ansatz zur Ermittlung des Geschwindigkeitsprofils, wie er z.B. von
George & Capp (1979) gewéhlt wurde, wére ein asymptotisches Anpassen von (Geschwin-
digkeits-) Gradienten in der Uberlappungsschicht. Wie allerdings in den Arbeiten von
Versteegh & Nieuwstadt (1999) bzw. Henkes & Hoogendoorn (1990) gezeigt wurde, fiihrt
dies zu keiner brauchbaren Beschreibung der Geschwindigkeitsprofile.

Alternativ wird in dieser Arbeit die Impulsbilanz als Ausgangspunkt zur Bestimmung
des Geschwindigkeitsprofils in der Uberlappungsschicht gewiihlt. Hierzu kann Gleichung
(3.3), die sowohl in der Wand- als auch in der Aufenschicht giiltig ist, verwendet wer-
den. Allerdings kann in der Uberlappungsschicht der viskose Anteil der Schubspannung
(v*Ou* /Oy*) gegeniiber dem turbulenten Anteil (—u*v*’) vernachléssigt werden kann. Es
folgt also fiir die Impulsbilanz:

our'v*!

0=—
oy*

+ g B (T =T, (3.47)

Da eine asymptotische Beschreibung der zeitgemittelten Geschwindigkeit gefunden werden
soll, ist eine Turbulenzmodellierung zur Schliefung von Gleichung (3.47) notwendig. Hier
wird der weit verbreitete (z.B. in allen CFD-Codes benutzte) Ansatz der Wirbelviskositét
v; benutzt, fiir den gilt

_ayxlgyx!
v = i (3.48)

ou*\
oy*

Hiermit l&sst sich Gleichung (3.47) ,schlieffen” und man erhélt in entdimensionierter Form

0

o (v, oU~ o o

= o (;- 8yX> - 0"+ 0. (3.49)
Um Gleichung (3.49) direkt 16sen zu kénnen und das gesuchte Geschwindigkeitsprofil zu
erhalten, miissen ©*(y*) und v/ (y*)/v* (als Funktion des Wandabstandes y*) bekannt
sein. Der Ausdruck fiir das Temperaturprofil ©*(y*) in der Uberlappungsschicht wurde
bereits in Abschnitt mit Gleichung (3.26) zur Verfiigung gestellt, so dass nur noch
der Verlauf der Wirbelviskositét v, in Abhéngigkeit vom Wandabstand gefunden werden
muss.
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Die Wirbelviskositét v/ (y*) kann allgemein mit Hilfe der turbulenten Prandtl-Zahl o, =
v /a; mit der turbulenten Temperaturleitfihigkeit a; verkniipft werden. Es gilt allgemein:
vi  a; o0y
v*a* Pr
Hierbei kann die turbulente Prandtl-Zahl o; noch eine Funktion des Wandabstands sein.
Somit hétte man nur die Unbekannte v;/v* durch eine neue Unbekannte o; ersetzt
und das Problem lediglich verlagert. Abbildung zeigt den Verlauf der turbulen-
ten Prandtl-Zahl als Funktion des Wandabstands beispielhaft fiir Ra = 5,010° von
Versteegh & Nieuwstadt (1999).

(3.50)
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Abbildung 3.11: Turbulente Prandtl-Zahl o;, bestimmt anhand der DNS-Daten von
Versteegh & Nieuwstadt (1999), Ra = 5,0 10°

Experimentelle Messdaten, z.B. von Tsuji & Nagano (1988a), konnen hier nicht zur Be-
stimmung von o; herangezogen werden, da die Messungenauigkeiten in den Gradienten zu
hoch sind. Man erkennt, dass fiir y* > 10 die turbulente Prandtl-Zahl nahezu konstant ist
und wie im Fall von erzwungener Konvektion o, = 0,9 gilt. Das Auftreten der Singularitéi
fiir y* ~ 5 bereitet keine Schwierigkeiten, da es nicht im Bereich der Uberlappungsschicht
liegt.

Mit der Definition der turbulenten Temperaturleitfihigkeit af = —v*'T* /(0T* /dy*) und
der Annahme, dass af > a* in der Uberlappungsschicht gilt, kann die Energiegleichung
(3.6) in entdimensionierter Form geschrieben werden zu

a; 00%
Zt -1
a*  O0y*

(3.51)

3Der Geschwindigkeitsgradient hat im Maximum die Ableitung Null, was zur Singularitét fiihrt.
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Nach Gleichung (3.21) gilt
00*  C y* 00*

Dy _yx = E Oy* -

und man erhélt durch Vergleich sofort a; /a* = y*/C. Somit kann nach Gleichung (3.50)
das Verhéltnis von Wirbelviskositdt zu molekularer Viskositit ausgedriickt werden als

vy oy~
_ = —_— 3.52
vt  (CPr ( )
Setzt man nun Gleichung fiir die Wirbelviskositit und Gleichung (3.26) fiir das
logarithmische Temperaturprofil in die Impulsbilanz (3.49) ein, so erhilt man fiir die
Uberlappungsschicht

ajx ( ‘gly)r g(ij > = Cln(y*) + D—O;. (3.53)
———
v} /v* e

Da in dieser Differentialgleichung alle Terme von y* abhingen, folgt das gesuchte Ge-
schwindigkeitsprofil fiir die Uberlappungsschicht durch zweifache Integration:

B CPr

O

UX

yx - <0[1n(yX) —9+D-— @g) + Eln(y) + F (3.54)

Obwohl F und F konstant beziiglich y* sind, konnen sie trotzdem von den Parametern
©gf und OU* /dy*|, abhingen, welche explizit im Geschwindigkeitsprofil nach Gleichung
(3.46) in der viskosen Unterschicht auftreten. Da O schon in Gleichung (3.54) vorkommt,
wird zunéchst angenommen, dass E und F' linear von oU* /dy* |, abhéngen, also

oU*
B o= o G| v (3.55)
oUu*
Fo— . 3.56
fi e w+f2, (3.56)

was im folgenden durch Vergleich mit Messdaten zu iiberpriifen ist.

Cheesewright (1986), wie von Henkes & Hoogendoorn (1990) zitiert, hat ebenfalls ein
logarithmisches Temperaturprofil und ein dhnliches Geschwindigkeitsprofil wie Gleichung
(3.54) vorgeschlagen. Allerdings wurde eine Entdimensionierung mit anderen Bezugsgro-
Ren gewihlt und Henkes & Hoogendoorn (1990) fanden nur eine unzureichende Uberein-
stimmung mit ihren Ergebnissen.

3.3.3 Vergleich mit Messdaten

Um experimentelle Daten benutzen zu kénnen, muss erneut beriicksichtigt werden, dass
sich die Stoffwerte im Stromungsfeld verdndern. Dazu werden die Bezugsgrofen wieder
entsprechend Gleichung (3.28) und (3.29) gebildet und es wird fiir die Uberlappungsschicht
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eine konstante kinematische Viskositit 1 angenommen. In der Wandschicht liegt jedoch
annidhernd die kinematische Viskositéit bei Wandtemperatur vor, so dass in diesem Bereich
die Transformation riickgingig gemacht werden muss. Das Geschwindigkeitsprofil (3.46)
in der viskosen Unterschicht wird bei variablen Stoffwerten somit beschrieben durch (zu
Details siehe Anhang B.2):

U* = A (1 (IS y><3 o l@gyx2) + ou™

gt* | Ot*

. (3.57)

w

6az, 2 Ay*

Um einen universellen, asymptotischen Ausdruck fiir das Geschwindigkeitsprofil in der
Uberlappungsschicht zu erhalten, miissen die angegebenen Funktionen fiir £ und F iiber-
priift und die darin enthaltenen Konstanten bestimmt werden. Dazu werden £ und F in
Gleichung (3.54) fiir verschiedene Geschwindigkeitsprofile so gewéhlt, dass sie die Messda-
ten moglichst gut wiedergeben. Anschliefsend erfolgt eine Auftragung von E und F iiber
dem korrigierten Geschwindigkeitswandgradienten v /v - OU* /0y*|,, fiir die ausgewihl-
ten Geschwindigkeitsprofile. Man erhélt somit folgende Ausgleichsgeraden

w U
E = 049.2. — 2,27 (3.58)
vg Oy~ w
Ve OU*
F = 128 -2¢. 1,28 3.59
’ vy Oy* w+ T (3.59)

wie in Abbildung 3.12 zu erkennen ist.

25

* X
5 E=049. 2% U™\ _ 997 y
VO 8y>< w
O 10 15
vy oU*
v 0y* |,

Abbildung 3.12: £ und F als Funktion des entdimensionierten Wandgeschwindigkeits-
gradientens. Die Werte wurden anhand der Profile von Tsuji & Nagano (1988a) und
Versteegh & Nieuwstadt (1999) ermittelt.
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Abbildung [3.13 zeigt Messdaten fiir die Félle beheizte Platte und Kavitit mit un-
terschiedlich temperierten Seitenwianden. Mit der angegebenen Entdimensionierung und
E bzw. F nach den Gleichungen (3.58) bzw. (3.59) ist eine gute Ubereinstimmung der
Messdaten mit dem Geschwindigkeitsprofil (3.54) in der Uberlappungsschicht festzustel-
len. Die Profile fiir die niedrigen Rayleigh-Zahlen weichen vom Geschwindigkeitsprofil ab,
wie es auch schon beim Temperaturprofil der Fall war. Es ist somit zu vermuten, dass
die im Experiment vorliegenden Rayleigh-Zahlen asymptotisch nicht grofs genug sind und
somit von einer Theorie fiir Ra — oo nicht ausreichend beschrieben werden kénnen. Das
Geschwindigkeitsprofil von Cheesewright (1968) weicht ebenfalls vom asymptotischen Pro-
fil ab, was ein wenig verwunderlich ist, da hier eine relativ hohe Grashof-Zahl vorliegt. Es
handelt sich hierbei aber um eine Messung aus dem Jahr 1968, so dass fraglich ist, ob die
zur Entdimensionierung notwendigen Wandgradienten eine ausreichende Genauigkeit auf-
weisen. In der viskosen Unterschicht ist bei allen Profilen eine sehr gute Ubereinstimmung
mit Gleichung (3.57) festzustellen.

80 ‘
— (3.54)
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o (3.57) % 5%
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Abbildung 3.13: Experimentelle Geschwindigkeitsprofile von Betts & Bokhari (2000)
fir Ra = 1,4310°% (OJ), von Ampofo & Karayiannis (2003) fiir Ra = 1,5910° (o), von
Tsuji & Nagano (1988a) fiir Gr, = 1,5510'° (), Gr, = 3,6210'° (<), Gr, = 7,9910'° (A),
Gr, = 8,4410'° (), Gr, = 8,9910% (x), Gr, = 17,9710'° (+) und von Cheesewright
(1968) fiir Gr, = 8,6510'° (¢). Um ein Uberlappen der Profile zu vermeiden, wurde

aufeinander folgende Datensitze jeweils um fiinf Geschwindigkeitseinheiten verschoben.

Fiir DNS-Daten entfallen die Korrekturfaktoren, da hierbei aufgrund der Verwendung
von idealen (numerischen) Fluiden keine Stoffwertdnderungen auftreten. In Abbildung
sind die DNS-Geschwindigkeitsprofile von Versteegh & Nieuwstadt (1999) darge-
stellt. Das Profil fiir die viskose Unterschicht (3.46) beschreibt alle vorliegenden Daten-
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15

Abbildung 3.14: DNS-Geschwindigkeitsdaten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) fiir
den unendlichen vertikalen Kanal: Ra = 5,410° (A), Ra = 8,210° (57, um 2 verschoben),
Ra = 2,010° (x, um 4 verschoben) und Ra = 5,0 10° (+, um 6 verschoben).

sitze hervorragend. In der Uberlappungsschicht treten fiir kleine Rayleigh-Zahlen Ab-
weichungen von Gleichung (3.54) auf. Dies ist auch zu erwarten, da die Ergebnisse der
Asymptotik fiir Ra — oo giiltig sind. Fiir die zwei grofseren Rayleigh-Zahlen ist Gleichung
jedoch eine addquate Beschreibung.

Da die Datenbasis zur natiirlichen Konvektion an vertikalen Wénden relativ klein ist,
wiren zusitzliche Datenséitze wiinschenswert. Allerdings sollten diese von hoher Giite
sein, um sie verwenden zu konnen. Eine aktuelle LES-Studie (large eddy simulation) von
Yan & Nilsson (2005) scheint dies auf den ersten Blick zu erfiillen. Es werden Temperatur-
und Geschwindigkeitsprofile zur Verfiigung gestellt, die fiir eine vertikale beheizte Platte
ermittelt wurden, analog zum Aufbau von Tsuji & Nagano (1988a). Allerdings wird in
dieser Arbeit eine modifizierte Wandfunktion zur Bestimmung der Temperatur benutzt,
so dass der kritische Bereich der Stromung nicht simuliert wurde. In der Studie werden
die Profile mit den Daten von Tsuji & Nagano (1988a) verglichen und es kann lediglich
eine ausreichende Ubereinstimmung festgestellt werden. Die Profile zeigen z.T. einen nicht
zu erwartenden Verlauf in Wandnéhe. Da die Qualitit der Daten aufgrund der verwen-
deten Wandfunktionen fraglich ist und die Studie keinen neuen Rayleigh-Zahlen-Bereich
erschliefit, werden diese Daten hier nicht zur weiteren Uberpriifung der Profile herange-
zogen.

In Tabelle 3.2 sind die ermittelten Funktionen zur Beschreibung des wandnahen Berei-
ches bei natiirlicher Konvektion an vertikalen Winden mit den zugehdrigen Konstanten
noch einmal zusammengefasst.
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Tabelle 3.2: Universelle Funktionen fiir die Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile

in der viskosen Unterschicht und der Uberlappungsschicht fiir die turbulente natiirliche
Konvektion (konstante Stoffwerte).

Schicht Temperatur Geschwindigkeit U*
1 1 oUu*
viskose Unterschicht Y~ gyw — 5@53/*2 + o | Y~
B : CPr X X X
Uberlappungsschicht Cln(y*)+ D Sy (C[ln(y )—2]4+ D — 6 )
Ot
(Wandfunktionen)
+EIn(y*)+ F
mit
C D E F
U™ U™
0,427 1,93 0,49 - — 2,27 1,28 - 1,28
) 3 ) ayx " Y Y ayx " + Y

3.4 Wandfunktionen von George und Capp

Die Arbeit von George & Capp (1979) ist das ,Standardwerk® zur natiirlichen Konvek-
tion an vertikalen Wénden, siehe z.B. Gersten & Herwig (1992), Schlichting & Gersten
(2000) und Miiller & Ehrhard (1999), obwohl schon Henkes & Hoogendoorn (1990) und
spéter Versteegh & Nieuwstadt (1999) Abweichungen bei den Geschwindigkeitsprofilen
festgestellt haben. Da George & Capp (1979) fiir den Bereich der viskosen Unterschicht
prinzipiell die gleichen Funktionen angeben wie in den Gleichungen (3.25) und (3.46), sol-
len im folgenden Abschnitt nur die Profile in der Uberlappungsschicht verglichen werden,
da sich diese deutlich voneinander unterscheiden.

George & Capp (1979) haben den Wandbereich bei natiirlicher Konvektion ebenfalls in
eine Wandschicht (molekularer und turbulenter Transport) und eine Aufenschicht (nur
turbulenter Transport) aufgeteilt. Der Hauptunterschied ist jedoch, dass sie fiir beide
Schichten individuelle charakteristische Temperaturen (7} und 7}*), Geschwindigkeiten
(uf und uf) und Bezugslangen (I, die zunéchst undefiniert bleibt, und [) eingefiihrt
haben. Es wird hier die Notation von George & Capp (1979) beibehalten, in der der
Index i fiir die inner layer, also die Wandschicht, und der Index o fiir die outer layer, also
die Aufsenschicht steht:

9\ 1/3
) (3.60)

T* _ ( a*2 OT*

g*ﬁ*l: ay*
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3\ 1/4
) (3.61)

T'* _ (a*Q aT*

' g B oy*
T 1/3

up = (a* 23/* wg*ﬁ*l:) (3.62)
T 1/4

up = (a”g?wg*ﬂ*) (3.63)

l* B CI,*Q aT*

In den vorangegangenen Abschnitten zur Herleitung der universellen Profile wurde nur
eine Bezugstemperatur 77 nach Gleichung (3.7) und nur eine Bezugsgeschwindigkeit u
nach Gleichung (3.45) eingefiihrt. Diese Groken sind in der Wand- und in der Aufen-
schicht giiltig, da weder das Temperatur- noch das Geschwindigkeitsfeld Unstetigkeiten
aufweisen. Lediglich fiir den Wandabstand wurden fiir die Wand- bzw. Aufenschicht unter-
schiedliche Bezugsgréfien eingefiihrt, da hier eine Singularitit an der Wand auftritt. Diese
unterschiedliche Wahl der Bezugsgrofen fiihrt letztendlich zu unterschiedlichen Profilen,
wie fiir das Temperaturprofil beispielhaft gezeigt werden soll.

1N\ 14
) (3.64)

w

3.4.1 Temperaturprofil

Das Temperaturprofil wird, dhnlich wie in Abschnitt (3.1, durch Anpassen der Gradienten
in der Uberlappungsschicht ermittelt. In den Koordinaten der Aufenschicht gilt

T — T

a(—)
T T, T 00, T:
or” _ o o 99 T, (3.65)

Ou* - * TTe T o *
Y 9 (y_ ) o 0y U
5
Hierbei gilt ©, = (T* —T*) /T, und y, = y*/I*. Fiir die Wandschicht kann der Tempera-

turgradient umgeschrieben werden zu

T - T;

Co(TEE) L
or _ L I _09 I7 (3.66)

oy N oy I
Y a (y_*> 1 ayl lz
l;
mit ©; = (T* —T7)/T; und y; = y*/IF. Gleichsetzen von (3.65) und (3.66) und anschlie-

fsendes Umformen liefert

a3 99 _ 3 00

ayo — ayz ‘
Da fiir Ra — oo das Verhéhltnis der Bezugslingen gegen Null strebt, kann Gleichung
3.67) nur erfiillt sein, wenn beide Seiten konstant sind. Somit folgt dann z.B. fiir die
rechte Seite, wobei ein Einfluss der Prandtl-Zahl angenommen wird

(3.67)

o

00); _
yf/?’ . @ = const = @z = K2 Y 1/3 —+ A(PI‘) (368)



42 KAPITEL 3. NATURLICHE KONVEKTION AN VERTIKALEN WANDEN

George & Capp (1979) erhalten durch die Wahl von unterschiedlichen Bezugsgrofen in
Wand- und Aufsenschicht also ein Potenzgesetz und kein logarithmisches Profil. Anhand
von Messdaten soll nun bewertet werden, welcher Ansatz (logarithmischer Verlauf oder
Potenzgesetz) besser zur Beschreibung der Temperaturprofile bei natiirlicher Konvektion
geeignet ist. Zundchst kann durch Vergleich von Gleichung (3.68) mit (3.7) und (3.12)
gezeigt werden, dass Gleichung (3.68) in ©*-y* Koordinaten geschrieben werden kann

0% = Ky -y 13 4+ A(Pr). (3.69)

Abbildung/3.15/zeigt beispielhaft zwei ausgewéhlte Temperaturprofile von Tsuji & Nagano
(1988a). Da zur Zeit, als George & Capp (1979) ihre Arbeit veréffentlicht haben, nur we-
nige Datensétze zur Verfiigung standen, konnten sie keine verldsslichen Werte fiir die
Konstanten in Gleichung (3.69) angeben. Es werden deshalb Ky = —4,2 und A = 5,0
in Abbildung [3.15 benutzt, wie sie von Versteegh & Nieuwstadt (1999) angegeben wer-
den. Diese wurden bestimmt, indem sie die von George & Capp (1979) vorgeschlagenen
Profile an ihre DNS-Daten angepasst haben. Man erkennt, dass Gleichung mit den
Konstanten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) von den Messdaten abweicht. Gleichung
(3.26)) hingegen gibt die Messdaten deutlich besser wieder.

,ﬁ' 0% = 0,427 - In(y*) + 1,93
1r @@ — X :_4’2_y><—1/3 _|_5,0

0.5r ﬁ - - @x:@.yx |
@ a

w

O l l l
10° 10" 10° 10°

Abbildung 3.15: Temperatur-Wandfunktion ((3.69), —) nach George & Capp (1979)
mit den Konstanten aus Versteegh & Nieuwstadt (1999); zum Vergleich die Daten von
Tsuji & Nagano (1988a) fiir Gr, = 3,6210" (<) und Gr, = 8,4410" (57). Zusitzlich
ist das Profil der viskosen Unterschicht angegeben (— — —) und als Alternative das neu
hergeleitete Temperaturprofil (— - —) nach Gleichung (3.22).
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3.4.2 Geschwindigkeitsprofil

Das Geschwindigkeitsprofil wurde von George & Capp (1979) ebenfalls durch ein Anpas-
sen der Gradienten in der Uberlappungsschicht bestimmt. Man erhélt als Bedingung fiir
die Gradienten

213, 0o _ 2y3 OUi
¢ ayo ! ayz

= const. (3.70)

Eine Integration liefert ein Potenzgesetz fiir das Geschwindigkeitsprofil
U= K, -y”* + B(Pr). (3.71)
Durch ein Umschreiben in U*-y* Koordinaten zur besseren Vergleichbarkeit erhélt man

X
vt Ky -y + B(Pr). (3.72)
Pr
Gleichung unterscheidet sich stark von Gleichung (3.54). Da K; in der Arbeit von
George & Capp (1979) eine Konstante ist (K; = 27) und nur Fluide mit gleicher Prandtl-
Zahl (also: B(Pr = 0,71) = const) betrachtet werden, gibt es nur eine Funktion, die alle
vorliegenden Geschwindigkeitsprofile beschreiben sollte. Anhand von Abbildung [3.13]ist
allerdings schon zu erkennen, dass die Geschwindigkeitsprofile keine universelle Form ha-
ben und somit nicht nur als Funktion des Wandabstandes beschrieben werden kdénnen.
Dies wird bereits am Geschwindigkeitsprofil in der viskosen Unterschicht deutlich, bei dem
zusitzlich zum Wandabstand noch der Geschwindigkeitswandgradient und die Tempera-
turdifferenz eine Rolle spielen. Wenn diese Grofen bereits in der viskosen Unterschicht
von Bedeutung sind, so wire es erstaunlich, wenn sie in der Uberlappungsschicht keinen
Einfluss mehr hitten und hier ein universelles Profil vorliegen wiirde. Diese Argumenta-
tion soll anhand von Abbildung verdeutlicht werden, in der beispielhaft zwei (nicht
verschobene) Geschwindigkeitsprofile von Tsuji & Nagano (1988a) dargestellt sind.

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Messdaten nicht {ibereinander liegen, was nach
der Theorie von George & Capp (1979) der Fall sein sollte. Auferdem beschreibt die
von George & Capp (1979) angegebene Wandfunktion das Geschwindigkeitsprofil (né-
herungsweise) nur im Bereich zwischen Wand und Geschwindigkeitsmaximum, also fiir
0,1 < y* < 3. Dieser Bereich kann aber schon sehr gut mit Hilfe der Gleichung (3.46)
fiir die viskose Unterschicht beschrieben werden. Die neue Wandfunktion (3.54) hingegen
beschreibt das Geschwindigkeitsprofil fiir 3 < y* < 200 sehr gut.

Somit ldsst sich feststellen, dass die neuen Wandfunktionen nach Gleichung und
die vorhandenen Messdaten deutlich besser wiedergeben als die Gleichungen (3.69)
und (3.72) von George & Capp (1979). Vor allem das neue Geschwindigkeitsprofil ermdog-
licht eine Beschreibung der Stromung ,rechts® vom Maximum, was mit der Theorie von
George & Capp (1979) nicht moglich ist.

Im folgenden Abschnitt wird ein blending vorgestellt, dass die Ubereinstimmung auch
in der sog. buffer layer verbessert und somit die Profile noch besser wiedergibt. Um ,fair
gegeniiber der Arbeit von George & Capp (1979) zu bleiben, wurden die blending-Profile
in diesem Abschnitt noch nicht benutzt, sondern lediglich die Profile aus der viskosen
Unterschicht und der Uberlappungsschicht.
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Abbildung 3.16: Geschwindigkeits-Wandfunktion nach George & Capp (1979) vergli-
chen mit den Daten von Tsuji & Nagano (1988a) fiir Gr, = 3,6210 (<) und Gr, =
8,4410' (57). Ebenfalls dargestellt: das Geschwindigkeitsprofil nach Gleichung (3.54).

3.5 Blending fiir die Buffer Layer

Bisher wurden die Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile fiir die viskose Unterschicht
und die Uberlappungsschicht angegeben. Es konnte eine gute Ubereinstimmung mit DNS-
Daten und Messergebnissen festgestellt werden und es wurde gezeigt, dass die neuen
Profile die Daten besser wiedergeben als die Theorie von George & Capp (1979). Ein
kleiner Schwachpunkt ist jedoch noch, dass im Bereich zwischen viskoser Unterschicht
und Uberlappungsschicht, der hiufig als buffer layer bezeichnet wird, die neuen Profile
die Daten nur schlecht wiedergeben, wie in Abbildung(3.17 anhand des Temperaturprofils
von Tsuji & Nagano (1988a) fiir Gr, = 3,62 10'° gezeigt wird.

Dies kann durch ein ,Blenden® (blending) umgangen werden. Ein blending liefert zwar
keine neuen Erkenntnisse iiber das Stromungs- bzw. Temperaturfeld, d.h. man erhélt
kein theoretisch begriindetes Profil, das im gesamten wandnahen Bereich giiltig ist. Es
ist vielmehr ein Hilfsmittel, um zwei bekannte Profile (in der viskosen Unterschicht und
der Uberlappungsschicht) glatt miteinander zu verbinden, siehe auch Churchill & Usagi
(1973).

Ein blending fiir das Temperaturprofil, das sowohl in der viskosen Unterschicht als auch
in der buffer layer und der Uberlappungsschicht giiltig ist, lautet

1 7
0% (y*) = <@w + W) (3.73)

visc log
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Abbildung 3.17: Im Bereich der buffer layer (Bereich zwischen viskoser Unterschicht und

Uberlappungsschicht) treten Abweichungen zwischen Messdaten und den hergeleiteten
Profilen auf, was hier anhand des Temperaturprofils von Tsuji & Nagano (1988a) fiir
Gr, = 3,62 10!V gezeigt werden soll.

mit O, = aj/a;, y* nach Gleichung (3.30) und ©;, = C'ln(y*) + D nach Gleichung

visc

3.22)).

Ein Geschwindigkeitsprofil, das ebenfalls {iber den gesamten wandnahen Bereich giiltig
ist, erhdlt man mit

1 1 —-1/6
UX(yX) = (m + Tiﬁf) . (374)

Hierbei ist U,;,, das Geschwindigkeitsprofil in der viskosen Unterschicht nach Gleichung
(3.57) und U das Geschwindigkeitsprofil in der Uberlappungsschicht nach Gleichung

log
3.54).

Die neuen Profile, die auch die buffer layer beschreiben, sind in Abbildung 3.18 zusam-
men mit den Daten von Tsuji & Nagano (1988a) fiir Gr, = 3,62 10'° dargestellt. Man
erkennt an diesem Beispiel, dass mit dem blending sowohl das Temperatur- als auch das
Geschwindigkeitsprofil fiir 0 < y* < 200 wiedergegeben werden konnen .

4Die Abweichungen zwischen Messdaten und universellem Geschwindigkeitsprofil in der viskosen Un-
terschicht ist vermutlich durch Messfehler im Geschwindigkeitsgradienten zu erklidren. Hierbei handelt es
sich um keinen Effekt des blendings.
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Abbildung 3.18: Profile nach den Gleichungen (3.73) und (3.74), die durch ein blen-
ding im gesamten wandnahen Bereich giiltig sind. Zum Vergleich sind beispielhaft die
Messdaten von Tsuji & Nagano (1988a) fiir Gr, = 3,62 10'° und die Profile in der Uber-
lappungsschicht (— — —) und in der viskosen Unterschicht (---) angegeben.



Kapitel 4

Implementierung der universellen
Profile als Wandfunktionen

Im Kapitel 3lwurden universelle Profile fiir die Temperatur und die Geschwindigkeit ange-
geben, die in der Uberlappungsschicht giiltig sind. Diese Profile konnen nun als Wandfunk-
tionen (siehe Abschnitt 2.5) in CEFD-Codes benutzt werden, um die turbulente natiirliche
Konvektion an vertikalen Wéanden zu berechnen.

Vorab kann allerdings allgemein festgestellt werden, dass sich die Simulation von na-
tiirlicher Konvektion schwieriger als im Falle von erzwungener Konvektion gestaltet. Das
Stromungsfeld und das Temperaturfeld sind stark aneinander gekoppelt und die Tempe-
ratur stellt keinen passiven Skalar mehr dar. CFD-Berechnungen sind dann zumeist mit
sehr geringen Unter-Relaxations-Faktoren (under relazation factors, URF) durchzufithren
und bendétigen eine sehr hohe Anzahl an Iterationsschritten, bis Konvergenz erreicht ist.
Auflerdem miissen sehr feine Gitter benutzt werden, da die viskose Unterschicht aufgelst
werden muss (y* < 3 fiir die wandnéichsten Zellen). Dies ist notwendig, da die Standard-
Wandfunktionen die natiirliche Konvektion nicht richtig beschreiben, siehe z.B. Abbildung
Dariiber hinaus sind die meisten (Zwei-Gleichungs-) Turbulenzmodelle in kommerzi-
ellen CFD-Codes fiir erzwungene Konvektion optimiert und werden somit keine zufrieden-
stellenden Ergebnisse fiir die natiirliche Konvektion liefern konnen. Die Verwendung von
neuen Wandfunktionen basierend auf den Gleichungen (3.26) und (3.54) zur Berechnung
von natiirlicher Konvektion konnte ein Mittel sein, diese Probleme zu umgehen. Durch die
Verwendung groberer Gitter in Wandnéhe kdnnte die Zellzahl drastisch verringert werden,
was sich positiv auf die Rechenzeit auswirkt. Aufserdem sollte sich durch die Verwendung
von Wandfunktionen die Genauigkeit der Ergebnisse erhéhen.

In Abschnitt [4.1 soll anhand des CFD-Programmpaketes FLUENT 6.2 iiberpriift wer-
den, in wie weit kommerzielle Codes in der Lage sind, natiirliche Konvektion zu berechnen.
Dazu wird versucht, die Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) fiir Ra = 5,010° zu
reproduzieren. Dies soll verdeutlichen, wieso Wandfunktionen fiir die natiirliche Konvek-
tion notwendig sind. In Abschnitt 4.2/ wird die Bilanzgleichung der kinetischen Energie
der turbulenten Schwankungsbewegung £* fiir den Fall der natiirlichen Konvektion un-
tersucht, da diese vermutlich die Ursache fiir die gefundenen Abweichungen darstellt. In
Abschnitt 4.3 wird gezeigt, wie die universellen Profile aus Kapitel [3 als Wandfunktio-
nen in einem CFD-Code implementiert werden kénnen. Die damit erhaltenen Ergebnisse
werden in Abschnitt [4.4 vorgestellt.

47
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4.1 FLUENT-Ergebnisse fiir die natiirliche Konvektion

Mit Hilfe des CFD-Programmpaketes FLUENT 6.2 soll die natiirliche Konvektion in einem
unendlich ausgedehnten Kanal, wie er in Abbildung [3.1 (oben) schematisch dargestellt
ist, simuliert werden. Die Ergebnisse werden mit den Daten von Versteegh & Nieuwstadt
(1999) verglichen. Fiir diesen Fall des unendlich ausgedehnten Kanals ist die Stromung
voll ausgebildet und es handelt sich um eine eindimensionale Strémung, d.h. die Grofen
dndern sich nur mit der Koordinate y*. Die ausgebildete Stromung soll hier durch eine
(zweidimensionale) Stromung in einer Kavitdt mit hohem Seitenverhéltnis I' = L*/h*, also
dem Verhéltnis von Lange L* zu Breite h* (aspect ratio), angenidhert werden. Die Seiten-
winde weisen unterschiedliche Temperaturen (7% bzw. T}) auf und die obere bzw. untere
Wand werden als adiabat angenommen. Bei geniigend groften Werten!| von T kann bei L*/2
von einer eindimensionalen Stromungssituation ausgegangen werden. Dies kann zum einen
dadurch iiberpriift werden, ob sich die Werte fiir L*/2 + Al* noch veréndern, wobei Al*
klein im Vergleich zu L* ist. Eine zweite Mdoglichkeit ist das Erhchen von I' und anschlie-
fendes Uberpriifen, ob sich die Werte veriindern. Verschiedene Testrechnungen ergaben,
dass hier bei I' = 40 von einer eindimensionalen Stromung bei L*/2 ausgegangen werden
kann und ein weiteres Erhohen des Seitenverhiltnisses keinen Einfluss mehr hat.

Die Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) liegen in entdimensionierter Form vor
und werden zunéchst in dimensionsbehaftete Grofen transformiert, um sie im Anschluss
besser mit den (dimensionsbehafteten) FLUENT-Ergebnissen vergleichen zu konnen. Hier-
7zu wurden die Stoffeigenschaften bei T = 30°C gewéhlt, die Kanalhéhe h* wurde 7zu
h* = 0,1m gesetzt und die Temperaturdifferenz zu T, — T} = 60°C. Die unterschied-
lichen Rayleigh-Zahlen fiir die FLUENT-Simulationen werden nun erreicht, indem die
oben angegebenen Randbedingungen bzw. Stoffwerte benutzt werden und die ,Erdbe-
schleunigung® entsprechend variiert wird. Die Rechnungen werden also mit sog. DUMMY-
Variablen durchgefiihrt, zu Details siehe Herwig (2002). Zur Bewertung werden sowohl die
Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile als auch die Wandgradienten der Temperatur
und Geschwindigkeit benutzt, die in Tabelle [4.1 zusammen mit der jeweils angepassten
sErdbeschleunigung” angegeben sind. Zum Aufbau der Geometrie und weiteren Daten
siehe auch Abbildung/4.1!

'Fiir I' — oo ist die Kavitit identisch mit dem unendlich ausgedehnten Kanal. Groke Werte von I'
stellen somit eine Naherungslosung fiir I' — oo dar

Tabelle 4.1: Relevante Grolen fiir die dimensionsbehafteten DNS-Daten von
Versteegh & Nieuwstadt (1999) fiir die verschiedenen Rayleigh-Zahlen.

.. I or*| . K ou*| . 1

Ra g in — in — in —

52 oy*|, m oy*|, s
5,010° 9,421 6535,0 129,87
2,010° 3,768 4914,7 64,08
8,210° 1,545 3756,0 32,77

5,410° 1,017 3210,7 24,58
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Abbildung 4.1: Aufbau der Kavitét, die die Geometrie fiir die FLUENT-Rechnungen
darstellt.

Zur Berechnung der Strémung in der Kavitdt wurden zwei unterschiedlich feine Gitter
erzeugt:

e Es wurde ein grobes Gitter mit 8 x 200 Zellen erstellt. Hiermit wird der wandnahe
Bereich nur grob aufgel6st und es kann iiberpriift werden, in wie weit die Standard-
Wandbehandlung in der Lage ist, natiirliche Konvektion richtig wiederzugeben.

e Mit einem feinen Gitter mit 100 x 1400 kann die viskose Unterschicht aufgeldst
werden. Hierbei werden keine Wandfunktionen benutzt und es wird bis in die viskose
Unterschicht aufgelost. Hierzu sollte y* < 5 gelten.

Fiir jedes Gitter wurden vier verschiedene (Zwei-Gleichungs-) Turbulenzmodelle benutzt:

o k-w-Modell
e Standard k-e-Modell
o RNG-k-e-Modell

o realizable k-s-Modell

Fiir die verschiedenen Varianten des k-e-Turbulenzmodells wurden die Standard-Wand-
funktionen fiir das grobe Gitter und das enhanced wall treatment, das unter FLUENT zur
Verfiigung steht, fiir das feine Gitter verwendet. Das k-w-Modell besitzt unter FLUENT
eine spezielle Wandbehandlung, bei der in Abhéngigkeit vom Wandabstand ein blending
zwischen dem linearen Profil in der viskosen Unterschicht und dem logarithmischen Verlauf
in der Uberlappungsschicht durchgefiihrt wird. Das prinzipielle Vorgehen ist dhnlich zum
blending in Abschnitt [3.5; zu weiteren Details zu den einzelnen Turbulenzmodellen siehe
FLUENT (2005) oder auch Wilcox (1993).
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In Abbildung 4.2/ sind fiir einen ersten qualitativen Vergleich die DNS-Profile von
Versteegh & Nieuwstadt (1999) fiir Ra = 5,0 10° zusammen mit den FLUENT-Ergebnis-
sen des k-w-Modells dargestellt, da dieses Modell die DNS-Daten am besten wiedergibt.
Die Ubereinstimmung des Temperaturprofils mit den DNS-Daten ist auf den ersten Blick
fiir beide Gitterfeinheiten recht gut. Fiir die Geschwindigkeit ist zu erkennen, dass auf
beiden Gittern die Maximalgeschwindigkeit deutlich {iberschitzt wird. Der weitere quali-
tative Verlauf wird jedoch einigermafsen gut wiedergegeben.
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Abbildung 4.2: Vergleich der DNS-Daten (—) von Versteegh & Nieuwstadt (1999) mit
Temperatur- und Geschwindigkeitsprofilen der FLUENT-Simulation fiir Ra = 5,0 10°. Es
handelt sich um Profile, die mit dem k-w-Modell auf dem 100 x 1400 Gitter (— - —) und
auf dem 8 x 200 Gitter (x) ermittelt wurden

Um die Ergebnisse nun quantitativ bewerten zu kénnen, werden die Wandgradienten der
Temperatur und Geschwindigkeit (|07*/0y*|,, bzw. Ou*/0y*|,,) herangezogen. Diese Gro-
fen sind direkt mit der Wandwérmestromdichte und der Wandschubspannung verkniipft
und stellen somit wichtige Parameter dar. In Tabelle 4.2/ sind die Wandgradienten, die
mit den unterschiedlichen Modellen und Gittern berechnet wurden, und die zugehorigen
relativen Fehler fiir die hochste Rayleigh-Zahl (Ra = 5,0 10°) angegeben.

Man erkennt, dass die Rechnungen mit den groben Gittern und Standard-Wandbehand-
lung keine zufriedenstellenden Ergebnisse liefern. Die Abweichungen im Temperaturwand-
gradienten liegen bei mehr als 20 % und beim Geschwindigkeitswandgradienten bei mehr
als 45 %. Somit ist gezeigt, dass die natiirliche Konvektion mit FLUENT auf groben Git-
tern nur ungeniigend berechnet werden kann, was schon nach Abbildung(3.2/zu erwarten
war.

Erstaunlicherweise treten aber auch bei der Simulation mit feinen Gittern erhebliche
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Tabelle 4.2: Mit FLUENT bestimmte Wandgradienten fiir Ra = 5,010°, die auf zwei
unterschiedlichen Gittern und mit jeweils vier Turbulenzmodellen ermittelt wurden. Zu-
satzlich sind die relativen Fehler in den Gradienten angegeben.

Die Rechnungen mit den k-e-Modellen auf den groben Gittern (8 x 200) wurden mit
Standard-Wandfunktionen durchgefiihrt und auf den feinen Gittern (100 x 1400) mit dem
enhanced wall treatment.

Turbulenzmodell Gitter yT ’8T in K rein % Ou in E Ty in %
oy*|, m oy |, s
o 8x200 128 520552 2034 6822 4747
ke 8x200 10,1 434393  -33.53 42,21 67,50
RNG-k-¢ 8 x 200 10,9 4408.58 -32,54 49,88 -61,59
realizable k-¢ 8 x 200 9,7 422270 -35,38 39,32 -69,72
- 100 x 1400 1,6 456644  -30,12 15870  +22.20
k-¢ 100 x 1400 1.7 3955,05 -39,48 179,27 +38,04
RNG-k-¢ 100 x 1400 1,6 4218,73 -35.,44 175,82 +39,38
realizable k-c 100 x 1400 1,7 395187  -39,53 180,64  +39,00

Abweichungen auf. Der Temperaturgradient weicht jetzt um mehr als 30 % ab, der Ge-
schwindigkeitsgradient um 20 %. Dies ist zunachst iiberraschend, da hier die Stromung bis
in die viskose Unterschicht berechnet wird und physikalische Randbedingungen benutzt
werden. Da die Impulsbilanzen und die Energiegleichung ,korrekt® sind, ist der Fehler
vermutlich in der Turbulenzmodellierung zu suchen. Dies wird in Abschnitt [4.2 weiter
untersucht.

Es soll an dieser Stelle betont werden, dass es mit kommerziellen CFD-Codes, wie
z.B. FLUENT, bei Verwenden eines Zwei-Gleichungs-Turbulenzmodells nicht moglich
ist, natiirliche Konvektion mit ausreichender Genauigkeit zu berechnen. Evt. konnte als
eine Alternative zu den im folgenden aufgezeigten Wandfunktionen das Benutzen des
k-e-v2- f-62 Turbulenzmodells zu einer Erhéhung der Genauigkeit fithren, da z.B. von
Kenjeres et al. (2004) gute Ergebnisse sowohl fiir die natiirliche als auch fiir die gemischte
Konvektion berichtet wurden.

4.2 k-Gleichung zur Turbulenzmodellierung

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass mit FLUENT die natiirliche Konvektion
nur unzureichend berechnet werden kann, auch wenn sehr feine Gitter verwendet werden,
mit denen die viskose Unterschicht aufgelost wird. Die Ursache hierfiir ist in der Turbu-
lenzmodellierung zu vermuten. Es wird fiir die folgenden Abschnitte vorausgesetzt, dass
der Leser mit den Grundziigen der Turbulenzmodellierung und im besonderen mit dem
k-w-Turbulenzmodell vertraut ist. Bei Bedarf siehe z.B. Wilcox (1993), Ferziger & Peri¢
(1999), Versteeg & Malalasekera (1995) und Herwig (2002). Zu den Gleichungen des k-w-
Turbulenzmodells siehe Anhang [C|

Es soll nun die Bilanzgleichung der kinetischen Energie der turbulenten Schwankungs-
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bewegung k* untersucht werden. Fiir einen eindimensionalen Fall wie den unendlich aus-
gedehnten Kanal gilt z.B. nach Wilcox (1993)

L ((Our? e 0T Ok
O:Vt (ay*) — ﬁkk w +a—y* |:(V +O’kVt)ay*:| . (41)
—_— = ~~ -~
Term 1 Term 11 Term 111

Hierbei kann Term I als Produktionsterm, Term II als Dissipationsterm und Term III als
Diffusionsterm interpretiert werden.

Mit den DNS-Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) fiir Ra = 5,0 10° kénnen die
Terme I bis III einzeln ausgewertet werden. Hierbei wird die Wirbelviskositidt bestimmt
als

—U*/T*/

10T+ /9y*|

v = oa; = oy (4.2)
um die Singularitit der Wirbelviskositat v} im Geschwindigkeitsmaximum zu vermeiden.

Die Terme I bis III sind in Abbildung zusammen mit der Summe der drei Terme
dargestellt.

0.04r, ]

0.02r{"

—0.02;
buffer layer

-0.04

Term I-11I in m? /s>

—0.067 7

-0.08 / .

0 . 0.02 0.03 0.04 0.05
y* in m

Abbildung 4.3: Die einzelnen Terme der k*-Gleichung (Term I: —-—, Term II: - - -, Term
III: — — —) und die Summe der Terme (=) fiir 0 < y* < h*/2, ermittelt anhand der
Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) fiir Ra = 5,0 10°. Zusétzlich ist der Bereich
der buffer layer (grau unterlegt) fiir den vorliegenden Fall angegeben.

Nach Gleichung (4.1) sollte die Summe der drei Terme gleich Null sein, was hier al-
lerdings nicht der Fall ist. Es ist zu erkennen, dass die Diffusion (Term III) aufer in
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unmittelbarer Wandnihe sehr gering ist und somit keinen groken Einfluss in der Uber-
lappungsschicht hat. Hier sind nur die Dissipation (Term II) und die Produktion (Term
I1T) von Bedeutung und nach Gleichung sollten sich beide Terme gegenseitig aufhe-
ben. Dies ist fiir die natiirliche Konvektion nicht der Fall, da der Betrag der Dissipation
grofer ist als die Produktion. Somit ist die Standard k*-Gleichung mit den verwendeten
Konstanten nicht fiir die natiirliche Konvektion geeignet.

4.2.1 Turbulenzproduktion durch Auftrieb

Um das Turbulenzmodell fiir die natiirliche Konvektion anzupassen, gibt es bereits einige
Ansétze in der Literatur. Ein Standard-Ansatz fiir die Turbulenzproduktion G} durch
Auftriebseffekte, wie er auch in FLUENT beriicksichtigt wird, lautet

0T 0T,y OT

G* — * . 4.3
b g; oy ax: gajﬁ oy O gy oy 8y* ( )
Fiir vertikale Wénde (g;; = 0) vereinfacht sie sich zunéchst zu
o — g 4.4
b T oy a$* ( )

und fiir den eindimensionalen Fall, fiir den keine Gradienten in x-Richtung auftreten
(0T*/oz* = 0), folgt letzlich

G =0. (4.5)

4.2.2 Generalized Gradient Diffusion Hypothesis (GGDH)

Ein weiterer Ansatz geht auf eine Arbeit von Ince & Launder (1989) zuriick, die die Tur-
bulenzproduktion durch Auftriebseffekte modellieren als (beachte: g = gZ)

Gy = g: B uy'T = g u'T™. (4.6)

Der Term u;’T* wird hierbei entsprechend Daly & Harlow (1970) modelliert, wobei nur
Gradienten in y-Richtung auftreten:

1 g0 r T (4.7)

uT = — =
Orw* k Oxy Brw* oy*

Hierbei wird zunéchst ¢r = 0,15 benutzt, wie es in Ince & Launder (1989) vorgeschlagen

wird. Modelliert man die turbulente Schubspannung als

o ko
t ay* - w* 3y*7

(4.8)

—urv¥ =
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so ergibt sich fiir u*'T*, wie es in Gleichung (4.6) benétigt wird, (mit g* = —g*)

—_— E* ou* oT™ k* ou* OT™
e = e OO Gy gt AT
Brw*? Oy* Oy* Brw*? Oy* Oy*

In Abbildung ist der Term Gj zusétzlich zur Summe der Terme I-III dargestellt.
Es ist zu erkennen, dass sich durch die Hinzunahme des Gj-Terms die Ubereinstimmung
nicht wesentlich verbessert hat. Die Summe der Terme ist immer noch ungleich Null und
die Bilanzgleichung fiir £* ist somit nicht erfiillt.

Abbildung 4.5 zeigt die Terme der k*-Gleichung und eine modifizierte Version des
GGDH-Ansatzes. Hierbei wurde die Konstante ¢ = 1,0 benutzt, mit der eine bessere
Ubereinstimmung erreicht werden kann.

Mit dem neuen Wert c¢p = 1,0 stellt man fiir drei DNS-Datensiitze (8,210° < Ra <
5,010) fest, dass die k*-Gleichung zumindest fiir y* > 0,03 m befriedigend erfiillt werden
kann. Allerdings ist die Datenbasis sehr gering und der Wert ¢y = 1,0 kann somit mit
einem grofen Fehler behaftet sein. Zu weiteren Details siehe auch Kig (2005).

Es wurde gezeigt, dass die k*-Gleichung (4.1) fiir die natiirliche Konvektion nicht er-
fiillt wird und dass bekannte Korrekturen aus der Literatur nicht in der Lage sind, die
Ubereinstimmung zufriedenstellend zu verbessern. Es soll im folgenden darauf verzichtet
werden, das k-w-Modell zu modifizieren und anhand von nur vier DNS-Datensétzen eine
weitere Variante des Modells fiir die natiirliche Konvektion zu entwickeln. Die Verlésslich-
keit eines so modifizierten Modells wire aufgrund der geringen Datenbasis nur begrenzt.
Aufserdem ist zu beachten, dass die zur Verfiigung stehenden DNS-Profile nur bei (aus
asymptotischer Sicht) kleinen Rayleigh-Zahlen vorliegen.

(4.9)

4.3 Implementierung der neuen Wandfunktionen

Anstatt ein modifiziertes k-w-Modell zu entwickeln, wird im folgenden ein anderer Ansatz
gewihlt, um die natiirliche Konvektion zu simulieren. Es werden die universellen Profile
nach Gleichung (3.26) und (3.54) als Wandfunktionen benutzt und zur Turbulenzmo-
dellierung wird weiterhin das ,unpassende* k-w-Turbulenzmodell verwendet. Allerdings
werden die Randbedingungen fiir £* und w* fiir den Fall der natiirlichen Konvektion
modifiziert. Dieser neue Satz von Wandfunktionen bzw. Randbedingungen wird in den
FORTRAN Code CAFFAE von Ferziger & Peri¢ (1999) implementiert, dessen Quellcode
frei zuginglich ist. Es handelt sich um einen Finite-Volumen CFD-Code fiir inkompressible
Stromungen mit der Boussinesq-Approximation zur Beriicksichtigung der Auftriebseffek-
te. Die fiir die folgenden zweidimensionalen, stationdren Félle zu losenden Gleichungen
sind der Vollstandigkeit halber im Anhang |C|zu finden. Es musste die Gittererzeugung
und die Wandbehandlung (neue Wandfunktionen) angepasst werden, der Hauptteil des
Codes konnte unveréndert bleiben.

Zur Beurteilung des hier skizzierten Ansatzes werden im folgenden, dhnlich wie bei
den FLUENT-Rechnungen, die Wandgradienten und die Profile der Temperatur und Ge-
schwindigkeit von Versteegh & Nieuwstadt (1999) benutzt. Solange diese Grofen ausrei-
chend genau berechnet werden konnen, werden Abweichungen bei £* oder bei w* tole-
riert. In den meisten Fillen ist der Anwender von CFD-Codes nur an Aussagen iiber die

2CAFFA steht fiir Computer-Aided Fluid Flow Analysis.
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Abbildung 4.4: Die Summe der Terme I-III (---) der k*-Gleichung, der Produktions-
term G} (—-—) nach Gleichung (4.9) und die Summe aller Terme (=) fiir 0 < y* < h*/2.
Ermittelt anhand der Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999).
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Abbildung 4.5: Die Summe der Terme I—III (---) der k*-Gleichung, der Produktions-
term G} (— - —) nach Gleichung (4.9) mit ¢y = 1,0 und die Summe aller Terme (=) fiir

0 < y* < h*/2. Ermittelt anhand der Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999).
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Temperatur und Geschwindigkeit interessiert, und k* bzw. w* sind nur Hilfsgréfen im
Losungsprozess. Dies soll ein wenig begriinden, wieso hier wissentlich ein eigentlich ,un-
passendes” Turbulenzmodell benutzt wird, wie in Abschnitt [4.2 gezeigt wurde. Sicherlich
ware eine universelle Beschreibung der Turbulenz, die sowohl 7™, «* und v* als auch £* und
w* richtig wiedergibt, wiinschenswert, doch scheint dies mit einfachen Zwei-Gleichungs-
Turbulenzmodellen nicht moglich zu sein.

4.3.1 Universelle Profile

Zur besseren Ubersichtlichkeit sollen hier noch einmal die universellen Profile nach Glei-
chung und (3.54) angegeben werden.

¢ = C-In(y*)+D (4.10)
X CPr X X X
Us = Uty (C [In(y™) —2] + D — ©f)
U™ oU*
+(61 9 w+€2) ‘In(y™) + (fl D w+f2) (4.11)

Hierbei ist oy = 0,9, C' = 0,427, D = 1,93, e; = 0,49, e5 = —2,27, f; = 1,28 und f, = 1,28.
Die Profile sind fiir y* = 5 giiltig und werden im folgenden als Wandfunktionen benutzt.

Es soll kurz beschrieben, wie diese Funktionen implementiert werden kénnen. Zum
prinzipiellen Aufbau und zur Funktionsweise von CFD-Codes siehe z.B. Ferziger & Peri¢
(1999) und Versteeg & Malalasekera (1995).

4.3.2 Temperatur-Wandfunktion

Wird zur Berechnung einer Stromung ein grobes Gitter benutzt, so liegt der erste Zell-
mittelpunkt (y}) aukerhalb der viskosen Unterschicht. Da das Temperaturprofil in diesem
Bereich nicht mehr linear ist, kann der Temperaturwandgradient (und damit auch die
Wandwéarmestromdichte) nicht mehr als Differenzenquotient berechnet werden

2 1u= T*(y1)

I (4.12)
w yl

oy*

sieche Abbildung 4.6!

Es wird stattdessen eine fiktive Temperaturleitfihigkeit a} eingefiihrt, die folgende Ei-
genschaft besitzt:

o Lo =T )

Qe —— = Q
/ yi

oT*
oy*

oT*
oy*

S
I T =T (yy)

*

(4.13)

w w

Mit der neu eingefiihrten Grofe a} ist es also moglich, den richtigen Temperaturwandgra-
dienten mit dem Differenzenquotienten zu verkniipfen.
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=y /Kontrollvolumen
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\ o
oy* |,
Abbildung 4.6: Temperaturverlauf im wandnéchsten Kontrollvolumen. Der Tempera-

turwandgradient kann bei einem groben Gitter (wie hier gezeigt) nicht mehr als Differen-
zenquotient gebildet werden.

Der Differenzenquotient in Gleichung (4.13) kann nun mit y* und ©* in eine dimensi-
onslose Form gebracht werden
T Y1
- =a"——— 4.14
w> T; ’ 1

o o (yi‘ or-
d T: — T*(y7) (')

y*
Wenn fiir den Mittelpunkt der ersten Zelle in dimensionsloser Darstellung gilt, dass y;* > 5
ist, so kann man ©* (y;") mit Hilfe des logarithmischen Temperaturprofils nach Gleichung

(3.26) ausdriicken

yr

T D (4.15)

ay=a’
Somit steht eine Berechnungsvorschrift fiir a} (fiir y;* > 5) zur Verfiigung, die in CFD-
Codes benutzt werden kann. Allerdings ist 77" und somit auch y* nicht von vorn herein
bekannt, sondern sie sind Teil der Losung und werden in einem iterativen Prozess ermit-
telt. Es soll hier die Iterationsvorschrift angegeben werden, mit der die Temperaturrand-
bedingung gesetzt wird. Hierbei steht der Index ,0ld* fiir einen alten Wert der Variable
und ,,new* fiir den aktuellen Wert.

Die Iterationsvorschrift lautet:

T — T (y1)""|

Schritt 1: T = 4.16
¢ Cln (y ) + D (4.16)
* (FHR new -1/3
Schritt 2: yr " =y - (%) (4.17)
a
X new
Schritt 3: a;" " =a’ 1 (4.18)

Cln (ylX "e“’) +D
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Die neue charakteristische Temperatur 777" fiir das wandnéchste Kontrollvolumen wird
mit Hilfe des alten dimensionslosen Wandabstandes % "? und dem logarithmischen Profil
ermittelt (Schritt 1). Mit der nun aktuellen charakteristischen Temperatur wird der neue
dimensionslose Wandabstand y; ™" berechnet (Schritt 2) und anschliefend die fiktive
Temperaturleitféhigkeit a3 (Schritt 3). Dies wird dann in der Matrix zur Bestimmung
des Temperaturfeldes benutzt, der als Schritt 4 bezeichnet werden kénnte. Somit steht ein
neues T7*(y7)"" zur Verfiigung und die Iteration muss von neuem durchgefiihrt werden,

falls das zugehorige Abbruchkriterium noch nicht erfiillt ist.

4.3.3 Geschwindigkeits-Wandfunktion

Um eine Wandfunktion fiir die Geschwindigkeit benutzen zu kénnen, miissen zunéchst
einige Hilfsgrofen bestimmt werden, die fiir die eigentliche Wandfunktion benétigt werden.
Dies ist zunéchst die dimensionslose Geschwindigkeit U* = u*(y7)/u’ (Schritt 1). Hierbei
wird die Definition der Bezugsgeschwindigkeit ein wenig umgeformt, so dass man
u; als Funktion von T} erhélt

or*
oy*

-2 * xrx %\ 1/3
T
_ B Ta) (4.19)
Pr

* k%3
. gpT
u. = V*

C

w

Die entdimensionierte Referenztemperatur ©F wird in Schritt 2 mit 7 gebildet. Um das
universelle Geschwindigkeitsprofil nach Gleichung (3.54) als Wandfunktion benutzen zu
konnen, wird in Schritt 3 eine Hilfsgrofke x eingefiihrt, fiir die gilt

X X CPr X X X aUX X
U (') — o, Y1 (O [ln(yl ) — 2] +D - @0) = Dy~ (@1 -In(yy) +f1)
=X
+eo - In(y;) + fo. (4.20)

Dies kann als Bestimmungsgleichung fiir den dimensionslosen Geschwindigkeitswandgra-
dienten benutzt werden (Schritt 4), der in Schritt 5 in eine dimensionsbehaftete Grofe
umgeschrieben wird. Um den Code in sich konsistent zu lassen, wird in Schritt 6 eine
fiktive Viskositét eingefiihrt, fiir die gilt:

I/}ku (?jl) I/* U = I/}k — y* yl - U
yi |, w (yi) Oy*|,

(4.21)

Somit kann eine Iterationsvorschrift angegeben werden, wobei die Werte fiir y; and T
aus der aktuellen Temperaturiteration benutzt werden:

u(yl)Old - Pr

Schritt 1: U (y) = 4.22
W) = T 2
Tr =15
Schritt 2: @g new — wT—*O (423)
H new X new CPr X X X new
Schritt 3: X" =U - v (C [In(yy) — 2] + D — ©F ™) (4.24)

O
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U~ new new __ .1 X\
Schritt 4: P f(yl) f2 (4.25)
oy* |, er-In(y) + f1
. ou* new U~ new g*ﬁ*T* 2/3 -
Schritt 5: = : ¢ Cprs 4.26
- () (4.26)
, . . yi ou”
Schritt 6: vyt = p* . . 4.27
/ )™ o, (420

Die fiktive Viskositat wird als entsprechender Eintrag in der Matrix zur Bestimmung des
Geschwindigkeitsfeldes verwendet, um dort die richtige Wandschubspannung zu beriick-
sichtigen.

Zusatzlich muss noch die Auftriebskraft in der wandnéchsten Zelle beriicksichtigt wer-
den. Bei einem groben Gitter dndert sich die Temperatur sehr stark innerhalb des ersten
Kontrollvolumens, sieche Abbildung 4.6. Um die Auftriebseffekte also richtig wiederzuge-
ben, ist es nicht ausreichend, die Temperatur zu benutzen, die im Mittelpunkt der Zelle
herrscht.

Fauger # p0g™ 0 [T (y1) — Tg]AV” (4.28)
Es muss stattdessen eine mittlere Temperatur bestimmt werden, fiir die gilt:

Qyi<

1
T = /T*(y*) dy* (4.29)
0

VATH

Es muss hier 2y} als obere Integrationsgrenze gewéhlt werden, da y; der Abstand von
der Wand bis zum Mittelpunkt des Volumens ist. Somit ist 2y die gesamte Breite des
Kontrollvolumens.

Da fiir T*(y*) kein universelles Profil angegeben werden kann, wird das Integral fiir
O©*(y*) gelost

X

T — T 1

O =_w _“m _ O* () dy*. 4.30

ot T lex/ (y™)dy (4.30)
0

c

Dieses Integral wird in den Bereich der viskosen Unterschicht (0 < y* < 2) und den
Bereich der Uberlappungsschicht (2 < y*) aufgespaltet. Bei dieser vereinfachten Aufspal-
tung treten zwar Abweichungen im Bereich der buffer layer auf, die aber relativ gering
sind. Eine Integration nach Gleichung (3.73) wére zu aufwendig.

2 2y;
1
on = 5= /yxdyxﬂt/[Cln(yXHD} dy* (4.31)
yl 0 2
1
= — (C2y]") In(2yy) = 1] + D - (2y) — 1,598) (4.32)

2y1
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Die Konstante 1,598 ergibt sich aus der Integration iiber die viskose Unterschicht und ist
universell giiltig.

Die gesuchte mittlere Temperatur im Kontrollvolumen kann jetzt aus O bestimmt
werden

Ty = Tr—0xT: fiir die warme Wand, (4.33)
T, = T;+06,.T1: fiir die kalte Wand. (4.34)

4.3.4 Randbedingungen fiir das Turbulenzmodell

Die Randbedingung fiir die kinetische Energie der turbulenten Schwankungsbewegung £*
wird von der erzwungenen Konvektion iibernommen, wie sie z.B. in Wilcox (1993) und
Ferziger & Peri¢ (1999) zu finden ist:

v L o

Die Randbedingung fiir w* wird hingegen an die natiirliche Konvektion angepasst. Nach

Gleichung gilt

. Viowy
= 4.
vy CPr (4.36)
und nach dem k-w-Modell gilt
G
Durch Vergleich erhélt man also einen Wert fiir w* in der wandnéchsten Zelle:
o % kE*(y7)CPr
w*(yy) = —(*1> — (4.38)
vV oty

Hiermit ist sichergestellt, dass die Wirbelviskositédt v/ (und somit auch die turbulente
Temperaturleitfihigkeit af = v} /o) den richtigen Wert in der wandnéchsten Zelle erhilt.

4.4 Ergebnisse

Im folgenden werden die Ergebnisse, die mit der verinderten Version des CAFFA-Codes
erzeugt wurden, mit den DNS-Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) verglichen. Es
werden hierzu sowohl die Profile als auch die Wandgradienten zur Beurteilung herangezo-
gen. Anhand von Turbulenzgréfien soll die hier verwendete Turbulenzmodellierung durch
Modifizieren der Randbedingungen (siehe Abschnitt 4.3.4) bewertet werden.

Leider gibt es zusétzlich zu den DNS-Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) nur sehr
wenige Studien zur natiirlichen Konvektion an vertikalen Wénden, in denen Temperatur-
und Geschwindigkeitsprofile zur Verfiigung gestellt werden und in denen die Rayleigh-Zahl
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hoch genug ist. Zwar sind in der Arbeit von Tsuji & Nagano (1988a) solche Profile zu fin-
den, die auch zur Herleitung der universellen Profile in Kapitel|3 herangezogen wurden. Es
handelt sich aber um eine vertikale beheizte Platte in einer ruhenden Umgebung, bei der
sich zundchst an der Plattenvorderkante eine laminare Grenzschicht ausbildet, die nach
einem Transitionsprozess erst im oberen Teil der Platte turbulent wird. Diese Art der Stro-
mung ist mit heutigen CFD-Programmen nur sehr schwer zu simulieren, da die Transition
nicht richtig wiedergegeben werden kann. Somit konnten die Daten von Tsuji & Nagano
(1988a) zwar benutzt werden, um die Konstanten in den universellen Profilen nach Glei-
chung und zu bestimmen, aber nicht, um CFD-Validierungsrechnungen an
ihnen durchzufiihren.

Die Daten von z.B. Ampofo & Karayiannis (2003) konnen ebenfalls nicht benutzt wer-
den, da die Rayleigh-Zahl aus asymptotischer Sicht zu klein ist und sich noch kein loga-
rithmisches Temperaturprofil ausgebildet hat, wie anhand von Abbildung(3.6 zu erkennen
ist.

Fiir die Zukunft wére es wiinschenswert, neue Geschwindigkeits- und Temperaturprofile
bei moglichst hohen Rayleigh-Zahlen zur Verfiigung zu haben. Somit wire man in der
Lage, die implementierten Wandfunktionen weiter zu validieren. Bisher erscheint es jedoch
nur sinnvoll, die DNS-Datensétze von Versteegh & Nieuwstadt (1999) nachzurechnen.

4.4.1 Vergleich mit DNS-Daten

Analog zu den FLUENT-Rechnungen wird der unendlich ausgedehnte vertikale Kanal von
Versteegh & Nieuwstadt (1999) hier auch als Kavitit mit einem Seitenverhéltnis von I' =
40 simuliert. Die Rayleigh-Zahlen werden durch das Anpassen der ,Erdbeschleunigung*
erreicht. Die Profile und Gradienten werden auf halber Linge L*/2 ausgewertet, da die
Stromung hier nahezu eindimensional ist.

Es werden zwei verschiedene Gitterfeinheiten benutzt, 8 x 200 und 4 x 200. Es musste
eine relativ grobe Auflosung entlang der Kanalhéhe A* von 8 bzw. 4 Zellen gewihlt werden,
da der Mittelpunkt der ersten Zelle jenseits des Geschwindigkeitsmaximums liegen muss,
um die Wandfunktionen benutzen zu konnen. Bei einer feineren Gitterauflésung wiirde
der wandnéchste Punkt evt. schon innerhalb der viskosen Unterschicht liegen und die
gewahlte Wandbehandlung wire nicht mehr giiltig.

In Tabelle sind die Ergebnisse des CAFFA-Codes fiir die vier Rayleigh-Zahlen von
Versteegh & Nieuwstadt (1999) angegeben. Es werden jeweils die ermittelten Gradienten
mit den DNS-Daten fiir die beiden Gitterfeinheiten verglichen. Es ist zu erkennen, dass
der relative Fehler im Temperaturgradienten zwischen —3,1% < rr < 55% und im
Geschwindigkeitsgradienten zwischen —13,4% < r, < 3,6 % liegt. Im Vergleich zu den
FLUENT-Ergebnissen, die fiir Ra = 5,0 10° Fehler zwischen —70% und 40 % aufwiesen,
kann eine deutliche Verbesserung der Genauigkeit festgestellt werden.

Da die Wandfunktionen fiir den Grenzfall Ra — oo giiltig sind, sollten die Ergebnisse
fiir die hohen Rayleigh-Zahlen besser sein als fiir kleine Rayleigh-Zahlen. Dies ist auch in
Tabelle 4.3 zu erkennen. Fiir Ra = 5,0 10° liegt der relative Fehler im Temperaturwand-
gradienten (also auch in der Wandwérmestromdichte) zwischen —0,7% < rr < 1,8%.
Fiir Ra = 8,210° bewegt er sich hingegen im Bereich von —3,1% < rr < 2,3%. Ein
dhnliches Verhalten ist auch fiir die Geschwindigkeitswandgradienten festzustellen. Dies
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Tabelle 4.3: Wandgradienten, die mit dem modifizierten CAFFA-Code ermittelt wurden
und der zugehorige Fehler im Vergleich zu den DNS-Gradienten aus Tabelle 4.1.

Ra Gitter or in K roin % Ou in 1 7w in %
oy*|, m oy*|, s

5,010% 8 x 200 6490,8 —0,68 134,59 +3,63
5,010% 4 x 200 6654,5 +1,83 128,44 —1,10
2,010% 8 x 200 4839,6 —1,53 65,03 +1,48
2,010% 4 x 200 0032.8 +2,40 61,71 -3,70
8,210° 8 x 200 3640,9 —3,06 31,69 —3,30
8,210° 4 x 200 3840.,8 +2,26 29,99 —8,48
5,410° 8 x 200 3189,1 —0,67 22,50 —8,46
5410° 4x200 33868 45,48 21,28 13,42

ist leicht nachzuvollziehen, da die ,Konstanten® C' und D im logarithmischen Profil noch
eine Abhéngigkeit von der Rayleigh-Zahl aufwiesen (fiir kleine Rayleigh-Zahlen), hier
aber die extrapolierten Werte C,, und D., benutzt wurden, die fiir asymptotisch grofe
Rayleigh-Zahlen giiltig sind. Es wurde darauf verzichtet, die Rayleigh-Abhéngigkeit von
C und D zu implementieren, da die Rayleigh-Zahl eine globale Grofse darstellt und so-
mit nicht vom Code selbstéindig ermittelt werden kann. Es wire stattdessen eine zusitz-
liche Benutzereingabe notwendig. Dieses Vorgehen ist analog zur Implementierung des
logarithmischen Wandgesetzes, bei dem man fiir kleine Reynolds-Zahlen ebenfalls eine
Abhéngigkeit BT (Re) feststellt, die aber nicht weiter beriicksichtigt wird.

Die Abbildung (4.7 zeigt berechnete Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile fiir Ra =
5,010° (oben) bzw. Ra = 5,410° (unten) zusammen mit den DNS-Profilen. Es ist zu
erkennen, dass fiir beide Gitterfeinheiten die Ubereinstimmung gut ist, wie schon anhand
von Tabelle deutlich wurde. Das Geschwindigkeitsmaximum kann bei Verwendung
des feinen Gitters (zumindest fiir Ra = 5,0 10%) sehr gut wiedergegeben werden. Dies ist
ebenfalls eine deutliche Verbesserung gegeniiber den FLUENT-Profilen aus Abbildung
4.2, die das Geschwindigkeitsmaximum deutlich iiberschétzten.

4.4.2 Vergleich von Turbulenzgrofien

Bisher wurden die Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile aus den CAFFA-Simulationen
mit DNS-Daten verglichen, wobei eine gute Ubereinstimmung festgestellt werden konnte.
In diesem Abschnitt sollen nun auch Turbulenzgrofen betrachtet werden, da im Abschnitt
4.2 gezeigt wurde, dass vor allem die k*-Gleichung Probleme bereitet.

In Abbildung 4.8 ist die kinetische Energie der turbulenten Schwankungsbewegung k*
fiir Ra = 5,010° sowohl aus den DNS-Daten als auch aus CAFFA-Ergebnissen fiir das
8 x 200 Gitter dargestellt. Beide Verldufe von £* zeigen einen dhnlichen Trend mit einem
Maximum in der Kanalmitte bei h* /2. Die Ubereinstimmung ist allerdings nur qualitativer
Natur und die Profile weichen deutlich voneinander ab. So ist z.B. das Maximum von k*
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Abbildung 4.7: Vergleich der DNS Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile () von

Versteegh & Nieuwstadt (1999) fiir Ra = 5,010° (oben) und Ra = 5,410° (unten) mit
den CAFFA-Ergebnissen fiir das 8 x 200 Gitter (x) und das 4 x 200 Gitter (o).
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aus den CAFFA-Ergebnissen um ca. 25% zu klein. Dies ist auch zu erwarten, da die
Bilanzgleichung fiir £* nicht an die natiirliche Konvektion angepasst ist.

Abbildung zeigt den Verlauf der entdimensionierten turbulenten Temperaturleitfi-
higkeit a}/a*. Hier ist die Ubereinstimmung zwischen DNS- und CAFFA-Werten deutlich
besser als fiir £*. Dies wird durch das Anpassen der w* Randbedingung nach Gleichung
(4.38) erreicht. Durch die neu gewiihlte Randbedingung wird sichergestellt, dass a; bzw. v/
in der wandnéchsten Zelle einen Wert zugewiesen bekommen, der (ndherungsweise) rich-
tig ist. Somit werden die Grofen, die die Auswirkung der Turbulenz in den Gleichungen
reprisentieren (also a; bzw. v]), ausreichend genau berechnet, obwohl £* und w* einen
Verlauf aufweisen, der nicht zu den DNS-Daten passt.

Solange als Ergebnis von CFD-Simulationen nur das Temperatur- und Geschwindig-
keitsfeld von Interesse ist und nicht die Profile von £* und w*, kann das hier gezeigte
Vorgehen zur Simulation von natiirlicher Konvektion benutzt werden. Sind aber k* und
w* zur Losung eines Problems notwendig, wie z.B. zur Analyse von Entropieerzeugung
(siehe Kock & Herwig (2005)), so ist das hier gezeigte Vorgehen nicht mehr anwendbar. Es
miisste dann ein neues Turbulenzmodell entwickelt werden oder evt. auf Reynolds stress
models umgestiegen werden.

Es sei aber darauf hingewiesen, dass das hier aufgezeigte Problem nicht nur im Fall der
natiirlichen Konvektion auftritt, sondern auch fiir die erzwungene Konvektion bekannt
ist. So wurde beispielsweise in einer Studie von Mocikat et al. (2003) mit Hilfe eines 3D
Laser-Doppler-Anemometers eine Innenraumstréomung in einer Kavitit mit Einbauten
untersucht. Hierbei wurden sowohl die Geschwindigkeit als auch die turbulenten Fluk-
tuationen gemessen. Ein anschliefender Vergleich mit CFD-Rechnungen ergab, dass das
Geschwindigkeitsfeld sehr gut wiedergegeben werden kann. Allerdings zeigten z.B. die Pro-
file fiir &* Abweichungen von mehr als 100 %. Somit sind die Standard-Turbulenzmodelle
nicht in der Lage, fiir erzwungene Konvektion die Turbulenzgrofen richtig Wiederzugeben

In der Arbeit von Menter (1994), in der das heute weit verbreitete SST-Modell (shear
stress transport model) eingefithrt wurde, findet man zu diesem Thema:

A number of k-¢ models with different damping functions have been tested
for a significant number of flows, with the conclusion that the specific form of
the damping functions has little to no effect on the predicted velocity profiles
and the skin friction of high-Reynolds-number flows. It should not be forgotten,
that the main (and often the only) information the mean flow solver gets from
the turbulence model is the eddy viscosity. It is not clear why fitting the DNS
data for k and e should lead to an improved eddy-viscosity distribution. In the
end, the agreement with DNS data might only be a matter of interpretation.”

Somit handelt es sich bei den Abweichungen der Turbulenzgréfen k* und w* nicht um
ein Problem, dass ausschlieflich fiir die natiirliche Konvektion auftritt, sondern um ein
allgemeines Problem der Turbulenzmodellierung bei Verwendung des Wirbelviskositéts-
ansatzes, das haufig in Kauf genommen wird.

30bwohl diese Probleme fiir die erzwungene Konvektion bekannt sind, werden in der Praxis weiterhin
die Standard-Turbulenzmodelle benutzt, da sie ein Optimum aus Genauigkeit der Ergebnisse, Robust-
heit und Rechenzeit darstellen. Es gibt zur Zeit kaum Bestrebungen, auf z.B. Reynolds stress models
umzusteigen, nur weil die Turbulenzgrofien nicht richtig wiedergegeben werden.
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Abbildung 4.8: Verlauf der kinetischen Energie der turbulenten Schwankungsbewegung
k* aus DNS-Daten () und aus CAFFA-Berechnungen (x) fiir das 8 x 200 Gitter.
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Kapitel 5

Rayleigh-Bénard Konvektion

In diesem Kapitel soll die Rayleigh-Bénard Konvektion vorgestellt und unter asympto-
tischen Gesichtspunkten analysiert werden. Der prinzipielle Aufbau ist in Abbildung 5.1
dargestellt. Es befindet sich ein Fluid zwischen zwei unendlich ausgedehnten parallelen,
horizontalen Platten, wobei die untere Platte eine hohere Temperatur (77)) besitzt als die
obere Platte (7}). Aufgrund des sich einstellenden Temperaturprofils tritt im Fluid eine
instabile Schichtung auf, d.h. Fluidvolumen mit hoher Dichte befinden sich oberhalb von
Volumen mit niedriger Dichte.

gekiihlte Wand (77)

<

h*

beheizte Wand (7))

Abbildung 5.1: Prinzipieller Aufbau der Rayleigh-Bénard-Konvektion

Die Rayleigh-Bénard Konvektion kann ebenfalls durch die Rayleigh-Zahl Ra charak-
terisiert werden, die schon zur Beschreibung der natiirlichen Konvektion an vertikalen
Wiénden benutzt wurde

a*v*

Ra (5.1)

Uberschreitet die Rayleigh-Zahl einen bestimmten Wert (Ragyz > 1708, vgl. Drazin
(2002)), so konnen zufillig auftretende Storungen nicht mehr durch molekulare Ausgleichs-
prozesse gedampft werden und es setzt eine Stromung ein, siehe z.B. Herwig (2004).
Bei einem weiteren Erhohen der Rayleigh-Zahl wird die Strémung schlieflich turbulent

67
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(Ra = 10°). Fiir den turbulenten Fall zeigt das Temperaturprofil einen qualitativen Ver-
lauf, wie er in Abbildung/5.1/eingezeichnet ist. An der Wand gibt es einen hohen Gradien-
ten, da hier der Energietransport ausschliefslich durch Warmeleitung erfolgt. In der Kern-
schicht ist der Gradient flacher, da der Energietransport hier durch turbulenten Transport
dominiert wird.

Im Fall der Rayleigh-Bénard-Konvektion ist man meist am iibertragenen Warmestrom
bzw. an der Nufelt-Zahl Nu interessiert, da diese messtechnisch relativ einfach zu ermit-
teln ist

oT*
dy*

h*
AT

Nuz‘

(5.2)

Eine Dimensionsanalyse zeigt, dass die Nufselt-Zahl nur von der Rayleigh-Zahl und der
Prandtl-Zahl abhéngt, also Nu = f(Ra,Pr). Da in Experimenten die ideale Rayleigh-
Bénard Konvektion mit unendlich ausgedehnten Platten nicht umgesetzt werden kann,
kommt noch das sogenannte Seitenverhéltnis (aspect ratio) I' = D*/h* als Einflussgrofe
hinzu, wobei D* den Durchmesser der Konvektionszelle angibt

Nu = f(Ra, Pr,T). (5.3)

Trotz der sehr einfachen Geometrie der Rayleigh-Bénard Konvektion und einer inten-
siven experimentellen und numerischen Untersuchung in den letzten Jahrzehnten gibt es
keine allgemein anerkannte Theorie zur Beschreibung des Warmeitibergangs. Es ist z.B. im-
mer noch nicht geklirt, ob ein einfaches Potenzgesetz ausreicht, um den Zusammenhang
Nu = f(Ra, Pr,I") zu beschreiben, oder ob eine komplexere Funktion notwendig ist.

In einer frithen Arbeit von Priestley (1954) wurde angenommen, dass fiir hohe Rayleigh-
Zahlen der iibertragene Wiarmestrom unabhingig vom Plattenabstand h* ist. Dies ist
gleichbedeutend mit

oT*
oy*

* * /% * 1/3
Num Rl o ‘ h N(gﬁAT) B

AT a*v*

(5.4)

w

wobei der Plattenabstand h* gekiirzt werden kann. Dies wurde zunéchst durch verschie-
dene Messungen wie z.B. von Goldstein & Tokuda (1980) bestétigt.

Castaing et al. (1989) fiihrten Experimente iiber einen groken Rayleigh-Zahlenbereich
mit verbesserter Genauigkeit im Vergleich zu fritheren Messungen durch und erhielten
Nu = 0,23 - Ra®?? bei Pr ~ 1. Aufgrund der neuen Ergebnisse leiteten sie theoretisch ein
Potenzgesetz her, das einen Exponenten von 2/7 = 0,286 lieferte, was gut zu den neu-
en Messdaten passte. Shraiman & Siggia (1990) fanden basierend auf Grenzschichtiiber-
legungen eine alternative Herleitung fiir das 2/7-Potenzgesetz. Wu & Libchaber (1992)
bestimmten anhand von Experimenten Nu = 0,146 - Ra®**¢ und Kerr (1996) erhielt auf-
grund von DNS-Rechnungen Nu = 0,186 - Ra%?"®. Aufgrund der Vielzahl der Studien, die
eine Ubereinstimmung feststellten, schien das 2/7-Potenzgesetz gesichert.

Grossmann & Lohse (2000) entwickelten eine Theorie, die von der Dissipation in der
Grenzschicht und im Kernbereich der Stromung ausgeht. Es konnten verschiedene Regi-
mes identifiziert werden, fiir die eigene Potenzgesetze gelten. Um eine Nufelt-Beziehung
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fiir eine konkrete Messung zu erhalten, miissen die entsprechenden Regimes in einem
Rayleigh-Prandtl-Phasendiagramm aufgesucht werden und die Nufelt-Beziehung ist dann
die Superposition der Potenzgesetze in den beteiligten Bereichen. Xu et al. (2000) fanden
z.B. eine gute Ubereinstimmung zwischen den erhaltenen experimentellen Daten und der
neuen Theorie. In Grossmann & Lohse (2001) ist eine Erweiterung der Theorie fiir grofe
Prandtl-Zahlen angegeben.

Niemela et al. (2000) fiihrten Experimente fiir 105 < Ra < 10" und Pr ~ 1 durch
und erhielten Nu = 0,124 - Ra®3%. Hierbei liegt der Exponent zwischen den theoretisch
begriindeten Werten 1/3 und 2/7, was mit den vorhandenen Theorien nicht zu erklé-
ren ist. Die Theorie von Grossmann & Lohse (2000) ist ebenfalls nicht in der Lage, die
neuen Messdaten gut wiederzugeben. Niemela et al. (2000) weisen zusétzlich darauf hin,
dass die Kenntnis der Stoffwerte wichtig fiir die Auswertung ist. Sie werteten die Daten

von Wu & Libchaber (1992) mit Stoffdaten von verbesserter Genauigkeit erneut aus und
erhielten Nu = 0,146 - Ra%?%,

Ahlers (2001) und Verzicco (2002) untersuchten den Einfluss von Wirmeleitung in der
Wand auf die Nufelt-Zahl. Sie stellten fest, dass die Warmeleitung weder vernachlissigt
noch dadurch korrigiert werden kann, dass man den Wéarmestrom des evakuierten Aufbaus
heranzieht. Ahlers (2001) schlug eine Korrektur fiir verschiedene Wandmaterialien vor. Er
wertete z.B. die Daten von Niemela et al. (2000) unter Beriicksichtigung der Korrektur
aus und erhielt Nu ~ Ra%31®,

In aktuellen Experimenten, z.B. von Ashkenazi & Steinberg (1999), Chavanne et al.
(2001), Nikolaenko & Ahlers (2003), Niemela & Sreenivasan (2003) sowie Roche et al.
(2004) wurde sichergestellt, dass der Wérmetransport durch die Wand aufgrund eines
verdnderten Aufbaus vernachléssigt werden kann oder dass er durch einen analytischen
Ansatz hinreichend korrigiert werden kann. Diese Daten zusammen mit DNS-Ergebnissen,
bei denen Wirmeleitung in Wianden prinzipiell ausgeschlossen werden kann, dienen als
Referenz zur Anpassung von Konstanten.

Im Gegensatz zu bisherigen Studien zur Rayleigh-Bénard Konvektion soll in dieser Ar-
beit zundchst versucht werden, eine universelle Beschreibung des Temperaturprofil zu
finden. Dies wird iiber ein Anpassen der Gradienten erreicht, das sich schon fiir die natiir-
liche Konvektion an vertikalen Wianden bewéhrt hat, siehe Kapitel 3. Das Temperatur-
profil kann anschliefsend relativ einfach in eine Nufelt-Beziehung umgeschrieben werden.
Somit kann eine neue Nufelt-Beziehung angegeben werden, deren Struktur theoretisch
gut begriindet ist. Die im nachfolgenden aufgezeigten Uberlegungen wurden bereits in
Holling & Herwig (2006) veroffentlicht.

5.1 Temperaturprofil

Ausgangspunkt fiir die asymptotische Analyse des Temperaturprofils ist die Rayleigh-
Bénard Konvektion zwischen zwei unendlich ausgedehnten Platten nach Abbildung 5.1,
wie sie z.B. numerisch von Grétzbach (1990), Worner (1994)@, Kerr (1996) und Hartlep
(2004) fiir Pr = 0,71 untersucht wurde. Aufgrund der unendlich ausgedehnten Platten

!Die Daten von Grétzbach (1990) und Wérner (1994) sind auf der homepage des Instituts fiir Reak-
torsicherheit (Forschungszentrum Karlsruhe) abrufbar: http://hikwwwé4.fzk.de/irs/irs3/
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verschwinden die lokalen zeitgemittelten Geschwindigkeiten (also u* = v* = w* = 0). Es
muss also lediglich ein Ausdruck fiir das Temperaturprofil gefunden werden. Die nachfol-
gende Herleitung ist den Uberlegungen zur natiirlichen Konvektion an vertikalen Winden
aus Kapitel |3/ sehr ahnlich.

Unter der Annahmen von verschwindenden zeitgemittelten Geschwindigkeiten und kei-
nen Gradienten entlang der Platten aufgrund der unendlichen Abmessungen (also 0. ..)
/0x* = 0) vereinfacht sich die Energiegleichung (2.8) zu

, oT*
oy*

OT

0
oy

=a

w

) [*aT*

= — 0T, 5.5
oy* ¢ oy v (5.5)

— v*’T*'} = a

Offensichtlich ist die Grofke a*-0T* /0y*|,, charakteristisch fiir die Rayleigh-Bénard Konvek-
tion, da a* - 9T* /Oy* — v*'T*" (was prinzipiell dem insgesamt iibertragenen Wirmestrom
entspricht) konstant ist fiir alle 0 < y* < h* und gleich a* - 9T*/0y*|,,. Somit kann eine
Bezugstemperatur mit dem Temperaturgradienten an der Wand gebildet werden, also

a*v* 3\ !
.= . 5.6
b (g*ﬂ* w) ( )

Im Unterschied zu Gleichung (3.7) aus Kapitel 3 wurde hier nicht a*? sondern a*v* ge-
wihlt. Diese Wahl der Bezugstemperatur erweist sich im folgenden als giinstig, um eine
vermeintliche Prandtl-Zahl-Abhéngigkeit der Nufelt-Zahl-Beziehung zu vermeiden, siehe
dazu auch Abschnitt 5.2. Um den Unterschied deutlich zu machen, wird die Bezugs-
temperatur mit dem Index rbc fiir Rayleigh-Bénard convection gekennzeichnet.

Mit Hilfe der Bezugstemperatur 7} nach Gleichung (5.6) kann die dimensionslose Tem-
peraturdifferenz ©; . eingefiihrt werden, die hier ohne Beschrankung der Allgemeinheit
fiir die heile Wand angegeben wird

orT*
oy*

T =T
0 =Y . 5.7
rbe T ( )

rbe

Die Rayleigh-Bénard-Konvektion weist ebenfalls eine Zwei-Schichten-Struktur auf, bei
der eine Wandschicht mit molekularem und turbulentem Warmetransport und eine Kern-
schicht mit ausschliefslich turbulentem Wérmetransport auftritt, sieche Abbildung 5.2l Ein
geeignetes Mafk fiir die Dicke 0%, . der Wandschicht ist

rbe

T*
Ol = Tt 5.8
rbc |8T*/8y*|w’ ( )
wobei hier gilt
(5*
lim % = 0. (5.9)

Ra—oo h*
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Abbildung 5.2: Zwei-Schichten-Struktur in der Ndhe der beheizten Wand. Unmittelbar
an der Wand existiert eine viskose Unterschicht, in der nur Wirmeleitung stattfindet.
Die viskose Unterschicht ist ein Teil der Wandschicht, in der molekularer und turbulen-
ter Energietransport auftreten. Die Wandschicht besitzt keine scharfe Abgrenzung zur
Kernschicht, in der nur turbulenter Transport von Bedeutung ist. Es gibt vielmehr eine
Uberlappungsschicht, in der sowohl Y. als auch n giiltig sind.

Somit tritt fiir Ra — oo eine Singularitit an der Wand auf?. Um trotz der Singularitét
eine sinnvolle Beschreibung des Wandabstands zu behalten, wird der entdimensionierte
Wandabstand y; . eingefiihrt

Yrbe = = :‘ -| =5 5.10
’ 67"bc ay w Trbc ( )

so dass fiir alle Werte von y* innerhalb der Wandschicht gilt

*

lim 2 = 0(1). (5.11)

Ra—oo 5:bc a

Der Wandabstand in der Kernschicht wird mit A* entdimensioniert und ist somit n =
y*/h*. Hier kann y, . aus der Wandschicht nicht benutzt werden, weil z.B. fiir y* = h*/2
folgt

(a2
S (‘ or |, T )= (5.12)

2T*(y* = 0) = T, aber limg« 0 T*(y* = 6*) = T} — AT* /2, wobei T}, die Temperatur direkt an der
warmen Wand ist (y* = 0) und AT* =T — T}.
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5.1.1 Uberlappungsschicht

Die Wand- und die Kernschicht sind nicht klar voneinander abgegrenzt, sondern iiberlap-
pen sich. Somit sind in dieser Uberlappungsschicht beide Wandabstinde, also Y. und 7,
giiltig. Das Temperaturprofil erhilt man nun, indem man, wie schon in Kapitel (3| fiir die
vertikale Wand, eine ZWischenkoordinateﬁ Urbe €infiihrt

.y
Yrbe = hx(l—a)§xa”

rbc

(5.13)

In dieser Zwischenkoordinate werden nun die Gradienten angepasst. Als Anpassungsvor-
schrift gilt, siehe z.B. Schlichting & Gersten (2000):

HOX HOX XN Oy h*(l—a)5*a HO* X

’ rbe lim rbe gyrbc) ?{rbc — lim . rbe rbc gyrbc) (5 14)
ayrbc Y/ be ™ ayrbc ayrbc Y, pe 0 57”136 ayrbc
00, 00, 0 =g 9O
0% _ iy POmelt) Oy, W00, 06nl), (515)
8y7"bc n—0 677 ay?“bc n—0 h'* 877

Multiplikation von Gleichung (5.14) und (5.15) mit y* und Gleichsetzen fiihrt auf

00 (v 00
lim y;bc rbciyrbc) — lim n rbc(T/) ) (516)
yX, —00 OYe n—0 an

Allgemein kann Gleichung (5.16) nur erfiillt werden, wenn beide Seiten gleich einer Kon-
stanten G sind, also

X X
tim Pl _ G (5.17)
Yype—00 8yrbc Yrbe

Nach Integration iiber die Wandschicht erhdlt man also

lim ©5, =Gn(y},.) + H. (5.18)

rbc
Yrbe

Dies ist die asymptotische Struktur des Temperaturprofils fiir die Rayleigh-Bénard Konvek-
tion, das in der Uberlappungsschicht giiltig ist.

*Es gilt erneut, dass 0 < o < 1 und somit 7 < grpe <y, ist.
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5.1.2 Viskose Unterschicht

Fiir den Bereich direkt an der Wand (viskose Unterschicht, siehe Abbildung[5.2) kann das
Temperaturprofil analytisch bestimmt werden. Durch die Wand werden die turbulenten
Schwankungen fast vollstindig gedampft und es gilt —v*'T*" = 0. Es existiert also eine
viskose Unterschicht, in der nur Warmeleitung auftritt, und die Bestandteil der Wand-
schicht ist. Integration der vereinfachten Energiegleichung (92T /dy*? = 0) fiir die viskose
Unterschicht liefert:

aT*

* 1
o | Y (5.19)

m—wz‘

w

oder in entdimensionierter Form

T —1T* oT* y*
w = . = O =y5 . 5.20
1 :bc ‘ ay* w 1 :bc rbe yTbC ( )

5.1.3 Vergleich mit Messdaten

Experimentelle und numerische (DNS) Datensétze kénnen benutzt werden, um die Struk-
tur von Gleichung (5.18) zu iiberpriifen und die noch unbekannten Konstanten G und H
zu ermitteln. Leider sind in der Literatur nur wenige Temperaturprofile zu finden, obwohl
zahlreiche Experimente zur Bestimmung von Nufelt-Zahlen durchgefiihrt wurden. Zusétz-
lich beschriankt sich der Bereich, in dem diese Temperaturprofile gemessen wurden, auf
relativ kleine Rayleigh-Zahlen (Ra < 10'°). Chavanne et al. (2001) geben eine Ubersicht
iiber Rayleigh-Bénard Experimente der letzten Zeit. In Abschnitt [5.3| wird das Tempera-
turprofil mit zusétzlichen Daten verglichen, die erschienen sind, nachdem die Konstanten
G und H bereits in Holling & Herwig (2006) ermittelt wurden. Mit diesen Daten ist somit
eine a posteriori Uberpriifung maoglich.

Tabelle 5.1/ gibt Studien an, in denen Temperaturprofile zur Verfiigung gestellt werden.
Hierbei handelt es sich sowohl um experimentelle als auch um DNS-Daten. Diese Tem-
peraturprofile werden nun benutzt, um das asymptotische Profil nach Gleichung (5.18)
zu validieren. Die Datensitze sind in Abbildung (5.3 (DNS-Daten) und Abbildung 5.4
(Messdaten) in ihrer dimensionslosen Form angegeben, also in ©,, und v .

Tabelle 5.1: Studien, in denen DNS-Daten oder gemessene Temperaturprofile zur Ver-
fligung gestellt werden, anhand der die Konstanten G und H ermittelt werden.

Studie Ra Pr Art Nu
Kerr (1996) 2,0107 0,7 DNS 0,186 - Ra®%27
Grotzbach (1990) 3,8110° 0,7 DNS -
Woarner (1994) 6,310° 0,7 DNS -
Hartlep (2004) 108 = 107 0,7 DNS 0,175-Ra%2?"®

Chu & Goldstein (1973) 9,3410°+1,8610" 5,0 Exp. 0,183 Ra%?"™
Du & Tong (2000) 1,510° 54 Exp.  0,17-Ra%%
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Abbildung 5.3: Entdimensionierte DNS-Temperaturprofile fiir Pr = 0,7 aus verschiede-
nen Studien: Grétzbach (1990) fiir Ra = 3,8110° (A), Worner (1994) fiir Ra = 6,310°
(), Hartlep (2004) fiir Ra = 10° (¢) und Ra = 107 (o), Kerr (1996) fiir Ra = 2,0 107 (OJ).
Zur Erhohung der Ubersichtlichtkeit wurden die einzelnen Profile um jeweils 1,5 Einheiten
verschoben.
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Abbildung 5.4: Entdimensionierte Temperaturprofile aus Messdaten fiir Pr ~ 5 aus
verschiedenen Studien: Chu & Goldstein (1973) fiir Ra = 5,88 10° (A), fiir Ra = 9,34 10°
(0) und fiir Ra = 1,86 10" (o), Du & Tong (2000) fiir Ra = 1,510° (¢). Zur Erhéhung der
Ubersichtlichtkeit wurden die einzelnen Profile um jeweils 1,5 Einheiten verschoben.
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Die Ubereinstimmung der Profile mit dem linearen Verlauf in der viskosen Unterschicht
ist sehr guiﬂ Dariiberhinaus kénnen in der Uberlappungsschicht alle Temperaturprofile
an ein logarithmisches Profil mit der einheitlichen Steigung G = 0,1 angepasst werden.
Allerdings weist H eine Abhéngigkeit von der Rayleigh-Zahl auf. Diese Abhéngigkeit ist
offensichtlich ein Effekt von asymptotisch zu kleinen Rayleigh-Zahlen, d.h. dass die vorlie-
genden Temperaturprofile bei Rayleigh-Zahlen aufgenommen wurden, die aus asympto-
tischer Sicht nicht grof genug sind, um Gleichung (5.18) fiir Ra — oo zu geniigen. Die
individuellen Werte von H der einzelnen Temperaturprofile sind in den Abbildungen 5.3
und 5.4 explizit angegeben.

Um nun den asymptotischen Wert von H, fiir Ra — oo aus den Daten fiir endliche
Rayleigh-Zahlen zu ermitteln, wird nach Abbildung /5.5 H mit der Rayleigh-Zahl Ra wie
folgt korreliert

14,94

Ra0,25

H =343 — (5.21)

und man erhdlt H,, = 3,43.

H, =343

3.4r 1
m

3.3

3.2

2.9r

2.8 | | | | | | | |
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045

1
Ral/4
Abbildung 5.5: Auftragung von H iiber Ra~'/* und Bestimmung des aymptotischen

Grenzwertes H, fiir Ra — oco. Es wurden die DNS-Daten aus Abbildung/5.3 fiir Pr = 0,7
(o) und die Messdaten aus Abbildung 5.4/ fiir Pr ~ 5 (J) verwendet.

Fiir asymptotisch groke Rayleigh-Zahlen (Ra — 00) ergibt sich somit folgendes univer-
selles Temperaturprofil

0% =0,1-In(y*) + 3,43. (5.22)

4Fiir eine Abschiitzung der Dicke der viskosen Unterschicht sieche Anhang D
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Falls eine Prandtl-Zahl-Abhéngigkeit der Tempeaturprofile vorliegen sollte, so ist diese
nur schwach ausgepréigt, da die vorliegenden Daten einen Prandtl-Zahlen-Bereich von
0,71 < Pr < 5,4 abdecken und kein Einfluss zu erkennen ist.

5.1.4 Blending

In Abschnitt wurden fiir die natiirliche Konvektion an vertikalen Wénden Profile
angegeben, die die Messdaten von der viskosen Unterschicht bis zur Uberlappungsschicht
beschreiben (siehe die Gleichungen und (3.74)). Dieses Vorgehen kann auch fiir das
Temperaturprofil der Rayleigh-Bénard Konvektion verwendet werden. Es wird ein blending
benutzt, das einen glatten Ubergang des linearen Profils in der viskosen Unterschicht in
das logarithmische Profil der Uberlappungsschicht ermdglicht

-1/3
0 ()=t 1 . (5.23)
rherrbe @fbg,visc @:fbg,log

Hierbei bezeichnet ©7; . .
und O, log das logarithmische Temperaturprofil in der Uberlappungsschicht nach Glei-

chung (5.18).

In Abbildung 5.6 wird ein durch blending ermitteltes Temperaturprofil mit den DNS-
Daten von Hartlep (2004) fiir Ra = 10° verglichen. Es ist zu erkennen, dass die Tempe-
raturdaten mit dem Profil nach Gleichung (5.23) im gesamten Bereich von der Wand bis
zur Kernschicht sehr gut wiedergegeben werden kénnen.

das lineare Temperaturprofil ©% Y. nach Gleichung (5.20

rbec —

5.2 Nullelt-Rayleigh Beziehung

Im vorausgegangenen Abschnitt wurde ausgehend von einer asymptotischen Analyse ein
universelles Temperaturprofil hergeleitet. Nimmt man nun an, dass das logarithmische
Profil bis zur Zellmitte (y* = h*/2) giiltig ist, wie anhand der gezeigten Temperaturpro-
file in den Abbildungen (5.3 und [5.4 zu vermuten ist, so kann Gleichung (5.18) in eine
Nufelt-Rayleigh-Beziehung umgeschrieben werden. Hierbei kann ausgenutzt werden, dass
bei halbem Plattenabstand, also y* = h*/2, aus Symmetriegriinden die halbe Tempe-
raturdifferenz AT* /2 vorliegt. Durch Einsetzen in Gleichung (5.18) und Verwenden der
Definitionen von ©  und y . erhélt man

AT* /2 oT* | h*/2
=G-1 . H. 5.24
o =om(|5| )+ 20

Benutzt man nun zusétzlich noch die Definition von 77, so kann man das universelle

Temperaturprofil mit Hilfe der dimensionslosen Kennzahlen Ra und Nu ausdriicken

R 1/3
Nu = A (5.25)

G 1 4/37
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Abbildung 5.6: Vergleich der DNS-Daten von Hartlep (2004) fiir Ra = 10°® mit dem
blending-Profil (=) nach Gleichung (5.23). Zusitzlich ist das Profil ©;, ;.. der viskosen

Unterschicht (- - -) und das logarithmische Profil ©7, ,,, der Uberlappungsschicht (— — —)
dargestellt.

mit G = 0,1 und H = 3,43 — 14,94 - Ra~"/* nach Gleichung (5.21) oder H = H., = 3,43
als asymptotische Losung fiir Ra — oo.
2> 0,5 benutzt werden, da

Die Nufelt-Beziehung nach Gleichung (5.25) kann fiir Pr 2
z.B. nach Roche et al. (2004) und Ahlers & Xu (2001) in diesem Bereich der Einfluss der
Prandtl-Zahl vernachlissighar ist oder zumindest in der Gréfenordnung der Messunsi-
cherheiten liegt. Verzicco & Camussi (1999) zeigten in einer DNS-Studie, dass sogar fiir
Pr = 0,35 kein Prandtl-Zahl-Einfluss vorliegt.

5.2.1 Explizite Naherungslosung

Bei der Nufelt-Beziehung nach Gleichung (5.25) handelt es sich um eine implizite Funkti-
on, d.h. die Nufelt-Zahl kann nicht direkt bestimmt werden, sondern ist durch eine Itera-
tion zu ermitteln. Dies ist mit Hilfe heutiger Mathematik-Programme (wie 7.B. MAPLE)
kein Problem, aber es wiirde die Handhabbarkeit deutlich erh6hen, wenn eine explizite
Naherungslosung zur Verfiigung stiinde.

Um eine explizite Nukelt-Korrelation zu erhalten, kann ausgenutzt werden, dass sich der
Logarithmus nur sehr schwach mit seinem Argument verdndert. Somit kann fiir die Nufelt-
Zahlim Term ,In(Ra-Nu/16)" eine Ndherung eingesetzt werden, ohne dass hierdurch grofse
Fehler zu erwarten wiren. Diese Naherung wird bestimmt, indem die implizite Nufelt-
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Beziehung fiir Ra — oo durch ein Polynom approximiert wird. Man erhélt hierfiir
Nu = 0,078 - Ra%323, (5.26)

Somit kann der Term, der den Logarithmus enthélt, umgeschrieben werden zu

1
In (1_6 -Ra - Nu) ~ In <$ : Ra1’323) . (5.27)

Die explizite Nufelt-Beziehung hat nun die folgende Form:

1/3
Nu = Ra (5.28)
G /0,078 4/3
[5 In <T : Ra1’323) +2- H}
G = 01 (5.29)
14,94
H = 343 — W (5.30)

Tabelle[5.2 gibt Werte der Nufelt-Zahl nach der impliziten Beziehung (5.25) und nach der
expliziten Niherungslosung (5.28) fiir einen Rayleigh-Zahlenbereich von 10° < Ra < 10°
wieder. Zusatzlich wird der relative Fehler r in Prozent zwischen der impliziten und der
expliziten Nufelt-Zahl angegeben. Da dieser im betrachteten Bereich kleiner als 0,2% ist,
kann Gleichung (5.28) als sehr gute Niherung betrachtet werden, die deutlich einfacher
zu handhaben ist.

Tabelle 5.2: Vergleich der Nufelt-Zahlen nach der impliziten Beziehung nach Gleichung
(5.25) und der expliziten Beziehung nach Gleichung (5.28), hier mit Nu,,, bezeichnet.
Zusitzlich ist der relative Fehler » = (Nugy, — Nu)/Nu in Prozent angegeben.

Ra Nu Nteapi rin %
10° 4.566 4.569 0,07
106 8,123 8,116 —0,09
107 15,689 15,668 0,13
108 31,526 31,483 0,14
10? 64,668 64,587 —0,13
1010 134,135 133,992 —0,11
10M 279,957 279,721 —0,08
1012 586,404 586,048 0,06
10 1230938 1230493 0,04
10 2587421 9587,122 0,01

10" 5443761 5444,465 0,01
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5.2.2 Vergleich mit Messdaten

Um die oben vorgestellte Nufelt-Beziehung (5.28) bewerten zu kénnen, soll in diesem
Abschnitt ein Vergleich mit Messdaten und DNS-Ergebnissen durchgefiihrt werden. Es
werden hierzu nur Arbeiten herangezogen, in denen das konjugierte Wérmetransport-
problem (Wérmeleitung in den Seitenwénden) beriicksichtigt wurde. Nach Ahlers (2001)
kann dieser Effekt nicht vernachlissigt werden und hat grofen Einfluss auf die ermittel-
ten Nufselt-Zahlen. Die Arbeiten, aus denen Daten benutzt wurden, sind in Tabelle 5.3
angegeben.

Tabelle 5.3: Studien, deren Daten im folgenden zur Bewertung der Nufelt-Beziehung
(5.28) benutzt werden. Hierbei kennzeichnet .. .PNS DNS-Studien.

“y/ 7 in der letzten Spalte: Nu(Ra) ist explizit in tabellarischer Form angegeben

“ -7 in der letzten Spalte: Nu(Ra) ist nur in graphischer Form oder als Potenzgesetz
angegeben

Studie Ra-Bereich Pr-Bereich r Daten
Niemela et al. (2000) 10° < Ra < 10%7 Pra1 1/2 -
Ashkenazi & Steinberg (1999)  10° < Ra < 5 10" 1 < Pr<93 1 -
Ahlers & Xu (2001) 310" <Ra< 10"  4<Pr<34,1 1/2&1 -
Chavanne et al. (2001) 10° < Ra< 210" 0,66 < Pr < 37 1/2 vV
Nikolaenko & Ahlers (2003) 310 < Ra < 6 10 Pr=44 1 -
Niemela & Sreenivasan (2003) 6 10° < Ra < 2 10° Pra1 1 Vv
Roche et al. (2004) 310° <Ra< 10" 07<Pr<2l  1/2 J
Kerr (1996)PN8 510" < Ra <2107 Pr=0,7 00 Vv
Verzicco & Camussi (2003)PN5 2105 < Ra < 2 10™ Pr=0,7 1/2 vV
Hartlep (2004)PN5 210° < Ra < 107 Pr=0,7 00 Vv

Abbildung|5.7 zeigt eine doppelt-logarithmische Auftragung der Nufelt-Rayleigh Daten
von Niemela & Sreenivasan (2003) und die DNS-Ergebnisse von Kerr (1996), verglichen
mit Gleichung (5.28). Hierbei wurde H nach Gleichung benutzt. Obwohl sich die
Rayleigh-Zahl um zehn Gréfenordnungen #ndert (10° < Ra < 10'%), ist die Ubereinstim-
mung sehr gut.

Die in Abbildung 5.7/ gezeigte Auftragung kann nur dazu dienen, sich einen ersten Ein-
druck zu verschaffen, da in dieser Darstellung Abweichungen nur schwer zu erkennen sind.
Es hat sich stattdessen durchgesetzt, eine reduzierte Auftragung von Nu - Ra~2/7 iiber Ra
zu wihlen, in denen die Abweichungen deutlicher zu erkennen sind. Solche sog. high reso-
lution plots sind in den Abbildungen 5.8 und dargestellt. In beiden Abbildungen sind
zusitzlich zur Nufelt-Beziehung die Potenzgesetze von Wu & Libchaber (1992)

Nu = 0,146 - Ra*" (5.31)
und von Goldstein & Tokuda (1980)

Nu = 0,0556 - Ral/? (5.32)
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Abbildung 5.7: Vergleich der DNS-Daten (¢) von Kerr (1996) und der Messergebnisse
(<) von Niemela & Sreenivasan (2003) mit der NuRelt-Beziehung (==) nach Gleichung

(0.28).

dargestellt, um einen Vergleich mit den Theorien von Castaing et al. (1989) bzw. Priestley
(1954) zu haben. Um die Ubersichtlichkeit zu erhhen, sind in Abbildung die Daten
fiir Pr = 0,7 dargestellt und in Abbildung 5.9/ die Daten fiir Pr > 0,7.

Anhand dieser high resolution plots kann man zunéchst erkennen, dass die verschiede-
nen Datensitze kein einheitliches Verhalten aufweisen, sondern dass eine moderate Streu-
ung zwischen den einzelnen Studien vorliegt. Die vorgeschlagene Nufelt-Beziehung
liegt allerdings sehr gut innerhalb der Streuung der Messdaten und gibt diese wesentlich
besser wieder, als das 1/3-Potenzgesetz von Goldstein & Tokuda (1980) und das 2/7-
Potenzgesetz von Wu & Libchaber (1992).

Es sei hier noch einmal betont, dass zur Einfiihrung der Nufelt-Beziehung (5.28) keine
zusitzlichen Konstanten angepasst wurden; es wurde lediglich das logarithmische Tempe-
raturprofil umgeformt. Dieses Temperaturprofil wurde fiir Ra < 1,510% ermittelt und ist
trotzdem in der Lage, die Nufelt-Zahlen bis in den Bereich Ra ~ 10' gut wiederzugeben,
also um sechs Grofenordnungen iiber den verwendeten Bereich hinaus.

Die gute Ubereinstimmung war nicht von vorn herein zu erwarten, da die meisten ex-
perimentellen Arbeiten in Versuchsaufbauten mit kleinem Seitenverhiltnis durchgefiihrt
wurden (I"' = 1 oder I" = 1/2). Bei der Herleitung des universellen Temperaturprofils nach
Gleichung (5.18) wurde hingegen ein ideales Rayleigh-Bénard Experiment mit unendlich
ausgedehnten Platten (I' — oo) angenommen, so dass eine mittlere Stréomung vernach-
lassigt werden konnte (u* = v* = 0). Bei Versuchsaufbauten mit kleinem Seitenverhéltnis
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Abbildung 5.8: Nufelt-Daten fiir Pr = 0,7 aus den Arbeiten von Niemela et al. (2000)
(o), Niemela & Sreenivasan (2003) (-), Chavanne et al. (2001) (+), Ashkenazi & Steinberg
(1999) (), Verzicco & Camussi (2003) (x), Kerr (1996) (o) und Hartlep (2004) (O).
Zusétzlich ist das 2/7-Potenzgesetz (— — —) von Wu & Libchaber (1992) und das
1/3-Potenzgesetz (— - —) von Goldstein & Tokuda (1980) angegeben sowie die Nufelt-

Beziehung (==) nach Gleichung (5.28).
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10—0.4_

Abbildung 5.9: Nufelt-Daten aus den Arbeiten von Roche et al. (2004) fiir Pr = 1,7
(o) und Pr =26 (+), von Nikolaenko & Ahlers (2003) fiir Pr = 4,4 (), von Ahlers & Xu
(2001) fir Pr = 14,2 (x) und von Chavanne et al. (2001) fiir Pr ~ 3 (5/). Zusétzlich
ist das 2/7-Potenzgesetz (— — —) von Wu & Libchaber (1992) und das 1/3-Potenzgesetz
(—-—) von Goldstein & Tokuda (1980) angegeben sowie die Nufelt-Beziehung (==) nach
Gleichung (5.28).
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ist zu vermuten, dass eine mittlere Stromung aufgrund der geometrischen Randbedingun-
gen vorliegt, wie sie z.B. in Verzicco & Camussi (2003) beschrieben wird. Somit miissten
eigentlich die Impulsbilanzen zusétzlich zur Energiegleichung geldst werden und der Ener-
gietransport durch Konvektion kénnte an Einfluss gewinnen.

Roche et al. (2004), zum Beispiel, stellten mit ihrem Versuchsaufbau mit I' = 1/2 eine
Bimodalitit® fiir ihre Nufselt-Beziehung fest. Sie erkirten dies mit zwei unterschiedlichen
Stromungssituationen, die sich in der Rayleigh-Bénard Zelle ausbilden. Kleine Seitenver-
héltnisse konnten also durch ihren Einfluss auf die sich einstellende mittlere Stromung zum
einen eine Ursache fiir die Streuung der Ergebnisse sein, die verschiedene Arbeitsgruppen
unabhéngig voneinander ermittelt haben. Zum anderen sind die kleinen Seitenverhéltnis-
se moglicherweise auch der Grund fiir Abweichungen zwischen der vorgestellten Theorie
(5.28) und den Daten aus Tabelle [5.3.

Um das Temperaturprofil (5.18) und die Nufelt-Beziehung (5.28) weiter zu iiberprii-
fen und den Einfluss des Seitenverhéltnis’ auszuschlieffen, wiren DNS-Studien bei hohen
Rayleigh-Zahlen wiinschenswert. Da hierbei periodische Randbedingungen gesetzt wer-
den, kann der Einfluss von Seitenwénden (Einfluss auf die mittlere Stromung als auch
Einfluss durch Warmeleitung in den Wénden) ausgeschlossen werden und die Simulation
liefert Ergebnisse fiir [' — oo.

5.2.3 Theorie von Grossmann und Lohse

Neben den Theorien von Priestley (1954) und Castaing et al. (1989) hat sich eine dritte,
von Grossmann & Lohse (2000) eingefiihrte Theorie etabliert. Die Herleitung der Nufselt-
Beziehung beruht in dieser Theorie auf der kinetischen und thermischen Dissipation, die
in der Grenzschicht oder der Kernschicht dominant sein kann. Um die einzelnen Fille un-
terscheiden zu konnen, wurde ein Rayleigh-Prandtl-Phasendiagramm eingefiihrt, das acht
verschiedene Regionen mit jeweils eigenen Potenzgesetzen enthélt. Um nun eine Nufelt-
Beziehung fiir einen konkreten Fall zu erhalten, muss die zugehoérige Prandtl-Zahl und der
Bereich der auftretenden Rayleigh-Zahlen bekannt sein. Hiermit kénnen die entsprechen-
den Zonen im Phasen-Diagramm identifiziert werden und die gesuchte Nufelt-Beziehung
wird dann als Superposition von benachbarten Zonen bestimmt. Zu weiteren Details siehe
auch die Studie von Xu et al. (2000), in der Experimente mit Azeton (Pr = 4,0) durchge-
fiihrt wurden und eine gute Ubereinstimmung mit der Theorie von Grossmann & Lohse
(2000) festgestellt werden konnte.

In Abbildung[5.10/ist das Rayleigh-Prandtl-Phasendiagramm nach Grossmann & Lohse
(2000) dargestellt und es ist beispielhaft der Messbereich von Niemela & Sreenivasan
(2003) eingezeichnet, also Pr = 0,7 und 107 < Ra < 10'®. Die dominierenden Regi-
mes fiir diesen Datesatz sind also (in der Notation von Grossmann & Lohse (2000)) I,

und IV,.

Die Nufelt-Beziehung ergibt sich dann als Superposition der Potenzgesetze, die in den
beiden Regimes giiltig sind

Nu=0,27-Ra"*- Pr '/%40,038 - Ra'/®. (5.33)

I; 1V,

®Unter Bimodalitit ist hier zu verstehen, dass Roche et al. (2004) an ihre Daten zwei Potenzgesetze
anfitten konnten (Nu = CjRa™ und Nu = CyRa®), fiir die Cy # Cy gilt.
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Abbildung 5.10: Rayleigh-Prandtl-Phasendiagramm nach Grossmann & Lohse (2000)
und der Messbereich (— - —) von Niemela & Sreenivasan (2003).

Fiir eine Prandtl-Zahl von Pr ~ 3 ergibt ein analoges Vorgehen, dass die Regimes I, und
I11, nach Grossmann & Lohse (2000) dominant sind. Die Nufelt-Beziehung lautet dann

Nu=0,33-Ra'/*- Pr /"> +0,00343 - Ra*" - Pr~"/7 (5.34)
I 1,

In Abbildung [5.11 ist Gleichung zusammen mit den Daten fiir Pr = 0,7 von
Niemela et al. (2000) und Niemela & Sreenivasan (2003) sowie der Nufelt-Beziehung nach
Gleichung (5.28) dargestellt. Abbildung 5.12 zeigt Gleichung zusammen mit den
Daten fiir Pr ~ 3 von Roche et al. (2004) und Chavanne et al. (2001) sowie der Nufselt-
Beziehung nach Gleichung (5.28).

Fiir Pr ~ 0,7 nach Abbildung/5.11/gibt die Nufelt-Beziehung nach Gleichung (5.25) die
Messdaten besser wieder als Gleichung (5.33) von Grossmann & Lohse (2000). Gerade im
Bereich kleiner Rayleigh-Zahlen sind grofse Abweichungen zu finden. Fiir Pr &~ 3 nach
Abbildung 5.12 kann Gleichung (5.34) nach Grossmann & Lohse (2000) die Daten von
Chavanne et al. (2001) deutlich besser wiedergeben als die Nufelt-Beziehung (5.28). Es
ist allerdings nicht auszuschliefen, dass Grossmann & Lohse (2000) ihre Potenzgesetze an
die Daten von Chavanne et al. (2001) angepasst haben, da in der Veroffentlichung eine
sprivate communication” angegeben wurde. Die Nufelt-Daten von Roche et al. (2004)
kénnen von beiden Theorien nur schlecht wiedergeben werden.

Bei der hier festgestellten guten Ubereinstimmung der Theorie nach Grossmann & Lohse
(2000) mit Chavanne et al. (2001) handelt es sich nicht um einen Effekt der héheren
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Abbildung 5.11: Nufelt-Verlauf (— — —) nach Gleichung (5.33) nach der Theorie von

Grossmann & Lohse (2000) zusammen mit Messdaten fiir Pr = 0,7 von Niemela et al.

(2000) (o) und Niemela & Sreenivasan (2003) (<1). Zusétzlich ist die Nukelt-Beziehung
(==) nach Gleichung (5.28) dargestellt.

10 10 10°
Ra
Abbildung 5.12: Nufelt-Verlauf (— — —) nach Gleichung (5.34) nach der Theorie von

Grossmann & Lohse (2000) zusammen mit Messdaten fiir Pr ~ 3 von Chavanne et al.

(2001) (+) und Roche et al. (2004) (o). Zusitzlich ist die Nufelt-Beziehung (=—) nach
Gleichung dargestellt.
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Prandtl-Zahl. Betrachtet man in Abbildung [5.9/ die Daten von Ahlers & Xu (2001) fiir
Pr = 14,2, so stellt man eine exzellente Ubereinstimmung mit Gleichung (5.28) fest,
so dass man nicht pauschal behaupten kann, dass die Theorie von Grossmann & Lohse
(2000) fiir groke Prandtl-Zahlen besser geeignet ist.

Anhand der zwei hier gezeigten typischen Fille (Pr = 0,7 und Pr ~ 3) kann eine
Beurteilung, welche Theorie besser zur Beschreibung der Messdaten geeignet ist, nicht
abschlieftend vorgenommen werden. Beide Theorien sind in der Lage, bestimmte Daten-
sitze gut wiederzugeben und bei anderen nur eine schlechte Ubereinstimmung zu liefern.
Es ist allerdings festzustellen, dass zur Herleitung von Gleichung deutlich weni-
ger Annahmen zu treffen sind als fiir die Theorie von Grossmann & Lohse (2000) und
dass die Handhabung von Gleichung (5.28) deutlich einfacher ist, als die Verwendung des
Rayleigh-Prandtl-Phasendiagramms.

5.3 Validierung anhand weiterer Datensatze

Die bisher gezeigten Ergebnisse wurden in Holling & Herwig (2006) veroffentlicht und
anhand der dort benutzten Messdaten entwickelt bzw. validiert. Nach Erscheinen der
zuvor genannten Arbeit sind zwei neue experimentelle Studien erschienen, die sich mit der
Rayleigh-Bénard Konvektion beschiftigen. Dies ist zum einen eine Arbeit am [Imenauer
Fass von Du Puits et al. (2006), in der neben Nufelt-Daten auch Temperaturprofile in
Wandnéhe bestimmt wurden. Zum anderen handelt es sich um zwei dhnliche Arbeiten
der Gruppe um Professor G. Ahlers an der University of Santa Barbara (Kalifornien),
siehe Funfschilling et al. (2005) und Nikolaenko et al. (2005). In diesen Arbeiten werden
sehr genaue Nufselt-Rayleigh Daten bei verschiedenen Seitenverhiltnissen zur Verfiigung
gestellt. Sowohl die Arbeit am Ilmenauer Fass von Du Puits et al. (2006) als auch die
Arbeiten der Ahlers-Gruppe sollen benutzt werden, um die Giiltigkeit der aufgestellten

Theorie a posteriori zu iiberpriifen.

5.3.1 Ilmenauer Fass

Das Illmenauer Fass ist der zur Zeit grofte experimentelle Aufbau zur Rayleigh-Bénard
Konvektion. Es handelt sich hierbei um ein ,Fass“ mit einem Durchmesser von D* =
7,15 m, dessen Hohe zwischen h* = 0,63 m (Seitenverhiltnis I' = 11,3) und h* = 6,3m
(I' = 1,13) variiert werden kann. Die obere Platte wird mit einer Wasserkiihlung tem-
periert, die untere Platte mit einer elektrischen Heizung. An den Seitenwénden befinden
sich Gegenheizungen, um dort adiabate Randbedingungen realisieren zu kénnen. Als Ar-
beitsmedium wird Luft mit Pr = 0,71 verwendet. Es ergibt sich damit ein erreichbarer
Rayleigh-Zahlenbereich von 10? < Ra < 10'2.

Es ist mit diesem Aufbau nicht moglich, extrem hohe Rayleigh-Zahlen (Ra ~ 10%°)
zu erreichen, wie sie z.B. in den Experimenten von Niemela & Sreenivasan (2003) mit
Helium nahe des kritischen Punkts realisiert wurden. Es steht aber mit diesem Versuchs-
stand ein Aufbau zur Verfiigung, um Temperaturprofile bei sehr hohen Rayleigh-Zahlen
zu vermessen und so die Struktur in Wandnihe detailiert zu untersuchen. Die Tempe-
raturprofile werden mit einem Thermistor mit einem Durchmesser von d};,,,, ~ 140 um
in der Nihe der kalten Wand aufgenommen. Im folgenden soll beispielhaft eine Messung
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bei Ra = 8,110® mit einem groRen Seitenverhiltnis (I' = 11,3) betrachtet werden. Ein
typisches Temperaturprofil in dimensionsbehafteter Form zusammen mit den Randbedin-
gungen ist in Abbildung 5.13/ dargestellt.

50
Ra =8,1108
45}
¥ =20,1°C
400y —62,9°C . ]
0
O (@)
° 3+ D*/h*=11,3 o i
R= o}
. ¢}
= h* =0,63m o
307 O !
(@)
@]
25! o .
O
20F vy, .
10" 10° 10" 10°
y* in mm

Abbildung 5.13: Dimensionsbehaftetes Temperaturprofil nach Du Puits et al. (2006)
fiir Ra = 8,1 108 bei einem Seitenverhiltnis von I' = 11,3. Der logarithmische Bereich ist
durch eine durchgezogene Linie (==) hervorgehoben.

In der dimensionsbehafteten Form zeigen die Daten einen zu erwartenden Verlauf mit
einem logarithmischen Anteil fiir grofe Werte von y*, hier mit einer durchgezogenen Linie
hervorgehoben. Bei genauerer Betrachtung des wandnahen Bereichs stellt man allerdings
drei Probleme fest, wie anhand von Abbildung5.14 zu erkennen ist.

Auftretende Probleme:

1. Das Temperaturprofil wurde bis unmittelbar an die Wand (y* ~ 70 um) vermessen.
Unabhéngig davon wurde die Temperatur in der Wand der Kiihlplatte bestimmt.
Diese beiden Werte weichen um ATy, .. ~ 2K voneinander ab, was zunéchst nicht
zu erwarten ist. Fiir y* — 0 sollte sich die Fluidtemperatur der Wandtemperatur
anndhern. In den Messdaten hingegen tritt eine Unstetigkeit auf.

2. In unmittelbarer Wandnéhe (viskose Unterschicht) sollte nach Gleichung (5.20) ein
linearer Verlauf vorliegen, was bei den Daten vom I[lmenauer Fass nicht der Fall ist.
Um dies zu verdeutlichen ist in Abbildung 5.14 eine Gerade im Bereich der vermu-
teten viskosen Unterschicht eingezeichnet. Man stellt fest, dass die Daten nicht auf
einer Geraden liegen, sondern dass ein gedachter Verlauf eine Kriimmung aufweisen
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Abbildung 5.14: Wandnaher Bereich des dimensionsbehafteten Temperaturprofils von
Du Puits et al. (2006) fiir Ra = 8,1 10°.

wiirde. Dies steht im Widerspruch zu allen experimentellen und numerischen Tem-
peraturprofilen in den Abbildungen (5.3 und die jeweils einen linearen Verlauf
bis y* =~ 1,5 zeigen. Zu einer Abschétzung der Dicke der viskosen Unterschicht siehe

Anhang D.

3. Es ist nicht klar, wie der Temperaturwandgradient zu ermitteln ist. Eine Bestim-
mung aus Wandtemperatur und erstem Messpunkt kommt nicht in Frage, da dies
einen viel zu grofsen Wert ergeben wiirde. Hier liegt vielmehr eine Unstimmigkeit in
den Messdaten vor. Ein Ermitteln des Gradientens anhand bestimmter Messpunkte
liefert nahezu beliebige Werte fiir den Gradienten, da nicht klar ist, bis wohin sich
die viskose Unterschicht erstreckt.

Als eine mogliche Erklarung fiir das gefundene Verhalten konnte der Einfluss der Strahlung
in Frage kommen, was im folgenden Abschnitt gezeigt werden soll.

5.3.1.1 Strahlungseinfluss

Um den Einfluss der Strahlung abschétzen zu konnen, soll folgender Aufbau nach Abbil-
dung[5.15 betrachtet werden. Der Thermistor mit der Temperatur 77, der Flache A} und
dem Emissionsgrad ¢, befindet sich in unmittelbarer Ndhe der oberen (gekiihlten) Platte.
Da hier ndherungsweise 17 ~ T} gilt, kann der Strahlungsaustausch zwischen Kiihlplatte
und Thermistor vernachléssigt werden. Es muss somit nur der Austausch zwischen der
Heizplatte (T, A5 und e2) und dem Thermistor beriicksichtigt werden.



5.3. VALIDIERUNG ANHAND WEITERER DATENSATZE 89

gekiihlte Platte

g l kono T Thermistor
A7 o
q:ad
y*
T2* A; €9
x* beheizte Platte

Abbildung 5.15: Aufbau zur Abschitzung des Strahlungsaustausches zwischen Heiz-
platte und Thermistor.

Fiir den Nettowdrmestrom zwischen zwei grauen Koérpern durch Strahlungsaustausch
gilt z.B. nach Herwig (2000) mit der Stefan-Boltzmann-Konstante o* = 5,67 10* W/(m?K*)
und dem Sichtfaktor ¢

o (T3~ T5')

Qrad = 1—¢ N 1 N T—ey (5.35)
SlAT ATngg €2A§
Oder bezogen auf die Oberfliche A} des Thermistors
L Qad o (T - T3") _ o (I - T3 (5.36)
Qrad = AT _1—51 1 1—82 Aik o 1—81 1 )
+—+ - —
€1 Y12 €2 A3 €1 12
0

wobei das Verhiltnis von Oberfliche des Thermistors zur Fliche der beheizten Platte als
Aj /A5 — 0 angenommen werden kann. Bei grofem Seitenverhéltnis (hier I' = 11,3) kann
die untere Platte als unendlich ausgedehnt betrachtet werden und der Sichtfaktor ergibt
sich zu 19 = 1/2, vgl. Herwig (2000).

Der Wérmestrom, der dem Thermistor durch Strahlung zugefiihrt wird, muss im sta-
tiondren Zustand wieder durch Konvektion abgefiihrt werden. Fiir den konvektiven Anteil
wird ein Ansatz iiber einen Wirmeiibergangskoeffizienten oj,, gewéhlt:

Qrony = azonuATcZ'ff mit AT;iff =17 — T}kluid (5.37)

Hierbei ist T7,,,, die Temperatur des umgebenden Fluids, also die Temperatur, die man
mit dem Thermistor eigentlich messen mochte. Aufgrund des Strahlungseinflusses be-
stimmt man mit dem Thermistor eine Temperatur, die um AT;iff iiber der Fluidtempe-



90 KAPITEL 5. RAYLEIGH-BENARD KONVEKTION

ratur liegt. Eine Beziehung zur Abschitzung von AT .. erhilt man durch Gleichsetzen

ko %
VO G = Qronw

o (I - 13"
" 1— €1 1 )
Oékonv €1 + E

Die Temperaturen 97 ~ 9; = 20°C und 95 = 9}, = 63,9°C sind durch die Temperatur-
messung in den Platten bekannt. Fiir den Emissionsgrad des Thermistors wird £; = 0,1
angenommen, wie man ihn typischerweise fiir polierte Metalle findet. Der Warmeiiber-
gangskoeffizient wird mit o} ,,, = 10 W/(m?K) geschitzt. Mit diesen Werten ergibt sich
ein Temperaturunterschied zwischen Thermistor und umgebendem Fluid von

Man sieht, dass die Abweichungen von AT, .. ~ 2K, wie sie in den Messdaten gefunden
wurden, durch den Einfluss der Strahlung erklirt werden kénnen. Es handelt sich aber
lediglich um eine Abschétzung und nicht um eine Rechenvorschrift, wie die Messdaten zu
korrigieren sind, um den Einfluss der Strahlung herauszurechnen. Gegen eine analytische
Korrektur des Strahlungseinflusses sprechen die folgenden Punkte:

e Die Werte fiir £; und «j,,, sind relativ grob geschitzt und experimentell nur schwer
zu iiberpriifen.

e Bei dem abgeschitzten ATy, handelt es sich um keinen konstanten Wert, der von
allen Messpunkten abgezogen werden kann. Der Einfluss der Strahlung ist vielmehr
abhéingig vom Wandabstand.

e Bei groferem Wandabstand (y* ~ h*/2) ist der Strahlungsaustausch mit der ge-
kiihlten Wand nicht mehr zu vernachléssigen.

e Der Wirmeiibergangskoeffizient oj,,,, ist abhingig vom Wandabstand, da dieser
stark von der Turbulenz abhingt, die im Bereich y* ~ h*/2 deutlich stérker ist als
in Wandnéhe.

Um verldssliche Messdaten zu erhalten, wére es wiinschenswert, Messungen bei mog-
lichst kleinen Temperaturdifferenzen durchzufiihren, da sich hier der Strahlungseinfluss
reduziert. Alternativ wére zu iiberlegen, ob eine Abschirmung der Strahlung durch eine
Modifikation des Thermistors moglich wire.

5.3.1.2 Auswertung der Messdaten

Da eine analytische Korrektur der Messdaten aus den oben genannten Griinden nicht mog-
lich ist, sollen im folgenden zwei mdogliche ,,Grenzfille“ der Auswertung aufgezeigt werden.
In der ersten Auswertungsvariante wird der Temperaturwandgradient anhand der Nufselt-
Korrelation nach Gleichung (5.28) bestimmt. In der zweiten Variante wird eine Parabel
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durch die zehn wandnéchsten Punkte gelegt und der lineare Anteil als Temperaturwand-
gradient interpretiert. In beiden Féllen wird der Einfluss der variablen Temperaturleitfi-
higkeit a* beriicksichtigt, wie er in Abschnitt [3.1.5 beschrieben wurde.

F% die erste Auswertungsvariante ergibt sich nach Gleichung (5.28) eine Nufelt-
Zahl® von

Nu = 60,53. (5.40)

Hieraus lasst sich der fiktive Wandgradient ermitteln, der vorliegen wiirde, wenn die Stoff-
werte im gesamten Strémungsfeld konstant wéren

oT*
oy*

K
= 4112 —. (5.41)
m

w fiktiv

Durch Beriicksichtigen der Temperaturabhingigkeit der Temperaturleitfihigkeit ergibt
sich der  korrigierte” Wandgradient zu

orT*
oy*

ay OT™
ar, Oy*

K
— 4643 —. (5.42)
m

w w fiktiv

Dieser Gradient ist in Abbildung [5.16/ zusammen mit den Messdaten in unmittelbarer
Wandnédhe dargestellt. Die Wandtemperatur wird hierbei zu ¥} = 24,1°C extrapoliert.

Man erkennt, dass der Gradient aus der Nukelt-Beziehung (gestrichelte Linie in Ab-
bildung [5.16) die Messdaten fiir 0,6 mm < y* < 2,5mm gut beschreibt. Eine mogliche
Interpretation wére nun, dass sich der Einfluss der Strahlung in unmittelbarer Wandnéhe
stark verdndert. Bei dieser Auswertung wiirde man Abweichungen im Bereich der vis-
kosen Unterschicht in Kauf nehmen und hétte eine extrapolierte Wandtemperatur von
Uy = 24,1°C statt der gemessenen v} .. = 20,1°C.

mess

Abbildung 5.17 zeigt die zugehdrige Darstellung der Messdaten in ©*- und y*-Koordi-
naten. Die Bezugsgrofsen wurden hierbei mit dem fiktiven Temperaturwandgradienten
ermittelt. Es ist eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem logarithmischen Temperatur-
profil (durchgezogene Linie) in der Uberlappungsschicht festzustellen. In der viskosen
Unterschicht treten erst in unmittelbarer Wandnidhe Abweichungen vom linearen Tempe-
raturprofil (gestrichelte Linie) auf.

In der zweiten Auswertungsvariante, wie sie von Du Puits et al. (2006) benutzt
wird, wird eine Parabel durch die ersten zehn Messpunkte gelegt und der Temperatur-
wandgradient als linearer Anteil ermittelt. Man erhélt mit dieser Methode

8T* 280625 und 6T*
8y w m ay w fiktiv

K
= 7141 —. (5.43)
m

Der Gradient (und somit auch die Nufelt-Zahl) wére also um 74 % grofer als nach der
Nufselt-Korrelation (5.28]) zu erwarten ist, die eine gute Ubereinstimmung mit zahlreichen

6Neben dem Temperaturgradienten wurden iiber eine Energiebilanz {iber das Fass auch die globale
Nufelt-Zahl bestimmt. Diese liegt nach Du Puits et al. (2006) bei Nug = 58 und ist somit in guter
Ubereinstimmung mit der Nukelt-Beziehung nach Gleichung (5.28).
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Abbildung 5.16: Temperaturprofil von Du Puits et al. (2006) fiir Ra = 8,1 10® in Wand-
nihe zusammen mit dem Temperaturwandgradienten (———) nach der Nufelt-Korrelation
(5.28). Die Wandtemperatur wird duch Extrapolation zu ¥} = 24,1°C bestimmt.

Abbildung 5.17: Entdimensioniertes Temperaturprofil von Du Puits et al. (2006) fiir
Ra = 8,110% zusammen mit dem linearen Profil (— — —) in der viskosen Unterschicht und
dem logarithmischen Temperaturprofil (—) in der Uberlappungsschicht. Die Bezugsgrifen
wurden mit dem fiktiven Gradienten aus der Nufelt-Korrelation (5.28) gebildet.
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Studien aus der Literatur aufweist. Mit dieser Variante zur Bestimmung des Gradienten
erhilt man also eine deutliche Abweichung zu einer Vielzahl anderer Arbeiten. Aufierdem
ist damit die lokale Nufselt-Zahl in etwa doppelt so groft wie die unabhingig gemessene
globale Nufelt-Zahl.

Die Wandtemperatur wird zu ¢ = 22,3°C extrapoliert. Es ist also mit dieser Auswer-
tungsmethode auch nicht mdglich, die gemessene Wandtemperatur von ¢} .. = 20,1°C zu
erreichen. Abbildung[5.18 zeigt die Messdaten im wandnahen Bereich zusammen mit der
Ausgleichsparabel (durchgezogene Linie) durch die ersten zehn Messpunkte. Der lineare
Anteil ist als gestrichelte Linie angegeben. Man erkennt, dass sich nach dieser Auswertung
der lineare Teil des Profils (also die viskose Unterschicht) nur bis y* ~ 0,6 mm erstreckt.

Fiir eine allgemeine Abschitzung der Dicke der viskosen Unterschicht siche Anhang|D.

Abbildung5.19 zeigt das entdimensionierte Temperaturprofil. Die Ubereinstimmung im
wandnahen Bereich ist nun verbessert. Allerdings treten erste Abweichungen vom linearen
Verlauf (gestrichelte Linie) bereits bei y* ~ 0,7 auf. In den Temperaturprofilen nach
Abbildung 5.3 und 5.4 erstreckt sich der lineare Bereich jedoch bis y* = 1,5, so dass diese
Auswertungsvariante in einem abweichenden Verhalten resultiert. Eine Ubereinstimmung
mit dem logarithmischen Profil (durchgezogene Linie) in der Uberlappungsschicht ist nicht
vorhanden. Die so entdimensionierten Messdaten weichen deutlich vom Profil ab.

Anhand dieser zwei Auswertungsvarianten sollte aufgezeigt werden, dass es je nach
Wahl des Temperaturwandgradienten moglich ist, sowohl eine sehr gute Ubereinstimmung
mit dem logarithmischen Profil zu erreichen als auch eine eine deutliche Abweichung.
Es wurden hier die zwei ,Grenzfille* der Auswertung vorgestellt, d.h. Ermittlung des
Gradienten aus der Nufelt-Beziehung (5.28) und aus einer Ausgleichsparabel durch die
zehn wandnéichsten Punkte. Es handelt sich hier um Grenzfille, da die Parabel einen sehr
hohen Gradienten liefert und die Nufelt-Korrelation einen vergleichsweise kleinen. Mit
einer (beliebigen) Auswahl von Messpunkten in Wandnéhe und ihrer Beschreibung durch
eine Ausgleichsgerade ist es moglich, nahezu jeden beliebigen Gradienten zu erhalten, der
zwischen den beiden Grenzfillen liegt.

Da die Messdaten vom Ilmenauer Fass in unmittelbarer Wandnéhe problematisch sind,
ist es leider nicht mdéglich, den Temperaturwandgradienten eindeutig zu bestimmen. Die-
ser wird aber direkt zur Entdimensionierung der Messdaten benétigt und hat sehr grofen
Einfluss auf die entdimensionierten Profile. Aufgrund der Ungenauigkeiten in den ent-
scheidenden Gréften kann anhand der Daten vom Ilmenauer Fass keine Bewertung des
universellen logarithmischen Temperaturprofils und der Nufelt-Beziehung erfolgen. Es ist
somit nicht moglich, das Profil eindeutig zu bestétigen oder in Frage zu stellen.

Allerdings liefert die erste Auswertungsvariante, bei der der Gradient aus der Nufelt-
Korrelation (5.28) bestimmt wird, eine gute Ubereinstimmung, sowohl mit der hier vorge-
stellten Theorie als auch mit anderen Verdffentlichungen. Die zweite Auswertungsvariante
fiihrt zu Ergebnissen, die nicht konsistent mit den Daten aus anderen Studien sind und
nicht zum universellen Temperaturprofil passen. Es sollen hier keine weiteren Profile dis-
kutiert werden, die am Ilmenauer Fass ermittelt wurden, da die Unsicherheiten zu grof
sind. Es ist allerdings in allen Féllen mdoglich, einen Gradienten so zu wihlen, dass eine
gute Ubereinstimmung mit dem universellen Profil zu finden ist.
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Abbildung 5.18: Temperaturprofil von Du Puits et al. (2006) fiir Ra = 8,1 10% in Wand-
néhe zusammen mit dem Temperaturwandgradienten (———) aus einer Ausgleichsparabel

(—) durch die zehn wandnéchsten Punkte. Die Wandtemperatur wird duch Extrapolation
zu v¥;, = 22,3°C bestimmt.

Abbildung 5.19: Entdimensioniertes Temperaturprofil von Du Puits et al. (2006) fiir
Ra = 8,110% zusammen mit dem linearen Profil (— — —) in der viskosen Unterschicht und
dem logarithmischen Temperaturprofil (—) in der Uberlappungsschicht. Die Bezugsgrofen
wurden mit dem fiktiven Gradienten aus der Ausgleichsparabel gebildet.



5.3. VALIDIERUNG ANHAND WEITERER DATENSATZE 95

5.3.2 Ergebnisse der Arbeitsgruppe Ahlers

Die Arbeitsgruppe um Professor Ahlers an der University of Santa Barbara (Kalifor-
nien) beschéftigt sich schon seit langer Zeit mit der experimentellen Untersuchung der
Rayleigh-Bénard Konvektion. In Nikolaenko et al. (2005) und Funfschilling et al. (2005)
werden neue Messdaten fiir die Rayleigh-Bénard Konvektion in Wasser (Pr = 4,4) bei
unterschiedlichen Seitenverhiltnissen I' vorgestellt, die eine hohe Giite beziiglich der Ge-
nauigkeit der Nufelt-Zahlen aufweisen. So wurde z.B. durch eine analytische Korrektur
beriicksichtigt, dass Wérmeleitung sowohl in den Seitenwinden als auch in der Kiihl-
bzw. Heizplatte auftritt. Die Daten werden in Funfschilling et al. (2005) beschrieben als:

4t is the aim of the present paper to extend the range of Ra over which high-
precision data, subject to minimal systematic errors, are available for Nu(Ra).
... We believe that they can serve as a benchmark for comparison with future
experimental and theoretical developments.®

Diese neuen Datensétze von hoher Genauigkeit, sollen im folgenden mit der Nufelt-
Beziehung nach Gleichung (5.28) verglichen werden. Hierbei werden nur Daten fiir kleine
Temperaturdifferenzen benutzt, da ansonsten der Einfluss verdnderlicher Stoffwerte an
Bedeutung gewinnt, vgl. z.B. Abschnitt 3.1.5. In Funfschilling et al. (2005) sind Daten,
die als ,strictly Boussinesq“ bewertet werden, in einer eigenen Tabelle angegeben. Aus
der Arbeit von Nikolaenko et al. (2005) werden nur Nufelt-Daten fiir einen (willkiirlich
gewdhlten) Temperaturunterschied von AT* < 6 K benutzt. Abbildung [5.20 zeigt diese
Nufelt-Daten zusammen mit der Nufelt-Beziehung (5.28). Zusétzlich sind fiir den Be-
reich kleiner Rayleigh-Zahlen die DNS-Ergebnisse von Kerr (1996) und Hartlep (2004)
dargestellt.

Man erkennt, dass fiir Ra > 10° die Ubereinsimmung der neuen Daten mit der Theorie
exzellent ist. Die Daten sind iiber einen Bereich von 10° < Ra < 10! nahezu deckungs-
gleich mit der Nufelt-Beziehung. Dies ist besonders bemerkenswert, da es sich hierbei
erneut um einen high-resolution plot handelt, in dem Abweichungen besonders stark zu
Tage treten.

Aufserdem ist festzustellen, dass das Seitenverhéltnis I' kaum Einfluss auf die Ergebnisse
hat. Es wurden Nufelt-Daten bei verschiedenen Seitenverhéltnissen (0,25 < I" < 6) ermit-
telt, ohne dass ein signifikanter Einfluss zu erkennen ist. Eigentlich wére zu vermuten, dass
sich z.B. bei einem Seitenverhéltnis I' = 1 eine Konvektionswalze ausbildet und bei ho-
heren Seitenverhéltnissen kompliziertere Stromungsstrukturen, die den Wérmeiibergang
unterschiedlich beeinflussen. Dies ist nicht der Fall, da kein Einfluss zu erkennen ist. Die
Turbulenz scheint das Temperaturprofil somit nur iiber die turbulente Temperaturleitfa-
higkeit a; zu beeinflussen und dies relativ unabhéngig von der vorliegenden Struktur der
Stréomung.

Die Abweichungen im Bereich 10" < Ra < 10? sind zunéichst iiberraschend. Eine mogli-
che Erkldrung dieses Phidnomens kénnte eine sog. Umkehrung des Temperaturgradienten
(temperature-gradient reversal) in der Kernschicht sein, wie es z.B. experimentell von
Chu & Goldstein (1973) oder numerisch von Hartlep (2004), ebenfalls fiir Wasser, beob-
achtet wurde. Hierbei weist das Temperaturprofil innerhalb der Wandschicht zunéchst
einen positiven Gradienten auf, durchlauft ein Maximum und hat dann einen relativ
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Abbildung 5.20: Nufelt-Beziehung (—) nach Gleichung zusammen mit den Daten
von Funfschilling et al. (2005) fir I' ~ 1 und Pr = 4,4 (<), von Nikolaenko et al. (2005)
fiir 0,275 <T" < 0,981 und Pr = 4,4 (o), von Kerr (1996) fiir Pr = 0,7 (¢) und von Hartlep
(2004) fiir Pr = 0,7 (O).

flachen negativen Gradienten in der Kernschicht, weshalb man hier von einer Umkeh-
rung des Gradienten spricht. Chu & Goldstein (1973) beobachteten diesen Effekt nur fiir
Ra < 5 105, allerdings scheint es hierfiir noch keine genaue Erklirung zu geben. Diese
Umkehrung wurde bisher nur fiir Wasser festgestellt; in Arbeiten mit Pr = 0,7 wurde er
noch nicht beobachtet.

Tritt eine Umkehrung des Gradienten in einem Rayleigh-Bénard Experiment auf, so
ist das logarithmische Temperaturprofil nach Gleichung (5.18) nicht mehr giiltig. Die
darauf basierende Nufelt-Beziehung kann somit nur noch eine Ndherung darstellen, da
wichtige Voraussetzungen iiber das Temperaturfeld nicht mehr erfiillt sind. Es wére hier
eine weitergehende Untersuchung wiinschenswert, in der zu kléren ist, ob eine Umkehrung
des Gradienten auftritt und unter welchen Bedingungen diese Umkehrung zu finden ist.

In Abbildung/5.20 sind zusétzlich zu den Nufelt-Daten von Nikolaenko et al. (2005) und
Funfschilling et al. (2005) noch DNS-Daten fiir Pr = 0,7 von Kerr (1996) und Hartlep
(2004) angegeben. Dies soll verdeutlichen, dass die Nufelt-Beziehung die Daten
fiir Pr = 0,7 gut wiedergibt und dass die gefundenen Abweichungen fiir Wasser keinen

prinzipiellen Fehler in Gleichung (5.28) bedeuten.
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5.4 Einfluss der Oberflachenrauheit

Eine genaue Analyse der Daten aus den Abbildungen 5.8/ und 5.9 zeigt, dass die Nufselt-
Daten von Niemela & Sreenivasan (2003) und Chavanne et al. (2001) fiir sehr hohe Ray-
leigh-Zahlen ihre Steigung dndern. Haufig wird dieses Verhalten als das Erreichen des
ultimate regime gedeutet, dass von Kraichnan (1962) fiir Ra — oo postuliert wurde. Eine
mogliche Alternative wire jedoch der Einfluss der Oberflichenrauheit, wie im folgenden
gezeigt werden soll.

Die viskose Unterschicht erstreckt sich von der Wand bis y;,. ~ 1,5, wie man anhand der
Abbildungen 5.3 und|5.4/erkennen kann. Liegt nun die Oberflichenrauheit £* innerhalb der
viskosen Unterschicht, so ist die Oberfliche hydraulisch glatt, siehe z.B. Gersten & Herwig
(1992). Reichen die Rauheitselemente aber aus der viskosen Unterschicht heraus, so dndert
sich das Temperaturprofil und damit auch die Nuflelt-Zahl.

Als eine Abschitzung soll hier angenommen werden, dass die Oberflichenrauheit einen
Einfluss hat, wenn die dimensionslose Rauheit k£ = k¥ /05, aus der viskosen Unterschicht
herausragt, also

kX ==
S T*

rbe

ke |oT
oy*

> 15. (5.44)

w

Mit den Definitionen von T%

" Ra und Nu kann dies nun umgeschrieben werden zu

kX _

2> 15 (Ra- Nu) s (5.45)
In den Experimenten von Niemela & Sreenivasan (2003) als auch von Chavanne et al.

(2001) wurden jeweils Heiz- und Kiihlplatten aus Kupfer benutzt, fiir die eine typische

Rauheit von kf = 20 um angenommen werden kann, siehe Gersten & Herwig (1992). In

den Versuchen wurden folgende Plattenabstinde benutzt

Niemela & Sreenivasan (2003):

*

k
h*=05m = h— =4,010""° (5.46)

Chavanne et al. (2001):

k*
h*=02m = h— =10""% (5.47)
Somit kann fiir die beiden Studien abgeschitzt werden, ab welcher Rayleigh-Zahl die Ober-

flichenrauheit einen Einfluss auf das Temperaturprofil haben konnte, also fiir k¥/h* >
1,5 - (RaNu)~/4,

Abbildung 5.21 zeigt den Verlauf von 1,5-(RaNu)_1/4 iiber der Rayleigh-Zahl Ra. Hierbei
wird die Nufelt-Zahl nach Gleichung (5.28) bestimmt. Zusétzlich sind die dimensionslosen
Rauheiten fiir Niemela & Sreenivasan (2003) und Chavanne et al. (2001) angegeben. Um
nun die Rayleigh-Zahl bestimmen zu kénnen, bei der die Rauhheit von Bedeutung ist, wird
der Punkt bestimmt, bei dem der Rauheitswert identisch mit 1,5 - (RauNu)*l/4 ist. Von
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Abbildung 5.21: Darstellung von 1,5 - (NuRa)~/* iiber Ra, mit der es moglich ist, den
Rauheitseinfluss abzuschétzen. Solange k¥ /h* unterhalb von 1,5-(NuRa)_1/4 liegt, kann die
Rauheit vernachlissigt werden. Fiir Ra = 3,0 10'® () ist die Rauheit fiir Chavanne et al.
(2001) von Bedeutung und fiir Ra = 4,6 10! (o) fiir Niemela & Sreenivasan (2003).

diesem Punkt geht man senkrecht zur x-Achse und kann dort die Rayleigh-Zahl ablesen.
Diese Punkte sind in Abbildung5.21/durch Symbole gekennzeichnet. Fiir Chavanne et al.
(2001) ist es Ra = 3,0 10" (0J) und fiir Niemela & Sreenivasan (2003) Ra = 4,6 10 (o).

Um nun die Abschétzung zu bewerten, die im vorigen Abschnitt ermittelt wurde, sind
die Nufelt-Daten von Niemela & Sreenivasan (2003) und Chavanne et al. (2001) in Abbil-
dung [5.22 dargestellt. Die Rayleigh-Zahlen Ra = 3,0 10'® (O) und Ra = 4,6 10'* (o) sind
hier durch vertikale Linien markiert. Die Verdnderung der Steigung, die in einigen Studien
als das Erreichen des ultimate regimes angesehen wird, ist durch Pfeile gekennzeichnet.
Man erkennt, dass die Rayleigh-Zahlen der Steigungséinderung und die Rayleigh-Zahlen
aus Abbildung 5.21/ hervorragend zusammenpassen.

Beriicksichtigt man die Unsicherheiten, die mit der Oberflichenrauheit £ und der Dicke
der viskosen Unterschicht (y,;, ~ 1,5) verbunden sind, so kann der Einfluss der Rauheit
als eine mogliche Erklarung der Steigungsénderung in den Nufelt-Daten angesehen wer-
den. Somit handelt es sich nicht mehr um einen Effekt, der nur von der Rayleigh-Zahl
bestimmt wird, wie von Kraichnan (1962) vorgeschlagen. Es konnte sich vielmehr um den
Einfluss der Rauhheit handeln und somit wire die Rayleigh-Zahl, bei der sich die Stei-
gung dndert zusitzlich noch vom Plattenabstand A* abhingig. Um diesen Aspekt weiter
bewerten zu kénnen, wire eine Untersuchung des Einflusses von Heiz- und Kiihlplatten
aus unterschiedlichen Materialien (und somit unterschiedlichen Rauheiten) wiinschens-
wert. Die Studie von Du & Tong (2000) ist hierbei nicht hilfreich, da die untersuchten
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Abbildung 5.22: Datensiitze von Chavanne et al. (2001) (+) und von
Niemela & Sreenivasan (2003) (), in denen fiir hohe Rayleigh-Zahlen eine Ande-
rung in der Steigung der Nufelt-Daten auftritt (jeweils durch einen Pfeil gekennzeichnet).
Die vertikalen Linien geben die Rayleigh-Zahlen an (Ra = 3,010 entspricht (J und
Ra = 4,610 entspricht o), bei denen nach Abbildung [5.21] ein Einfluss der Rauheit
auftreten sollte.

,Rauheiten” im makroskopischen Bereich liegen und somit nicht mehr als Rauheitseffekt
interpretiert werden kénnen.






Kapitel 6

Gemischte Konvektion an vertikalen
Wanden

Die gemischte Konvektion ist eine Stromungsform, die hiufig bei Warmeiibergang an
Winden in Verbindung mit relativ geringen Stémungsgeschwindigkeiten auftritt, wie z.B.
bei Innenraumstrémungen in Flugzeugen oder PKWs, in der Klimatechnik und bei der
Kiihlung von elekronischen Bauteilen. Sie ist eine Uberlagerung von natiirlicher Kon-
vektion, also eine Stromung aufgrund von Auftriebskriften innerhalb eines Fluids, und
erzwungener Konvektion, also eine Stromung aufgrund von dufseren Kriften wie z.B. ei-
nem Druckgradienten oder durch eine bewegte Wand. Zu ihrer Charakterisierung wird die
Richardson-Zahl benutzt, die definiert ist als:

Gr

Ri=rqa

(6.1)

Fiir Ri = O(1) spricht man von gemischter Konvektion, fiir Ri > 10 dominiert die natiir-
liche Konvektion, fiir Ri < 0,1 die erzwungenen Konvektion. Hieran ist auch zu erkennen,
dass gemischte Konvektion meist bei kleinen Reynolds-Zahlen auftritt. Betrachtet man
z.B. einen vertikalen Kanal (wie von Versteegh & Nieuwstadt (1999)) mit einer relativ
hohen Grashof-Zahl von Gr = 108, so gilt fiir die Reynolds-Zahl Re ~ 10*, damit ge-
mischte Konvektion vorliegt.

In den nachfolgenden Abschnitten soll nur die gemischte Konvektion an vertikalen Wan-
den betrachtet werden. Hierzu findet man in der Literatur eine hiufig zitierte Ubersichts-
arbeit von Jackson et al. (1989), in der die gemischte Konvektion in vertikalen Rohren
betrachtet wird. Es werden dabei folgende Fille unterschieden:

e Fluid stromt nach oben und das Rohr ist beheizt
e Fluid stromt nach oben und das Rohr ist gekiihlt
e Fluid stromt nach unten und das Rohr ist beheizt

e Fluid stromt nach unten und das Rohr ist gekiihlt

101
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Fiir die unterschiedlichen Fille werden (meist) experimentelle Daten fiir die Verinderung
der Nufelt-Zahl im Vergleich zur reinen erzwungenen Konvektion angegeben. Es wird au-
fserdem darauf hingewiesen, dass die meisten Versuche mit Fluiden in der Ndhe des kriti-
schen Punktes durchgefiihrt wurden, so dass mit einem starken Einfluss von verdnderlichen
Stoffwerten zu rechnen ist und eine Benutzung der Boussinesq- Approximation fraglich er-
scheint. Weiterhin werden lediglich globale Grofsen betrachtet, aber keine Temperatur-
oder Geschwindigkeitsprofile im Rohr.

Polyakov & Shindin (1988) haben die gemischte Konvektion anhand von beheizten, ver-
tikalen, aufwirts durchstromten Rohren untersucht. Es wurden zwei Reynolds-Zahlen
(Re = 5000 und Re = 9000) und verschiedene Grashof-Zahlen (2,910 < Gr < 3,4107)
untersucht und an einer Stelle im Rohr Geschwindigkeits- und Temperaturprofile sowie
einige Turbulenzgrofen ermittelt. Die Ergebnisse werden dargestellt, aber es werden keine
Vorschlidge zur Beschreibung der Profile gemacht.

Kasagi & Nishimura (1997) haben die turbulente gemischte Konvektion an einem Ka-
nal mit einer beheizten und einer gekiihlten Wand untersucht. Die mit der mittleren Ge-
schwindigkeit gebildete Reynolds-Zahl betrigt Re = 4494, die turbulente Reynolds—Zah]m
ist Re, = 150 und die Grashof-Zahl wurde zu Gr = 9,6 - 105 gewihlt. Die Richardson-Zahl
ergibt sich somit zu Ri = 0,05. Die Ergebnisse zeigen ein zu erwartendes Verhalten: Das
Geschwindigkeitsmaximum verschiebt sich zur heiflen Wand und es bildet sich ein asym-
metrisches Temperaturprofil aus. Es konnte anhand der £*-Gleichung gezeigt werden, dass
durch die Auftriebseffekte der Reynolds-Spannungs-Term stark verdndert wird, der Auf-
trieb aber keinen direkten Einfluss auf die Turbulenz hat. Weiterhin wurde eine starke
Ahnlichkeit sowohl mit der MHD (Magnetohydrodynamik) als auch mit Strémungen mit
Absaugung festgestellt.

You et al. (2003) haben mit Hilfe von DNS die gemischte Konvektion in beheizten Roh-
ren untersucht. Hierbei wurde zusétzlich eine Fallunterscheidung anhand der Strémungs-
richtung des Fluids getroffen, also ob das Fluid nach oben oder nach unten stréomt. Die
Reynolds-Zahl wurde bei Re = 2650 festgehalten und die Richardson-Zahl von 0 bis
0,434 variiert. Fiir diese Fille wurden die Geschwindigkeits- und Temperaturprofile sowie
Turbulenzgrofen (in graphischer Form) angegeben. Globale Grofen wie der Reibungsbei-
wert ¢y und die Nufelt-Zahl wurden ebenfalls ausgewertet. Dabei wurden Unterschiede
zur reinen erzwungenen Konvektion (logarithmisches Wandgesetz) festgestellt. Es wurden
allerdings keine eigenen Vorschlige zur Beschreibung der Profile gemacht.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass es nur wenige Arbeiten gibt, die de-
tailierte Geschwindigkeits- und Temperaturprofile zur Verfiigung stellen. Es gibt somit
nur eine begrenzte Auswahl an Testféllen zur Validierung von neuen Theorien. Weiter-
hin gibt es bisher keinen Ansatz zur universellen Beschreibung der Profile in Wandnéhe.
Man findet lediglich Aussagen, dass unter bestimmten Bedingungen Abweichungen zum
logarithmischen Wandgesetz auftreten.

!Die turbulente Reynolds-Zahl Re,wird mit der Wandschubspannungsgeschwindigkeit anstatt der
mittleren Geschwindigkeit gebildet.
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6.1 Vertikale beheizte Couette-Stromung

Wie bereits oben erwihnt ist die gemischte Konvektion eine Stromungsform, in der sowohl
Auftriebskrifte als auch aufgeprigte Krifte eine Rolle spielen. Es gibt somit die beiden
Grenzfille der gemischten Konvektion:

e Ri — 0 (erzwungene Konvektion)

e Ri — oo (natiirliche Konvektion)

Um die gemischte Konvektion an vertikalen Wanden nun analysieren zu konnen, bietet
es sich an, einen moglichst einfachen Fall zu wéahlen, dessen Ergebnisse sich auf andere
Stromungen iibertragen lassen und der beide Grenzfille (Ri — 0 und Ri — oo) abdecken
kann. Als neue Test-Geometrie fiir die gemischte Konvektion wird hier die vertikale beheiz-
te Couette-Stromung (engl.: vertical heated Couette, VHC) vorgeschlagen, wie sie anhand
von Abbildung 6.1 aufgezeigt wird. Sie bietet den Vorteil, dass im Fluid keine Druckgra-
dienten auftreten (also Wegfall der Druckgradienten in den Impulsgleichungen) und dass
es sich bei unendlich ausgedehnten Platten um eine eindimensionale Strémung (keine
Gradienten in Stromungsrichtung) handelt.

l i} VAN S
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Abbildung 6.1: Prinzipieller Aufbau einer vertikalen beheizten Couette-Stromung
(VHC, vertical heated Couette) mit qualitativem Geschwindigkeits- und Temperaturprofil.

Die beschreibenden Gleichungen fiir die VHC lauten in dimensionsbehafteter Form:

0 o ———
- T T 2
" oy (a ay " ) 02
8 *8U* PV * Q% * ok
0 = oy <l/ oy —u*'v )4—96 (T = 17) (6.3)

Hierbei sind die turbulenten Zusatzterme —v*'T* und —u*'v* zunichst unbekannt.
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Die VHC geht fiir Seitenwéinde gleicher Temperatur in die einfache Couette-Stréomung
iiber und fiir verschwindende Relativgeschwindigkeit w} zwischen den Platten in den be-
heizten /gekiihlten Kanal, wie er von Versteegh & Nieuwstadt (1999) benutzt wurde. So-
mit sollte der VHC fiir die gemischte Konvektion eine dhnlich fundamentale Bedeutung
zukommen wie der (einfachen) Couette-Stromung fiir die erzwungene Konvektion und
dem vertikalen beheizten Kanal fiir die natiirliche Konvektion. Fiir diese beiden Grenz-
fille stehen bereits Losungen zur Verfiigung (siehe Kapitel 2 und 3).

Abbildung 6.2 zeigt Geschwindigkeitsprofile fiir die beiden Grenzfiille (erzwungene und
natiirliche Konvektion) und mogliche Zwischenstufen gemischter Konvektion. Es muss
dabei nach der Richtung der Relativgeschwindigkeit der gekiihlten Platte unterschieden
werden.

Ri=0 Ri # 0 Ri = oo Ri # 0 Ri=0
T =T T > T; T > T; T > T; T =T

*

i Iy 1, T Ty T,
l uy =0
7 luj Uy

Abbildung 6.2: Qualitative Geschwindigkeits- und Temperaturprofile, wie sie in der
VHC auftreten.
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Da zur VHC bisher keine gemessenen oder simulierten Profile zur Verfiigung stehen,
ist fiir die Zukunft eine Zusammenarbeit mit anderen Forschergruppen geplant. Hierbei
sind in besonderem Mafte DNS-Ergebnisse von Interesse, da diese sehr genaue Werte der
Wandgradienten liefern kénnen. Wie in den vorangegangenen Kapiteln deutlich wurde,
sind diese Wandgradienten von grofer Bedeutung, da sie zur Entdimensionierung herange-
zogen werden. Auferdem sollte ein moglichst grofer Richardson-Zahlenbereich abgedeckt
werden.

6.2 Blending-Parameter

Die gemischte Konvektion besitzt die beiden Grenzfille natiirliche Konvektion und er-
zwungene Konvektion. Ein Ansatz, der die Geschwindigkeits- und Temperaturprofile der
gemischten Konvektion richtig beschreibt, sollte auch die beiden Grenzfille richtig wie-
dergeben konnen. Eine Moglichkeit, um dieses sicherzustellen, ist, ein blending zwischen
den Profilen der beiden Grenzfille durchzufiihren. Hierbei stellt sich allerdings die Fra-
ge, welcher Parameter fiir das blending benutzt werden soll. Die Richardson-Zahl kommt
dafiir nicht in Frage, da diese eine Globalgréfse zur Beschreibung der Stromung darstellt.
Ein geeigneter Parameter muss sich jedoch mit Hilfe von lokalen Gréfen an der Wand
bilden lassen.

Es soll hierzu eine neue Grofe H eingefiihrt werden, die an die Richardson-Zahl ange-
lehnt ist, aber keine globalen Gréfen mehr beinhaltet. Statt der normalen Grashof-Zahl
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wird Gr, benutzt, die mit T} statt AT™ gebildet wird. Die Reynolds-Zahl wird durch die
turbulente Reynolds-Zahl Re, ersetzt. Der Exponent wird so gewéhlt, dass die charakte-
ristische Liange h* gekiirzt werden kann

Gr, v*2 gV

3 *3
urh* ur
V*

Mit den Definitionen von 7 und u; nach den Gleichungen (3.7) und (3.45) folgt
£\ 3
H = Pr' <u—> (6.5)

und fiir Pr = 0,7

=1 (6.4)

Ur

%\ 3
H=0,24 (“—) . (6.6)

Es sollen zunéchst nur Situationen betrachtet werden, in denen die Wandschubspannung
nicht verschwindet?. Somit gilt uX # 0 und H weist dann keine Singularitit auf, da der
Nenner immer ungleich Null ist.

Fiir den Fall erzwungener Konvektion (z.B. ¢* = 0) gilt u: = 0 = H = 0. Fiir den
Grenzfall natiirlicher Konvektion (bei Pr = 0,7) gilt ndherungsweise u’/u¥ = 0,58, wie in
Abbildung 6.3 anhand der Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) deutlich wird.

Es ergibt sich fiir H,,; bei Pr = 0,7
Hya = 0,24 (0,58)% = 0,047. (6.7)
Es folgt also fiir H:
e 0 <H<O0,047 (= Hyut)
e H = 0: erzwungene Konvektion
e H = 0,047: natiirliche Konvektion

Es steht somit ein Parameter zur Verfiigung, der mit ,Wandgrofsen” gebildet wird und
sich zwischen den beiden Grenzfillen (erzwungene und natiirliche Konvektion) bewegt.
Hiermit sollte ein blending zwischen den Grenzfiallen moglich sein. Um die nachfolgenden
Betrachtungen zu vereinfachen, ist es bequem, einen Parameter zur Hand zu haben, der
zwischen 0 und 1 variiert. Dies kann mit

H

erreicht werden.

2Eine verschwindende Wandschubspannung tritt bei erzwungener Konvektion z.B. bei der Couette-
Poiseuille Strémung fiir bestimmte Kombinationen von Plattengeschwindigkeit und Druckgradient auf.
Hierbei ist das logarithmische Wandgesetz nicht mehr giiltig und es muss eine getrennte Analyse der
Strémung vorgenommen werden.

Analog fithren bei der VHC bestimmte Kombinationen von Plattengeschwindigkeit und Auftriebskraf-
ten zu einem Verschwinden der Wandschubspannung.
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Abbildung 6.3: Auftragung von wu, iiber u, fiir die natiirliche Konvektion anhand der
Daten (o) von Versteegh & Nieuwstadt (1999).

6.2.1 Umschreiben des Temperaturprofils

Die folgenden Uberlegungen sollen nur fiir das Temperaturprofil vorgestellt werden, da
dies einfacher zu handhaben ist als das Geschwindigkeitsprofil. Ein moglicher Ansatz
fiir ein blending ist das Umschreiben der universellen Profile der natiirlichen Konvektion
in die Koordinaten der erzwungenen Konvektion (also eine Koordinatentransformation
y* — yT und ©* — O1). Ausgangspunkt ist das universelle Temperaturprofil nach
Gleichung (3.22)), das entsprechend umgeformt wird

T — T y* |oT

et~ om( L D 6.9
T (7 |7 w> ' 09

T —T* T? yur vt |oT
I I n( v Ty oy w> ! (610
o, - Pr% = Cln <y+ - Pr?. u—j) +D (6.11)
o LU ol (y) — Ol (") + D (6.12)

= —— n —Chn| =—— . .
nat Pru} 4 Pr2 u?

Hierbei kann u}/u’ = 1/0,58 fiir die natiirliche Konvektion benutzt werden.

Das Temperaturprofil fiir die erzwungene Konvektion ist nach Gleichung (2.44) bekannt

OF = L n(y*)+ CH(Pr). (6.13)

Erzw /ﬁ;@
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Somit wire ein blending zwischen den zwei Profilen nach folgendem linearen Ansatz mog-
lich
@+isch = (1 - ¢> ’ @+ + ¢ ’ ®+ (614)

m erzw nat*

Eine Alternative wire ein blending nach einem Potenzansatz

@:_m'sch = G;"(zlujw) ) @:L_alf‘ (615)
Fiir ¢» = 1 (natiirliche Konvektion) gilt somit ©F . = O . und fiir ¢» = 0 (erzwungene
Konvektion) ergibt sich ©F. = =©7F .

Zur Uberpriifung der beiden zuvor gezeigten blending-Ansitze kénnen die DNS-Daten
von Kasagi & Nishimura (1997) herangezogen werden. Es ergibt sich fiir die verwendeten
Werte der Kennzahlen (Re, = 150, Gr = 9,6 10° und als Ergebnis der Rechnung Nu,y, =
14,18) ein blending-Parameter von ¢» = 0,20, siehe hierzu auch Anhang/E. In Abbildung/6.4
sind die DNS-Daten zusammen mit dem Profil der natiirlichen Konvektion, der gemischten
Konvektion und den beiden blending-Varianten dargestellt.

15
10f 1
J’_
@
5t |
LT
O + + + + l l l
10" 10° 10" 10°
y+

Abbildung 6.4: DNS-Temperaturprofil (+) von Kasagi & Nishimura (1997) mit ¢ =
0,20 zusammen mit dem Temperaturprofil fiir die erzwungene Konvektion (— — —) nach
Gleichung (2.44), fiir die natiirliche Konvektion (— - —) nach Gleichung (6.12), nach dem
blending iiber einen linearen Ansatz () nach Gleichung und nach dem blending
iiber einen Potenzansatz (- --) nach Gleichung (6.15).

Die Daten werden bereits relativ gut mit dem Profil der erzwungenen Konvektion wie-
dergegeben und es wére eigentlich kein blending erforderlich. Die Profile, die durch das
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Blenden erhalten wurden, kénnen die Ubereinstimmung nicht verbessern. Es ist zusitz-
lich festzustellen, dass die Profile aus dem linearen blending und dem Potenzansatz fast
identisch sind, was nicht von vorn herein zu erwarten war. Das Temperaturprofil der
natiirlichen Konvektion gibt die Daten nur schlecht wieder, was aufgrund der niedrigen
Richardson-Zahl (Ri = 0,05) von Kasagi & Nishimura (1997) aber auch zu erwarten ist 3

Es erscheint aus den folgenden Griinden nicht sinnvoll, anhand der DNS-Daten von
Kasagi & Nishimura (1997) die blending-Ansitze zu bewerten:

e Es gibt nur fiir einen blending-Parameter DNS-Daten (¢ = 0,20).

e Die verwendeten dimensionslosen Kennzahlen sind relativ klein. Betrachtet man z.B.
eine erzwungene Konvektion mit der gleichen turbulenten Reynolds-Zahl (Re, =
150) wie in Kasagi & Nishimura (1997), so stellt man deutliche Abweichungen vom
Temperaturprofil nach Gleichung (2.44) fest.

e Bei der Kombination ,beheizte Wand /nach oben stromendes Fluid“ ist eine starke
Abschwichung der Turbulenz festzustellen. Ein blending wiirde allerdings eine Kom-
bination von Wandfunktionen sein, die fiir Ra — oo und Re — oo giiltig sind, was
zu schlechter Ubereinstimmung fiihren miisste.

e Es kann nicht von vornherein ausgeschlossen werden, dass der aufgepriagte Druck-
gradient in der DNS von Kasagi & Nishimura (1997) einen Einfluss hat.

Fiir die gemischte Konvektion besteht also das Problem, dass zur Zeit nicht genug
geeigenete Datensétze zur Verfiigung stehen, an denen verschiedenene blending-Ansitze
iiberpriift werden konnten.

Da bisher keine Profile bei ausreichend hohen Werten der Reynolds- und Richardson-
Zahl vorliegen, konnte evt. ein Ansatz benutzt werden, bei dem die Konstanten des Tem-
peraturprofils anhand von Nufelt-Daten bestimmt werden, zu Details siehe Balaji et al.
(2006). Bei diesem Ansatz wird ausgenutzt, dass sich ein Temperaturprofil in eine Nufelt-
Beziehung umschreiben lisst, wie in den Abschnitten|3.2/und |5.2/gezeigt wurde. Geht man
nun davon aus, dass die Struktur des Temperaturprofils bekannt ist (beispielsweise ein lo-
garithmischer Verlauf), so kénnten Nufelt-Daten benutzt werden, um die unbekannten
Konstanten zu ermitteln.

6.3 Besonderheiten der gemischten Konvektion

Als ein Problem der gemischten Konvektion kénnte sich der Wirbelviskositdtsansatz erwei-
sen, der sowohl bei der Herleitung des universellen Geschwindigkeitsprofils nach Gleichung
und als auch beim logarithmischen Wandgesetz benutzt wurde. Fiir die natiirliche
Konvektion ist das Geschwindigkeitsmaximum sehr dicht an der Wand, so dass im Be-
reich der Uberlappungsschicht (y* > 9) die Reynolds-Spannungen mit Hilfe der Wirbel-
viskositdt und konstanter turbulenter Prandtl-Zahl beschrieben werden kénnen. Bei der

3Es ist erstaunlich, dass der Unterschied zwischen dem Profil der erzwungenen Konvektion und der
natiirlichen Konvektion so grof§ ist. Nach Abbildung [3.2 sollten die Profile dichter zusammen liegen. Es
ist zu vermuten, dass evt. der Faktor «)/u? fiir die Daten von Tsuji & Nagano (1988a) nicht dem Verlauf
der DNS-Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) nach Abbildung 6.3 folgt.
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gemischten Konvektion kann ein Geschwindigkeitsmaximum aber auch in der Uberlap-
pungsschicht auftreten, siehe z.B. die qualitativen Profile in Abbildung 6.2, Ist dies der
Fall, so werden die Reynolds-Spannungen nicht mehr richtig wiedergegeben. Es ist dann
zu priifen, wie gut die durch ein blending erhaltenen Profile mit Vergleichsdaten iiber-
einstimmen. Evt. muss eine alternative Modellierung der Turbulenz (z.B. Reynolds stress
models) gesucht werden.

Ein anderes Problem ist das Erreichen asymptotisch grofer Kennzahlen. So ist die
hochste bisher mit DNS berechnete Rayleigh-Zahl fiir den beheizten vertikalen Kanal
Ra = 5,010°%, siehe Versteegh & Nieuwstadt (1999). Bei Ri = 1 wiirde somit fiir die
Reynolds-Zahl folgen

Re = v/Gr = 2236. (6.16)

Dies ist aus asymptotischer Sicht eine zu kleine Reynolds-Zahl und es wiirden noch deut-
lichere Abweichungen zum logarithmischen Wandgesetz und Temperaturprofil auftreten.
Aufgrund der enormen Anforderungen an die Rechenleistung ist es also fraglich, ob in der
nichsten Zeit DNS-Daten zur gemischten Konvektion bei ausreichend groffen Kennzah-
len zur Verfiigung stehen werden; evt. muss stattdessen auf Experimente zuriickgegriffen
werden.






Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die turbulente natiirliche Konvektion unter asympto-
tischen Gesichtspunkten analysiert. Hierbei wurde zwischen natiirlicher Konvektion an
vertikalen Wanden und der Rayleigh-Bénard Konvektion unterschieden. Fiir beide Fille
konnte eine Zwei-Schichten-Struktur identifiziert werden, mit jeweils einer Wandschicht
und einer turbulenten Aufsen- bzw. Kernschicht. Zwischen diesen beiden Schichten wurde
fiir die Temperatur ein Anpassen der Gradienten durchgefithrt und man erhélt logarith-
mische Temperaturprofile, die in sehr guter Ubereinstimmung mit DNS- und Messdaten
sind.

Da fiir die natiirliche Konvektion an vertikalen Wénden das Temperaturprofil durch
das oben genannte Anpassen der Gradienten bekannt ist, konnte in einem anschlieften-
den Schritt unter Annahme einer konstanten turbulenten Prandtl-Zahl die Impulsbilanz
direkt gelost werden und somit ein universelles Geschwindigkeitsprofil angegeben wer-
den. Dieses Geschwindigkeitsprofil kann DNS- und Messdaten aus verschiedenen Studien
sehr gut wiedergeben. Es wurde aufterdem gezeigt, dass der Einfluss der variablen Tem-
peraturleitfahigkeit bzw. Viskositit bei den meisten experimentellen Arbeiten nicht zu
vernachlissigen ist. Es wurde hierfiir eine Korrektur angegeben, um dieses Verhalten zu
beriicksichtigen.

Die universellen Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile fiir die vertikale Wand wur-
den als Wandfunktionen fiir CFD-Codes verwendet. Hierzu wurde der frei zugéngliche
FORTRAN-Code CAFFA benutzt, um die Implementierung beispielhaft aufzuzeigen. Es
wurde dabei festgestellt, dass die Bilanzgleichung der kinetischen Energie der turbulenten
Schwankungsbewegung k* fiir die natiirliche Konvektion nicht erfiillt ist. Um dennoch eine
relativ einfache Umsetzung der neuen Wandfunktionen zur Verfiigung zu stellen, wurde
darauf verzichtet, das k-w-Turbulenzmodell zu modifizieren, und stattdessen wurde ledig-
lich die Randbedingung fiir die Dissipationsrate w* angepasst. Mit diesem modifizierten
CAFFA-Code mit den implementierten Wandfunktionen wurden DNS-Daten zum verti-
kalen Kanal nachgerechnet und es konnte eine sehr gute Ubereinstimmung festgestellt
werden. Die Ergebnisse zeigen eine deutlich héhere Genauigkeit als diverse Rechnungen
mit einem kommerziellen CFD-Code.
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Fiir die Rayleigh-Bénard Konvektion wurde das entsprechende Temperaturprofil in ei-
ne Nufelt-Beziehung umgeschrieben. Es steht somit eine theoretisch begriindete Nufelt-
Beziehung zur Verfiigung, in der keine weiteren Konstanten angepasst werden miissen; alle
Koeffizienten stammen aus dem universellen Temperaturprofil. Diese Nufelt-Beziehung,
die anhand von Temperaturprofilen fiir Ra < 10° ermittelt wurde, ist in der Lage, NuRelt-
Daten bis Ra ~ 10 sehr gut wiederzugeben. Besonders die Ubereinstimmung mit aktu-
ellen Messdaten der Gruppe um Prof. Ahlers ist exzellent. Dariiber hinaus konnte gezeigt
werden, dass eine Anderung der Steigung im Nufelt-Rayleigh- Verlauf mit dem Einfluss der
Oberflichenrauheit zu erkldren ist und nicht notwendigerweise ein Indiz fiir das ultimate
regime ist.

Die beiden nachfolgenden Tabellen fassen noch einmal die wichtigsten Ergebnisse dieser
Arbeit fiir die Rayleigh-Bénard Konvektion und die natiirliche Konvektion an vertikalen
Winden zusammen.
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7.2 Ausblick

Fiir die Zukunft wire es allgemein wiinschenswert, sowohl fiir die natiirliche Konvektion
an vertikalen Wanden als auch fiir die Rayleigh-Bénard Konvektion weitere Temperatur-
und Geschwindigkeitsprofile bei moglichst hohen Rayleigh-Zahlen zur Verfiigung zu ha-
ben, um weitere Validierungen durchzufiihren. Somit konnten die hier angegebenen Profile
weiter bestitigt werden oder bei Bedarf die Konstanten angepasst werden. Bei einer aus-
reichend grofien Datenbasis wére es auch zu iiberlegen, das k-w-Turbulenzmodell (oder
ein anderes Zwei-Gleichungs-Turbulenzmodell) fiir die natiirliche Konvektion anzupassen
und sicherzustellen, dass die k*-Gleichung erfiillt wird.

Ein weiterer Schritt konnte die Implementierung der Wandfunktionen in einem dreidi-
mensionalen CFD-Code sein. Dies konnte der open source code OpenFOAMﬂ sein oder
evt. das Programm TAU vom DLR (Gottingen). Somit sollte es moglich sein, auch kom-
pliziertere Geometrien zu berechnen, wie sie typischerweise in industriellen Anwendungen
auftreten.

Fiir ein Folgeprojekt ist es geplant, die hier vorgestellten Uberlegungen auf die gemisch-
te Konvektion (in vertikalen Kanélen) auszuweiten. Es stehen die Losungen fiir die beiden
Grenzfille, ,natiirliche Konvektion“ und ,erzwungene Konvektion“, zur Verfiigung. Eine
addquate Theorie der gemischten Konvektion sollte in der Lage sein, diese Grenzfille
ebenfalls richtig wiederzugeben. Ein moglicher Ansatz hierzu wére, ein blending zwischen
der natiirlichen und der erzwungenen Konvektion vorzunehmen. Allerdings gibt es zur
Zeit nur wenige Studien fiir die gemischte Konvektion, in denen Temperatur- und Ge-
schwindigkeitsprofile angegeben werden. Somit ist eine Uberpriifung universeller Profile
zur gemischten Konvektion zur Zeit noch schwierig.

!Siehe hierzu: www.opencfd.co.uk/



Anhang A

Entdimensionierung der Impulsbilanz

In diesem Abschnitt soll aufgezeigt werden, wie die Impulsbilanz nach Gleichung (2.16
mit den charakteristischen Bezugsgrofien der natiirlichen Konvektion entdimensioniert

werden kann. Der Ausgangspunkt ist die Impulsbilanz

) g T —TY)

(14 K
p°<+PTg Dt

0 T —T*]| ou*
. 1L K - 0
"oy (”{ T ]aw)

und es werden folgende Entdimensionierungen nach Kapitel 3 benutzt:

1/4
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* * Q%% x| —2
Ux=L mit u*:gﬁTCSE)i
uk ¢ v* oy* |,
* or*|"
yxz% mit 6*:TC*-‘a
Y
t* 5"
t=—  mit t=—
t* w¥

Setzt man diese Definitionen ein, so ergibt sich zunéchst
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Es kann gezeigt werden, dass gilt
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Somit kann die Impulsbilanz in entdimensionierter Form geschrieben werden als

— 0f - 0"

T — T*7] oU*
([1+KN T 0} ayX)’ (A.9)

1 T 1T\ DU*
— 1+ K 0
Pr? ( T 15 ) Dtx

N 0
oy*

siehe auch Gleichung (2.17).



Anhang B

Variable Stoffwerte

Wie schon in Abschnitt 3.1.5 erwdhnt, muss bei den benutzten experimentellen Daten,
z.B. von Tsuji & Nagano (1988a), beriicksichtigt werden, dass sich die Stoffwerte aufgrund
des Temperaturprofils im Fluid verdndern.

6Qp w w 270
55 1
260}
5(% 1
45P | 250}
D
D
I - »n
@) 403 ~ > 240
o D g
3% | =
@ «. 230
30% 1 3
25% T 220,
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Abbildung B.1: links: Temperaturprofil fiir Gr, = 8,4 10'° von Tsuji & Nagano (1988a).
rechts: Entsprechender Verlauf der Temperaturleitfihigkeit a*(7%).

Abbildung B.1 zeigt links einen typischen Temperaturverlauf, wie er den Messungen von
Tsuji & Nagano (1988a) entnommen wurde. Es ist der sehr steile Gradient in Wandnéhe
7u erkennen und ein vergleichsweise konstanter Verlauf in der Uberlappungschicht / Aufen-
schicht. In Abbildung (rechts) ist die Temperaturleitfihigkeit a*(7™) dargestellt, die
sich entsprechend des Temperaturprofils Andert. Somit gilt im Bereich der Uberlappungs-
schicht anndhernd af ~ a*(1}).
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Das logarithmische Temperaturprofil nach Gleichung (3.22) ist in der Uberlappungs-
schicht giiltig. Es wird nun der Ansatz gewéhlt, einen fiktiven Temperaturwandgradienten
|0T™* | Oy* |w, fiktiv €inzufithren, wie in Abschnitt gezeigt. Dieser fiktive Temperatur-
wandgradient entspricht dem Gradienten, der an der Wand vorliegen wiirde, wenn die
Temperaturleitfihigkeit im gesamten Feld den Wert af hétte.

agp - 9y ay, (B.1)

. |OT*
oy*

‘ oT*

oT*
oy*

Ca;, |oT”
- 5

a*
w, fiktiv w w, fiktiv 0 w

Der fiktive Temperaturwandgradient |07 /0y* |y, fiktiv Wird nun benutzt, um die Bezugs-
grofen 17, w; und 6* zu bilden.

1/4
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Entdimensioniert man nun die gemessenen Profile mit diesen (korrigierten) charakteristi-
schen Grofsen, so stellt man eine sehr gute Ubereinstimmung mit den universellen Profilen
fest.

B.1 Temperaturprofil in der viskosen Unterschicht

Mit der im vorherigen Abschnitt aufgezeigten Einfiihrung des fiktiven Temperaturwand-
gradienten |07 /Oy*|w, fikiiv 1St eine universelle Darstellung von DNS und eperimentellen
Daten im Bereich der Uberlappungsschicht moglich, da in beiden Fillen von (nahezu)
konstanten Stoffwerten ausgegangen werden kann.

Betrachtet man allerdings das Temperaturprofil in unmittelbarer Wandnéhe, also in
der viskosen Unterschicht, so kann hier nicht mehr von der Temperaturleitfahigkeit a der
Aufenschicht ausgegangen werden. Es muss vielmehr die Temperaturleitfahigkeit o}, bei
der Wandtemperatur betrachtet werden. In der viskosen Unterschicht gilt in dimensions-
behafteten Variablen

oT*
oy*

-yt (B.5)

w

T;,—T*_‘

Durch Division mit 7)F nach Gleichung (B.2) und Erweitern mit a},/aj kann die obige
Gleichung in die dimensionslosen Koordinaten umgeschrieben werden

*
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Um das lineare Temperaturprofil in der viskosen Unterschicht in den Variablen der Au-
fenschicht (©* und y*, gebildet mit |01 /0y* |, fiktiv) beschreiben zu kénnen, muss also
der Korrekturfaktor afj/a}, benutzt werden

*

0 = 20 yx (B.7)

vgl. Gleichung (3.30). Dieses korrigierte Profil wurde auch in Abbildung 3.6 verwendet.

B.2 Geschwindigkeitsprofil in der viskosen Untersicht

Um das Geschwindigkeitsprofil in der viskosen Unterschicht in den Koordinaten der Uber-
lappungsschicht (U* und y*, gebildet mit |01 /0y*|w, fiktiv) angeben zu kénnen, muss
ebenfalls eine Korrektur vorgenommen werden. Der Ausgangspunkt ist die dimensionsbe-
haftete Impulsbilanz

- oy* Y oy*
Beriicksichtigt man, dass der Temperaturverlauf (7} — T*) in der viskosen Unterschicht
durch |0T* /0y*|, - y* ausgedriickt werden kann, so folgt
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Anhang C

Bilanzgleichungen des CFD-Codes

Fiir den zweidimensionalen, stationdren CFD-Code mit k-w-Turbulenzmodell werden die
folgenden Bilanzgleichungen gelost:
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Die Eintrige des Reynolds-Stress-Tensors sind hierbei mit 7;; bezeichnet und lauten

1

2 ou; ~ Ouj
m=2u; Sl — —p ko, it S*ij = - . 2. C.6
Tz] oy 1] 3p J mi ) 2 (033;‘ + a[lff) ( )
Der Tensor hat somit fiir den zweidimensionalen Fall folgende Form
du* 1 - 1 [ ov* N ou*
oy o 3° 2 \ Oz Oy* (C.7)
el y rove o o 1, '
= + —=p'k
2 \0x*  Oy* dy* 3

Der Term 75 - Ouj /Ox}, wie er in der k*- und in der w*-Gleichung auftritt, kann somit
angegeben werden als:

ou’ ou* 1 ou* 1 (ov" Ou*\ Oou*
‘*‘ . 7 — 2 * - *k* L = . .
Tis ox; He {(893* 3" ) Ox* * 2 (81‘* * 8y*> dy* (C8)
1 /ov*  Ou*\ Ov* ov* 1 ...\ Ov*
* 2 (89&* * ay*) Oz * (8y* — 37 g ) . 8y*} (C9)

Fiir den vertikalen Kanal nach Versteegh & Nieuwstadt (1999), also einen eindimensio-
nalen Fall mit ... /0xz* = 0 und v* = 0 folgt somit z.B. fiir die k*-Gleichung

d ok* our\ 2
0 o7 ([V +0Wt]ay*) + v (ay*) Gpk*w™, (C.10)

siehe auch Gleichung (4.1)



Anhang D

Abschatzung der Dicke der viskosen
Unterschicht

Fiir Experimente zur Rayleigh-Bénard Konvektion kann es z.T. notwendig sein, eine a
priori-Abschitzung fiir die Dicke der viskosen Unterschicht zur Verfiigung zu haben, da
zur Bestimmung des Wandwéarmestroms haufig der Temperaturgradient im Fluid benutzt
wird. Hierzu miissen ausreichend viele Messpunkte in der viskosen Unterschicht liegen, da
nur hier ein linearer Temperaturverlauf vorliegt. Die Nufelt-Beziehung nach Gleichung
kann auch benutzt werden, um die Dicke der vikosen Unterschicht abzuschitzen,
wie im folgenden beispielhaft fiir das Ilmenauer Fass aufgezeigt werden soll.

Es soll hier beispielhaft die Rayleigh-Zahl Ra = 8,1 10% betrachtet werden, wie sie am
Ilmenauer Fass untersucht wurde, zu Details sieche Abschnitt [5.3.1. Um nun die Dicke
der viskosen Unterschicht abschédtzen zu kénnen, wird zunéchst der Temperaturgradient
aus der NuRelt-Zahl (= Nu = 60,53 nach Gleichung (5.28)) bestimmt. Mit einem Plat-
tenabstand von h* = 0,63 m und einer Temperaturdifferenz AT* = 42,8 K folgt fiir den
(fiktiven) Gradienten

oT* K
‘ . =4112,2 —. (D.1)
ay w, fiktiv m
Hiermit kann nun auch die charakteristische Bezugstemperatur 77 . ermittelt werden
1/4
** | 9T 3
T = | 2o |2 — 5,52K. (D.2)
g*B* | 0y w, fiktiv

Anhand der dimensionslosen Temperaturprofile in den Abbildungen (5.3 und [5.4 ist zu
erkennen, dass die viskose Unterschicht bis y* ~ 1,5 reicht. Damit ein Messpunkt noch
innerhalb der viskosen Unterschicht liegt, muss also y* < 1,5 gelten

* -1

Y
T:bc

oT*
oy*

or
oy*

= 2,0mm (D.3)

w, fiktiv

rbe

<15 & y<15-T ‘

w, fiktiv

Fiir den konkreten Fall am Ilmenauer Fass mit Ra = 8,1 108 ergibt sich also eine Dicke
der viskosen Unterschicht von y* ~ 2mm. Innerhalb dieses Bereichs sollte ein linearer
Verlauf vorliegen und der Gradient bestimmt werden konnen.
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Anhang E

Blending-Parameter fiir die gemischte
Konvektion

Um in Abschnitt 6.2.1/ den blending-Parameter v fiir die Daten von Kasagi & Nishimura
(1997) bestimmen zu kénnen, wird der Term u’/u’ benétigt. Dieser Ausdruck soll nun in
Grofsen ausgedriickt werden, die direkt als Ergebnis der DNS-Rechnungen angegeben wer-
den. Hierzu werden die Definitionen von w} nach Gleichung (3.45) und 7} nach Gleichung
(3.7) benutzt

uz _ 1 g*ﬂ*Tf3 B g*ﬁ*a*ﬁ 8T* 1/4 (E 1)
uroouk or+|*>  \ vurt | oy |, ' '
|,

Durch entsprechendes Erweitern kann dies umgeformt werden zu

B Gr Nugy, 1/4
“(nera) -

O %

Ql@

Q%

Hierbei muss beriicksichtigt werden, dass die turbulente Reynolds-Zahl nur mit der halben
Kanalhohe h*/2 gebildet wird. Somit erscheint im Klammerausdruck der Term 2Re;.

Fiir die DNS-Daten von Kasagi & Nishimura (1997) ergibt sich mit

Re, = 150 (E.3)
Gr = 9,610° (E.4)
Pr = 0,71 (E.5)
N, = 14,18 (E.6)

ein Wert von
—< =0,338 (E.7)
Somit folgt fiir 1
b=t g0 3—0201 (E.8)
0,046 7 \wr) T ‘

wie in Abschnitt [6.2.1 angegeben.
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