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Nomenklatur
Formelzei
henSymbol Einheit Bes
hreibung
a∗ m2/s Temperaturleitfähigkeit, a∗ = λ∗/(ρ∗ c∗p)
a∗t m2/s Turbulente Temperaturleitfähigkeit
A∗ m2 Flä
he
A(Pr) - Parameter in George & Capp (1979)
B+ Konstante, B+ = 5,0
B(Pr) - Parameter in George & Capp (1979)
c∗p J/(kg K) spezi�s
he isobare Wärmekapazität
cT - Konstante in der GGDH
C - Konstante, C = 0,427

Ĉ - Konstante, Ĉ = 0,0126
C+(Pr) - Parameter im logarithmis
hen Temperaturpro�l bei erzwun-gener Konvektion
D∗ m Dur
hmesser
D - Konstante, D = 1,93

D̂ - Konstante, D̂ = 5,22
E - Parameter, E = 0,49 · ∂U×/∂y×|w − 2,27
F - Parameter, F = 1,28 · ∂U×/∂y×|w − 1,28
g∗ m/s2 Betrag des Erdbes
hleunigungsvektors
~g∗ m/s2 Erdbes
hleunigungsvektor
G - Konstante, G = 0,1
Gr - Grashof-Zahl, Gr = g∗β∗∆T ∗h∗3/(ν∗2)
h∗ m Plattenabstand
H - Parameter, H = 3,43 − 14,94 · Ra−1/4

H - blending-Parameter für die gemis
hte Konvektion
k∗ m2/s2 Kinetis
he Energie der turbulenten S
hwankungsbewegung
k∗s m Ober�ä
henrauheit
k×s - Dimensionslose Ober�ä
henrauheit, k×s = k∗s/δ

∗

rbc

Kρ - Parameter, Kρ = T ∗

0 /ρ
∗

0 · ∂ρ/∂T ∗|0
Kµ - Parameter, Kµ = T ∗

0 /µ
∗

0 · ∂µ/∂T ∗|0
K1 - Konstante in George & Capp (1979)
K2 - Konstante in George & Capp (1979)
l∗ m Bezugslänge in George & Capp (1979)
L∗ m Seitenlänge



vi NOMENKLATUR
Nu - Nuÿelt-Zahl, Nu = h∗/∆T ∗ · |∂T ∗/∂y∗|w
p∗ kg/(m s2) Dru
k
Pr - Prandtl-Zahl, Pr = ν∗/a∗

q̇∗ W/m2 Wärmestromdi
hte
Ra - Rayleigh-Zahl, Ra = g∗β∗∆T ∗h∗3/(ν∗a∗)
Re - Reynolds-Zahl, Re = u∗h∗/ν∗

Ri - Ri
hardson-Zahl, Ri = Gr/Re2

t∗ s Zeit
t∗c s Charakteristis
he Zeit für die natürli
he Konvektion, t∗c =

δ∗/u∗c
t× - Dimensionslose Zeit für die natürli
he Konvektion, t× =

t∗/t∗c
T ∗ K Temperatur
T ∗

c K Charakteristis
he Temperatur für die natürli
he Konvekti-on, T ∗

c = (a∗2 |∂T ∗/∂y∗|3w / (g∗β∗))1/4

T ∗

rbc K Charakteristis
he Temperatur für die Rayleigh-Bénard Kon-vektion, T ∗

rbc = (a∗ν∗ |∂T ∗/∂y∗|3w / (g∗β∗))1/4

T ∗

τ K Charakteristis
he Temperatur für die erzwungene Konvek-tion, T ∗

τ = |q̇∗w|/(ρ∗c∗pu∗τ )
T̂ ∗(t∗) K Zeitli
h veränderli
he Temperatur
T ∗′(t∗) K Turbulente Temperatur�uktuation
u∗ m/s Zeitgemittelte Ges
hwindigkeitskomponente parallel zurWand
u∗c m/s Bezugsges
hwindigkeit für die natürli
he Konvektion, u∗c =

(g∗β∗T ∗3
c )/(ν∗|∂T ∗/∂y∗|2w)

u∗τ m/s Bezugsges
hwindigkeit für die erzwungene Konvektion, u∗τ =
√

τ ∗w/ρ
∗

u∗r m/s Relativges
hwindigkeit zwis
hen zwei Platten (Couette-Strömung)
u+ - Dimensionslose Ges
hwindigkeitskomponente parallel zurWand für die erzwungene Konvektion, u+ = u∗/u∗τ
û∗(t∗) m/s Zeitli
h veränderli
he Ges
hwindigkeit parallel zur Wand
u∗′(t∗) m/s Turbulente Ges
hwindigkeits�uktuation parallel zur Wand
U× - Dimensionslose Ges
hwindigkeitskomponente parallel zurWand, U× = u∗/u∗c
v∗ m/s Zeitgemittelte Ges
hwindigkeitskomponente normal zurWand
v̂∗(t∗) m/s Zeitli
h veränderli
he Ges
hwindigkeit normal zur Wand
v∗′(t∗) m/s Turbulente Ges
hwindigkeits�uktuation normal zur Wand
x∗ m Koordinate parallel zur Wand
y∗ m Koordinate normal zur Wand
y+ - Entdimensionierter Wandabstand für die erzwungene Kon-vektion, y+ = y∗u∗τ/ν

∗

y× - EntdimensionierterWandabstand für die natürli
he Konvek-tion, y× = y∗/δ∗

ŷ - Zwis
henkoordinate für die natürli
he Konvektion, ŷ =
y∗/(h∗(1−α)δ∗α)



NOMENKLATUR vii
ŷe - Zwis
henkoordinate für die erzwungene Konvektion, ŷe =

y∗/(h∗(1−α)δ∗αe )
y×rbc - Entdimensionierter Wandabstand für Rayleigh-Bénard Kon-vektion, y×rbc = y∗/δ∗rbc
ŷrbc - Zwis
henkoordinate für die Rayleigh-Bénard Konvektion,

ŷ = y∗/(h∗(1−α)δ∗αrbc)Grie
his
he SymboleSymbol Einheit Bes
hreibung
α - Exponent der Zwis
henkoordinate, 0 ≤ α ≤ 1
α∗

konv W/(m2 K) (Konvektiver) Wärmeübergangskoe�zient
β∗ K−1 Thermis
her Ausdehnungskoe�zient
βk, βω - Konstanten im k-ω-Turbulenzmodell
δ∗ m Charakteristis
he Bezugslänge für die natürli
he Konvekti-on, δ∗ = T ∗

c |∂T ∗/∂y∗|−1
w

δ∗e m Charakteristis
he Bezugslänge für die erzwungene Konvek-tion, δe = u∗τ |∂u∗/∂y∗|−1
w

δ∗rbc m Charakteristis
he Bezugslänge für die Rayleigh-BénardKonvektion, δ∗rbc = T ∗

rbc|∂T ∗/∂y∗|−1
w

∆T ∗ K Temperaturdi�erenz
ε - Emissionsgrad
η - Dimensionsloser Wandabstand, η = y∗/h∗

Γ - Seitenverhältnis Γ = L∗/h∗ bzw. Γ = D∗/h∗

κ - von-Kármán Konstante, κ = 0,41
κΘ - Konstante, κΘ = 0,47
λ∗ W/(m K) Wärmeleitfähigkeit
µ∗ kg/(m s) Dynamis
he Viskosität
ν∗ m2/s Kinematis
he Viskosität, ν∗ = µ∗/ρ∗

ν∗t m2/s Wirbelviskosität, ν∗t = −u∗′v∗′/|∂u∗/∂y∗|
ω∗ s−1 Dissipationsrate
ψ - blending-Paramter für die gemis
hte Konvektion
ρ∗ kg/m3 Di
hte
σk, σω - Konstanten im k-ω-Turbulenzmodell
σt - Turbulente Prandtl-Zahl, σt = ν∗t /a

∗

t

τ ∗ kg/(m s2) S
hubspannung
τ ∗w kg/(m s2) Wands
hubspannung
ϑ∗ ◦C Celsius-Temperatur
Θ× - Dimensionslose Temperaturdi�erenz für die natürli
he Kon-vektion, Θ× = (T ∗

w − T ∗)/T ∗

c

Θ×

rbc - Dimensionslose Temperaturdi�erenz für die Rayleigh-Bénard Konvektion, Θ×

rbc = (T ∗

w − T ∗)/T ∗

rbc

Θ+ - Dimensionslose Temperaturdi�erenz für die erzwungeneKonvektion, Θ+ = (T ∗

w − T ∗)/T ∗

τ



viii NOMENKLATURIndizes
0 Bezugszustand (T ∗

0 )
c natürli
he Konvektion an vertikalen Wänden
e erzwungene Konvektion
f �ktiv
i inner layer in George & Capp (1979)
k gekühlte Wand (k = kalt)
konv konvektiv
log in der Überlappungss
hi
ht
m mittlere
mol molekularer Anteil
o outer layer in George & Capp (1979)
rad dur
h Strahlung
rbc Rayleigh-Bénard Konvektion
turb turbulenter Anteil
visk in der viskosen Unters
hi
ht
w beheizte Wand (w = warm) bzw. Wand im Allgemeinen
x In x-Ri
htung bzw. mit x∗ gebildet
∞ extrapolierte Werte für Ra → ∞Typographis
he KonventionenEs werden folgende typographis
he Konventionen eingeführt.
• Dimensionsbehaftete Gröÿen werden dur
h einen Stern gekennzei
hnet, Beispiel: y∗.
• Dimensionslose Gröÿen werden ohne Stern angegeben, Beispiel: η.
• Dimensionslose Kennzahlen werden ni
ht kursiv ges
hrieben, Beispiel: Re.
• Die Glei
hungen werden im Allgemeinen dur
hgehend nummeriert, wobei die ersteZahl das Kapitel kennzei
hnet, Beispiel: (2.14).



Kapitel 1Einleitung
Die natürli
he Konvektion ist eine Strömungsform, die sowohl in der Natur vorkommt,z.B. bei Strömungen in der Atmosphäre oder bei Meeresströmungen, als au
h in te
h-nis
hen Anwendungen, z.B. bei der Klimatisierung von Räumen oder bei der Kühlungelektronis
her Bauteile. Sie tritt auf, wenn in einem Fluid, das si
h in einem S
hwere-feld be�ndet, Di
hteunters
hiede vorliegen. Es wirken dann Auftriebskräfte, die zu einerStrömung führen. Die Di
hteunters
hiede im Fluid werden in den meisten Fällen dur
hdas Temperaturfeld vorgegeben, wel
hes somit die Ursa
he für die Strömung darstellt.Das Ges
hwindigkeitsfeld ist also unmittelbar an das Temperaturfeld gekoppelt und kannni
ht mehr unabhängig (vom Temperaturfeld) bestimmt werden. Die bes
hreibenden Glei-
hungssysteme werden aufwendiger und die numeris
he Simulation gestaltet si
h s
hwie-riger als im Falle der erzwungenen Konvektion.In der vorliegenden Arbeit wird die turbulente natürli
he Konvektion untersu
ht, al-so für den Fall groÿer Werte der Grashof- bzw. Rayleigh-Zahl. Es wird hierbei zwis
hennatürli
her Konvektion an vertikalen Wänden und Rayleigh-Bénard Konvektion, bei dersi
h das Fluid zwis
hen zwei horizontalen Platten unters
hiedli
her Temperatur be�ndet,unters
hieden. Dies ist notwendig, da für den Fall der vertikalen Wand die Erdbes
hleu-nigung parallel zur Wand wirkt und somit die Strömungsri
htung (parallel zur Wand)für das Fluid vorgegeben ist. Für die Rayleigh-Bénard Konvektion steht der Erdbes
hleu-nigungsvektor senkre
ht auf den begrenzenden Wänden und es gibt keine bevorzugteStrömungsri
htung.Für beide Fälle der natürli
hen Konvektion gibt es bisher in der Literatur keine Theorie,mit der die Temperatur- und Ges
hwindigkeitspro�le in Wandnähe zufriedenstellend be-s
hrieben werden können. Deshalb soll in dieser Arbeit die turbulente natürli
he Konvek-tion mit Hilfe der Asymptotik untersu
ht werden, die si
h für die erzwungene Konvektionbewährt hat, siehe z.B. Gersten & Herwig (1992) und S
hli
hting & Gersten (2000). Zielist es, für die natürli
he Konvektion theoretis
h begründete Temperatur- und Ges
hwin-digkeitspro�le anzugeben, die in Wandnähe universell gültig sind. Hiermit ist es mögli
h,z.B. Nuÿelt-Beziehungen für den Wärmeübergang aufzustellen oder die universellen Pro-�le als sog. Wandfunktionen in CFD-Codes zu implementieren.Bei der asymptotis
hen Analyse der natürli
hen Konvektion wird die Strömung für sehrhohe Rayleigh-Zahlen (Ra → ∞) untersu
ht. Es kann eine Zwei-S
hi
hten-Struktur derStrömung identi�ziert werden, die aus einer Wand- und einer Auÿen- bzw. Kerns
hi
ht1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNGbesteht. Dur
h ein sog. Anpassen der Gradienten zwis
hen diesen beiden S
hi
hten könnenuniverselle Pro�le ermittelt werden, die für Ra → ∞ gültig sind. Allerdings kann dieserGrenzfall in der Realität ni
ht errei
ht werden, da in Experimenten oder Simulationennur endli
he Rayleigh-Zahlen realisiert werden können. Die Pro�le, die für Ra → ∞gültig sind, stellen jedo
h sehr gute Näherungen für endli
he, aber hohe Rayleigh-Zahlendar. Die Übereinstimmung nimmt aufgrund der gewählten Vorgehensweise für steigendeRayleigh-Zahlen zu. Somit können die Ergebnisse, die für den theoretis
hen Grenzfallunendli
her Rayleigh-Zahlen erhalten wurden, au
h für konkrete Probleme bei endli
henWerten benutzt werden.Kapitel 2 gibt eine Wiederholung einiger Grundlagen der Strömungsme
hanik an, wiez.B. Grundglei
hungen und Boussinesq-Approximation. Ans
hlieÿend wird aufgezeigt, wieman mit Hilfe der Asymptotik das bekannte logarithmis
he Wandgesetz herleiten kann,das als (Ges
hwindigkeits-) Wandfunktion in allen CFD-Codes benutzt wird.In Kapitel 3 wird die turbulente natürli
he Konvektion mit Hilfe der Asymptotik ana-lysiert. Die erhaltenen Pro�le werden ans
hlieÿend mit Messdaten aus der Literatur ver-gli
hen. In Kapitel 4 werden die neuen universellen Pro�le als Wandfunktionen in einenCFD-Code implementiert, so dass die natürli
he Konvektion au
h auf groben Gitternbere
hnet werden kann. Mit den neuen Wandfunktionen ist es ni
ht mehr notwendig,die viskose Unters
hi
ht mit extrem feinen Gittern in Wandnähe aufzulösen, wie es mitkommerziellen CFD-Codes zur Zeit übli
h ist.Die Rayleigh-Bénard Konvektion wird in Kapitel 5 untersu
ht. Hierbei wird vom Ideal-fall der Rayleigh-Bénard Konvektion mit unendli
h ausgedehnten Platten ausgegangen,bei dem das Fluid �zufällig� strömt und keine zeitgemittelten Ges
hwindigkeiten auftre-ten. Es muss also nur die Energieglei
hung analysiert werden, aus der ein universellesTemperaturpro�l hervorgeht. Dies kann in eine Nuÿelt-Rayleigh Korrelation für den Wär-meübergang bei der Rayleigh-Bénard Konvektion umges
hrieben werden, für den es inder Literatur eine Vielzahl an Studien zum Verglei
h gibt.Kapitel 6 bietet einen Ausbli
k, wie die gefundenen Ergebnisse zur Bes
hreibung ge-mis
hter Konvektion benutzt werden könnten.



Kapitel 2Grundlagen
Dieses Kapitel soll eine kurze Wiederholung wi
htiger strömungsme
hanis
her Grundlagensein. Eine ausführli
here Darstellung �ndet man z.B. in Gersten & Herwig (1992), Herwig(2002), S
hli
hting & Gersten (2000) und Herwig (2004).Im Folgenden werden die Grundglei
hungen zur Bes
hreibung von zweidimensionalenStrömungen angegeben (Abs
hnitt 2.1) und die Boussinesq-Approximation vorgestellt,mit der die Impulsglei
hungen für die natürli
he Konvektion vereinfa
ht werden können(Abs
hnitt 2.2). Ans
hlieÿend wird in den Abs
hnitten 2.3 und 2.4 gezeigt, wie manmit Hilfe von asymptotis
hen Überlegungen das logarithmis
he Wandgesetz und das zu-gehörige Temperaturpro�l für die erzwungene Konvektion herleiten kann. Dies soll dieÄhnli
hkeit der Herleitung der Temperatur- und Ges
hwindigkeitspro�le für den Fall dernatürli
hen Konvektion an vertikalen Wänden in Kapitel 3 verdeutli
hen.2.1 Bilanzglei
hungenZur allgemeinen Bes
hreibung turbulenter Strömungen mit Wärmeübergang wird häu�geine Zeitmittelung vorgenommen. Das Strömungsfeld1 û∗(t∗) wird in einen mittleren Anteil
u∗ und einen zeitli
h s
hwankenden Anteil u∗′(t∗) aufgespalten:

û∗(t∗) = u∗ + u∗′(t∗) mit u∗ ≡ 1

∆t∗

t∗
0
+∆t∗∫

t∗
0

û∗(t∗)dt∗ (2.1)Analoges gilt für das Temperaturfeld T̂ ∗(t∗):
T̂ ∗(t∗) = T ∗ + T ∗′(t∗) mit T ∗ ≡ 1

∆t∗

t∗
0
+∆t∗∫

t∗
0

T̂ ∗(t∗)dt∗ (2.2)1Hier sei beispielhaft die x-Komponente der Ges
hwindigkeit betra
htet. Die Zeitmittelung gilt analogfür die y-Komponente v̂∗(t∗) = v∗ + v∗′(t∗). 3



4 KAPITEL 2. GRUNDLAGENZeitli
he Mittelwerte von S
hwankungsgröÿen, z.B. der Reynolds-Spannung −u∗′v∗′, sindde�niert als
− u∗′v∗′ ≡ − 1

∆t∗

t∗
0
+∆t∗∫

t∗
0

u∗′(t∗) · v∗′(t∗)dt∗ (2.3)Desweiteren wird die substantielle Ableitung D.../Dt∗ benutzt, für die im ebenen Fall giltD...Dt∗ ≡ ∂...

∂t∗
+ u∗

∂...

∂x∗
+ v∗

∂...

∂y∗
. (2.4)Zur Bestimmung der zeitgemittelten Gröÿen stehen die Kontinuitätsglei
hung, die Navier-Stokes Glei
hungen und die Energieglei
hung zur Verfügung. Da in den ans
hlieÿendenKapiteln nur ebene Strömungsfälle vorkommen, werden die Glei
hungen hier in zweidi-mensionaler Form angegeben. Für die dreidimensionalen Glei
hungen und eine allgemeineHerleitung der Glei
hungen sei z.B. auf Herwig (2002) verwiesen.Kontinuitätsglei
hung:

∂ρ∗

∂t∗
+
∂(ρ∗u∗)

∂x∗
+
∂(ρ∗v∗)

∂y∗
= 0 (2.5)Navier-Stokes Glei
hungen:

ρ∗
Du∗Dt∗ = ρ∗g∗x −

∂p∗

∂x∗
+

∂

∂x∗

(

µ∗
∂u∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

µ∗
∂u∗

∂y∗

)

−ρ∗
[

∂u∗′2

∂x∗
+
∂u∗′v∗′

∂y∗

] (2.6)
ρ∗
Dv∗Dt∗ = ρ∗g∗y −

∂p∗

∂y∗
+

∂

∂x∗

(

µ∗
∂v∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

µ∗
∂v∗

∂y∗

)

−ρ∗
[

∂u∗′v∗′

∂x∗
+
∂v∗′2

∂y∗

] (2.7)Thermis
he Energieglei
hung (Temperaturform):
ρ∗c∗p

DT ∗Dt∗ =
∂

∂x∗

(

λ∗
∂T ∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

λ∗
∂T ∗

∂y∗

)

− ρ∗c∗p

[
∂u∗′T ∗′

∂x∗
+
∂v∗′T ∗′

∂y∗

]

+ Φ∗ (2.8)Hierbei ist Φ∗ die Dissipation (siehe z.B. Herwig (2002)), die im folgenden verna
hlässigtwerden kann.In den Glei
hungen (2.5)-(2.8) treten die turbulenten Zusatzterme (−u∗′v∗′ und −v∗′T ∗′)auf, die zur Bere
hnung eines konkreten Problems dur
h eine geeignete Turbulenzmodel-lierung bestimmt werden müssen (S
hlieÿungsproblem).



2.2. BOUSSINESQ-APPROXIMATION 52.2 Boussinesq-ApproximationDie in den folgenden Kapiteln zu untersu
hende natürli
he Konvektion wird dur
h Di
hte-unters
hiede im Fluid hervorgerufen. Sie kommt somit dur
h den Ein�uss veränderli
herSto�werte zustande (Di
hte ρ∗ 6= const aufgrund von T ∗ 6= const). Wird die Di
hte inallen Termen von Glei
hung (2.6) als konstant angenommen, so wirken keine Auftriebs-kräfte und das Fluid bleibt in Ruhe. Der Ein�uss der Di
hteänderungen muss also in derImpulsbilanz erfasst werden.Treten im Fluid nur kleine Temperaturänderungen (und somit nur kleine Di
hteun-ters
hiede) auf, so kann die Boussinesq-Approximation zur Bes
hreibung der Strömungbenutzt werden. Die Vorgehensweise sei anhand einer beheizten Wand na
h Abbildung2.1 aufgezeigt, an der si
h eine Grenzs
hi
ht ausbildet.Grenz- ungestörter
x∗

y∗

T ∗

0 , ρ
∗

0

~g∗

beheizte Auÿenberei
hs
hi
ht
∂p∗

∂x∗
= −g∗ρ∗0

Wand
T ∗

w

Abbildung 2.1: Ausbildung einer Grenzs
hi
ht an einer beheizten vertikalen Platte (na-türli
he Konvektion).Es wird hier die für Grenzs
hi
hten übli
he Annahme getro�en, dass Gradienten senk-re
ht zur Wand sehr viel gröÿer sind als entlang der Wand (∂.../∂y∗ ≫ ∂.../∂x∗). UnterVerna
hlässigung der Reynolds-Spannungen und mit g∗x = −g∗ kann die x-Impulsbilanz(2.6) innerhalb der Grenzs
hi
ht ges
hrieben werden als
ρ∗
Du∗Dt∗ = −ρ∗g∗ − ∂p∗

∂x∗
+

∂

∂y∗

(

µ∗
∂u∗

∂y∗

)

. (2.9)Zunä
hst soll der Dru
kgradient ∂p∗/∂x∗ betra
htet werden. Es kann allgemein fürGrenzs
hi
hten gezeigt werden, dass si
h die y-Impulsglei
hung (innerhalb der Grenz-s
hi
ht) zu ∂p∗/∂y∗ = 0 vereinfa
ht, d.h., dass der Dru
k in der Grenzs
hi
ht dur
h dieAuÿens
hi
ht aufgeprägt wird. So gilt z.B. entlang der gestri
helten Linie in Abbildung2.1
∂p∗

∂x∗
= −g∗ρ∗0. (2.10)In der (ruhenden) Auÿens
hi
ht nimmt der Dru
k also linear mit der Höhe ab. Somit gilt:

− ρ∗g∗ − ∂p∗

∂x∗
= −g∗(ρ∗ − ρ∗0) (2.11)



6 KAPITEL 2. GRUNDLAGENDer Ein�uss veränderli
her Sto�werte soll dur
h Taylorreihenentwi
klungen bis zumlinearen Term berü
ksi
htigt werden:
ρ∗(T ∗) = ρ∗0 +

∂ρ∗

∂T ∗

∣
∣
∣
∣
T ∗

0

· (T ∗ − T ∗

0 ) = ρ∗0

(

1 +
T ∗

0

ρ∗0

∂ρ∗

∂T ∗

∣
∣
∣
∣
T ∗

0
︸ ︷︷ ︸

≡Kρ

T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

) (2.12)
µ∗(T ∗) = µ∗

0 +
∂µ∗

∂T ∗

∣
∣
∣
∣
T ∗

0

· (T ∗ − T ∗

0 ) = µ∗

0

(

1 +
T ∗

0

µ∗

0

∂µ∗

∂T ∗

∣
∣
∣
∣
T ∗

0
︸ ︷︷ ︸

≡Kµ

T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

) (2.13)Hierbei wurden die dimensionslosen Parameter Kρ und Kµ für die Di
hte bzw. die Vis-kosität eingeführt, um variable Sto�werte zu berü
ksi
htigen. Der Parameter Kρ kannalternativ mit Hilfe des thermis
hen Ausdehnungskoe�zienten β∗ ausgedrü
kt werden
Kρ = −β∗T ∗

0 mit β∗ ≡ − 1

ρ∗0

∂ρ∗

∂T ∗

∣
∣
∣
∣
T ∗

0

. (2.14)Der Term −g∗(ρ∗ − ρ∗0) aus Glei
hung (2.11) kann also ges
hrieben werden als
− g∗(ρ∗ − ρ∗0) = −ρ∗0g∗Kρ

T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

= ρ∗0g
∗β∗(T ∗ − T ∗

0 ). (2.15)Die Impulsbilanz für variable Sto�werte lautet damit:
ρ∗0

(

1 +Kρ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

) Du∗Dt∗ = ρ∗0g
∗β∗(T ∗ − T ∗

0 )

+
∂

∂y∗

(

µ∗

0

[

1 +Kµ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

]
∂u∗

∂y∗

) (2.16)Glei
hung (2.16) kann nun in eine entdimensionierte Form gebra
ht werden. Dabei wirddie glei
he Entdimensionierung wie später in Kapitel 3 benutzt. Es soll hier ledigli
h dasErgebnis angegeben werden, zu Details der Entdimensionierung siehe Anhang A:
1

Pr2

(

1 +Kρ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

) DU×Dt× = Θ×

0 − Θ×

︸ ︷︷ ︸Auftriebsterm
+

∂

∂y×

([

1 +Kµ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

]
∂U×

∂y×

) (2.17)Im Auftriebsterm tritt der Parameter Kρ bzw. der thermis
he Ausdehnungskoe�zient β∗aufgrund der gewählten Entdimensionierung ni
ht mehr explizit auf.Sind nun die Temperaturunters
hiede im Fluid klein gegenüber der Bezugstemperatur,also (T ∗ − T ∗

0 )/T ∗

0 → 0, so gilt
lim

T∗
−T∗

0
T∗

0

→0

(

1 +Kρ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

)

= 1 und lim
T∗

−T∗

0
T∗

0

→0

(

1 +Kµ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

)

= 1 (2.18)



2.3. LOGARITHMISCHES WANDGESETZ 7und die dimensionslose Impulsbilanz lautet
1

Pr2

DU×Dt× = Θ×

0 − Θ×

︸ ︷︷ ︸Auftriebsterm+

[
∂2U×

∂y×2

]

. (2.19)Zur besseren Ans
hauung sei zusätzli
h die dimensionsbehaftete Form der Implusglei
hungbei natürli
her Konvektion unter Verwendung der Boussinesq-Approximation angegebenDu∗Dt∗ = g∗β∗(T ∗ − T ∗

0 )
︸ ︷︷ ︸Auftriebsterm +ν∗0

[
∂2u∗

∂y∗2

]

. (2.20)Aus asymptotis
her Si
ht haben die Ein�üsse variabler Sto�werte unters
hiedli
he Grö-ÿenordnungen. Im Auftriebsterm ist der Ein�uss von führender Ordnung und muss des-halb berü
ksi
htigt werden (nur so kommt überhaupt eine Strömung zustande). In denanderen Termen sind die Ein�üsse von höherer Ordnung und können deshalb gegenüberdemjenigen der führenden Ordnung verna
hlässigt werden. Glei
hzeitig ist erkennbar, wieeine Erfassung au
h von Ein�üssen höherer Ordnung systematis
h mögli
h ist, indementspre
hende Terme Berü
ksi
htigung �nden.2.3 Logarithmis
hes Wandgesetz der erzwungenen Kon-vektionEs soll eine kurze Herleitung des logarithmis
hen Wandgesetzes für die erzwungene Kon-vektion angegeben werden. Dies soll für die na
hfolgenden Kapitel verdeutli
hen, dassman die natürli
he Konvektion mit analogem Vorgehen analysieren kann und so univer-selle Pro�le erhält.Der Ausgangspunkt für die Herleitung des logarithmis
hen Wandgesetzes ist eine ebeneturbulente Couette-Strömung zwis
hen zwei unendli
h ausgedehnten parallelen Platten,bei der si
h eine Platte mit der Relativges
hwindigkeit u∗r bewegt, siehe Abbildung 2.2.Die Strömung kann mit Hilfe der Reynolds-Zahl Re 
harakterisiert werden, für die gilt
Re ≡ u∗rh

∗

ν∗
. (2.21)Da es si
h bei unendli
h ausgedehnten Platten um eine eindimensionale Strömung han-delt, vereinfa
ht si
h die x-Impulsglei
hung und man �ndet, dass die S
hubspannung τ ∗,die si
h zusammensetzt aus einem molekularem Anteil τ ∗mol und einem turbulenten Anteil

τ ∗t , über der Kanalhöhe h∗ konstant ist
τ ∗

ρ∗
=
τ ∗mol
ρ∗

+
τ ∗t
ρ∗

=
τ ∗w
ρ∗

= const ⇔ ν∗
∂u∗

∂y∗
− u∗′v∗′ = ν∗

∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

. (2.22)Somit ist die Wands
hubspannung eine im ganzen Strömungsgebiet 
harakteristis
he Grö-ÿe. Sie wird benutzt, um eine Bezugsges
hwindigkeit, die sog. Wands
hubspannungsge-s
hwindigkeit u∗τ , zu de�nieren
u∗τ ≡

√

ν∗
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

=

√
τ ∗w
ρ∗
. (2.23)
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v

u∗ y∗

x∗

τ ∗

u∗r

h∗

Abbildung 2.2: Auss
hnitt aus einer ebenen turbulenten Couette-Strömung zwis
henzwei unendli
h ausgedehnten parallelen Platten mit Relativges
hwindigkeit u∗r. Dargestelltsind die Verteilung der S
hubspannung τ ∗ über den Quers
hnitt (τ ∗ = const) und daszeitgemittelte Ges
hwindigkeitspro�l u∗.Im Allgemeinen kann die mittlere Strömungsges
hwindigkeit u∗ nun als Funktion desWandabstandes y∗, der Kanalhöhe h∗, der Viskosität ν∗ und der Wands
hubspannungs-ges
hwindigkeit u∗τ ausgedrü
kt werden
u∗ = f (y∗, h∗, ν∗, u∗τ ) (2.24)oder alternativ au
h mit dem Ges
hwindigkeitsgradienten an der Wand
u∗ = f

(

y∗, h∗, u∗τ ,
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

)

. (2.25)Da es si
h um eine turbulente Strömung handelt, weist das Strömungsfeld eine Zwei-S
hi
hten-Struktur auf, siehe Abbildung 2.3. Es gibt eineWands
hi
ht, in der sowohl diemolekulare als au
h die turbulente S
hubspannung (τ ∗mol und τ ∗t ) von Bedeutung sind, undeine vollturbulente Auÿens
hi
ht, in der nur die turbulente S
hubspannung τ ∗t berü
k-si
htigt werden muss. Diese beiden S
hi
hten besitzen keine klare Abgrenzung, sondern esgibt eine Überlappungss
hi
ht, in der sowohl die Wands
hi
ht als au
h die Auÿens
hi
hteine gültige Bes
hreibung darstellen.2.3.1 Wands
hi
htIm asymptotis
hen Grenzfall Re → ∞ weist die Strömung eine Singularität an der Wandauf, da die Di
ke der Wands
hi
ht δ∗e gegen Null strebt
lim

Re→∞

δ∗e
h∗

= 0. (2.26)Der Index e soll im folgenden benutzt werden, um anzudeuten, dass es si
h um eineGröÿe bei erzwungener Konvektion handelt. Na
h Glei
hung (2.26) kann der Plattenab-stand h∗ in der Wands
hi
ht also keine Ein�ussgröÿe sein und die Ges
hwindigkeit kannausgedrü
kt werden dur
h:
u∗ = f

(

y∗, u∗τ ,
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

) (2.27)
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viskose Untersi
ht
turbulente Auÿens
hi
ht

y∗

y∗ → ηe

y∗ → ŷe

Wands
hi
ht
y∗ → y+

Überlappungs-s
hi
ht
Abbildung 2.3: Zwei-S
hi
hten-Struktur einer turbulenten Couetteströmung.Um eine Bes
hreibung des Wandabstandes in der Wands
hi
ht zu �nden, die für Re → ∞ni
ht entartet, ist ein Maÿ für die Di
ke der Wands
hi
ht notwendig. Ein sinnvolles Maÿhierfür ist der Abstand, bei dem die Wands
hubspannungsges
hwindigkeit bei linearemGes
hwindigkeitsverlauf errei
ht wird
δ∗e ≡

u∗τ
∂u∗/∂y∗|w

=
ν∗

u∗τ
. (2.28)Hiermit kann ein entdimensionierter Wandabstand y+ ≡ y∗/δ∗e eingeführt werden, für dengilt

lim
Re→∞

y∗

δ∗e
= O(1) für y∗ → 0. (2.29)Somit kann für die Wands
hi
ht eine dimensionslose Bes
hreibung mit u+ ≡ u∗/u∗τ ange-geben werden:

u+ =
u∗

u∗τ
= f

(
y∗

δ∗e

)

= f

(
y∗u∗τ
ν∗

)

= f
(
y+
) (2.30)2.3.2 Auÿens
hi
htDa die Auÿens
hi
ht vollturbulent ist, sind Wandgröÿen ohne Ein�uss. Somit ist derGes
hwindigkeitsgradient an der Wand keine Ein�ussgröÿe und der funktionale Zusam-menhang lautet

u∗ = f(y∗, h∗, u∗τ ) (2.31)oder in dimensionsloser Form mit ηe ≡ y∗/h∗

u+ =
u∗

u∗τ
= f

(
y∗

h∗

)

= f(ηe). (2.32)In beiden S
hi
hten kann die Ges
hwindigkeit u∗ mit der Wands
hubspannungsge-s
hwindigkeit u∗τ entdimensioniert werden, da sie im gesamten Strömungsgebiet gültigist und das Ges
hwindigkeitspro�l keine Singularität aufweist.



10 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN2.3.3 Überlappungss
hi
htZwis
hen der Wand- und der Auÿens
hi
ht existiert eine Überlappungss
hi
ht, in der dieStrömung sowohl dur
h die Wands
hi
ht (y+) als au
h dur
h die Auÿens
hi
ht (ηe) be-s
hrieben werden kann. Es ist somit mögli
h, ein Anpassen der Gradienten vorzunehmen,für Details siehe z.B. van Dyke (1964). Hierbei muss der Gradient in der Wands
hi
ht für
y+ → ∞ glei
h dem Gradienten in der Auÿens
hi
ht für ηe → 0 sein. Dieses Anpassender Gradienten wird in einer sogenannten Zwis
henkoordinate ŷe dur
hgeführt.

ŷe ≡
y∗

h∗
·
(
h∗

δ∗e

)α

=
y∗

h∗(1−α)δ∗αe
(2.33)mit 0 ≤ α ≤ 1. Hierbei ist der genaue Wert von α ni
ht notwendig. Es rei
ht aus zuwissen, dass ŷe = y+ für α = 1 und ŷe = ηe für α = 0 , d.h. dass ŷe immer zwis
hen ηeund y+ liegt.Die Anpassungsvors
hrift lautet nun:

∂u+

∂ŷe
= lim

y+→∞

∂u+(y+)

∂y+

∂y+

∂ŷe
= lim

y+→∞

h∗(1−α)δ∗αe
δ∗e

· ∂u
+(y+)

∂y+
(2.34)

∂u+

∂ŷe
= lim

ηe→0

∂u+(ηe)

∂ηe

∂ηe
∂ŷe

= lim
ηe→0

h∗(1−α)δ∗αe
h∗

· ∂u
+(ηe)

∂ηe
(2.35)Glei
hsetzen der beiden Glei
hungen liefert

lim
y+→∞

1

δ∗e

∂u+(y+)

∂y+
= lim

ηe→0

1

h∗
∂u+(ηe)

∂ηe

∣
∣
∣
∣
· y∗

lim
y+→∞

y+∂u
+(y+)

∂y+
= lim

ηe→0
ηe
∂u+(ηe)

∂ηe
. (2.36)Glei
hung (2.36) kann nur erfüllt werden, wenn die beiden Seiten der Glei
hung konstantsind, da y+ → ∞ und ηe → 0 gilt (Separationsansatz). Es folgt also für die Ges
hwindig-keit

lim
y+→∞

y+∂u
+(y+)

∂y+
=

1

κ
= const. (2.37)

lim
y+→∞

∂u+(y+)

∂y+
=

1

κy+
(2.38)

lim
y+→∞

u+ =
1

κ
ln(y+) +B+. (2.39)Glei
hung (2.39) ist das bekannte logarithmis
he Wandgesetz mit der von-Kármán-Kon-stanten κ = 0,41 und B+ = 5,0 (für die hydraulis
h glatte Wand), die dur
h Verglei
hmit Messdaten bestimmt wurden.Es gibt allerdings in der Literatur no
h einen Disput, ob anstelle des logarithmis
henPro�ls ni
ht ein Potenzgesetz zur Bes
hreibung des Ges
hwindigkeitsfeldes in Wandnähenotwendig ist, siehe hierzu Barenblatt (1993a,b). Allerdings spre
hen aktuelle Experimen-te wie z.B. von Zanoun, Durst & Nagib (2003), die mit groÿer Genauigkeit dur
hgeführtwurden, für ein logarithmis
hes Verhalten. Somit kann das logarithmis
he Wandgesetz(und damit au
h die hier gezeigte Herleitung) als eine sehr gute Näherung zur Bes
hrei-bung der Strömung angesehen werden, au
h wenn seine Ri
htigkeit ni
ht �bewiesen� wer-den kann.



2.3. LOGARITHMISCHES WANDGESETZ 112.3.4 Viskose Unters
hi
htDirekt an der Wand existiert eine viskose Unters
hi
ht, die Bestandteil der Wands
hi
ht istund in der die turbulenten Fluktuationen dur
h den Ein�uss der Wand gedämpft werden.Somit fällt die Reynolds-Spannung −u∗′v∗′ in Glei
hung (2.22) weg und sie vereinfa
htsi
h zu:
∂u∗

∂y∗
=
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

⇒ u∗ =
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

y∗ (2.40)oder in dimensionsloser Form
u+ = y+ (2.41)Es liegt somit in der viskosen Unters
hi
ht ein lineares Ges
hwindigkeitspro�l vor.2.3.5 MessdatenAbbildung 2.4 zeigt eigene Messdaten, die am Institut für Thermo�uiddynamik an einerüberströmten Platte mit einem Laser-Doppler-Anemometer (LDA) aufgenommen wurden.
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Abbildung 2.4: Verglei
h von eigenen Messdaten (◦) mit dem logarithmis
hen Wandge-setz (−−−) na
h Glei
hung (2.39) und dem linearen Pro�l in der viskosen Unters
hi
ht(· · ·) na
h Glei
hung (2.41).



12 KAPITEL 2. GRUNDLAGENHierbei wurde die Wands
hubspannung ni
ht direkt bestimmt, da es mit der verwen-deten Messte
hnik ni
ht mögli
h ist, die viskose Unters
hi
ht aufzulösen, die hier als ge-punktete Linie dargestellt ist. Es wurde vielmehr angenommen, dass der vierte Messpunktdem logarithmis
hen Wandgesetz folgt; die Wands
hubspannung wurde also indirekt er-mittelt. Es ist zu sehen, dass die weiteren Messpunkte sehr gut mit dem logarithmis
henWandgesetz übereinstimmen, das hier als gestri
helte Linie angegeben ist. Für y+ > 300ist der Übergang in die ungestörte Auÿenströmung zu erkennen.2.4 Temperaturpro�l der erzwungenen KonvektionFür die erzwungene Konvektion kann mit Hilfe der Asymptotik au
h ein universellesTemperaturpro�l hergeleitet werden. Dazu wird wieder eine Couette-Strömung betra
htet,diesmal zusätzli
h mit unters
hiedli
h temperierten Wänden. Aufgrund der unendli
hausgedehnten Wände ist das Temperaturfeld eindimensional und die Wärmestromdi
hteist über der Kanalhöhe h∗ konstant. Sie setzt si
h zusammen aus einem molekularen Anteil
q̇∗mol und einem turbulenten Anteil q̇∗turb und ist glei
h der Wandwärmestromdi
hte

q̇∗ = q̇∗mol + q̇∗turb = q̇∗w. (2.42)Mit dieser Wandwärmestromdi
hte q̇∗w und der Wands
hubspannungsges
hwindigkeit u∗τwird eine Bezugstemperatur T ∗

τ und eine dimensionslose Temperaturdi�erenz Θ+ einge-führt
T ∗

τ ≡ |q̇∗w|
ρ∗c∗pu

∗

τ

und Θ+ ≡ T ∗

w − T ∗

T ∗

τ

. (2.43)Dur
h ein Anpassen der Temperaturgradienten in der Überlappungss
hi
ht erhält manerneut ein logarithmis
hes Pro�l, siehe Gersten & Herwig (1992).
lim

y+→∞

Θ+ =
1

κΘ

ln(y+) + C+(Pr). (2.44)Hierbei ist κΘ = 0,47 und die Integrationskonstante C+(Pr) ist eine Funktion der Prandtl-Zahl. Für Pr = O(1) gilt näherungsweise:
C+(Pr) = 13,7 Pr2/3 − 7,5 (2.45)Für die viskose Unters
hi
ht kann, wie für das Ges
hwindigkeitsfeld, ein analytis
hesPro�l angegeben werden. Aufgrund der Wandnähe werden die turbulenten Fluktuationengedämpft und es gilt −v∗′T ∗′ = 0. Somit liegt in Wandnähe ein lineares Pro�l vor
T ∗ =

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y. (2.46)Führt man eine Entdimensionierung dur
h, so stellt man aufgrund der Wahl von u∗τ und
T ∗

τ eine Abhängigkeit von der Prandtl-Zahl fest
Θ+ = Pr · y+. (2.47)



2.5. WANDFUNKTIONEN 132.5 WandfunktionenIn den na
hfolgenden Kapiteln wird der Begri� �Wandfunktion� benutzt, der hier kurzerläutert werden soll.In turbulenten Strömungen treten in Wandnähe sehr hohe Gradienten auf. Bei der Simu-lation sol
her Strömungen wäre es somit notwendig, ein extrem feines Gitter in Wandnähezu benutzen, um den Gradienten ri
htig bere
hnen zu können. Ein Gitter, das fein ge-nug ist, um die viskose Unters
hi
ht aufzulösen, führt dann aber häu�g zu so groÿenGlei
hungssystemen, dass diese ni
ht mehr in angemessener Re
henzeit gelöst werdenkönnen.Um dieses Problem zu umgehen, kann man ausnutzen, dass turbulente Strömungen inWandnähe meist ein universelles Verhalten (bei hohen Werten der zugehörigen Kennzahl)besitzen, d.h. dass dur
h die Wahl einer geeigneten Entdimensionierung eine Auftragunggefunden werden kann, in der alle Pro�le zusammenfallen. Ein Beispiel hierfür ist daslogarithmis
he Wandgesetz na
h Glei
hung (2.39) oder das universelle Temperaturpro�lna
h Glei
hung (2.44). Dur
h eine Koordinatentransformation von u∗ na
h u+ bzw. von
T ∗ na
h Θ+ können alle Pro�le mit jeweils einer Kurve wiedergegeben werden.Da man bereits anhand der universellen Pro�le weiÿ, wie si
h turbulente Strömungenin Wandnähe verhalten, ist es ni
ht notwendig, den Verlauf in der Wands
hi
ht immerwieder neu zu bere
hnen. Es kann vielmehr das universelle Verhalten ausgenutzt werden,das au
h auÿerhalb der viskosen Unters
hi
ht gültig ist. Wird z.B. das logarithmis
heWandgesetz als Ges
hwindigkeitswandfunktion benutzt, so kann man die Ges
hwindigkeitim wandnä
hsten Kontrollvolumen prinzipiell anhand des Wandabstands y∗ ermitteln2

u∗(y∗) = u∗τ

[
1

κ
ln

(
y∗u∗τ
ν∗

)

+B+

]

. (2.48)Dur
h das Benutzen von Wandfunktionen ist es also mögli
h, das Gitter in Wandnähedeutli
h gröber zu wählen und somit Re
henzeit zu sparen, ohne groÿe Abstri
he bei derGenauigkeit hinnehmen zu müssen. Das Verwenden von Wandfunktionen bes
hränkt si
hdabei ni
ht nur auf die klassis
hen Gröÿen wie Ges
hwindigkeit oder Temperatur, sondernkann au
h für andere Gröÿen wie z.B. die Entropieerzeugung benutzt werden, siehe hierzuz.B. Ko
k & Herwig (2005).

2Die tatsä
hli
he Umsetzung in einem CFD-Code sieht ein wenig anders aus, aber prinzipiell wird daslogarithmis
he Wandgesetz benutzt, um die Ges
hwindigkeit in der wandnä
hsten Zelle zu bestimmen.





Kapitel 3Natürli
he Konvektion an vertikalenWändenNatürli
he Konvektion an vertikalen Wänden ist an vielen Stellen zu beoba
hten, z.B. beider Klimatisierung von Gebäuden, Kühlen von elektronis
hen Bauteilen oder in Kern-kraftwerken. Sie tritt auf, wenn eine Temperaturdi�erenz zwis
hen einer vertikalen Wandund dem angrenzenden Fluid vorliegt. Es bildet si
h dann ein Temperaturpro�l im Fluidaus, das wiederum die Di
hte beein�usst. Be�ndet si
h das Fluid in einem äuÿeren Kraft-feld (z.B. S
hwerefeld der Erde), so setzt aufgrund der Auftriebskräfte eine Strömungentlang der Wand ein. Hierbei sind die si
h ausbildenden Temperatur- und Ges
hwindig-keitsfelder aneinander gekoppelt, so dass die Temperatur ni
ht mehr, wie im Falle vonerzwungener Konvektion, als passiver Skalar behandelt werden kann. Hierdur
h ers
hwertsi
h die Simulation von natürli
her Konvektion erhebli
h.Zur Bes
hreibung der natürli
hen Konvektion werden die dimensionslosen KennzahlenGrashof-Zahl Gr
Gr ≡ g∗β∗∆T ∗h∗3

ν∗2
bzw. Grx ≡

g∗β∗∆T ∗x∗3

ν∗2
(3.1)bzw. Rayleigh-Zahl Ra

Ra ≡ g∗β∗∆T ∗h∗3

ν∗a∗
= GrPr bzw. Rax ≡

g∗β∗∆T ∗x∗3

ν∗a∗
= GrxPr (3.2)benutzt. Hierbei bezei
hnet g∗ den Betrag der Erdbes
hleunigung, β∗ den thermis
henAusdehnungskoe�zienten, ∆T ∗ eine 
harakteristis
he Temperaturdi�erenz, h∗ die Kanal-höhe, x∗ die Lau�änge entlang einer Platte, ν∗ die kinematis
he Viskosität, a∗ die Tem-peraturleitfähigkeit und Pr = ν∗/a∗ die Prandtl-Zahl. Im folgenden soll die turbulentenatürli
he Konvektion an vertikalen Wänden mit Hilfe asymptotis
her Überlegungen, al-so für Gr → ∞ bzw. Ra → ∞, untersu
ht werden. Die so gewonnenen Ergebnisse könnenals (Näherungs-) Lösungen für groÿe, aber endli
he Grashof-Zahlen betra
htet werden.Um die Ergebnisse der Asymptotik bewerten zu können und auftretende Konstanten zuermitteln, ist es notwendig, experimentelle oder numeris
he Daten von hoher Genauigkeitzur Verfügung zu haben. In Abbildung 3.1 sind drei Standardgeometrien dargestellt, an15
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u∗
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Abbildung 3.1: Natürli
he Konvektion an vertikalen Wänden mit Wärmeübergang;Oben: vertikaler, unendli
h ausgedehnter Kanal (eindimensionales Temperatur- und Ge-s
hwindigkeitsfeld), z.B. von Versteegh & Nieuwstadt (1999) untersu
ht;Mitte: beheizte vertikale Platte, untersu
ht z.B. von Tsuji & Nagano (1988a);Unten: Kavität mit vertikalen Wänden unters
hiedli
her Temperatur und adiabaten ho-rizontalen Wänden, untersu
ht z.B. von Ampofo & Karayiannis (2003).



17denen typis
herweise die turbulente natürli
he Konvektion an vertikalen Wänden unter-su
ht wird.Die erste Testgeometrie ist ein vertikaler Kanal mit einer beheizten und einer gekühltenWand, wobei beide Wände unendli
h ausgedehnt sind, siehe hierzu Abbildung 3.1 (oben).Dieser Aufbau wurde von Versteegh & Nieuwstadt (1999), Boudjemadi et al. (1997) undWang, Fu & Zhang (2002) mit Hilfe von Direkter Numeris
her Simulation (DNS) undvon Betts & Bokhari (2000) experimentell untersu
ht. Die zweite Geometrie ist eine be-heizte Platte in einer ruhenden Umgebung, wie sie z.B. von Tsuji & Nagano (1988a,b),Tsuji et al. (1991) und für Ni
ht-Boussinesq-Bedingungen von Siebers, Mo�att & S
hwind(1985) untersu
ht wurde, siehe Abbildung 3.1 (Mitte). Als dritte Geometrie wird eineKavität (�Hohlraum�, engl.: 
avity) mit Seitenwänden unters
hiedli
her Temperatur undadiabater De
ke und Boden betra
htet, siehe Abbildung 3.1 (unten). Diese Geometriewurde z.B. von Ampofo & Karayiannis (2003) und Cheesewright, King & Ziai (1986) un-tersu
ht. Alle verwendeten Datensätze wurden für Luft mit Pr = 0,71 ermittelt.Anhand zweier Datensätze von Tsuji & Nagano (1988a) soll in Abbildung 3.2 gezeigtwerden, dass es si
h bei der turbulenten natürli
hen Konvektion um eine Strömungsformhandelt, die si
h grundlegend von der erzwungenen Konvektion unters
heidet, und dasssomit die Standard-Wandfunktionen der erzwungenen Konvektion keine Gültigkeit mehrhaben.
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Abbildung 3.2: Verglei
h der Standard-Wandfunktionen na
h Glei
hung (2.39) für dieGes
hwindigkeit (− − −) und na
h Glei
hung (2.44) für die Temperatur (− · −) mitMessdaten von Tsuji & Nagano (1988a) für Grx = 3,62 1010 (⊳) und Grx = 1,79 1011 (+).Es sind die Daten für Grx = 3,62 1010 und Grx = 1,79 1011 in y+, u+, Θ+-Koordinatenzusammen mit den Standard-Wandfunktionen na
h den Glei
hungen (2.39) und (2.44),



18 KAPITEL 3. NATÜRLICHE KONVEKTION AN VERTIKALEN WÄNDENwie sie z.B. in Gersten & Herwig (1992) zu �nden sind, dargestellt. Man erkennt, dassdas Ges
hwindigkeitspro�l nur unzurei
hend wiedergegeben wird. Es ist ni
ht mögli
h,mit Hilfe der Standard-Wandfunktionen das Ges
hwindigkeitsmaximum, wie es typis
her-weise bei natürli
her Konvektion auftritt, wiederzugeben. Es kann no
h ni
ht einmal derBerei
h zwis
hen Wand und Ges
hwindigkeitsmaximum mit dem logarithmis
hen Wand-gesetz bes
hrieben werden.Die Temperaturpro�le weisen keine so deutli
hen Abwei
hungen von der Temperatur-wandfunktion auf. Es ist allerdings zu erkennen, dass die Steigung der Wandfunktion zugroÿ ist. Zudem zeigen die Temperaturpro�le in der y+-Θ+-Darstellung kein universel-les Verhalten, d.h. sie fallen ni
ht zusammen. Somit können sie ni
ht mit einer Funk-tion bes
hrieben werden, die einzig vom Wandabstand y+ abhängig ist. Die Standard-Wandfunktionen für die Temperatur bzw. die Ges
hwindigkeit sind somit ni
ht zur Be-s
hreibung der natürli
hen Konvektion geeignet.Dies wurde bereits von George & Capp (1979) erkannt, die eine der ersten und häu-�g zitierten Arbeiten zu Wandfunktionen bei turbulenter natürli
her Konvektion ver-ö�entli
hten. In dieser Studie wurde sowohl für das Temperatur- als au
h für das Ge-s
hwindigkeitspro�l ein 1/3-Potenzgesetz hergeleitet. Hierzu wurde ein asymptotis
hesAnpassen von Gradienten in bena
hbarten S
hi
hten dur
hgeführt (asymptoti
 mat
hing).Das angegebene Potenzgesetz für das Temperaturpro�l gibt z.B. die DNS-Daten vonVersteegh & Nieuwstadt (1999) und die RANS1-Ergebnisse von Henkes & Hoogendoorn(1990) einigermaÿen gut wieder. Bei den Ges
hwindigkeitspro�len treten hingegen erhebli-
he Abwei
hungen auf, so dass das 1/3-Potenzgesetz für das Ges
hwindigkeitspro�l sowohlin der Arbeit von Versteegh & Nieuwstadt (1999) als au
h von Henkes & Hoogendoorn(1990) als unpassend bewertet wurde. Einen detailierten Verglei
h der Ergebnisse dieserArbeit mit der Theorie von George & Capp (1979) be�ndet si
h im Abs
hnitt 3.4.Yuan, Moser & Suter (1993) wählten einen anderen Ansatz, um Wandfunktionen zu er-halten. Basierend auf dimensionsanalytis
hen Überlegungen wurde ein 
urve �tting zu denDaten von Tsuji & Nagano (1988a) dur
hgeführt. Die so erhaltenen Funktionen weisen ei-ne gute Übereinstimmung mit den Daten auf, was aufgrund der gewählten Vorgehensweiseau
h zu erwarten ist. Allerdings gibt es, im Gegensatz zu asymptotis
hen Überlegun-gen, keine theoretis
he Begründung, diese Funktionen au
h für höhere Grashof-Zahlen(Gr → ∞) verwenden zu können.Im ans
hlieÿenden Abs
hnitt 3.1 wird das Temperaturfeld für Gr → ∞ analysiert. So-wohl für den Berei
h in unmittelbarer Wandnähe (viskose Unters
hi
ht) als au
h für dieÜberlappungss
hi
ht können Funktionen zur Bes
hreibung des Temperaturpro�ls ange-geben werden. Anhand des Temperaturpro�ls kann sowohl für den vertikalen Kanal alsau
h für die vertikale Platte eine Nuÿelt-Beziehung angegeben werden (Abs
hnitt 3.2). MitKenntnis des Temperaturfeldes kann in Abs
hnitt 3.3 das Ges
hwindigkeitspro�l dur
hLösen der (vereinfa
hten) Navier-Stokes-Glei
hungen erhalten werden. Im Abs
hnitt 3.4werden die neuen Funktionen mit den Potenzgesetzen von George & Capp (1979) ver-gli
hen. Abs
hlieÿend werden in Abs
hnitt 3.5 Pro�le angegeben, die dur
h ein blendingerzeugt werden und im gesamten wandnahen Berei
h gültig sind. Das in den folgenden Ab-1RANS steht für Reynolds averaged Navier-Stokes. Es wurden also die zeitgemittelten Navier-StokesGlei
hungen mit Hilfe eines Zwei-Glei
hungs-Turbulenzmodells gelöst, um die Temperatur- und Ges
hwin-digkeitspro�le zu erhalten.



3.1. TEMPERATURPROFIL 19s
hnitten gezeigte Vorgehen basiert auf den Verö�entli
hungen Hölling & Herwig (2005a)und Hölling & Herwig (2005b).Es ist das langfristige Ziel, eine Theorie zu entwi
keln, die sowohl die Grenzfälle dernatürli
hen Konvektion und der erzwungenen Konvektion bes
hreiben kann als au
h diegemis
hte Konvektion im Allgemeinen. Darum wird im folgenden eine Vorgehensweise fürdie Analyse der natürli
hen Konvektion gewählt, die der Behandlung der erzwungenenKonvektion (siehe Abs
hnitt 2.3 und 2.4) mögli
hst ähnli
h ist, um für die Zukunft eineÜbertragung auf die gemis
hte Konvektion zu ermögli
hen.3.1 Temperaturpro�lDer na
hfolgende Ansatz zur Bes
hreibung des Temperaturfeldes stellt ein analoges Vor-gehen dar, wie es im Falle von erzwungener Konvektion zur Herleitung des bekanntenlogarithmis
hen Wandgesetzes (siehe Abs
hnitt 2.3) verwendet wird. Das logarithmis
heWandgesetz ist (mitunter in abgewandelter Form) als Wandfunktion in jedem kommerzi-ellen CFD-Code enthalten und ermögli
ht es, die Zellzahl in Wandnähe deutli
h zu redu-zieren und trotzdem korrekte Werte für die Wandgradienten zu erhalten. Verglei
hbaressoll in diesem Kapitel für die natürli
he Konvektion an vertikalen Wänden hergeleitetwerden.Für den wandnahen Berei
h vereinfa
hen si
h die Grundglei
hungen (2.6)-(2.8) unterBerü
ksi
htigung der Boussinesq-Approximation zu
0 =

∂

∂y∗

(

ν∗
∂u∗

∂y∗
− u∗′v∗′

)

+ g∗β∗ (T ∗ − T ∗

0 ) , (3.3)
0 =

∂

∂y∗

(

a∗
∂T ∗

∂y∗
− v∗′T ∗′

)

, (3.4)siehe z.B. Tsuji & Nagano (1988a). Hierbei ist y∗ die Koordinate normal zur Wand, T ∗

0 eineReferenztemperatur, −u∗′v∗′ die Reynolds-Spannung und −v∗′T ∗′ die turbulente Wärme-stromdi
hte. Es sei hier kurz vermerkt, dass es eigentli
h ni
ht ganz korrekt ist, bei denTermen a∗ · ∂T ∗/∂y∗ und −v∗′T ∗′ von �Wärmestromdi
hten� zu spre
hen. Es handelt si
hdabei vielmehr um Wärmestromdi
hten, bezogen auf die Di
hte ρ∗ und die spezi�s
heWärmekapazität c∗p, wie man si
h folgendermaÿen verdeutli
hen kann
q̇∗

ρ∗c∗p
=

λ∗
∂T ∗

∂y∗

ρ∗c∗p
= a · ∂T

∗

∂y∗
. (3.5)Es soll im folgenden der Einfa
hheit halber weiterhin von Wärmestromdi
hten die Redesein, au
h wenn dies eine etwas unpräzise Ausdru
ksweise ist.Das Temperaturfeld, das zunä
hst betra
htet werden soll, besitzt eine Zwei-S
hi
hten-Struktur, siehe Abbildung 3.3. In der Wands
hi
ht treten sowohl molekularer als au
hturbulenter Wärmetransport auf. Die Auÿens
hi
ht hingegen ist vollturbulent, so dasshier nur der turbulente Wärmetransport berü
ksi
htigt werden muss. Eine Integration
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y∗

T ∗

w

viskose Unters
hi
ht turbulente Auÿens
hi
ht (y∗ → η)Überlappungs-(y∗ → ŷ)
Wands
hi
ht (y∗ → y×)

beheizteWand s
hi
ht
Abbildung 3.3: Zwei-S
hi
hten-Struktur in Wandnähe bei turbulenter natürli
her Kon-vektion.von Glei
hung (3.4), die sowohl für die Wands
hi
ht als au
h für die Auÿens
hi
ht gültigist, liefert:

a∗
∂T ∗

∂y∗
− v∗′T ∗′ = a∗

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

= const (3.6)Hierbei ist a∗ ∂T ∗/∂y∗ die molekulare und −v∗′T ∗′ die turbulente Wärmestromdi
hte, diezusammen glei
h der Wandwärmestromdi
hte a∗ ∂T ∗/∂y∗|w sind. Somit 
harakterisiertdie Wandwärmestromdi
hte den vorliegenden Wärmetransport und es kann hiermit (undmit den Gröÿen g∗, β∗ und a∗, die zusätzli
h in den Glei
hungen (3.3) und (3.4) auftreten)eine Bezugstemperatur T ∗

c eingeführt werden
T ∗

c ≡
(

a∗2

g∗β∗
·
∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

3

w

)1/4

=

([
q̇∗w
ρ∗c∗p

]3
1

a∗g∗β∗

)1/4

. (3.7)Die Bezugstemperatur wurde in strenger Analogie zur Wands
hubspannungsges
hwindig-keit u∗τ gewählt, die die Bezugsges
hwindigkeit für die erzwungene Konvektion darstellt.Es gilt hierfür (siehe Abs
hnitt 2.3)
u∗τ =

√

ν∗
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

=

√
τ ∗w
ρ∗
. (3.8)In beiden Fällen wird die Bezugsgröÿe mit einer Gröÿe gebildet, die über die Kanalhöhekonstant ist, also mit q̇∗w bzw. τ ∗w.



3.1. TEMPERATURPROFIL 21Die Temperaturdi�erenz2 zwis
hen der beheizten Wand und dem Fluid kann allgemeinbes
hrieben werden als eine Funktion des Wandabstandes y∗, einer geometris
hen Bezugs-länge h∗ (h∗ soll hier stellvertretend für die Kanalhöhe bzw. für die Lau�änge entlang derPlatte stehen), der Bezugstemperatur T ∗

c und des Temperaturgradienten an der Wand
|∂T/∂y|w:

T ∗

w − T ∗ = f

(

y∗, h∗, T ∗

c ,

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

) (3.9)3.1.1 Wands
hi
htFür Gr → ∞ geht die Di
ke δ∗ der Wands
hi
ht, wie bei jeder viskositätsdominiertenS
hi
ht, gegen Null
lim

Gr→∞

δ∗

h∗
→ 0 (3.10)und somit kann h∗ keinen Ein�uss auf das Temperaturpro�l in der Wands
hi
ht haben.Es gilt also innerhalb der Wands
hi
ht

T ∗

w − T ∗ = f

(

y∗, T ∗

c ,

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

)

. (3.11)Aufgrund von dimensionsanalytis
hen Überlegungen kann als Maÿ für die Di
ke der Wand-s
hi
ht δ∗
δ∗ =

T ∗

c

|∂T ∗/∂y∗|w
(3.12)identi�ziert werden. Hiermit kann eine dimensionslose Temperaturdi�erenz Θ× und eindimensionsloser Wandabstand y× eingeführt werden

Θ× ≡ T ∗

w − T ∗

T ∗

c

, (3.13)
y× ≡ y∗

δ∗
=
y∗

T ∗

c

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

. (3.14)Das Temperaturpro�l nimmt in der Wands
hi
ht somit folgende Form an
Θ× = f(y×). (3.15)Dur
h eine geeignete Entdimensionierung ist es also mögli
h, das dimensionslose Tem-peraturpro�l Θ× als Funktion eines Parameters y× auszudrü
ken und somit universelldarzustellen. Im dimensionsbehafteten Fall ist die Temperatur hingegen von drei Ein-�ussgröÿen abhängig, wie man an Glei
hung (3.11) erkennen kann.2Um eine positive Temperaturdi�erenz zu erhalten, muss eine Fallunters
heidung für die warme unddie kalte Wand dur
hgeführt werden. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit wird hier nur die Tempe-raturdi�erenz zwis
hen der warmen Wand (T ∗

w) und dem Fluid (T ∗) betra
htet, so dass (T ∗

w − T ∗) > 0gilt.



22 KAPITEL 3. NATÜRLICHE KONVEKTION AN VERTIKALEN WÄNDEN3.1.2 Auÿens
hi
htDie Auÿens
hi
ht hingegen wird dur
h die geometris
he Bezugslänge h∗ beein�usst, sodass hier als dimensionsloser Wandabstand η ≡ y∗/h∗ eingeführt wird. Somit folgt für dasdimensionslose Temperaturpro�l in der Auÿens
hi
ht
Θ× = f(η). (3.16)Da es der Hauptunters
hied zur Theorie von George & Capp (1979) ist, soll an dieserStelle in Vorgri� auf Abs
hnitt 3.4 s
hon betont werden, dass nur für den Wandabstandvers
hiedene Entdimensionierungen in der Wand- und der Auÿens
hi
ht benutzt werden(y× und η). Die Temperaturdi�erenz wird in beiden S
hi
hten mit T ∗

c entdimensioniert,da T ∗

c mit der Wandwärmestromdi
hte gebildet wird, die sowohl in der Wand- als au
h inder Auÿens
hi
ht die bestimmende Gröÿe darstellt.3.1.3 Überlappungss
hi
htDie Wand- und die Auÿens
hi
ht sind ni
ht s
harf voneinander getrennt, sondern es gibteine Überlappungss
hi
ht (siehe Abbildung 3.3), in der sowohl y× als au
h η gültig sind.Für die Überlappungss
hi
ht wird nun eine Zwis
henkoordinate ŷ eingeführt, die auf ge-wi
htete Gröÿen der beiden Koordinaten (y× gebildet mit δ∗ und η gebildet mit h∗)bezogen ist.
ŷ ≡ y∗

h∗(1−α)δ∗α
mit 0 ≤ α ≤ 1. (3.17)Der exakte Wert von α muss ni
ht bekannt sein, es muss nur η ≤ ŷ ≤ y× gelten, sie-he hierzu au
h Gersten & Herwig (1992). Die Temperaturgradienten im äuÿeren Berei
hder Wands
hi
ht (y× → ∞) und im inneren Berei
h der Auÿens
hi
ht (η → 0) solltenna
h einer Koordinatentransformation, ausgehend von der neuen Zwis
henkoordinate ŷ,identis
h sein, also

∂Θ×

∂ŷ
= lim

y×→∞

∂Θ×(y×)

∂y×
∂y×

∂ŷ
= lim

y×→∞

h∗(1−α)δ∗α

δ∗
· ∂Θ×(y×)

∂y×
(3.18)

∂Θ×

∂ŷ
= lim

η→0

∂Θ×(η)

∂η

∂η

∂ŷ
= lim

η→0

h∗(1−α)δ∗α

h∗
· ∂Θ×(η)

∂η
. (3.19)Multiplikation von (3.18) und (3.19) mit y∗ und Glei
hsetzen führt auf

lim
y×→∞

y×
∂Θ×(y×)

∂y×
= lim

η→0
η
∂Θ×(η)

∂η
. (3.20)Allgemein kann (3.20) nur erfüllt werden, wenn beide Terme glei
h einer Konstanten Csind. Somit gilt also

lim
y×→∞

∂Θ×(y×)

∂y×
=

C

y×
. (3.21)



3.1. TEMPERATURPROFIL 23Eine Intergration über die Wands
hi
ht führt auf ein logarithmis
hes Temperaturpro�l inder Überlappungss
hi
ht
lim

y×→∞

Θ× = C ln(y×) +D. (3.22)Tsuji & Nagano (1988a) und Siebers, Mo�att & S
hwind (1985) stellten anhand ihrerMessdaten ebenfalls eine logarithmis
he Form fest. Sie benutzten allerdings andere Entdi-mensionierungen und fanden somit keine universellen Pro�le, sondern stellten eine Abhän-gigkeit von der Grashof-Zahl fest. Auÿerdem konnten sie keine theoretis
he Begründungfür die logarithmis
he Form angeben.Das hier gezeigte Vorgehen zur Bestimmung von Θ×(y×) für Ra → ∞ ist sehr ähnli
hzur Herleitung des logarithmis
hen Wandgesetzes für Re → ∞ in Abs
hnitt 2.3, wieanhand von Tabelle 3.1 auf der na
hfolgenden Seite verdeutli
ht werden soll.3.1.4 Viskose Unters
hi
htFür den Berei
h unmittelbar an der Wand kann eine analytis
he Bes
hreibung des Tem-peraturfeldes angegeben werden. Die turbulenten Fluktuationen werden dur
h den Wand-ein�uss gedämpft, so dass die turbulente Wärmestromdi
hte in der Energieglei
hung ver-na
hlässigt werden kann (−v∗′T ∗′ ≈ 0). Somit reduziert si
h die Energieglei
hung zu
∂T ∗

∂y∗
=
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

, (3.23)was direkt integriert werden kann. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit folgt somitbeispielhaft für die beheizte Wand
T ∗

w − T ∗ =

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y∗. (3.24)In entdimensionierter Form ergibt si
h also
Θ× = y×. (3.25)3.1.5 Verglei
h mit MessdatenIn Abbildung 3.4 sind DNS Temperaturpro�le von Versteegh & Nieuwstadt (1999) fürden Fall des unendli
h ausgedehnten Kanals in den dimensionslosen Koordinaten (Θ×,

y×) angegeben. Um die Übersi
htli
hkeit zu erhöhen, wurden die einzelnen Pro�le umeine konstanten Wert vers
hoben, so dass sie ni
ht überlappen. Es sind zusätzli
h dieGlei
hungen (3.22) und (3.25) dargestellt.Die Daten stimmen hervorragend mit dem linearen Temperaturpro�l in der viskosenUnters
hi
ht na
h Glei
hung (3.25) überein. In der Überlappungss
hi
ht können die Datensehr gut mit einem logarithmis
hen Verlauf na
h Glei
hung (3.22) wiedergegeben werden,wenn die �Konstanten� C und D an jeden Datensatz individuell angepasst werden. Somit
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Tabelle 3.1: Gegenüberstellung der Bezugsgröÿen in der Wand- und Auÿens
hi
ht fürdie Ges
hwindigkeit bei erzwungener Konvektion (Re → ∞) und für die Temperatur beinatürli
her Konvektion (Ra → ∞).Erzwungene Konvektion Natürli
he Konve
tion

Re → ∞ Ra → ∞ bzw. Gr → ∞Grundglei
hung ν∗
∂u∗

∂y∗
− u∗′v∗′ = ν∗

∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

a∗
∂T ∗

∂y∗
− v∗′T ∗′ = a∗

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
wkonstanter Term ν∗

∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

=
τ ∗w
ρ∗

a∗
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

=
q∗w
ρ∗c∗p
har. Bezugsgröÿe u∗τ ≡

√

ν∗
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

=

√
τ ∗w
ρ∗

T ∗

c ≡
(

a∗2

g∗β∗
·
∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

3

w

)1/4

= ([ q∗w
ρ∗c∗p

]3
1

a∗g∗β∗

)1/4

Ein�ussgröÿen u∗ = f

(

y∗,h∗,u∗τ ,
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

)

T ∗

w − T ∗ = f

(

y∗,h∗,T ∗

c ,

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

)

Wands
hi
ht u∗ = f

(

y∗,u∗τ ,
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

)

T ∗

w − T ∗ = f

(

y∗,T ∗

c ,

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

)

y+ =
y∗

δ∗e
; δ∗e =

u∗τ
∂u∗/∂y∗|w

y× =
y∗

δ∗
; δ∗ =

T ∗

c

|∂T ∗/∂y∗|w

u+ =
u∗

u∗τ
Θ× =

T ∗

w − T ∗

T ∗

cAuÿens
hi
ht u∗ = f(y∗,h∗,u∗τ ) T ∗

w − T ∗ = f(y∗,h∗,T ∗

c )

ηe =
y∗

h∗
η =

y∗

h∗

u+ =
u∗

u∗τ
Θ× =

T ∗

w − T ∗

T ∗

c
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Abbildung 3.4: DNS-Temperaturdaten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) für den un-endli
hen, vertikalen Kanal: Ra = 5,4 105 (△), Ra = 8,2 105 (▽, um 1 vers
hoben),
Ra = 2,0 106 (×, um 2 vers
hoben) und Ra = 5,0 106 (+, um 3 vers
hoben). Zusätzli
hsind die Pro�le in der viskosen Unters
hi
ht Θ× = y× (−−−) und in der Überlappungs-s
hi
ht Θ× = C ln(y×) + D (�) dargestellt. Aufgrund der kleinen Rayleigh-Zahlen, wiesie typis
h für DNS-Ergebnisse sind, hat jede Kurve eigene Werte für C und D.wären C und D abhängig von der Rayleigh-Zahl, was für ein universelles asymptotis
hesTemperaturpro�l ni
ht akzeptabel ist. Allerdings s
heint die Rayleigh-Zahl-Abhängigkeitein E�ekt von zu kleinen Rayleigh-Zahlen zu sein, die bei DNS-Re
hnungen stets vorliegen.Da die asymptotis
he Theorie für Ra → ∞ gültig ist, die Daten aber bei relativ ge-ringen Rayleigh-Zahlen vorliegen, wird eine Extrapolation dur
hgeführt. Dazu werden inAbbildung 3.5 die Werte von C und D über 106/Ra aufgetragen. Somit entspre
hen dieS
hnittpunkte mit der Ordinate den Werten von C und D für Ra → ∞. Man erhält
C∞ = 0,427 und D∞ = 1,93, die für alle Fälle der turbulenten natürli
hen Konvektionan vertikalen Wänden gültig sind, wenn die Rayleigh-Zahl groÿ im Sinne der Asymptotikist. Somit gilt universell

lim
Ra→∞

Θ× = 0,427 ln(y×) + 1,93. (3.26)Die Allgemeingültigkeit des angegebenen Pro�ls kann zusätzli
h dur
h Verglei
h mit(experimentellen) Daten aus der Literatur überprüft werden. Dabei muss allerdings be-rü
ksi
htigt werden, dass das universelle Temperaturpro�l (3.26) unter der Annahme vonkonstanten Sto�werten (auÿer im Auftriebsterm dur
h die Boussinesq Approximation)ermittelt wurde, wie es in DNS-Studien mit Hilfe von idealen Fluiden bere
hnet wird. Bei
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Abbildung 3.5: Extrapolation von C und D, um aus den DNS-Temperaturpro�len vonVersteegh & Nieuwstadt (1999) die universellen Konstanten für Ra → ∞ zu erhalten.Dies führt auf C∞ = 0,427 (•) und D∞ = 1,93 (�).experimentellen Messdaten treten aufgrund der vorhandenen Temperaturunters
hiede imFluid E�ekte dur
h veränderli
he Sto�werte auf. So ändert si
h z.B. in den Messungenvon Tsuji & Nagano (1988a) die Temperaturleitfähigkeit von a∗(17◦C) = 217,3 m2/s auf
a∗(60◦C) = 271,3 m2/s, was einer Veränderung von 
a. 25% entspri
ht.Somit muss also zunä
hst der Ein�uss der veränderli
hen Sto�werte erfasst werden,bevor die Messdaten mit dem logarithmis
hen Verlauf na
h Glei
hung (3.26) vergli
henwerden können, siehe hierzu au
h Anhang B. Da die Gradienten in Wandnähe sehr steilsind, kann man näherungsweise davon ausgehen, dass in der Auÿens
hi
ht die Tempera-turleitfähigkeit konstant ist (a∗0). Wäre die Temperaturleitfähigkeit über das gesamte Feld(also au
h an der Wand) konstant, so hätte man dort die �ktive Wärmestromdi
hte

a∗0
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w,fiktiv

.Da si
h die Temperaturleitfähigkeit aufgrund der Temperaturverteilung zur Wand hinverändert, liegt in der realen Messung ein anderer Temperaturgradient vor. Ledigli
h derWärmestrom bleibt glei
h. Der �ktive Temperaturgradient, der bei konstanten Sto�wertenan der Wand vorliegen würde, ist also
a∗0

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w,fiktiv

= a∗w
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

⇒ ∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w,fiktiv

=
a∗w
a∗0

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

. (3.27)



3.1. TEMPERATURPROFIL 27Mit diesem �ktiven Gradienten sind nun die Bezugsgröÿen zu bilden, um die Messdatenmit dem logarithmis
hen Pro�l na
h Glei
hung (3.26) in der Überlappungss
hi
ht zuverglei
hen. Man erhält also für die Bezugsgröÿen
T ∗

c =

(

a∗20
g∗β∗

[
a∗w
a∗0

·
∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

]3
)1/4 (3.28)und

δ∗ =
T ∗

c

a∗w
a∗0

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

. (3.29)Abbildung 3.6 zeigt Messdaten von vers
hiedenen Autoren für den Fall der beheiz-ten Platte und der Kavität. Die Temperaturpro�le wurden mit den Bezugsgröÿen na
h(3.28) und (3.29) entdimensioniert, um eine Verglei
hbarkeit in der Überlappungss
hi
htherzustellen. In der viskosen Unters
hi
ht liegt jedo
h näherungsweise die Temperaturleit-fähigkeit an der Wand vor, so dass hier die Transformation rü
kgängig gema
ht werdenmuss. Es tritt dann der Korrekturfaktor a∗0/a∗w im linearen Temperaturverlauf auf, sieheAnhang B.1
Θ× =

a∗0
a∗w

· y×. (3.30)Die Daten von Tsuji & Nagano (1988a,b), Tsuji et al. (1991) und Cheesewright (1968)sind in sehr guter Übereinstimmung mit dem universellen Temperaturpro�l (3.26). Für dieDaten von Betts & Bokhari (2000) und Ampofo & Karayiannis (2003) treten Abwei
hun-gen vom logarithmis
hen Verlauf auf, was vermutli
h an den zu kleinen Rayleigh-Zahlender Experimente liegt. Es darf hierbei ni
ht vergessen werden, dass Rayleigh-Zahlen in un-ters
hiedli
hen Geometrien ni
ht einfa
h miteinander vergli
hen werden können. So ist ausasymptotis
her Si
ht eine Rayleigh-Zahl von Ra = 1,59 109 in einer quadratis
hen Kavität�kleiner� als Ra = 5,0 106 im unendli
h ausgedehnten Kanal. Man �ndet dies z.B. au
h beider kritis
hen Reynoldszahl bei erzwungener Konvektion wieder. Für eine Rohrströmunggilt Rekrit = 2300, aber eine überströmte Platte wird erst bei Rex krit = 5 105 turbulent,siehe z.B. S
hli
hting & Gersten (2000). Glei
he Zahlenwerte der dimensionslosen Kenn-zahlen in unters
hiedli
hen Geometrien bedeuten also ni
ht, dass eine ähnli
he Situationvorliegt.Die Abbildungen 3.4 und 3.6 stellen Temperaturpro�le in entdimensionierter Form(Θ×, y×) und in halb-logarithmis
her Auftragung dar. Dies ist sehr nützli
h, um die Struk-tur und die Allgemeingültigkeit der erhaltenen Pro�le zu überprüfen. Allerdings ist dieseArt der Darstellung wenig ans
hauli
h. Deswegen ist in Abbildunt 3.7 beispielhaft dasTemperaturpro�l von Tsuji & Nagano (1988a) für Grx = 8,44 1010 in dimensionsbehaf-teten Gröÿen dargestellt. Bei dieser Auftragung ist deutli
h der sehr steile Tempera-turgradient an der Wand zu erkennen. Auÿerdem wird deutli
h, dass die viskose Un-ters
hi
ht (linearer Temperaturverlauf) nur in unmittelbarer Wandnähe gültig ist undnur einen Bru
hteil des Strömungsfeldes ausma
ht. Das logarithmis
he Temperaturpro�l
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Abbildung 3.6: Experimentelle Temperaturdaten von Betts & Bokhari (2000) für
Ra = 1,43 106 (�), von Ampofo & Karayiannis (2003) für Ra = 1,59 109 (◦), vonTsuji & Nagano (1988a) für Grx = 1,55 1010 (⊲), Grx = 3,62 1010 (⊳), Grx = 7,99 1010 (△),
Grx = 8,44 1010 (▽), Grx = 8,99 1010 (×), Grx = 17,97 1010 (+) und von Cheesewright(1968) für Grx = 8,65 1010 (⋄). Um ein Überlappen der einzelnen Pro�le zu vermeiden,sind die aufeinanderfolgenden Datensätze um jeweils eine Temperatureinheit vers
hoben.na
h Glei
hung (3.26) bes
hreibt das Temperaturpro�l über einen groÿen Berei
h in gu-ter Näherung. Im Ans
hluss an die Überlappungss
hi
ht nähert si
h die Temperatur derUmgebungstemperatur ϑ∗

0 an.Desweiteren sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass experimentelle Daten grund-sätzli
h sehr kritis
h zu betra
hten sind. So wurde z.B. in der Arbeit von Tsuji & Nagano(1988a) der Temperaturwandgradient auf zwei Arten bestimmt und es ergeben si
h Un-ters
hiede von 12 %, siehe Abbildung 3.8. Der Temperaturwandgradient ist für die hiergewählte Auswertung ein wi
htiger Parameter und S
hwankungen wirken si
h relativ starkaus. Es wurden die in der Arbeit von Tsuji & Nagano (1988a) explizit angegebenen Tem-peraturgradienten benutzt, um mögli
hst di
ht an der zitierten Literaturstelle zu bleiben.
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Abbildung 3.7: Temperaturmessdaten (◦) für Grx = 8,44 1010 von Tsuji & Nagano(1988a) zusammen mit dem logarithmis
hen Temperaturpro�l in demensionsbehafteterForm (�).
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Abbildung 3.8: Temperaturpro�l in unmittelbarer Wandnähe für Grx = 8,44 1010 vonTsuji & Nagano (1988a), mit zwei unters
hiedli
hen Messmethoden ermittelt. Messungmit Thermoelement ( ) und mit Widerstandsthermometer (◦ bzw. · · ·) ergeben Tem-peraturgradienten ∂T ∗/∂y∗|w, die si
h um 12 % unters
heiden.



30 KAPITEL 3. NATÜRLICHE KONVEKTION AN VERTIKALEN WÄNDEN3.2 Nuÿelt-BeziehungDas hergeleitete Temperaturpro�l kann au
h zur Bestimmung einer Nuÿelt-Beziehungbenutzt werden. Allerdings besitzt diese dann keine universelle Gültigkeit mehr, sondernist abhängig von der Geometrie.Der Ausgangspunkt ist das Temperaturpro�l na
h Glei
hung (3.22), wobei die De�ni-tionen von Θ× und y× bereits eingesetzt sind
T ∗

w − T ∗

(

a∗2

g∗β∗

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

3

w

)1/4
= C · ln

(

y∗
[
g∗β∗

a∗2
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

]1/4
)

+D. (3.31)
3.2.1 Vertikaler KanalFür den unendli
h ausgedehnten Kanal, wie ihn Versteegh & Nieuwstadt (1999) benutzthaben, gilt nun T ∗

w − T ∗ = ∆T ∗/2 bei y∗ = h∗/2, also
∆T ∗/2

(

a∗2

g∗β∗

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

3

w

)1/4
= C · ln

(

h∗

2

[
g∗β∗

a∗2
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

]1/4
)

+D (3.32)
Dies kann nun als Zusammenhang zwis
hen der Nuÿelt-Zahl und der Rayleigh-Zahl for-muliert werden:

(
Ra Pr

Nu3

)1/4

= 2C · ln
(

[Ra Pr Nu]1/4

2

)

+ 2D (3.33)
⇒ Nu =

(Ra Pr)1/3

[

2C · ln
(

[Ra Pr Nu]1/4

2

)

+ 2D

]4/3
= NuBez (3.34)

Hierbei handelt es si
h um eine implizite Formulierung, die aber numeris
h (z.B. mitMAPLE) relativ einfa
h gelöst werden kann. Abbildung 3.9 zeigt einen Verglei
h derNuÿelt-Zahlen aus den DNS-Re
hnungen (NuDNS) und der Nuÿelt-Zahlen na
h Glei
hung(3.34), hier zur Unters
heidung mit NuBez bezei
hnet. Desweiteren ist der relative Fehler
rNu ≡ (NuBez−NuDNS)/NuDNS in Prozent in Abhängigkeit der Rayleigh-Zahl angegeben.Man erkennt, dass die Übereinstimmung mit steigender Rayleigh-Zahl zunimmt. Dies istau
h zu erwarten, da das benutzte Temperaturpro�l für Ra → ∞ hergeleitet wurde unddie Konstanten C und D für diesen Fall extrapoliert wurden. Glei
hung (3.34) stellt fürden vertikalen Kanal bei hohen Rayleigh-Zahlen eine theoretis
h begründete Alternativezu Potenzgesetzen dar.
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Abbildung 3.9: Verglei
h der Nuÿelt-Zahlen NuBez na
h Glei
hung (3.34) und NuDNSaus den Ergebnissen von Versteegh & Nieuwstadt (1999). Zusätzli
h ist der relative Fehler
rNu angegeben.3.2.2 Beheizte vertikale WandFür eine beheizte Platte, wie sie z.B. von Tsuji & Nagano (1988a) untersu
ht wurde, istdas Vorgehen ein wenig komplizierter. Hier stellt si
h das Problem, dass es keinen Abstandvon der Wand gibt, an dem eine bekannte Temperatur herrs
ht. Zur Lösung kann manz.B. einen Wandabstand y∗80 einführen, für den T ∗

w − T ∗ = 0,8 · (T ∗

w − T ∗

0 ) gilt. Hiermiterhält man (mit der Lau�änge x∗ als 
harakteristis
he Geometrieabmessung):
Nu =

(Rax Pr)1/3

[
C

0,8
· ln
(
y∗80
x∗

[Rax Pr Nu]1/4
)

+
D

0,8

]4/3
(3.35)Allerdings ist der Term y∗80/x

∗ unbekannt. Setzt man hierfür und für die Nuÿelt-Zahl imLogarithmus (und nur hier) jeweils ein Potenzgesetz an
y∗80
x∗

= c1 · Ranx (3.36)
Nu = c2 · Ramx , (3.37)so folgt:
Nu =

(Rax Pr)1/3

[
C

0,8
· ln
(

c1c
1/4
2 Ran+(1+m)/4

x Pr1/4
)

+
D

0,8

]4/3
(3.38)



32 KAPITEL 3. NATÜRLICHE KONVEKTION AN VERTIKALEN WÄNDENHierbei wurde in den Glei
hungen (3.36) und (3.37) keine Abhängigkeit von der Prandtl-Zahl angenommen, da nur Messdaten für Pr = 0,71 vorliegen. Somit kann eine allgemeineAbhängigkeit der Nuÿelt-Zahl von der Prandtl-Zahl ni
ht angegeben werden. Es wird Prdeswegen im Folgenden als Konstante behandelt und die Nuÿelt-Korrelation gilt nur für
Pr = 0,71. Umformen liefert

Nu =
Ra1/3

x

Pr−1/3

[
C

0,8
ln
(

c1c
1/4
2 Pr1/4

)

+
D

0,8
︸ ︷︷ ︸

D̂Pr1/3

+
C

0,8

(

n+
1 +m

4

)

︸ ︷︷ ︸

ĈPr1/3

ln(Rax)

]4/3
. (3.39)

Die unbekannten Konstanten können nun in den neuen Gröÿen Ĉ und D̂ zusammengefasstwerden. Für eine konstante Prandtl-Zahl folgt damit
Nu =

Ra1/3
x

[

Ĉ · ln (Rax) + D̂
]4/3

, (3.40)wobei Ĉ und D̂ anhand von Messdaten zu bestimmen sind und ni
ht, wie im Fall desvertikalen Kanals, aus dem Temperaturpro�l folgen. Zur Ermittlung der neuen Konstantenwird Glei
hung (3.40) umgeformt zu
(

Rax
Nu3

)1/4

= Ĉ · ln (Rax) + D̂. (3.41)Abbildung 3.10 zeigt eine Auftragung na
h oben gezeigter Umformung. Es ist zu erken-nen, dass die Daten sehr stark streuen und dass keine klare Tendenz zu erkennen ist. DieDaten können eigentli
h s
hon ausrei
hend mit Hilfe des Potenzgesetzes Nu = 0,12 ·Ra1/3
x(als gestri
helte Linie dargestellt) bes
hrieben werden, das von Tsuji & Nagano (1988a)angegeben wurde. Eine Ausglei
hsgerade liefert

Ĉ = −0,0126 (3.42)
D̂ = 5,22. (3.43)Hiermit können die Daten ein wenig besser wiedergegeben werden. Es ist allerdings zuvermuten, dass für gröÿere Rayleigh-Zahlen ein Trend deutli
her zu erkennen wäre. Für

Rax → ∞ sollten Abwei
hungen vom Potenzgesetz auftreten, die dur
h die logarithmi-s
he Korrektur ri
htig wiedergegeben werden sollten. Hierfür sind allerdings sehr genaueMessergebnisse bei gröÿeren Rayleigh-Zahlen notwendig, die zur Zeit ni
ht zur Verfügungstehen. Mit neuen Daten sollte es au
h mögli
h sein, die Konstanten Ĉ und D̂ mit gröÿererVerlässli
hkeit anzugeben.3.3 Ges
hwindigkeitspro�lZur Bestimmung des Ges
hwindigkeitspro�ls muss (nur) die x-Impulsbilanz gelöst werden,die si
h in Wandnähe zu
0 =

∂

∂y∗

(

ν∗
∂u∗

∂y∗
− u∗′v∗′

)

+ g∗β∗ (T ∗ − T ∗

0 )vereinfa
ht, vgl. Glei
hung (3.3).
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Abbildung 3.10: Nuÿelt-Daten von Tsuji & Nagano (1988a) für die vertikale Platte,aufgetragen na
h Glei
hung (3.41). Zusätzli
h ist die Nuÿelt-Beziehung Nu = 0,12 Ra1/3(−−−) na
h Tsuji & Nagano (1988a) und eine Ausglei
hsgerade (�) na
h Glei
hug (3.41)mit Ĉ = −0,0126 und D̂ = 5,22 dargestellt.3.3.1 Ges
hwindigkeitspro�l in der viskosen Unters
hi
htUnmittelbar an der Wand werden die turbulenten Ges
hwindigkeits�uktuationen dur
hdie Wand gedämpft und somit vers
hwindet die Reynolds-Spannung (−u∗′v∗′ = 0). Esexistiert eine rein viskose Unters
hi
ht, in der das Ges
hwindigkeitspro�l direkt dur
hIntegration der Impulsbilanzglei
hung ermittelt werden kann. Zunä
hst wird Glei
hung(3.3) entdimensioniert, wobei (−u∗′v∗′ = 0) und Θ×

0 = (T ∗

w−T ∗

0 )/T ∗

c berü
ksi
htigt werden
0 =

∂2U×

∂y×2
− Θ× + Θ×

0 . (3.44)Hierbei wurde die entdimensionierte Ges
hwindigkeit U× eingeführt, die mit der 
harak-teristis
hen Ges
hwindigkeit u∗c gebildet wird
U× ≡ u∗

u∗c
mit u∗c ≡

g∗β∗T ∗3
c

ν∗

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

−2

w

. (3.45)Das Temperaturpro�l in der viskosen Unters
hi
ht ist na
h Glei
hung (3.25) bekannt(Θ× = y×). Somit kann die Impulsbilanz dur
h zweifa
he Integration gelöst werden undman erhält:
U× =

1

6
y×3 − 1

2
Θ×

0 y
×2 +

∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

y× (3.46)



34 KAPITEL 3. NATÜRLICHE KONVEKTION AN VERTIKALEN WÄNDENDie hier angegebenen Pro�le für U× und Θ× in der viskosen Unters
hi
ht, siehe die Glei-
hungen (3.46) und (3.25), sind au
h in den Arbeiten von z.B. George & Capp (1979)und Henkes & Hoogendoorn (1990) zu �nden. Allerdings unters
heiden si
h die hier ge-zeigten Pro�le in der Überlappungss
hi
ht deutli
h von denen in anderen Arbeiten. Fürdie Temperatur steht mit Glei
hung (3.26) bereits ein universelles Pro�l in der Über-lappungss
hi
ht zur Verfügung, für die Ges
hwindigkeit wird es im nä
hsten Abs
hnitthergeleitet.3.3.2 Ges
hwindigkeitspro�l in der Überlappungss
hi
htEin naheliegender Ansatz zur Ermittlung des Ges
hwindigkeitspro�ls, wie er z.B. vonGeorge & Capp (1979) gewählt wurde, wäre ein asymptotis
hes Anpassen von (Ges
hwin-digkeits-) Gradienten in der Überlappungss
hi
ht. Wie allerdings in den Arbeiten vonVersteegh & Nieuwstadt (1999) bzw. Henkes & Hoogendoorn (1990) gezeigt wurde, führtdies zu keiner brau
hbaren Bes
hreibung der Ges
hwindigkeitspro�le.Alternativ wird in dieser Arbeit die Impulsbilanz als Ausgangspunkt zur Bestimmungdes Ges
hwindigkeitspro�ls in der Überlappungss
hi
ht gewählt. Hierzu kann Glei
hung(3.3), die sowohl in der Wand- als au
h in der Auÿens
hi
ht gültig ist, verwendet wer-den. Allerdings kann in der Überlappungss
hi
ht der viskose Anteil der S
hubspannung(ν∗∂u∗/∂y∗) gegenüber dem turbulenten Anteil (−u∗′v∗′) verna
hlässigt werden kann. Esfolgt also für die Impulsbilanz:
0 = −∂u

∗′v∗′

∂y∗
+ g∗β∗ (T ∗ − T ∗

0 ) . (3.47)Da eine asymptotis
he Bes
hreibung der zeitgemittelten Ges
hwindigkeit gefunden werdensoll, ist eine Turbulenzmodellierung zur S
hlieÿung von Glei
hung (3.47) notwendig. Hierwird der weit verbreitete (z.B. in allen CFD-Codes benutzte) Ansatz der Wirbelviskosität
ν∗t benutzt, für den gilt

ν∗t ≡
−u∗′v∗′
(
∂u∗

∂y∗

) . (3.48)Hiermit lässt si
h Glei
hung (3.47) �s
hlieÿen� und man erhält in entdimensionierter Form
0 =

∂

∂y×

(
ν∗t
ν∗

· ∂U
×

∂y×

)

− Θ× + Θ×

0 . (3.49)Um Glei
hung (3.49) direkt lösen zu können und das gesu
hte Ges
hwindigkeitspro�l zuerhalten, müssen Θ×(y×) und ν∗t (y×)/ν∗ (als Funktion des Wandabstandes y×) bekanntsein. Der Ausdru
k für das Temperaturpro�l Θ×(y×) in der Überlappungss
hi
ht wurdebereits in Abs
hnitt 3.1 mit Glei
hung (3.26) zur Verfügung gestellt, so dass nur no
hder Verlauf der Wirbelviskosität ν∗t in Abhängigkeit vom Wandabstand gefunden werdenmuss.



3.3. GESCHWINDIGKEITSPROFIL 35Die Wirbelviskosität ν∗t (y×) kann allgemein mit Hilfe der turbulenten Prandtl-Zahl σt =
ν∗t /a

∗

t mit der turbulenten Temperaturleitfähigkeit a∗t verknüpft werden. Es gilt allgemein:
ν∗t
ν∗

=
a∗t
a∗

· σt
Pr

(3.50)Hierbei kann die turbulente Prandtl-Zahl σt no
h eine Funktion des Wandabstands sein.Somit hätte man nur die Unbekannte ν∗t /ν
∗ dur
h eine neue Unbekannte σt ersetztund das Problem ledigli
h verlagert. Abbildung 3.11 zeigt den Verlauf der turbulen-ten Prandtl-Zahl als Funktion des Wandabstands beispielhaft für Ra = 5,0 106 vonVersteegh & Nieuwstadt (1999).
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Abbildung 3.11: Turbulente Prandtl-Zahl σt, bestimmt anhand der DNS-Daten vonVersteegh & Nieuwstadt (1999), Ra = 5,0 106Experimentelle Messdaten, z.B. von Tsuji & Nagano (1988a), können hier ni
ht zur Be-stimmung von σt herangezogen werden, da die Messungenauigkeiten in den Gradienten zuho
h sind. Man erkennt, dass für y× > 10 die turbulente Prandtl-Zahl nahezu konstant istund wie im Fall von erzwungener Konvektion σt = 0,9 gilt. Das Auftreten der Singularität3für y× ≈ 5 bereitet keine S
hwierigkeiten, da es ni
ht im Berei
h der Überlappungss
hi
htliegt.Mit der De�nition der turbulenten Temperaturleitfähigkeit a∗t = −v∗′T ∗′/(∂T ∗/∂y∗) undder Annahme, dass a∗t ≫ a∗ in der Überlappungss
hi
ht gilt, kann die Energieglei
hung(3.6) in entdimensionierter Form ges
hrieben werden zu
a∗t
a∗

· ∂Θ×

∂y×
= 1. (3.51)3Der Ges
hwindigkeitsgradient hat im Maximum die Ableitung Null, was zur Singularität führt.
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h Glei
hung (3.21) gilt
∂Θ×

∂y×
=

C

y×
⇒ y×

C
· ∂Θ×

∂y×
= 1und man erhält dur
h Verglei
h sofort a∗t/a∗ = y×/C. Somit kann na
h Glei
hung (3.50)das Verhältnis von Wirbelviskosität zu molekularer Viskosität ausgedrü
kt werden als

ν∗t
ν∗

=
σty

×

CPr
. (3.52)Setzt man nun Glei
hung (3.52) für die Wirbelviskosität und Glei
hung (3.26) für daslogarithmis
he Temperaturpro�l in die Impulsbilanz (3.49) ein, so erhält man für dieÜberlappungss
hi
ht

∂

∂y×

(
σty

×

CPr
︸ ︷︷ ︸

ν∗t /ν
∗

∂U×

∂y×

)

= C ln(y×) +D
︸ ︷︷ ︸

Θ×

−Θ×

0 . (3.53)Da in dieser Di�erentialglei
hung alle Terme von y× abhängen, folgt das gesu
hte Ge-s
hwindigkeitspro�l für die Überlappungss
hi
ht dur
h zweifa
he Integration:
U× =

CPr

σt
· y× ·

(

C[ln(y×) − 2] +D − Θ×

0

)

+ E ln(y×) + F (3.54)Obwohl E und F konstant bezügli
h y× sind, können sie trotzdem von den Parametern
Θ×

0 und ∂U×/∂y×|w abhängen, wel
he explizit im Ges
hwindigkeitspro�l na
h Glei
hung(3.46) in der viskosen Unters
hi
ht auftreten. Da Θ×

0 s
hon in Glei
hung (3.54) vorkommt,wird zunä
hst angenommen, dass E und F linear von ∂U×/∂y×|w abhängen, also
E = e1 ·

∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

+ e2 (3.55)
F = f1 ·

∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

+ f2, (3.56)was im folgenden dur
h Verglei
h mit Messdaten zu überprüfen ist.Cheesewright (1986), wie von Henkes & Hoogendoorn (1990) zitiert, hat ebenfalls einlogarithmis
hes Temperaturpro�l und ein ähnli
hes Ges
hwindigkeitspro�l wie Glei
hung(3.54) vorges
hlagen. Allerdings wurde eine Entdimensionierung mit anderen Bezugsgrö-ÿen gewählt und Henkes & Hoogendoorn (1990) fanden nur eine unzurei
hende Überein-stimmung mit ihren Ergebnissen.3.3.3 Verglei
h mit MessdatenUm experimentelle Daten benutzen zu können, muss erneut berü
ksi
htigt werden, dasssi
h die Sto�werte im Strömungsfeld verändern. Dazu werden die Bezugsgröÿen wiederentspre
hend Glei
hung (3.28) und (3.29) gebildet und es wird für die Überlappungss
hi
ht



3.3. GESCHWINDIGKEITSPROFIL 37eine konstante kinematis
he Viskosität ν∗0 angenommen. In der Wands
hi
ht liegt jedo
hannähernd die kinematis
he Viskosität bei Wandtemperatur vor, so dass in diesem Berei
hdie Transformation rü
kgängig gema
ht werden muss. Das Ges
hwindigkeitspro�l (3.46)in der viskosen Unters
hi
ht wird bei variablen Sto�werten somit bes
hrieben dur
h (zuDetails siehe Anhang B.2):
U× =

ν∗0
ν∗w

·
(

1

6

a∗0
a∗w
y×3 − 1

2
Θ×

0 y
×2

)

+
∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

· y×. (3.57)Um einen universellen, asymptotis
hen Ausdru
k für das Ges
hwindigkeitspro�l in derÜberlappungss
hi
ht zu erhalten, müssen die angegebenen Funktionen für E und F über-prüft und die darin enthaltenen Konstanten bestimmt werden. Dazu werden E und F inGlei
hung (3.54) für vers
hiedene Ges
hwindigkeitspro�le so gewählt, dass sie die Messda-ten mögli
hst gut wiedergeben. Ans
hlieÿend erfolgt eine Auftragung von E und F überdem korrigierten Ges
hwindigkeitswandgradienten ν∗w/ν∗0 · ∂U×/∂y×|w für die ausgewähl-ten Ges
hwindigkeitspro�le. Man erhält somit folgende Ausglei
hsgeraden
E = 0,49 · νw

ν0

· ∂U
×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

− 2,27 (3.58)
F = 1,28 · νw

ν0

· ∂U
×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

+ 1,28, (3.59)wie in Abbildung 3.12 zu erkennen ist.
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Abbildung 3.12: E und F als Funktion des entdimensionierten Wandges
hwindigkeits-gradientens. Die Werte wurden anhand der Pro�le von Tsuji & Nagano (1988a) undVersteegh & Nieuwstadt (1999) ermittelt.



38 KAPITEL 3. NATÜRLICHE KONVEKTION AN VERTIKALEN WÄNDENAbbildung 3.13 zeigt Messdaten für die Fälle beheizte Platte und Kavität mit un-ters
hiedli
h temperierten Seitenwänden. Mit der angegebenen Entdimensionierung und
E bzw. F na
h den Glei
hungen (3.58) bzw. (3.59) ist eine gute Übereinstimmung derMessdaten mit dem Ges
hwindigkeitspro�l (3.54) in der Überlappungss
hi
ht festzustel-len. Die Pro�le für die niedrigen Rayleigh-Zahlen wei
hen vom Ges
hwindigkeitspro�l ab,wie es au
h s
hon beim Temperaturpro�l der Fall war. Es ist somit zu vermuten, dassdie im Experiment vorliegenden Rayleigh-Zahlen asymptotis
h ni
ht groÿ genug sind undsomit von einer Theorie für Ra → ∞ ni
ht ausrei
hend bes
hrieben werden können. DasGes
hwindigkeitspro�l von Cheesewright (1968) wei
ht ebenfalls vom asymptotis
hen Pro-�l ab, was ein wenig verwunderli
h ist, da hier eine relativ hohe Grashof-Zahl vorliegt. Eshandelt si
h hierbei aber um eine Messung aus dem Jahr 1968, so dass fragli
h ist, ob diezur Entdimensionierung notwendigen Wandgradienten eine ausrei
hende Genauigkeit auf-weisen. In der viskosen Unters
hi
ht ist bei allen Pro�len eine sehr gute Übereinstimmungmit Glei
hung (3.57) festzustellen.
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Abbildung 3.13: Experimentelle Ges
hwindigkeitspro�le von Betts & Bokhari (2000)für Ra = 1,43 106 (�), von Ampofo & Karayiannis (2003) für Ra = 1,59 109 (◦), vonTsuji & Nagano (1988a) für Grx = 1,55 1010 (⊲), Grx = 3,62 1010 (⊳), Grx = 7,99 1010 (△),
Grx = 8,44 1010 (▽), Grx = 8,99 1010 (×), Grx = 17,97 1010 (+) und von Cheesewright(1968) für Grx = 8,65 1010 (⋄). Um ein Überlappen der Pro�le zu vermeiden, wurdeaufeinander folgende Datensätze jeweils um fünf Ges
hwindigkeitseinheiten vers
hoben.Für DNS-Daten entfallen die Korrekturfaktoren, da hierbei aufgrund der Verwendungvon idealen (numeris
hen) Fluiden keine Sto�wertänderungen auftreten. In Abbildung3.14 sind die DNS-Ges
hwindigkeitspro�le von Versteegh & Nieuwstadt (1999) darge-stellt. Das Pro�l für die viskose Unters
hi
ht (3.46) bes
hreibt alle vorliegenden Daten-
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Abbildung 3.14: DNS-Ges
hwindigkeitsdaten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) fürden unendli
hen vertikalen Kanal: Ra = 5,4 105 (△), Ra = 8,2 105 (▽, um 2 vers
hoben),
Ra = 2,0 106 (×, um 4 vers
hoben) und Ra = 5,0 106 (+, um 6 vers
hoben).sätze hervorragend. In der Überlappungss
hi
ht treten für kleine Rayleigh-Zahlen Ab-wei
hungen von Glei
hung (3.54) auf. Dies ist au
h zu erwarten, da die Ergebnisse derAsymptotik für Ra → ∞ gültig sind. Für die zwei gröÿeren Rayleigh-Zahlen ist Glei
hung(3.54) jedo
h eine adäquate Bes
hreibung.Da die Datenbasis zur natürli
hen Konvektion an vertikalen Wänden relativ klein ist,wären zusätzli
he Datensätze wüns
henswert. Allerdings sollten diese von hoher Gütesein, um sie verwenden zu können. Eine aktuelle LES-Studie (large eddy simulation) vonYan & Nilsson (2005) s
heint dies auf den ersten Bli
k zu erfüllen. Es werden Temperatur-und Ges
hwindigkeitspro�le zur Verfügung gestellt, die für eine vertikale beheizte Platteermittelt wurden, analog zum Aufbau von Tsuji & Nagano (1988a). Allerdings wird indieser Arbeit eine modi�zierte Wandfunktion zur Bestimmung der Temperatur benutzt,so dass der kritis
he Berei
h der Strömung ni
ht simuliert wurde. In der Studie werdendie Pro�le mit den Daten von Tsuji & Nagano (1988a) vergli
hen und es kann ledigli
heine ausrei
hende Übereinstimmung festgestellt werden. Die Pro�le zeigen z.T. einen ni
htzu erwartenden Verlauf in Wandnähe. Da die Qualität der Daten aufgrund der verwen-deten Wandfunktionen fragli
h ist und die Studie keinen neuen Rayleigh-Zahlen-Berei
hers
hlieÿt, werden diese Daten hier ni
ht zur weiteren Überprüfung der Pro�le herange-zogen.In Tabelle 3.2 sind die ermittelten Funktionen zur Bes
hreibung des wandnahen Berei-
hes bei natürli
her Konvektion an vertikalen Wänden mit den zugehörigen Konstantenno
h einmal zusammengefasst.



40 KAPITEL 3. NATÜRLICHE KONVEKTION AN VERTIKALEN WÄNDENTabelle 3.2: Universelle Funktionen für die Temperatur- und Ges
hwindigkeitspro�lein der viskosen Unters
hi
ht und der Überlappungss
hi
ht für die turbulente natürli
heKonvektion (konstante Sto�werte).S
hi
ht Temperatur Θ× Ges
hwindigkeit U×viskose Unters
hi
ht y×
1

6
y×3 − 1

2
Θ×

0 y
×2 +

∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

y×Überlappungss
hi
ht C ln(y×) +D
CPr

σt
· y× ·

(

C[ln(y×) − 2] +D − Θ×

0

)(Wandfunktionen)
+E ln(y×) + Fmit:

C D E F0,427 1,93 0,49 · ∂U
×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

− 2,27 1,28 · ∂U
×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

+ 1,28

3.4 Wandfunktionen von George und CappDie Arbeit von George & Capp (1979) ist das �Standardwerk� zur natürli
hen Konvek-tion an vertikalen Wänden, siehe z.B. Gersten & Herwig (1992), S
hli
hting & Gersten(2000) und Müller & Ehrhard (1999), obwohl s
hon Henkes & Hoogendoorn (1990) undspäter Versteegh & Nieuwstadt (1999) Abwei
hungen bei den Ges
hwindigkeitspro�lenfestgestellt haben. Da George & Capp (1979) für den Berei
h der viskosen Unters
hi
htprinzipiell die glei
hen Funktionen angeben wie in den Glei
hungen (3.25) und (3.46), sol-len im folgenden Abs
hnitt nur die Pro�le in der Überlappungss
hi
ht vergli
hen werden,da si
h diese deutli
h voneinander unters
heiden.George & Capp (1979) haben den Wandberei
h bei natürli
her Konvektion ebenfalls ineine Wands
hi
ht (molekularer und turbulenter Transport) und eine Auÿens
hi
ht (nurturbulenter Transport) aufgeteilt. Der Hauptunters
hied ist jedo
h, dass sie für beideS
hi
hten individuelle 
harakteristis
he Temperaturen (T ∗

o und T ∗

i ), Ges
hwindigkeiten(u∗o und u∗i ) und Bezugslängen (l∗o, die zunä
hst unde�niert bleibt, und l∗i ) eingeführthaben. Es wird hier die Notation von George & Capp (1979) beibehalten, in der derIndex i für die inner layer, also die Wands
hi
ht, und der Index o für die outer layer, alsodie Auÿens
hi
ht steht:
T ∗

o ≡
(

a∗2

g∗β∗l∗o

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

2

w

)1/3 (3.60)
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T ∗

i ≡
(

a∗2

g∗β∗

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

3

w

)1/4 (3.61)
u∗o ≡

(

a∗
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

g∗β∗l∗o

)1/3 (3.62)
u∗i ≡

(

a∗2
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

g∗β∗

)1/4 (3.63)
l∗i ≡

(

a∗2

g∗β∗

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

−1

w

)1/4 (3.64)In den vorangegangenen Abs
hnitten zur Herleitung der universellen Pro�le wurde nureine Bezugstemperatur T ∗

c na
h Glei
hung (3.7) und nur eine Bezugsges
hwindigkeit u∗cna
h Glei
hung (3.45) eingeführt. Diese Gröÿen sind in der Wand- und in der Auÿen-s
hi
ht gültig, da weder das Temperatur- no
h das Ges
hwindigkeitsfeld Unstetigkeitenaufweisen. Ledigli
h für den Wandabstand wurden für die Wand- bzw. Auÿens
hi
ht unter-s
hiedli
he Bezugsgröÿen eingeführt, da hier eine Singularität an der Wand auftritt. Dieseunters
hiedli
he Wahl der Bezugsgröÿen führt letztendli
h zu unters
hiedli
hen Pro�len,wie für das Temperaturpro�l beispielhaft gezeigt werden soll.3.4.1 Temperaturpro�lDas Temperaturpro�l wird, ähnli
h wie in Abs
hnitt 3.1, dur
h Anpassen der Gradientenin der Überlappungss
hi
ht ermittelt. In den Koordinaten der Auÿens
hi
ht gilt
∂T ∗

∂y∗
=

∂

(
T ∗ − T ∗

w

To

)

∂

(
y∗

l∗o

) · T
∗

o

l∗o
=
∂Θo

∂yo
· T

∗

o

l∗o
. (3.65)Hierbei gilt Θo = (T ∗ − T ∗

w)/To und yo = y∗/l∗o. Für die Wands
hi
ht kann der Tempera-turgradient umges
hrieben werden zu
∂T ∗

∂y∗
=

∂

(
T ∗ − T ∗

0

Ti

)

∂

(
y∗

l∗i

) · T
∗

i

l∗i
=
∂Θi

∂yi
· T

∗

i

l∗i
(3.66)mit Θi = (T ∗ − T ∗

0 )/Ti und yi = y∗/l∗i . Glei
hsetzen von (3.65) und (3.66) und ans
hlie-ÿendes Umformen liefert
y4/3
o · ∂Θo

∂yo
= y

4/3
i · ∂Θi

∂yi
. (3.67)Da für Ra → ∞ das Verhähltnis der Bezugslängen gegen Null strebt, kann Glei
hung(3.67) nur erfüllt sein, wenn beide Seiten konstant sind. Somit folgt dann z.B. für diere
hte Seite, wobei ein Ein�uss der Prandtl-Zahl angenommen wird

y
4/3
i · ∂Θi

∂yi
= const ⇒ Θi = K2 · y−1/3

i + A(Pr). (3.68)
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h die Wahl von unters
hiedli
hen Bezugsgröÿen inWand- und Auÿens
hi
ht also ein Potenzgesetz und kein logarithmis
hes Pro�l. Anhandvon Messdaten soll nun bewertet werden, wel
her Ansatz (logarithmis
her Verlauf oderPotenzgesetz) besser zur Bes
hreibung der Temperaturpro�le bei natürli
her Konvektiongeeignet ist. Zunä
hst kann dur
h Verglei
h von Glei
hung (3.68) mit (3.7) und (3.12)gezeigt werden, dass Glei
hung (3.68) in Θ×-y× Koordinaten ges
hrieben werden kann
Θ× = K2 · y×−1/3 + A(Pr). (3.69)Abbildung 3.15 zeigt beispielhaft zwei ausgewählte Temperaturpro�le von Tsuji & Nagano(1988a). Da zur Zeit, als George & Capp (1979) ihre Arbeit verö�entli
ht haben, nur we-nige Datensätze zur Verfügung standen, konnten sie keine verlässli
hen Werte für dieKonstanten in Glei
hung (3.69) angeben. Es werden deshalb K2 = −4,2 und A = 5,0in Abbildung 3.15 benutzt, wie sie von Versteegh & Nieuwstadt (1999) angegeben wer-den. Diese wurden bestimmt, indem sie die von George & Capp (1979) vorges
hlagenenPro�le an ihre DNS-Daten angepasst haben. Man erkennt, dass Glei
hung (3.69) mit denKonstanten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) von den Messdaten abwei
ht. Glei
hung(3.26) hingegen gibt die Messdaten deutli
h besser wieder.
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Abbildung 3.15: Temperatur-Wandfunktion ((3.69), �) na
h George & Capp (1979)mit den Konstanten aus Versteegh & Nieuwstadt (1999); zum Verglei
h die Daten vonTsuji & Nagano (1988a) für Grx = 3,62 1010 (⊳) und Grx = 8,44 1010 (▽). Zusätzli
hist das Pro�l der viskosen Unters
hi
ht angegeben (− − −) und als Alternative das neuhergeleitete Temperaturpro�l (− · −) na
h Glei
hung (3.22).
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hwindigkeitspro�lDas Ges
hwindigkeitspro�l wurde von George & Capp (1979) ebenfalls dur
h ein Anpas-sen der Gradienten in der Überlappungss
hi
ht bestimmt. Man erhält als Bedingung fürdie Gradienten
y2/3
o · ∂Uo

∂yo
= y

2/3
i · ∂Ui

∂yi
= const. (3.70)Eine Integration liefert ein Potenzgesetz für das Ges
hwindigkeitspro�l

Ui = K1 · y1/3
i +B(Pr). (3.71)Dur
h ein Ums
hreiben in U×-y× Koordinaten zur besseren Verglei
hbarkeit erhält man

U×

Pr
= K1 · y×1/3 +B(Pr). (3.72)Glei
hung (3.72) unters
heidet si
h stark von Glei
hung (3.54). Da K1 in der Arbeit vonGeorge & Capp (1979) eine Konstante ist (K1 = 27) und nur Fluide mit glei
her Prandtl-Zahl (also: B(Pr = 0,71) = const) betra
htet werden, gibt es nur eine Funktion, die allevorliegenden Ges
hwindigkeitspro�le bes
hreiben sollte. Anhand von Abbildung 3.13 istallerdings s
hon zu erkennen, dass die Ges
hwindigkeitspro�le keine universelle Form ha-ben und somit ni
ht nur als Funktion des Wandabstandes bes
hrieben werden können.Dies wird bereits am Ges
hwindigkeitspro�l in der viskosen Unters
hi
ht deutli
h, bei demzusätzli
h zum Wandabstand no
h der Ges
hwindigkeitswandgradient und die Tempera-turdi�erenz eine Rolle spielen. Wenn diese Gröÿen bereits in der viskosen Unters
hi
htvon Bedeutung sind, so wäre es erstaunli
h, wenn sie in der Überlappungss
hi
ht keinenEin�uss mehr hätten und hier ein universelles Pro�l vorliegen würde. Diese Argumenta-tion soll anhand von Abbildung 3.16 verdeutli
ht werden, in der beispielhaft zwei (ni
htvers
hobene) Ges
hwindigkeitspro�le von Tsuji & Nagano (1988a) dargestellt sind.Es ist deutli
h zu erkennen, dass die Messdaten ni
ht übereinander liegen, was na
hder Theorie von George & Capp (1979) der Fall sein sollte. Auÿerdem bes
hreibt dievon George & Capp (1979) angegebene Wandfunktion das Ges
hwindigkeitspro�l (nä-herungsweise) nur im Berei
h zwis
hen Wand und Ges
hwindigkeitsmaximum, also für

0,1 < y× < 3. Dieser Berei
h kann aber s
hon sehr gut mit Hilfe der Glei
hung (3.46)für die viskose Unters
hi
ht bes
hrieben werden. Die neue Wandfunktion (3.54) hingegenbes
hreibt das Ges
hwindigkeitspro�l für 3 < y× < 200 sehr gut.Somit lässt si
h feststellen, dass die neuen Wandfunktionen na
h Glei
hung (3.26) und(3.54) die vorhandenen Messdaten deutli
h besser wiedergeben als die Glei
hungen (3.69)und (3.72) von George & Capp (1979). Vor allem das neue Ges
hwindigkeitspro�l ermög-li
ht eine Bes
hreibung der Strömung �re
hts� vom Maximum, was mit der Theorie vonGeorge & Capp (1979) ni
ht mögli
h ist.Im folgenden Abs
hnitt wird ein blending vorgestellt, dass die Übereinstimmung au
hin der sog. bu�er layer verbessert und somit die Pro�le no
h besser wiedergibt. Um �fair�gegenüber der Arbeit von George & Capp (1979) zu bleiben, wurden die blending-Pro�lein diesem Abs
hnitt no
h ni
ht benutzt, sondern ledigli
h die Pro�le aus der viskosenUnters
hi
ht und der Überlappungss
hi
ht.
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Abbildung 3.16: Ges
hwindigkeits-Wandfunktion na
h George & Capp (1979) vergli-
hen mit den Daten von Tsuji & Nagano (1988a) für Grx = 3,62 1010 (⊳) und Grx =
8,44 1010 (▽). Ebenfalls dargestellt: das Ges
hwindigkeitspro�l na
h Glei
hung (3.54).3.5 Blending für die Bu�er LayerBisher wurden die Temperatur- und Ges
hwindigkeitspro�le für die viskose Unters
hi
htund die Überlappungss
hi
ht angegeben. Es konnte eine gute Übereinstimmung mit DNS-Daten und Messergebnissen festgestellt werden und es wurde gezeigt, dass die neuenPro�le die Daten besser wiedergeben als die Theorie von George & Capp (1979). Einkleiner S
hwa
hpunkt ist jedo
h no
h, dass im Berei
h zwis
hen viskoser Unters
hi
htund Überlappungss
hi
ht, der häu�g als bu�er layer bezei
hnet wird, die neuen Pro�ledie Daten nur s
hle
ht wiedergeben, wie in Abbildung 3.17 anhand des Temperaturpro�lsvon Tsuji & Nagano (1988a) für Grx = 3,62 1010 gezeigt wird.Dies kann dur
h ein �Blenden� (blending) umgangen werden. Ein blending liefert zwarkeine neuen Erkenntnisse über das Strömungs- bzw. Temperaturfeld, d.h. man erhältkein theoretis
h begründetes Pro�l, das im gesamten wandnahen Berei
h gültig ist. Esist vielmehr ein Hilfsmittel, um zwei bekannte Pro�le (in der viskosen Unters
hi
ht undder Überlappungss
hi
ht) glatt miteinander zu verbinden, siehe au
h Chur
hill & Usagi(1973).Ein blending für das Temperaturpro�l, das sowohl in der viskosen Unters
hi
ht als au
hin der bu�er layer und der Überlappungss
hi
ht gültig ist, lautet

Θ×(y×) ≡
(

1

Θ× 3
visc

+
1

Θ× 3
log

)
−1/3 (3.73)
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Abbildung 3.17: Im Berei
h der bu�er layer (Berei
h zwis
hen viskoser Unters
hi
ht undÜberlappungss
hi
ht) treten Abwei
hungen zwis
hen Messdaten und den hergeleitetenPro�len auf, was hier anhand des Temperaturpro�ls von Tsuji & Nagano (1988a) für
Grx = 3,62 1010 gezeigt werden soll.mit Θ×

visc = a∗0/a
∗

w y× na
h Glei
hung (3.30) und Θ×

log = C ln(y×) + D na
h Glei
hung(3.22).Ein Ges
hwindigkeitspro�l, das ebenfalls über den gesamten wandnahen Berei
h gültigist, erhält man mit
U×(y×) ≡

(

1

U× 6
visc

+
1

U× 6
log

)
−1/6

. (3.74)Hierbei ist U×

visc das Ges
hwindigkeitspro�l in der viskosen Unters
hi
ht na
h Glei
hung(3.57) und U×

log das Ges
hwindigkeitspro�l in der Überlappungss
hi
ht na
h Glei
hung(3.54).Die neuen Pro�le, die au
h die bu�er layer bes
hreiben, sind in Abbildung 3.18 zusam-men mit den Daten von Tsuji & Nagano (1988a) für Grx = 3,62 1010 dargestellt. Manerkennt an diesem Beispiel, dass mit dem blending sowohl das Temperatur- als au
h dasGes
hwindigkeitspro�l für 0 ≤ y× < 200 wiedergegeben werden können.44Die Abwei
hungen zwis
hen Messdaten und universellem Ges
hwindigkeitspro�l in der viskosen Un-ters
hi
ht ist vermutli
h dur
h Messfehler im Ges
hwindigkeitsgradienten zu erklären. Hierbei handelt essi
h um keinen E�ekt des blendings.
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Abbildung 3.18: Pro�le na
h den Glei
hungen (3.73) und (3.74), die dur
h ein blen-ding im gesamten wandnahen Berei
h gültig sind. Zum Verglei
h sind beispielhaft dieMessdaten von Tsuji & Nagano (1988a) für Grx = 3,62 1010 und die Pro�le in der Über-lappungss
hi
ht (−−−) und in der viskosen Unters
hi
ht (· · ·) angegeben.



Kapitel 4Implementierung der universellenPro�le als WandfunktionenIm Kapitel 3 wurden universelle Pro�le für die Temperatur und die Ges
hwindigkeit ange-geben, die in der Überlappungss
hi
ht gültig sind. Diese Pro�le können nun als Wandfunk-tionen (siehe Abs
hnitt 2.5) in CFD-Codes benutzt werden, um die turbulente natürli
heKonvektion an vertikalen Wänden zu bere
hnen.Vorab kann allerdings allgemein festgestellt werden, dass si
h die Simulation von na-türli
her Konvektion s
hwieriger als im Falle von erzwungener Konvektion gestaltet. DasStrömungsfeld und das Temperaturfeld sind stark aneinander gekoppelt und die Tempe-ratur stellt keinen passiven Skalar mehr dar. CFD-Bere
hnungen sind dann zumeist mitsehr geringen Unter-Relaxations-Faktoren (under relaxation fa
tors, URF) dur
hzuführenund benötigen eine sehr hohe Anzahl an Iterationss
hritten, bis Konvergenz errei
ht ist.Auÿerdem müssen sehr feine Gitter benutzt werden, da die viskose Unters
hi
ht aufgelöstwerden muss (y+ < 3 für die wandnä
hsten Zellen). Dies ist notwendig, da die Standard-Wandfunktionen die natürli
he Konvektion ni
ht ri
htig bes
hreiben, siehe z.B. Abbildung3.2. Darüber hinaus sind die meisten (Zwei-Glei
hungs-) Turbulenzmodelle in kommerzi-ellen CFD-Codes für erzwungene Konvektion optimiert und werden somit keine zufrieden-stellenden Ergebnisse für die natürli
he Konvektion liefern können. Die Verwendung vonneuen Wandfunktionen basierend auf den Glei
hungen (3.26) und (3.54) zur Bere
hnungvon natürli
her Konvektion könnte ein Mittel sein, diese Probleme zu umgehen. Dur
h dieVerwendung gröberer Gitter in Wandnähe könnte die Zellzahl drastis
h verringert werden,was si
h positiv auf die Re
henzeit auswirkt. Auÿerdem sollte si
h dur
h die Verwendungvon Wandfunktionen die Genauigkeit der Ergebnisse erhöhen.In Abs
hnitt 4.1 soll anhand des CFD-Programmpaketes FLUENT 6.2 überprüft wer-den, in wie weit kommerzielle Codes in der Lage sind, natürli
he Konvektion zu bere
hnen.Dazu wird versu
ht, die Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) für Ra = 5,0 106 zureproduzieren. Dies soll verdeutli
hen, wieso Wandfunktionen für die natürli
he Konvek-tion notwendig sind. In Abs
hnitt 4.2 wird die Bilanzglei
hung der kinetis
hen Energieder turbulenten S
hwankungsbewegung k∗ für den Fall der natürli
hen Konvektion un-tersu
ht, da diese vermutli
h die Ursa
he für die gefundenen Abwei
hungen darstellt. InAbs
hnitt 4.3 wird gezeigt, wie die universellen Pro�le aus Kapitel 3 als Wandfunktio-nen in einem CFD-Code implementiert werden können. Die damit erhaltenen Ergebnissewerden in Abs
hnitt 4.4 vorgestellt. 47



48 KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG DER WANDFUNKTIONEN4.1 FLUENT-Ergebnisse für die natürli
he KonvektionMit Hilfe des CFD-Programmpaketes FLUENT 6.2 soll die natürli
he Konvektion in einemunendli
h ausgedehnten Kanal, wie er in Abbildung 3.1 (oben) s
hematis
h dargestelltist, simuliert werden. Die Ergebnisse werden mit den Daten von Versteegh & Nieuwstadt(1999) vergli
hen. Für diesen Fall des unendli
h ausgedehnten Kanals ist die Strömungvoll ausgebildet und es handelt si
h um eine eindimensionale Strömung, d.h. die Gröÿenändern si
h nur mit der Koordinate y∗. Die ausgebildete Strömung soll hier dur
h eine(zweidimensionale) Strömung in einer Kavität mit hohem Seitenverhältnis Γ = L∗/h∗, alsodem Verhältnis von Länge L∗ zu Breite h∗ (aspe
t ratio), angenähert werden. Die Seiten-wände weisen unters
hiedli
he Temperaturen (T ∗

w bzw. T ∗

k ) auf und die obere bzw. untereWand werden als adiabat angenommen. Bei genügend groÿen Werten1 von Γ kann bei L∗/2von einer eindimensionalen Strömungssituation ausgegangen werden. Dies kann zum einendadur
h überprüft werden, ob si
h die Werte für L∗/2 ± ∆l∗ no
h verändern, wobei ∆l∗klein im Verglei
h zu L∗ ist. Eine zweite Mögli
hkeit ist das Erhöhen von Γ und ans
hlie-ÿendes Überprüfen, ob si
h die Werte verändern. Vers
hiedene Testre
hnungen ergaben,dass hier bei Γ = 40 von einer eindimensionalen Strömung bei L∗/2 ausgegangen werdenkann und ein weiteres Erhöhen des Seitenverhältnisses keinen Ein�uss mehr hat.Die Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) liegen in entdimensionierter Form vorund werden zunä
hst in dimensionsbehaftete Gröÿen transformiert, um sie im Ans
hlussbesser mit den (dimensionsbehafteten) FLUENT-Ergebnissen verglei
hen zu können. Hier-zu wurden die Sto�eigens
haften bei T ∗

0 = 30◦C gewählt, die Kanalhöhe h∗ wurde zu
h∗ = 0,1 m gesetzt und die Temperaturdi�erenz zu T ∗

w − T ∗

k = 60◦C. Die unters
hied-li
hen Rayleigh-Zahlen für die FLUENT-Simulationen werden nun errei
ht, indem dieoben angegebenen Randbedingungen bzw. Sto�werte benutzt werden und die �Erdbe-s
hleunigung� entspre
hend variiert wird. Die Re
hnungen werden also mit sog. DUMMY-Variablen dur
hgeführt, zu Details siehe Herwig (2002). Zur Bewertung werden sowohl dieTemperatur- und Ges
hwindigkeitspro�le als au
h die Wandgradienten der Temperaturund Ges
hwindigkeit benutzt, die in Tabelle 4.1 zusammen mit der jeweils angepassten�Erdbes
hleunigung� angegeben sind. Zum Aufbau der Geometrie und weiteren Datensiehe au
h Abbildung 4.1.1Für Γ → ∞ ist die Kavität identis
h mit dem unendli
h ausgedehnten Kanal. Groÿe Werte von Γstellen somit eine Näherungslösung für Γ → ∞ darTabelle 4.1: Relevante Gröÿen für die dimensionsbehafteten DNS-Daten vonVersteegh & Nieuwstadt (1999) für die vers
hiedenen Rayleigh-Zahlen.
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∣
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s

5,0 106 9,421 6535,0 129,87
2,0 106 3,768 4914,7 64,08
8,2 105 1,545 3756,0 32,77
5,4 105 1,017 3210,7 24,58
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Abbildung 4.1: Aufbau der Kavität, die die Geometrie für die FLUENT-Re
hnungendarstellt.Zur Bere
hnung der Strömung in der Kavität wurden zwei unters
hiedli
h feine Gittererzeugt:
• Es wurde ein grobes Gitter mit 8 × 200 Zellen erstellt. Hiermit wird der wandnaheBerei
h nur grob aufgelöst und es kann überprüft werden, in wie weit die Standard-Wandbehandlung in der Lage ist, natürli
he Konvektion ri
htig wiederzugeben.
• Mit einem feinen Gitter mit 100 × 1400 kann die viskose Unters
hi
ht aufgelöstwerden. Hierbei werden keine Wandfunktionen benutzt und es wird bis in die viskoseUnters
hi
ht aufgelöst. Hierzu sollte y+ < 5 gelten.Für jedes Gitter wurden vier vers
hiedene (Zwei-Glei
hungs-) Turbulenzmodelle benutzt:
• k-ω-Modell
• Standard k-ε-Modell
• RNG-k-ε-Modell
• realizable k-ε-ModellFür die vers
hiedenen Varianten des k-ε-Turbulenzmodells wurden die Standard-Wand-funktionen für das grobe Gitter und das enhan
ed wall treatment, das unter FLUENT zurVerfügung steht, für das feine Gitter verwendet. Das k-ω-Modell besitzt unter FLUENTeine spezielle Wandbehandlung, bei der in Abhängigkeit vom Wandabstand ein blendingzwis
hen dem linearen Pro�l in der viskosen Unters
hi
ht und dem logarithmis
hen Verlaufin der Überlappungss
hi
ht dur
hgeführt wird. Das prinzipielle Vorgehen ist ähnli
h zumblending in Abs
hnitt 3.5; zu weiteren Details zu den einzelnen Turbulenzmodellen sieheFLUENT (2005) oder au
h Wil
ox (1993).



50 KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG DER WANDFUNKTIONENIn Abbildung 4.2 sind für einen ersten qualitativen Verglei
h die DNS-Pro�le vonVersteegh & Nieuwstadt (1999) für Ra = 5,0 106 zusammen mit den FLUENT-Ergebnis-sen des k-ω-Modells dargestellt, da dieses Modell die DNS-Daten am besten wiedergibt.Die Übereinstimmung des Temperaturpro�ls mit den DNS-Daten ist auf den ersten Bli
kfür beide Gitterfeinheiten re
ht gut. Für die Ges
hwindigkeit ist zu erkennen, dass aufbeiden Gittern die Maximalges
hwindigkeit deutli
h übers
hätzt wird. Der weitere quali-tative Verlauf wird jedo
h einigermaÿen gut wiedergegeben.
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h der DNS-Daten (�) von Versteegh & Nieuwstadt (1999) mitTemperatur- und Ges
hwindigkeitspro�len der FLUENT-Simulation für Ra = 5,0 106. Eshandelt si
h um Pro�le, die mit dem k-ω-Modell auf dem 100 × 1400 Gitter (− · −) undauf dem 8 × 200 Gitter (×) ermittelt wurdenUm die Ergebnisse nun quantitativ bewerten zu können, werden die Wandgradienten derTemperatur und Ges
hwindigkeit (|∂T ∗/∂y∗|w bzw. ∂u∗/∂y∗|w) herangezogen. Diese Grö-ÿen sind direkt mit der Wandwärmestromdi
hte und der Wands
hubspannung verknüpftund stellen somit wi
htige Parameter dar. In Tabelle 4.2 sind die Wandgradienten, diemit den unters
hiedli
hen Modellen und Gittern bere
hnet wurden, und die zugehörigenrelativen Fehler für die hö
hste Rayleigh-Zahl (Ra = 5,0 106) angegeben.Man erkennt, dass die Re
hnungen mit den groben Gittern und Standard-Wandbehand-lung keine zufriedenstellenden Ergebnisse liefern. Die Abwei
hungen im Temperaturwand-gradienten liegen bei mehr als 20 % und beim Ges
hwindigkeitswandgradienten bei mehrals 45 %. Somit ist gezeigt, dass die natürli
he Konvektion mit FLUENT auf groben Git-tern nur ungenügend bere
hnet werden kann, was s
hon na
h Abbildung 3.2 zu erwartenwar.Erstaunli
herweise treten aber au
h bei der Simulation mit feinen Gittern erhebli
he



4.2. K-GLEICHUNG ZUR TURBULENZMODELLIERUNG 51Tabelle 4.2: Mit FLUENT bestimmte Wandgradienten für Ra = 5,0 106, die auf zweiunters
hiedli
hen Gittern und mit jeweils vier Turbulenzmodellen ermittelt wurden. Zu-sätzli
h sind die relativen Fehler in den Gradienten angegeben.Die Re
hnungen mit den k-ε-Modellen auf den groben Gittern (8 × 200) wurden mitStandard-Wandfunktionen dur
hgeführt und auf den feinen Gittern (100×1400) mit demenhan
ed wall treatment.Turbulenzmodell Gitter y+

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

in
K

m
rT in %

∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

in
1

s
ru in %

k-ω 8 × 200 12,8 5205,52 -20,34 68,22 -47,47
k-ε 8 × 200 10,1 4343,93 -33,53 42,21 -67,50RNG-k-ε 8 × 200 10,9 4408,58 -32,54 49,88 -61,59realizable k-ε 8 × 200 9,7 4222,70 -35,38 39,32 -69,72
k-ω 100 × 1400 1,6 4566,44 -30,12 158,70 +22,20
k-ε 100 × 1400 1,7 3955,05 -39,48 179,27 +38,04RNG-k-ε 100 × 1400 1,6 4218,73 -35,44 175,82 +35,38realizable k-ε 100 × 1400 1,7 3951,87 -39,53 180,64 +39,09Abwei
hungen auf. Der Temperaturgradient wei
ht jetzt um mehr als 30 % ab, der Ge-s
hwindigkeitsgradient um 20 %. Dies ist zunä
hst überras
hend, da hier die Strömung bisin die viskose Unters
hi
ht bere
hnet wird und physikalis
he Randbedingungen benutztwerden. Da die Impulsbilanzen und die Energieglei
hung �korrekt� sind, ist der Fehlervermutli
h in der Turbulenzmodellierung zu su
hen. Dies wird in Abs
hnitt 4.2 weiteruntersu
ht.Es soll an dieser Stelle betont werden, dass es mit kommerziellen CFD-Codes, wiez.B. FLUENT, bei Verwenden eines Zwei-Glei
hungs-Turbulenzmodells ni
ht mögli
hist, natürli
he Konvektion mit ausrei
hender Genauigkeit zu bere
hnen. Evt. könnte alseine Alternative zu den im folgenden aufgezeigten Wandfunktionen das Benutzen des
k-ε-v2-f -θ2 Turbulenzmodells zu einer Erhöhung der Genauigkeit führen, da z.B. vonKenjere² et al. (2004) gute Ergebnisse sowohl für die natürli
he als au
h für die gemis
hteKonvektion beri
htet wurden.4.2 k-Glei
hung zur TurbulenzmodellierungIm vorherigen Abs
hnitt wurde gezeigt, dass mit FLUENT die natürli
he Konvektionnur unzurei
hend bere
hnet werden kann, au
h wenn sehr feine Gitter verwendet werden,mit denen die viskose Unters
hi
ht aufgelöst wird. Die Ursa
he hierfür ist in der Turbu-lenzmodellierung zu vermuten. Es wird für die folgenden Abs
hnitte vorausgesetzt, dassder Leser mit den Grundzügen der Turbulenzmodellierung und im besonderen mit dem
k-ω-Turbulenzmodell vertraut ist. Bei Bedarf siehe z.B. Wil
ox (1993), Ferziger & Peri¢(1999), Versteeg & Malalasekera (1995) und Herwig (2002). Zu den Glei
hungen des k-ω-Turbulenzmodells siehe Anhang C.Es soll nun die Bilanzglei
hung der kinetis
hen Energie der turbulenten S
hwankungs-



52 KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG DER WANDFUNKTIONENbewegung k∗ untersu
ht werden. Für einen eindimensionalen Fall wie den unendli
h aus-gedehnten Kanal gilt z.B. na
h Wil
ox (1993)
0 = ν∗t

(
∂u∗

∂y∗

)2

︸ ︷︷ ︸Term I − βkk
∗ω∗

︸ ︷︷ ︸Term II+ ∂

∂y∗

[

(ν∗ + σkν
∗

t )
∂k∗

∂y∗

]

︸ ︷︷ ︸Term III . (4.1)Hierbei kann Term I als Produktionsterm, Term II als Dissipationsterm und Term III alsDi�usionsterm interpretiert werden.Mit den DNS-Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) für Ra = 5,0 106 können dieTerme I bis III einzeln ausgewertet werden. Hierbei wird die Wirbelviskosität bestimmtals
ν∗t = σta

∗

t = σt ·
−v∗′T ∗′

|∂T ∗/∂y∗|w
, (4.2)um die Singularität der Wirbelviskosität ν∗t im Ges
hwindigkeitsmaximum zu vermeiden.Die Terme I bis III sind in Abbildung 4.3 zusammen mit der Summe der drei Termedargestellt.
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Abbildung 4.3: Die einzelnen Terme der k∗-Glei
hung (Term I: −·−, Term II: · · ·, TermIII: − − −) und die Summe der Terme ( ) für 0 ≤ y∗ ≤ h∗/2, ermittelt anhand derDaten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) für Ra = 5,0 106. Zusätzli
h ist der Berei
hder bu�er layer (grau unterlegt) für den vorliegenden Fall angegeben.Na
h Glei
hung (4.1) sollte die Summe der drei Terme glei
h Null sein, was hier al-lerdings ni
ht der Fall ist. Es ist zu erkennen, dass die Di�usion (Term III) auÿer in



4.2. K-GLEICHUNG ZUR TURBULENZMODELLIERUNG 53unmittelbarer Wandnähe sehr gering ist und somit keinen groÿen Ein�uss in der Über-lappungss
hi
ht hat. Hier sind nur die Dissipation (Term II) und die Produktion (TermIII) von Bedeutung und na
h Glei
hung (4.1) sollten si
h beide Terme gegenseitig aufhe-ben. Dies ist für die natürli
he Konvektion ni
ht der Fall, da der Betrag der Dissipationgröÿer ist als die Produktion. Somit ist die Standard k∗-Glei
hung mit den verwendetenKonstanten ni
ht für die natürli
he Konvektion geeignet.4.2.1 Turbulenzproduktion dur
h AuftriebUm das Turbulenzmodell für die natürli
he Konvektion anzupassen, gibt es bereits einigeAnsätze in der Literatur. Ein Standard-Ansatz für die Turbulenzproduktion G∗

b dur
hAuftriebse�ekte, wie er au
h in FLUENT berü
ksi
htigt wird, lautet
G∗

b = g∗i β
∗
µ∗

t

σt

∂T ∗

∂x∗i
= g∗xβ

∗
µ∗

t

σt

∂T ∗

∂x∗
+ g∗yβ

∗
µ∗

t

σt

∂T ∗

∂y∗
. (4.3)Für vertikale Wände (g∗y = 0) vereinfa
ht sie si
h zunä
hst zu

G∗

b = g∗xβ
∗
µ∗

t

σt

∂T ∗

∂x∗
(4.4)und für den eindimensionalen Fall, für den keine Gradienten in x-Ri
htung auftreten(∂T ∗/∂x∗ = 0), folgt letzli
h

G∗

b = 0. (4.5)4.2.2 Generalized Gradient Di�usion Hypothesis (GGDH)Ein weiterer Ansatz geht auf eine Arbeit von In
e & Launder (1989) zurü
k, die die Tur-bulenzproduktion dur
h Auftriebse�ekte modellieren als (bea
hte: g∗i = g∗x)
G∗

b = g∗i β
∗u∗i

′T ∗′ = g∗xβ
∗u∗′T ∗′. (4.6)Der Term u∗i

′T ∗′ wird hierbei entspre
hend Daly & Harlow (1970) modelliert, wobei nurGradienten in y-Ri
htung auftreten:
u∗′T ∗′ = − cT

βkω∗
u∗′u∗k

′
∂T ∗

∂x∗k
= − cT

βkω∗
u∗′v∗′

∂T ∗

∂y∗
(4.7)Hierbei wird zunä
hst cT = 0,15 benutzt, wie es in In
e & Launder (1989) vorges
hlagenwird. Modelliert man die turbulente S
hubspannung als

− u∗′v∗′ = ν∗t
∂u∗

∂y∗
=
k∗

ω∗

∂u∗

∂y∗
, (4.8)



54 KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG DER WANDFUNKTIONENso ergibt si
h für u∗′T ∗′, wie es in Glei
hung (4.6) benötigt wird, (mit g∗x = −g∗)
u∗′T ∗′ =

cTk
∗

βkω∗2

∂u∗

∂y∗
∂T ∗

∂y∗
⇒ G∗

b = −g∗β∗
cTk

∗

βkω∗2

∂u∗

∂y∗
∂T ∗

∂y∗
. (4.9)In Abbildung 4.4 ist der Term G∗

b zusätzli
h zur Summe der Terme I−III dargestellt.Es ist zu erkennen, dass si
h dur
h die Hinzunahme des Gb-Terms die Übereinstimmungni
ht wesentli
h verbessert hat. Die Summe der Terme ist immer no
h unglei
h Null unddie Bilanzglei
hung für k∗ ist somit ni
ht erfüllt.Abbildung 4.5 zeigt die Terme der k∗-Glei
hung und eine modi�zierte Version desGGDH-Ansatzes. Hierbei wurde die Konstante cT = 1,0 benutzt, mit der eine bessereÜbereinstimmung errei
ht werden kann.Mit dem neuen Wert cT = 1,0 stellt man für drei DNS-Datensätze (8,2 105 ≤ Ra ≤
5,0 106) fest, dass die k∗-Glei
hung zumindest für y∗ & 0,03 m befriedigend erfüllt werdenkann. Allerdings ist die Datenbasis sehr gering und der Wert cT = 1,0 kann somit miteinem groÿen Fehler behaftet sein. Zu weiteren Details siehe au
h Ki² (2005).Es wurde gezeigt, dass die k∗-Glei
hung (4.1) für die natürli
he Konvektion ni
ht er-füllt wird und dass bekannte Korrekturen aus der Literatur ni
ht in der Lage sind, dieÜbereinstimmung zufriedenstellend zu verbessern. Es soll im folgenden darauf verzi
htetwerden, das k-ω-Modell zu modi�zieren und anhand von nur vier DNS-Datensätzen eineweitere Variante des Modells für die natürli
he Konvektion zu entwi
keln. Die Verlässli
h-keit eines so modi�zierten Modells wäre aufgrund der geringen Datenbasis nur begrenzt.Auÿerdem ist zu bea
hten, dass die zur Verfügung stehenden DNS-Pro�le nur bei (ausasymptotis
her Si
ht) kleinen Rayleigh-Zahlen vorliegen.4.3 Implementierung der neuen WandfunktionenAnstatt ein modi�ziertes k-ω-Modell zu entwi
keln, wird im folgenden ein anderer Ansatzgewählt, um die natürli
he Konvektion zu simulieren. Es werden die universellen Pro�lena
h Glei
hung (3.26) und (3.54) als Wandfunktionen benutzt und zur Turbulenzmo-dellierung wird weiterhin das �unpassende� k-ω-Turbulenzmodell verwendet. Allerdingswerden die Randbedingungen für k∗ und ω∗ für den Fall der natürli
hen Konvektionmodi�ziert. Dieser neue Satz von Wandfunktionen bzw. Randbedingungen wird in denFORTRAN Code CAFFA2 von Ferziger & Peri¢ (1999) implementiert, dessen Quell
odefrei zugängli
h ist. Es handelt si
h um einen Finite-Volumen CFD-Code für inkompressibleStrömungen mit der Boussinesq-Approximation zur Berü
ksi
htigung der Auftriebse�ek-te. Die für die folgenden zweidimensionalen, stationären Fälle zu lösenden Glei
hungensind der Vollständigkeit halber im Anhang C zu �nden. Es musste die Gittererzeugungund die Wandbehandlung (neue Wandfunktionen) angepasst werden, der Hauptteil desCodes konnte unverändert bleiben.Zur Beurteilung des hier skizzierten Ansatzes werden im folgenden, ähnli
h wie beiden FLUENT-Re
hnungen, die Wandgradienten und die Pro�le der Temperatur und Ge-s
hwindigkeit von Versteegh & Nieuwstadt (1999) benutzt. Solange diese Gröÿen ausrei-
hend genau bere
hnet werden können, werden Abwei
hungen bei k∗ oder bei ω∗ tole-riert. In den meisten Fällen ist der Anwender von CFD-Codes nur an Aussagen über die2CAFFA steht für Computer-Aided Fluid Flow Analysis.
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Abbildung 4.4: Die Summe der Terme I−III (· · ·) der k∗-Glei
hung, der Produktions-term G∗

b (−·−) na
h Glei
hung (4.9) und die Summe aller Terme ( ) für 0 ≤ y∗ ≤ h∗/2.Ermittelt anhand der Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999).
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Abbildung 4.5: Die Summe der Terme I−III (· · ·) der k∗-Glei
hung, der Produktions-term G∗

b (− · −) na
h Glei
hung (4.9) mit cT = 1,0 und die Summe aller Terme ( ) für
0 ≤ y∗ ≤ h∗/2. Ermittelt anhand der Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999).



56 KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG DER WANDFUNKTIONENTemperatur und Ges
hwindigkeit interessiert, und k∗ bzw. ω∗ sind nur Hilfsgröÿen imLösungsprozess. Dies soll ein wenig begründen, wieso hier wissentli
h ein eigentli
h �un-passendes� Turbulenzmodell benutzt wird, wie in Abs
hnitt 4.2 gezeigt wurde. Si
herli
hwäre eine universelle Bes
hreibung der Turbulenz, die sowohl T ∗, u∗ und v∗ als au
h k∗ und
ω∗ ri
htig wiedergibt, wüns
henswert, do
h s
heint dies mit einfa
hen Zwei-Glei
hungs-Turbulenzmodellen ni
ht mögli
h zu sein.4.3.1 Universelle Pro�leZur besseren Übersi
htli
hkeit sollen hier no
h einmal die universellen Pro�le na
h Glei-
hung (3.26) und (3.54) angegeben werden.

Θ× = C · ln
(
y×
)

+D (4.10)
U× =

C Pr

σt
y×
(
C
[
ln(y×) − 2

]
+D − Θ×

0

)

+

(

e1
∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

+ e2

)

· ln(y×) +

(

f1
∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

+ f2

) (4.11)Hierbei ist σt = 0,9, C = 0,427, D = 1,93, e1 = 0,49, e2 = −2,27, f1 = 1,28 und f2 = 1,28.Die Pro�le sind für y× & 5 gültig und werden im folgenden als Wandfunktionen benutzt.Es soll kurz bes
hrieben, wie diese Funktionen implementiert werden können. Zumprinzipiellen Aufbau und zur Funktionsweise von CFD-Codes siehe z.B. Ferziger & Peri¢(1999) und Versteeg & Malalasekera (1995).4.3.2 Temperatur-WandfunktionWird zur Bere
hnung einer Strömung ein grobes Gitter benutzt, so liegt der erste Zell-mittelpunkt (y∗1) auÿerhalb der viskosen Unters
hi
ht. Da das Temperaturpro�l in diesemBerei
h ni
ht mehr linear ist, kann der Temperaturwandgradient (und damit au
h dieWandwärmestromdi
hte) ni
ht mehr als Di�erenzenquotient bere
hnet werden
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

6= T ∗

w − T ∗(y∗1)

y∗1
, (4.12)siehe Abbildung 4.6.Es wird stattdessen eine �ktive Temperaturleitfähigkeit a∗f eingeführt, die folgende Ei-gens
haft besitzt:

a∗f ·
T ∗

w − T ∗(y∗1)

y∗1
≡ a∗

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

⇒ a∗f = a∗
y∗1

T ∗

w − T ∗(y∗1)

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

(4.13)Mit der neu eingeführten Gröÿe a∗f ist es also mögli
h, den ri
htigen Temperaturwandgra-dienten mit dem Di�erenzenquotienten zu verknüpfen.
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Abbildung 4.6: Temperaturverlauf im wandnä
hsten Kontrollvolumen. Der Tempera-turwandgradient kann bei einem groben Gitter (wie hier gezeigt) ni
ht mehr als Di�eren-zenquotient gebildet werden.Der Di�erenzenquotient in Glei
hung (4.13) kann nun mit y× und Θ× in eine dimensi-onslose Form gebra
ht werden

a∗f = a∗
(
y∗1
T ∗

c

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

)
T ∗

c

T ∗

w − T ∗(y∗1)
= a∗

y×1
Θ×(y×1 )

. (4.14)Wenn für den Mittelpunkt der ersten Zelle in dimensionsloser Darstellung gilt, dass y×1 > 5ist, so kann man Θ×(y×1 ) mit Hilfe des logarithmis
hen Temperaturpro�ls na
h Glei
hung(3.26) ausdrü
ken
a∗f = a∗

y×1
C ln

(
y×1
)

+D
. (4.15)Somit steht eine Bere
hnungsvors
hrift für a∗f (für y×1 > 5) zur Verfügung, die in CFD-Codes benutzt werden kann. Allerdings ist T ∗

c und somit au
h y× ni
ht von vorn hereinbekannt, sondern sie sind Teil der Lösung und werden in einem iterativen Prozess ermit-telt. Es soll hier die Iterationsvors
hrift angegeben werden, mit der die Temperaturrand-bedingung gesetzt wird. Hierbei steht der Index �old� für einen alten Wert der Variableund �new� für den aktuellen Wert.Die Iterationsvors
hrift lautet:S
hritt 1: T ∗new
c =

|T ∗

w − T ∗(y∗1)
new|

C ln
(
y× old

1

)
+D

(4.16)S
hritt 2: y×new
1 = y∗1 ·

(
g∗β∗T ∗new

c

a∗2

)
−1/3 (4.17)S
hritt 3: a∗newf = a∗

y×new
1

C ln
(
y×new

1

)
+D

(4.18)



58 KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG DER WANDFUNKTIONENDie neue 
harakteristis
he Temperatur T ∗new
c für das wandnä
hste Kontrollvolumen wirdmit Hilfe des alten dimensionslosen Wandabstandes y× old

1 und dem logarithmis
hen Pro�lermittelt (S
hritt 1). Mit der nun aktuellen 
harakteristis
hen Temperatur wird der neuedimensionslose Wandabstand y×new
1 bere
hnet (S
hritt 2) und ans
hlieÿend die �ktiveTemperaturleitfähigkeit anewf (S
hritt 3). Dies wird dann in der Matrix zur Bestimmungdes Temperaturfeldes benutzt, der als S
hritt 4 bezei
hnet werden könnte. Somit steht einneues T ∗(y∗1)

new zur Verfügung und die Iteration muss von neuem dur
hgeführt werden,falls das zugehörige Abbru
hkriterium no
h ni
ht erfüllt ist.4.3.3 Ges
hwindigkeits-WandfunktionUm eine Wandfunktion für die Ges
hwindigkeit benutzen zu können, müssen zunä
hsteinige Hilfsgröÿen bestimmt werden, die für die eigentli
heWandfunktion benötigt werden.Dies ist zunä
hst die dimensionslose Ges
hwindigkeit U× = u∗(y∗1)/u
∗

c (S
hritt 1). Hierbeiwird die De�nition (3.45) der Bezugsges
hwindigkeit ein wenig umgeformt, so dass man
u∗c als Funktion von T ∗

c erhält
u∗c ≡

g∗β∗T ∗3
c

ν∗

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

−2

w

=
(g∗β∗T ∗

c a
∗)1/3

Pr
. (4.19)Die entdimensionierte Referenztemperatur Θ×

0 wird in S
hritt 2 mit T ∗

c gebildet. Um dasuniverselle Ges
hwindigkeitspro�l na
h Glei
hung (3.54) als Wandfunktion benutzen zukönnen, wird in S
hritt 3 eine Hilfsgröÿe χ eingeführt, für die gilt
U×(y×1 ) − C Pr

σt
y×1
(
C
[
ln(y×1 ) − 2

]
+D − Θ×

0

)

︸ ︷︷ ︸

≡ χ

=
∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

(
e1 · ln(y×1 ) + f1

)

+e2 · ln(y×1 ) + f2. (4.20)Dies kann als Bestimmungsglei
hung für den dimensionslosen Ges
hwindigkeitswandgra-dienten benutzt werden (S
hritt 4), der in S
hritt 5 in eine dimensionsbehaftete Gröÿeumges
hrieben wird. Um den Code in si
h konsistent zu lassen, wird in S
hritt 6 eine�ktive Viskosität eingeführt, für die gilt:
ν∗f
u∗(y∗1)

y∗1
≡ ν∗

∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

⇒ ν∗f = ν∗
y∗1

u∗(y∗1)

∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

(4.21)Somit kann eine Iterationsvors
hrift angegeben werden, wobei die Werte für y×1 and T ∗

caus der aktuellen Temperaturiteration benutzt werden:S
hritt 1: U×new(y×1 ) =
u(y1)

old · Pr

(g∗β∗T ∗

c a
∗)1/3

(4.22)S
hritt 2: Θ×new
0 =

T ∗

w − T ∗

0

T ∗

c

(4.23)S
hritt 3: χnew = U×new − C Pr

σt
y×1
(
C
[
ln(y×1 ) − 2

]
+D − Θ×new

0

) (4.24)
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hritt 4: ∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣

new

w

=
χnew − e2 · ln(y×1 ) − f2

e1 · ln(y×1 ) + f1

(4.25)S
hritt 5: ∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

new

w

=
∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣

new

w

·
(
g∗β∗T ∗

c

Pr

)2/3

· ν∗−1/3 (4.26)S
hritt 6: ν∗newf = ν∗ · y∗1
u∗(y∗1)

old
· ∂u

∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

(4.27)Die �ktive Viskosität wird als entspre
hender Eintrag in der Matrix zur Bestimmung desGes
hwindigkeitsfeldes verwendet, um dort die ri
htige Wands
hubspannung zu berü
k-si
htigen.Zusätzli
h muss no
h die Auftriebskraft in der wandnä
hsten Zelle berü
ksi
htigt wer-den. Bei einem groben Gitter ändert si
h die Temperatur sehr stark innerhalb des erstenKontrollvolumens, siehe Abbildung 4.6. Um die Auftriebse�ekte also ri
htig wiederzuge-ben, ist es ni
ht ausrei
hend, die Temperatur zu benutzen, die im Mittelpunkt der Zelleherrs
ht.
FAuftr 6= ρ∗0g

∗β∗[T ∗(y∗1) − T ∗

0 ]∆V ∗ (4.28)Es muss stattdessen eine mittlere Temperatur bestimmt werden, für die gilt:
T ∗

m ≡ 1

2y∗1

2y∗
1∫

0

T ∗(y∗) dy∗ (4.29)Es muss hier 2y∗1 als obere Integrationsgrenze gewählt werden, da y∗1 der Abstand vonder Wand bis zum Mittelpunkt des Volumens ist. Somit ist 2y∗1 die gesamte Breite desKontrollvolumens.Da für T ∗(y∗) kein universelles Pro�l angegeben werden kann, wird das Integral für
Θ×(y×) gelöst

Θ×

m ≡ T ∗

w − T ∗

m

T ∗

c

=
1

2y×1

2y×
1∫

0

Θ×(y×) dy×. (4.30)Dieses Integral wird in den Berei
h der viskosen Unters
hi
ht (0 ≤ y× ≤ 2) und denBerei
h der Überlappungss
hi
ht (2 < y×) aufgespaltet. Bei dieser vereinfa
hten Aufspal-tung treten zwar Abwei
hungen im Berei
h der bu�er layer auf, die aber relativ geringsind. Eine Integration na
h Glei
hung (3.73) wäre zu aufwendig.
Θ×

m =
1

2y×1






2∫

0

y× dy× +

2y×
1∫

2

[
C ln(y×) +D

] dy× (4.31)
=

1

2y×1

(
C(2y×1 )

[
ln(2y×1 ) − 1

]
+D · (2y×1 ) − 1,598

) (4.32)



60 KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG DER WANDFUNKTIONENDie Konstante 1,598 ergibt si
h aus der Integration über die viskose Unters
hi
ht und istuniversell gültig.Die gesu
hte mittlere Temperatur im Kontrollvolumen kann jetzt aus Θ×

m bestimmtwerden
T ∗

m = T ∗

w − Θ×

mT
∗

c für die warme Wand, (4.33)
T ∗

m = T ∗

k + Θ×

mT
∗

c für die kalte Wand. (4.34)4.3.4 Randbedingungen für das TurbulenzmodellDie Randbedingung für die kinetis
he Energie der turbulenten S
hwankungsbewegung k∗wird von der erzwungenen Konvektion übernommen, wie sie z.B. in Wil
ox (1993) undFerziger & Peri¢ (1999) zu �nden ist:
k+(y∗1) =

1√
βk

⇒ k∗(y∗1) =
u∗2τ√
βk

(4.35)Die Randbedingung für ω∗ wird hingegen an die natürli
he Konvektion angepasst. Na
hGlei
hung (3.52) gilt
ν∗t =

ν∗σty
×

1

CPr
(4.36)und na
h dem k-ω-Modell gilt

ν∗t =
k∗

ω∗
. (4.37)Dur
h Verglei
h erhält man also einen Wert für ω∗ in der wandnä
hsten Zelle:

ω∗(y∗1) =
k∗(y∗1)CPr

ν∗σty
×

1

. (4.38)Hiermit ist si
hergestellt, dass die Wirbelviskosität ν∗t (und somit au
h die turbulenteTemperaturleitfähigkeit a∗t = ν∗t /σt) den ri
htigen Wert in der wandnä
hsten Zelle erhält.4.4 ErgebnisseIm folgenden werden die Ergebnisse, die mit der veränderten Version des CAFFA-Codeserzeugt wurden, mit den DNS-Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) vergli
hen. Eswerden hierzu sowohl die Pro�le als au
h die Wandgradienten zur Beurteilung herangezo-gen. Anhand von Turbulenzgröÿen soll die hier verwendete Turbulenzmodellierung dur
hModi�zieren der Randbedingungen (siehe Abs
hnitt 4.3.4) bewertet werden.Leider gibt es zusätzli
h zu den DNS-Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) nur sehrwenige Studien zur natürli
hen Konvektion an vertikalen Wänden, in denen Temperatur-und Ges
hwindigkeitspro�le zur Verfügung gestellt werden und in denen die Rayleigh-Zahl
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h genug ist. Zwar sind in der Arbeit von Tsuji & Nagano (1988a) sol
he Pro�le zu �n-den, die au
h zur Herleitung der universellen Pro�le in Kapitel 3 herangezogen wurden. Eshandelt si
h aber um eine vertikale beheizte Platte in einer ruhenden Umgebung, bei dersi
h zunä
hst an der Plattenvorderkante eine laminare Grenzs
hi
ht ausbildet, die na
heinem Transitionsprozess erst im oberen Teil der Platte turbulent wird. Diese Art der Strö-mung ist mit heutigen CFD-Programmen nur sehr s
hwer zu simulieren, da die Transitionni
ht ri
htig wiedergegeben werden kann. Somit konnten die Daten von Tsuji & Nagano(1988a) zwar benutzt werden, um die Konstanten in den universellen Pro�len na
h Glei-
hung (3.26) und (3.54) zu bestimmen, aber ni
ht, um CFD-Validierungsre
hnungen anihnen dur
hzuführen.Die Daten von z.B. Ampofo & Karayiannis (2003) können ebenfalls ni
ht benutzt wer-den, da die Rayleigh-Zahl aus asymptotis
her Si
ht zu klein ist und si
h no
h kein loga-rithmis
hes Temperaturpro�l ausgebildet hat, wie anhand von Abbildung 3.6 zu erkennenist.Für die Zukunft wäre es wüns
henswert, neue Ges
hwindigkeits- und Temperaturpro�lebei mögli
hst hohen Rayleigh-Zahlen zur Verfügung zu haben. Somit wäre man in derLage, die implementierten Wandfunktionen weiter zu validieren. Bisher ers
heint es jedo
hnur sinnvoll, die DNS-Datensätze von Versteegh & Nieuwstadt (1999) na
hzure
hnen.4.4.1 Verglei
h mit DNS-DatenAnalog zu den FLUENT-Re
hnungen wird der unendli
h ausgedehnte vertikale Kanal vonVersteegh & Nieuwstadt (1999) hier au
h als Kavität mit einem Seitenverhältnis von Γ =
40 simuliert. Die Rayleigh-Zahlen werden dur
h das Anpassen der �Erdbes
hleunigung�errei
ht. Die Pro�le und Gradienten werden auf halber Länge L∗/2 ausgewertet, da dieStrömung hier nahezu eindimensional ist.Es werden zwei vers
hiedene Gitterfeinheiten benutzt, 8 × 200 und 4 × 200. Es mussteeine relativ grobe Au�ösung entlang der Kanalhöhe h∗ von 8 bzw. 4 Zellen gewählt werden,da der Mittelpunkt der ersten Zelle jenseits des Ges
hwindigkeitsmaximums liegen muss,um die Wandfunktionen benutzen zu können. Bei einer feineren Gitterau�ösung würdeder wandnä
hste Punkt evt. s
hon innerhalb der viskosen Unters
hi
ht liegen und diegewählte Wandbehandlung wäre ni
ht mehr gültig.In Tabelle 4.3 sind die Ergebnisse des CAFFA-Codes für die vier Rayleigh-Zahlen vonVersteegh & Nieuwstadt (1999) angegeben. Es werden jeweils die ermittelten Gradientenmit den DNS-Daten für die beiden Gitterfeinheiten vergli
hen. Es ist zu erkennen, dassder relative Fehler im Temperaturgradienten zwis
hen −3,1 % < rT < 5,5 % und imGes
hwindigkeitsgradienten zwis
hen −13,4 % < ru < 3,6 % liegt. Im Verglei
h zu denFLUENT-Ergebnissen, die für Ra = 5,0 106 Fehler zwis
hen −70 % und 40 % aufwiesen,kann eine deutli
he Verbesserung der Genauigkeit festgestellt werden.Da die Wandfunktionen für den Grenzfall Ra → ∞ gültig sind, sollten die Ergebnissefür die hohen Rayleigh-Zahlen besser sein als für kleine Rayleigh-Zahlen. Dies ist au
h inTabelle 4.3 zu erkennen. Für Ra = 5,0 106 liegt der relative Fehler im Temperaturwand-gradienten (also au
h in der Wandwärmestromdi
hte) zwis
hen −0,7 % < rT < 1,8 %.Für Ra = 8,2 105 bewegt er si
h hingegen im Berei
h von −3,1 % < rT < 2,3 %. Einähnli
hes Verhalten ist au
h für die Ges
hwindigkeitswandgradienten festzustellen. Dies



62 KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG DER WANDFUNKTIONENTabelle 4.3: Wandgradienten, die mit dem modi�zierten CAFFA-Code ermittelt wurdenund der zugehörige Fehler im Verglei
h zu den DNS-Gradienten aus Tabelle 4.1.
Ra Gitter ∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

in
K

m
rT in %

∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

in
1

s
ru in %

5,0 106 8 × 200 6490,8 −0,68 134,59 +3,63
5,0 106 4 × 200 6654,5 +1,83 128,44 −1,10
2,0 106 8 × 200 4839,6 −1,53 65,03 +1,48
2,0 106 4 × 200 5032,8 +2,40 61,71 −3,70
8,2 105 8 × 200 3640,9 −3,06 31,69 −3,30
8,2 105 4 × 200 3840,8 +2,26 29,99 −8,48
5,4 105 8 × 200 3189,1 −0,67 22,50 −8,46
5,4 105 4 × 200 3386,8 +5,48 21,28 −13,42ist lei
ht na
hzuvollziehen, da die �Konstanten� C und D im logarithmis
hen Pro�l no
heine Abhängigkeit von der Rayleigh-Zahl aufwiesen (für kleine Rayleigh-Zahlen), hieraber die extrapolierten Werte C∞ und D∞ benutzt wurden, die für asymptotis
h groÿeRayleigh-Zahlen gültig sind. Es wurde darauf verzi
htet, die Rayleigh-Abhängigkeit von

C und D zu implementieren, da die Rayleigh-Zahl eine globale Gröÿe darstellt und so-mit ni
ht vom Code selbständig ermittelt werden kann. Es wäre stattdessen eine zusätz-li
he Benutzereingabe notwendig. Dieses Vorgehen ist analog zur Implementierung deslogarithmis
hen Wandgesetzes, bei dem man für kleine Reynolds-Zahlen ebenfalls eineAbhängigkeit B+(Re) feststellt, die aber ni
ht weiter berü
ksi
htigt wird.Die Abbildung 4.7 zeigt bere
hnete Temperatur- und Ges
hwindigkeitspro�le für Ra =
5,0 106 (oben) bzw. Ra = 5,4 105 (unten) zusammen mit den DNS-Pro�len. Es ist zuerkennen, dass für beide Gitterfeinheiten die Übereinstimmung gut ist, wie s
hon anhandvon Tabelle 4.3 deutli
h wurde. Das Ges
hwindigkeitsmaximum kann bei Verwendungdes feinen Gitters (zumindest für Ra = 5,0 106) sehr gut wiedergegeben werden. Dies istebenfalls eine deutli
he Verbesserung gegenüber den FLUENT-Pro�len aus Abbildung4.2, die das Ges
hwindigkeitsmaximum deutli
h übers
hätzten.4.4.2 Verglei
h von TurbulenzgröÿenBisher wurden die Temperatur- und Ges
hwindigkeitspro�le aus den CAFFA-Simulationenmit DNS-Daten vergli
hen, wobei eine gute Übereinstimmung festgestellt werden konnte.In diesem Abs
hnitt sollen nun au
h Turbulenzgröÿen betra
htet werden, da im Abs
hnitt4.2 gezeigt wurde, dass vor allem die k∗-Glei
hung Probleme bereitet.In Abbildung 4.8 ist die kinetis
he Energie der turbulenten S
hwankungsbewegung k∗für Ra = 5,0 106 sowohl aus den DNS-Daten als au
h aus CAFFA-Ergebnissen für das
8× 200 Gitter dargestellt. Beide Verläufe von k∗ zeigen einen ähnli
hen Trend mit einemMaximum in der Kanalmitte bei h∗/2. Die Übereinstimmung ist allerdings nur qualitativerNatur und die Pro�le wei
hen deutli
h voneinander ab. So ist z.B. das Maximum von k∗
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64 KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG DER WANDFUNKTIONENaus den CAFFA-Ergebnissen um 
a. 25 % zu klein. Dies ist au
h zu erwarten, da dieBilanzglei
hung für k∗ ni
ht an die natürli
he Konvektion angepasst ist.Abbildung 4.9 zeigt den Verlauf der entdimensionierten turbulenten Temperaturleitfä-higkeit a∗t/a∗. Hier ist die Übereinstimmung zwis
hen DNS- und CAFFA-Werten deutli
hbesser als für k∗. Dies wird dur
h das Anpassen der ω∗ Randbedingung na
h Glei
hung(4.38) errei
ht. Dur
h die neu gewählte Randbedingung wird si
hergestellt, dass a∗t bzw. ν∗tin der wandnä
hsten Zelle einen Wert zugewiesen bekommen, der (näherungsweise) ri
h-tig ist. Somit werden die Gröÿen, die die Auswirkung der Turbulenz in den Glei
hungenrepräsentieren (also a∗t bzw. ν∗t ), ausrei
hend genau bere
hnet, obwohl k∗ und ω∗ einenVerlauf aufweisen, der ni
ht zu den DNS-Daten passt.Solange als Ergebnis von CFD-Simulationen nur das Temperatur- und Ges
hwindig-keitsfeld von Interesse ist und ni
ht die Pro�le von k∗ und ω∗, kann das hier gezeigteVorgehen zur Simulation von natürli
her Konvektion benutzt werden. Sind aber k∗ und
ω∗ zur Lösung eines Problems notwendig, wie z.B. zur Analyse von Entropieerzeugung(siehe Ko
k & Herwig (2005)), so ist das hier gezeigte Vorgehen ni
ht mehr anwendbar. Esmüsste dann ein neues Turbulenzmodell entwi
kelt werden oder evt. auf Reynolds stressmodels umgestiegen werden.Es sei aber darauf hingewiesen, dass das hier aufgezeigte Problem ni
ht nur im Fall dernatürli
hen Konvektion auftritt, sondern au
h für die erzwungene Konvektion bekanntist. So wurde beispielsweise in einer Studie von Mo
ikat et al. (2003) mit Hilfe eines 3DLaser-Doppler-Anemometers eine Innenraumströmung in einer Kavität mit Einbautenuntersu
ht. Hierbei wurden sowohl die Ges
hwindigkeit als au
h die turbulenten Fluk-tuationen gemessen. Ein ans
hlieÿender Verglei
h mit CFD-Re
hnungen ergab, dass dasGes
hwindigkeitsfeld sehr gut wiedergegeben werden kann. Allerdings zeigten z.B. die Pro-�le für k∗ Abwei
hungen von mehr als 100 %. Somit sind die Standard-Turbulenzmodelleni
ht in der Lage, für erzwungene Konvektion die Turbulenzgröÿen ri
htig wiederzugeben.3In der Arbeit von Menter (1994), in der das heute weit verbreitete SST-Modell (shearstress transport model) eingeführt wurde, �ndet man zu diesem Thema:�A number of k-εmodels with di�erent damping fun
tions have been testedfor a signi�
ant number of �ows, with the 
on
lusion that the spe
i�
 form ofthe damping fun
tions has little to no e�e
t on the predi
ted velo
ity pro�lesand the skin fri
tion of high-Reynolds-number �ows. It should not be forgotten,that the main (and often the only) information the mean �ow solver gets fromthe turbulen
e model is the eddy vis
osity. It is not 
lear why �tting the DNSdata for k and ε should lead to an improved eddy-vis
osity distribution. In theend, the agreement with DNS data might only be a matter of interpretation.�Somit handelt es si
h bei den Abwei
hungen der Turbulenzgröÿen k∗ und ω∗ ni
ht umein Problem, dass auss
hlieÿli
h für die natürli
he Konvektion auftritt, sondern um einallgemeines Problem der Turbulenzmodellierung bei Verwendung des Wirbelviskositäts-ansatzes, das häu�g in Kauf genommen wird.3Obwohl diese Probleme für die erzwungene Konvektion bekannt sind, werden in der Praxis weiterhindie Standard-Turbulenzmodelle benutzt, da sie ein Optimum aus Genauigkeit der Ergebnisse, Robust-heit und Re
henzeit darstellen. Es gibt zur Zeit kaum Bestrebungen, auf z.B. Reynolds stress modelsumzusteigen, nur weil die Turbulenzgröÿen ni
ht ri
htig wiedergegeben werden.
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Kapitel 5Rayleigh-Bénard KonvektionIn diesem Kapitel soll die Rayleigh-Bénard Konvektion vorgestellt und unter asympto-tis
hen Gesi
htspunkten analysiert werden. Der prinzipielle Aufbau ist in Abbildung 5.1dargestellt. Es be�ndet si
h ein Fluid zwis
hen zwei unendli
h ausgedehnten parallelen,horizontalen Platten, wobei die untere Platte eine höhere Temperatur (T ∗

w) besitzt als dieobere Platte (T ∗

k ). Aufgrund des si
h einstellenden Temperaturpro�ls tritt im Fluid eineinstabile S
hi
htung auf, d.h. Fluidvolumen mit hoher Di
hte be�nden si
h oberhalb vonVolumen mit niedriger Di
hte.
T ∗

beheizte Wand (T ∗

w)

h∗

gekühlte Wand (T ∗

k )

~g∗

x∗

y∗

Abbildung 5.1: Prinzipieller Aufbau der Rayleigh-Bénard-KonvektionDie Rayleigh-Bénard Konvektion kann ebenfalls dur
h die Rayleigh-Zahl Ra 
harak-terisiert werden, die s
hon zur Bes
hreibung der natürli
hen Konvektion an vertikalenWänden benutzt wurde
Ra ≡ g∗β∗∆T ∗h∗3

a∗ν∗
. (5.1)Übers
hreitet die Rayleigh-Zahl einen bestimmten Wert (Rakrit > 1708, vgl. Drazin(2002)), so können zufällig auftretende Störungen ni
ht mehr dur
h molekulare Ausglei
hs-prozesse gedämpft werden und es setzt eine Strömung ein, siehe z.B. Herwig (2004).Bei einem weiteren Erhöhen der Rayleigh-Zahl wird die Strömung s
hlieÿli
h turbulent67



68 KAPITEL 5. RAYLEIGH-BÉNARD KONVEKTION(Ra & 105). Für den turbulenten Fall zeigt das Temperaturpro�l einen qualitativen Ver-lauf, wie er in Abbildung 5.1 eingezei
hnet ist. An der Wand gibt es einen hohen Gradien-ten, da hier der Energietransport auss
hlieÿli
h dur
h Wärmeleitung erfolgt. In der Kern-s
hi
ht ist der Gradient �a
her, da der Energietransport hier dur
h turbulenten Transportdominiert wird.Im Fall der Rayleigh-Bénard-Konvektion ist man meist am übertragenen Wärmestrombzw. an der Nuÿelt-Zahl Nu interessiert, da diese messte
hnis
h relativ einfa
h zu ermit-teln ist
Nu ≡

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· h∗

∆T ∗
. (5.2)Eine Dimensionsanalyse zeigt, dass die Nuÿelt-Zahl nur von der Rayleigh-Zahl und derPrandtl-Zahl abhängt, also Nu = f(Ra,Pr). Da in Experimenten die ideale Rayleigh-Bénard Konvektion mit unendli
h ausgedehnten Platten ni
ht umgesetzt werden kann,kommt no
h das sogenannte Seitenverhältnis (aspe
t ratio) Γ ≡ D∗/h∗ als Ein�ussgröÿehinzu, wobei D∗ den Dur
hmesser der Konvektionszelle angibt

Nu = f(Ra,Pr,Γ). (5.3)Trotz der sehr einfa
hen Geometrie der Rayleigh-Bénard Konvektion und einer inten-siven experimentellen und numeris
hen Untersu
hung in den letzten Jahrzehnten gibt eskeine allgemein anerkannte Theorie zur Bes
hreibung des Wärmeübergangs. Es ist z.B. im-mer no
h ni
ht geklärt, ob ein einfa
hes Potenzgesetz ausrei
ht, um den Zusammenhang
Nu = f(Ra,Pr,Γ) zu bes
hreiben, oder ob eine komplexere Funktion notwendig ist.In einer frühen Arbeit von Priestley (1954) wurde angenommen, dass für hohe Rayleigh-Zahlen der übertragene Wärmestrom unabhängig vom Plattenabstand h∗ ist. Dies istglei
hbedeutend mit

Nu ∼ Ra1/3 ⇔
∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· h∗

∆T ∗
∼
(
g∗β∗∆T ∗

a∗ν∗

)1/3

h∗, (5.4)wobei der Plattenabstand h∗ gekürzt werden kann. Dies wurde zunä
hst dur
h vers
hie-dene Messungen wie z.B. von Goldstein & Tokuda (1980) bestätigt.Castaing et al. (1989) führten Experimente über einen groÿen Rayleigh-Zahlenberei
hmit verbesserter Genauigkeit im Verglei
h zu früheren Messungen dur
h und erhielten
Nu = 0,23 ·Ra0,282 bei Pr ≈ 1. Aufgrund der neuen Ergebnisse leiteten sie theoretis
h einPotenzgesetz her, das einen Exponenten von 2/7 = 0,286 lieferte, was gut zu den neu-en Messdaten passte. Shraiman & Siggia (1990) fanden basierend auf Grenzs
hi
htüber-legungen eine alternative Herleitung für das 2/7-Potenzgesetz. Wu & Lib
haber (1992)bestimmten anhand von Experimenten Nu = 0,146 · Ra0,286 und Kerr (1996) erhielt auf-grund von DNS-Re
hnungen Nu = 0,186 ·Ra0,276. Aufgrund der Vielzahl der Studien, dieeine Übereinstimmung feststellten, s
hien das 2/7-Potenzgesetz gesi
hert.Grossmann & Lohse (2000) entwi
kelten eine Theorie, die von der Dissipation in derGrenzs
hi
ht und im Kernberei
h der Strömung ausgeht. Es konnten vers
hiedene Regi-mes identi�ziert werden, für die eigene Potenzgesetze gelten. Um eine Nuÿelt-Beziehung



5.1. TEMPERATURPROFIL 69für eine konkrete Messung zu erhalten, müssen die entspre
henden Regimes in einemRayleigh-Prandtl-Phasendiagramm aufgesu
ht werden und die Nuÿelt-Beziehung ist danndie Superposition der Potenzgesetze in den beteiligten Berei
hen. Xu et al. (2000) fandenz.B. eine gute Übereinstimmung zwis
hen den erhaltenen experimentellen Daten und derneuen Theorie. In Grossmann & Lohse (2001) ist eine Erweiterung der Theorie für groÿePrandtl-Zahlen angegeben.Niemela et al. (2000) führten Experimente für 106 ≤ Ra ≤ 1017 und Pr ≈ 1 dur
hund erhielten Nu = 0,124 · Ra0,309. Hierbei liegt der Exponent zwis
hen den theoretis
hbegründeten Werten 1/3 und 2/7, was mit den vorhandenen Theorien ni
ht zu erklä-ren ist. Die Theorie von Grossmann & Lohse (2000) ist ebenfalls ni
ht in der Lage, dieneuen Messdaten gut wiederzugeben. Niemela et al. (2000) weisen zusätzli
h darauf hin,dass die Kenntnis der Sto�werte wi
htig für die Auswertung ist. Sie werteten die Datenvon Wu & Lib
haber (1992) mit Sto�daten von verbesserter Genauigkeit erneut aus underhielten Nu = 0,146 · Ra0,299.Ahlers (2001) und Verzi

o (2002) untersu
hten den Ein�uss von Wärmeleitung in derWand auf die Nuÿelt-Zahl. Sie stellten fest, dass die Wärmeleitung weder verna
hlässigtno
h dadur
h korrigiert werden kann, dass man den Wärmestrom des evakuierten Aufbausheranzieht. Ahlers (2001) s
hlug eine Korrektur für vers
hiedene Wandmaterialien vor. Erwertete z.B. die Daten von Niemela et al. (2000) unter Berü
ksi
htigung der Korrekturaus und erhielt Nu ∼ Ra0,318.In aktuellen Experimenten, z.B. von Ashkenazi & Steinberg (1999), Chavanne et al.(2001), Nikolaenko & Ahlers (2003), Niemela & Sreenivasan (2003) sowie Ro
he et al.(2004) wurde si
hergestellt, dass der Wärmetransport dur
h die Wand aufgrund einesveränderten Aufbaus verna
hlässigt werden kann oder dass er dur
h einen analytis
henAnsatz hinrei
hend korrigiert werden kann. Diese Daten zusammen mit DNS-Ergebnissen,bei denen Wärmeleitung in Wänden prinzipiell ausges
hlossen werden kann, dienen alsReferenz zur Anpassung von Konstanten.Im Gegensatz zu bisherigen Studien zur Rayleigh-Bénard Konvektion soll in dieser Ar-beit zunä
hst versu
ht werden, eine universelle Bes
hreibung des Temperaturpro�l zu�nden. Dies wird über ein Anpassen der Gradienten errei
ht, das si
h s
hon für die natür-li
he Konvektion an vertikalen Wänden bewährt hat, siehe Kapitel 3. Das Temperatur-pro�l kann ans
hlieÿend relativ einfa
h in eine Nuÿelt-Beziehung umges
hrieben werden.Somit kann eine neue Nuÿelt-Beziehung angegeben werden, deren Struktur theoretis
hgut begründet ist. Die im na
hfolgenden aufgezeigten Überlegungen wurden bereits inHölling & Herwig (2006) verö�entli
ht.5.1 Temperaturpro�lAusgangspunkt für die asymptotis
he Analyse des Temperaturpro�ls ist die Rayleigh-Bénard Konvektion zwis
hen zwei unendli
h ausgedehnten Platten na
h Abbildung 5.1,wie sie z.B. numeris
h von Grötzba
h (1990), Wörner (1994)1, Kerr (1996) und Hartlep(2004) für Pr = 0,71 untersu
ht wurde. Aufgrund der unendli
h ausgedehnten Platten1Die Daten von Grötzba
h (1990) und Wörner (1994) sind auf der homepage des Instituts für Reak-torsi
herheit (Fors
hungszentrum Karlsruhe) abrufbar: http://hikwww4.fzk.de/irs/irs3/
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hwinden die lokalen zeitgemittelten Ges
hwindigkeiten (also u∗ = v∗ = w∗ = 0). Esmuss also ledigli
h ein Ausdru
k für das Temperaturpro�l gefunden werden. Die na
hfol-gende Herleitung ist den Überlegungen zur natürli
hen Konvektion an vertikalen Wändenaus Kapitel 3 sehr ähnli
h.Unter der Annahmen von vers
hwindenden zeitgemittelten Ges
hwindigkeiten und kei-nen Gradienten entlang der Platten aufgrund der unendli
hen Abmessungen (also ∂(. . .)
/∂x∗ = 0) vereinfa
ht si
h die Energieglei
hung (2.8) zu

0 =
∂

∂y∗

[

a∗
∂T ∗

∂y∗
− v∗′T ∗′

]

⇒ a∗
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

= a∗
∂T ∗

∂y∗
− v∗′T ∗′. (5.5)O�ensi
htli
h ist die Gröÿe a∗·∂T ∗/∂y∗|w 
harakteristis
h für die Rayleigh-Bénard Konvek-tion, da a∗ · ∂T ∗/∂y∗ − v∗′T ∗′ (was prinzipiell dem insgesamt übertragenen Wärmestromentspri
ht) konstant ist für alle 0 ≤ y∗ ≤ h∗ und glei
h a∗ · ∂T ∗/∂y∗|w. Somit kann eineBezugstemperatur mit dem Temperaturgradienten an der Wand gebildet werden, also

T ∗

rbc ≡
(

a∗ν∗

g∗β∗

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

3

w

)1/4

. (5.6)Im Unters
hied zu Glei
hung (3.7) aus Kapitel 3 wurde hier ni
ht a∗2 sondern a∗ν∗ ge-wählt. Diese Wahl der Bezugstemperatur erweist si
h im folgenden als günstig, um einevermeintli
he Prandtl-Zahl-Abhängigkeit der Nuÿelt-Zahl-Beziehung zu vermeiden, siehedazu au
h Abs
hnitt 5.2. Um den Unters
hied deutli
h zu ma
hen, wird die Bezugs-temperatur mit dem Index rbc für Rayleigh-Bénard 
onve
tion gekennzei
hnet.Mit Hilfe der Bezugstemperatur T ∗

rbc na
h Glei
hung (5.6) kann die dimensionslose Tem-peraturdi�erenz Θ×

rbc eingeführt werden, die hier ohne Bes
hränkung der Allgemeinheitfür die heiÿe Wand angegeben wird
Θ×

rbc ≡
T ∗

w − T ∗

T ∗

rbc

. (5.7)Die Rayleigh-Bénard-Konvektion weist ebenfalls eine Zwei-S
hi
hten-Struktur auf, beider eine Wands
hi
ht mit molekularem und turbulentem Wärmetransport und eine Kern-s
hi
ht mit auss
hlieÿli
h turbulentem Wärmetransport auftritt, siehe Abbildung 5.2. Eingeeignetes Maÿ für die Di
ke δ∗rbc der Wands
hi
ht ist
δ∗rbc ≡

T ∗

rbc

|∂T ∗/∂y∗|w
, (5.8)wobei hier gilt

lim
Ra→∞

δ∗rbc
h∗

= 0. (5.9)
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y∗ Wands
hi
ht (y → y×rbc)
Kerns
hi
ht (y∗ → η)

viskose Unters
hi
ht
~g∗

x∗

Überlappungs-s
hi
ht (y∗ → ŷrbc)
beheizte Wand, T ∗

wAbbildung 5.2: Zwei-S
hi
hten-Struktur in der Nähe der beheizten Wand. Unmittelbaran der Wand existiert eine viskose Unters
hi
ht, in der nur Wärmeleitung statt�ndet.Die viskose Unters
hi
ht ist ein Teil der Wands
hi
ht, in der molekularer und turbulen-ter Energietransport auftreten. Die Wands
hi
ht besitzt keine s
harfe Abgrenzung zurKerns
hi
ht, in der nur turbulenter Transport von Bedeutung ist. Es gibt vielmehr eineÜberlappungss
hi
ht, in der sowohl y×rbc als au
h η gültig sind.Somit tritt für Ra → ∞ eine Singularität an der Wand auf2. Um trotz der Singularitäteine sinnvolle Bes
hreibung des Wandabstands zu behalten, wird der entdimensionierteWandabstand y×rbc eingeführt
y×rbc ≡

y∗

δ∗rbc
=

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y∗

T ∗

rbc

, (5.10)so dass für alle Werte von y∗ innerhalb der Wands
hi
ht gilt
lim

Ra→∞

y∗

δ∗rbc
= O(1). (5.11)Der Wandabstand in der Kerns
hi
ht wird mit h∗ entdimensioniert und ist somit η ≡

y∗/h∗. Hier kann y×rbc aus der Wands
hi
ht ni
ht benutzt werden, weil z.B. für y∗ = h∗/2folgt
lim

Ra→∞

(∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· h
∗/2

T ∗

rbc

)

→ ∞. (5.12)2T ∗(y∗ = 0) = T ∗

w, aber limδ∗→0 T ∗(y∗ = δ∗) = T ∗

w − ∆T ∗/2, wobei T ∗

w die Temperatur direkt an derwarmen Wand ist (y∗ = 0) und ∆T ∗ = T ∗

w − T ∗

k
.
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hi
htDie Wand- und die Kerns
hi
ht sind ni
ht klar voneinander abgegrenzt, sondern überlap-pen si
h. Somit sind in dieser Überlappungss
hi
ht beide Wandabstände, also y×rbc und η,gültig. Das Temperaturpro�l erhält man nun, indem man, wie s
hon in Kapitel 3 für dievertikale Wand, eine Zwis
henkoordinate3 ŷrbc einführt
ŷrbc =

y∗

h∗(1−α)δ∗αrbc
. (5.13)In dieser Zwis
henkoordinate werden nun die Gradienten angepasst. Als Anpassungsvor-s
hrift gilt, siehe z.B. S
hli
hting & Gersten (2000):

∂Θ×

rbc

∂ŷrbc
= lim

y×rbc→∞

∂Θ×

rbc(y
×

rbc)

∂y×rbc

∂y×rbc
∂ŷrbc

= lim
y×rbc→∞

h∗(1−α)δ∗αrbc
δ∗rbc

· ∂Θ×

rbc(y
×

rbc)

∂y×rbc
(5.14)

∂Θ×

rbc

∂ŷrbc
= lim

η→0

∂Θ×

rbc(η)

∂η

∂η

∂ŷrbc
= lim

η→0

h∗(1−α)δ∗αrbc
h∗

· ∂Θ×

rbc(η)

∂η
. (5.15)Multiplikation von Glei
hung (5.14) und (5.15) mit y∗ und Glei
hsetzen führt auf

lim
y×rbc→∞

y×rbc
∂Θ×

rbc(y
×

rbc)

∂y×rbc
= lim

η→0
η
∂Θ×

rbc(η)

∂η
. (5.16)Allgemein kann Glei
hung (5.16) nur erfüllt werden, wenn beide Seiten glei
h einer Kon-stanten G sind, also

lim
y×rbc→∞

∂Θ×

rbc(y
×

rbc)

∂y×rbc
=

G

y×rbc
. (5.17)Na
h Integration über die Wands
hi
ht erhält man also

lim
y×rbc→∞

Θ×

rbc = G ln(y×rbc) +H. (5.18)Dies ist die asymptotis
he Struktur des Temperaturpro�ls für die Rayleigh-Bénard Konvek-tion, das in der Überlappungss
hi
ht gültig ist.3Es gilt erneut, dass 0 ≤ α ≤ 1 und somit η ≤ ŷrbc ≤ y×

rbc
ist.



5.1. TEMPERATURPROFIL 735.1.2 Viskose Unters
hi
htFür den Berei
h direkt an der Wand (viskose Unters
hi
ht, siehe Abbildung 5.2) kann dasTemperaturpro�l analytis
h bestimmt werden. Dur
h die Wand werden die turbulentenS
hwankungen fast vollständig gedämpft und es gilt −v∗′T ∗′ = 0. Es existiert also eineviskose Unters
hi
ht, in der nur Wärmeleitung auftritt, und die Bestandteil der Wand-s
hi
ht ist. Integration der vereinfa
hten Energieglei
hung (∂2T ∗/∂y∗2 = 0) für die viskoseUnters
hi
ht liefert:
T ∗

w − T ∗ =

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y∗, (5.19)oder in entdimensionierter Form
T ∗

w − T ∗

T ∗

rbc

=

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y∗

T ∗

rbc

⇒ Θ×

rbc = y×rbc. (5.20)5.1.3 Verglei
h mit MessdatenExperimentelle und numeris
he (DNS) Datensätze können benutzt werden, um die Struk-tur von Glei
hung (5.18) zu überprüfen und die no
h unbekannten Konstanten G und Hzu ermitteln. Leider sind in der Literatur nur wenige Temperaturpro�le zu �nden, obwohlzahlrei
he Experimente zur Bestimmung von Nuÿelt-Zahlen dur
hgeführt wurden. Zusätz-li
h bes
hränkt si
h der Berei
h, in dem diese Temperaturpro�le gemessen wurden, aufrelativ kleine Rayleigh-Zahlen (Ra ≤ 1010). Chavanne et al. (2001) geben eine Übersi
htüber Rayleigh-Bénard Experimente der letzten Zeit. In Abs
hnitt 5.3 wird das Tempera-turpro�l mit zusätzli
hen Daten vergli
hen, die ers
hienen sind, na
hdem die Konstanten
G und H bereits in Hölling & Herwig (2006) ermittelt wurden. Mit diesen Daten ist somiteine a posteriori Überprüfung mögli
h.Tabelle 5.1 gibt Studien an, in denen Temperaturpro�le zur Verfügung gestellt werden.Hierbei handelt es si
h sowohl um experimentelle als au
h um DNS-Daten. Diese Tem-peraturpro�le werden nun benutzt, um das asymptotis
he Pro�l na
h Glei
hung (5.18)zu validieren. Die Datensätze sind in Abbildung 5.3 (DNS-Daten) und Abbildung 5.4(Messdaten) in ihrer dimensionslosen Form angegeben, also in Θ×

rbc und y×rbc.Tabelle 5.1: Studien, in denen DNS-Daten oder gemessene Temperaturpro�le zur Ver-fügung gestellt werden, anhand der die Konstanten G und H ermittelt werden.Studie Ra Pr Art NuKerr (1996) 2,0 107 0,7 DNS 0,186 · Ra0,276Grötzba
h (1990) 3,81 105 0,7 DNS -Wörner (1994) 6,3 105 0,7 DNS -Hartlep (2004) 106 ÷ 107 0,7 DNS 0,175 · Ra0,278Chu & Goldstein (1973) 9,34 106 ÷ 1,86 107 5,0 Exp. 0,183 · Ra0,278Du & Tong (2000) 1,5 109 5,4 Exp. 0,17 · Ra0,29
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Abbildung 5.3: Entdimensionierte DNS-Temperaturpro�le für Pr = 0,7 aus vers
hiede-nen Studien: Grötzba
h (1990) für Ra = 3,81 105 (△), Wörner (1994) für Ra = 6,3 105(▽), Hartlep (2004) für Ra = 106 (⋄) und Ra = 107 (◦), Kerr (1996) für Ra = 2,0 107 (�).Zur Erhöhung der Übersi
htli
htkeit wurden die einzelnen Pro�le um jeweils 1,5 Einheitenvers
hoben.
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Abbildung 5.4: Entdimensionierte Temperaturpro�le aus Messdaten für Pr ≈ 5 ausvers
hiedenen Studien: Chu & Goldstein (1973) für Ra = 5,88 106 (△), für Ra = 9,34 106(�) und für Ra = 1,86 107 (◦), Du & Tong (2000) für Ra = 1,5 109 (⋄). Zur Erhöhung derÜbersi
htli
htkeit wurden die einzelnen Pro�le um jeweils 1,5 Einheiten vers
hoben.



5.1. TEMPERATURPROFIL 75Die Übereinstimmung der Pro�le mit dem linearen Verlauf in der viskosen Unters
hi
htist sehr gut4. Darüberhinaus können in der Überlappungss
hi
ht alle Temperaturpro�lean ein logarithmis
hes Pro�l mit der einheitli
hen Steigung G = 0,1 angepasst werden.Allerdings weist H eine Abhängigkeit von der Rayleigh-Zahl auf. Diese Abhängigkeit isto�ensi
htli
h ein E�ekt von asymptotis
h zu kleinen Rayleigh-Zahlen, d.h. dass die vorlie-genden Temperaturpro�le bei Rayleigh-Zahlen aufgenommen wurden, die aus asympto-tis
her Si
ht ni
ht groÿ genug sind, um Glei
hung (5.18) für Ra → ∞ zu genügen. Dieindividuellen Werte von H der einzelnen Temperaturpro�le sind in den Abbildungen 5.3und 5.4 explizit angegeben.Um nun den asymptotis
hen Wert von H∞ für Ra → ∞ aus den Daten für endli
heRayleigh-Zahlen zu ermitteln, wird na
h Abbildung 5.5 H mit der Rayleigh-Zahl Ra wiefolgt korreliert
H = 3,43 − 14,94

Ra0,25 (5.21)und man erhält H∞ = 3,43.
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Ra1/4Abbildung 5.5: Auftragung von H über Ra−1/4 und Bestimmung des aymptotis
henGrenzwertes H∞ für Ra → ∞. Es wurden die DNS-Daten aus Abbildung 5.3 für Pr = 0,7(◦) und die Messdaten aus Abbildung 5.4 für Pr ≈ 5 (�) verwendet.Für asymptotis
h groÿe Rayleigh-Zahlen (Ra → ∞) ergibt si
h somit folgendes univer-selles Temperaturpro�l
Θ× = 0,1 · ln(y×) + 3,43. (5.22)4Für eine Abs
hätzung der Di
ke der viskosen Unters
hi
ht siehe Anhang D



76 KAPITEL 5. RAYLEIGH-BÉNARD KONVEKTIONFalls eine Prandtl-Zahl-Abhängigkeit der Tempeaturpro�le vorliegen sollte, so ist diesenur s
hwa
h ausgeprägt, da die vorliegenden Daten einen Prandtl-Zahlen-Berei
h von
0,71 ≤ Pr ≤ 5,4 abde
ken und kein Ein�uss zu erkennen ist.5.1.4 BlendingIn Abs
hnitt 3.5 wurden für die natürli
he Konvektion an vertikalen Wänden Pro�leangegeben, die die Messdaten von der viskosen Unters
hi
ht bis zur Überlappungss
hi
htbes
hreiben (siehe die Glei
hungen (3.73) und (3.74)). Dieses Vorgehen kann au
h für dasTemperaturpro�l der Rayleigh-Bénard Konvektion verwendet werden. Es wird ein blendingbenutzt, das einen glatten Übergang des linearen Pro�ls in der viskosen Unters
hi
ht indas logarithmis
he Pro�l der Überlappungss
hi
ht ermögli
ht

Θ×

rbc(y
×

rbc) ≡
(

1

Θ× 3
rbc, visc

+
1

Θ× 3
rbc, log

)
−1/3

. (5.23)Hierbei bezei
hnet Θ×

rbc, visc das lineare Temperaturpro�l Θ×

rbc = y×rbc na
h Glei
hung (5.20)und Θ×

rbc, log das logarithmis
he Temperaturpro�l in der Überlappungss
hi
ht na
h Glei-
hung (5.18).In Abbildung 5.6 wird ein dur
h blending ermitteltes Temperaturpro�l mit den DNS-Daten von Hartlep (2004) für Ra = 106 vergli
hen. Es ist zu erkennen, dass die Tempe-raturdaten mit dem Pro�l na
h Glei
hung (5.23) im gesamten Berei
h von der Wand biszur Kerns
hi
ht sehr gut wiedergegeben werden können.5.2 Nuÿelt-Rayleigh BeziehungIm vorausgegangenen Abs
hnitt wurde ausgehend von einer asymptotis
hen Analyse einuniverselles Temperaturpro�l hergeleitet. Nimmt man nun an, dass das logarithmis
hePro�l bis zur Zellmitte (y∗ = h∗/2) gültig ist, wie anhand der gezeigten Temperaturpro-�le in den Abbildungen 5.3 und 5.4 zu vermuten ist, so kann Glei
hung (5.18) in eineNuÿelt-Rayleigh-Beziehung umges
hrieben werden. Hierbei kann ausgenutzt werden, dassbei halbem Plattenabstand, also y∗ = h∗/2, aus Symmetriegründen die halbe Tempe-raturdi�erenz ∆T ∗/2 vorliegt. Dur
h Einsetzen in Glei
hung (5.18) und Verwenden derDe�nitionen von Θ×

rbc und y×rbc erhält man
∆T ∗/2

T ∗

rbc

= G · ln
(∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· h
∗/2

T ∗

rbc

)

+H. (5.24)Benutzt man nun zusätzli
h no
h die De�nition von T ∗

rbc, so kann man das universelleTemperaturpro�l mit Hilfe der dimensionslosen Kennzahlen Ra und Nu ausdrü
ken
Nu =

Ra1/3

[
G

2
ln

(
1

16
· Ra · Nu

)

+ 2 ·H
]4/3

, (5.25)
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Abbildung 5.6: Verglei
h der DNS-Daten von Hartlep (2004) für Ra = 106 mit demblending-Pro�l ( ) na
h Glei
hung (5.23). Zusätzli
h ist das Pro�l Θ×

rbc, visc der viskosenUnters
hi
ht (· · ·) und das logarithmis
he Pro�l Θ×

rbc, log der Überlappungss
hi
ht (−−−)dargestellt.mit G = 0,1 und H = 3,43 − 14,94 · Ra−1/4 na
h Glei
hung (5.21) oder H = H∞ = 3,43als asymptotis
he Lösung für Ra → ∞.Die Nuÿelt-Beziehung na
h Glei
hung (5.25) kann für Pr & 0,5 benutzt werden, daz.B. na
h Ro
he et al. (2004) und Ahlers & Xu (2001) in diesem Berei
h der Ein�uss derPrandtl-Zahl verna
hlässigbar ist oder zumindest in der Gröÿenordnung der Messunsi-
herheiten liegt. Verzi

o & Camussi (1999) zeigten in einer DNS-Studie, dass sogar für
Pr & 0,35 kein Prandtl-Zahl-Ein�uss vorliegt.5.2.1 Explizite NäherungslösungBei der Nuÿelt-Beziehung na
h Glei
hung (5.25) handelt es si
h um eine implizite Funkti-on, d.h. die Nuÿelt-Zahl kann ni
ht direkt bestimmt werden, sondern ist dur
h eine Itera-tion zu ermitteln. Dies ist mit Hilfe heutiger Mathematik-Programme (wie z.B. MAPLE)kein Problem, aber es würde die Handhabbarkeit deutli
h erhöhen, wenn eine expliziteNäherungslösung zur Verfügung stünde.Um eine explizite Nuÿelt-Korrelation zu erhalten, kann ausgenutzt werden, dass si
h derLogarithmus nur sehr s
hwa
h mit seinem Argument verändert. Somit kann für die Nuÿelt-Zahl im Term �ln(Ra·Nu/16)� eine Näherung eingesetzt werden, ohne dass hierdur
h groÿeFehler zu erwarten wären. Diese Näherung wird bestimmt, indem die implizite Nuÿelt-



78 KAPITEL 5. RAYLEIGH-BÉNARD KONVEKTIONBeziehung für Ra → ∞ dur
h ein Polynom approximiert wird. Man erhält hierfür
Nu = 0,078 · Ra0,323. (5.26)Somit kann der Term, der den Logarithmus enthält, umges
hrieben werden zu
ln

(
1

16
· Ra · Nu

)

≈ ln

(
0,078

16
· Ra1,323

)

. (5.27)Die explizite Nuÿelt-Beziehung hat nun die folgende Form:
Nu =

Ra1/3

[
G

2
ln

(
0,078

16
· Ra1,323

)

+ 2 ·H
]4/3

(5.28)
G = 0,1 (5.29)
H = 3,43 − 14,94

Ra1/4
(5.30)Tabelle 5.2 gibt Werte der Nuÿelt-Zahl na
h der impliziten Beziehung (5.25) und na
h derexpliziten Näherungslösung (5.28) für einen Rayleigh-Zahlenberei
h von 105 ≤ Ra ≤ 1015wieder. Zusätzli
h wird der relative Fehler r in Prozent zwis
hen der impliziten und derexpliziten Nuÿelt-Zahl angegeben. Da dieser im betra
hteten Berei
h kleiner als±0,2% ist,kann Glei
hung (5.28) als sehr gute Näherung betra
htet werden, die deutli
h einfa
herzu handhaben ist.Tabelle 5.2: Verglei
h der Nuÿelt-Zahlen na
h der impliziten Beziehung na
h Glei
hung(5.25) und der expliziten Beziehung na
h Glei
hung (5.28), hier mit Nuexpl bezei
hnet.Zusätzli
h ist der relative Fehler r = (Nuexpl − Nu)/Nu in Prozent angegeben.Ra Nu Nuexpl r in %

105 4,566 4,569 0,07
106 8,123 8,116 −0,09
107 15,689 15,668 −0,13
108 31,526 31,483 −0,14
109 64,668 64,587 −0,13
1010 134,135 133,992 −0,11
1011 279,957 279,721 −0,08
1012 586,404 586,048 −0,06
1013 1230,938 1230,493 −0,04
1014 2587,421 2587,122 −0,01
1015 5443,761 5444,465 0,01
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h mit MessdatenUm die oben vorgestellte Nuÿelt-Beziehung (5.28) bewerten zu können, soll in diesemAbs
hnitt ein Verglei
h mit Messdaten und DNS-Ergebnissen dur
hgeführt werden. Eswerden hierzu nur Arbeiten herangezogen, in denen das konjugierte Wärmetransport-problem (Wärmeleitung in den Seitenwänden) berü
ksi
htigt wurde. Na
h Ahlers (2001)kann dieser E�ekt ni
ht verna
hlässigt werden und hat groÿen Ein�uss auf die ermittel-ten Nuÿelt-Zahlen. Die Arbeiten, aus denen Daten benutzt wurden, sind in Tabelle 5.3angegeben.Tabelle 5.3: Studien, deren Daten im folgenden zur Bewertung der Nuÿelt-Beziehung(5.28) benutzt werden. Hierbei kennzei
hnet . . .DNS DNS-Studien.�√ � in der letzten Spalte: Nu(Ra) ist explizit in tabellaris
her Form angegeben� - � in der letzten Spalte: Nu(Ra) ist nur in graphis
her Form oder als PotenzgesetzangegebenStudie Ra-Berei
h Pr-Berei
h Γ DatenNiemela et al. (2000) 106 < Ra < 1017 Pr ≈ 1 1/2 -Ashkenazi & Steinberg (1999) 109 < Ra < 5 1015 1 ≤ Pr ≤ 93 1 -Ahlers & Xu (2001) 3 107 < Ra < 1011 4 < Pr < 34,1 1/2 & 1 -Chavanne et al. (2001) 105 < Ra < 2 1014 0,66 < Pr < 37 1/2
√Nikolaenko & Ahlers (2003) 3 109 < Ra < 6 1010 Pr = 4,4 1 -Niemela & Sreenivasan (2003) 6 106 < Ra < 2 1015 Pr ≈ 1 1 √Ro
he et al. (2004) 3 108 < Ra < 1011 0,7 < Pr < 21 1/2
√Kerr (1996)DNS 5 104 < Ra < 2 107 Pr = 0,7 ∞ √Verzi

o & Camussi (2003)DNS 2 106 < Ra < 2 1011 Pr = 0,7 1/2 √Hartlep (2004)DNS 2 103 < Ra < 107 Pr = 0,7 ∞ √Abbildung 5.7 zeigt eine doppelt-logarithmis
he Auftragung der Nuÿelt-Rayleigh Datenvon Niemela & Sreenivasan (2003) und die DNS-Ergebnisse von Kerr (1996), vergli
henmit Glei
hung (5.28). Hierbei wurde H na
h Glei
hung (5.21) benutzt. Obwohl si
h dieRayleigh-Zahl um zehn Gröÿenordnungen ändert (105 ≤ Ra ≤ 1015), ist die Übereinstim-mung sehr gut.Die in Abbildung 5.7 gezeigte Auftragung kann nur dazu dienen, si
h einen ersten Ein-dru
k zu vers
ha�en, da in dieser Darstellung Abwei
hungen nur s
hwer zu erkennen sind.Es hat si
h stattdessen dur
hgesetzt, eine reduzierte Auftragung von Nu · Ra−2/7 über Razu wählen, in denen die Abwei
hungen deutli
her zu erkennen sind. Sol
he sog. high reso-lution plots sind in den Abbildungen 5.8 und 5.9 dargestellt. In beiden Abbildungen sindzusätzli
h zur Nuÿelt-Beziehung (5.28) die Potenzgesetze von Wu & Lib
haber (1992)

Nu = 0,146 · Ra2/7 (5.31)und von Goldstein & Tokuda (1980)
Nu = 0,0556 · Ra1/3 (5.32)
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Abbildung 5.7: Verglei
h der DNS-Daten (⋄) von Kerr (1996) und der Messergebnisse(⊳) von Niemela & Sreenivasan (2003) mit der Nuÿelt-Beziehung ( ) na
h Glei
hung(5.28).dargestellt, um einen Verglei
h mit den Theorien von Castaing et al. (1989) bzw. Priestley(1954) zu haben. Um die Übersi
htli
hkeit zu erhöhen, sind in Abbildung 5.8 die Datenfür Pr = 0,7 dargestellt und in Abbildung 5.9 die Daten für Pr > 0,7.Anhand dieser high resolution plots kann man zunä
hst erkennen, dass die vers
hiede-nen Datensätze kein einheitli
hes Verhalten aufweisen, sondern dass eine moderate Streu-ung zwis
hen den einzelnen Studien vorliegt. Die vorges
hlagene Nuÿelt-Beziehung (5.28)liegt allerdings sehr gut innerhalb der Streuung der Messdaten und gibt diese wesentli
hbesser wieder, als das 1/3-Potenzgesetz von Goldstein & Tokuda (1980) und das 2/7-Potenzgesetz von Wu & Lib
haber (1992).Es sei hier no
h einmal betont, dass zur Einführung der Nuÿelt-Beziehung (5.28) keinezusätzli
hen Konstanten angepasst wurden; es wurde ledigli
h das logarithmis
he Tempe-raturpro�l umgeformt. Dieses Temperaturpro�l wurde für Ra ≤ 1,5 109 ermittelt und isttrotzdem in der Lage, die Nuÿelt-Zahlen bis in den Berei
h Ra ≈ 1015 gut wiederzugeben,also um se
hs Gröÿenordnungen über den verwendeten Berei
h hinaus.Die gute Übereinstimmung war ni
ht von vorn herein zu erwarten, da die meisten ex-perimentellen Arbeiten in Versu
hsaufbauten mit kleinem Seitenverhältnis dur
hgeführtwurden (Γ = 1 oder Γ = 1/2). Bei der Herleitung des universellen Temperaturpro�ls na
hGlei
hung (5.18) wurde hingegen ein ideales Rayleigh-Bénard Experiment mit unendli
hausgedehnten Platten (Γ → ∞) angenommen, so dass eine mittlere Strömung verna
h-lässigt werden konnte (u∗ = v∗ = 0). Bei Versu
hsaufbauten mit kleinem Seitenverhältnis
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Abbildung 5.8: Nuÿelt-Daten für Pr = 0,7 aus den Arbeiten von Niemela et al. (2000)(◦), Niemela & Sreenivasan (2003) (·), Chavanne et al. (2001) (+), Ashkenazi & Steinberg(1999) (▽), Verzi

o & Camussi (2003) (×), Kerr (1996) (⋄) und Hartlep (2004) (�).Zusätzli
h ist das 2/7-Potenzgesetz (− − −) von Wu & Lib
haber (1992) und das
1/3-Potenzgesetz (− · −) von Goldstein & Tokuda (1980) angegeben sowie die Nuÿelt-Beziehung ( ) na
h Glei
hung (5.28).
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Abbildung 5.9: Nuÿelt-Daten aus den Arbeiten von Ro
he et al. (2004) für Pr = 1,7(◦) und Pr = 2,6 (·), von Nikolaenko & Ahlers (2003) für Pr = 4,4 (�), von Ahlers & Xu(2001) für Pr = 14,2 (×) und von Chavanne et al. (2001) für Pr ≈ 3 (▽). Zusätzli
hist das 2/7-Potenzgesetz (−−−) von Wu & Lib
haber (1992) und das 1/3-Potenzgesetz(−·−) von Goldstein & Tokuda (1980) angegeben sowie die Nuÿelt-Beziehung ( ) na
hGlei
hung (5.28).



5.2. NUßELT-RAYLEIGH BEZIEHUNG 83ist zu vermuten, dass eine mittlere Strömung aufgrund der geometris
hen Randbedingun-gen vorliegt, wie sie z.B. in Verzi

o & Camussi (2003) bes
hrieben wird. Somit müssteneigentli
h die Impulsbilanzen zusätzli
h zur Energieglei
hung gelöst werden und der Ener-gietransport dur
h Konvektion könnte an Ein�uss gewinnen.Ro
he et al. (2004), zum Beispiel, stellten mit ihrem Versu
hsaufbau mit Γ = 1/2 eineBimodalität5 für ihre Nuÿelt-Beziehung fest. Sie erkärten dies mit zwei unters
hiedli
henStrömungssituationen, die si
h in der Rayleigh-Bénard Zelle ausbilden. Kleine Seitenver-hältnisse könnten also dur
h ihren Ein�uss auf die si
h einstellende mittlere Strömung zumeinen eine Ursa
he für die Streuung der Ergebnisse sein, die vers
hiedene Arbeitsgruppenunabhängig voneinander ermittelt haben. Zum anderen sind die kleinen Seitenverhältnis-se mögli
herweise au
h der Grund für Abwei
hungen zwis
hen der vorgestellten Theorie(5.28) und den Daten aus Tabelle 5.3.Um das Temperaturpro�l (5.18) und die Nuÿelt-Beziehung (5.28) weiter zu überprü-fen und den Ein�uss des Seitenverhältnis' auszus
hlieÿen, wären DNS-Studien bei hohenRayleigh-Zahlen wüns
henswert. Da hierbei periodis
he Randbedingungen gesetzt wer-den, kann der Ein�uss von Seitenwänden (Ein�uss auf die mittlere Strömung als au
hEin�uss dur
h Wärmeleitung in den Wänden) ausges
hlossen werden und die Simulationliefert Ergebnisse für Γ → ∞.5.2.3 Theorie von Grossmann und LohseNeben den Theorien von Priestley (1954) und Castaing et al. (1989) hat si
h eine dritte,von Grossmann & Lohse (2000) eingeführte Theorie etabliert. Die Herleitung der Nuÿelt-Beziehung beruht in dieser Theorie auf der kinetis
hen und thermis
hen Dissipation, diein der Grenzs
hi
ht oder der Kerns
hi
ht dominant sein kann. Um die einzelnen Fälle un-ters
heiden zu können, wurde ein Rayleigh-Prandtl-Phasendiagramm eingeführt, das a
htvers
hiedene Regionen mit jeweils eigenen Potenzgesetzen enthält. Um nun eine Nuÿelt-Beziehung für einen konkreten Fall zu erhalten, muss die zugehörige Prandtl-Zahl und derBerei
h der auftretenden Rayleigh-Zahlen bekannt sein. Hiermit können die entspre
hen-den Zonen im Phasen-Diagramm identi�ziert werden und die gesu
hte Nuÿelt-Beziehungwird dann als Superposition von bena
hbarten Zonen bestimmt. Zu weiteren Details sieheau
h die Studie von Xu et al. (2000), in der Experimente mit Azeton (Pr = 4,0) dur
hge-führt wurden und eine gute Übereinstimmung mit der Theorie von Grossmann & Lohse(2000) festgestellt werden konnte.In Abbildung 5.10 ist das Rayleigh-Prandtl-Phasendiagramm na
h Grossmann & Lohse(2000) dargestellt und es ist beispielhaft der Messberei
h von Niemela & Sreenivasan(2003) eingezei
hnet, also Pr = 0,7 und 107 . Ra . 1015. Die dominierenden Regi-mes für diesen Datesatz sind also (in der Notation von Grossmann & Lohse (2000)) Ilund IVu.Die Nuÿelt-Beziehung ergibt si
h dann als Superposition der Potenzgesetze, die in denbeiden Regimes gültig sind
Nu = 0,27 · Ra1/4 · Pr−1/8

︸ ︷︷ ︸

Il

+ 0,038 · Ra1/3

︸ ︷︷ ︸

IVu

. (5.33)5Unter Bimodalität ist hier zu verstehen, dass Ro
he et al. (2004) an ihre Daten zwei Potenzgesetzean�tten konnten (Nu = C1Ran und Nu = C2Ran), für die C1 6= C2 gilt.
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Abbildung 5.10: Rayleigh-Prandtl-Phasendiagramm na
h Grossmann & Lohse (2000)und der Messberei
h (− · −) von Niemela & Sreenivasan (2003).Für eine Prandtl-Zahl von Pr ≈ 3 ergibt ein analoges Vorgehen, dass die Regimes Iu und
IIIu na
h Grossmann & Lohse (2000) dominant sind. Die Nuÿelt-Beziehung lautet dann

Nu = 0,33 · Ra1/4 · Pr−1/12

︸ ︷︷ ︸

Iu

+ 0,00343 · Ra3/7 · Pr−1/7

︸ ︷︷ ︸

IIIu

. (5.34)In Abbildung 5.11 ist Glei
hung (5.33) zusammen mit den Daten für Pr = 0,7 vonNiemela et al. (2000) und Niemela & Sreenivasan (2003) sowie der Nuÿelt-Beziehung na
hGlei
hung (5.28) dargestellt. Abbildung 5.12 zeigt Glei
hung (5.34) zusammen mit denDaten für Pr ≈ 3 von Ro
he et al. (2004) und Chavanne et al. (2001) sowie der Nuÿelt-Beziehung na
h Glei
hung (5.28).Für Pr ≈ 0,7 na
h Abbildung 5.11 gibt die Nuÿelt-Beziehung na
h Glei
hung (5.25) dieMessdaten besser wieder als Glei
hung (5.33) von Grossmann & Lohse (2000). Gerade imBerei
h kleiner Rayleigh-Zahlen sind groÿe Abwei
hungen zu �nden. Für Pr ≈ 3 na
hAbbildung 5.12 kann Glei
hung (5.34) na
h Grossmann & Lohse (2000) die Daten vonChavanne et al. (2001) deutli
h besser wiedergeben als die Nuÿelt-Beziehung (5.28). Esist allerdings ni
ht auszus
hlieÿen, dass Grossmann & Lohse (2000) ihre Potenzgesetze andie Daten von Chavanne et al. (2001) angepasst haben, da in der Verö�entli
hung eine�private 
ommuni
ation� angegeben wurde. Die Nuÿelt-Daten von Ro
he et al. (2004)können von beiden Theorien nur s
hle
ht wiedergeben werden.Bei der hier festgestellten guten Übereinstimmung der Theorie na
h Grossmann & Lohse(2000) mit Chavanne et al. (2001) handelt es si
h ni
ht um einen E�ekt der höheren
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Abbildung 5.11: Nuÿelt-Verlauf (− − −) na
h Glei
hung (5.33) na
h der Theorie vonGrossmann & Lohse (2000) zusammen mit Messdaten für Pr = 0,7 von Niemela et al.(2000) (◦) und Niemela & Sreenivasan (2003) (⊳). Zusätzli
h ist die Nuÿelt-Beziehung( ) na
h Glei
hung (5.28) dargestellt.
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Abbildung 5.12: Nuÿelt-Verlauf (− − −) na
h Glei
hung (5.34) na
h der Theorie vonGrossmann & Lohse (2000) zusammen mit Messdaten für Pr ≈ 3 von Chavanne et al.(2001) (+) und Ro
he et al. (2004) (◦). Zusätzli
h ist die Nuÿelt-Beziehung ( ) na
hGlei
hung (5.28) dargestellt.



86 KAPITEL 5. RAYLEIGH-BÉNARD KONVEKTIONPrandtl-Zahl. Betra
htet man in Abbildung 5.9 die Daten von Ahlers & Xu (2001) für
Pr = 14,2, so stellt man eine exzellente Übereinstimmung mit Glei
hung (5.28) fest,so dass man ni
ht paus
hal behaupten kann, dass die Theorie von Grossmann & Lohse(2000) für groÿe Prandtl-Zahlen besser geeignet ist.Anhand der zwei hier gezeigten typis
hen Fälle (Pr = 0,7 und Pr ≈ 3) kann eineBeurteilung, wel
he Theorie besser zur Bes
hreibung der Messdaten geeignet ist, ni
htabs
hlieÿend vorgenommen werden. Beide Theorien sind in der Lage, bestimmte Daten-sätze gut wiederzugeben und bei anderen nur eine s
hle
hte Übereinstimmung zu liefern.Es ist allerdings festzustellen, dass zur Herleitung von Glei
hung (5.28) deutli
h weni-ger Annahmen zu tre�en sind als für die Theorie von Grossmann & Lohse (2000) unddass die Handhabung von Glei
hung (5.28) deutli
h einfa
her ist, als die Verwendung desRayleigh-Prandtl-Phasendiagramms.5.3 Validierung anhand weiterer DatensätzeDie bisher gezeigten Ergebnisse wurden in Hölling & Herwig (2006) verö�entli
ht undanhand der dort benutzten Messdaten entwi
kelt bzw. validiert. Na
h Ers
heinen derzuvor genannten Arbeit sind zwei neue experimentelle Studien ers
hienen, die si
h mit derRayleigh-Bénard Konvektion bes
häftigen. Dies ist zum einen eine Arbeit am IlmenauerFass von Du Puits et al. (2006), in der neben Nuÿelt-Daten au
h Temperaturpro�le inWandnähe bestimmt wurden. Zum anderen handelt es si
h um zwei ähnli
he Arbeitender Gruppe um Professor G. Ahlers an der University of Santa Barbara (Kalifornien),siehe Funfs
hilling et al. (2005) und Nikolaenko et al. (2005). In diesen Arbeiten werdensehr genaue Nuÿelt-Rayleigh Daten bei vers
hiedenen Seitenverhältnissen zur Verfügunggestellt. Sowohl die Arbeit am Ilmenauer Fass von Du Puits et al. (2006) als au
h dieArbeiten der Ahlers-Gruppe sollen benutzt werden, um die Gültigkeit der aufgestelltenTheorie a posteriori zu überprüfen.5.3.1 Ilmenauer FassDas Ilmenauer Fass ist der zur Zeit gröÿte experimentelle Aufbau zur Rayleigh-BénardKonvektion. Es handelt si
h hierbei um ein �Fass� mit einem Dur
hmesser von D∗ =
7,15 m, dessen Höhe zwis
hen h∗ = 0,63 m (Seitenverhältnis Γ = 11,3) und h∗ = 6,3 m(Γ = 1,13) variiert werden kann. Die obere Platte wird mit einer Wasserkühlung tem-periert, die untere Platte mit einer elektris
hen Heizung. An den Seitenwänden be�ndensi
h Gegenheizungen, um dort adiabate Randbedingungen realisieren zu können. Als Ar-beitsmedium wird Luft mit Pr = 0,71 verwendet. Es ergibt si
h damit ein errei
hbarerRayleigh-Zahlenberei
h von 109 ≤ Ra ≤ 1012.Es ist mit diesem Aufbau ni
ht mögli
h, extrem hohe Rayleigh-Zahlen (Ra ≈ 1015)zu errei
hen, wie sie z.B. in den Experimenten von Niemela & Sreenivasan (2003) mitHelium nahe des kritis
hen Punkts realisiert wurden. Es steht aber mit diesem Versu
hs-stand ein Aufbau zur Verfügung, um Temperaturpro�le bei sehr hohen Rayleigh-Zahlenzu vermessen und so die Struktur in Wandnähe detailiert zu untersu
hen. Die Tempe-raturpro�le werden mit einem Thermistor mit einem Dur
hmesser von d∗therm ≈ 140µmin der Nähe der kalten Wand aufgenommen. Im folgenden soll beispielhaft eine Messung



5.3. VALIDIERUNG ANHAND WEITERER DATENSÄTZE 87bei Ra = 8,1 108 mit einem groÿen Seitenverhältnis (Γ = 11,3) betra
htet werden. Eintypis
hes Temperaturpro�l in dimensionsbehafteter Form zusammen mit den Randbedin-gungen ist in Abbildung 5.13 dargestellt.

10
−1

10
0

10
1

10
2

20

25

30

35

40

45

50
ϑ
∗

in
◦
C

y∗ in mm

Ra = 8,1 108

ϑ∗

k = 20,1◦C

ϑ∗

w = 62,9◦C

D∗/h∗ = 11,3

h∗ = 0,63 m

ϑ∗

k

Abbildung 5.13: Dimensionsbehaftetes Temperaturpro�l na
h Du Puits et al. (2006)für Ra = 8,1 108 bei einem Seitenverhältnis von Γ = 11,3. Der logarithmis
he Berei
h istdur
h eine dur
hgezogene Linie ( ) hervorgehoben.In der dimensionsbehafteten Form zeigen die Daten einen zu erwartenden Verlauf miteinem logarithmis
hen Anteil für groÿe Werte von y∗, hier mit einer dur
hgezogenen Liniehervorgehoben. Bei genauerer Betra
htung des wandnahen Berei
hs stellt man allerdingsdrei Probleme fest, wie anhand von Abbildung 5.14 zu erkennen ist.Auftretende Probleme:1. Das Temperaturpro�l wurde bis unmittelbar an die Wand (y∗ ≈ 70µm) vermessen.Unabhängig davon wurde die Temperatur in der Wand der Kühlplatte bestimmt.Diese beiden Werte wei
hen um ∆T ∗

diff ≈ 2 K voneinander ab, was zunä
hst ni
htzu erwarten ist. Für y∗ → 0 sollte si
h die Fluidtemperatur der Wandtemperaturannähern. In den Messdaten hingegen tritt eine Unstetigkeit auf.2. In unmittelbarer Wandnähe (viskose Unters
hi
ht) sollte na
h Glei
hung (5.20) einlinearer Verlauf vorliegen, was bei den Daten vom Ilmenauer Fass ni
ht der Fall ist.Um dies zu verdeutli
hen ist in Abbildung 5.14 eine Gerade im Berei
h der vermu-teten viskosen Unters
hi
ht eingezei
hnet. Man stellt fest, dass die Daten ni
ht aufeiner Geraden liegen, sondern dass ein geda
hter Verlauf eine Krümmung aufweisen
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Abbildung 5.14: Wandnaher Berei
h des dimensionsbehafteten Temperaturpro�ls vonDu Puits et al. (2006) für Ra = 8,1 108.würde. Dies steht im Widerspru
h zu allen experimentellen und numeris
hen Tem-peraturpro�len in den Abbildungen 5.3 und 5.4, die jeweils einen linearen Verlaufbis y× ≈ 1,5 zeigen. Zu einer Abs
hätzung der Di
ke der viskosen Unters
hi
ht sieheAnhang D.3. Es ist ni
ht klar, wie der Temperaturwandgradient zu ermitteln ist. Eine Bestim-mung aus Wandtemperatur und erstem Messpunkt kommt ni
ht in Frage, da dieseinen viel zu groÿen Wert ergeben würde. Hier liegt vielmehr eine Unstimmigkeit inden Messdaten vor. Ein Ermitteln des Gradientens anhand bestimmter Messpunkteliefert nahezu beliebige Werte für den Gradienten, da ni
ht klar ist, bis wohin si
hdie viskose Unters
hi
ht erstre
kt.Als eine mögli
he Erklärung für das gefundene Verhalten könnte der Ein�uss der Strahlungin Frage kommen, was im folgenden Abs
hnitt gezeigt werden soll.5.3.1.1 Strahlungsein�ussUm den Ein�uss der Strahlung abs
hätzen zu können, soll folgender Aufbau na
h Abbil-dung 5.15 betra
htet werden. Der Thermistor mit der Temperatur T ∗

1 , der Flä
he A∗

1 unddem Emissionsgrad ε1 be�ndet si
h in unmittelbarer Nähe der oberen (gekühlten) Platte.Da hier näherungsweise T ∗

1 ≈ T ∗

k gilt, kann der Strahlungsaustaus
h zwis
hen Kühlplatteund Thermistor verna
hlässigt werden. Es muss somit nur der Austaus
h zwis
hen derHeizplatte (T ∗

2 , A∗

2 und ε2) und dem Thermistor berü
ksi
htigt werden.
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Abbildung 5.15: Aufbau zur Abs
hätzung des Strahlungsaustaus
hes zwis
hen Heiz-platte und Thermistor.Für den Nettowärmestrom zwis
hen zwei grauen Körpern dur
h Strahlungsaustaus
hgilt z.B. na
h Herwig (2000) mit der Stefan-Boltzmann-Konstante σ∗ = 5,67 108 W/(m2K4)und dem Si
htfaktor ϕ12

Q̇∗

rad =
σ∗ (T ∗4

1 − T ∗4
2 )

1 − ε1

ε1A∗

1

+
1

A∗

1ϕ12

+
1 − ε2

ε2A∗

2

. (5.35)Oder bezogen auf die Ober�ä
he A∗

1 des Thermistors
q̇∗rad =

Q̇∗

rad

A∗

1

=
σ∗ (T ∗4

1 − T ∗4
2 )

1 − ε1

ε1

+
1

ϕ12

+
1 − ε2

ε2

· A
∗

1

A∗

2
︸︷︷︸

0

=
σ∗ (T ∗4

1 − T ∗4
2 )

1 − ε1

ε1

+
1

ϕ12

, (5.36)
wobei das Verhältnis von Ober�ä
he des Thermistors zur Flä
he der beheizten Platte als
A∗

1/A
∗

2 → 0 angenommen werden kann. Bei groÿem Seitenverhältnis (hier Γ = 11,3) kanndie untere Platte als unendli
h ausgedehnt betra
htet werden und der Si
htfaktor ergibtsi
h zu ϕ12 = 1/2, vgl. Herwig (2000).Der Wärmestrom, der dem Thermistor dur
h Strahlung zugeführt wird, muss im sta-tionären Zustand wieder dur
h Konvektion abgeführt werden. Für den konvektiven Anteilwird ein Ansatz über einen Wärmeübergangskoe�zienten α∗

konv gewählt:
q̇∗konv = α∗

konv∆T
∗

diff mit ∆T ∗

diff = T ∗

1 − T ∗

fluid (5.37)Hierbei ist T ∗

fluid die Temperatur des umgebenden Fluids, also die Temperatur, die manmit dem Thermistor eigentli
h messen mö
hte. Aufgrund des Strahlungsein�usses be-stimmt man mit dem Thermistor eine Temperatur, die um ∆T ∗

diff über der Fluidtempe-



90 KAPITEL 5. RAYLEIGH-BÉNARD KONVEKTIONratur liegt. Eine Beziehung zur Abs
hätzung von ∆T ∗

diff erhält man dur
h Glei
hsetzenvon q̇∗rad = q̇∗konv

∆T ∗

diff =
σ (T ∗4

1 − T ∗4
2 )

α∗

konv

(
1 − ε1

ε1

+
1

ϕ12

) . (5.38)Die Temperaturen ϑ∗

1 ≈ ϑ∗

k = 20◦C und ϑ∗

2 = ϑ∗

w = 63,9◦C sind dur
h die Temperatur-messung in den Platten bekannt. Für den Emissionsgrad des Thermistors wird ε1 = 0,1angenommen, wie man ihn typis
herweise für polierte Metalle �ndet. Der Wärmeüber-gangskoe�zient wird mit α∗

konv = 10 W/(m2K) ges
hätzt. Mit diesen Werten ergibt si
hein Temperaturunters
hied zwis
hen Thermistor und umgebendem Fluid von
∆T ∗

diff = 2,8 K. (5.39)Man sieht, dass die Abwei
hungen von ∆T ∗

diff ≈ 2 K, wie sie in den Messdaten gefundenwurden, dur
h den Ein�uss der Strahlung erklärt werden können. Es handelt si
h aberledigli
h um eine Abs
hätzung und ni
ht um eine Re
henvors
hrift, wie die Messdaten zukorrigieren sind, um den Ein�uss der Strahlung herauszure
hnen. Gegen eine analytis
heKorrektur des Strahlungsein�usses spre
hen die folgenden Punkte:
• Die Werte für ε1 und α∗

konv sind relativ grob ges
hätzt und experimentell nur s
hwerzu überprüfen.
• Bei dem abges
hätzten ∆T ∗

diff handelt es si
h um keinen konstanten Wert, der vonallen Messpunkten abgezogen werden kann. Der Ein�uss der Strahlung ist vielmehrabhängig vom Wandabstand.
• Bei gröÿerem Wandabstand (y∗ ≈ h∗/2) ist der Strahlungsaustaus
h mit der ge-kühlten Wand ni
ht mehr zu verna
hlässigen.
• Der Wärmeübergangskoe�zient α∗

konv ist abhängig vom Wandabstand, da dieserstark von der Turbulenz abhängt, die im Berei
h y∗ ≈ h∗/2 deutli
h stärker ist alsin Wandnähe.Um verlässli
he Messdaten zu erhalten, wäre es wüns
henswert, Messungen bei mög-li
hst kleinen Temperaturdi�erenzen dur
hzuführen, da si
h hier der Strahlungsein�ussreduziert. Alternativ wäre zu überlegen, ob eine Abs
hirmung der Strahlung dur
h eineModi�kation des Thermistors mögli
h wäre.5.3.1.2 Auswertung der MessdatenDa eine analytis
he Korrektur der Messdaten aus den oben genannten Gründen ni
ht mög-li
h ist, sollen im folgenden zwei mögli
he �Grenzfälle� der Auswertung aufgezeigt werden.In der ersten Auswertungsvariante wird der Temperaturwandgradient anhand der Nuÿelt-Korrelation na
h Glei
hung (5.28) bestimmt. In der zweiten Variante wird eine Parabel
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h die zehn wandnä
hsten Punkte gelegt und der lineare Anteil als Temperaturwand-gradient interpretiert. In beiden Fällen wird der Ein�uss der variablen Temperaturleitfä-higkeit a∗ berü
ksi
htigt, wie er in Abs
hnitt 3.1.5 bes
hrieben wurde.Für die erste Auswertungsvariante ergibt si
h na
h Glei
hung (5.28) eine Nuÿelt-Zahl6 von
Nu = 60,53. (5.40)Hieraus lässt si
h der �ktiveWandgradient ermitteln, der vorliegen würde, wenn die Sto�-werte im gesamten Strömungsfeld konstant wären
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w fiktiv

= 4112
K

m
. (5.41)Dur
h Berü
ksi
htigen der Temperaturabhängigkeit der Temperaturleitfähigkeit ergibtsi
h der �korrigierte� Wandgradient zu

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

=
a∗0
a∗w

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w fiktiv

= 4643
K

m
. (5.42)Dieser Gradient ist in Abbildung 5.16 zusammen mit den Messdaten in unmittelbarerWandnähe dargestellt. Die Wandtemperatur wird hierbei zu ϑ∗

k = 24,1◦C extrapoliert.Man erkennt, dass der Gradient aus der Nuÿelt-Beziehung (gestri
helte Linie in Ab-bildung 5.16) die Messdaten für 0,6 mm < y∗ < 2,5 mm gut bes
hreibt. Eine mögli
heInterpretation wäre nun, dass si
h der Ein�uss der Strahlung in unmittelbarer Wandnähestark verändert. Bei dieser Auswertung würde man Abwei
hungen im Berei
h der vis-kosen Unters
hi
ht in Kauf nehmen und hätte eine extrapolierte Wandtemperatur von
ϑ∗

k = 24,1◦C statt der gemessenen ϑ∗

mess = 20,1◦C.Abbildung 5.17 zeigt die zugehörige Darstellung der Messdaten in Θ×- und y×-Koordi-naten. Die Bezugsgröÿen wurden hierbei mit dem �ktiven Temperaturwandgradientenermittelt. Es ist eine sehr gute Übereinstimmung mit dem logarithmis
hen Temperatur-pro�l (dur
hgezogene Linie) in der Überlappungss
hi
ht festzustellen. In der viskosenUnters
hi
ht treten erst in unmittelbarer Wandnähe Abwei
hungen vom linearen Tempe-raturpro�l (gestri
helte Linie) auf.In der zweiten Auswertungsvariante, wie sie von Du Puits et al. (2006) benutztwird, wird eine Parabel dur
h die ersten zehn Messpunkte gelegt und der Temperatur-wandgradient als linearer Anteil ermittelt. Man erhält mit dieser Methode
∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

= 8062
K

m
und ∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w fiktiv

= 7141
K

m
. (5.43)Der Gradient (und somit au
h die Nuÿelt-Zahl) wäre also um 74 % gröÿer als na
h derNuÿelt-Korrelation (5.28) zu erwarten ist, die eine gute Übereinstimmung mit zahlrei
hen6Neben dem Temperaturgradienten wurden über eine Energiebilanz über das Fass au
h die globaleNuÿelt-Zahl bestimmt. Diese liegt na
h Du Puits et al. (2006) bei NuG = 58 und ist somit in guterÜbereinstimmung mit der Nuÿelt-Beziehung na
h Glei
hung (5.28).
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Abbildung 5.16: Temperaturpro�l von Du Puits et al. (2006) für Ra = 8,1 108 in Wand-nähe zusammen mit dem Temperaturwandgradienten (−−−) na
h der Nuÿelt-Korrelation(5.28). Die Wandtemperatur wird du
h Extrapolation zu ϑ∗

k = 24,1◦C bestimmt.
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Abbildung 5.17: Entdimensioniertes Temperaturpro�l von Du Puits et al. (2006) für
Ra = 8,1 108 zusammen mit dem linearen Pro�l (−−−) in der viskosen Unters
hi
ht unddem logarithmis
hen Temperaturpro�l (�) in der Überlappungss
hi
ht. Die Bezugsgröÿenwurden mit dem �ktiven Gradienten aus der Nuÿelt-Korrelation (5.28) gebildet.



5.3. VALIDIERUNG ANHAND WEITERER DATENSÄTZE 93Studien aus der Literatur aufweist. Mit dieser Variante zur Bestimmung des Gradientenerhält man also eine deutli
he Abwei
hung zu einer Vielzahl anderer Arbeiten. Auÿerdemist damit die lokale Nuÿelt-Zahl in etwa doppelt so groÿ wie die unabhängig gemesseneglobale Nuÿelt-Zahl.Die Wandtemperatur wird zu ϑ∗

k = 22,3◦C extrapoliert. Es ist also mit dieser Auswer-tungsmethode au
h ni
ht mögli
h, die gemessene Wandtemperatur von ϑ∗

mess = 20,1◦C zuerrei
hen. Abbildung 5.18 zeigt die Messdaten im wandnahen Berei
h zusammen mit derAusglei
hsparabel (dur
hgezogene Linie) dur
h die ersten zehn Messpunkte. Der lineareAnteil ist als gestri
helte Linie angegeben. Man erkennt, dass si
h na
h dieser Auswertungder lineare Teil des Pro�ls (also die viskose Unters
hi
ht) nur bis y∗ ≈ 0,6 mm erstre
kt.Für eine allgemeine Abs
hätzung der Di
ke der viskosen Unters
hi
ht siehe Anhang D.Abbildung 5.19 zeigt das entdimensionierte Temperaturpro�l. Die Übereinstimmung imwandnahen Berei
h ist nun verbessert. Allerdings treten erste Abwei
hungen vom linearenVerlauf (gestri
helte Linie) bereits bei y× ≈ 0,7 auf. In den Temperaturpro�len na
hAbbildung 5.3 und 5.4 erstre
kt si
h der lineare Berei
h jedo
h bis y× ≈ 1,5, so dass dieseAuswertungsvariante in einem abwei
henden Verhalten resultiert. Eine Übereinstimmungmit dem logarithmis
hen Pro�l (dur
hgezogene Linie) in der Überlappungss
hi
ht ist ni
htvorhanden. Die so entdimensionierten Messdaten wei
hen deutli
h vom Pro�l ab.Anhand dieser zwei Auswertungsvarianten sollte aufgezeigt werden, dass es je na
hWahl des Temperaturwandgradienten mögli
h ist, sowohl eine sehr gute Übereinstimmungmit dem logarithmis
hen Pro�l zu errei
hen als au
h eine eine deutli
he Abwei
hung.Es wurden hier die zwei �Grenzfälle� der Auswertung vorgestellt, d.h. Ermittlung desGradienten aus der Nuÿelt-Beziehung (5.28) und aus einer Ausglei
hsparabel dur
h diezehn wandnä
hsten Punkte. Es handelt si
h hier um Grenzfälle, da die Parabel einen sehrhohen Gradienten liefert und die Nuÿelt-Korrelation einen verglei
hsweise kleinen. Miteiner (beliebigen) Auswahl von Messpunkten in Wandnähe und ihrer Bes
hreibung dur
heine Ausglei
hsgerade ist es mögli
h, nahezu jeden beliebigen Gradienten zu erhalten, derzwis
hen den beiden Grenzfällen liegt.Da die Messdaten vom Ilmenauer Fass in unmittelbarer Wandnähe problematis
h sind,ist es leider ni
ht mögli
h, den Temperaturwandgradienten eindeutig zu bestimmen. Die-ser wird aber direkt zur Entdimensionierung der Messdaten benötigt und hat sehr groÿenEin�uss auf die entdimensionierten Pro�le. Aufgrund der Ungenauigkeiten in den ent-s
heidenden Gröÿen kann anhand der Daten vom Ilmenauer Fass keine Bewertung desuniversellen logarithmis
hen Temperaturpro�ls und der Nuÿelt-Beziehung erfolgen. Es istsomit ni
ht mögli
h, das Pro�l eindeutig zu bestätigen oder in Frage zu stellen.Allerdings liefert die erste Auswertungsvariante, bei der der Gradient aus der Nuÿelt-Korrelation (5.28) bestimmt wird, eine gute Übereinstimmung, sowohl mit der hier vorge-stellten Theorie als au
h mit anderen Verö�entli
hungen. Die zweite Auswertungsvarianteführt zu Ergebnissen, die ni
ht konsistent mit den Daten aus anderen Studien sind undni
ht zum universellen Temperaturpro�l passen. Es sollen hier keine weiteren Pro�le dis-kutiert werden, die am Ilmenauer Fass ermittelt wurden, da die Unsi
herheiten zu groÿsind. Es ist allerdings in allen Fällen mögli
h, einen Gradienten so zu wählen, dass einegute Übereinstimmung mit dem universellen Pro�l zu �nden ist.
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h die zehn wandnä
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Abbildung 5.19: Entdimensioniertes Temperaturpro�l von Du Puits et al. (2006) für
Ra = 8,1 108 zusammen mit dem linearen Pro�l (−−−) in der viskosen Unters
hi
ht unddem logarithmis
hen Temperaturpro�l (�) in der Überlappungss
hi
ht. Die Bezugsgröÿenwurden mit dem �ktiven Gradienten aus der Ausglei
hsparabel gebildet.



5.3. VALIDIERUNG ANHAND WEITERER DATENSÄTZE 955.3.2 Ergebnisse der Arbeitsgruppe AhlersDie Arbeitsgruppe um Professor Ahlers an der University of Santa Barbara (Kalifor-nien) bes
häftigt si
h s
hon seit langer Zeit mit der experimentellen Untersu
hung derRayleigh-Bénard Konvektion. In Nikolaenko et al. (2005) und Funfs
hilling et al. (2005)werden neue Messdaten für die Rayleigh-Bénard Konvektion in Wasser (Pr = 4,4) beiunters
hiedli
hen Seitenverhältnissen Γ vorgestellt, die eine hohe Güte bezügli
h der Ge-nauigkeit der Nuÿelt-Zahlen aufweisen. So wurde z.B. dur
h eine analytis
he Korrekturberü
ksi
htigt, dass Wärmeleitung sowohl in den Seitenwänden als au
h in der Kühl-bzw. Heizplatte auftritt. Die Daten werden in Funfs
hilling et al. (2005) bes
hrieben als:�It is the aim of the present paper to extend the range of Ra over whi
h high-pre
ision data, subje
t to minimal systemati
 errors, are available for Nu(Ra).. . .We believe that they 
an serve as a ben
hmark for 
omparison with futureexperimental and theoreti
al developments.�Diese neuen Datensätze von hoher Genauigkeit, sollen im folgenden mit der Nuÿelt-Beziehung na
h Glei
hung (5.28) vergli
hen werden. Hierbei werden nur Daten für kleineTemperaturdi�erenzen benutzt, da ansonsten der Ein�uss veränderli
her Sto�werte anBedeutung gewinnt, vgl. z.B. Abs
hnitt 3.1.5. In Funfs
hilling et al. (2005) sind Daten,die als �stri
tly Boussinesq� bewertet werden, in einer eigenen Tabelle angegeben. Ausder Arbeit von Nikolaenko et al. (2005) werden nur Nuÿelt-Daten für einen (willkürli
hgewählten) Temperaturunters
hied von ∆T ∗ ≤ 6 K benutzt. Abbildung 5.20 zeigt dieseNuÿelt-Daten zusammen mit der Nuÿelt-Beziehung (5.28). Zusätzli
h sind für den Be-rei
h kleiner Rayleigh-Zahlen die DNS-Ergebnisse von Kerr (1996) und Hartlep (2004)dargestellt.Man erkennt, dass für Ra & 109 die Übereinsimmung der neuen Daten mit der Theorieexzellent ist. Die Daten sind über einen Berei
h von 109 . Ra . 1011 nahezu de
kungs-glei
h mit der Nuÿelt-Beziehung. Dies ist besonders bemerkenswert, da es si
h hierbeierneut um einen high-resolution plot handelt, in dem Abwei
hungen besonders stark zuTage treten.Auÿerdem ist festzustellen, dass das Seitenverhältnis Γ kaum Ein�uss auf die Ergebnissehat. Es wurden Nuÿelt-Daten bei vers
hiedenen Seitenverhältnissen (0,25 ≤ Γ ≤ 6) ermit-telt, ohne dass ein signi�kanter Ein�uss zu erkennen ist. Eigentli
h wäre zu vermuten, dasssi
h z.B. bei einem Seitenverhältnis Γ = 1 eine Konvektionswalze ausbildet und bei hö-heren Seitenverhältnissen kompliziertere Strömungsstrukturen, die den Wärmeübergangunters
hiedli
h beein�ussen. Dies ist ni
ht der Fall, da kein Ein�uss zu erkennen ist. DieTurbulenz s
heint das Temperaturpro�l somit nur über die turbulente Temperaturleitfä-higkeit a∗t zu beein�ussen und dies relativ unabhängig von der vorliegenden Struktur derStrömung.Die Abwei
hungen im Berei
h 107 . Ra . 109 sind zunä
hst überras
hend. Eine mögli-
he Erklärung dieses Phänomens könnte eine sog. Umkehrung des Temperaturgradienten(temperature-gradient reversal) in der Kerns
hi
ht sein, wie es z.B. experimentell vonChu & Goldstein (1973) oder numeris
h von Hartlep (2004), ebenfalls für Wasser, beob-a
htet wurde. Hierbei weist das Temperaturpro�l innerhalb der Wands
hi
ht zunä
hsteinen positiven Gradienten auf, dur
hläuft ein Maximum und hat dann einen relativ
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Abbildung 5.20: Nuÿelt-Beziehung (�) na
h Glei
hung (5.28) zusammen mit den Datenvon Funfs
hilling et al. (2005) für Γ ≈ 1 und Pr = 4,4 (▽), von Nikolaenko et al. (2005)für 0,275 ≤ Γ ≤ 0,981 und Pr = 4,4 (◦), von Kerr (1996) für Pr = 0,7 (⋄) und von Hartlep(2004) für Pr = 0,7 (�).�a
hen negativen Gradienten in der Kerns
hi
ht, weshalb man hier von einer Umkeh-rung des Gradienten spri
ht. Chu & Goldstein (1973) beoba
hteten diesen E�ekt nur für
Ra < 5 105, allerdings s
heint es hierfür no
h keine genaue Erklärung zu geben. DieseUmkehrung wurde bisher nur für Wasser festgestellt; in Arbeiten mit Pr = 0,7 wurde erno
h ni
ht beoba
htet.Tritt eine Umkehrung des Gradienten in einem Rayleigh-Bénard Experiment auf, soist das logarithmis
he Temperaturpro�l na
h Glei
hung (5.18) ni
ht mehr gültig. Diedarauf basierende Nuÿelt-Beziehung kann somit nur no
h eine Näherung darstellen, dawi
htige Voraussetzungen über das Temperaturfeld ni
ht mehr erfüllt sind. Es wäre hiereine weitergehende Untersu
hung wüns
henswert, in der zu klären ist, ob eine Umkehrungdes Gradienten auftritt und unter wel
hen Bedingungen diese Umkehrung zu �nden ist.In Abbildung 5.20 sind zusätzli
h zu den Nuÿelt-Daten von Nikolaenko et al. (2005) undFunfs
hilling et al. (2005) no
h DNS-Daten für Pr = 0,7 von Kerr (1996) und Hartlep(2004) angegeben. Dies soll verdeutli
hen, dass die Nuÿelt-Beziehung (5.28) die Datenfür Pr = 0,7 gut wiedergibt und dass die gefundenen Abwei
hungen für Wasser keinenprinzipiellen Fehler in Glei
hung (5.28) bedeuten.



5.4. EINFLUSS DER OBERFLÄCHENRAUHEIT 975.4 Ein�uss der Ober�ä
henrauheitEine genaue Analyse der Daten aus den Abbildungen 5.8 und 5.9 zeigt, dass die Nuÿelt-Daten von Niemela & Sreenivasan (2003) und Chavanne et al. (2001) für sehr hohe Ray-leigh-Zahlen ihre Steigung ändern. Häu�g wird dieses Verhalten als das Errei
hen desultimate regime gedeutet, dass von Krai
hnan (1962) für Ra → ∞ postuliert wurde. Einemögli
he Alternative wäre jedo
h der Ein�uss der Ober�ä
henrauheit, wie im folgendengezeigt werden soll.Die viskose Unters
hi
ht erstre
kt si
h von der Wand bis y×rbc ≈ 1,5, wie man anhand derAbbildungen 5.3 und 5.4 erkennen kann. Liegt nun die Ober�ä
henrauheit k∗s innerhalb derviskosen Unters
hi
ht, so ist die Ober�ä
he hydraulis
h glatt, siehe z.B. Gersten & Herwig(1992). Rei
hen die Rauheitselemente aber aus der viskosen Unters
hi
ht heraus, so ändertsi
h das Temperaturpro�l und damit au
h die Nuÿelt-Zahl.Als eine Abs
hätzung soll hier angenommen werden, dass die Ober�ä
henrauheit einenEin�uss hat, wenn die dimensionslose Rauheit k×s ≡ k∗s/δ
∗

rbc aus der viskosen Unters
hi
htherausragt, also
k×s ≡ k∗s

T ∗

rbc

·
∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

> 1,5. (5.44)Mit den De�nitionen von T ∗

rbc, Ra und Nu kann dies nun umges
hrieben werden zu
k∗s
h∗

> 1,5 · (Ra · Nu)−1/4 . (5.45)In den Experimenten von Niemela & Sreenivasan (2003) als au
h von Chavanne et al.(2001) wurden jeweils Heiz- und Kühlplatten aus Kupfer benutzt, für die eine typis
heRauheit von k∗s = 20µm angenommen werden kann, siehe Gersten & Herwig (1992). Inden Versu
hen wurden folgende Plattenabstände benutztNiemela & Sreenivasan (2003):
h∗ = 0,5 m ⇒ k∗s

h∗
= 4,0 10−5 (5.46)Chavanne et al. (2001):

h∗ = 0,2 m ⇒ k∗s
h∗

= 10−4. (5.47)Somit kann für die beiden Studien abges
hätzt werden, ab wel
her Rayleigh-Zahl die Ober-�ä
henrauheit einen Ein�uss auf das Temperaturpro�l haben könnte, also für k∗s/h∗ >
1,5 · (RaNu)−1/4.Abbildung 5.21 zeigt den Verlauf von 1,5·(RaNu)−1/4 über der Rayleigh-ZahlRa. Hierbeiwird die Nuÿelt-Zahl na
h Glei
hung (5.28) bestimmt. Zusätzli
h sind die dimensionslosenRauheiten für Niemela & Sreenivasan (2003) und Chavanne et al. (2001) angegeben. Umnun die Rayleigh-Zahl bestimmen zu können, bei der die Rauhheit von Bedeutung ist, wirdder Punkt bestimmt, bei dem der Rauheitswert identis
h mit 1,5 · (RaNu)−1/4 ist. Von
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Abbildung 5.21: Darstellung von 1,5 · (NuRa)−1/4 über Ra, mit der es mögli
h ist, denRauheitsein�uss abzus
hätzen. Solange k∗s/h∗ unterhalb von 1,5·(NuRa)−1/4 liegt, kann dieRauheit verna
hlässigt werden. Für Ra = 3,0 1013 (�) ist die Rauheit für Chavanne et al.(2001) von Bedeutung und für Ra = 4,6 1014 (◦) für Niemela & Sreenivasan (2003).diesem Punkt geht man senkre
ht zur x-A
hse und kann dort die Rayleigh-Zahl ablesen.Diese Punkte sind in Abbildung 5.21 dur
h Symbole gekennzei
hnet. Für Chavanne et al.(2001) ist es Ra = 3,0 1013 (�) und für Niemela & Sreenivasan (2003) Ra = 4,6 1014 (◦).Um nun die Abs
hätzung zu bewerten, die im vorigen Abs
hnitt ermittelt wurde, sinddie Nuÿelt-Daten von Niemela & Sreenivasan (2003) und Chavanne et al. (2001) in Abbil-dung 5.22 dargestellt. Die Rayleigh-Zahlen Ra = 3,0 1013 (�) und Ra = 4,6 1014 (◦) sindhier dur
h vertikale Linien markiert. Die Veränderung der Steigung, die in einigen Studienals das Errei
hen des ultimate regimes angesehen wird, ist dur
h Pfeile gekennzei
hnet.Man erkennt, dass die Rayleigh-Zahlen der Steigungsänderung und die Rayleigh-Zahlenaus Abbildung 5.21 hervorragend zusammenpassen.Berü
ksi
htigt man die Unsi
herheiten, die mit der Ober�ä
henrauheit k∗s und der Di
keder viskosen Unters
hi
ht (y×rbc ≈ 1,5) verbunden sind, so kann der Ein�uss der Rauheitals eine mögli
he Erklärung der Steigungsänderung in den Nuÿelt-Daten angesehen wer-den. Somit handelt es si
h ni
ht mehr um einen E�ekt, der nur von der Rayleigh-Zahlbestimmt wird, wie von Krai
hnan (1962) vorges
hlagen. Es könnte si
h vielmehr um denEin�uss der Rauhheit handeln und somit wäre die Rayleigh-Zahl, bei der si
h die Stei-gung ändert zusätzli
h no
h vom Plattenabstand h∗ abhängig. Um diesen Aspekt weiterbewerten zu können, wäre eine Untersu
hung des Ein�usses von Heiz- und Kühlplattenaus unters
hiedli
hen Materialien (und somit unters
hiedli
hen Rauheiten) wüns
hens-wert. Die Studie von Du & Tong (2000) ist hierbei ni
ht hilfrei
h, da die untersu
hten



5.4. EINFLUSS DER OBERFLÄCHENRAUHEIT 99

10
10

10
14

10
−0.8

10
−0.7

10
−0.6

10
−0.5

10
−0.4

N
u
·R

a−
2
/
7

RaAbbildung 5.22: Datensätze von Chavanne et al. (2001) (+) und vonNiemela & Sreenivasan (2003) (·), in denen für hohe Rayleigh-Zahlen eine Ände-rung in der Steigung der Nuÿelt-Daten auftritt (jeweils dur
h einen Pfeil gekennzei
hnet).Die vertikalen Linien geben die Rayleigh-Zahlen an (Ra = 3,0 1013 entspri
ht � und
Ra = 4,6 1014 entspri
ht ◦), bei denen na
h Abbildung 5.21 ein Ein�uss der Rauheitauftreten sollte.�Rauheiten� im makroskopis
hen Berei
h liegen und somit ni
ht mehr als Rauheitse�ektinterpretiert werden können.





Kapitel 6Gemis
hte Konvektion an vertikalenWänden
Die gemis
hte Konvektion ist eine Strömungsform, die häu�g bei Wärmeübergang anWänden in Verbindung mit relativ geringen Stömungsges
hwindigkeiten auftritt, wie z.B.bei Innenraumströmungen in Flugzeugen oder PKWs, in der Klimate
hnik und bei derKühlung von elekronis
hen Bauteilen. Sie ist eine Überlagerung von natürli
her Kon-vektion, also eine Strömung aufgrund von Auftriebskräften innerhalb eines Fluids, underzwungener Konvektion, also eine Strömung aufgrund von äuÿeren Kräften wie z.B. ei-nem Dru
kgradienten oder dur
h eine bewegte Wand. Zu ihrer Charakterisierung wird dieRi
hardson-Zahl benutzt, die de�niert ist als:

Ri =
Gr

Re2
(6.1)Für Ri = O(1) spri
ht man von gemis
hter Konvektion, für Ri > 10 dominiert die natür-li
he Konvektion, für Ri < 0,1 die erzwungenen Konvektion. Hieran ist au
h zu erkennen,dass gemis
hte Konvektion meist bei kleinen Reynolds-Zahlen auftritt. Betra
htet manz.B. einen vertikalen Kanal (wie von Versteegh & Nieuwstadt (1999)) mit einer relativhohen Grashof-Zahl von Gr = 108, so gilt für die Reynolds-Zahl Re ≈ 104, damit ge-mis
hte Konvektion vorliegt.In den na
hfolgenden Abs
hnitten soll nur die gemis
hte Konvektion an vertikalen Wän-den betra
htet werden. Hierzu �ndet man in der Literatur eine häu�g zitierte Übersi
hts-arbeit von Ja
kson et al. (1989), in der die gemis
hte Konvektion in vertikalen Rohrenbetra
htet wird. Es werden dabei folgende Fälle unters
hieden:

• Fluid strömt na
h oben und das Rohr ist beheizt
• Fluid strömt na
h oben und das Rohr ist gekühlt
• Fluid strömt na
h unten und das Rohr ist beheizt
• Fluid strömt na
h unten und das Rohr ist gekühlt101



102 KAPITEL 6. GEMISCHTE KONVEKTION AN VERTIKALEN WÄNDENFür die unters
hiedli
hen Fälle werden (meist) experimentelle Daten für die Veränderungder Nuÿelt-Zahl im Verglei
h zur reinen erzwungenen Konvektion angegeben. Es wird au-ÿerdem darauf hingewiesen, dass die meisten Versu
he mit Fluiden in der Nähe des kriti-s
hen Punktes dur
hgeführt wurden, so dass mit einem starken Ein�uss von veränderli
henSto�werten zu re
hnen ist und eine Benutzung der Boussinesq-Approximation fragli
h er-s
heint. Weiterhin werden ledigli
h globale Gröÿen betra
htet, aber keine Temperatur-oder Ges
hwindigkeitspro�le im Rohr.Polyakov & Shindin (1988) haben die gemis
hte Konvektion anhand von beheizten, ver-tikalen, aufwärts dur
hströmten Rohren untersu
ht. Es wurden zwei Reynolds-Zahlen(Re = 5000 und Re = 9000) und vers
hiedene Grashof-Zahlen (2,9 106 ≤ Gr ≤ 3,4 107)untersu
ht und an einer Stelle im Rohr Ges
hwindigkeits- und Temperaturpro�le sowieeinige Turbulenzgröÿen ermittelt. Die Ergebnisse werden dargestellt, aber es werden keineVors
hläge zur Bes
hreibung der Pro�le gema
ht.Kasagi & Nishimura (1997) haben die turbulente gemis
hte Konvektion an einem Ka-nal mit einer beheizten und einer gekühlten Wand untersu
ht. Die mit der mittleren Ge-s
hwindigkeit gebildete Reynolds-Zahl beträgt Re = 4494, die turbulente Reynolds-Zahl1ist Reτ = 150 und die Grashof-Zahl wurde zu Gr = 9,6 ·105 gewählt. Die Ri
hardson-Zahlergibt si
h somit zu Ri = 0,05. Die Ergebnisse zeigen ein zu erwartendes Verhalten: DasGes
hwindigkeitsmaximum vers
hiebt si
h zur heiÿen Wand und es bildet si
h ein asym-metris
hes Temperaturpro�l aus. Es konnte anhand der k∗-Glei
hung gezeigt werden, dassdur
h die Auftriebse�ekte der Reynolds-Spannungs-Term stark verändert wird, der Auf-trieb aber keinen direkten Ein�uss auf die Turbulenz hat. Weiterhin wurde eine starkeÄhnli
hkeit sowohl mit der MHD (Magnetohydrodynamik) als au
h mit Strömungen mitAbsaugung festgestellt.You et al. (2003) haben mit Hilfe von DNS die gemis
hte Konvektion in beheizten Roh-ren untersu
ht. Hierbei wurde zusätzli
h eine Fallunters
heidung anhand der Strömungs-ri
htung des Fluids getro�en, also ob das Fluid na
h oben oder na
h unten strömt. DieReynolds-Zahl wurde bei Re = 2650 festgehalten und die Ri
hardson-Zahl von 0 bis0,434 variiert. Für diese Fälle wurden die Ges
hwindigkeits- und Temperaturpro�le sowieTurbulenzgröÿen (in graphis
her Form) angegeben. Globale Gröÿen wie der Reibungsbei-wert cf und die Nuÿelt-Zahl wurden ebenfalls ausgewertet. Dabei wurden Unters
hiedezur reinen erzwungenen Konvektion (logarithmis
hes Wandgesetz) festgestellt. Es wurdenallerdings keine eigenen Vors
hläge zur Bes
hreibung der Pro�le gema
ht.Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass es nur wenige Arbeiten gibt, die de-tailierte Ges
hwindigkeits- und Temperaturpro�le zur Verfügung stellen. Es gibt somitnur eine begrenzte Auswahl an Testfällen zur Validierung von neuen Theorien. Weiter-hin gibt es bisher keinen Ansatz zur universellen Bes
hreibung der Pro�le in Wandnähe.Man �ndet ledigli
h Aussagen, dass unter bestimmten Bedingungen Abwei
hungen zumlogarithmis
hen Wandgesetz auftreten.1Die turbulente Reynolds-Zahl Reτwird mit der Wands
hubspannungsges
hwindigkeit anstatt dermittleren Ges
hwindigkeit gebildet.



6.1. VERTIKALE BEHEIZTE COUETTE-STRÖMUNG 1036.1 Vertikale beheizte Couette-StrömungWie bereits oben erwähnt ist die gemis
hte Konvektion eine Strömungsform, in der sowohlAuftriebskräfte als au
h aufgeprägte Kräfte eine Rolle spielen. Es gibt somit die beidenGrenzfälle der gemis
hten Konvektion:
• Ri → 0 (erzwungene Konvektion)
• Ri → ∞ (natürli
he Konvektion)Um die gemis
hte Konvektion an vertikalen Wänden nun analysieren zu können, bietetes si
h an, einen mögli
hst einfa
hen Fall zu wählen, dessen Ergebnisse si
h auf andereStrömungen übertragen lassen und der beide Grenzfälle (Ri → 0 und Ri → ∞) abde
kenkann. Als neue Test-Geometrie für die gemis
hte Konvektion wird hier die vertikale beheiz-te Couette-Strömung (engl.: verti
al heated Couette, VHC) vorges
hlagen, wie sie anhandvon Abbildung 6.1 aufgezeigt wird. Sie bietet den Vorteil, dass im Fluid keine Dru
kgra-dienten auftreten (also Wegfall der Dru
kgradienten in den Impulsglei
hungen) und dasses si
h bei unendli
h ausgedehnten Platten um eine eindimensionale Strömung (keineGradienten in Strömungsri
htung) handelt.

h∗

T ∗

u∗

y∗

x∗

Relativges
hwindigkeit u∗rg∗ gekühlte Wand (T ∗

k )beheizte Wand (T ∗

w)

Abbildung 6.1: Prinzipieller Aufbau einer vertikalen beheizten Couette-Strömung(VHC, verti
al heated Couette) mit qualitativem Ges
hwindigkeits- und Temperaturpro�l.Die bes
hreibenden Glei
hungen für die VHC lauten in dimensionsbehafteter Form:
0 =

∂

∂y∗

(

a∗
∂T ∗

∂y∗
− v∗′T ∗′

) (6.2)
0 =

∂

∂y∗

(

ν∗
∂u∗

∂y∗
− u∗′v∗′

)

+ g∗β∗ (T ∗ − T ∗

0 ) (6.3)Hierbei sind die turbulenten Zusatzterme −v∗′T ∗′ und −u∗′v∗′ zunä
hst unbekannt.



104 KAPITEL 6. GEMISCHTE KONVEKTION AN VERTIKALEN WÄNDENDie VHC geht für Seitenwände glei
her Temperatur in die einfa
he Couette-Strömungüber und für vers
hwindende Relativges
hwindigkeit u∗r zwis
hen den Platten in den be-heizten/gekühlten Kanal, wie er von Versteegh & Nieuwstadt (1999) benutzt wurde. So-mit sollte der VHC für die gemis
hte Konvektion eine ähnli
h fundamentale Bedeutungzukommen wie der (einfa
hen) Couette-Strömung für die erzwungene Konvektion unddem vertikalen beheizten Kanal für die natürli
he Konvektion. Für diese beiden Grenz-fälle stehen bereits Lösungen zur Verfügung (siehe Kapitel 2 und 3).Abbildung 6.2 zeigt Ges
hwindigkeitspro�le für die beiden Grenzfälle (erzwungene undnatürli
he Konvektion) und mögli
he Zwis
henstufen gemis
hter Konvektion. Es mussdabei na
h der Ri
htung der Relativges
hwindigkeit der gekühlten Platte unters
hiedenwerden.
Ri = 0
T ∗

w = T ∗

k

Ri 6= 0
T ∗

w > T ∗

k

Ri 6= 0
T ∗

w > T ∗

k

Ri = 0
T ∗

w = T ∗

k

Ri = ∞
T ∗

w > T ∗

k

u∗r

u∗r u∗r

~g∗

T ∗

k T ∗

w T ∗

k T ∗

kT ∗

w T ∗

w T ∗

kT ∗

k T ∗

w

u∗r = 0

T ∗

w

u∗rAbbildung 6.2: Qualitative Ges
hwindigkeits- und Temperaturpro�le, wie sie in derVHC auftreten.Da zur VHC bisher keine gemessenen oder simulierten Pro�le zur Verfügung stehen,ist für die Zukunft eine Zusammenarbeit mit anderen Fors
hergruppen geplant. Hierbeisind in besonderem Maÿe DNS-Ergebnisse von Interesse, da diese sehr genaue Werte derWandgradienten liefern können. Wie in den vorangegangenen Kapiteln deutli
h wurde,sind diese Wandgradienten von groÿer Bedeutung, da sie zur Entdimensionierung herange-zogen werden. Auÿerdem sollte ein mögli
hst groÿer Ri
hardson-Zahlenberei
h abgede
ktwerden.6.2 Blending-ParameterDie gemis
hte Konvektion besitzt die beiden Grenzfälle natürli
he Konvektion und er-zwungene Konvektion. Ein Ansatz, der die Ges
hwindigkeits- und Temperaturpro�le dergemis
hten Konvektion ri
htig bes
hreibt, sollte au
h die beiden Grenzfälle ri
htig wie-dergeben können. Eine Mögli
hkeit, um dieses si
herzustellen, ist, ein blending zwis
henden Pro�len der beiden Grenzfälle dur
hzuführen. Hierbei stellt si
h allerdings die Fra-ge, wel
her Parameter für das blending benutzt werden soll. Die Ri
hardson-Zahl kommtdafür ni
ht in Frage, da diese eine Globalgröÿe zur Bes
hreibung der Strömung darstellt.Ein geeigneter Parameter muss si
h jedo
h mit Hilfe von lokalen Gröÿen an der Wandbilden lassen.Es soll hierzu eine neue Gröÿe H eingeführt werden, die an die Ri
hardson-Zahl ange-lehnt ist, aber keine globalen Gröÿen mehr beinhaltet. Statt der normalen Grashof-Zahl



6.2. BLENDING-PARAMETER 105wird Grc benutzt, die mit T ∗

c statt ∆T ∗ gebildet wird. Die Reynolds-Zahl wird dur
h dieturbulente Reynolds-Zahl Reτ ersetzt. Der Exponent wird so gewählt, dass die 
harakte-ristis
he Länge h∗ gekürzt werden kann
H =

Grc
Re3

τ

=

(
g∗β∗T ∗

c h
∗3

ν∗2

)

(
u∗τh

∗

ν∗

)3 =
g∗β∗ν∗T ∗

c

u∗3τ
. (6.4)Mit den De�nitionen von T ∗

c und u∗c na
h den Glei
hungen (3.7) und (3.45) folgt
H = Pr4

(
u∗c
u∗τ

)3 (6.5)und für Pr = 0,7

H = 0,24

(
u∗c
u∗τ

)3

. (6.6)Es sollen zunä
hst nur Situationen betra
htet werden, in denen die Wands
hubspannungni
ht vers
hwindet2. Somit gilt u∗τ 6= 0 und H weist dann keine Singularität auf, da derNenner immer unglei
h Null ist.Für den Fall erzwungener Konvektion (z.B. g∗ = 0) gilt u∗c = 0 ⇒ H = 0. Für denGrenzfall natürli
her Konvektion (bei Pr = 0,7) gilt näherungsweise u∗c/u∗τ = 0,58, wie inAbbildung 6.3 anhand der Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) deutli
h wird.Es ergibt si
h für Hnat bei Pr = 0,7

Hnat = 0,24 (0,58)3 = 0,047. (6.7)Es folgt also für H:
• 0 ≤ H ≤ 0,047 (= Hnat)

• H = 0: erzwungene Konvektion
• H = 0,047: natürli
he KonvektionEs steht somit ein Parameter zur Verfügung, der mit �Wandgröÿen� gebildet wird undsi
h zwis
hen den beiden Grenzfällen (erzwungene und natürli
he Konvektion) bewegt.Hiermit sollte ein blending zwis
hen den Grenzfällen mögli
h sein. Um die na
hfolgendenBetra
htungen zu vereinfa
hen, ist es bequem, einen Parameter zur Hand zu haben, derzwis
hen 0 und 1 variiert. Dies kann mit
ψ ≡ H

0,047
mit 0 ≤ ψ ≤ 1 (6.8)errei
ht werden.2Eine vers
hwindende Wands
hubspannung tritt bei erzwungener Konvektion z.B. bei der Couette-Poiseuille Strömung für bestimmte Kombinationen von Plattenges
hwindigkeit und Dru
kgradient auf.Hierbei ist das logarithmis
he Wandgesetz ni
ht mehr gültig und es muss eine getrennte Analyse derStrömung vorgenommen werden.Analog führen bei der VHC bestimmte Kombinationen von Plattenges
hwindigkeit und Auftriebskräf-ten zu einem Vers
hwinden der Wands
hubspannung.
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Abbildung 6.3: Auftragung von uc über uτ für die natürli
he Konvektion anhand derDaten (◦) von Versteegh & Nieuwstadt (1999).6.2.1 Ums
hreiben des Temperaturpro�lsDie folgenden Überlegungen sollen nur für das Temperaturpro�l vorgestellt werden, dadies einfa
her zu handhaben ist als das Ges
hwindigkeitspro�l. Ein mögli
her Ansatzfür ein blending ist das Ums
hreiben der universellen Pro�le der natürli
hen Konvektionin die Koordinaten der erzwungenen Konvektion (also eine Koordinatentransformation
y× → y+ und Θ× → Θ+). Ausgangspunkt ist das universelle Temperaturpro�l na
hGlei
hung (3.22), das entspre
hend umgeformt wird
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∣
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∣
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∣
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+D (6.10)
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c
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+D (6.11)
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[
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)
− C ln

(
1

Pr2

u∗τ
u∗c

)

+D

]

. (6.12)Hierbei kann u∗τ/u∗c = 1/0,58 für die natürli
he Konvektion benutzt werden.Das Temperaturpro�l für die erzwungene Konvektion ist na
h Glei
hung (2.44) bekannt
Θ+
erzw =

1

κΘ

ln(y+) + C+(Pr). (6.13)



6.2. BLENDING-PARAMETER 107Somit wäre ein blending zwis
hen den zwei Pro�len na
h folgendem linearen Ansatz mög-li
h
Θ+
misch = (1 − ψ) · Θ+

erzw + ψ · Θ+
nat. (6.14)Eine Alternative wäre ein blending na
h einem Potenzansatz

Θ+
misch = Θ+(1−ψ)

erzw · Θ+ψ
nat . (6.15)Für ψ = 1 (natürli
he Konvektion) gilt somit Θ+

misch = Θ+
nat und für ψ = 0 (erzwungeneKonvektion) ergibt si
h Θ+

misch = Θ+
erzw.Zur Überprüfung der beiden zuvor gezeigten blending-Ansätze können die DNS-Datenvon Kasagi & Nishimura (1997) herangezogen werden. Es ergibt si
h für die verwendetenWerte der Kennzahlen (Reτ = 150, Gr = 9,6 105 und als Ergebnis der Re
hnung Nuavg =

14,18) ein blending-Parameter von ψ = 0,20, siehe hierzu au
h Anhang E. In Abbildung 6.4sind die DNS-Daten zusammen mit dem Pro�l der natürli
hen Konvektion, der gemis
htenKonvektion und den beiden blending-Varianten dargestellt.
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Abbildung 6.4: DNS-Temperaturpro�l (+) von Kasagi & Nishimura (1997) mit ψ =
0,20 zusammen mit dem Temperaturpro�l für die erzwungene Konvektion (−−−) na
hGlei
hung (2.44), für die natürli
he Konvektion (− · −) na
h Glei
hung (6.12), na
h demblending über einen linearen Ansatz (�) na
h Glei
hung (6.14) und na
h dem blendingüber einen Potenzansatz (· · ·) na
h Glei
hung (6.15).Die Daten werden bereits relativ gut mit dem Pro�l der erzwungenen Konvektion wie-dergegeben und es wäre eigentli
h kein blending erforderli
h. Die Pro�le, die dur
h das



108 KAPITEL 6. GEMISCHTE KONVEKTION AN VERTIKALEN WÄNDENBlenden erhalten wurden, können die Übereinstimmung ni
ht verbessern. Es ist zusätz-li
h festzustellen, dass die Pro�le aus dem linearen blending und dem Potenzansatz fastidentis
h sind, was ni
ht von vorn herein zu erwarten war. Das Temperaturpro�l dernatürli
hen Konvektion gibt die Daten nur s
hle
ht wieder, was aufgrund der niedrigenRi
hardson-Zahl (Ri = 0,05) von Kasagi & Nishimura (1997) aber au
h zu erwarten ist.3Es ers
heint aus den folgenden Gründen ni
ht sinnvoll, anhand der DNS-Daten vonKasagi & Nishimura (1997) die blending-Ansätze zu bewerten:
• Es gibt nur für einen blending-Parameter DNS-Daten (ψ = 0,20).
• Die verwendeten dimensionslosen Kennzahlen sind relativ klein. Betra
htet man z.B.eine erzwungene Konvektion mit der glei
hen turbulenten Reynolds-Zahl (Reτ =

150) wie in Kasagi & Nishimura (1997), so stellt man deutli
he Abwei
hungen vomTemperaturpro�l na
h Glei
hung (2.44) fest.
• Bei der Kombination �beheizte Wand/na
h oben strömendes Fluid� ist eine starkeAbs
hwä
hung der Turbulenz festzustellen. Ein blending würde allerdings eine Kom-bination von Wandfunktionen sein, die für Ra → ∞ und Re → ∞ gültig sind, waszu s
hle
hter Übereinstimmung führen müsste.
• Es kann ni
ht von vornherein ausges
hlossen werden, dass der aufgeprägte Dru
k-gradient in der DNS von Kasagi & Nishimura (1997) einen Ein�uss hat.Für die gemis
hte Konvektion besteht also das Problem, dass zur Zeit ni
ht genuggeeigenete Datensätze zur Verfügung stehen, an denen vers
hiedenene blending-Ansätzeüberprüft werden könnten.Da bisher keine Pro�le bei ausrei
hend hohen Werten der Reynolds- und Ri
hardson-Zahl vorliegen, könnte evt. ein Ansatz benutzt werden, bei dem die Konstanten des Tem-peraturpro�ls anhand von Nuÿelt-Daten bestimmt werden, zu Details siehe Balaji et al.(2006). Bei diesem Ansatz wird ausgenutzt, dass si
h ein Temperaturpro�l in eine Nuÿelt-Beziehung ums
hreiben lässt, wie in den Abs
hnitten 3.2 und 5.2 gezeigt wurde. Geht mannun davon aus, dass die Struktur des Temperaturpro�ls bekannt ist (beispielsweise ein lo-garithmis
her Verlauf), so könnten Nuÿelt-Daten benutzt werden, um die unbekanntenKonstanten zu ermitteln.6.3 Besonderheiten der gemis
hten KonvektionAls ein Problem der gemis
hten Konvektion könnte si
h der Wirbelviskositätsansatz erwei-sen, der sowohl bei der Herleitung des universellen Ges
hwindigkeitspro�ls na
h Glei
hung(3.54) und als au
h beim logarithmis
hen Wandgesetz benutzt wurde. Für die natürli
heKonvektion ist das Ges
hwindigkeitsmaximum sehr di
ht an der Wand, so dass im Be-rei
h der Überlappungss
hi
ht (y× > 9) die Reynolds-Spannungen mit Hilfe der Wirbel-viskosität und konstanter turbulenter Prandtl-Zahl bes
hrieben werden können. Bei der3Es ist erstaunli
h, dass der Unters
hied zwis
hen dem Pro�l der erzwungenen Konvektion und dernatürli
hen Konvektion so groÿ ist. Na
h Abbildung 3.2 sollten die Pro�le di
hter zusammen liegen. Esist zu vermuten, dass evt. der Faktor u∗

c/u∗

τ für die Daten von Tsuji & Nagano (1988a) ni
ht dem Verlaufder DNS-Daten von Versteegh & Nieuwstadt (1999) na
h Abbildung 6.3 folgt.



6.3. BESONDERHEITEN DER GEMISCHTEN KONVEKTION 109gemis
hten Konvektion kann ein Ges
hwindigkeitsmaximum aber au
h in der Überlap-pungss
hi
ht auftreten, siehe z.B. die qualitativen Pro�le in Abbildung 6.2. Ist dies derFall, so werden die Reynolds-Spannungen ni
ht mehr ri
htig wiedergegeben. Es ist dannzu prüfen, wie gut die dur
h ein blending erhaltenen Pro�le mit Verglei
hsdaten über-einstimmen. Evt. muss eine alternative Modellierung der Turbulenz (z.B. Reynolds stressmodels) gesu
ht werden.Ein anderes Problem ist das Errei
hen asymptotis
h groÿer Kennzahlen. So ist diehö
hste bisher mit DNS bere
hnete Rayleigh-Zahl für den beheizten vertikalen Kanal
Ra = 5,0 106, siehe Versteegh & Nieuwstadt (1999). Bei Ri = 1 würde somit für dieReynolds-Zahl folgen

Re =
√

Gr = 2236. (6.16)Dies ist aus asymptotis
her Si
ht eine zu kleine Reynolds-Zahl und es würden no
h deut-li
here Abwei
hungen zum logarithmis
hen Wandgesetz und Temperaturpro�l auftreten.Aufgrund der enormen Anforderungen an die Re
henleistung ist es also fragli
h, ob in dernä
hsten Zeit DNS-Daten zur gemis
hten Konvektion bei ausrei
hend groÿen Kennzah-len zur Verfügung stehen werden; evt. muss stattdessen auf Experimente zurü
kgegri�enwerden.





Kapitel 7Zusammenfassung und Ausbli
k
7.1 ZusammenfassungIn der vorliegenden Arbeit wurde die turbulente natürli
he Konvektion unter asympto-tis
hen Gesi
htspunkten analysiert. Hierbei wurde zwis
hen natürli
her Konvektion anvertikalen Wänden und der Rayleigh-Bénard Konvektion unters
hieden. Für beide Fällekonnte eine Zwei-S
hi
hten-Struktur identi�ziert werden, mit jeweils einer Wands
hi
htund einer turbulenten Auÿen- bzw. Kerns
hi
ht. Zwis
hen diesen beiden S
hi
hten wurdefür die Temperatur ein Anpassen der Gradienten dur
hgeführt und man erhält logarith-mis
he Temperaturpro�le, die in sehr guter Übereinstimmung mit DNS- und Messdatensind.Da für die natürli
he Konvektion an vertikalen Wänden das Temperaturpro�l dur
hdas oben genannte Anpassen der Gradienten bekannt ist, konnte in einem ans
hlieÿen-den S
hritt unter Annahme einer konstanten turbulenten Prandtl-Zahl die Impulsbilanzdirekt gelöst werden und somit ein universelles Ges
hwindigkeitspro�l angegeben wer-den. Dieses Ges
hwindigkeitspro�l kann DNS- und Messdaten aus vers
hiedenen Studiensehr gut wiedergeben. Es wurde auÿerdem gezeigt, dass der Ein�uss der variablen Tem-peraturleitfähigkeit bzw. Viskosität bei den meisten experimentellen Arbeiten ni
ht zuverna
hlässigen ist. Es wurde hierfür eine Korrektur angegeben, um dieses Verhalten zuberü
ksi
htigen.Die universellen Temperatur- und Ges
hwindigkeitspro�le für die vertikale Wand wur-den als Wandfunktionen für CFD-Codes verwendet. Hierzu wurde der frei zugängli
heFORTRAN-Code CAFFA benutzt, um die Implementierung beispielhaft aufzuzeigen. Eswurde dabei festgestellt, dass die Bilanzglei
hung der kinetis
hen Energie der turbulentenS
hwankungsbewegung k∗ für die natürli
he Konvektion ni
ht erfüllt ist. Um denno
h einerelativ einfa
he Umsetzung der neuen Wandfunktionen zur Verfügung zu stellen, wurdedarauf verzi
htet, das k-ω-Turbulenzmodell zu modi�zieren, und stattdessen wurde ledig-li
h die Randbedingung für die Dissipationsrate ω∗ angepasst. Mit diesem modi�ziertenCAFFA-Code mit den implementierten Wandfunktionen wurden DNS-Daten zum verti-kalen Kanal na
hgere
hnet und es konnte eine sehr gute Übereinstimmung festgestelltwerden. Die Ergebnisse zeigen eine deutli
h höhere Genauigkeit als diverse Re
hnungenmit einem kommerziellen CFD-Code. 111



112 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKFür die Rayleigh-Bénard Konvektion wurde das entspre
hende Temperaturpro�l in ei-ne Nuÿelt-Beziehung umges
hrieben. Es steht somit eine theoretis
h begründete Nuÿelt-Beziehung zur Verfügung, in der keine weiteren Konstanten angepasst werden müssen; alleKoe�zienten stammen aus dem universellen Temperaturpro�l. Diese Nuÿelt-Beziehung,die anhand von Temperaturpro�len für Ra < 109 ermittelt wurde, ist in der Lage, Nuÿelt-Daten bis Ra ≈ 1015 sehr gut wiederzugeben. Besonders die Übereinstimmung mit aktu-ellen Messdaten der Gruppe um Prof. Ahlers ist exzellent. Darüber hinaus konnte gezeigtwerden, dass eine Änderung der Steigung im Nuÿelt-Rayleigh-Verlauf mit dem Ein�uss derOber�ä
henrauheit zu erklären ist und ni
ht notwendigerweise ein Indiz für das ultimateregime ist.Die beiden na
hfolgenden Tabellen fassen no
h einmal die wi
htigsten Ergebnisse dieserArbeit für die Rayleigh-Bénard Konvektion und die natürli
he Konvektion an vertikalenWänden zusammen.
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114 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK7.2 Ausbli
kFür die Zukunft wäre es allgemein wüns
henswert, sowohl für die natürli
he Konvektionan vertikalen Wänden als au
h für die Rayleigh-Bénard Konvektion weitere Temperatur-und Ges
hwindigkeitspro�le bei mögli
hst hohen Rayleigh-Zahlen zur Verfügung zu ha-ben, um weitere Validierungen dur
hzuführen. Somit könnten die hier angegebenen Pro�leweiter bestätigt werden oder bei Bedarf die Konstanten angepasst werden. Bei einer aus-rei
hend groÿen Datenbasis wäre es au
h zu überlegen, das k-ω-Turbulenzmodell (oderein anderes Zwei-Glei
hungs-Turbulenzmodell) für die natürli
he Konvektion anzupassenund si
herzustellen, dass die k∗-Glei
hung erfüllt wird.Ein weiterer S
hritt könnte die Implementierung der Wandfunktionen in einem dreidi-mensionalen CFD-Code sein. Dies könnte der open sour
e 
ode OpenFOAM1 sein oderevt. das Programm TAU vom DLR (Göttingen). Somit sollte es mögli
h sein, au
h kom-pliziertere Geometrien zu bere
hnen, wie sie typis
herweise in industriellen Anwendungenauftreten.Für ein Folgeprojekt ist es geplant, die hier vorgestellten Überlegungen auf die gemis
h-te Konvektion (in vertikalen Kanälen) auszuweiten. Es stehen die Lösungen für die beidenGrenzfälle, �natürli
he Konvektion� und �erzwungene Konvektion�, zur Verfügung. Eineadäquate Theorie der gemis
hten Konvektion sollte in der Lage sein, diese Grenzfälleebenfalls ri
htig wiederzugeben. Ein mögli
her Ansatz hierzu wäre, ein blending zwis
hender natürli
hen und der erzwungenen Konvektion vorzunehmen. Allerdings gibt es zurZeit nur wenige Studien für die gemis
hte Konvektion, in denen Temperatur- und Ge-s
hwindigkeitspro�le angegeben werden. Somit ist eine Überprüfung universeller Pro�lezur gemis
hten Konvektion zur Zeit no
h s
hwierig.

1Siehe hierzu: www.open
fd.
o.uk/



Anhang AEntdimensionierung der ImpulsbilanzIn diesem Abs
hnitt soll aufgezeigt werden, wie die Impulsbilanz na
h Glei
hung (2.16)mit den 
harakteristis
hen Bezugsgröÿen der natürli
hen Konvektion entdimensioniertwerden kann. Der Ausgangspunkt ist die Impulsbilanz
ρ∗0
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1 +Kρ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

) Du∗Dt∗ = ρ∗0g
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0
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) (A.1)und es werden folgende Entdimensionierungen na
h Kapitel 3 benutzt:
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t× ≡ t∗

t∗c
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(A.5)Setzt man diese De�nitionen ein, so ergibt si
h zunä
hst
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116 ANHANG A. ENTDIMENSIONIERUNG DER IMPULSBILANZSomit kann die Impulsbilanz in entdimensionierter Form ges
hrieben werden als
1

Pr2
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1 +Kρ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

) DU×Dt× = Θ×

0 − Θ×

+
∂
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, (A.9)siehe au
h Glei
hung (2.17).



Anhang BVariable Sto�werteWie s
hon in Abs
hnitt 3.1.5 erwähnt, muss bei den benutzten experimentellen Daten,z.B. von Tsuji & Nagano (1988a), berü
ksi
htigt werden, dass si
h die Sto�werte aufgrunddes Temperaturpro�ls im Fluid verändern.
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Abbildung B.1: links: Temperaturpro�l für Grx = 8,4 1010 von Tsuji & Nagano (1988a).re
hts: Entspre
hender Verlauf der Temperaturleitfähigkeit a∗(T ∗).Abbildung B.1 zeigt links einen typis
hen Temperaturverlauf, wie er den Messungen vonTsuji & Nagano (1988a) entnommen wurde. Es ist der sehr steile Gradient in Wandnähezu erkennen und ein verglei
hsweise konstanter Verlauf in der Überlappungs
hi
ht/Auÿen-s
hi
ht. In Abbildung B.1 (re
hts) ist die Temperaturleitfähigkeit a∗(T ∗) dargestellt, diesi
h entspre
hend des Temperaturpro�ls ändert. Somit gilt im Berei
h der Überlappungs-s
hi
ht annähernd a∗0 ≈ a∗(T ∗

0 ). 117



118 ANHANG B. VARIABLE STOFFWERTEDas logarithmis
he Temperaturpro�l na
h Glei
hung (3.22) ist in der Überlappungs-s
hi
ht gültig. Es wird nun der Ansatz gewählt, einen �ktiven Temperaturwandgradienten
|∂T ∗/∂y∗|w,fiktiv einzuführen, wie in Abs
hnitt 3.1.5 gezeigt. Dieser �ktive Temperatur-wandgradient entspri
ht dem Gradienten, der an der Wand vorliegen würde, wenn dieTemperaturleitfähigkeit im gesamten Feld den Wert a∗0 hätte.
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(B.1)Der �ktive Temperaturwandgradient |∂T ∗/∂y∗|w,fiktiv wird nun benutzt, um die Bezugs-gröÿen T ∗

c , u∗c und δ∗ zu bilden.
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(B.4)Entdimensioniert man nun die gemessenen Pro�le mit diesen (korrigierten) 
harakteristi-s
hen Gröÿen, so stellt man eine sehr gute Übereinstimmung mit den universellen Pro�lenfest.B.1 Temperaturpro�l in der viskosen Unters
hi
htMit der im vorherigen Abs
hnitt aufgezeigten Einführung des �ktiven Temperaturwand-gradienten |∂T ∗/∂y∗|w,fiktiv ist eine universelle Darstellung von DNS und eperimentellenDaten im Berei
h der Überlappungss
hi
ht mögli
h, da in beiden Fällen von (nahezu)konstanten Sto�werten ausgegangen werden kann.Betra
htet man allerdings das Temperaturpro�l in unmittelbarer Wandnähe, also inder viskosen Unters
hi
ht, so kann hier ni
ht mehr von der Temperaturleitfähigkeit a∗0 derAuÿens
hi
ht ausgegangen werden. Es muss vielmehr die Temperaturleitfähigkeit a∗w beider Wandtemperatur betra
htet werden. In der viskosen Unters
hi
ht gilt in dimensions-behafteten Variablen
T ∗

w − T ∗ =

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y∗. (B.5)Dur
h Division mit T ∗

c na
h Glei
hung (B.2) und Erweitern mit a∗w/a∗0 kann die obigeGlei
hung in die dimensionslosen Koordinaten umges
hrieben werden
T ∗

h − T ∗

T ∗

c
︸ ︷︷ ︸

=Θ×

=
a∗0
a∗w

· a
∗

w

a∗0
·
∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y
∗

T ∗

c
︸ ︷︷ ︸

=y∗/δ∗=y×

. (B.6)



B.2. GESCHWINDIGKEITSPROFIL IN DER VISKOSEN UNTERSICHT 119Um das lineare Temperaturpro�l in der viskosen Unters
hi
ht in den Variablen der Au-ÿens
hi
ht (Θ× und y×, gebildet mit |∂T ∗/∂y∗|w,fiktiv) bes
hreiben zu können, muss alsoder Korrekturfaktor a∗0/a∗w benutzt werden
Θ× =

a∗0
a∗w

· y×, (B.7)vgl. Glei
hung (3.30). Dieses korrigierte Pro�l wurde au
h in Abbildung 3.6 verwendet.B.2 Ges
hwindigkeitspro�l in der viskosen Untersi
htUm das Ges
hwindigkeitspro�l in der viskosen Unters
hi
ht in den Koordinaten der Über-lappungss
hi
ht (U× und y×, gebildet mit |∂T ∗/∂y∗|w,fiktiv) angeben zu können, mussebenfalls eine Korrektur vorgenommen werden. Der Ausgangspunkt ist die dimensionsbe-haftete Impulsbilanz
0 =

∂

∂y∗

(

ν∗w
∂u∗

∂y∗

)

+ g∗β∗ (T ∗

w − T ∗

0 ) − g∗β∗ (T ∗

w − T ∗) . (B.8)Berü
ksi
htigt man, dass der Temperaturverlauf (T ∗

w − T ∗) in der viskosen Unters
hi
htdur
h |∂T ∗/∂y∗|w · y∗ ausgedrü
kt werden kann, so folgt
∂

∂y∗

(

ν∗w
∂u∗

∂y∗

)

= −g∗β∗ (T ∗

w − T ∗

0 ) + g∗β∗

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y∗. (B.9)Zweifa
he Integration und Verwenden der Randbedingungen führt auf
u∗ =

∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y∗ +
1

6
· g

∗β∗

ν∗w

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y∗3 − 1

2
· g

∗β∗

ν∗w
(T ∗

w − T ∗

0 ) · y∗2. (B.10)Division dur
h u∗c na
h Glei
hung (B.3) und Benutzten von T ∗

c na
h Glei
hung (B.2)bzw. δ∗ na
h Glei
hung (B.4) führt auf die dimensionslose Darstellung
U× =

∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

· y× +

(
1

6
· g

∗β∗

ν∗w

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

· y∗3
)

·
(

ν∗0
g∗β∗T ∗3

c

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

2

w,fiktiv

)

−
(

1

2
· g

∗β∗

ν∗w
(T ∗

w − T ∗

0 ) · y∗2
)

·
(

ν∗0
g∗β∗T ∗3

c

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

2

w,fiktiv

) (B.11)
=

∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

· y× +
1

6
· ν

∗

0

ν∗w

a∗0
a∗w

[
y∗

T ∗

c

a∗w
a∗0

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

]3

︸ ︷︷ ︸

=y×3

−1

2
· ν

∗

0

ν∗w

T ∗

w − T ∗

0

T ∗

c
︸ ︷︷ ︸

=Θ×

0

[
y∗

T ∗

c

a∗w
a∗0

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

]2

︸ ︷︷ ︸

=y×2

(B.12)
=

∂U×

∂y×

∣
∣
∣
∣
w

· y× +
ν∗0
ν∗w

(
1

6

a∗0
a∗w
y×3 − 1

2
Θ×

0 y
×2

)

, (B.13)vergl. Glei
hung (3.57).





Anhang CBilanzglei
hungen des CFD-CodesFür den zweidimensionalen, stationären CFD-Code mit k-ω-Turbulenzmodell werden diefolgenden Bilanzglei
hungen gelöst:
u∗
∂u∗

∂x∗
+ v∗

∂u∗

∂y∗
=

∂

∂x∗

(

[ν∗ + ν∗t ]
∂u∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

[ν∗ + ν∗t ]
∂u∗

∂y∗

)

+g∗xβ
∗(T ∗ − T ∗

0 ) (C.1)
u∗
∂v∗

∂x∗
+ v∗

∂v∗

∂y∗
=

∂

∂x∗

(

[ν∗ + ν∗t ]
∂v∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

[ν∗ + ν∗t ]
∂v∗

∂y∗

)

+g∗yβ
∗(T ∗ − T ∗

0 ) (C.2)
u∗
∂T ∗

∂x∗
+ v∗

∂T ∗

∂y∗
=

∂

∂x∗

(

[a∗ + a∗t ]
∂T ∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

[a∗ + a∗t ]
∂T ∗

∂y∗

) (C.3)
u∗
∂k∗

∂x∗
+ v∗

∂k∗

∂y∗
=

∂

∂x∗

(

[ν∗ + σkν
∗

t ]
∂k∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

[ν∗ + σkν
∗

t ]
∂k∗

∂y∗

)

+
τ ∗ij
ρ∗
∂u∗i
∂x∗j

− βkk
∗ω∗ (C.4)

u∗
∂ω∗

∂x∗
+ v∗

∂ω∗

∂y∗
=

∂

∂x∗

(

[ν∗ + σων
∗

t ]
∂ω∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

[ν∗ + σων
∗

t ]
∂ω∗

∂y∗

)

+α
ω∗

k∗
τ ∗ij
ρ∗
∂u∗i
∂x∗j

− βωω
∗2 (C.5)mit

ν∗t =
k∗

ω∗
a∗t =

ν∗t
σt

σt = 0,9 σk =
1

2

σω =
1

2
α =

5

9
βk =

9

100
βω =

3

40121



122 ANHANG C. BILANZGLEICHUNGEN DES CFD-CODESDie Einträge des Reynolds-Stress-Tensors sind hierbei mit τ ∗ij bezei
hnet und lauten
τ ∗ij = 2µ∗

tS
∗

ij −
2

3
ρ∗k∗δij mit S∗ij =

1

2

(
∂u∗i
∂x∗j

+
∂u∗j
∂x∗i

)

. (C.6)Der Tensor hat somit für den zweidimensionalen Fall folgende Form
τ ∗ = 2µ∗

t







∂u∗

∂x∗
− 1

3
ρ∗k∗

1

2

(
∂v∗

∂x∗
+
∂u∗

∂y∗

)

1

2

(
∂v∗

∂x∗
+
∂u∗

∂y∗

)
∂v∗

∂y∗
− 1

3
ρ∗k∗






. (C.7)Der Term τ ∗ij · ∂u∗i /∂x∗j , wie er in der k∗- und in der ω∗-Glei
hung auftritt, kann somitangegeben werden als:

τ ∗ij ·
∂u∗i
∂x∗j

= 2µ∗

t

[(
∂u∗

∂x∗
− 1

3
ρ∗k∗

)

· ∂u
∗

∂x∗
+

1

2

(
∂v∗

∂x∗
+
∂u∗

∂y∗

)

· ∂u
∗

∂y∗
(C.8)

+
1

2

(
∂v∗

∂x∗
+
∂u∗

∂y∗

)

· ∂v
∗

∂x∗
+

(
∂v∗

∂y∗
− 1

3
ρ∗k∗

)

· ∂v
∗

∂y∗

] (C.9)Für den vertikalen Kanal na
h Versteegh & Nieuwstadt (1999), also einen eindimensio-nalen Fall mit ∂ . . . /∂x∗ = 0 und v∗ = 0 folgt somit z.B. für die k∗-Glei
hung
0 =

∂

∂y∗

(

[ν∗ + σkν
∗

t ]
∂k∗

∂y∗

)

+ ν∗t

(
∂u∗

∂y∗

)2

− βkk
∗ω∗, (C.10)siehe au
h Glei
hung (4.1)



Anhang DAbs
hätzung der Di
ke der viskosenUnters
hi
htFür Experimente zur Rayleigh-Bénard Konvektion kann es z.T. notwendig sein, eine apriori-Abs
hätzung für die Di
ke der viskosen Unters
hi
ht zur Verfügung zu haben, dazur Bestimmung des Wandwärmestroms häu�g der Temperaturgradient im Fluid benutztwird. Hierzu müssen ausrei
hend viele Messpunkte in der viskosen Unters
hi
ht liegen, danur hier ein linearer Temperaturverlauf vorliegt. Die Nuÿelt-Beziehung na
h Glei
hung(5.28) kann au
h benutzt werden, um die Di
ke der vikosen Unters
hi
ht abzus
hätzen,wie im folgenden beispielhaft für das Ilmenauer Fass aufgezeigt werden soll.Es soll hier beispielhaft die Rayleigh-Zahl Ra = 8,1 108 betra
htet werden, wie sie amIlmenauer Fass untersu
ht wurde, zu Details siehe Abs
hnitt 5.3.1. Um nun die Di
keder viskosen Unters
hi
ht abs
hätzen zu können, wird zunä
hst der Temperaturgradientaus der Nuÿelt-Zahl (⇒ Nu = 60,53 na
h Glei
hung (5.28)) bestimmt. Mit einem Plat-tenabstand von h∗ = 0,63 m und einer Temperaturdi�erenz ∆T ∗ = 42,8 K folgt für den(�ktiven) Gradienten
∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w, fiktiv

= 4112,2
K

m
. (D.1)Hiermit kann nun au
h die 
harakteristis
he Bezugstemperatur T ∗

rbc ermittelt werden
T ∗

rbc =

(

a∗ν∗

g∗β∗

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

3

w, fiktiv

)1/4

= 5,52 K. (D.2)Anhand der dimensionslosen Temperaturpro�le in den Abbildungen 5.3 und 5.4 ist zuerkennen, dass die viskose Unters
hi
ht bis y× ≈ 1,5 rei
ht. Damit ein Messpunkt no
hinnerhalb der viskosen Unters
hi
ht liegt, muss also y× ≤ 1,5 gelten
y∗

T ∗

rbc

∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w, fiktiv

≤ 1,5 ⇔ y∗ ≤ 1,5 · T ∗

rbc ·
∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

−1

w, fiktiv

= 2,0 mm (D.3)Für den konkreten Fall am Ilmenauer Fass mit Ra = 8,1 108 ergibt si
h also eine Di
keder viskosen Unters
hi
ht von y∗ ≈ 2 mm. Innerhalb dieses Berei
hs sollte ein linearerVerlauf vorliegen und der Gradient bestimmt werden können.123





Anhang EBlending-Parameter für die gemis
hteKonvektionUm in Abs
hnitt 6.2.1 den blending-Parameter ψ für die Daten von Kasagi & Nishimura(1997) bestimmen zu können, wird der Term u∗c/u
∗

τ benötigt. Dieser Ausdru
k soll nun inGröÿen ausgedrü
kt werden, die direkt als Ergebnis der DNS-Re
hnungen angegeben wer-den. Hierzu werden die De�nitionen von u∗c na
h Glei
hung (3.45) und T ∗

c na
h Glei
hung(3.7) benutzt
u∗c
u∗τ

=
1

u∗τ
· g∗β∗T ∗3

c

ν∗
∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣

2

w

=

(
g∗β∗a∗6

ν∗4u∗4τ
·
∣
∣
∣
∣

∂T ∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

)1/4

. (E.1)Dur
h entspre
hendes Erweitern kann dies umgeformt werden zu
u∗c
u∗τ

=

(
Gr Nuavg

(2Reτ )4 · Pr6

)1/4

. (E.2)Hierbei muss berü
ksi
htigt werden, dass die turbulente Reynolds-Zahl nur mit der halbenKanalhöhe h∗/2 gebildet wird. Somit ers
heint im Klammerausdru
k der Term 2Reτ .Für die DNS-Daten von Kasagi & Nishimura (1997) ergibt si
h mit
Reτ = 150 (E.3)
Gr = 9,6 105 (E.4)
Pr = 0,71 (E.5)

Nuavg = 14,18 (E.6)ein Wert von
u∗c
u∗τ

= 0,338 (E.7)Somit folgt für ψ
ψ =

1

0,046
· 0,24

(
u∗c
u∗τ

)3

= 0,201, (E.8)wie in Abs
hnitt 6.2.1 angegeben. 125
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