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Rollresonanzen in seitlicher Diinung

Dr. H. Baumann, Hamburg

1. Einleitung

Gefihrliche Rollzustinde haben bekanntlich eine Periode,
die von der amplitudenabhéngigen Eigenperiode des Schiffes
wenig verschieden ist. Solche Resonanzzustinde kommen da-
durch zustande, daB die Dimpfung des Schiffes durch perio-
dische Leistungszufuhr aus den Wellen aufgehoben wird, wo-
bei jedoch die Periode der auftreffenden Wellen nicht mit der
Rollperiode iibereinzustimmen braucht. Das Schiff unterliegt
im Seegang sowohl horizontalen als auch vertikalen Wechsel-
beschleunigungen; dem unterschiedlichen Mechanismus der
damit verbundenen Leistungszufuhr entsprechend, sind in seit-
licher Diinung zwei Arten von Rollzustinden moglich.

Als Rollzustinde erster Art bezeichnen wir die Schwin-
gungszustinde eines Schiffes, welche durch die querschiffs
gerichtete Wechselbeschleunigung bzw. die damit verbundene
Schwankung der statischen Gleichgewichtslage erregt werden.
Hier sind, wenn man von ,multiplen Resonanzen“ absieht,
Rollperiode und Wellenperiode einander gleich. Wieweit
multiple Resonanzen, d.h. Resonanzen einer Oberwelle des
bei groBen Amplituden nicht sinusférmigen Rolloszillogramms
mit einer entsprechend kurzen Wasserwelle, bei Schiffen zu
erwarten sind, wird hier nicht erértert. Wir beschrinken viel-
mehr unsere Betrachtung der Rollzustiinde erster Art auf den
bekannten Fall gleicher Periode von Schwingung und Er-
regung. — Wir werden hierfiir im ganzen Stabilititsumfang
die Resonanzkurven und die Grenzkurve bestindiger (d.i. dy-
namisch stabiler) Rollzustinde unter Beriicksichtigung eines
geschwindigkeitsproportionalen, frequenzabhingigen Dimp-
fungsmoments berechnen und eine bequeme graphischen Kon-
struktion fiir diese Kurven angeben.

Als Rollzustinde zweiter Art bezeichnen wir die bisher
wenig beachteten Schwingungszustinde eines Schiffes, welche
durch die lotrechte Wechselbeschleunigung bzw. die damit ver-
bundene Gewichtsschwankung ,parameter-erregt* werden.!)
Hier ist, wenn man wieder von multiplen Resonanzen absieht,
die Rollperiode doppelt so groB wie die Wellenperiode. Die
Erregung wird also durch verhiiltnismiBig kurze Wellen be-
wirkt, —

Wir werden sehen,

1. daB Rollzustande zweiter Art erst auftreten konnen,
wenn die Diinungsstirke eine durch die Rolldémpfung
bestimmte Schwelle iiberschritten hat,

2. daB sie dann in einem kritischen Periodenintervall
wirklich auftreten und

3. daB ihre Amplitude gefihrliche Werte erreichen kann.

Wir werden auch fiir diese Rollzustinde die Resonanzkur-
ven berechnen und zeichnen sowie ihre Bestindigkeit unter-
suchen.

Rollzustinde zweiter Art sind iibrigens auch bei vorlicher
oder achterlicher Diinung méglich. Die am Schiff entlang-
laufenden Wellen verursachen nimlich eine periodische
Schwankung der Stabilitét, welche in der Bewegungsgleichung

1) Eine der ersten einschligigen Verdffentlichungen ist unter [9]
des dam Schiuf dieser Arbeit aufgefilhrten Schrifttums zitiert
worden.

- 267 -

als dieselbe Parameter-Erregung erscheint wie eine Gewichts-
schwankung. Unsere Untersuchungen iiber Rollzustinde zwei-
ter Art gelten somit mutatis mutandis auch fiir diesen Er-
regungsfall.

Die Methode, mit der wir die wesentlich nichtlineare Bewe-
gungsgleichung des Schiffes behandeln wollen, basiert auf
physikalischen Erwiigungen. Insbesondere verzichten wir be-
wuBlt auf eine in allen Einzelheiten genaue Erfassung der
Diinung, wir charakterisieren diese nur durch ihre Periode
und Stdrke; iiber die Wellenform verfiigen wir zu Gunsten
mathematischer Bequemlichkeit. Dann miissen wir, besonders
bei grolen Rollamplituden, Wellenformen in Kauf nehmen,
die nicht gerade Sinoiden oder Trochoiden sind, fiir welche
jedoch eine exakte Zuordnung der Rollschwingung besteht.
Auf Grund unserer Ansiitze konnen wir die beiden Schwin-
gungsarten des Schiffes auf das freie, ungedampfte Rollen in
ruhigem Wasser zuriickfiihren. Fiir dessen amplitudenabhin-
gige Grundfunktionen, nimlich die Periode und das Phasen-
umlaufintegral, werden wir gute Niherungsformeln angeben.
Die allgemein gefithrten theoretischen Berechnungen werden
wir auf zwei durch ihre Hebelarmkurven gegebene Schiffe
anwenden.

2. Die Bewegungsgleichung
Wir beschreiben das Rollen eines Schiffes in seitlicher
Diinung durch die Differentialgleichung?®)
J4+WT9p+ 1 +p®mI'P-hy)=0 (1)

Dazu sind folgende Voraussetzungen und Bemerkungen nétig:
(s. a. Bild 1) Die Wellenlinge A der Diinung sei im Vergleich
zur Schiffsbreite B groB genug, mindestens

L>4B. (2)

Dann nimmt das Schiff an der Orbitalbewegung des Wassers
teil und kann unter Beibehaltung seines Deplacements rollen.

Bild 1 Zur Erliuterung der Bewegungsgleichung eines Schiffes
in Diinung. tr = Orbitalradius, o = dessen Winkelgeschwindigkeit,
g = Lotvektor, g’ = Scheinlotvektor

2) Der Punkt ilber einem Gréfensymbol bedeutet, wie Ublich,
die Ableitung nach der Zeit. Auf ausfilhrliche Bezeichnung der
Funktionsargumente wird hdufig verzichtet, wenn sie sich von
selbst versteht. Eine Aufstellung der benutzten Bezeichnungen
befindet sich am Ende der Arbeit.
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Zusiizlich zur Schwerebeschleunigung unterliegt das Schiff
noch der Orbitalbeschleunigung vom Betrage r ®? (r = Orbital-
radius, w = dessen Winkelgeschwindigkeit = Kreisfrequenz).
Der resultierende Vektor (Scheinlotvektor) schwankt perio-
disch sowohl in seiner Richtung als auch in seiner Grofle. Die
statische Gleichgewichtslage des Schiffs pendelt also um einen
Winkel ¥ (1) gegen den Horizont; fiir dessen Amplitude, die
wirksame Wellenschrige ¥, gilt in einer Gerstnerschen Tro-
choidenwelle die Beziehung

in§ =T _2AT @
g A

Bei einer Kringung y aus der jeweiligen statischen Gleich-
gewichislage ist der Hebelarm h (y) wegen (2) derselbe wie in
ruhigem Wasser. Das Schiffsgewicht nimmt jedoch wegen der
GrioBenschwankung des Scheinlotvektors einen veridnderlichen
Momentanwert

P=1+pmy-P )

an, wobei B(1) im Wellental positiv, auf dem Wellenberg
negativ ist.

In sinusformiger Diinung gilt
d) = * o B (5a)

(wo das Vorzeichen von der Fortschrittsrichtung abhidngt) und

4n® r?
2 2y = oI,
#3(r) + B () v (5b)
also ist z. B. fiir die Standardwelle (2r : A = 1 : 20)
— = b1
|8 =|[B] = ~—=0,157. (6)

20

Der Rollwinkel gegen den Horizont ist

() = () + ¥(). (7)

Das Trigheitsmoment J* des Schiffs sei konstant. Die Fre-

quenzabhingigkeit seines hydrodynamischen Anteils kann ver-

nachlidssigt werden, solange die von dem rollenden Schiff aus-
sehende Welle die Voraussetzung (2) erfiillt.

Das Dampfungsmoment W (Tg) von Schiffen ist noch zu
wenig erforscht, als da man dafiir einen analytischen Aus-
druck angeben kénnte. Es hingt in hydrodynamisch kompli-
zierter Weise u. a. von der Schiffsform, der Schwerpunktlage,
der Rollperiode und den Augenblickswerten des Rollwinkels
und der Winkelgeschwindigkeit ab. Wir beriicksichtigen nur
seine Abhingigkeit von der Rollperiode Ty und setzen es pro-
portional der Winkelgeschwindigkeit 4 relativ zur Wasserober-
flidche.

3. Die Grundfunktionen fir das ungedimpfte Rollen
in ruhigem Wasser

Als Grundlage fiir die Berechnung der erzwungenen Roll-
schwingungen betrachten wir das ungedimpfte Rollen in ruhi-
gem Wasser. Wir setzen also

W=0 und r=20. (8)

Dann sind ¢ (1) und ¢ (t) identisch — wir schreiben dafiir
Y, (1) —, und die Bewegungsgleichung lautet

J,'ip0+P'h('lpo):O- 9)

Da hier keine Dimpfung wirkt, ist die Summe aus kineti-
scher und potentieller Energie konstant:
)P+ Ulg,) = U (10)
mit

U =P-fhp)-dy, U(e) =0, U=yp) = Uy . (11
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Wir bilden nun drei, auch fiir die mathematische Behand-
lung der Rollzustinde in Diinung wichtige Grundfunktionen
der Amplitude, ndmlich

a) die Rollperiode,
b) das Phasenumlauf-Integral und daraus resultierend,
¢) den Mittelwert der kinetischen Energie.

a) Fiir das Zeitdifferential der freien Schwingung vy, (t) folgt
aus (10)

— d

d[((po) = V}J . ”—.,_—w“:,
VU@ —Uw)

woraus sich fiir die Rollperiode in ruhigem Wasser das ,,un-

eigentliche” Integral

(12)

¥
= 1T dy
TO (4’) = V% J-4- j e
VU@®)
o

= (13)
U (y)

ergibt.

Eine analytisch geschlossene Form dieses, fiir das dyna-
mische Verhalten eines Schiffes grundlegenden Integrals ist
nur in Sonderfillen méglich. So 1aBt sich die Amplituden-
funktion

_ _ T, (P)
= -2, 14
T(y) T, (o) (14)
wo
Ty(0) =2 l/i)‘llﬁc (15)

die Rollperiode fiir kleine Amplituden ist, bekanntlich mittels
des Vollstindigen Elliptischen Integrals
1
K= _ dx o
YA — - (1 — k)
o
1
_ P e s e Bey ) 09
4 64 264

darstellen, wenn die Hebelarmkurve entweder sinusférmig
verlduft oder eine kubische Parabel ist. Fiir

hI (w) = hmax « sin "‘J'tw (17)
’lpll
gilt nimlich
T ) = 2. K, k?=sin? Kl ; (18)
T 2 \pll
und fiir
e ’lp 2
th=Mﬁw{h{~ﬁJ (19)
Yy
gilt
— 2!} T2
WME) =1+ kK, k=—F* (0
19 ' 2 wu2 _ ,lpg

Da jedoch die numerische oder planimetrische Auswertung
des Integrals (13) wegen des bei ¢ =  verschwindenden Nen-
ners im allgemeinen Schwierigkeiten bereitet, transformieren
wir es mit dem Ansatz

Yo (1) = P-sina(y,
d. h. wir stellen das Oszillogramm der Schwingung als Projek-
tion eines Bildpunktes dar, welcher auf dem Kreis mit dem
Radius { ungleichformig, aber periodisch umliuft. Fiir die

stets positive Phasengeschwindigkeit ergibt sich aus (10) der
Ausdruck

(21)

2 U@ —Uw,
¥y PP

o = (22)
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Die Rollperiode kann nun offenbar in der Gestalt
25

_ da
T‘o (‘p) = j T
a

o]

(23)

oder, bei Einfihrung der Periode kleiner Schwingungen (15)
und Wahrnehmung der Symmetrie von (22) auch in Gestalt der

Amplitudenfunktion
/2 B o ]
= bP S .
? — 07 da 24)
VR
angeschrieben werden. Der Integrand
_ _ _1/tP-MG- (Tp? — %)
w(p,, ) = : ? o (25)
I/ U @) —U(p,)

nimmt auf den Grenzen des Inlegratlonsmtervalls die Werte

w(0,)) = “/QP [%\[’G, W' bzw. w (P, §) = V M}j:((;\;p)@

(26)

an und verlauft im lnnern regulir. Da sein Differential-
yuotient
dw dw dy
- . Sy 27
da dy, da

fir ¢, = 0 und o = /2 verschwindet, sind die Werte (26)
Extrema. Solange nun die Hebelarmkurve einseitig gekriimmt
(unterlinear oder iberlinear) verlduft, ist w (,,") im Inte-
grationsintervall monoton, und die Werte (26) sind die abso-
luten Extrema. Das Verhiltnis

q@ = "B _ V 2U@m)
w (0, ) $ P h@)

ist fiir eine sinusférmige und eine empirisch gegebene (an-
fangs iiberlineare) Hebelarmkurve in Bild 2 dargestellt wor-
den. Die Aufiragung zeigt, dal sich q(¥) erst bei betricht-
lichen Rollamplituden um mehr als etwa 20 %6 von 1 unter-
scheidet, daf} also der Integrand (25) noch bei mittleren Ampli-
tuden auf ein verhdltnismiBig enges Intervall beschrinkt ist.
Infolgedessen kann der in (24) geforderte Mittelwert des Inte-
granden numerisch oder planimetrisch leicht gebildet werden.
Bei einseitig gekriimmter Hebelarmkurve liefert bereits das
arithmetische Mittel der Extrema (26) fiir nicht allzu grofle
Amplituden eine gute Niherung?).

(28)

= ! I

! 5 J 1
(R

i
-t i S SR jo—
|
i ! :
i i
| i
o L i | | I
> T
° ar qz [ a+ o5 as Q7 a8 Q9 1

Bild 2 Die Amplitudenfunktion q(j) bei Rollschwingungen
gemifl Bild 3a bzw. 3b

3) Es weicht beispielsweise bei den folgenden Hebelarmkurven
um weniger als 1 Prozent von dem exakten Wert ab, solange
P < s ¥, ist:

sin —-—

ELAR ] R P\
~ .h”(w)=M‘,G-\v~[l—('~>].
u Yy

W \4
nllly) = MG v- [ (*)]

\I’u

hley) = Npax
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Wir konnen dann die Rollperiode in ruhigem Wasser durch
die algebraische Naherungsformel

_ LP-MG-PE MG - w)
g~ Lo () PPMGw 29
T (V) 9 (V U ) ‘/ h (w 29)

also mittels der Verhilinisse zwischen den Flidchen unter der
Anfangstangente der Hebelarmkurve und unter der Kurve
selbst sowie zwischen den betr. Ordinaten im Schwingungs-
umkehrpunkt §, darstellen.

Die Bilder 3a und 3b zeigen die Vierteloszillogranime der
freien Rollschwingung bei verschiedenen Amplituden, und
zwar a) fir ein Schiff mit sinus{érmiger sowie b) fiir ein Schiff
mit anfinglich iberlinearer Hebelarmkurve. Die Verbindungs-
kurve der Maxima stellt die Abhingigkeit der Eigenperiode
von der Rollamplitude dar.

%
0

09
08
07
06
s
04

03 %

N
02

o1

0 02 04 06 08 10 12 14 16

y}lu

Bild 3a Vierteloszillograimmme und Vierteiperioden eines Schifies
mit Zusatzstabilitiit, abhiingig von der Rollamplitude

0 10 20 o Y

Bild 3b
Vierteloszillogramme und Viertelperioden eines Schiffes mit sinus-
formiger Hebelarmkurve, abhingig von der Rollamplitude
b) Das normierte Phasenintegral

Ay == 1, . ,:J;,,, . é M
¢ (‘P) - 7“1’ l/ 20U (q’) ; Py dCP“ ’

welches bei linearem Hebelarmverlauf den Wert 1 hat, kann
leicht planimetrisch gewonnen werden. In Bild 4 sind die @ (\))-
Kurven der beiden den Bildern 3a und 3b zugrunde liegenden
Schiffstypen wiedergegeben worden. Wir wollen jedoch auch
hierfiir eine algebraische Ndherungsformel angeben. Mit dem
Ansatz (21) nimmt der Ausdruck (30) die Gestalt

2=n

. S‘ cos* - 0. r du (31)

o

(30)

=]
2
i
Cle
2
a'e

an, wo & wieder durch (22) gegeben ist. Die bei o = 0, n/2, n
usw. liegenden Extrema betragen also
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20m)
J’ . l_p2
{3) 2 g )
2 2 q(¥) -9

mit q (P) gemif Gl. (28).

afe) =a() =a2n) =
(32)

Im Falle einseitig gekriimmter Hebelarmkurve, wo @ (a)
monoton zwischen diesen Werten verlduft, setzen wir nihe-
rungsweise

S el
e VJ’-W 2[1+q@> * Ty

33)
und erhalten aus (31) den algebraischen Ausdruck
(I)(ip)zﬁ.l_(l + 'IT)‘i‘—l“(l_‘j:“)
2 q () 4 q ()
3 |
e (34)
4 4q(y)

Werte dieses Ausdrucks sind in Bild 4 eingetragen worden.

$(7) n

‘ ‘ i
@ “ ¥,

Bild 4 Die Phasenumlaufintegrale & (y) und die Niherungswerte
nach Formel (34) bei Rollschwingungen gemis Bild 3a bzw. 3b

¢) Wir betrachten nun nech das iiber die Periode der freien

Schwingung erstreckte normierte Mittel der kinetischen
Energie
T, ()
_ U
N (P) = —— j <1————(w_0)>'dt, (35)
T, (W) U
o

Auf diese, im allgemeinen von Hebelarmverlauf und Ampli-
tude abhiingige Grofle wird im folgenden wiederholt Bezug
genommen. Sie ist so normiert, daB sich bei linearem Hebel-
arm, also vorzugsweise bei kleinen Amplituden, der Wert 1
ergibt. Es ist leicht einzusehen, daB bei iiberlinearem Verhal-
ten der Hebelarmkurve wegen des kiirzeren Aufenthalts im
Bereich kleiner Geschwindigkeiten (Umkehrpunkte) n, () > 1,
bei unterlinearem Verhalten dagegen n, () << 1 wird und bei
Annidherung der Rollamplitude an die Grenze des Stabilitiits-
umfangs M, () dem Wert null zustrebt. — Eine obere
Schranke fiir 1, (Y} kann leicht aus der Betrachtung der Ener-
giekurve U (¢,) gewonnen werden, wenn man die Schar der
Parabeln n-ten Grades

U ) = oy |y, n>2 (36)

ins Auge faBt. Mit x = y/¢ und Benutzung von (12) und (13)
nimmt ndmlich der Ausdruck (35) die Gestalt

I
Mo = i3
[ S
oj‘ ]/lwx“
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an, in welcher die Amplitude ¢ nicht mehr erscheint und wo
1

=2 | Q—xmy. &
V1—xn

[+
1 1
d n.d
=9 | =X .| XX (38a)
Y1-—xn V1i—xn
(¢} o
oder auch
1 11
— ——— RS 2
L, =21 V1 —x"dx=2x-VY1—x" | | BL—..E
V1—xn
o o o

(38b)
ist. Bei Elimination des letzten Terms von (38a) und (38b)

wird
1
2 d
=<2 .| 2 (39)
n+2 Y1—xn
o
und somit
2n
No.n = ~ . (40)
n+ 2

Mit wachsendem Exponenten n strebt also m, , gegen den
Grenzwert 2. Dieser hat jedoch fiir Schiffe schon keine Bedeu-
tung mehr; er entspricht einem Kérper, der sich iiber eine
gewisse Strecke frei bewegen kann, aber an deren Enden hart
reflektiert wird. Als hochster Exponent der Energiekurve eines
Schiffes diirfte n = 6 geniigen, woraus dann 1, , < 1,5 folgt.
Wir kénnen also fiir Schiffe

1 im unterlinearen Fall
1,5 im iiberlinearen Fall

OSno(Tv)Snmu={

setzen.

(41)

Bild 5 gibt die n,({)-Kurven zweier Schiffstypen. Sie sind
mit Hilfe der Identitit

T " Mo(Y) = @ () - V

1P-MG-§
U ()
welche aus der Energiegleichung (10) leicht beweisbar ist, aus
den planimetrierten ®()-Werten (Bild 4) und den t(y)-Wer-
ten der Bilder 3a und 3b gebildet worden. Wenn man fiir ®(¥)
und t(y) die Niherungsformeln (34) und (29) sowie die Be-

ziehung (28) benutzt, kann man im Bereich einseitig gekriimm-
ter Hebelarmkurven noch

(42)

_ 1 1
M)~
1 + q(y) 24q(y)
schreiben. Nach dieser Formel errechnete Niherungswerte
sind in Bild 5 eingetragen worden.

(43)

ool

LN

Y \\

) N

o 42 ot a6 a0 w0 ¥y,

Bild 5 Die Amplitudenfunktion v, () und Niherungswerte nach
Formel (43) bei Rolilschwingungen gemif Bild 3a bzw. 3b
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4. Die stationdren Rollzustande in seitlicher Dinung

Wir beschrinken unsere Betrachtungen auf stationére Roll-
zustiéinde der Periode Tg. Wir setzen also voraus, daf

Y+ Ty =)

sei. Aus der Bewegungsgleichung (1) erhalten wir dann durch
Multiplikation mit Y (t) bzw. {y(t) und Integration iiber eine
Rollperiode unter Beriicksichtigung von (7) die beiden Glei-
chungen

(44)

Ty .. Tg Ty
JY-o-@-dt+ fW(T) -y -dt+ fB-P-hy -¢-dt=0
[o] [+] o (45)
bzw.
Tg . Ty
IJ"ﬂ-w-dt+j'[J"ip+P-h(w)]'w'dt-l—
[o] TS0

+JB-P-h(y)-y-dt=0 (46)

o

Diese geben iiber die zeitliche Zuordnung von Erregung
und Schwingung Aufschluf3.

a) Periodenbeziehungen

Das zweite Integral der Gleichung (45) stellt die Dissipa-
tion dar; es ist stets positiv. Infolgedessen miissen die beiden
anderen Integrale in dieser Gleichung einzeln oder zusammen
negativ sein, d. h. die entsprechende Anfachung ergeben. Das
zweite Integral der Gleichung (46) verschwindet, wenn das
Oszillogramm v (t) die fiir das ungedimpfte Rollen in ruhigem
Wasser giiltige Beziehung (9) erfiillt, wenn also das Schiff
mit seiner Eigenperiode rollt. Dies Integral ist demnach ein
Majl fiir die Verstinmung, welche die beiden anderen Inte-
grale der Gleichung (46) einzeln oder gemeinsam bewirken
miissen, damit das Schiff mit einer der Erregung entsprechen-
den Periode Ty rollt. Bezeichnen wir nun mit Ty die Periode
der Diinungswellen und mit 1/n- Ty die Teilperioden des im
allgemeinen nicht sinusformigen Oszillogramms 1 (t), so liefert
die Forderung, daB die ersten Integrale der Gleichungen (45)
und (46) nicht verschwinden, iibereinstimmend die Perioden-
bedingung '

n=135,... (47)

Entsprechend liefert die Forderung, daB8 die dritten Integrale
nicht verschwinden, iibereinstimmend die Periodenbedingung

RIS

2n

n=135,... (48)

Es gibt also unendlich viele Werte n und n’, welche diese Be-
dingungen erfiilllen. Wir wollen jedoch die ,multiplen Re-
sonanzen“ nicht niher betrachten; wir beriicksichtigen daher
nur die Werte n, n’ = 1.

Dann verbleiben fiir die stationdren Rollzustinde in seit-
licher Diinung die beiden einander ausschlieBenden Perioden-
bedingungen

Ts = Tw oder Ts=2Tw (49) (50)

b) Phasenzerlegung

Die Gleichungen (45) und (46) bestimmen auch die Phase
zwischen den Bewegungen der Welle und des Schiffes. Die
Multiplikatoren 1 (t) und ¥ (t) schlieBen einen Phasenwinkel
von 90° ein, es ist

Ty
Sv-j-di=0.
o

- 271 -

Wir zerlegen die Erregung in zwei ebenfalls um 90° phasen-
verschobene Summanden:

() = B, () + B(t) bzw. B(t) = B, () + Pu() (BD)

und bezeichnen als Wirkerregung denjenigen, welcher nur zu
den Anfachungsintegralen (45) einen Beitrag leistet, fiir wel-
chen also
Ts., Tg
SO, -y dt=0bzw. fB,-h(y)y-dt=0 (52)
(o] o
gilt, und als Blinderregung denjenigen, welcher nur zu den
Verstimmungsintegralen (46) einen Beitrag leistet, fiir wel-
chen also
Ts.. Ty
fO, @ -dt =10 bzw. B, h(y) - Pdt =0 (53)
o o
gilt. Unter der Bedingung (49) konnen dann die Gleichungen
(45) und (46) in der vereinfachten Gestalt
Tg

S8+ W (T Py -dt =10 (54)
(4]

Ty .
f -0, + 1% +P-hy)] ¢ -dt=0

(]

(55)

angeschrieben werden. Die Bedingung (50) hingegen gestattet
die Schreibweise

Ts

JIW(Tg) Pz + B P-h(yy)] P dt =0 (56)
[o]

Ty

SO G+ 1 +B) P-hy)l yerdt=0. (57)
[e]

c) Zwei Arten von Rollzustinden

Wir werden also bei seitlicher Diinung zwei Arten von Roll-
zustidnden, P, (t) oder yy(t), betrachten.

Die Rollzustinde erster Art werden durch die mit der
Diinung verbundene periodische Horizontalbeschleunigung
bp(t) = B(t) - g erregt; ihre Periode ist gleich der Diinungs-
periode. — Die Rollzustinde zweiter Art werden durch die mit
der Diinung verbundene periodische Vertikalbeschleunigung
by(t) = B(t) - g erregt; ihre Periode ist doppelt so lang wie
die Diinungsperiode.

Die Voraussetzung (2) wird im ersten Fall gut erfiillt. Wenn
man némlich nach Kempf [6] die Rollzahl

R=Ts‘l/'—§~

mit mindestens 8 ansetzt, so ergibt sich fiir die Rollzustinde
erster Art

(58)

A>10B (59)

Fiir die Rollzustinde zweiter Art muB im Sinne unserer
Voraussetzung (2)
R>10 (60)

angenommen werden; wir miissen also sehr steife Schiffe von
der Betrachtung dieser Rollzustinde ausschlieBen.

Im Falle multipler Resonanzen miiite R noch gro8er ange-
nommen werden: z. B. R>15 fiir Tq = 3 Tw; R > 30 fiir
TS =6 TW .

5. Die Rollzustinde erster Art, Ts = Ty

Da die periodische Vertikalbeschleunigung B(t) - g bei Roll-
zustinden erster Art zu den Gleichungen (45) und (46) keinen
Beitrag leistet, ist sie hier physikalisch unwesentlich. Wir
setzen daher vorerst B(t) = 0 und erirtern den Einfluf der
Vertikalbeschleunigung nachtréglich.
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Wir betrachten also jetzt die Bewegungsgleichung
J' ¢y + W(Tg) Yy + P-h(yy) =0,
welche durch die Phasenzerlegung (51) in die beiden phasen-
reinen Beziehungen
T, + W(Tg) -y = + Ny (v (62)
Jo @y + %) +P-h@py) = —Ni (1) (63)
aufgespalten wird. Auch das Moment N (t) liefert weder zur
Anfachung noch zur Verstimmung des Schiffes einen Beitrag,
da wegen (54) und (55)
Tg
N --dt=0 und
o

(61)

Ty
(o]

ist. Es ist eine Oberwellenkombination, itber die wir noch in
gewissen Grenzen verfiigen k6nnen.

Wir kennzeichnen nun die Diinung nur durch ihre Periode
Ty und ihre wirksame Wellenschrige 8. Die genaue Wellen-
form beriicksichtigen wir nicht; vielmehr verfiigen wir itiber
den Verlauf der Scheinlotneigung ¥ (t) derart, daB} Ny (t) iden-
tisch verschwindet, und daB} die Beziehung (63) bequem zu
integrieren ist.

a) Amplitudenbeziehungen

Fiir die Wirkerregung ¥, (t) liefert dann die Beziehung
(62) bei zweimaliger Integration unter der Nebenbedingung

Ty
fo,-dt=0 (66)
o
den Ausdruck
W (Tg
t = — = j W () - dt. (67)
Mit Hilfe des Formfaktors
HaTy
_ 2x
F@) = ——- J WPy () - dt (68)
‘lp . TS .
0

[P (0) == 0, 4, (3 Tg) = ], dessen Werte fiir die Oszillo-
grammformen der Bilder 3a und 3b in Bild 6 iiber den Ampli-
tuden aufgetragen sind, konnen wir die Wirkamplitude in der
Gestalt

3, =F{) D (Ty) ¥ (70)
mit
D (Tg = 5 2. an
2n]

anschreiben. Wie Bild 6 zeigt, kann praktisch F = 1 gerechnet
werden, zumindest, solange man den Ddmpfungsgrad D (Tg)
nicht genauer erforscht hat. Die Bilder 7 und 8 zeigen Beispiele
fiir die GréBe von D.

'
£

Bild 6 Der Formfaktor F () der in Bild 3a und 3b gezeigten
Schwingungsformen
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Bild 7 Zusammenstellung von an fahrenden Modellen gemessenen
Dimpfungswerten nach Weinblum und St. Denis {10]

[
4 10° 20° 30° ¥

Bild 8 Abhiingigkeit der Dimpfungswerte von der Rollamplitude
nach Grim {11)

Fiir die Blinderregung ¥, (t) machen wir den Ansatz, daf}
ihr Oszillogramm demjenigen der Rollbewegung v (t) form-

gleich sei, wir setzen also
o

B = i (72)
und erhalten aus (63) die Differentialgleichung
#
J"(l + _‘")'ﬂﬁ"‘P'h(‘h):O, (73)
v

welche sich von (9) nur durch den Trigheitsfaktor unterschei-
det. Gegeniiber der Eigenperiode des Schiffes in ruhigem Was-
ser tritt also hier der Verstimmungsfaktor

Ty D
=T 1
A

auf, welcher je nach der Phase zwischen ¥}, () und vy, (1) gro-
Ber oder kleiner als 1 ist. Fiir die Blindamplitude folgt daraus
mit Tg = Ty die Beziehung

(74)

- Tw? > _
3, = 1), (15)
’ (To"(w)
Also ist
Ty?
o ={—T— —1)yt 76
b ( (T(,z(“) )%() (76)

b) Die Form der Diinungswellen

Aus den Gleichungen (67) und (76) ergibt sich nun die unse-
rem Ansatz zugrunde liegende Wellenform, fiir welche die auf-
gestellten Gleichungen exakt gelten. Das Oszillogramm der
Blinderregung hat namlich bis auf den Streckungsfaktor (74)
denselben Verlauf wie dasjenige der ungedimpften Rollbewe-
gung Y, (1) in ruhigem Wasser. Wegen (46) dominiert die
Blinderregung auflerhalb der Resonanz. Hier ist aber die Roll-
amplitude und somit der Oberwellengehalt gering. Das Oszillo-
gramm der Wirkerregung hingegen zeigt den Verlauf der Inte-
gralkurve zu v, (t); die Amplituden seiner n-ten Oberwellen
sind also auf den n-ten Teil reduziert. Allerdings dominiert
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die Wirkerregung wegen (45) in Resonanznihe, wo W, (1)
wegen der groBeren Rollamplituden stirkere Oberwellen ent-
hilt (Bilder 3a und 3b).

Die Form der Diinungswellen kann schlieflich wiederum
durch Integration aus dem Oszillogramm der Wellenneigung
{#(t) gewonnen werden, wobei der Oberwellengehalt weiter
reduziert wird. Sie ist also aullerhalb der Resonanz durch ein-
malige Integration des Grundoszillogramms 1, (t) kleiner
Amplitude darstellbar, in der Resonanzumgebung durch zwei-
malige Integration des Grundoszillogramms groBer Amplitude.
Die Abweichung der unserem Ansatz zugrunde liegenden Wel-
lenform vom Sinusprofil diirfte daher im Rahmen des auf See
Definierbaren liegen.

¢) Die Resonanzkurven

Wir konnen nun fiir ein gegebenes Schiff nach Ermittlung
der Grundfunktion T, ({) = 2x/v,(P) die Resonanzkurven
P (0%, ), also die Rollamplitude  iiber dem Quadrat der Er-
regerfrequenz @ = 271/ Ty mit der wirksamen Wellenschrige
¥ als Parameter, leicht graphisch ermitteln. Wenn nimlich
in einem 2 {-Plan die Skelettkurve ¥ (v,2) vorliegt, liefert
eine einfache Anwendung des Strahlensatzes aus der mit (75)
identischen Proportion

VR (W) r 0= (§+ B (77
zu jedem Wertepaar ,9, den passenden Wert w®. Wir kén-
nen also, wenn die Blindamplitude #;, bekannt ist, eine beliebig
dichte Folge von Punkten (®?,)) der Resonanzkurve kon-
struieren. Die in Bild 9 mit (2) bezeichnete Partie moge das
Verfahren erldutern.

Im idealisierten Fall eines Schiffes ohne Dimpfung ist B, =
+ 9 zu setzen, wobei entsprechend den beiden moglichen Pha-

Fr
Vh (W)
Voo
pd "
—— g g
! /- /
'7"%/ 3
/ ]
@ @
b [
X oot
b 51 | «

Bild 3 Konstruktion zweier Punkte P; und P, der Resonanz-

kurven fiir Rollzustiinde erster Art aus der Skelettkurve und der
Dimpfung. Die Operation (1) liefert die Blinderregungsamplitude
* Iﬂbl aus der Amplitude { und der Dimpfung D. Die zugehdrigen

Frequenzen ergeben sich aus der Operation (2)

il
10 1 T
¥ I 110
T _ »
0 05 —» ;‘;_‘ 10
054 mlmmllh o3
T . T Q15
1
0 O Y SN
Yoo}

Bild 16a Resonanzkurven der Rollzustinde erster Art fiir Schiffe

mit Zusatzstabilitit bei drei verschiedenen Blinderregungsampli-

tuden. In den schraffierten Bere;chen sind die Rollzustinde nicht
bestindig
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Bild 10b Resonanzkurven der Rollzustinde erster Art fiir Schiffe

mit sinusférmiger Hebelarmkurve bei drei verschiedenen Blind-

erregungsamplituden. In dem schraffierten Bereich sind die Roll-
zustinde nicht bestindig

senwinkeln zwischen y; (t) und {y, (1) beide Vorzeichen zu be-
riicksichtigen sind. Die hier unmittelbar ausfithrbare Kon-
struktion ergibt fiir die in den Bildern 3a und 3b gezeigten
Grundfunktionen die in den Bildern 10a und 10b dargestell-
ten Resonanzkurven.

Zur Beriicksichtigung der Rolldampfung ist zuvor noch die
Blindamplitude zu ermitieln. Bei sinusformigem Verlauf der
um 90° phasenverschobenen Oszillogramme ¥, (t) und ¥ (t)
gilt

i, =+ Y9 —-0,. (18)

Wenn wir diese Beziehung auch auf nicht sinusférmige
Oszillogramme 9, (t) und %y, (t) anwenden, so entsteht ein Feh-
ler nur dort, wo diese vergleichbare Amplituden haben, also
weder im engeren Resonanzbereich, wo die Wirkerregung
dominiert, noch in grolerer Entfernung von der Resonanz, wo
die Blinderregung vorherrscht. Wir glauben, diesen Fehler in
Anbetracht der quantitativ noch immer unsicheren hydrodyna-
mischen Unterlagen der Rolldynamik zugunsten einer beque-
men Darstellung der Resonanzkurven in Kauf nehmen zu
konnen.

Die in den Bildern 11a und 11b gezeigten Resonanzkurven
sind unter Benutzung der Beziehung (78) sowie der Annahme

1,0-1

% Ao
: B 12
g5 |
il HH [ — ?
| | e, 15
(o] 1 i 3 T ‘5 ba%{g}

Bild 11a Resonanzkurven der Rolizustinde erster Art fiir Schiffe

mit Zusatzstabilitit und dem DimpfungsmafB D = 0,2 bei drei ver-

schiedenen Wellenschrigen. In den schraffierten Bereichen sind
die Rollzustiinde nicht bestindig

D (Ty) = 0,2%) und F () = 1 konstruiert worden. Die jeweilige
Blindamplitude wurde so ermittelt, wie die mit (1) bezeichnete
Partie in Bild 9 zeigt. Fiir D = const, F = 1 lautet némlich

4) D = const bedeutet, daf der Ddmpfungskoeffizient W(Tg)

der Rollperiode umgekehrt proportional ist. In dem durch die Vor-
aussetzung (2) beschrinkten Periodenbereich ist dies eine tragbare
Annahme.

Bemerkung: In den Bildern ist statt 6(1 =4
Vg = W, 2u setzen.

o Statt 8. = 8,, statt
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Bild 11b Resonanzkurven der Rolizustinde erster Art fiir Schiffe

mit sinusformiger Hebelarmkurve und dem DimpfungsmaB D=0,2

bei drei verschiedenen Wellenschrigen. In dem schraffierten
Bereich sind die Rollzustinde nicht bestindig

die Gleichung (70)

#,=D-9. (79)
Im Resonanzfall #, = 0 gilt daher
T =D Pree (80)
womit die Beziehung (78) die Gestalt
Bo= £ D Vo — 81)

annimmt. Zeichnet man nun (wie in Bild 9) einen Viertelkreis
mit dem Radius {,,, = /D, welcher auch gréBer sein kann
als v,, so ldBt sich nach dem Pythagoridischen Lehrsatz
(schraffiertes Dreieck) fiir jede Rollamplitude ¥ <<, zu-
niichst die Strecke #,/D und weiterhin mittels der beiden Ge-
raden mit der Neigung 3 D :1 die Amplitude (81) der Blind-
erregung gewinnen.

Analytisch konnen wir bei Benutzung der Beziehung (78)
aus (70) und (75) die Resonanzkurven der Rollzustdnde erster
Art durch die Gleichung

2 2
5 = K~—~TW_ — 1) + F* () - D? (Tw)} (820
To? (§)
bzw. unter Benutzung der Kreisfrequenzen

2 (7 2 )
Jz = [(l’iﬂ_l> + F2 (@) - D2 (w)JwTﬁ ) (82a)

o2
darstellen.

d) Bestindige Rollzustdnde

Die betrachteten Rollzustinde erster Art erfiillen simtlich
das in der Bewegungsgleichung ausgedriickte Momenten-
Gleichgewicht. Es bleibt aber noch zu untersuchen, ob sie auch
alle physikalisch realisierbar sind. Diese Frage interessiert
besonders in Hinblick auf die in gewissen Abszissen-Interval-
len auftretende Mehrdeutigkeit der Resonanzkurven.

Da wir nur stationdre Rollzustinde betrachten, kénnen wir
nicht ohne weiteres ihre dynamische Stabilitdt untersuchen.
Wir formulieren deshalb ein auf die Amplitudenbeziehung
(82a) bzw. (82b) anwendbares Kriterium fiir die ,,Bestindig-
keit“ eines Rollzustandes, niamlich, daB bei konstanter Periode
die Rollamplitude nur dann gréBer werden darf, wenn die
Wellenschrige wéchst, und nur dann kleiner, wenn die Wel-
lenschrige abnimmt. Abstrakter ausgedriickt: ,Ein bestindi-
ger Schwingungszustand liegt vor, wenn beim Ubergang zu
jedem stationdren Nachbarzustand gleicher Periode die Ampli-
tuden von Erregung und Schwingung (ungeachtet ihrer Phase)

5) Die gleichzeitige Verwendung der Symbole D(Ty) und D (w)

ist nicht korrekt. Sie kann aber, da wir die Formeln alternativ
verwenden, nicht 2u Verwechselungen filhren.
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gleichzeitig zu- oder abnehmen.” Die bestindigen Roll-
zustinde sind also analytisch durch das Kriterium

C=">0 (83)
oyt

gekennzeichnet.

Wenn wir nun die Steigung der Resonanzkurve bei konstan-
tem D, namlich den Ausdruck

852»
dy - OTw? - P ( Tw? __])
d Tw? 2\_‘,_3@{ C-TS2@ \ TS @)
a,‘—pz (848)
bzw.
o
& dwr =rv~vo=(m>_< Vet @) _1> 4
dw? _ obe C-w »?
2y

o2
betrachten, so finden wir die Regel, daB diese bei beiden Auf-
tragungen in solchen Punkten, welche bestindige Rollzustinde
(C>0) darstellen, links der Skelettkurve (Tw? <<T,2 ()
bzw. w? <v, () ) positiv, rechts davon (Tw? <<T,2({)) bzw.
w? > v, % (Y)) negativ ist.

Auf der Grenze zwischen bestindigen und nicht-bestindigen
Rollzustinden ist C = 0; dort verlaufen die Resonanzkurven
lotrecht. Die Amplitudenbeziehung (82b) liefert, wenn wir
F (¢) = 1 setzen, fiir die Bestiindigkeitsgrenze die Gleichung

Seteem « © dle Blel
C E(w—l) + D2 (w) +(&i@._1)i,hﬂ= 0

w? o> ? dy
E(voz (\P)_l).(v(ﬁ W) +w_1v_02:(§e),~1>+ D2 (w) = 0.
®? w? w? dy
(85)

Hieraus konnen wir die Grenzkurve mit elementaren Mit-
teln graphisch konstruieren.

Bei zunichst vernachlissigter Dampfung (D = 0) miissen
die runden Klammern in (85) einzeln null sein. Daraus folgen
die Losungen

0 = v? () o? = v ? (), (86)
von denen die erste die Skelettkurve darstellt und die zweite
durch die Beziehung

und

(87)

_ _ _ dv 2 (¥
v*2<w>=v02(w>+w-~v;§@

damit verkniipft ist.

Die in Bild 12 veranschaulichte Konstruktion der Grenz-
kurve v42 () besteht also einfach darin, daB man jeden Punkt
der Skelettkurve v,2(y) um die Lidnge der Subtangente

Ay
o= |- LW
dyp
nach der ihr entgegengesetzten Seite verschiebt.

Mit (87) nimmt der Ausdruck (85) die Gestalt
2 (3 2 (i
c= <_£PL _ 1) , (&_,_(w_l,_ 1) Dy (@8)
? w?

an. Wenn D = 0 ist, ist dieser in dem Bereich zwischen der
Skelettkurve und der soeben konstruierten, durch * gekenn-
zeichneten Grenzkurve negativ; d. h. die Punkte zwischen den
Kurven bedeuten nicht-bestindige Rollzustdnde.

Unter dem EinfluB der Dimpfung D == 0 schrumpft der Be-
reich nicht-bestéindiger Rollzustinde, weil dann das Klammer-
produkt in (88) auf der Grenzkurve g negativ sein muf}, damit
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Bild 12 Konstruktion zweier Punkte P; und P, der Bestindig-
keitsgrenze G aus der Skelettkurve filir Rollzustiinde erster Art

C =0 wird; in Sonderheit stellen dann alle Punkte der
Skelettkurve v,%(y) bestindige Rollzustinde dar. Die gra-
phische Konstruktion der Grenzkurve g unter Beriicksichti-
gung von Déampfung kann an Hand der Gleichung

[vo* (W) — 0°] - [va® () — 0*] + [0*-D (@)]* =0 89)

erfolgen. Dabei kann man eine beliebig gegebene Dampfungs-
funktion D () beriicksichtigen. Wenn man nidmlich ®?-D (®)
unter der Abszissenachse auftrigt, haben die Schnittpunkte mit
dem Halbkreis unter der Strecke [v 2 (), va2 ()] die Abszissen
% und 0,? zweier Punkte der gesuchten Grenzkurve; denn es
sind |0;2—v,2(P)| und |o;2—va® ()| die Hypotenusen-
abschnitte eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hohe ? - D (w).
In Bild 12 wird dies Verfahren fiir konstantes D = 0,2 illu-
striert. So sind die schraffierten Bereiche in den Bildern 10a
bis 11b entstanden.

e) Wahrscheinliche Rollzustédnde

Wir wissen nun, welche Teile der Resonanzkurven physika-
lisch realisierbare Rollzustinde darstellen. Es bleibt aber noch
die Frage offen, welcher von den moglichen Rollzustinden glei-
cher Periode in der Wirklichkeit zu erwarten ist. Diese Frage
mufl statistisch betrachtet werden; es kommt dabei auf den
Anfangszustand, aus dem das Schiff in den bestindigen Roll-
zustand einschwingt, und auf die Grofle und den zeitlichen
Verlauf derjenigen Stérmomente an, welche den Ubergang in
einen anderen Rollzustand bewirken kénnten. Diese Dinge lie-
gen aullerhalb unserer auf stationidre Zustinde beschrinkten
Betrachtung. Wir kénnen aber von anderer Seite her zweierlei
dazu sagen: Zunichst sind Rollzustinde kleiner Amplitude
wahrscheinlicher als solche groBer Amplitude, weil in den letz-
teren mehr Energie steckt, die dem Schiff erst zugefiihrt wer-
den muB. Zum anderen hat der Verfasser bei Experimenten
am Navipendulum [8] mit einem Schiffspendel sinusférmiger
Hebelarmkurve deutlich erfahren, daB in dem zweideutigen
Frequenzintervall die Rollzustinde groBer Amplitude nur mit
Sorgfalt hergestellt werden konnten, und daBl schon gering-
tiigige Storungen den Ubergang in den Rollzustand kleinerer
Amplitude bewirkten, und zwar um so eher, je hoher der Bild-
punkt auf dem Resonanzkurvenast lag. Die Energiebetrach-
tung und das Experiment sprechen also fiir eine griofiere
Wahrscheinlichkeit der kleineren Amplitude. — Die jeder
Diinung in praxi iiberlagerten Stérwellen werden dem Schiff
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nur selten gerade den Impuls erteilen, der zum Ubergang aus
dem Rollzustand kleiner Amplitude in denjenigen groBer
Amplitude erforderlich ist, sie werden aber meist ausreichen,
den diffizilen Rollzustand groBer Amplitude zu stéren.

f) Einflufl der Vertikalbeschleunigung

Die periodische Vertikalbeschleunigung § (t) - g stért den
Schwingungsverlauf der Rollzustinde erster Art. Zur Ab-
schidtzung dieses Einflusses ersetzen wir in der Bewegungs-
gleichung (1) den Schwankungsfaktor 1 + B (t) des aufrich-
tenden Moments fiir die Dauer einer Diinungs-Halbwelle durch
einen passenden Mittelwert 1 * e+ |B], 0 <e<<1 (+ fiir
Wellental, — fiir Wellenberg).

Dann ist sofort ersichtlich, daB8 die Phasen des Rolloszillo-
gramms wihrend der Tal-Halbwelle schneller, wihrend der
Berg-Halbwelle langsamer durchlaufen werden; es wird also
eine Halbschwingung entsprechender Phasenlage verkiirzt, die
andere verlingert. Ein EinfluB auf die Schwingungsdauer
findet jedoch nicht statt, da bei Rollzustinden erster Art
Ts
JB-h) y-dt=0 (90)
(o]

ist, also die Verstimmungsgleichung (46) unberiihrt bleibt.

Der rdumliche Einflu} der Vertikalbeschleunigung zeigt sich
in unsymmetrischen Rollausschligen des Schiffes. Er ist im
Resonanzfall §;, = 0 besonders deutlich. Hier lauft das Oszillo-
gramm 1 (t) der Rollbewegung wegen (67) mit einer Ver-
spitung von einer Viertelperiode hinter dem der Wellen-
neigung & (t) = ¥, (t) her. Das Schiff hat demnach auf einem
Wellenberg gerade seine grofite Neigung 1, und zwar in
Richtung der zuletzt passierten Wellenschrige, also nach der
Leeseite der Diinung; im Wellental findet die groBte luvseitige
Schiffsneigung vy statt. AuBerhalb der Resonanz treten die
Extremlagen des Schiffes frither oder spiter ein.

Nun ist das Riickstellmoment in der Bergphase kleiner als
in der Talphase. Infolgedessen ist die leeseitige Neigung des
Schiffes groBer als die luvseitige; d. h. das Oszillogramm

Vi) =9+ () 91)

enthilt eine mittlere leeseitige Kringung y_ . Um ihre GréBle
abzuschitzen, setzen wir die Kringungsenergien der Extrem-
lagen

Yim=v_ ¥

einander gleich:

O—e Bl U+ =00+ [BI-Uw.—). (92
Wegen der Symmetrie von U kénnen wir dann bei Entwick-
lung nach ¥ _ in erster Ndherung

— _ 2U(y
U_+9 U@y —9) = { 211,“(\‘.))1).}1(@) (93)
schreiben und erhalten schlieBlich die Beziehung
U @) _
ol V@B ey [P (94)
y Y-P-h(y) 2

wo q (V) die in (28) definierte und in Bild 2 dargestellte Funk-
tion ist.

Die Tatsache einer mittleren Kringung verbietet keineswegs
unseren Ansatz, denn _ liefert keinen Beitrag zur Winkel-
beschleunigung.

Wir miissen aber nachtriglich betonen, da8 als Amplitude
v die halbe Winkeldifferenz zwischen den Endlagen, also die
Amplitude von y-_ (t) zu nehmen ist.
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6. Die Rollzustinde zweiter Art, Ty = Ty

Da die periodische Scheinlotneigung ¥ (t) bei Rollzustinden
zweiter Art zu den Gleichungen (45) und (46) keinen Beitrag
leistet, ist sie hier physikalisch nicht wesentlich. Wie setzen
daher vorerst

@) =P = Yo (t) (95)
und erdrtern den Einflul der Scheinlotneigung nachtréglich.
Wir betrachten also jetzt die Bewegungsgleichung

J oy 4+ W(Tg) -9 + [L+ B P-h(yy) =0, (96)
welche durch die Phasenzerlegung (51) in die beiden phasen-
reinen Beziehungen
W (Tg) -2 + By P-h(e) = + Na () 97)
J s + [1 + Byl -P-h(ya) = —Na (1) (98)
aufgespalten wird. Auch das Moment Ny (t) liefert weder zur
Anfachung noch zur Verstimmung des Schiffes einen Beitrag,
da wegen (56) und (57)
Tg Ts
SNy 4py-dt =0 und [ Ny-1py-dt =0 (99), (100)
o o
ist. Es ist eine Oberwellenkombination, iiber die wir noch in
gewissen Grenzen verfiigen konnen. Wegen der verschiedenen
Perioden auf der linken Seite von Gleichung (97) kann Nj (t)
nicht identisch verschwinden; es enthilt einen wesentlichen Be-
standteil mit der Periode # Ty und bewirkt eine entsprechende
Deformation des 1,-Oszillogramms, die wir jedoch erst nach-
trdglich erériern.

Wenn wir nun wieder die genaue Wellenform unberiick-
sichtigt lassen, konnen wir den Verlauf der periodischen Ver-
tikaibeschleunigung so wihlen, dafl er bequeme Berechnungen
ermoglicht. Wir setzen die Wirk- und die Blinderregung in
eine moglichst einfache Beziehung zum Verlauf der wiihrend
einer Rollperiode ebenfalls zweimal oszillierenden potentiellen
Energie (11), ndmlich in Erfiillung der Bedingungen (52)
und (53):

Bu () = —By -2 Vu (o) - (1 —u () sg e (101)
ljb (t) = ﬁh : (l --2u (U:"Z)) + ﬁn (102)
mit
o<u="W<y, (103)
U ()

Die Wirkamplitude B, ist grundsitzlich positiv, wihrend die
Blindamplitude B), je nach Phasenlage auch negativ sein kann.
B, ist eine Konstante, welche die mittlere Beschleunigung zum
Verschwinden bringt:

Tw

SB@-di=0. (104)
o
Diese Ansitze konnen auch in der Gestalt
B(t) = _—B'Sin (2"{ (t)__Yo) + ﬁo
= By, cos 2 (1) — B, - sin 2y(1) + B, (105)
mit

B, = B -sinv,, By =B cosy, (106)

geschrieben werden. Dann bedeutet v, die Phasenlage und
vy (t) das (nicht gleichférmige) Durchlaufen eines Phasen-
zyklus. Fiir die Amplitude der Erregung gilt hier‘ streng

B =By + B2 (107)

Da die Wirkerregung wegen der Symmetrie des Ansatzes

(101) keinen Beitrag zu dem Integral (104) liefert, hingt die

Konstante §, nur von dem Oszillogramm der Blinderregung
By, (t) ab. Auf Grund des Ansatzes (102) ist

Tw
L T2 j‘ u () - de—1
6I) w Y (108)
= 1—n2 (@)a

wo man statt Ty, auch Tg = 2 Ty nehmen kann.
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Die Funktion 1 () unterscheidet sich von der in Gleichung
(35) gegebenen Grundfunktion m, (), weil die Form des Os-
zillogramms 1, (t) der erzwungenen Schwingung von der-
jenigen des Oszillogramms 1, (t) der freien Schwingung ab-
weicht. Wir kénnen, wie nachtriglich gezeigt wird, in erster
Néherung

712(\—1’) =N (‘T’) - é Bb ) (2 Mo ('\_P) ““"02 ("T)) + 5)
mit (109)
18] <m, (@) 2 —mo @) <1

setzen.

a) Amplitudenbeziehungen und Resonanzkurven

Wir finden die Wirkamplitude, indem wir den Ansatz (101)
in die Beziehung (97) einfiihren und das Integral (99) bilden.
Es ergibt sich zunichst mit Hilfe von (11)

Bw-2U®)- Vu () - (1 —u () - du(ve) =

Tg=2Ty

Tg
= W (Tyg) - f 42 dt, (110)
o

wo der Wurzelausdruck das Vorzeichen von s - {5 hat.

Nun stellt der Integrand des Umlaufintegrals, iiber u ()
aufgetragen, einen Kreis mit dem Radius 1/2 dar. Da dieser
in der Zeit Ty zweimal durchlaufen wird, hat die linke Seite
von (110) den Wert B, U (§) - n. Wir konnen also bei ent-
sprechender Erweiterung

Ty
.. X ST
Bw = w g‘J‘i‘]&_ dt (111)
xJ Ty U @)
[

schreiben. Der erste Faktor ist das Doppelte des in (71) ein-
gefiihrten dimensionslosen Dampfungsbeiwerts. Der zweite
kann auf den in (35) erklirten Mittelwert der kinetischen
Energie n, () zuriickgefiihrt werden, von dem er sich wegen
der Beeinflussung des y-Oszillogramms durch die Blind-
erregung P, (t) unterscheidet. Wir kdnnen ihn, wie nachtrig-
lich gezeigt wird, in erster Niherung durch den Ausdruck

@) =@ + 1B, (21, (V) —5n,2 () +8)  (112)

mit

18] <my (§) - 2 =m0 () <1
darstellen. Die Wirkamplitude der Erregung kann also durch
zwei Faktoren dargestellt werden:

Bw=2D (Ts) ms (W) - (113)

Da wir die explizite Abhingigkeit der Rolldimpfung von
der Amplitude vernachliissigt haben, ist es sinnvoll, auch die
Amplitudenabhingigkeit der Wirkerregung unberiicksichtigt
zu lassen, um so mehr, als bei wachsender Rollamplitude der
Démpfungsbeiwert D erfahrungsgemif zunimmt (vgl. Bild 8),
der Mittelwert 1, () dagegen abnimmt (Bild 5), so daBl sich
die Tendenzen zum Teil ausgleichen. Wir kénnen also im Rah-
men der ohnehin vorhandenen Unsicherheit mit der verein-
fachten Formel

B, = 2 D (Tg) = const (114)
rechnen.

Im Gegensatz zu den Rollzustidnden erster Art, wo die Wirk-
amplitude der Erregung im wesentlichen der Rollamplitude
proportional ist, liegt also hier der Fall vor, daB die Wirk-
amplitude im wesentlichen von der Rollamplitude unabhin-
gig ist.

Infolgedessen ist fiir das Eintreten eines Rollzustandes
zweiter Art, auch bei kleinster Amplitude, eine durchaus end-
liche Diinungsstirke

H:.>2D(Tg) :n (115)
Voraussetzung. Wird diese Schwelle iiberschritten, so ergibt
sich aus (107) die Blindamplitude P,, welche bei fest vor-
gegebener Diinungsstirke B ebenfalls praktisch konstant ist.
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Wenn wir nun die Blinderregung gemill dem Ansatz (102)
in die Beziehung (98) einfithren und die Oberwellenkombina-
tion N, (t) zunichst vernachldssigen, so erhalten wir die Be-
wegungsgleichung eines in ruhigem Wasser frei rollenden
Ersatz-Schiffes mit dem modifizierten Hebelarm

hg (@) =1 + By (W)] ~h (W) 116

=L+, +B-(1—2u@) b, 110

Wir kénnen also analog zu (10) bis (13) die Kringungsenergie
Us () =P Jhs () - dy

=U@ - [Q+B) v +PBp-u@-(1—u@)], (117

die Gesamtenergie

B 4+ U () = Us () (118)
und das Zeitdifferential der erzwungenen Rollschwingung 15 (1)
d VY- v
t =
() VUs @) — Us () (119)
dy

= ;, ——— S . ——
Vi YU —U W) - VI + Bo— By u (V)

angeben.

Zur weiteren Berechnung fiihren wir das Zeitdifferential der
freien Rollschwingung ¥, (1) gemif (12) ein und schreiben
(s. Bild 13).

dt (o)

d = e 120
H) V1 + 8o — By u () 420

“

D e L R

Bild 13 Zur Erliuterung der Transformationsformel (120)

Wir erhalten so fur die Periode der erzwungenen Rollbewe-
gung den Ausdruck
T, @

TS = w_it:_f'-:; . (121)

VI + By — By u (V)

o
Der aus der lotrechten Wechselbeschleunigung resultierende
Verstimmungsfaktor
T, ®

1+ Bo—Py-uo)]"-dt (122)

Tg 1

To @ T, ()

[¢]
ist also gleich dem iiber die Periode der freien Rollschwingung
gemittelten Ausdruck

(1 + Bo— By u (b))

Die exakte Berechnung dieses Mittelwertes bereitet im all-
gemeinen groBe Schwierigkeiten. Wir beschrdnken uns daher
auf eine fiir alle  giiltige Niherung erster Ordnung in By .
Es ist — vgl. auch (108) —

1+ B, — By uWo)]”=

=1—4B 1 —m @ —u() * (123)
Fiir die absolute Konvergenz der Entwuklung muf}
1By (1 —me () —u (vo)| <1 (124)

vorausgesetzt werden. Wegen (41), (109) und (103) ergibt sich
daraus, wie nachtriglich gezeigt wird, fiir die Amplitude der
Blinderregung die Beschrankung

—0,83 <B,<<+0,83
— 0,60 <f, < + 0,66
Mit

im unterlinearen Fall,
im iiberlinearen Fall.  (125)

2 () = M, (V)
und — vgl. (35) —

T, (¥)
,,L,, J‘ u ('\p”) cdt=1—1% Mo ("*_p)
T, ()

o

erhalten wir dann fiir den Verstimmungsfaktor (122) den
Niherungsausdruck
""'lls’_” ~1—14 Bl» ’ (1 — M (‘Tl') —1+1 Mo (\—P))
To ()
~ 14 1By, @) (126)
Da nun Ty = 2 Tyy ist, haben wir hiermit eine implizite Dar-
stellung der Resonanzkurven zweiter Art gefunden. Ihre ana-
lytische Umformung in eine explizite Gestalt ¥ (Tyw,By) ist
wegen des transzendenten Charakters der Funktionen T, ()
und M, (P) nicht moglich. Wir konnen aber bei gegebener
Skelettkurve T, () mittels der Formel (126) leicht die beiden
zu einer bestimmten Blinderregungsamplitude + |B,| gehori-
gen Aste der Resonanzkurven zweiter Art gewinnen. Die Bil-
der 14a und 14b zeigen das Resultat fiir die beiden dort ge-
kennzeichneten Hebelarmkurven, wobei |B,| = 0,2 angenom-
men wurde.

Unsere Betrachtung hat gezeigt, dal die Rollperiode eines
Schiffes durch die lotrechte Wechselbeschleunigung der Wellen
nur um wenige Prozent verstimmt wird. Rollzustinde zweiter
Art sind also nicht bei jeder Diinungsperiode moglich. Wegen
des steilen Anstiegs der Resonanzkurven konnen sie jedoch
in dem betreflenden Periodenintervall mit nicht geringen
Amplituden auftreten.

b) Bestindige Rollzustdnde

Um zu entscheiden, welche Teile der Resonanzkurven be-
stindige Rollzustinde zweiter Art darstellen, wenden wir das
im Abschnitt 5d gegebene Kriterium auf die aus (107), (114)
und (126) gebildete Amplitudenbeziehung

. 2
” Z(TTZT:) _1> 'niﬁﬂ») Tty e

an und kennzeichnen die bestindigen Rollzustinde durch

B2

8w2

Fiir die Steigung der Resonanzkurven ¥ (Tg, B) bei gegebe-
ner Wellenstirke, B = const, gilt

& OpeTy

(128)

op2/aTy
8 5,;,, 5 (129)
dTg PP 2¢-C

Die Resonanzkurven verlaufen also auf der Grenze des Be-
stindigkeitsbereichs, wo C = 0 ist, lotrecht; desgleichen auf
der Abszissenachse {p = 0. Mit (127) folgt noch, wenn D =
const gesetzt wird,

VP T, ) —T
dp  16- T W) —Ty (130)
Ty C- T02 @ e (@

Auch fiir die Resonanzkurven zweiter Art gilt demnach bei
Auftragung von 1 iiber die Periode (oder auch iiber der
Frequenz) die Regel, daB ihre Steigung in Punkten bestindi-
ger Rollzustinde (C => 0) links der Skelettkurve positiv, rechts
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davon negativ ist. Dadurch ist das Vorzeichen B, bestimmt. Bei
iiberlinearem Verhalten des Schiffes gilt das Pluszeichen, bei
unterlinearem das Minuszeichen. Wir schreiben kurz:

B, 20

In den Bildern 14a und 14b sind die Kurventeile, welche
nicht-bestindige Rollzustinde darstellen, gestrichelt worden.
DaB auch das gestrichelte Abszissenintervall, welches der durch
das Kriterium (128) nicht erfaBbaren trivialen Losung
¢z (1) =0 der Bewegungsgleichung (96) angehért, nicht-be-
stindige Rollzustinde darstellt, zeigt die folgende Betrach-
tung.

iiberlinear,

unterlinear. (131)

e Wiy

Bild 14a Resonanzkurve zweiter Art eines Schiffes mit Zusatz-
stabilitit bei einer Blinderregungsamplitude |§,]= 0,2. Die ge-

strichelten Kurventeile stellen unbestindige Rollzustinde dar.
‘T’ma;:: ist die grioBte mit Sicherheit eintretende Rollamplitude.

Zustinde mit gréBerer Amplitude sind wenig wahrscheinlich

P e v e smm e e eem e - = —

o,
I ‘ !
///\\

o5y
A

1

;

i , .
‘-' * - - PA TR 5. T ”’-'-—-—VM‘

Bild 14b Resonanzkurve zweiter Art eines Schiffes mit sinus-
formiger Hebelarmkurve bei einer Blinderregungsamplitude

|Fb| = §,2. Die gestrichelten Kurventeile stellen unbestindige Roll-
zustinde dar. §,,,.  ist die groSte mit Sicherheit zu erwartende

Rollamplitude. Zustinde mit groSerer Amplitude sind wenig
wahrscheinlich

c¢) Das Kritische Periodenintervall
Im Grenzfall kleiner Amplituden kann

hy) = MGy, U(1P)=§P‘MOG'\P2 (132)
und

(133)

gesetzt werden. Der spezielle Hebelarmverlauf kommt hier
nicht zur Auswirkung; dafiir treten wesentliche Eigenschaften
dieser Rollzustinde um so deutlicher hervor.

Die Beziehung (98) nimmt jetzt bei Vernachlidssigung von
N, (1) die Gestalt einer linearen (sog. Hill’schen) Differential-
gleichung an:

VP + 01+ B P-MG-y=0. (134)
Auf Grund unseres Ansatzes (102) erhalten wir mit
u(y) = /P (135)
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fiir den stationdren Rollzustand die nichtlineare Differential-
gleichung

_ 7
r%+1+m+&(h4y¥)-Pmow=.
i v/ (136)
Der Hebelarmverlauf
_ o\ 1
hﬂ(\p)z 1+Bo+Bb’<1_2'%') 'Moc'w (137)

des Ersatzschiffes, welches in ruhigem Wasser gemidB dieser
Differentialgleichung frei rollt, ist also eine kubische Parabel.
Dementsprechend ist die Form des Rolloszillogramms nicht
sinusférmig, und zwar um so weniger, je stirker die Blind-
erregung ist. Die Rollperiode ist trotzdem von der Rollampli-
tude unabhingig, weil diese zum Stabilitditsumfang der Hebel-
armkurve (137) (d. i. derjenige Winkel ¢ = v, fiir welchen
die eckige Klammer verschwindet) in einem festen, nur durch
die Blinderregung bestimmten Verhiltnis steht, nimlich

v 2Bk
v 1+8,+Ps

Die Resonanzkurven verlaufen also lotrecht. Infolgedessen
kann sich { unabhingig von B beliebig dndern, d.h. Reso-
nanzzustinde zweiter Art sind bei kleiner Amplitude indiffe-
rent, denn der Ausdruck (128) wird null.

Die Rollperiode berechnet sich aus (119), wenn man (133)
und (135) benutzt und Y/ = x setzt, als Vollstindiges Ellip-
tisches Integral 1. Gattung:

(138)

:guiﬁjaj dx
Vi+8, = Ya—x%) (1 —kiY)
_ Tl 2 g (139)
V1+B, =
mit
k? By (140)

148,

Wir kénnen auch die Erregung als Funktion des Parameters
k? mit Hilfe elliptischer Integrale darstellen. Fiir die Blind-
erregung erhalten wir aus (140) und (108) das Gleichungs-
system

By — k2B, = k*
[1—ng ()] By—Bo = 0 (14D)
mit der Losung
k!
B —_—
Y 1—k 1 — ()] 142
g = K l—m )
* 11—k 1 —1p(0)]
Der Mittelwert
Ty
(143)

2
Mg (0) =_-j~ {1 —uyg)]-dt
Ty
o

kann noch mit Hilfe von (119) und (135), wenn wieder
Yo/ = x gesetzt wird, in die Gestalt

ne(0) = (144)

1

=2

oz A 2.
Ts ¥ P-MG-(1+8,) V(@ —x¥) - (1—kx?)

o
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gebracht werden, so daB man mit Hilfe von (133) und (139)
sowie des Vollstiindigen Elliptischen Integrals

— j‘ x?-dx Y (145)
VI —xb) - (1 —kix?)

denAusdruck
D
(0) =2. ] ——
w2 (=)

erhilt. Hiermit kénnen wir unter Benutzung von (142) sowohl
die Blindamplitude B, der Erregung als auch die Rollperiode
(139) als Funktion von k? berechnen.

Zur Berechnung der Wirkamplitude bilden wir den durch
(111) und (113) definierten Mittelwert 1z () . Fiir kleine Roll-
amplituden, { — 0, ergibt sich aus (118), (117), (132) und
(135) mit o/1p = x der Ausdruck

s (o) =
f V(—x-

__2 (1+Bo .
Ts

welcher sich ebenfalls auf die Vollstindigen Elliptischen Inte-
grale K und D zuriickfiihren 1dB8t. Durch Prozesse, welche den
auf (38a) und (38b) angewandten dhnlich sind, 1iBt sich zeigen,
daBl

1
{V(l-xz)'(l

(146)

(147)

(1 —k2x?) - dx,

—k2x?) dx =%:K—1s- (1 + k%D
(148)
ist. Der Ausdruck (147) nimmt also mit (139) und (133) die

Gestalt
+ 2D
=_1____.E‘l. 4_(1+k2).__
3 K
an.

In Bild 15 sind die Wirkamplitude B, = 2D (Tg) - 4z (0) und
der Verstimmungsfaktor Tg/T, (o) fiir den konstanten Diamp-
fungswert D = 0,2 iiber der Blindamplitude B, aufgetragen
worden. Es gestattet, zu jeder Rollperiode aus einer endlichen
Umgebung der Eigenperiode T, (¢) den zur Aufrechterhaltung
eines stationiren Rollzustandes zweiter Art mit kleiner Ampli-
tude notwendigen Erregerpfeil nach GréBe B und Phase v,
bzw. in Komponentendarstellung (B, , B),) abzulesen.

N5 (0) (149)

1t
t
1
1
i
'
'

t
|
|
r

290%5) 3 ch

2
X

b
b \-
i

.
-1 0.5

s
'3
@

T * Ay
¢

Bild 15 Zum Studium der (nicht bestindigen) Rollzustinde zweiter
Art bei kieiner Amplitude

Das Bild 15 ist auch geeignet, die Rollzustinde zweiter Art
in statu nascendi sowie das Zustandekommen eines stationiren
Endzustandes zu betrachten. Wenn nimlich die Amplitude der
lotrechten Wechselbeschleunigung den durch B;, gegebenen
Schwellwert iibersteigt, welcher wegen der geringen Neigung
der B,-Kurve praktisch gleich 2-D (T,) ist, und wenn dabei

$) D = x' *(K—E),
nicht 2u verwechseln mit unserem Didmpfungsmaf D (Tg)!
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die doppelte Erregerperiode, 2 Ty, innerhalb des durch den
Kreisbogen (mit f um den Ursprung) gegebenen Tg-Intervalls
liegt, so ist das Schiff instabil, weil der UberschuB der Wirk-
erregung P cosvy, iiber den zur Entdimpfung des Schiffes
notwendigen Wert 2D (Tg) - ng (o) eine Anfachung bewirkt.
Da diese Betrachtung von beliebig kleinen Rollamplituden
P — 0 ausgehen kann, stellt die triviale Losung ¢ (t) = 0 der
Bewegungsgleichung (96), auf welche ja das Kriterium (128)
nicht anwendbar ist, innerhalb des durch den Kreisbogen in
Bild 15 bestimmten kritischen Periodenintervalls, das wir mit
Hilfe von (126) fiir kleine | B, | niherungsweise in der Form

Ts i |<tlB,)

o (0)

(150)

angeben konnen, unbestiindige Rollzustinde zweiter Art dar.

Unter den genannten Bedingungen wichst nun die Roll-
amplitude nach einem geringen Ansto solange, bis die ver-
dnderte Eigenperiode T, ({) eine Blindamplitude der Er-
regung von so groflem Betrag erfordert, daf die verbleibende

Wirkamplitude B, = + V/P*—pB,2 gleich dem Wert 2-D (Tg) -
14 () wird, also mit der Dampfung ins Gleichgewicht tritt. Da
sich die zur Entdimpfung des Schiffes erforderliche Wirk-
amplitude der Erregung (113) bei endlichen Amplituden nur
wenig indert, ist der stationire Endzustand des beschriebenen
Anfachungsvorgangs im wesentlichen durch das ,,Ausweichen
der Resonanz“ bestimmt. DaB es ein bestindiger Zustand ist,
erhellt daraus, daB zu einer groBeren Rollamplitude gleicher
Periode wegen des weiteren Ausweichens der Resonanz eine
groBere Blinderregung erforderlich ist, welche — sofern nicht
die Dédmpfung mit wachsender Amplitude maBgeblich abnimmt
— nur aus einer stirkeren Bewegung kommen kann. Man
kann also von hier aus auch unser Bestindigkeitskriterium
(128) einsehen.

Unsere Betrachtung hat ergeben, dafl in dem kritischen
Periodenintervall (150) stets ein Rollzustand zweiter Art ein-
treten mufl. Auflerhalb desselben ist die triviale Losung
Y2 (t) = 0 bestdndig, das Schiff wird also dort nur unter be-
sonderen Anstobedingungen in einen nicht trivialen Roll-
zustand zweiter Art versetzt werden. Auf See ist zwar mit aller-
lei AnstoBen zu rechnen, doch ist die Erwartung fiir einen pas-
senden Anstof gering. Dieser miifite nimlich nicht nur dem
Schiff eine verhdltniemaBig grofe Energie mitteilen, sondern
auch noch nach Gré8e und Phase ziemlich gut stimmen.

Die groBte mit Sicherheit eintretende Rollamplitude {,,, ist
in den Bildern 14a und 14b markiert worden. Da der Bild-
punkt des Rollzustandes iiber dem Grenzpunkt des kritischen
Periodenintervalls liegt, von welchem die (gestrichelt gezeich-
nete) Kurve unbestindiger Rollzustinde ausgeht, gilt fiir die
Amplitude V,,, die mittels (126) gebildete Bestimmungs-
gleichung

( + *Bb "MNo Wimax)) * To Wmax) = 1 — i Bb) *Ty(0), (151)
bei deren Lésung die Vorzeichenregel (131) zu beachten ist.

Bei normaler GroBe von | By | ist nun damit zu rechnen, daB
schon ein geringes ,,Ausweichen der Resonanz® den stationiren
Rollzustand herbeifiihrt. Dann ist aber der Quotient T (Yyax) =
Ty (Wmax)/ T, (0) nur wenig von 1 verschieden; er kann also
gut durch unsere Niherungsformel (29) dargestellt werden.
Wenn wir dariiberhinaus noch (siehe die Bilder 2 und 5)

q (Wnayx) =1 sowie Mo (‘T’max) =1 (152)
setzen, so finden wir — da dann die beiden Wurzelausdriicke
in (29) annihernd gleich sind — mittels der etwas groben
Niherungsformel

— MG -y
T Ppnax) = ‘/ o7 Wmax (153)
nax h (\pmax)
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eine sehr bequeme Bestimmungsgleichung fiir die groBte mit
Sicherheit eintretende Amplitude der Rollzustinde zweiter Art,
nimlich:

h (Ya) = (1 + Bb) *MG Py - (154)
Diese Niaherungsformel 1d8t sich leicht graphisch auswer-

ten. Man hat die Hebelarmkurve mit derjenigen Ursprungs-
geraden zu schneiden, welche die (1 + P,)-fache Steigung der

Anfangstangente M, G -y hat. Die algebraische Losung der
Gleichung (154) fiir h () = M,G- ¢ - (1 + ay?) lautet
By

a

’qylllﬂ X ~

(155)

Sie ist wegen (131) reell.

d) Nachtrige
1. EinfluB von ¥ (t) und N ()

Wir betrachten noch die Einfliisse sowohl der periodischen
Richtungsschwankung # (t) des Scheinlotvektors als auch der
Oberwellenkombination N, (t), welche sich aus der Beziehung
(97) mit dem Ansatz (101) und dem Oszillogramm s (t) er-
gibt. Wenn wir dieses jetzt untersuchen, kénnen wir von der
inzwischen gefundenen Tatsache Gebrauch machen, daBl bei der
groBBten mit Sicherheit eintretenden Amplitude eines Rollzu-
standes zweiter Art die Eigenperiode des Schiffes, T, (Yyax)s
zu derjenigen unendlich kleiner Amplitude im Verhiltnis
1 — #B,, steht, daB also der Amplitudeneinflul in praktisch
vorkommenden Fillen nur einige Prozent betrigt. Wir kon-
nen daher das Schiff im kritischen Periodenintervall als quasi-
lineares System behandeln und seine Bewegung aus den drei
Losungen y (t), s (t) und Y3 (t) der Differentialgleichung (1)
superponieren, welche den Erregungen durch

1. die periodische Richtungsschwankung ¥ (t) des Scheinlot-

vektors,

2. die periodische Groflenschwankung f (1) - g desselben,

3. das momentane Differenzmoment Ny (1) zwischen Damp-

fung und Anfachung

gemill den Differentialgleichungen

V(@ + @) + W(Ty 9 +P-hy) =0 (156)
V-9 + 1 +B,]-P-hiyy) =0 (157)
Iy + W(Tg) 3 + P-h () = —Na ()  (158)

entsprechen und deren Summe hinreichend klein bleiben mu8.

Wegen (5b) haben die Erregungen f (1) und (1) beide
die Amplitude 2nr/X und die Periode Ty, sind aber in der
Phase um 90° verschieden, Thre Phasenlage zu der Rollbewe-
gung zweiter Art Vs (t) mit der Periode Tg = 2 Ty wird durch
die Dimpfung bestimmt; sie kann aus der Ansatzgleichung
(101) entnommen werden. In Bild 16 sind die Verhéltnisse fiir
B, 0, also fiir den Fall, daB die Vertikalbeschleunigung
B(t):g der Welle gerade eben die Dimpfungsschwelle
2g D (Ts) iiberwunden hat, qualitativ dargestellt worden. Da
By (t) (hier==f(t)) das entgegengeseizte Vorzeichen von

B<0
I Y% <0 Y %0
E Ts =2 Tw e {

Bild 16 Phasenlage eines Schiffes in der Welle, wenn die Dii-
nungsstirke gerade die fiir Rollzustinde zweiter Art charakte-
ristische Dimpfungsschwelle iibersteigt
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Yy - P hat, befindet sich das Schiff auf den Wellenflanken,
wo f (t) = 0 ist, entweder in der statischen Gleichgewichtslage
zur Wellenoberfliche, { = 0, oder in einer Lage groBter
Kréngung, Yy = * {5 ; auBerdem mufl das Schiff im Wellen-
tal, wo B (t) = O ist, zur statischen Gleichgewichtslage hin, auf
dem Wellenberg dagegen in auskringender Richtung schwin-
gen. Im Sinne des richtigen Zeitablaufs sind die in Bild 16
dargestellten Lagen des Schiffes von links nach rechts zu
lesen. Die Welle kommt also von rechts, und die groBten Krin-
gungen T |, | des Rollzustandes zweiter Art treten ein, wenn
sich das Schiff auf der riickwirtigen Flanke der Welle befindet.

Diesem Rollzustand iiberlagern wir nun noch den im
Abschnitt 5 ausfiihrlich dargestellten Rollzustand erster Art
Yy (t) mit der Periode Ty . Bei quasilinearer Behandlung der
Differentialgleichung (156) konnen wir jetzt mit der Ersatz
frequenz v, =~ 2n/Ty

V@ + O +WTo by +J vy =0 (159

schreiben, woraus sich fiir die resonanzferne Erregerfrequenz
oy = 27/Tw==2v;, bei welcher die Dimpfung keine maf-
gebliche Rolle mehr spielt, die stationiire Niherungslosung

P ()= —*4s- B (1) (160)

ergibt. Wir finden so in den Zeitpunkten, zu denen sich das
Schiff auf der riickwirtigen Flanke der Welle befindet, die
Kringungen
Pou=P = Po= —"8 £ Py. (161)
Die absolut gréBte Kringung yyp ist der Wellenneigung ¥ (1)
entgegen, also leewiirts gerichtet. Wegen (114) hat die Dii-
nungsstirke ¥ = § beim Erreichen der Dimpfungsschwelle
den Wert 2D (Tg). Unter Benutzung von (155) erhalten wir
schlieBlich fiir den Betrag der absolut groBten Krdngung bei
gleichzeitigem Auftreten von Rollzustinden erster und zweiter
Art die Schétzformel
o B Bb
Y= /s D (Tg) + —. (162)
a
In der Oberwellenkombination N (t) dominiert die drei-
fache Rollfrequenz

wy =3 2
3= 9 -
Ts
Im Grenzfall sinusférmiger Oszillogramme, von dem wir
im kritischen Periodenintervall (150) nicht weit entfernt sind,
ist iiberhaupt nur diese Frequenz vorhanden. Die Amplitude N
tritt ein, wenn die Winkelgeschwindigkeit s (t) am groBten ist.
Fiir kleine | By, | kann hierfiir mit Hilfe von (118)

(163)

= 2U @)
N~ W (T V———J(,%) (164)
geschrieben werden. Mit der Ersatzfrequenz — vgl. (32) —
2 / 2U Wy
~ A hAL L/ 165
v3 T ] Vg (165)

liefert nun (158) fiir die resonanzferne Erregerfrequenz (163)
die stationire Ndherungslosung

N (v)

W~ v (166)
mit der Amplitude
Wa = _m_ .oy
8] - vy? :
~ 3§D (Tg) - Py (167)

Da D (Tg) bei Schiffen kaum mehr als etwa 0,2 betriigt, be-
wirkt also das Differenzmoment Ny (t) eine Oberschwingung
Y3 (t) , deren Amplitude nur wenige Prozent der Rollamplitude
ausmacht.

- 280 -



1. Die Mittelwerte my (O) und ng ()

Wir untersuchen nun noch den Einflul, welchen die Blind-
erregung B, (1) auf die durch (108) bzw. (111) und (113)
definierten Mittelwerte 1 () und Mg () in erster Niherung
hat. Dazu betrachten wir die Integrale

T,

s
— 2
712(W)=*—--J'[1-—u(\l’2)l‘dt (168)
T
o
Tg
— 2 %J,"\I)22
) =——- | ————dt. (169)
Ts J U )
o

Wenn wir wieder vermoge der Transformation (120) den
Zeitablauf 1, (t) der freien Rollschwingung einfiihren, er-
halten wir

T, ()
_ 2 1
T2 (‘P) = '7'1‘4* J fl—u (wo)] 1+ Bo - Bh ‘u ('%)]— fe-dr
S s (170)
und —— unter Benutzung von (118) und (117) —
T, (¥}
_ 2 ‘
ng () = —’I“" J[l —u ()} +p,— B u W1+ /e dt
s (171)

Bei Entwicklung der zweiten Klammerfaktoren und Be-
nuizung von (108) sowie (126) ergeben sich dann bis auf
héhere Potenzen von B, die Ausdriicke

T, ®

~ 2
n?(W)NA — 'J[l—"u(wu)]‘
To ()

(o]
LBy (o @) —2- {1 —u (y)]) ] - dt

(172)
T, ()
_ 2
ng(Y) =~ ———- j 1 —u(y,)l-
To (lp)
o
=13 Bme @ 2 1 —u(yy)])] - dt (173)

Wir haben also im Wesentlichen die liber eine Periode der
freien Schwingung gemittelten Werte der Funktion [1 —
u (Y,)] sowie ihres Quadrats zu bilden. Mit Hilfe von (35)
und dem Symbol

Ty (W)
A= "'"1__‘" j (1 —u (). dt (174)
T, ()
[+
erhalten wir zuniichst
M (D) =~ () + 1By-ne? (@) —By- A, (175)
ns (@) = M, (§) — By M2 (@) + By, A. (176)

Nun ist der Mittelwert eines Quadrats stets grofler als das
Quadrat des Mittelwerts, und es gilt insbesondere

0<[l —u()P<[l—u@))<L. (77)
Infolgedessen ist der Wert des Ausdrucks (174) auf das
Intervall

2@ <AZ1in, (V) (178)
beschriankt. Wir setzen daher
A=1-(Inl@) + 0, W) + 9, (179)
wo
1B <, @) 2—m@) <1 (180)

ist, und erhalten schlieBlich aus (175) und (176) fiir den Ein-
flul der Blinderregung die Abschitzung
e (9) ~ Mo (P) — 3By, [y (§) - (2—m, () +8] (181
M5 (W) =~ M, () + 2By - o (§) - (2— 51, @) + 3] (182)
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1. Das Konvergenzintervall (125)

Nun konnen wir als letzten Nachtrag das Konvergenz-
intervall der Py-Entwicklung (123) berechnen. Wenn wir die
Beziehung (181) in der Form

e (P) = M, @) — AP, (183)
mit

A=1n, (@ 2—m, W) + 3] (184)

in die Konvergenzbedingung {124) einfiihren, so nimmt diese
die Gestalt

AR+ m-B, | <1 (185)
mit
m=1 — My ({[’) —u (‘l’()) (187)
an. Das Konvergenzintervall
By <Bp <Bus (187)
kann also durch Schnitt der Parabelschar
=A-B '2
o< gl% (188)
mit den beiden Geradenscharen
Yo,8 = * l»—m‘[,,
—Tlmx.<_~mS1 (189)

gefunden werden, wo die Intervalle der Scharparameter A und
m aus (41), (103) und (180) bestimmt sind. In Bild 17 sind
diese Scharen aufgezeichnet worden. Die Abszissen derjenigen
Schnittpunkte, welche der y-Achse auf verschiedenen Seiten
am néchsten liegen, sind die Grenzen ; << 0 und B > 0 des
Konvergenzintervall, denn fiir jedes B, zwischen diesen Abs-
zissen ist die Bedingung (185) erfullt. Die betreffenden
Schnittpunkte, welche der y-Achse auf verschiedenen Seiten
MNmax = 1 und 1,5 in der Zeichnung markiert worden. Nach
Entnahme der zugehorigen Parameter A und m wurden die
Konvergenzintervalle

— 0,83 <B,<<+ 0,83

— 0,60 <B, < + 0,66

flir Ny = } (unterlinear) (190)

fiir ny,,, = 1,5 (iiberlinear)

rechnerisch gefunden.
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Bild 17 Zur Ermittlung des Konvergenzintervalls (125)
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7. Bezeichnungen

a) Allgemein:
]

Y=g w(t)

¥ usw.

K,D,E
K

b) Fir die Dinung:
MH

Tw
t(t), r

0

)

g =98t cms—2
9'(t) =9 —otr(t)
*(t)

1,
BB =—|9' ()] —1
0 (1), 9, (0); By, (1), By, ()

Bo

¢) Flr das Schiff:
m (t)
@ (t)
v (t)
h (v), U W)

Vu
Tg
T, @, v, (¥

I

W (Tg)

D(Tg), D (Typ), D (@)
P

B

G

M,

Zeit

der Punkt bedeutet die Ableitung
nach der Zeit

der Querstrich bedeutet die Amplitude
einer Schwingung

vollstindige elliptische Integrale
deren Argument

Linge und Hthe der Wellen
Wellenperiode

Orbitalvektor und Orbitalradius
Winkelgeschwindigkeit (Kreisfrequenz)
der Orbitalbewegung

Vektor der Erdbeschleunigung

dessen Lénge
Scheinlotvektor
Scheinlotwinkel
(zwischen ¢’ (t) und 9)

dimensionslose Beschleunigung
normal zur Wasseroberfiiche
Wirk- bzw. Blindkomponenten
bezliglich der Rollbewegung
eine Konstante, die die mittlere
Normalbeschleunigung zum
Verschwinden bringt

Einheitsvektor in Mastrichtung

d) Sonstige Bezeichnungen

Q@) =

(1]

(21

[31

[4]

(5}

(6]
7
(8]

(8]

©(¥), ® (¥) Periode bzw. Phasenumlaufintegral
bei Rollen in ruhigem Wasser,
dimensionslos

Mittelwerte der kinetischen Energie,

dimensionslos
Formfaktor des Rolloszillogramms
Phase der Rollbewegung
derenreziproke Phasengeschwindigkeit
deren Ungleichférmigkeitsgrad
Phase der Rollenergie
bzw. Phasenverschiebung

u (y) dimensionslose Kringungsenergie
Ny (1), Ny (t) Momente aus Oberwellen

C Ausdruck der Bestiindigkeit
eines Rollzustands

N (@), mg (@), 1, @)

F (@)

a(t)

w (¥, ¥)

W (¥, §): W(o, ¥)
vV, v,
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