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/. Einleitung

Die Periode gefährlicher Rollzustände, d.h. solcher mit grosser Amplitude,

unterscheidet sich bekanntlich nur wenig von der (amplitudenabhängigen)

Eigenperiode des Schiffes. Diese sogenannten Resonanzzustände kommen dadurch

zustande, dass die natürliche Dämpfung des Schiffes durch Leist.ungszufuhr

aus den Wellen aufgehoben wird. Dabei braucht die Periode der auftreffenden

Wellen nicht immer gleich der Rollperiode zu sein.

e
-df)

In einer früheren Arbeit des Verfassers lj ~e gezeigt, dass bei Schiffen

in seitlicher Dünung haupt. sä chli eh mit zwei Art.en von Rollzuständen zu

rechnen ist:

Bei den Rollzuständen erster Art erfolgt. die Ent.dämpfung durch die periodische

Neigung,!&( t ) der Wellenoberfläche . Rollperiode und Wellenperiode sind

einander gleich.

Bei den Rollzuständen zweiter Art erfolgt die

Auf- und Abbeschleunigung flt:),! der

schwingung entfallen zwei Dünungswellen.

Entdämpfung durch die periodische

Wellenoberfläche. Auf eine Roll-

Während die Rollzustände erster Art in jedem Lehrbuch behandelt werden, sind

diejenigen der zweiten Art bisher kaum beachtet worden. Das mag daran liegen,

dass sich ihre Beobachtung auf See nicht besonders aufdrängt; denn die beiden

Arten von Rollzuständen unterscheiden sich zwar grundsätzlich in der Ursache,

aber wenig in der Erscheinung.

Als Ursache für die Erregung von Rollzuständen zweiter Art kommen allgemein

periodische Schwankungen der Stabilität des Schiffes in Betracht. Im einzelnen

sind drei Fälle denkbar:

a) Im Falle seitlicher Dünung nimmt das Schiff, wenn etwa die Viertelwellen-

länge grösser ist als die Schiffsbreite, an der Orbitalbewegung des Wassers

teil; es erfährt also eine kinematisohe Beschleunigung, deren lotrechte Kom-

ponenteMt};ßIf),! als periodische Gewichtsschwankung b.P= (bit)<?

in Erscheinung tritt. Das st.atische Moment nimmt demsufolge die Gestalt

/I(=- r;( t-/!J(t)], J7.1zrf)
St /

~ Schrifttüffisangaben am Schlüß der Arbeit

(A)
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an, wo j, Itf') den Hebelarm der statischen Stabilität bei einer Krängung er
aus der Gleicbgewichtslage bedeutet und die Periode von /Iblc) gleich

der Periode der auftreffenden Wellen ist. Solche Rollzustände konnten

vom Verfasser sowohl im Versuchstank als auch am Navipendulum leicht

verifiert werden. In der Theorie dürften sie erstmalig bei Vedeler [-~

erwähnt worden sein.

Bild 1 zeigt die am Navipendulum beobachteten Amplituden von Rollzu-

ständen zweiter Art eines Schiffsmodells mit einem Stabilitätsumfang

von + 180°.

b) Im Falle vorlicher oder achterlicher Dünung bewirken die am Schiff entlang

laufenden Wellen eine periodische Schwankung der Hebelarmkurve. Messungen

hierüber sind von Graff und Heckscher LJJ angestellt worden; erste Be-

rechnungen von Kempf [4] .
Man kann den komplizierten Sachverhalt allerdings nur sehr grob durch einen

Schwankungs faktor im Sinne der Gl.(A) darstellen. Jedenfalls ist die Periode

der Hebelarmschwankung für nicht zu kleine Rollwinkel gleich der Begegnungs-

bzw. Überholungsperiode der Wellen, bei kleinemRollwinkel kann sie auch

halb so gross sein.

c) Eine Erregungsart, welche zwar auf See nicht vorkommt, aber ebenfalls in

einer periodischen Stabilitätsschwankung besteht, nämlich eine Höhen-

schwankung des Gewichtsschwerpunktes im Schiff, hat sich Grim (5J zunutze

gemacht, um Versuche zum Fall b) in ruhigem Wasser durchführen zu können.

Die Schwankungsperiode ist hier gleich der Umlaufperiode eines Gewichts.

Unsere folgenden Ausführungen gelten, soweit sich die Stabilitätsschwankungen

im wesentlichen durch einen Ausdruck der Gestalt (A) darstellen lassen, mutatis

mutandis für alle diese Fälle. Wir beschränken sie jedoch im Interesse präziser

Formulierung und eindeutiger Aussagen auf das Schiff in seitlicher Dünung.

Zur mathematischen Analyse bedienen wir uns einer Methode, welche auch bei

gros sen Rollwinkeln (bis zur Grenze des Stabilitätsumfangs) leicht anwendbar

ist: Wir verzichten auf eine genaue Erfassung der ohnehin unbekannten Wellen-

form zugunsten einfacher mathematischer Ausdrücke.
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2. Die Bewegungsgleichun~

Wir beschreiben das Rollen eines Schiffs in seitlicher Dünung durch

die Differentialgleichungl)

J ~ ci~ -;- t1/(7;), r -I-f4t(3(c}J -?~/'I) = 00; (/f)

Dazu sind folgende Voraussetzungen und Bemerkungen zu machen: (/J,a, ßdel:Z)

Die Wellenlänge.A, der Dünung sei im Vergleich zur Schiffsbreite B

gross genug, mindestens .

A'? if B , (2)

Dann nimmt das Schiff an der Orbitalbewegung des Wassers teil und kann

unter Beibehaltung seines Deplacements rollen.

Zusätzlich zur Schwerebeschleunigung unterliegt das Schiff nun noch der
.(;

Orbitalbeschleunigung vom Betrage yti) (r = Orbitalradius, CA)= dessen
Winkelgeschwindigkeit =Kreisfrequenz). Der resultierende Vektor (Schein-.
lotvektor =Druckgrad~t) schwankt periodisch sowohl in seiner Richtung

als auch in seiner Grösse; er steht bekanntlich senkrecht auf der Wellen-

oberfläche. Die statische Gleichgewichtslage des Schiffs pendelt also

wie diese um einen Winkel ~/e) gegen den Horizont; für dessen Amplitude,

die Wellenschräge ~, gilt in einer Gerstnerschen Trochoidenwelle die

Beziehung · Ci" Ta; ~ .LW-x:
4~ .1/'= T =

A.

Bei einer Krängung y.J aus der jeweiligen statischen Gleichgewichtslage

ist der Hebelarm h (rJ) wegen (2) derselbe wie in ruhigem Wasser. Das

Schiffsgewicht nimmt jedoch wegen der Grössenschwankung des Scheinlot-

vektors einen veränderlichen Momentanwert

jl-fj3lc /. P (4)

an, wobei ;J;li) im Wellental positiv, auf dem Wellenberg negativ ist.

I)Der Punkt über einem Grössensymbol bedeutet, wie üblich, die Ableitung
nach der Zeit. Auf ausführliche Bezeichnung der Funktionsargumente wird
häufig verzichtet, wenn sie sich von selbst versteht.
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In sinusförmiger Dünung gilt
..

;)ft )- r ü'f3(t/
/

(5a)

:tr (f)-fJ~)---
Lli?~ z-

/!.:l.- I (5b)

also ist z.B. für die Standardwelle (2r : It = 1:20)

Ift/ ~/rJ / ,~ z
, .u '::>? ~./ 5'~ 7-

I &. (6)

Der Rollwinkel gegen den Horizont ist

<f ({) <= y (t Ir '7/~(t), (7)

Das Trägheitsmoment JI des Schiffs sei konstant. Die Frequenzabhängigkeit

seines hydrodynamischen Anteils kann vernachlässigt werden, solange die von

dem rollenden Schiff ausgehende Welle die Voraussetzung (2) erfüllt.
'<~'W/

Das Dämpfungsmoment (Von Schiffen ist noch zu wenig erforscht, als dass man

dafür einen analytischen Ausdruck angeben könnte. Es hängt in hydrodynamisch

komplizierter Weise u.a. von der Schiffsform, der Schwerpunktlage, der Roll-

periode und den Augenblickswerten des Rollwinkels und der Winkelgeschwindigkeit

ab. Wir berücksichtigen nur seine Abhängigkeit von der Rollperiode 7$- und

setzen es proportional der Winkelgeschwindigkeit ~ relativ zur Wasseroberfläche.

3. Die GrundfunktiQnenfür das unged~~ft~ Rollen in r em Wasser

Als Grundlage für die Berechnung der erzwungenen Rollschwingungen betrachten

wir das ungedämpfte Rollen in ruhigem Wasser. Wir setzen also

W = 0 und r = 0, also -94);ev~ r1tJ:=~. (8)

Dann sind f t) und

/ .:.
).~

~(t) identisch, und die Bewegungsgleichung lautet

+- P~-It(<I/) '= t;J, (9)

Da hier keine Dämpfung wirkt, ist die Summe aus kinetischer und potentieller

Energie konstant:
l...

I! J
.. I

U/".J
'7'"

fj ( 'fi) -

f- tf (y;) ,,.: 11(cF)

~
.11ltl'f)' PI r

'

iJ

(10)

mit

(11)
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o rU{~) -lItqJ)'

ergibt. Über die Auswertung solcher Integrale in Sonderfällen sind

in [J.j einige Angaben gemacht worden. Die Bilder 3a und 3b geben als

Beispiele die Vierteloszillogramme der freien Rollschwingung bei ver-

schiedenen Amplituden, und zwar a) für ein Schiff mit positiver Zusatz-

stabilität, d.h. mit anfänglich überlinearer, später unterlinearer

Hebelarmkurve, sowie b) für ein Schiff IIlitsinusförmiger, also rein

unterlinearer Hebelarmkurve. Die Verbindungskurve der Maxima stellt die

Abhängigkeit der Eigenperiode von der Rollamplitude dar.

Praktische Formeln für den Schiffbau findet man bei Jens [6) .

Wir bilden nun drei für die mathematische Behandlung der Rollzustände

zweiter Art wichtige Grundfunktionen der Amplitude, nämlich

a) die Rollperiode,

b) das Phasenumlauf-Integral und

c) den Mittelwert der kinetischen Energie.

a) Für das Zeitdifferential der freien Schwingung %I.t)folgt aus (10)

d~r;-:;;'
Idtl'!tj = f:i J ·

V11/.{) _ Ur'f)
/ (12)

woraus sich für die Rollperiode in ruhigem Wasser das lIuneigentlichel1

Integral --
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7;(9) = I1J< (13)

Da die numerische oder planimetrische Auswertung des Integrals (13)

wegen des bei y.;=- ';P verschwindenden Nenners Schwierigkeiten bereitet,

transformieren wir sie mit dem Ansatz

(14)

d.h. wir stellen das Oszillogramm der Schwingung als Projektion eines

Bildpunktes dar, welcher auf dem Kreis mit dem Radius y ungleichförmig
,

ft (t) ;:: 'f f Ai-tAt er (f)
/
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aber periodisch umläuft. Für die stets positive Phasengeschwindigkeit

ergibt sich aus (10) der Ausdruck

d. Z = ~ , Uri)- t/fW , (15)

~'J" lfI
~
- W~

Die Rollperiode kann nun offenbar in der Gestalt

-Ui-

7;('13) =1 -#
{} oL

(16)

oder, bei Einführung der periode kleiner Schwingungen,

I.fG j = <'-F.I<> ~/n

-

I

(17)

und Wahrnehmung der Symmetrie von (15) auch in der Gestalt

~1f'.-

j{
l'UJ/a /-~ Z)I- ( .-:-) '==

/&/
.

/ <11)

.
.= .& ~

.3 ~, IVied I( Y; - 'It ./ ~J

L . <f' ~ 7T . UL.OL
7:(t))

I
-t(I yi) - 2//tf;! j

"

(18)

geschrieben werden. Der Integrand

/{A)'(Y:
I <f) :5
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nimmt auf den Grenzen des Integrationsintervalls die Werte

l-
'E~l~-! I~I

~I

yY(~ Cf) = :J I

_' Y
N

~4i' W(~ cf):-~ V
{1/~) .j(<f')

(20 )

an und verläuft im Innam regulär. Da sein Differentialquotient

dw
d(X.

-- dU'"
dCfo

dn·
do<.

(21)

IÜ P, ;ii;j (Y','.:..'ß~)

Y
-

1(trj/) - Ztry;)



f-(~/ =
'Ur!;;; cfJ)

=
,~'t~ <p)

I

,/ ..tUr<?)

-,

y -
"fi'j, -ArYl)

(22)

ist für die Beispiele der Bilder 3a und 3b in Bild 4. dargestellt

worden2). Die Auftragung zeigt, dass sich ?-flf) erst bei beträcht-

lichen Rollamplituden um mehr als etwa 2G% von J. unterscheidet,

dass also der Integrand (19) bei mittleren Amplituden auf ein ver-

hältnisInässig enges Intervall beschränkt ist. Infolgedessen kann der

in (Jß) geforderte Mittelwert des Integranden numerisch oder plani-

metrisch leicht gebildet werden. Bei einseitig gekrümmter Hebelarm-

kurve liefert bereits das arithmetische Mittel der Extrems, (20) für

nicht allzugrosse Amplituden eine gute Näherung.

Wir können dann die Rollperiode in ruhigem Wasser durch die algebraische

lfäherungsformel

TJ 'f;} ~ 3.. J/ j l?iI:J--: 'F~ '

+1
iq- 'P

.z fr- tt{cj7)~(i7)

-ti.n.oI

für '11 ::-qblw. 0( c ~ verschwindet, sind die Werte (20) Extrema.

Solange nun die Hebelarmkurve ein&eitig gekrümmt (unterlinear

oder überlinear ) verläuft, istW(f/i I <F)im Integrationsintervall

monoton, und die Werte (20) sind die absoluten Extrema. Das Ver-

hältnis

(23a)

'-f f(cp)
. .-

Je V-

also mittels der Verhältnisse zwisc.hen den Flächen unter der Anfangs-

tangente der Hebelarmkurve und unter der Kurve selbst sowie zwischen den

betr .Ordinaten im Schwingungsumkehrpunkt f, darstellen.

2) Das Quadrat dieser Funktion hat übrigens schon in [lJ zur Abschätzung der
mit Rollzuständen erster Art verbundenen leeseitigen Krängung gedient.

1P. ~! ~ if~ (23b)
J

1{ty1)
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Zwei Beispiele mögen die Lei8tuagsrähigkeit des Verfahrens illustrieren:

In dem unterl1nearen Fall einer sinusförmigen Hebelarmkurve mit dem

Stabilitätsumfang r.p.i
'-.'t(,

I I '. 7!:!1!
MJf) = ~)(. ~ ~ )

liefert (23a) den Ausdruck

( H%rt~
+7:(r)~ 1.

.4U..- HYl'r«

7T'iftplc/
(24)

dessen Wert erst bei Cf =.j ~ (wo bereits Atfj')=qilI3.J/pl'~
ist) um 1% von dem des bekannten elliptischen Integrals abweicht .-In dem-
stark über1inearen Fall eines Sahiffs ohne An.t'angsstabilität ( 1"#

0

dessen Hebelar.mk:urve
/ _ J

<4f{ttJ ==a. 'f'
lauten möge, müssen wir auf (15) zurückgreifen und finden durch ent-

~"..
sprechendes Vorgehen: .ff j ~.

- ~_ .v'
7:(9 ) - r1- · t ~ - , tlrx.

o lift Cf '1_'I/I)

'ur

= ~,~;;< j dO(

'fI a
0

y, +- IflYijJz.'

71 ,;;sr I ,)~C;;'f~'{A+r;; ,

) ,

(25)

Dies Resultat unterscheidet sich von dem mit Hilfe des vollständigen

elliptischen Integrals l.Gattung darstellbaren Wert [7] nur um 2,3%,

obgleich immerhin
9-

= 1ß ist.

b) Das normierte Phasenumlauf-Integral

~ 1];;1 ,
rp) = ~ , . ~ _' Cf ·clf7T tp Z t/tfJJ)

I
(26)

.>/.:Gleichgute Annäherung kann für die Hebelarmkurven h('I--) ~. Iv-! /j-( L
.

7 -
,

tf-bL-

und 0(1f)~1f' r1-(~J4-] nachgewiesen werden.
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welches bei linearem Hebelarmverlauf den Wert 1 hat, kann leioht plani-

metrisoh gewonnen werden. In Bild 5 sind die cprif) .- Kurven der beiden

den Bildern Ja und Jb zugrunde liegenden Sohiffstypen wiedergegeben worden.

Wir wollen jedooh auoh hierfür eine algebraische Näherungsformel angeben.

Mit dem Ansatz (14) nimmt der Ausdruck (26) die Gestalt

j
6,. I "P "'.

~(rfj = (1 . -. 4fj«..~.do( (27)Lf'
J Ur.p) "1J-' (J

an, wo oe. wieder durch (15) gegeben ist. Die bei ()(
== ~ % l 'i/ usw.

liegenden Extrema betragen also

L

f (28)- .,

J.(J"J 0:;; o((~-) >51_ ;' / t (flf)G-/ 2. ~(Cf') V'
'J~ y.; 2-

mit f(tf) gemäss Gl. (22).

Im Falle einseitig gekrümmter Hebelarmkurve, wo ~(~)

Werten verläuft, set.en wir näherungaweise

monoton swischen diesen

«(e<) ~ ( ~f;t~ 1~1 + :y)) +(1 - f(~)mz«l

-9-

und erhalten aus (27) den algebraisohen Ausdruck

{Joa)

(Job)

Die Werte dieses Ausdruoks sind in Bild 5 eingetragen worden.

cX(p) = ~(r) 0.: o<(ZY) = \{iii;f}'
r~~2-

rp(r)~ {~~f~) r :{1- fr~j
~

(U~
__ .3 _"-J -r +

'I' frr)
7

)
4 . CF :p .It(~7

"'" f ' (3 T t
<, ({(<fJ

/'
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c) Wir betrachten nun noch das 1.18r die Periode der freien Schwingung er-

streckte normierte Mittel der kinetischen Energie

iJ

,];{if)

-,Z 1LrfIJ)
.

17 ('f) = _ - (/ -/tl -~ J dt . (31){o 7;{<f} 0 (<f, .

Auf diese Iim allg_1nen von Beb8J.amTe.rlaut' und .Amplitude abhängige

Gros.. wird im folc8ßd_ wi~l'helt BiNug 6~. Sie ist so normiert,

dass sieb. bei )'~... Hebelaa, al80 ~1e. bei kl81nen Amplituden,

der Wert d ergibt. E8 ist lelch.t e1nsuMhu., du. bei überl1nearem Ver-

halten der Hebel8.rllbu vepa cM8 kf1rseren Aat'entbalts 1m Bereich kleiner

Geschvindiikeiten (1IIWtbrpunkt.e) ''tor<?)>-d, bei unt.erlinea.rc Verhalten da-

gegen 1ß({i)<.J.v1rd und bei Annäbenmg der Ro1.la8plitude an die Grenze des

Stabil1tätsataqs }bIr;;) d_ Wert null sutnbt. - Eine obere Schranke

für ~/tF} kann leioht aus der Betrachtung der EDergiekttrve ,U [Cf')

gewonnen werden, wenn man die Schar der PU"8beln '1Z.-ten Grades

tI (<fI) = a, / 'f/
~! .

~:;2 (32)
M ~ /

t .

ins AUI. fust. Mit X 'P7,:p"und .B8m1taungvon (12) und (13) nimmt

nämlich der Ausdruck (31) die Ge8t&lt

I
!J; - "Z--

"'u1'1t
-

j
.

-4 dx
~

~

o Vi-x-.. .-
an, in welcher die Aapl1tude i.f/ nioht mehr ersoheint und wo

j
"

0
/ -'

,{

... ctx. 'u- ,f(
~ .

.L =.z. (.I-X "}. .7 --ti - .~--t 0
x ,d"

D 11-- X I~-~
-

14-x'l('
C t]
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(348.)

oder auch

(34b )

zu setzen ist. Bei Elimination des letzten Terms von (348.) und (34b)

}
.I

I
, ,1

L "" 2,. ~7. tix -.t )(.;;7 + ("'-x ~~~
c) Ja 14~X

()
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wird

it
I

T = .8'tt-, dx._
-I}f

,U+Z
0 VA- X

und 80111t

~-U-
~I '1{ =

tU-+-i
~

(36)

Mit wa.~ ExpoD-Gten 'n- .bebt &180 Ih legen d_ GNnsvert .z,~, ".".
Dieser hat jedoch für Sah1rfe aÜ8D keine B8cleutu,na mehr; er entspricht

ein_ Körper, der sich über e1118 g8ld.s.. StftCke frei ~ kann, aber

an deren :bden b&rt retlektl.rt vi1'd. Als bÖebater bpesl8Dt der Energie-

kurve .1M. Sehittes dürfie '11,=6 genUpa, V01'au dann ~ ~ -==
1,5 folgt.

Wir k58_ a.lao F .tZ4~1fe..
I

[
A 1m. unterl1nee.rtm raU

~- ~.
==

(37)
(/ ~ ~ yJ) l'~ 16" im ü1.Mar1.1lwaNnran

setzen.

Bild 0 ~d5..e ~o(r) -KurYea der be1d8 Sch1.(fstJPft, dc-en Hebelarm-

kurven in den ~)dUD. Ja und Jb plleigt wud8a. S1e silld alt. Hilfe der

Identitit
~

fl
--r

J --~
C;(y)), ~ (rf) =: (cf). "P, ~/, tf

Ci:
lI('1} /

welche .. der Ene.rgiegleichuag (10) leicht bw8i8bar ist, aus den plani-
metrierten ?ril}-Werte (Bild ~ und den ~rt.en der Bild.. 3a und 3b

gebildet ";rden. Wan Mn .fürplfji) und 1:"(~) die NäheZ"UDg8formeln (30a)

bzw. (2Jb) benutllt, ka;&mman 1m Bereich e1nMltlg gekr{18.ter Hebelarmkurven

(38)

noch

1/ 'f) "'"
..LL ~ /.;7, + . ~F."" J (39)

schreiben. Die nach dieser Forael errechneten Näherungw.rte sind in Bild dJ'

eingetragen vordEm.
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4. Die RollA.Jri:.KRrle 1IW1te.r Art

Bei Integration über ci 'f = d.'f + d ~ li.fert die Beweracagleiohung (1)
für die Energie

E{t) = i )Ief <,
+ ttJ';JJ

die BesiehuDg

-Bf) ~ WIr.) p, f. rIf r 1j'r'l')' ,j,,'t-+ rj,Jr'l'1' fdt · (41)

Da für stationäre Rollsustind. mit der periode rs

Rt-.,.7;) = !;(t-)

ist, muaa die S~ der reohtnta___ IDMp8le über .iDe Rollperiode ver-

schwindenl

1$ "[s ff.

WrTS)j 0. f,tIJ-.. P. &.r'f). ~ .. pj f' 4'1'J,~.tff ; o. (43)
~

~~ ~

Das erste Integral 8tellt den Ea8l'gieTerlu8t durch ~ dar, es ist stets

positiv. Die beid_ and.ren Iat.tIIJ"&l8 aa... al80 BU"'" ,.8 einen negativen Wert

haben, d.h. die Ant.~ der iolJ.beuegung ... der IXiA'uc ('Wirkleistung) dar-
stellen. 11m babc1 die Err~1oMn ,.Jyt) W7JI1~(t) die Periode 7i"r

die Sohv1ngungaf"wü:tionen in da hier 5U betrachtenden h.ll der Rollzust-knde

zweiter Art die Periode

15 = ,2 T,y . (44)



Infolgedeuen bat du sveit. ~al den Wart mül, d.h. die periodische

Welleaaeig1mg -8(1:}überträgt ke1Be WirkleistuDg, ist alao an da Vorgang

nicht waentlich beteiligt. Wir werden duh&lb ihren E1atlua erst nach-

träglich betrachten und vorläufig

'1ft-) := cp(f)

set.en. Das dritt.e Integral liefert jedooh bei geeigneter Phuenlage

wischen jbfC} und c.f(t:) einan Ta MÜl TfJJ'8oJd Wert, _lober dem des

ersten ent~.t gleich .ein 1IU88, ~t sioh DiiIIpJ'Dg und Anf'achung

aufheben.

Wir haben also nun die Bevegunglllleichung

(unter AU,schluss der trivialen USnng <plt)=.O) zu betraeb1öen. Letstere

leitet an. auf' einen einfaohen A1a8ats tUr den Z"."'WI ~... der Funktionen

<fit) und j3ft-) hin, welcher ew beqtaeM, im ~ Fall exakt

durchf'f1hrbare Intagration der DUterentialgl810lmng (46) eftiSglicht.

), ~ f- wrr.), c; -I- [-I jf3(f}) P..hf} =0 (46)

bzw. die Energieglelchung

I (~
~

(r;.

Wä;)1. .p~tIt- + 1'10 f(f:), ftrY'J. tif-=4- (47)

-13-



7;

J 11('
ell/tf} = - Wf7i)j t d~

a) Pha88J'\Ser 1AJn:ma

Die Erregerfunktion~t)8011 nun in swei um 900 pha8enverschobene

Anteile zerlegt werden:

j3fi)-j'j/f;-) ~(0)/ (48)

deren erster die VerBt~g, deren zweiter die Entdi8pfung des Schiffes

besorgt (Blind- bzw. Wirk-Erregung). Es soll also (mittla = ? AIjiJ.tlt
gelten:

~:Pftlt0t1/'I'J ~ p (49)

-14-

(50)

'Wo die TJm)~\Jf1ntegrale über eine Rollperiode T8, also über 2 Umläufe

1m U-ß-Plan zu erstrecken sind.

-Die Blinderregung ~(t) DlUSSwegen (49) mit der potentiellen Energie
U(t) phasenrein verlaufen. Wir setsen daher an:

(51)

mit

(52)

Ihre Amplitude ~ ist je nach Phasen1age positiv oder negativ, und die

Konstante ß ergibt sich aus der Forderung, dass die lotrechte Wechsel-
o

t/f:} =;1 ,(,t-Ut/yJj +;Jo

. et (<;J)

o -fi: 1,(ty.1 =: - ce: 1- i

/t(tcp)



mit

beschleunigung im seitlichen Mittel verschwinde,
,..,....

-liV

j jJltJ, t/i:" =- (),
p.

(53)

Die Wlrke.r~ Iv( t) verllutt wegen (50) in ent.~ster Pba8e

zur seitlichen .A8d8nmg der ~.~ :H'.D8rg18,7lF;' .1. bat dort

eiDtach8 N'al.lat81.leD, wo "f (t) od.r ~(t) TVaobr1a4et. Wenn wir mit

st.ta poaitivft' W1rk~lit\'lh &"w

(54)

die Erregerf'unktiaD. auch in der Gesklt

-15-

geschrieben werde. Dann bedeutet ~d1e Phuclage UDdf{t) das (nicht

gleieht'ora1ger) Dttrcblaut_ ehe. Ph 1k1.-. FUr die _Utude der

ErregttDg gilt

(58)

/(/5-) = -jf./.J~~r4-}-1 r ~ (560.)

'= ß- ~.JpJ -;a/fl,44;q~~) '~ (56b)

;36 ~ 74U fe I / '" -;1 , t:«Jl" (57)

-~ -<: ,-..t
;1 ~ ß -I-

~Iv '

;1,/1) = -;4. Z'/1,((f!/J.(t- w;j 4;1'1'1»

set.en, 80 kazm 1I8fl8'l der Bes1eht:mg

(ff;'Ufr)2. + 1/-,Ufp)'f - Uf't~ = d



I J! ~ 7,lr).~ - ptf) ~ .1-

Da die Wi.rk8rr~ wegen du 3,...tri. d.. tsee (54) keinen B8itrag
zu d_ Int.gral (53) lietert, biDrt die lo88t8te '0 lSQrTOn d_ 0es1llo-

gI'88. der RH"'II~~ Alt) ab. ADl GnM d88 .AJt... (51) 18ft.r
'7Ir

A- = ~ j tU(tf), dt - d.. (S,a.)

~~ Tw 0

d. - tlep) . (59*)

Die ~1on 1(f) tmtara~ slab 4.. 111cu..s (31) ...lJtaenen
Gl'tII1dt1mktion ~/Y') I wU 41a 101'8 ... ~H~' ur <fIfjder ww l~lmen

Sotadn«-c TODcMrj~ d_ ,..t n~ I Wft) 4_ tftd._ ~ ab-

weicht. Wir 1dk88., vi. naclltJtlc11ch «.1111-1" vird, 1D ern.r.. IV~

setsen, wo

-16-

(61)

ist:

b) AMnUt.d~-" j.
Wir phc :mm 80 TOr, da88 vii' 8UDi.cb8t (b1) du r-e Roll.eR

des Sab1tt8 0'" 1I8pfug (W :: 0) ~; hier ~8t VtIpD (50)

die W1rDrI~ I <a,,{t) :: 0). ~ (.2) bertt__ wir - der Id-cral-
~ (So) 41. _ .&"-.181ehder -1.1."-« W(Ta) "'. W1rk8rregung.
DenE1a1'1:u8, der derb d&Nu ezwibt, ... die W!Ä81~ 4u ...,tmde
~t vepn der -.'.loh8n Pwiaden n1* 14_tlM11, em DU' 18 Jf1ttel

über Jede Ro11, tII'iode Ta aqlalobt ,d... a1ao aut 4u Sehitt noch .in

Blinrl~Dt

Nft) = WfTg).r f-
IIt1

~ 'P. ~1,(r}
(62)

,,!(f) = 'J/fJ -I j2J.'(~%(') - %~f) f. ~ (60)



a. DiMe Dut 81Gb,-.ob ~ ... -'~TIIt... (51), a18 BLI114.__
glaiaI8IDg8iD8a18 rabS.Ia ~nl' ~1'81.a])v'. k.. S"ff88 alt da
~ n~-).1'R

wirkt, betrachten v1r DaObtrlcl1ob.

bi. Mit den ~

11/-0 jblt;{t} = 0 lj1(f)... Y1 (t) (63)

(64)

-17-

~(sP) =- [A +ß1'I'J.lticf)

= [A +~o + ß. (4- .GUI'fvJ, ~If/I) (,,)

attftUMrl. Wir 11' I rll al80 "17T1.,.n (10) b1a (13) dS.8LTt ~..~..

U ('f)
""

?-f~ (<xj. tlc(
~ () j3

/l /
[i

-
;11~7

«(6)
= ttAtCf), (A+!o). 211ft)+ß,U1fJ.(4-UI1!/

die Ge8&1lteD8rli8

l:i rf~+ ~('f/ = ~(9)

und du ZeitdUt-.rti8J. der .1MB ~ y.;"(c-/'

(67)

;-:J' d 'fJ
1

d.tr'ßJ=/i:) ·
I~f'i'/- ~('f)

n18Lt die Dit~__1.1gle10t88g (it6) die OMtalt

Y cf] + [,{ 7"f./ i-J}.}',1.( 'tJ) = 0



(69 )

_
~.

1. "1/- ,t,J '
'cf

!UriJ -Ur'f')
,

· (1+r - fJ.' Ur;)'
(68)

angeben.

Zur weiteren Berechnung führen wir das Zeitdifferential der freien

Rollschwingung r,.1t;-JgeRBS (12) ein und schreiben (rJ. ~1'tcl t):

dt{ Cf;} .:::
dt{<fo)

Y
A -t~ - (3.' Zt61i)

I

-18-

Vir erhalten so für die Periode der erzwungenen Rollbewegung den

Ausdruck

7;rv;;

7; = I at
J r "~" - j6.' ur~/

(70)

Der aus der lotrechten Wechselbeschleunigung resultierende Verstimmungs-

faktor

(71)

ist also gleich dem über die Periode der freien Rollschwingung

gomittelten Ausdruck Df
Jß" -; ' 1f('#)}

-Ji

r:

f
7;rif;

$
~

1. '{
-~

/'rrji}
-

7;rcfi)
·

0

/{ j4 -;34' 1l/'ftlJ. ?if



- ~!3
~'"

~ + ~J3

.- {)16C <. (3.4 <: +~ I~

Die exakte Berechnung dieses Mittelwertes bereitet im allgemeinen grosse

Schwlerigkeiten. Wir beschränken uns daher auf eine für alle f gültige

Näherung erster Ordnung i~ ;'3), . Es ist - vergl.auch (59) -

,.. -~ I -~
(

( J.t
L

4 1-~(l-;1J' '11(~i) = 4 - ~j6. ,(j- i(~) - tf!KJ}fJA #

/ iM (12-)

Für die absolute Konvergenz der Entwioklung muss

Ijb~' (A- ~(JV) - UIYlJ)/ <- d. (73)

vorausgesetzt werden. Wegen (37), (60), (61) und (52) ergibt sioh daraus,

wie nachträglich ge.eigt wird, für die '-litude der Blinderregung die

Beschränkung

-19-

im unterl1nea.ren Fall (74)

im üb.rUnearen Fall

und

(NB. Für eine Standarowelle (6) ist 't,j/~9''';). Mit

1i!6fJ ~ t,lif) (~ (~;)

A ! r.r.'J .

'T;(-)' ft({YJ).1I1:-=- 1- j ~(ip) (~(.3t/cf!!
0

erhalten wir dann für den Verstimmungsfaktor (71) den Näherungsausdruck

Da nun 7;
'&

147; ist J haben wir hi.rmi t eine impli.i~e Darstellung der

Reson8.l'lSkurven weiter Art (zunächst für Sohiffe ohne Rolldämpfung)

gefunden. Ihre e_l~ti.che Uatormung in ein. _li.ite Gestalt Y' 0.. , 1:.)

7S - I - ;"J)
7;;-

~ ,,- ijJ-' '(/- ~(#- -1+ 1~t'fjdfqjJ.
-
(75)

~ -1 f ~A'%(yJ). (tb)



ist wegen des tran.sendenten Charakters der Funktionen 7:icf) und

tlV) nicht JlÖglich. Wir kÖnnen aber bei gegebener Grundkurve 7:rf/
mittels der FOrMl (75) unter Benutzung der in (31) erklärten Werte }t;/P)

leicht die beiden su einer be.ti8.ten BlinderregunglJuplitude 1:./ii4

gehörigen Äste der Re80nanskurven weiter Art gewinnen. Die Bilder Ba

und Sb seigen du Ruultat fUr die beiden oben gek8nnseichneten Hebel-

armkurven, wobei 1fJd~_~emm.rordifur de .

Unsere Betrachtung bat gezeigt, dass die Rollperiode eines Schiffes durch

die Auf- und Abbwegung der Wellen nur um wenige Prosent verstimmt wird.

Rollzwstände sveiter Art sind alao nicht be1 jeder DUmmgaperiode möglich.

Wegen des steilen Anstiegs der Re.onanakurven treten s1e jedoch in dem

betreffenden Perioden1ntervall mit nicht geringen .Amplituden auf.

b2. Wenn wir nun die Rolldäapi'ung des Schiffes gemäßs der Integralbeziehung

(50) mit dem WirkanteilAlt) der Erregung ins Gle1cbgwicht setzen, so

erhalten wir mit dem Julsatz (54) für dieWirkamplitude j3w die Beziehung

Ir t ft(f). ~!4{I'i')'(J-tt1r! df).ff} = fI(r.).ffi cI~ [7-~

.
wo der Wurzelausdruck das Vorzeichen von 'f, 't hat.

.

Nun stellt der Integrand des Uml&11f-Integrals, über 4~J<f) aufgetragen,

einen Kreis mit dem. Radius 1/2 dar. Da dieser in der Zeit 1$ zweimal

durchlaufen wird, ist die linke Seite gleich tw- UhP),7I . Wird auf
der rechten Seite cf~ mittels (67) ausgedrückt, so folgt bei Erweiterung

mit Tt;

0
"r

ß , tufJ.. = T./lJIi;) ~ ...cL, /er,.lif)-'tfI'l'yI,ilt
./

(77)

W S J /.5
~

\ .;v j6 1
c

so dass schliesslich

.i5

f
-

= ~ <

/;,11I1/) ,
-:!:-f 1(.lt)-'6't~ -/J (78)

4'
Q< t'\tl I / / ,Ur

. ~ J 7S
ö

.
U'r-cf)

-20-
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ist. Die Wirkamplitude der Erregung kann also in zwei Faktoren zer-

legt werden:

Hier bedeutet

/~y = z ;1)(75),1ft liJ
/ ,

J} trs ) =
,'7;. W/li)

" ..&r:/I

den dimensionslOHn Dämpfungsbeiwert des mit der Periode '75 rollenden

Schift... Die Bilder 9 und 10 ..igen Be1.8pi.le für die arö.se von D.

Der Mittelwert Ja/Cf) n1Btmt nach Einsetsen von (66) die Gestalt

(79)

-

~/$
~(r) = ~ 'j[I- t((r;J),[1j4 -A' ~/ff!J, df

'0

(So)

an. Es wird nachträglich bewiesen, dass hieraus näherungaveise

7;/fJ '" '1/'1/ flfl"'.fttro/-Sj'lF)1-1

Icf/ ~ ~(I/'~ - j/i)s 4

f(81)

folgt.

Da wir die explizite Abhängigkeit der Rol~fung von der Amplitude

vernachlässigt haben, ist es sinnvoll, auch die Amplitudanabhingigkeit

der Wirkerregung (79) unberücksichtigt su l&8sen, nql~hr, als bei

wachsender Rollarllplitudeder DÜlpfungsbeiwert erfahrung8gemäes zunimmt

(vgl.Bild lD), der Mittelwert ~(r) dqegen abnilat (Bild 6), so

dass sich die Tendenzen zum Teil ausgleichen. Wir können also im Rahmen

der ohnehin vorhandenen Unsicherheit mit der vereinfachten Formel

,;9141
~ 4J(r;) ~ ~~

(82)

rechnen.

Im. Gegensatz zu den Rollzuständen erster Art, wo die Wirka8pli tude der

Erregung 1m. we8entlichen der RoUaaplitude proportional ist, liegt

also hier der Fall vor, dass die Wirka8plitude im. wesentlichen von der



(84)

Ro1..1.ulp11tude unabhängig ist.

In!olg8d8.aen ist tUr du Eintreten eine. Rolliustandes :aweiter Art,

auch bei klein.ter Amplitude, ein. durohaua endliche DUnung8stärke

)I:;t :: .z j)f7i) : '71 (83)

Voraauetsung. Filr ein Schiff geringer Dlllpt1mg (D ~o,oJ) g8Düg't .chon

etwa H.,.l ;: 1.50. Der E~8clm8. ,.bt al8 B~ in die
entdl8plte Bev8pDpgl8icbu.ng (64) ein. Die in den B11d«-A'" und 8b

geH1ct.en ReJl()OAfttl1n'tM'.ngelten also auch .ftJr Schilte alt Ro]]II"'tung,

-wenn g81.a. (58)

-22-

gesetst wird.

(85)

a.nJIUW8Dd.n.

tt ~!:
VI

':.. 't~(7i/

c) .s..i:JtNiiJM Rft] l JtM.

Um su entscheiden, welche Punkte der R8~~~"kurven beatiDdige RoUsuatände

darstellen, d.b., U8 das Vor..iohen in (84) JIUbe8t~, gehen wir wieder

von dem in [1] geeebenen Kriteria 8.WI, voaaob ein butl.,diger Scbwingungs-

sustan.d vorliegt, wenn be1a Übergang su JId- 8t.atiOAiren Nacbb&rsu8tand

gleioher Periode die Amplituden von Erreguc und S~ unpaobtet ihrer

Phan gleichse1 tig JIU- oder abMb8en.

wir haben dann du "kriterium.

C'l
==

iJ/~Z :~:' ~t
- 9 q;~ < 0: UJIbut;iDd1g

auf di. &WI (58), (75) und (82) gebildete AIIplitudenbHiebung

7J2- & _ 1 t 11,
+ 47)'7",) (86)

/ (7;(cj7) J 2~ff)
/( /;/
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Für die Steigung der ReaoQ~""U"Ven

sti:rb (f =~) gilt

dI <pI tdß~ J;
cf 15

== -
i~7tJlY; /

~-

'f 07$) bei gegebener Wellen-

;?ti» 7i
z/ep/. (!

(87)

Die Re8Qna.n.~en verlauten Wo auf der GreDM du But,iU)d1.peita-

bereichs, wo C ::: 0 ist, lot.recht; ducaichen ud d4n- !btJ'l'S nll1l1~

F :::; o. Mit (86) folgt noab, wenn D ::: oout ge_tat wird) ,

~~ 4 ~ 6 ~J
11 r.

~

/'14. C
·

'T.fi'J. t,"fyl)
·( I~('i) - Is-j

bJlv.

ril'f~
~

1/
.

4tJl.{Y;J. (J/fy)- &1)
01tUs /lfl/' C ~. %~(If) (

~ tj ·

(88&)

(88b)

Auch f'Ur die ~ sveiter J.rt gilt dT'T"Ie\tDbei A.~

von I'P I über der Per1Dd. oder meth fJber der
F:NqQe8 di8 B8pJ., dass

ihre Stelguag in Punkt.8D butlnd1pr RollautiDd. (C >- 0) li.Ak8 dw

Grundkurve poaltiv, rechts davon n tiv 18t. D8duroh 1st du V01'1leichen

in (84) beati8.t. Bei aberH-1"88 Verhalt.en des Soh1t!- gilt du

Flusseiehen, bei unterHnaarea das Minu...loben. Wir 8ohreiber1 k.ura:

-
ß > (j i.iberlinear

;'=./.::: I unter linear ~

In den Bildern Ba und Sb sind die Kurv8t.elle, welche nicht-beatiDdlge

Rollsuatände darstellen, gestrichelt vonten. :DaN &UOhdu ,..trlehelte
Absziseenint.ervall, welches der durch daa Krlter1'W1 (8;) niebt ..tu.baren

3)D :::; oon.t bedeutet, du. der Dlllpttmc8kott1aJ.ent tI der FnqU8DS ~t.J.onal
ist. In dem durch ~8 VorauMtS1ll\g (2) be8obrbkt.an PrtIqc8Dsbere1ob i8t dies
eine tragbare A~..



(90)

trivialen Lösung 'f
(t )= 0angebiirt, nioht-be8tändige Rollsustände dar-

stellt, zeigt die folgende Betrachttmg.

d) Du kr1t1a(}h8 P4tJ1.~_~'1int"""'l)

Im Grensfall kleiner Amplituden kann

( "'0 )Ö;i

-24-

(92)

für den stationären Rollsu.atand die nichtlineare Differentialgleichung

4tlf) = 1iP/. «'

und

h
'

') I
?

Tr~J -::: ~iT, ~ (91)
~

1.#1
gNetat werden. Der speaielle HebelarilMrlau.! kC8It bier nicht 8Ur Aus-

wirkung; dafür treten W8aentliahe E1genaohatten diuer RollSUBtände umso

deutlicher hervor.

Die Bewegungaglelahung (64) du entdiJlpft..-n SchUf.. n1J8t jetat die

Gestalt einer lj~en (sog.Hili 'sehen) D1.fferent1aJ.«1.eichung an:

J~t +L-1+ß(c)}. ?lq'f - 0,

Auf Grund UIl8ere8 An.8&tsea (51) erhalten wir mit

U(~) = ttYy;:I.

J.t,;; +-!t+j4 j3.JI- 3.:~)J. 'Plt.j. f: (), (9*)

Der Hebelarmverlauf

jff/') ~ Ü~ 1/J(t-~.(ii)14lt
(9~)
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des Ersatssobifrea, welches in ruhig.. W..88r gemäss der Differential-

gleichung (94) frei rollt, iat al80 eine kubische Parabel. Dement-

sprechend ist die Form d.. Rollos.illogr88u nicht sinua,rdrmig, und

svar \1IUO weniger, je stärker die Blinderr8iW1g ist. Die Rollperiode

ist trotad... von der RollMplitude unabbiDcig, weil die_ zum. Stabilitäts-

umfang der Hebti.arakurve (95) (d.i. derjen.ice Winkel y; '=W"
, für welchen

die eckige U. Tr versol:nd.ndet) in ein8. tuten, nur durch die Blind-

erregung be.t18lten Verbi.ltD18 steht, nialich

v~ _ J ß-t. (96)
ru~- J +;9: ,fjJt

.

Die Raso~ verl&ut8n a.lJto lotreaht. Intolpci n kann sich 'f

unabhinCig von (b beliebig bdern, d.h. RNoDADSsut.lnde zweiter Art

sind bei kleiner Allplitude inditferent, derm der AU8druck (85) wird null.

Die Ro~riode berechnet sich aus (68), wenn man (91) und (93) benutzt

und 'l/ip;:: X setzt, als Vollit~.. Elliptisches Integral

1.Gattung4):

~
l

T- 7;(0) z dK

mit

J -
V ,1+(3t

. ·7i '. V(J-x'}(I-llx1-
-

Je''l.._ ;J.t . (98)
A' f- /h;

I .:t..
Wir können auch die Rrregung als Funktion des Par_tera h mitHilfe

elliptisoher Integrale darstellen. Für die Blinderrega.ng erhalten wir

aus (98) und (59) das Gleichung.system

,.- ~ 1... (99 )
/'31. - It> ; ß =- k ~

-
'

.
-' (/f)

/4 - J(f))}t~.- to = ()

4) Jahnke und Emde

7:(0)
. .:K (97)

t j +f'o



(100)

fÜt der Lösung

ß=I ,
k'-

/1 - k': [1- ZrbJ) lß==
~~[4-?{~Jj

.

.4 - 1e;[4-1/~)]

-26-

Der von der Oszillogrammform, nicht jedoch von der Amplitude ~ 'Der Mittelwert
abhängige ~littelwert

,CS
rv) ~

;. 1
[4- U/I"j}. df (101)

. ~hJ
(J

k8.iüJ'W"Jlit Hilfe von (68) und (9.3), wenn wieder
~'f =x gesetzt

wird, in die Gestalt .4
/

JI
j

i
.~

dK. (~) = ~ - !., . _
'

. 'II.
,X,.

. (102)t 1$ t/P.//if.(HfV jfJ-r'}.(I-k'X'/

gebracht werden, so dus -.n mit Hilfe von (91) und (97) sowie des

Vollständigen Elliptischen Integrals

0:= t )(',4K
, J

J '/(J-x~)(I-1z ~t)
,

D

(103)

den Ausdruck

~~);4/f- 1--)
erhill t. Hierll1 t kÖnnen wir nun

untE~
sowohl die B1ind-

uplitude ;<3.6-der ~egung als auch von (100) die Rc.1lperiode (97)

als Funktion von -Ir; berechnen.

Zur Berechnung der Erregung Wirkampil tude (79) bilden wir -a&eh

mit Hilfe von (68) und (93) aus (80) den AWldruck

~fI} ~

~ ' 1i/1p/ LIjJ,-r).(J-I/?-/ ir /
(105)

5) ja.hnk~ und Emde. D;:
il~ /K-E) nicht zu ve~chseln mit unserem DäJ&pfungsmaß/)f7;).

(104)



welcher wl84il8F_ 'MB Qe" -R4>llA"TJJ.twl. 1i1ß.Ut..:.o-glg ist 1IIMi sich ebenfalls

auf die Vollständigen Elliptischen Integrale K und D sarückfübren lässt.

Durch Prosesse, welche den auf (34&) und (J4b) angewandten ähnlich sind,

lässt sich seigen, dass
j

/tfr4-~"14~k~), dx - .: K - 1, .(I+/ej, D
/0

ist. Der Ausdruck (105) n.1.ramt a180 mit (97) und (91) die Gestalt

~/c) :J';t'~_(d+k1'.z:)

(106)

(107)

an.

In Bild 11 sind der Verst1-"f\gaf&ktor '7;./7;;(0) und die Wirkuplitwie rw =:

t])ilV. '71/0/ .!iJr den konstanten Dillpl1mgavert D :: 0,2 über der Blind-
amplituae j3./r aufptragen worden. Es geatatt.t, sn Jeder Rollperiode

aus einer endl1cbAm Ullpbung der EipDperiode 7;r()) den sur .Aufrecht-

erhaltung ein.. stationären RollsuataDd.. n.iter Art Jait kleiner Ampli-
tude notwendigen Erregerpteil .::uh GröaHI und Phue P bsw. in

Komponentendarnel.lung (;;, ) .ß",) absuleNn.

Das Bild 11 ist Jedoch auch geeignet, inst&tiODire Vorgänge pla.uibel zu
machen, insbesondere die Rol.lsu1iände aveit.er Art in statu nuoendi, sowie

das Zustandekr--tn eines stationären EDdaataDdu su betraoht.en. Wenn nämli eh

die Allplitude der lotrechten WechM~ den durohf3 , gegebenen

Schwellw8J"'t über8telgt, welcher V8geIl der geringen BeJ.cung der tUr stationäre

RollJluatände 'tMsAohnet.n ;6",- KurTe praktisch gleich .tj)f'l;) ist, und wenn dabei

die doppelte Erl"egerperiode/ ';.7]."I innerhalb de. durch den Kre18bogen (mit

.ßw WI den ur.pr1IDC) gegebenen 7;- Int.erY&lla liegt, so ist du Schiff

instabil, weil der Über.obus der Wir:k.er'repn.gf'~hüber den Ar EntdÜlp.t'ung

des Sch1!tes notwendigen Wert .tj)fTsJ.~ eine Ant'achang bewirkt. li.i ..piRl!'s't.em
i'?1 .....

~
.
~1;W a. .. ie) ~i~witt. - Dadiese

Betrachtung von beliebig kleinen RDllaIIplituden <f ~ 0 ausgehen kann,

-27-
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stellt die triviale Lösung fit); () der ~8Cl.lcbung (46), auf

welche ja das Krit.riua (85) nioht ~r ist, 1.nD8rt8J.b d.. durch

den Kreisbogen in Bild 11 be8t18ten kr1tJJche P.r1~'ftterva.ll8, das

wir mit Hilfe von (75) für kleine Iß(,I ~1N in der Form.

/

'Ts

I

J
(

'-

I
;;::;- - i <. '7' ßt
1,,(0) 'f /

(108)

angeben kÖnnen, UDbNi;.ÄD(Uge RollJlwrtJiJ3d. switer Art dar.
Unter den genannten BediAg~ngen wächst n~n
Me Rolluplitude Y; .1~.t: _ DaehirlJRlldM8 AutoN solup, bis die
veränderte ~ode 7;(ip}.ine BU~..litud. der Errecuc TOn 80 grossem

Betrag e:rford81"t, dua die VC'b1AdbGd. W1rk8Ip11t.Qde j3N =(fJ~-;/'
gleich d.. Wert ZjJt7;). ?/'l} wird, al80 alt der ~ ins Gl.ichgewicht

tritt. Da sich di. 8Ur EntAU
'"

1'1IDcde. Soh1tt.. ertOl'dlrUabe Wir.II8JIpl.itude

der :F.rI-.~ (79) .. bei 4DIU1ob8n_11 t8I& mtr V81c 1D4ert, ist. ....
der stati~ EIWIl'Utaad dM 1:Je8ebri___ Jnt-..}~~pags 1a W8MIltlichen

durch das 1tAWlWl~ der ftIt~." bu'U.I8t. Du. e. ein ~ Zustand

ist, erhellt dar8a, daN !IU einer gI"ÖN8r8 ftDl.la8pl1tade lleiclwr Periode

wepn de. weiter. Auw.icb8n8 der R880111ABeine era--- Bl1nderrecung er-

forderlich ist, wlche - sofern nicht die DiIIIp.tung a1t vaohMDder Allplitude

ma-'geblich abni8at - nur awa einer s~ Erregung kal8en kann. Man kann

also von hier aus auch Wl881" Beatändigk81takriteriua (85) e1naehen.

Unsere Betrachtunc bat ergeben, dass in d_ kritiaoheD Pu-ioden1ntenall (105)

stets ein Rol.l8u8tMd zweiter Art eintreten 88S. J balb d n.n ist die
.1ior.i

triviale Lösung <.pie)$. 0 beatindig, d.a8 Sohi!'! ~ nur untr bitson-

deren Anstossbecl1n&ungen in etn.n RoJ.l.sutaaQ ZtMiter Art V8rsetst werden.

Auf See ist zwar a1t allerlei ÄnstöSMn 8U reohnen, doch ist die Erwartung

für einen passend811 Anst088 gering. Die..r JIi18ste nialich nicht nur dem Schiff

eine verhältnismiaaig grosse Energie mitteilen, sondern auch noch nach Grösse

und Phaae ziemlich gut sti.JDraen. Die in Bild 1 geseigWn Me88punkte konnten nur

bei sehr gleichmi8sigem Lauf des Navipendulum-Geräts und vorsichtigem Ver-

ändern der Drehaahl erreicht werden. Bei ungeschicktem Vorgehen -br8oh der

ausserbalb des kritischen Periodenintervalls zwar beständige, aber recht

diffisi;le Rollsu.tand zweiter Art zusammen.



Wie erII_lieft, ist JiufI ja

'pe.1~I.. 1~88A18t..i1ität . Da

(110)

der B1ldpunkt des RoUsustandes über dem Grenzpunkt des kritischen

Periodenintervalls liegt, von welchemdie (gestriohelt geseichnete) Kurve

unbe.tändiger Rollsuatände auageht, gilt fer die Antpl1tude ijJU(l/tXbei nicht

zu groB.er Blinderregung die mittels (75) gebildete Bestimmungsgleichung

(4+ Irf/, M,!x) Tr'i./ = (4 - IfJ. '7,flJ /
(109)

bei deren Lösung die Vorseichenregel (89) su beaohten ist.

Bei derselben Be8chrimkung von 1)%/ ist damit zu rechne., dass schon ein

geringes "Ausweichen der Resonana" den stationären RollBu8tand herbei-

führt. Dann ist aber der Quotient To(~) -= 7;riL~ )7:(iJ) nur
wenig von 1 verschieden; er iann also gut durch unsere Niberungsforll81 (23)

dargestellt werden. Wenn wir darüberhinau. noch (siehe die Bilder 4- und 6)

oj"cti; ) ~ 4.. 5~' 0, (i: ),~ ir f.lw;( ~ ~,(

set.en, so finden wir - da dann die beiden Wurselausdrücke in (20) ein-

ander gleich sind - mittels der e~ ~ben ~henmgat"""'l

r( ~ )
"" ~~. '!"'9{

(111)
x rY'~_AJ

eine sehr beque~ Besti~]~gagleichung für die grösste mit Sicherheit

eintretende Amplitude der RollsuBtände sweitr Art, näa1ich:

~ l~x) ~ (A j4.t), tf&1, ~(tuj)'
(112)

Diese Formel lässt sich leicht graphisch auswerten. Man hat die Hebel-

armkurTe m1t derjenigen Ursprungsger~en zu schneiden, welche die (,/'/1) ,-

-fache Steigung der Anfangstangente N,:l't' hat. 1)1. 5tel.png let '''''PR (89)

'" . ..

\Hi~...1iA.ar -.~erli1llt. Die algebraischeLösung der Gleichung (112) für

Die grösste mit Sicherheit eintretende Rol.laaplitude ~K ist in den

beiden für epenelie Hebel.arsakurven berechneten Bildern 8a und Sb markiert

'Worden.



e) Nachträo
I. Einf1üsse von iNt) Llnd N(t) .
Wir haben noch die Einflü8se sowohl der periodischen Richtungsschwankung J,( t )

des Sche1nlotvektors als ..oh des in (62) gegebenen MQments Nt--/;) zu be-

trachten. Wenn wir diese jetst untersuchen, können wir von der inzwischen

gefundenen Tatsache Gebrauch machen, dus die Eigenperiode des Soh1ffes bei

der grössten mit Sicherheit eintretenden Amplitude J 7t1'i7tw;/f)) zu der-
jenigen unendlich kleiner Schwingungen in dem Verhältnis .J-j ~~ steht,

dass also der Amplitudeneinfluss praktisch nur einige Prozent beträgt. Wir

können daher du Schiff 1m kritischen Periodenintervall als quuil1neares

System behandeln und seine Bewegung aue den drei Lösungen Yj(6-)
/ ~/EJ. 'I;(t-J,

1)
der Differentialgleichung (1) superponieren, welche den Erregungen durch

1) die periodische Grössenschwankung jl'(f;)'J' des Scheinlotvektors,
2) die periodische Richtungs8cbwankung ~{t} desselben und

3) das momentane Differen "I8Jlt N(I; ) zwischen Dülpfung und Anfachung

gemäss den Differentialgleichungen

lautet

~ .
"'"

,/ 4t '

4vt1 r~ (113)

Sie ist wegen (89) reell.

Eine weit besMre Näherung könnte aus (109) mittels elliptischer Integrale

gewonnen werden, doch dürfte dieser Au!'wand 1m allgemeinen nicht erforder-

lich sein.
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J:~ +[1 f /i/t-ij,
p, ./.fy;) = (/ (64)

y: (i -f- j(t-~r W. ~ l' Fit fY{) = 0- (114)

entsprechen.

,11ft J=:: iJ Y',(4 + &l ~1

J ~ JJ .f- W. ~ f ?, .4(<[) = - IV(t) (115)/3 .3 3



.z,r
Ge) = ~ ~z)/.

~ '1'11I'
~ J

die stationäre

Wegen (5b) haben die Erregungen ;2/ t) und ,)/ t) beide die Aapli tude ~
und die Periode Tjy , sind aber in der Phase um 900 verschieden. Ihre

Phasenlage su der :Bier aHt'ii!irli_ B ltefl Rollbewegung aweiter Art <ß (t;)

,~,t;t W1Ct"der Periode 7;=.2 7;, wird durch die DÜlpfung bestimmt;

sie kann aus der Ansatzgleichung (54) entna&ll88Sl werden. InBild J2 sind die

Verhältn1s88 für A ti;Q;;;>c.0 , a180 für den Fall, dass die Auf- und ~beschleu-

nigung (b/&)'J- der Welle gerade eben die Düaptungs8chwelle .3PI7;.) über-

wunden hat, qualitativ dargestellt worden. Da (3Jr1(&) (hier ~ jJ{t:-) ) das

entgegenge.etate Vorseichen von ~. t.f" hat, befindet sich das Schiff' auf

den Wellenflanken, wo JIb(~) = ° ist, entw.der in der statischen Gleichgewichts-
lage zur Wellenoberfläche

! Cf,. 0loder in einer Lage grösster Krängung I 1./:,= k '11 ,.
ausserdem Bl.U8Sdas Schiff im Wellental, wo j!;lf;) > 0 ist, zur statischen

Gleichgewichtslage hin, auf' dem Wellenberg dapgen in auakrängender Richtung

schwingen. Im. Sinne des richtigen Z4aitablauf's sind die in Bild J2 dargestellten

Lagen des Schiffes von links nach rechts au le.en. Die Welle k-.t also von

rechts und die grössten Krängungen tl WI des Rollzuatand.. awei ter Art treten

ein, wenn sich dae Schiff auf der rückwärtigen Flanke der Welle befindet.

Diesem Rollsustand überlagern wir nun noch den in [1] ausf'tthrlich dargestellten

Rollzustand erster Art 'A(t-) mit der Periode 7; . Bei quuilinearer Behandlung

der Dif'ferential&l.eich1mg (114) können wir jetat ltit der Eraataf'requenz ~ ~ 1f

) 1( "Ci ) /, !, "1/ z.
· ~ +- VJ + w. ~ + J. ~ ' ~ (116)

schreiben, woraus sich für die reaonanaf'erne Erregerfrequena

bei welcher die Dämpfung keine u.1gebliohe Rolle _hr spielt,

Näherungs lösung

-31-

U/(1:) ~ - .!t . J,/t-) (111)
(.?, ~

ergibt~

CWir finden so in den Zeitpunkten, zu denen sich das Schiff auf' der rückwärtigen

Flanke der Welle befindet, die Kränpngen

-. - it Q

rx 'E: ~ i
't:, = - :3

~) t y;
1T

(ll8)



~ _ -l-if
3 - ),-

-,;

Da auf der vorderen Wellenflanke W(t).:::. 0 ist, stellt 'I1r
die absolut grösste Kriingung dar. Sie tritt auf der rückwärtigen Wellen-

flanke ein und ist der Wellenneigung ~(t ) entgegen, also lewärte ge-

richtet. Wegen (82) hat die DünW1lsatärke J,. f3 beim Erreichen

der __~"P,~UDI;..ch~lle den Wert 2 .'1'(7;)) )

~ .ti1ter Benutsung von (113) erhalten wir somit .rür den Betrag der absolut

grössten Krii.Dgung bei gleichseitig_ Auftreten von Rollsuatänden erster

und .weiter Art die Schit..rormel

-r

Yff
~ 1j)(J;) -I- 14!- '

(119)

Die~nc(6zar.~r~dea 1lJ)H~~.""""'- (62), dessen Umlaufintegral

über ti 'ß wegen (50) BIIW. ("') verschwindet, ...\. die dreifache Roll-
dominiert'frequ.enz

-32-

(120)

Im Gren..rall }deiner Scbdngungen, von d8J'l. wir im kritischen perioden-

intervall (loS) nicht weit entfernt sind, lässt sich dies bei Verwendung

von cos- und sin-Funktionen el_n'tar .eigen. Die Aapl1tude N tritt

ein, wenn die Winkelge.chv1IJdigke1t ~(tJ .. grösaten ist. Für
kleine /1 kann h1erfi1r mit H1l.t'e von (10)

/~ 7

N ~ iJ(T<:». 1.2 ~/cIi) (121)

geschrieben werden. Mit der Ersat.1'requens - vgl.(28)

(122)1 ~ ~ ~
'.l(,(rWJ

75 "y'-~J. W

liefert nun (115) für die resonans.rerne Erregerfrequens (120) die stationäre

Näherungslösung

0(t-)~ Af(t)
! 3 ! "J~ Jj~

(123)



T

1t(fJ # t f:U{'i/JJ/'roj1,,1(fl!/J). dt ,

mit der Amplitude

W(J;.). ~
!J/,~..r,

Da iIIn) bei Schiffen kaum mehr als etwa 0,2 beträgt, bewirkt also

das Differensaoment Afrt) eine Oberschwingung li/lt)/ deren Amplitude
T.J

~:>nur~wenige Prozent der Rollamplitude ausmacht.

Wir untersuchen nun noch den Einfluss, welchen die Blinderregung j3+(t'~

auf die durch (59) bzw. (80) definierten Mittelwerte ,,?tif) und /'(1':/9)
in ersterNäherunghat. Duu betrachtenwir die Integrale I

,.~~tr;(f) -
~ J.

[( - ut'ifl.dt (59a,b)

und

-33-

(80)

Wenn wir in die Integranden die Funktion ~(t) der freien Schwingung ein-

führen, so erhalten wir wegen (69) die Integrale

!
7Or.p) _ ~~

{(cf) =: j[1- U{YP}.[Itj3c~' Ufitll ~ eil:-

j
ktA

+~
~(i) - f;: LI- 3itf(J}.L1 Y;?3f k (of'J. pic,

(125)

(-,/<'6')

** 11. Die Mittelwerte 7t;r) und ?b(ij-).

(124 )

J -~
i ))(7;). <ß . (~~'I)
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(126)

welche bei Entwicklung der wai ten Klalrfaktoren und Benutsung von

(59b) sowie (75) bis auf hÖhere Poteuen von ;1t die AudrUake

7;r1fj

1/cjJ)
"" #;;Jf-U(<jJ}[i+ !f..~f<f)-~.[I-U('l;J11 Jt. (121)

[Vi)

~
(cf)

"" ~j (1"-
U(<jIj f -

$11
fZ(tf)- J/i- f(('i~J. "I-

~ (128)

ergeben. 'Wir haben a180 im 'Wesentlichen die über eine Periode der freien

Schwingung gaittelten Werte der Funktion [1- urC/lJ] 80wie ihres

Quadrats zu bilden. Mit Hilfe von tU) und da SJIIbol

7: rrf)

~ = rrr4 .fjj.- "'(C/lj7~df
/6 (if)

'j
(J

(129)

erhalten wir zunächst

- l, -
1(~) ~ 't ('1)f- f,(3/r"i/rJ -j3.' LJ

ff(r)~ ~(f)- v/.-2'ifJ +/~' jj,

(130)

( 4J1)



wo

(131)

Nun ist der Mittelwert eines Quadrat. stets grö.8er als das Quadrat des

Mittelwert., und es gilt insbesondere

(132)

(133)
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( 135)

ist, und erhalten schli..alich aus (1.30) und (131) .für den Einfluss der

Blinden.gung die Abacbätsung

(136)

o '- 1;- 'U('ltiJ~~(f - U(~)) ~ 1-

Infolged n ist der Wert des Ausdrucks (129) auf das Intervall

~ $(~) ~ !J ~ 1%1<1)

beschränkt. Wir set.en daher

~ = i(H(<fJ I-}'1-(r} 1-;!;

I J J
~ %(tf),p"-2(f) ~ d



mit

"? f Y;)<>. tfy7) - jß..~ft).(j -lW) -I-t),

7;/f);" 'ß/f) + It/,.(~/<I).(j -5j/<ii+V.

(136)
(137)

(1Jl)

111. Das Konvergenzintervall (74).

Mit Hilfe von (135) und (136) können wir nun als 1etaten Nachtrag das

Konvergensintervall der Ä - Entwicklung (72) berechnen. Wenn wir die

Be.iahung (1.36) in der Form

(138)

mit

(140 )
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(141)

stante; ihr Werte~t erfüllt vielmehr wegen (37),

Intervalle

~:~?lji~. 1m 811

baw.

(143)

--- -- -- =-- ---7-

~

tJ~ (142)

//

/ ~
/// '~

/~ ~,
/ ..~

/_~

.
~ uz.. ~ .1. , "~(

~"K ~
"

".

1/cj) == ~(y:-;)- a~~

Cl : f 'Ä(Y;)li-~/C/j} rd) (139)
in die Konvergensbedingung (73) einführen, so n1E.t diese die Gestalt

I at,t.' +- '1>tt;. I ~ .i

/Jr[ = A - ~ (rf) .- Z«rtt)



für

an. Das Konvergenzintervall

( 142 )

}
(144)

gefunden werden, wo die Intervalle der Scharparameter . und m aus (~7),

(~3) und (18') bestimmt sind. In Bild l' sind dieße Scharen aufge-

zeichnet worden. Die Abszisse~derjenigen Schnittpunkte, welche der

y-Achse auf verschiedenen Seiten am nächsten liegen, sind die Grenzen

/-\<:0 und (3J/)'Odes Konvergenzintervalls; denn für jedes ßb zwischen

diesen Abszissen ist die Bedingung (18ß) erfüllt, Die betreffenden

Schnittpunkte und zugehörigen Konvergenzintervalle sind für ?h1QX=1

und 1,5 in der Zeichnung markiert worden. Nach Entnahme der zugehörigeIl

Parameter A ~nd m wurden die Konvergenzintervalle

- 0,60 <(3~ < +q6f,

-37-

=1,5 (überlinear)

(145 )

(190 )

(146 )

- 0,83 <
ßb < + 0, K3

für 7mQ~1 (unterlinear)

rechnerisch gefunden

-1. < Pb
<: (3;;

kann also durch Schnitt der Parabelschar

1
~ 1t'"A2

}
'

.

(143)

o ~ EL ~ ~

mit den beiden Geradenscharen

'~l- = 1: ~ - m (!>b
3

,-
Zma.x

~ m <: 1
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.:'-' tU;<;Ci-#11#~ /tts'7',

Vermöge eines Ansatzes, welcher die spezielle Wellenform unbe-

rücksichtigt läßt, haben wie die periodischen Lösungen der Be-

wegungsgl~ichung auf die normierten G+undfunktionen der freien

Rollbewegung in ruhigem Wasser, nämlich die Rollperiode G(~)

und das Phasenumlaufintegral '(~)bzw. die daraus herleitbare

Funktion ~o(o/} zurückführen können. Die allgemeingültige Be-

trachtung hat zu folgender Einsicht geführt.

Rollzustände zweiter Art entstehen mit Sicherheit, wenn bei

seitlicher Dünung die doppelte Wellenperiode in ein verhält-

nismäßig enges Intervall fällt, welches die Eigenperiode des

Schiffs für kleine Amplituden enthält, und wenn die Dünungs-

stärke die Dämpfungsschwelle überschreitet. Das Schiff wird

dann dynamisch instabil und schaukelt sich auf, bis seine Eigen-

periode infolge des nicht-linearen Hebelarmverlaufs soweit ver-

stimmt ist, daß ein beständiger Rollzustand eintritto Die größ-

te im kritischen Peiodenintervall mögliche Amplitude hängt al-

so von der Zusatzstabilität ab, sie kann leicht näherungswei-

se aus der Hebelarmkurve gewonnen werden. Außerhalb des kriti-

schen Periodenintervalls sind Rollzustände zweiter Art mit noch

größerer Amp litude zwar mög lieh, aber wenig wahrsehe in lich.--Da

bei normaler Dünungsstärke das kritische Periodenintervall

schmal ist, erweisen sich die für die ~rundfunktionen angegebe-

nen Näherungsformeln als gut brauchbar.

Für zwei spezielLe Beispiele, nämlich a) ein Schiff mit anfäng-

lich überlinearem Verhalten (positive Zusatzstabilität) und

b) ein Schiff mit sinusförmiger Hebelarmkurve, haben wir die

Grundfunktionen sowie die Resultate (zoB. in Form von Resonanz-

kurven) angegebeno

Der Verfasser verdankt Herrn Prof. Dr.-Ing. G. Weinblum einen Forschungs-

auftrag~es Office of Naval Research, Washington D. C., aus welchem die

vorliegende Arbeit finanziert wurde.
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Bild 1 Rollsuatände lIV8iter Art a.m.NaTipendulum (Werft, Reederei,
Hafen 22 (l941) S.1o.3-l(4) bei 3 versohiedenen Dämpfungen.

Bild 2 Zur Erläuterung der Bewegungsgleiohung eines Schiffes in Dünung.

Bild 3a Vierte108sillogr... und Viertelperioden eines Schiffs mit
ZwJats.tabilltät, abhängig von der Rollamplitude.

Bild 3b Viertel08sillogr... und Viertelperioden eines Schiffs mit
sinusförmiger H8belarmkurve, abhängig von der Rollamplitude.

Bild 4 Die Amplitudenfunktion
~

I«) bei Rollsohwingungen gemäss
Bild Ja bsw. 3b.

Bild 5 Die Pba.senumlaufintegrale ~(rp) und die N'aherungswerte
nach Formel (30) bei Rollscbwingungen gUliss Bild 3a bzw. 3b.

Bild 6 Die Ampl1tudenfunktion
~t'

(f) ,bei Rollschwingungen gemäss
Bild Ja bzw. 3b. Ala.'It.w~/.-~ ~vk 41,-4W1(3-;).

Bild 7 Zur Erläuterung der Transformationsformel (69).

Bild Ba Resonanzkurve .veiter Art eines Schiffs mit Zusatz stabilität.
Die gestrichelten KurventeU. stellen unbeständige Rollzustände
dar. 'Pl4Ai'ioist die grÖ.ste mit SicherheiteintretendeRoll-
aDlplitude. Zustände mit grÖs8erer Amplitude sind wenig wahr-
scheinlich.



Bild Sb

Bild 9

Bild 10

Bild 11

Bild 12

Bild 13

Reson811skurve zweiter Art eines Schiffs mit sinusförmiger

Hebelarmkurve.

Die gestrichelten Kurventeile stellen unbeständige Rollzustände
dar. 'f~ ist die grCS8.temit Sicherheit eintretende Roll-
amplitude. Zustände mit grösserer Amplitude sind wenig wahr-

scheinlich.

ZUS&IBDI8nstellung von an fahreaden Modellen gemessenen DäInpfungs-

werten naoh Weinblum. und St .Denis [8].

Abhängigkeit der Dimpfungswerte von der Rollamplitude nach

Grim {51.

Zum Studium der (nioht beständigen) Rollzustände zweiter Art
bei kleiner Amplitude.

Phasenlage eines Sohiffs in der Welle, wenn die Dünungsstärke
gerade die für Rollsustände zweiter Art charakteristische

Dämpfungssohwelle übersteigt.

Zur Ermittlung des Konvergenzint.ervalls(73).
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