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1. Einleitende Betrachtungen

Die Untersuchung der Druckfelder gashaItiger Wasserströmungen

gewinnt zunehmend an Bedeutung für die Anwendungen wie etwa die

Vorhersage des Kavitationsverhaltens von Schiffspropellern.

Bei gashaltigem Wasser kann infolge der starken Abhängigkeit der

Schallgeschwindigkeit vom Druckfeld die örtliche Machzahl an der

Saugseite eines Propellerflügels durchaus um zwei Grössenordnungen

höher sein als in der Zuströmung oder auf der Druckseite. Es liegt

dabei in der Regel ein transsonisches Strömungsfeld vor; dieses

darf in den meisten Bereichen als inkompressibel angesehen werden,

und wesentliche Abweichungen vom inkompressiblen Zustand treten

nur in den lokalen Überschallgebieten und deren unmittelbaren Um~

gebung auf. Dabei sind die Stösse von entscheidendem Einfluss.

Diese Zusammenhänge sind zwar aus einigen kürzlich veröffentlich=

ten Untersuchungen [1],(2J,[3) bekannt, in denen die Druckfelder

gashaItiger Wasserströmungen an Tragflügeln und Propellern b~rech=

net werden. Jedoch wurde auf eine ganz allgemeine Diskussion der

Stösse und ihrer Gesetzmässigkeiten verzichtet und nur der spezi=

elle Anwendungsfall behandelt. So ist auch grundsätzlich voraus=

gesetzt, daß die Verweilzeit der Strömungsteilchen im Stossbereich

vernachlässigbar klein sei im Verhältnis zu der für den instatio= .

nären Charakter des Strömungsfeldes massgebenden Zeitperiode. Die=

se für die behandelten Probleme zutreffende Annahme dürfte bei

wichtigen Anwendungen nicht mehr erfüllt sein; beispielsweise dann,

wenn der. instationäre Charakter des Strömungsfeldes durch eine

hochfrequente Dynamik von Kavitationsblasen geprägt wird. Aus die=

sem Grund und wegen der grossen allgemeinen Bedeutung der Stösse

für da~ Druckfeld transsonischer gashaItiger Wasserströmungen

sollen in der vorliegenden Arbeit die Eigenschaften und Gesetze

solcher Stösse sowie die zu ihrer Berechnung anzuwendenden Metho=

den behandelt werden.

Bei den bisherigen Vntersuchungen [11,(2),(3] erwies es sich als

notwendig, in Anbetracht der sehr komplexen physikalischen Vorgänge

eine Reihe von Vereinfachungen einzuführen, um mit einem überschau=

baren Aufwand zu Ergebnissen zu gelangen.

So wird die Relativbewegung der Gaskeime und Dampfblasen gegenüber

~em umgebenden Wasser vernachlässigt; dieses ist naheliegend ange=



sichts der kleinen Gasmasse im Verhältnis zu der umgebenden Wasser=

masse. Ausserdem basieren die genannten Arbeiten auf der Voraus=

setzung, dass das örtliche Verhältnis u = M IM von Gasmasse zu/-- ~
'"

Wassermasse ebenso wie das örtliche Volumverhäl tnis 0( = VG Iv 101 ein=

deutige Funktionen des Druckes p sind. Es wird ein ungehemmtes

thermodynamisches Gleichgewicht vorausgesetzt derart, daß die Re=

aktion der Blasen auf das äussere Druckfeld quasi unendlich schnell

erfolgt; die durch den Einfluss der Blasendynamik bedingten in

Wirklichkeit endlichen Reaktionszeiten bleiben unberücksichtigt.

Alle Zähigkeitseffekte des Mediums werden ausserdem vernachlässigt.

Mi t
9"

als Gasdichte und der (als konstant angenommenen) Diohte
9""

des reinen Wassers besteht dann der Zusammenhang

( .1)

Für die Gemischdichte 9 = (Mc.+Mw)/(V4+ V",,)folgt wegen )'«--«1 in
guter Näherung die Relation

/)
(2) 9 =

S' vJ A .
_,

. A )
...

Es handelt sich also um eine barotrope Strömung. Diese lässt sich

ausserhalb der Stossbereiche als Potentialströmung behandeln. Es

ist zweckmässig, unter 4> das Geschwindigkeitspotential der durch

den betrachteten Propeller oder Tragflügel bedingten Störströmung

zu verstehen. Für das Geschwindigkeitsfeld im nuhenden Absulut=

system wird der Ansatz~)

(3) M = .#)(UOO+ 9Ao.JcP
gemacht. In vielen Fällen, so bei schwach belasteten Propellern

oder schlanken Flügeln kann
( 3 I ) U ~ » (9A Q.ci cf;) z

angenommen werden.

Aus (2) folgt fü~ die örtliche Schallgeschwindigkeit c die Rela=

tion
9"" do(~ - - --(If) Cl - (-1+0()t. cIp

.
Wenn wir davon ausgehen, daß der Gasdruck P4 in den Blasen mit dem

umgebenden Wasserdruck p übereinstimmt, also Einflüsse der Blasen=

.tt)Wir bezeichnen mit 4 die Einheitsvektoren, also z.B. 4t-)(in x-
Richtung. Der Index ,,00" kennzeichnetden Zustand in grossem Ab=
stand von dem betrachteten Strömungskörper, also in der Zuströ=
mungo
Mit u wird hier die x-Komponente der Geschwindigkeit bezeichnet.
In Abschnitt 2 hat u eine andere Bedeutung.

-2-
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dynamik vernachlässigen, so liefert die Thermodynamik p = p + p
,

"U' L
mit p und p als den Partialdrücken von Dampf und Luft. Setzen

'V L.

wir für beide Gasphasen ideale Zustandsgleichungen voraus, also

Pv(Vv-+V,-)= MvRvT ) PL(V,,+VL)=MLRtT)

so liefert eine elementare. Zwischenrechnung mit t}
= (M ~ M..) / (v' -I-V )

T, v 11 L

als Gasdichte
-1~,M.*Rv/RI..

(5) P = S>4~L
/f+~JIr

T.

In GI. (5) sind R
'V
und R L die beiden spezifischen Gaskonstanten

und }A.w
=. ~ ~ das Gasmassenverhältnis. (R v /R L =

;f,61 )
.

Die innere Energie e (pro Masseneinheit) der Strömung ist gegeben

durch
Ew ",+~~ P 0< 0( _ ~ -1

( 6) e =
-;;;- A . n IR Mo ~ j '9 - j> - i .

"I..
,,+)-t K V ..,. J w W \oV

Unter Berücksichtigung der Relationen

)-t = I"
I..

(-1 +JA- ~) j ~ L = M &. /M w' M
iiR
R
"::

p~ )
/

'- p-p".

nimmt (6) auch die Form an

(=1) e:::
(w P-Pv c(

= f"" P-Pv-
(
:!._ 1.) .

R,- /,,<1.. 9""
RL rL 9 9w

Mit ~w ist die spezifischeWärme des Wassers bezeichnet. !! = 0,07.
l...,

In sehr guter Näherung darf bei gashaltigem Wasser isotherme Zu=

standsänderung vorausgesetzt werden. Aus (5) ergibt sich unter

Berücksichtigung von (1):

(fl) 0(
=.

Poo- Pv- ~I.(P)
=-

Poo jAllP) -1 +)A*Rv/R..
.

CI( 0,) P - P
V" ~ L co P'# I..00 /f + I" tR~ IR&.

In Gl.(8) ist die Abhängigkeit des Massenverhältnisses~Lder un=

gelösten Luft im Wasser vom Druckfeld p noch unbekannt. In Anbe=

tracht einer ganzen Anzahl komplizierter physikalischer Effekte,

die auf den freien Luftgehalt Einfluss haben, ist)WLfp) schwer

theoretisch zu bestimmen. Es liegt daher nahe, an die Stelle der

Relation (8) die übersichtliche Näherungsformel

( q) 0(
= ( p 00 ) ~ ~ ).

(~ ~ 0) )
0(00 P

zu setzen, welche auch durch Messungen einigermassen gut bestätigt

wird. (4). (vgl.Abb.1 ). JA-Lnimmt auf jeden Fall zu, wenn der

Druck absinkt. Gl.(9) wurde bei allen bisherigen (1],(2],(3)
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Untersuchungen verwendet. Aus Formel (7) für die innere Energie

folgt mit C 1.

= (
:1 - ~ ~

)/:~) und unter Berücksichtigungder
Abschätzung JAL«-1 wieder die Beziehung (4).

Eine weitere Verbesserung der Theorie in thermodynamischer und

blasendynamischer Hinsicht wäre denkbar, wenn die Reaktion der

Keime und Blasen auf das äussere Druckfeld genauer erfasst wUrde.

Man ginge damit von der Voraussetzung ab, daß die Veränderung des

Gasvolumens sich unendlich schnell dem äusseren Druckfeld anpasst.

Es tritt dann ein zeit- und ortsabhängiger Unterschied zwischen

dem Gasdruck p Gound dem äusseren Strömungs druck p auf. Eine solche

Strömung ist nicht mehr barotrop und es entfällt die Möglichkeit,

wie in Ansatz (3) ein Geschwindigkeitspotential einzuführen. Durch

eine Aufgabe der Potentialströmung würde jedoch die ohnehin auf=

wendige Theorie in unvertretbarem Masse kompliziert und numerische

Ergebnisse wären kaum noch zu gewinnen. Es erscheint aber möglich,

durch geeignete räumliche Mittelungeverfahren wieder zu einer

quasi-barotropen Strömung zu kommen. Schwierigkeiten bereitet auch

eine geeignete Erfassung des dynamischen Verhaltens der nicht ku=

gelsymmetrischen Viel-Blasen-Strömung. Die bekannte Gleichung ftir

die Dynamik einer kugelsymmetrischen Einzelblase kann hier höch=

stens in roher Näherung zur Beschreibung der Reaktion einer hypo=

thetischen "mittleren" Blase verwendet werden. Diese Probleme

sollen künftigen Untersuchungen vorbehalten bleiben.

Unter Verwendung der Gln.(2),(3),(4) und (9) führen die Erhal=

tungssätze von Masse und Impuls in ihrer Differentialgleichungs=

form und bezogen auf das ruhende Absolutsystem bekanntlich [2],(3)

auf die beiden Relationen
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Die Gleichungen (10) und (11) gelten in den stossfreien Gebieten

des Strömungsfeldes und stellen ein simultanes nichtlineares Sys=

tem zur Berechnung von Geschwindigkeits- und Druckfeld dar. Die

Lösung ist unter Berücksichtigung der Tatsache zu bestimmen, daß

Druck, Geschwindigkeit und Dichte an gewissen Flächen im Raum

Diskontinuitäten aufweisen. Als derartige Diskontinuitätsflächen

treten einerseits die Oberflächen der Strömungskörper also etwa

die Propellerflügel auf; zum anderen sind es die Stossflächen, die

stromabwärts den Rand der lokalen Überschallbereiche bilden.

Die Intensität der an den Flügelblättern auftretenden Diskontinu=

itäten ergibt sich aus den üblichen Strömungsrandbedingungen für

das Auf triebs- und Verdrängungsproblem. (5). Die Diskontinuitäten

an den Stossflächen sind aus den in Abschnitt 2 noch eingehend zu
besprechenden Stossrelationen zu bestimmen.

Die Lösungsmethode für GI.(10) besteht darin, die Gleichung mit

Hilfe der bekannten [6) Auflösungsformel für inhomogene Wellen=

gleichungen unter Berücksichtigung von (11) in eine nichtlineare

Integralgleichung für die Druckfunktion ~ überzuführen. Letztere

kann iterativ bestimmt werden. Die nichtlineare rechte Seite von

GI.(10) wird dabei als eine Art Volumquelle behandelt. Die voll=

ständige Lösung von (10) als inhomogener Wellengleichung enthält

ausser ~inem Volumintegral über die Inhomogenität noch Oberflächen=

integrale über die Berandungen des Strömungsfeldes. Letztere

schliessen diejenigen Gebiete aus, in denen Druck und Geschwindig=

keit nicht mehr stetig differenzierbar sind, wie dieses zur Lö=

sung der Wellengleichung erforderlich ist. Im vorliegenden Fall

sind dieses die Flügel und die Stossbereiche, die in dem mathema=

tischen Modell als infinitesimal dick und somit als Diskontinui=.

tätsflächen angesehen werden können. Wegen der entgegengesetzten

Normalenrichtung auf beiden Seiten einer solchen Fläche fallen die

stetigen Oberflächenanteile von Druck und Geschwindigkeit heraus

und als Belegung bleiben nur die Diskontinuitäten von~, ~ und

dessen Ableitungen übrig. Sie lassen sich durch geeignete Super=

position von Quellen und Dipolen als Lösungen der homogenen Wellen-

gleichung CJ~ = D darstellen. Da deren Lösungen ohne wesentliche

Schwierigkeiten für beliebig beschleunigt'bewegte Singularitäten

angegeben werden können, (2),(3],{5),C7), lassen sich auf diese Art
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die für die Anwendung wesentlichen Fälle erfassen. Ein Beispiel

dafür ist der Stoss auf der Saugseite eines rotierenden Propeller=

flügels, der relativ zum Blatt noch Schwingungen um eine mittlere

Lage ausführt; letztere können sowohl durch die Anstellwinkelän=

derung beim Flügelumlauf (infolge des inhomogenen Nachstromfeldes)

als auch durch periodische Grenzschichtablösung hinter dem Stoss

bedingt sein.

Während die Berechnung etwa der Druckdiskontinuität am rotierenden

Propellerflügel aus der konventionellen Strömungsrandbedingung (5)

(8) keine prinzipiellen Probleme aufwirft, bedarf die Formulierung

der Stossgleichungen für Druck, Geschwindigkeiten und Dichte bei

beschleunigt bewegten Stossflächen in hochfrequent instationärer

Strömung (etwa bedingt durch Blasenschwingungen) einiger liberle=

gungen; diese stellen wir nachfolgend zusammen.

2. Die Stossgleichungen

Wegen der mangelnden Differenzierbarkeitseigenschaften im Stoss=

bereich gehen wir von den Erhaltungssätzen für Masse, Impuls und

Energie in ihrer Integralform aus. Hier kann zunächst auf die be=

kannten ~ehrbücher , etwa [9],[10].verwiesen werden. Danach lauten

die Erhaltungssätze für ein raumfestes Bezugssystem für die Masse

(113) S;~ ~v = -
J 9 (1I>M.)olF

i
(v) (f=)

für den Impuls

S ~t(9M»Jv' -
(v)

die Energie

) 9.w(A/)M-) ~J:'" -
J

pM-G4F j

(t=) (i=')und für

) :~ ( 9 e ~
t

4./)
t

) ot V - -
r

( ~ e ~
~

4J)

~
+ p) ( W 4t) 01 F

(v) (1=)

Die Relationen (13) bis (15) beziehen sich auf ein mit der absolu=

ten Geschwindigkeit A() bewegtes Volumelement (V), das während des

Bewegungsvorgangs immer aus den gleichen Materieteilchen besteht.

Das Volumintegral liefert dabei den Anteil der lokalen Änderung

der Feldfunktionen; das Oberflächenintegral ist durch die Ver=

schiebung der Fläche mit der Strömungsgeschwindigkeit ~ bedingt.

Es erfasst also die räumliche Änderung der Feldfunktionen.
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Der allgemeinste in der Propellerströmung auftretende Fall ist bei

einem Stoss gegeben, der (etwa um die x-Achse des ruhenden Systems)

im Uhrzeigersinn eine ungleichförmige Rotation mit der Winkelge=

schwindigkei t - l..J(i) ausführt und zugleich in x-Richtung eine

schwingungsförmige Translationsbewegung mit der Geschwindigkeit

- u,,, (~):: - U (~) macht. Die Stossfläche bewegt sich also gegenüber
*)

~ v
dem ruhenden System mit der Geschwindigkeit -~ , und es gilt

~ ~
("6) ".M..:; w{-t)x,q- + lA~(i)~)( .

Betrachten wir nun zunächst den Impulssatz (14).

Die bezüglich des ruhenden Systems lokale Änderung ~~(9~) des Vek=

tors 94n stellt sich vom mitbewegten System des Stosses aus als

totale Änderung dar; es gilt also zunächst

::i:
(,;>iJ» ~ f()C,4;}911» ~ (41: ~o. J) s>,t()

i

dabei bezeichnen wir mit ~/~tl die lokale Änderung bezüglich des

bewegten Systems. Ausserdem ist noch zu berücksichtigen, daß sich

die Einheitsvektoren ~1'~3 vom ruhenden System aus mit der Zeit

in ihrer Richtung verändern. Unter Berücksichtigung der Relation

'dtp
((1~) - = - ~ i)

ot
ergibt sich

.
/

9V~~:" + S>VJ~~3 = 9-W><c3 J

und somit erhalten wir endgültig für die Umrechnung auf das mit=

bewegte System

(1Q ) 'L(9aJ» = :: (91(»'" ~~Q.o{) s>4'> + 9W)(i!
öi ut,

Mit (18) wird

Der Impulssatz im mitbewegten System lautet also:

*)Vlir haben im ruhenden System die Einhei tsvektoren 4(.~ 1ty,1tc und
die Koordinaten x,y,z; in dem mit dem Stoss bewegten'System die
Einheitsvektoren -1t",4t1,-1t3und die Koordinaten X1'XUx3. (Abb.2).
Zwischen der Absolutgeschwindigkeit AP und der Strömungsgeschwin=
digkei t. M{) relativ zum Stoss besteht die Relation /UI) = AI) ~ ~ .
Jeder Vektor kann in beiden Systemen dargestellt werden, z.B.

A(J = 1)- j( M- J( -I- 1)-.!f 1f...y ~ ~ 1f, ~ :. 1)-1 ~1 + Vj 11.-2 .,. 1.)-.31(,3 .
.1A. = 1Ä)(1t-Jf 4- u~ 11.; + u,~,f(.,t = U.,4t.., -I- Ul1tl + U.J 11..3 .

Da die Drehung um die x-Achse erfolgt, ist .;H)(::" 4t., i vl/::= V., .

Mit ~ wird der Polarwinkel in der y-z-Ebene bezeichnet.
~ ist der Normaleneinheitsvektor der betrachteten Oberflächen.
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I (;!/9oW> -I- (4g-tQ.rl) f4(J -I- 9"")(~ JeN::

(V)

f J= 911>(-1I>M,)rAF- p~of~.
( F) ( ~ )

Ganz entsprechend können die Erhaltungssätze für Masse und Energie

im mitbewegten System formuliert werden. Die Umrechnung ist noch

insofern einfacher, als es sich dabei um skalare Grössen handelt

und die Berücksichtigung der Richtungsänderung der Einheitsvektoren

entfällt. Man erhält so im mitbewegten System für den Massenerhal=

tungssatz

(~'1) S (~~ + ~ ~o.ats» ~V = - f 9 (Mik) oI~ )
Cv) I IF)

und für die Energiegleichung

f ( :i }9 e + i w>
1.) + M, cyt o.ol (9 e + f I/> 1) ) of V -

( v)

= - f(ge+ f1/):t+ p)(~M,)r11=.
(F)

Mit einer relativ elementaren Rechnung~) ergibt sich aus (20),(21)

und (22) die Differentialgleichungsform der Erhaltungssätze von

Impuls, Masse und Energie im mitbewegten System~*)

Für die Gewinnung der Stossrelationen ist es zweckmässig, im mit=

bewegten System von dem bisher verwendeten kartesichen Koordinaten

mit den Einheitsvektoren -#11 ,ft,l, -1iJ zu einem in der Regel krummli=

nigen örtlichen Koordinatensystem mit den Einheitsvektoren ~I~'~U
überzugehen. Dabei gibt ~~ die Richtung normal zum Stossbereich,bzw

genauer gesagt normal zur Stossfläche an, während ~
,
~ die beiden

Z Tl

tangentialen Richtungen kennzeichnen. (vgl.Abb.3).

Wir wenden nun die Erhaltungssätze (20),(21),(22) auf den Stossbe=

reich an. Dieser ist dadurch definiert, daß die Strömungsgrössen

Geschwindigkeit, Druck und Dichte in der durch ~ charakterisierten
.....

Richtung auf einem sehr kleinen Intervall h starke Änderungen er-

(20)

(22)

)
'd

... ~ ·~ Unter Berücksichtigung der Formeln ~
~ ~ = lU X ~ ~ (..(1..fL.., ;

(M.~ttot)AI) = ~Q.ol (41/» - M.)(~d'11f)- A(>'x1Arf.~- (AI>CJAt1al)~i
~ )( "t.o-4.';:' = CJA0.J M.

1. :: 2 -k x z:J = _ < ij J( (i$ x LI") ;
(A(I ~ Cl J ) A; = ;;j x 1J) i

~~Diese Form wird in den Lehrbüchern der Mechanik in der Regel aus
den entsprechenden Differentialgleichungen im ruhenden System
abgeleitet.
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fahrenjwährend diese in den anderen Richtungen auf entsprechend

kleinen Intervallen infinitesimal bleiben; mit anderen Worten: In

-11-z und ""'1f-Richtungsollen sämtliche Ableitungen der Strömungs=
grössen beschränkt sein. Über die lokale zeitliche Änderung von

Geschwindigkeit, Druck und Dichte im Stossbereich ist damit noch

nichts ausgesagt. Dieser Stossbereich kann als ein in ~-Richtung
...

dünnes schichtartiges Volumelement (Schichtdicke h) angesehen wer=

den, dessen Oberfläche orthogonal zu ~ wir mit (F) bezeichnen.
"""

Ausserdem wollen wir den Zustand vor dem Stoss (stromaufwärts)

durch ",..,,, und dahinter (stromabwärts) mit" 1\" kenntlich machen.

In sehr guter Näherung kann davon ausgegangen werden, daß sich die
..,

Bewegungsgeschwindigkeit M des Stossbereichs in -#...-Richtung

innerhalb der Schichtdicke h nicht ändert. Dann wird ~

(23)

z) (i{; 9~",.j.

(~ )

Wegen der vorausgesetzten Beschränktheit aller Ableitungen nach Xr

und xn sowie in Anbetracht des sehr kleinen h-Wertes sind die letz=

ten beiden Terme in dem Oberflächenintegral (23) zu vernachlässi=
gen. (..)~ bezeichnet einen räumlichen Mittelwert genommen über

die Schichtdicke h. Analog erhalten wir

(24-) 5
~ 0( v' ~ ~

5
(
~

)
0( j:"" .

d~1 'iJ/:,
""'"

)

t V) (r::")

aber anders als bei den entsprechenden Gliedern in (23) darf die

rechte Seite von (24) nicht als von vorn herein vernachlässigbar

angesehen werden. Dazu bedarf es noch einer Aussage über die für

den instationären Charakter der Strömung massgebenden Frequenzen.

~)Wir beschränken uns hier auf orthogonale Koordinaten. Es ist
zweckmäss ig, das schichtartige stossvolumen durch At' ()(..,)(

J ,

)(
zr) =

M x" + A1~ ()(
r J

)(
11) zu beschreiben. Alt: gibt die Fläche (F). Es

gilt dann 041=":: 'ttZc;}D cIJI'I ol><rr . Ausserdem ist

9- = }

~~
I

- -1 . Q -
J

~
I

~ ~ =
J

:,{/-
I- "&)( - I J'z- ~)( .. 11 uX;.

... 7

Mit dieser Darstellung darf im ganzen Stossbereich xn~O ange=
nommen werden.
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v
Aus (21) folgt mit (23), (24) unter Berücksichtigung von MI) = Al) + M,.

die erste Stossrelation:
00J"- ,,"" D (~ )(25) s> w_ - 9 vJ"" == 'k ~i, 'W( ·

Bei der Umformung des Impulssatzes (20) kann ähnlich vorgegangen
werden. Wieder bleibt bei der Umformung des Volumintegrals in das
Oberflächenintegral nur der Anteil mit der Ableitung normal zur

Stossfläche zu berücksichtigen, während die übrigen Richtungen
vernachlässigbar kleine Terme liefern. Denn auf jeden Fall ist h

sehr klein im Verhältnis zu den Flügelabmessungen. (h/Ro~<1, Ro
Propellerradius). Aus diesem Grunde ist auch der Term

J 9 A,()x i! 01 V ~ -; f ~1-PX c:!Ro. o/F
<v) 0 (~)

im Impulssatz zu vernachlässigen.

Wir berücksichtigen ferner, daß die Stossbewegung ~(~)bei den für

die Anwendung wesentlichen Problemen einen niederfrequenten Cha=

rakter hat. Dann können alle Terme der Form
....

N' ~ 'dM-
'd +:/

als von höherer Ordnung klein weggelassen werden. Unter diesen
Voraussetzungen liefert eine längere elementare Rechnung aus (20)
und (22) die folgenden weiteren Stossrelationen:

( 2.6 ) Ö .;;:; 1. _ 6 .;;).
+ P

.v _ P
A _ ~ ( ?>(9 w ~» ) .

)

""
;1

"'" - '()t, """"
I

(2.~) nw W _ 9"W W _ ~ ( ~(~w:r) ) ·.,.
:r - I - -ai:. - I

I

(28) "0 w w - § W Wa = .a. (~(s>wa» ) ·.,. ... 1J.., ot:, ""'" /

_oJ-- """ 1'1 ""'l ",." A).
~ew - ~ew + -9w -14f) - -; 9w M.I) +-

p.q ) ~
"'"

2 ... "'"
+ p VJ

'"
- p w

~ = .t ( {I: ,( 9 e + 1 9 MI) .t») ~ .
Die Formeln (25) bis (29) stellen die gesuchten Berechnungsglei=

chungen für beschleunigt bewegte Stösse in hochfrequent instatio=

närer Strömung dar. Bei niederfrequenten Problemen sind die rechten

Seiten vernachlässigbar klein und werden gleich Null gesetzt. Die

Gln.(25) bis (29) zeigen ferner, daß massgebend für die Vorgänge

die Relativgeschwindigkeit ~ der Strömung gegenüber dem stoss

ist. In guter Näherung sind noch weitere Vereinfachungen möglich.

So hat sich im Rahmen der bisherigen (11,{2),(3) Untersuohungen

niederfrequenter und stationärer Strömungen gezeigt, daß in dem
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Energiesatz (29) die Glieder mit der inneren Energie ~ den weit=

aus überwiegenden Anteil liefern. Gehen wir von dieser Konzeption

aus, so folgt aus (29) zunächst (
"'-.., ,,1\" 0

(
'0 9 e »

9w.".e. - 9w_e ="k 'Oi,
"""

und unter Verwendung von (25) und Vernachlässigung von sehr klei=

nen Termen der Art .e. [te) - e J erhalten wir:
""'

(3 ) e- _ e" = ..t. ifl-
(
~

)o ~t. .w 9 ,

"'-

Für die Beurteilung der Grösse von ~i( muss man bedenken, daß e =

(",,'T'ist, also Schwankungen von e zugleich Temperaturschwankungen

darstellen. In Anbetracht der Tatsache, daß die Vorgänge in sehr

guter Näherung als isotherm angesehen werden können, liegt es nahe,

(~:,)~= 0 zu setzen. GI. (30) vereinfacht sich dann zu e = e. oder
wegen (7),(8) und (9) zu

-,.. ,..._ ",...>-
(3-1) 01./« = (p/p)

·

In vielen Fällen dürfte es ausreichen, bei einer weiteren Umformung

der Stossrelationen alle Quadrate von h und alle Glieder d~r Grös=

senordnung .e..(~.t - (w'zL) zu vernachlässigen. Damit vereinfachen sich

die GIn. (26),(27),(28) zu
"..., "'-

(
- A

)
D

(
'dW

)(32) P _ P = s>w~ w W_ - 'k
s> ~*-; ~ ;

""'"

,...

D (9)
""'"

-1

(

'0 \Alr
)(33) w1: - \NI = ~

~ w~
'd.c'(

"""
i

( 3 q.) w _ ~ =..e.. ill
""" -1-

(
'0 v./ IJ )II u 9 w_ 'O-t, ~

.

Bei einer hochfrequent instationären Strömung hat auch die Tangen=

tialgeschwindigkeit am Stoss einen Sprung.

Durch GI.(31) ist wegen (2) auch ein direkter Zusammenhang zwi=

'" "sehen 9 und p gegeben. Es liegt nahe, für die weitere Berechnung

(Id 9) _ -1 1) 9
+ '" '09 . ('d VII

~ ) = 1 '0 W14 + 1 'd W'" . tA S W'
,()t: _ -

:2: of, 2: ~i-,) '3~, ~ 2 ~I:, 2 di,
)

zu setzen; zumindest solange man keine genauere Einsicht in die

Struktur der Strömung im Stossbereich hat. In der Regel kann man

davon ausgehen, daß der Strömungszustand,,""" vor dem Stoss voll=
ständig bekannt ist.

/\.

Wir eliminieren mit Hilfe von Gl.(25) die Geschwindigkeit ~ aus
-

Formel (32) und erhalten nach elementarer Zwischenrechnung unter
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Vernachlässigung quadratischer Terme in h sowie sonstiger Anteile

entsprechender Grössenordnung

"( ",.." -1""1 ( 11 -1 ) ~ ( - A
) 'dW o"'?O .

35") p-p = 9 w -z--;::- - - 9+9 -"" -4- ~w -2. .J- 9 s>
2 ~l:, -'dt,

mit
-1 -1 [

..., P"'~}.

1

,..,-1
(35') - = - 1 +0( - ( ~+O( )... - ""'...).

.

9 9 P
Aus den Gleichungen (35),(35') lässt sich der Druck p hinter dem

Stoss berechnen. Genau genommen stellt (35) eine Differentialglei=
"-chung für p dar. Sie kann jedoch iterativ gelöst werden, da der

von h abhängige Anteil in der Regel nur den Charakter eines Kor=

rekturgliedes haben dürfte.
A "Mit P ist auch r berechnet, und aus den GIn. (25),(33),(34) er=

,.
"

,.
geben sich dann ebenfalls iterativ die GeschwindigkeitenIN ,WE, wa
hinter dem Stoss.

3. Abschätzung der Stossdicke

Für die Berechnung von Strömungsfeldern unter Berücksichtigung

der oben behandelten Stossrelationen ist es erforderlich, eine

Aussage über die Dicke h des Stossbereichs zu erhalten. Nur dann

lässt sich auch in Zusammenhang mit den für den Strömungsvorgang

massgebenden Frequenzen beurteilen, ob die von h abhängigen Terme

in den Formeln (25) sowie (32) bis (35) berücksichtigt werden

müssen.

Um eine solche Abschätzung für h zu erhalten,muss ähnlich wie in

der Gasdynamik [9] von dem Modell der reibungsfreien Strömung ab=

gegangen werden. Ausserdem ist zu beachten, daß die Strömungsteil=

ehen sich beim Durchgang durch den Stossbereich in Anbetracht ihrer

extrem kurzzeitigen Zustandsänderungen nicht mehr im thermodynami=

sehen Gleichgewicht befinden und daher Relaxation auftritt.

Nach einer aus der Gasdynamik bekannten Methode (9] beschreiben wir

die Wirkung der thermodynamischen Relaxation näherungsweise durch

einen zusätzlichen Zähigkeitsparameter v~ . Dieses ist möglich, da

sowohl Viskosität als auch Relaxation Dämpfungswirkungen hervor=

rufen. Für die Berechnung der Relaxa~ionszähigkeit vergleichen wir

die eindimensionale Ausbreitung schwacher Störungen in x-Richtung
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als ebene gedämpfte Wellen in einem Medium der Viskosität v~ mit

dem gleichen Vorgang in einem Medium mit der Relaxationszeit 1:
R.

.

Im ersten Fall erhalten wir aus Kontinuitätsgleichung und Impuls=

satz mit C01= l~)o für die Strömungsgeschwindigkeit u in x-

Richtung die Gleichung (Abb.4)
I "':'J.l ~3

"dt..(. _C10L(
+'1

ul.(
(3b) 'a-t2. - 0 'aXI If

~xl~~
.

Ein Lösungsansatz als ebene Welle mit der komplexen Wellenzahl k

( 3;) u 'V e"; (wo-/:- >< x )

liefert unmittelbar:
",1 "'1

( ) )(1 _ _0 .38 - c 2. /!4- i ~ CJl e 1
o

""
0

Andererseits kann die Differentialgleichung für die eindimensio=

nale Schallausbreitung unter Berücksichtigung einer endlichen Re=

laxationszeit L~ (91 mit dem Ansatz (37) gelöst werden. Diese
~ I I

lautet
\ t 'J.

'd ( dc"( -l'dU ) 'C>tl..( C'..'dl.c..-o
(3b') -eR eH ~t1. - CO 'dXI + ~il - 0 'dXl - )

und man erhält
l.A ·

(3g') )<1 = WO 'I -+ "1 G.Jol..R .
c~ -1.J.-i.c..>t:..c1/cl.

o .. 0 0

In (38') bezeichnen Co und C die Schallgeschwindigkeiten des un=
o

gehemmten und des gefrorenen thermodynamischen Gleichgewichts.

Durch Gleichsetzender Dämpfungsgliedervon (38) und (38') folgt

unter Berücksichtigung der Tatsache, daß für gahaltiges Wasser

nach (8) und (9) c; /c: = ..., + ,A
*)

angenommen werden kann:

( "3q ) V fl Wo / C01 = A 4J 0 1: R .
.-1+(VGJ IC2 ) 2 /f-4- (1.J.A)1.G.) Ir I

II <J 0 0 R

Der Ausdruck auf der rechten Seite von (39) ist stets kleiner als

1/2; sein Maximalwertfür (")oTR(1+)')== 1 beträgt: 0,5>' (-1-1~)-1.

Bei der Lösung der quadratischen Gleichung (39) für ~~ kann die
Wurzel in einer Reihe entwickelt werden, von der nur das erste

Glied berücksichtigt werden braucht. Man erhält so

v _ >'C~1:R
... - A+(14-).)2.cvlrl ·

"
R

")Im gefrorenen thermodynamischen Gleichgewicht sind sowohl ~* als
auch JUL als konstant, also unabhängig vom Druck anzusehen. ~=o.
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Da wir im Rahmen dieser Abschätzung die Vorgänge im stoss durch

eine Welle beschreiben, so erscheint es sinnvoll, für die halbe

Wellenlänge "CQ die Stossbreite h einzusetzen. Da im Stoss die
"'->0

Strömung vom Überschall zum Unterschallzustand übergeht, ist als

mittlere Machzahl M = W
c '" = 1 zu nehmen. Dann folgt endgültigo 0

2-

('+0)
"',. =

~ w'~ 'l:R. .

-1 + ('"~ ).. )1 11
t

W""

2 r
~

/.f..
2

Für die nun durchzuführende Abschätzung der Stossbreite h reicht

es aus, eine eindimensionale stationäre Strömung mit der Geschwin=

digkeit u in x-Richtung durch einen senkrecht zur strömungsrich=

tung verlaufenden Stossbereich zu betrachten. Dann lauten die Er=

haltungssätze für Masse, Impuls und Energie mit - ~ ~~ als Wär=

mestrom und v als eohter kinematischer Zähigkeit [q):

:><
(9 u) : 0

i :x (
'1

(.,t
1.

-l P - ~ ('; Y + VI()
~ ~) = 0 i

(4-1)

~u 5i ( 1l.(1+e ~ ~ ) = ~ ( 9(lfv+v' ) 1A.~t.{ +
~ofr

)dx .2
S' oIx 3 iI oIx d)(.

Wir integrieren die Relationen (41) in der Weise, daß als Ausgangs=

werte diejenigen des Zustands "IV" vor dem Stoss genommen werden.

Dabei behandeln wir den Strömungsvorgang in dem sehr dünnen Stoss=

bereich als endlich ausgedehnt; daher ist es zweckmässig, dem Zu=

stand vor dem stoss die Koordinatex/h ~ - ~ und entsprechend

dem Zustand hinter dem stoss (also ,,1\")den Wert x/h -+ + 00 zu=

zuordnen. Wie üblich ist davon auszugehen, daß der Zustand vor dem

Stoss bekannt ist. (vgl.Abb.4).

Durch Integration und elementare Umformung unter Berücksichtigung

der in guter Näherung gültigen Beziehung e = (\AI T (E
IN
spez. Wär=

me des Wassers) folgt aus (41):

(42) S'w(~y+v~) ~~ = p - P 4-9U(U- ü) ;

(11-3) _~ cAT
= E ( T-T) _1(IA_Ü)1 + ~ ( ~-1)

9 iA.
ol)(

""

2
S'

tA.
.

Für x .. :t 00 ist sowohl :~ = 0 J als auch ~; = 0 .

In Gl.(42) wurde zur Vereinfachung noch bei dem Zähigkeitsglied

9 '::19\01 gesetzt.

Bei der bisherigen Behandlung der Stossgleichungen wurde der
'"

.....

Energiesatz zu der Relation e = ~ vereinfaoht, da die innere
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Energie die anderen Anteile überwiegt. Ein entsprechendes Vorgehen

führt hier an Stelle von (43) zu der vereinfachten Relation

(if3') "5" :; = 9ULw(T- T).
Löst man diese Differentialgleichung mit den beiden notwendigen

A _
Bedingungen: x ~ ! 00 : T = T = T , so ergibt sich, daß die Tem=

peratur im gesamten Stossbereich konstant bleibt.

Hieraus folgt unter Berücksichtigung von (2) und (9) für den Stoss=

bereich die Beziehung

(

p -1+>- 0( LA

(
1

)

-1(..,...,.) -
)

:: ;:; == -:;;- -;:: -I- 1 - -= .

p 0( U 0( oe

Mit (44) und
0( = ~

w ~ _
'1

S'
IA.

lässt sich die Differentialgleichung (42) auf das Volumverhältnis

~(~) umschreiben.Führen wir noch mit (4) und (9) die Sohallge=
schwindigkeit C der Strömung vor dem Stoss ein, also

,...1. _ P (~+ Ö()
l.

C -
9..1~(-1+)..)

)

so nimmt (42) die Form an
Li --

-1 -1.
-1

(4-5) 9"",
L:( 3 v 4-Yi/ do(

= (

o{

)
1f." _ "1 + ~ - ( ~ - 1)P -1+a cix

0( cl. -1+).. C( .

Es ist zweckmässig, in Gl.(45) noch die Machzahl vor dem Stoss

"duroh das Volumverhältnis« hinter dem stoss zu ersetzen. Nach

den bekannten (1],{2),{3) quasistationären Stossgleichungen gilt
-", -I. /I ( '"(OI./" )«,. = /f + :< ~ -1

_ 0(/_ )
0( ct /f+->' cl)

und mit )(
= e. i (.e = Flügel tiefe) folgt an Stelle von (45):

1. 4 _1 1
-1 9: L.t sv' -+VII ~ = (!! ) -1+). _ -1

_
( 4b ) -1.0< P iA..e ~3 ~_

1\

]

0( 0(
- [ ( ; )

17).
- -1

Ö( = ~ .

In der Gasdynamik (9] wird üblicherweise die Stossbreite durch die

Relation -2./~ = l ~ _ u)(
~~ ):1

abgeschätzt. Für gashaltiges Wasser haben wir demnach

..e..
,. -

)( olf )(4+) - == (0(-0( o{o< *
.

'.f.

Dabei ist die Ableitung (;;)M für einen mittleren Wert im Stoss=

bereich zu nehmen. Man kann für« das geometrisoheMittel der.,
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Werte vor und hinter dem Stoss verwenden, also

(4-9) tX~ = ,j«G.'
.

Eine andere Möglichkeit besteht darin, für « den der Machzahlif
u /c = 1 entsprechenden Wert zu nehmen. Hier ergibt eine elementare

tI If

Rechnung ,- z ~ ~ ). - I\,

[

A

)

-L
(

A

)

~
)

-
..,

2 + ,. C "" - 0( - 0( ., 1..) .,
1 + ~

( 48
'

) ( 0("
):;--.:-).= -= ~ (c( )

'"
+). =

.-1 + )..
( ~ -« .

u

Für den bei der numerischen Berechnung der Druckfelder an Propel=

lerflügeln [3] meist verwendeten Exponenten ~ = 1 liefert (48')

ein gut mit (48) übereinstimmendes ~~ , nämlich

-' _ r::::-;:-' ~ + ß',..., ~

""* - yd..o(
-(

I
-"

VfX~ .

2 O(aI

Da die Geschwindigkeitsunterschiede im Stossbereich bei gashalti=

gen Wasserströmungen relativ gering sind, kann im Rahmen dieser

Stossabschätzung ü = w~ gesetzt werden. Die Reynoldszahl der Strö=
mung ist VII f
(*~) ~e = 7 ·

Wir führen nun zur Abkürzung den Stossparameter S und den Relaxa=

tionsparameter Z ein; und zwar ist

$ =
P /f +-

;(
(01. _ ~ + (cI _

c< "
) (~ ) -1:). _

( !i 0) 9 w W ~2. (;;"- ~ ) 1"
'"

~

-(~-«)(~It)M)) ;
und
(51) Z = ~/(W'lllT.R) .

Mit den Abkürzungen (49) bis (51) und der Relaxationszähigkeit v*
aus (40) liefern Gl.(46),(47) die gesuchte Beziehung zur Abschät=

zung der Stossdicke h:

l52 {. I _ ...!:L =
). Z ({/~)2 .)

7 S 3Re z't({/~»). +TIt(-1+~):t

Um eine Übersicht über die Lösungen von (52) zu gewinnen, ist es

zweckmässig mit 8. = Z.f. / e den Verlauf der beiden Kurven
R $ - ~

z IRe, und }. X 2. [ ~ 1
+- rr1 ( -1 + ~ ) z ] - 1

zu be'trachten. Eine elementare Untersuchung zeigt, daß für

( ) r/>1 -1 ( X +4Z )53 i) _ TT ~ + A"2 3" A.e

nur eine Wurzel von (52) existiert. Zu ihrer Berechnung darf

Z.
t ( .(, I~ ) 1

-« rr 2 (--1 ~ ~ ) a angenommen werden, und man erhält
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(5"~) ..(
=

rr2(-14->.)2 S
( 1- 1- 46~ Z

)
.t < .\ Z Jn 't (-1+ ~)t

Re$'
1. .

Die Relation (54) gilt für die normalen in den Anwendungen vor=

kommenden Werte von Sund z..,) Es zeigt sich, daß unter diesen Be=

dingungen fast immer
<Jtt. - S

(55) .f../l~
/(0

bleibt. Für besonders extreme Fälle muss auf die ursprüngliche

Gleichung (52) zurückgegriffen werden. So wird für Z ~oo (keine

Relaxation) einfach
~ 4 A

(56) F :::
"3 S.Re

.

Identifiziert man die Relaxationszeit mit der Durchtrittszeit der

Strömungsteilchen durch den Stossbereich, setzt also direkt rR= ~~
oder Z = l/h, so folgt aus (52)

~ 4 ~ [ -1 ~ ] -"(5-1) -:-- -1-_.
1. 3 S.Re ,S' A+"a(1+>')~ ·

Auch Formel (57) führt auf einen Wert der Grössenordnung (55).

~)Um Zahlenwerte zu gewinnen bedenken wir, daß an Propellerflügeln
die Druckverhältnisse ß/p beim Stoss etwa zwischen 5 und 40 lie=
gen. Dabei entspricht der untere Wert auf jeden Fall Modellver=
suchsbedingungen, während die höheren Drucksprünge bei der Gross=
ausführung ~uftreten. Nach (31) haben wir es dann mit dem Bereich
6."o.'+~0(/0(~o,O!; zu tun, wenn>. = 1 gesetzt wird. (1],{3).

Für wn ist etwa die Zuströmgeschwindigkeit relativ zum Propeller=
flügel arnRadius r = 0,7 Ro zugrunde zu legen. Wir setzen ferner
p = 0,03 kp/cm2 und wählen für ~ einen realistischen Wert, etwa
~ = 0,1. Dann ergibt sich beispielsweise

für ~/« z o,a~ mit wn = 14 m7sec (Modell) S = 0,31 ;

..
für ~/« ~ 6.10.Y- mit wn = 35 rn/sec (Original) S = 0,84.

Ahnlich können weitere Parameterkombinationen abgeschätzt werden.
Es zeigt sich, daß für die wesentlichen praktisch vorkommenden
Fälle der Wertebereich 0, 1 ~ S ~ 1 angenommen werden kann.

Wir bedenken ferner, daß bei Modellpropellern etwa 0,003:t l/wn
~ 0,01 sec und für die Grossausführung 0,03:! l/w -6.0,1 sec
sein dürfte. (1 ist die ~ofiltiefe auf dem Radius 8,7 Ro).
Nehmen wir ~n Anlehnung an für die Blasendynamik typische Fre=
quenzen (58) als obere Grenze für die Relaxationszeit~~ den
Wert

'"
10.'"sec, als untere Grenze dagegen den für Gase beobach=

teten Wert L:R~ 10.Eosec, {9J, so wird etwa: 10~;Z~ 10s.

Sowohl bei S als auch bei Z gelten die höheren Werte für die
Originalströmung, die niedrigeren für Modellbedingungen.

Die Reynolds-Zahlen liegen zwi~chen Re = 106 für Modellversuche
und R

Ci! = 108 bei der Grossausführung.
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Mit diesen Aussagen über die Dicke des Stossbereichs kann auch

die Bedeutung der entsprechenden Terme in den Stossgleichungen

(25) und (32) bis (35) abgeschätzt werden. Bei Propellerströmungen

ist ein hochfrequenter Anteil in vielen Fällen durch Schwingungen

von Kavitationsblasen und Gaskeimen bedingt.

Aus der Theorie der Blasenschwingungen (vgl.z.B.(11),(12) ist be=

kannt, daß die dabei auftretenden Frequenzen von der Grössenord=

nung sind
..n.

(
~

)
'1/1

(
P

)

11z.

(58) '2.TT
N

VB 9.., .

In (58) ist VB das Blasenvolumen.und p der Druck in (im Verhältnis

zum Blasenradius) grossem Abstand von der Blase. Bedenkt man, daß

die für die Propellerkavitation wesentlichen Blasenradien in der

Grössenordnung von 0,005 bis 0,1 cm liegen (4), so liefert (58)

für die auftretenden Frequenzen einen Bereich von etwa 1 bis 100

KHz.

Wenn man von der Hypothese ausgeht, daß die meisten Blasen aus

Keimen entstehen, also die Gesamtanzahl der Blasen und Keime pro

Volumbereich näherungsweise konstant bleibt, so ist das Volumen Vs
einer "mittleren" Blase dieses Bereichs dem Volumverhäl tnis 0( pro=

portional: V 8 = ~ = (
P~ )

1140).

. (S'q) \/800 0(01) P .

Hinsichtlich der Zeitabhängigkeit sind dann bei« dem niederfre=

quenten durch die typische Propellerströmung bedingten Anteil noch

hochfrequente Schwingungen des oben erwähnten KHz-Bereichs über=

lagert. Wegen der im Rahmen dieser Untersuchung getroffenen Vor=

aussetzung eines eindeutigen Zusammenhangs zwischen ~ und p ge=

mäss GI.(9),(59) bestehen entsprechend auch die anderen Strömungs=

grössen Druck und Geschwindigkeit aus niederfrequenten und hoch=

frequenten Anteilen.

Als Beispiel für die Abschätzung eines von h abhängigen Terms in

den Stossrelationen betrachten wir den Summand .e" (f ~ 9 ) 'd W... aus
2. dt,

GI.(35). Es wird _ _

~ - " ) ~ ~"" "V
I()

\AI"" ..n.. .e.. ~ W
I;) 11II -10-1.

(b 0 )
2.

( 11+-9
~, -- 9\AI W'.w d (f,U:) w.f. 9w ~ () (.IH:.)

Dabei ist w die Winkelgeschwindigkeit des Propellers, 1l eine
1 .....

typische Blasenfrequenz ; ausserdem ist n./l.V ~-10 und VI_~ G.J~ an=

genommen. Sicher wird die Amplitude /-aW...'o((H:}1 des ni-Anteils
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von wals klein gegenüber ~ selbst angesehen werden dürfen.
...

""Bedenkt man aber, daß auch
9""

("19- ~9) =: ö<'- ~ J nur einen kleinen

Wert darstellt, so wird klar, daß der h-abhängige Zusatzterm von

GI.(35) zwar wesentlich weniger Bedeutung hat als der Hauptteil,

jedoch in gewissen Fällen durchaus zu berücksichtigen sein dürfte.

Andererseits wird mit der Abschätzung (60) auch gezeigt, daß die

bei der Herleitung von Formel (32) bis (35) vorgenommene Lineari=

sierung der Stossgleichungen bezüglich der h-Glieder auf jeden

Fall ausreichend genau ist und diese Gleichungen iterativ gelöst

werden können, sofern man Propellerströmungen berechnet.

4. Die Propellerströmung

Als Anwendungsbeispiel für die in Abschnitt 1 dargestellte

Theorie soll unter Berücksichtigung der behandelten Stosseigen=

schaften die strömung an Propellerflügeln genauer behandelt wer=

den. Wir betrachten einen schwach belasteten Propeller mit N Flü=

geIn mit dem Ansatz (3),(3'). (vgl.Abb.5 und 6). Die Flügelblätter

werden als reguläre Schraubenflächen mit der Steigung ..ß

0 =
~..,an=

genommen. Der Hauptanströmung u kann noch ein räumlich inhomoge=00
nes Nachstromfeld (Geschwindigkeitspotential

4'0
) überlagert sein,

das zu einer niederfrequent instationären Flügelbelastung führt.

Ausserdem können bedingt durch Blasenschwingungen (vgl.Abschn.3,

S.18) im Strömungsfeld hochfrequente Anteile mit einem ganzen

Spektrum von Kreisfrequenzen J2y vorhanden sein. Ohne die physika=

lische Wirklichkeit wesentlich einzuschränken dürfen wir sämtliche}

1l~ als ganzzahlige Vielfache der Winkelgeschwindigkeit GV des

Propellers annehmen.~)

Wird wie üblich die momentane Stellung des n-ten Flügels (n=0,1,..

N-1) beim Umlauf durch die Winkelkoordinate ~ = ~ +~ bezeichnet_
~ N )

( ~o = - CJt), so lassen sich Druck- und Geschwindigkeitsfeld in Fou=

rier-Reihen nach v~ entwickeln. Diese enthalten infolge der Bla~
o

~)Das bedeutet beispielsweise für einen Modellpropeller mit einer
Drehzahl von 25 Hz daß nur Blasenfrequenzen n.~/~Tf :: 'JSV'berück=
sichtigt werden können, etwa 1025, 1050, 9950,9975, Die
dazwischen liegenden Werte müssen entsprechend auf- oder abge=
rundet werden. Durch diese Annahme ist gesichert, daß sich wie
in der konventionellen Propellertheorie [5) die Strömungszu=
stände der einzelnen Flügel nur durch eine Phasenverschiebung
unterscheiden.
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senschwingungen allerdings sehr hohe Harmonische. Die vom Propel=

ler induzierten Geschwindigkeits- und Druckfelder bestehen aus

vier Anteilen.

Die ersten beiden sind bereits aus der konventionellen Propeller=

theorie (5) bekannt und wurden bei einer neuen Untersuchung [3)

für gashaltiges Wasser im Rahmen der allgemeinen Lösungsmethode

für solche Strömungen noch einmal abgeleitet. Wir können uns daher

hier auf die einfache Mitteilung der Endformeln beschränken und

für die Einzelheiten auf (3) und (5] verweisen.

Der Anteil ~~ der Druckfunktion (Potential ~~ ) entspricht der

Verdrängungswirkung der endlichen Flügelprofildicke ~~(~,~-)(vgl.

Abb.10) ,während die Druckfunktion ~2 (Potential cJ>2.) durch die

Belastung der Flügelblätter mit dem Drucksprung -a [r>2 ('1,1-', 'PM) be=

dingt ist. Es gilt:

"'-1
~o ')(J~) fdY,D (~,,,) I 1 \ t"

-1

(}
oN ~

) ) (
'd 'd

)
'() ')(

...,C.) $ ..f.(,(.0

(0" )
~., = *TT

-p ~ L(oo-;x + G.J

~ Cf> D W"l S 'j.
ot ')(Js

.0""=0 " ~
~ c

"""R. 'V (S) 00
'\. ,."

tJ 1 Ro ')Cw(~)
-

( b2) r> = - 1- i (

f
( ~~ - !s, ~

)

'd [ r>z ( S,)!
I lf>':" ) ] ol:t d.s .:1 'fTT~~o ) (JX S dtp 1> + W"lS~..9-_

Re: Yv(S) ""
CO,)

Dabei ist ~:.Ift eine Abkürzung für das retardierte 'P. , nämlich
~ ~

'ttl w.D wL.l ( ~ )
( b~) tp = ,0 _- - __0<:1 X - ~ )

""

T... ~"'C(l() ß~c:o

und ausserdem

o tltf l. t / 1-

.v = lp-'f> -')!' n. = /1-uOo COo j
(6'+) "'"

... I r

.D~ = (x _g)1. + ß\1Z~ ~z5 t_ 2f'1"l~ c.o,.9-~ ;
Die Schraubenfläche des Propellerflügels ist durch ~ = ~oX ge=
geben.')! r. bezeichnen die Flügelberandung (Abb.6).

101' "Das Potential ~., ist aus (61) mit (11) direkt zu entnehmen, wenn

man bedenkt, daß -o/()! =-w~/'()'P'M ist.

Das Potential ~2 ergibt sich aus (62) durch Integration der GI.

(11). (3] ,(5).

Der Potentialanteil
~*

ist durch die Inhomogenität der Wellenglei=

chung (10) bedingt. Nach der Kirchhoffschen Lösungsformel ergibt

sich (vgl.(3]):
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( '"
+- ~

cp
'f

= - ,+~rr ) fJ { ( f.(~ ; f - ~ ;y> 0) [~ (/f 4- 0(
~ :~ + ~ ) +

(~)

}
A

...
(/f + ") 0(

00 ~] . l 6 ~ ~ ol* d 3 j
(65') (-1+0(00)\ D

11(' + c.>l> _ Wl<oo (X'-f). /\,2.c ~~ct-
., ,~ 00 (10

.,., , 1"

.D 2
=

()( _ t ) \
+- ß

\
1.

2. .,. ß
\ <11.- 2 ß

2.
-1 6 Co-> ( c.p- '\f) .

In dem Integranden von (65) ist die Differentiation nach r vor der

~o-Retardierung auszuführen. Hinsichtlich des Integrationsgebietes

(~) kann man sich auf die unmittelbare Umgebung des Propellers

beschränken, da der Integrand mit zunehmendem Abstand schnell gegen

Null geht. Aus (11) folgt die Druckfunktion

( b5') ~ = <?w ( w
0 cP&4- _ U.

I'd cP,+ )0
P <>'fo t1O~)(.

00

Wir kommen nun zu dem durch die Stossfläche auf der Saugseite der

Propellerflügel bedingten Feldanteil 1>3 bzw ~ 3. Es ist zweckmässig
und bei schwach belasteten Propellern ausreichend genau, diese

Stossfläche als reguläre Schraubenfläche anzusetzen, die auf einem

mittleren Radius s~ (z.B. s~= O,1Ro) senkrecht auf der Flügelfläche

steht. (vgl.Abb.9 sowie die entsprechenden Überlegungen aus [3]).

Sie hat -die Form
s t

](,I,) 4I"H(SI?l,4'",,) = [.ßo'JlH(tf...>... Ti ('JtSt(tf...> -;r) ~J( 04-

-f 5~('f'...+X)-1f,~ -I- ~~(CP",,"'X)At,i .
mit

S 1
t

-1.1:: - --1 ::: S t9 (1..,- f) ; ~lt9J = S, -t9d., .
-I! 0

~ ist der Steigungs parameter der Schraubenfläche (66). (Abb.8).
1

Bei instationärer Flügelbelastung wird der Fusspunkt X$~der Stoss=

fläche auf dem Flügel von dessen momentaner Winkelstellung ~ ab=
.....

hängen. Die Stossfläche führt dann ausser der gleichförmigen Rota=

tion mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit ~ noch niederfre=

quente durch das Nachstromfeld bedingte periodische Schwingungen

(vgl.Abb.1) um eine mittlere Lage (~s~)o aus. In guter Näherung darf

vorausgesetzt werden, daß die Amplitude dieser Schwingungen klein

ist; und zwar soll
w 12 I d ')! I(b1)
_0 _-2~ <-< 1c~ oIlf

angenommen werden. ~

Es ist dann möglich, bei der üblichen (5) Lösung der Wellenglei=
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chung für bewegte Quellelemente die t.P -Retardierung von 't (CP) zu
~ s~ ~

vernachlässigen. Um die Diskontinuitäten der Strömungsgrössen an
der Stossfläche wiederzugeben, belegen wir die Fläche entsprechend

der in Abschnitt 1 erläuterten allgemeinen Methode mit Quellen und
mit Dipolen, deren Achsen normal zur Stossfläche liegen.
Der Ansatz für den durch eine Stossfläohe (66) bedingten Potential=

anteil cl>3 laute:t:

cl> = - ~ [I { .

q,( s, " I
ep~/lli )

-I- (~ d ~ +
J 'Irr J 1> -+- c.J1S+h,..9 .,~)('

(b8) ~ c '"(/Ij
H )

r
00

( . If W
cl

J

+
(..(no.., '0 ) ~ s,'X,tp_ )

}
s 7t~S

s ~ .]) +c.>1S~~ ~c:r
'\oe c _ -1

00

Dn' ~ _ und <.f~~t' haben die durch GI. (63) , (64) erläuterte Bedeutung;

allerdings ist jetzt R = ..ß1'X'4- (.ßo--i1)tH('f~) .
Um den Charakter von ~3 als Lösung der homogenen Wellengleichung

(10) zu erhalten, ist die Integration in (68) über feste von der

momentanen FlügelsteIlung tp unabhängige Grenzen zu erstrecken.-
Etwa (vgl.Abb.7):

( b't ) 'tA ~ 1- ~ 1 E j S A ~ S ~ 5 E .
Dabei stellen 1A,~E' ~A und SE die äussersten
der Stossfläche bei ihrer Schwingungsbewegung
werden.

Dennoch lässt sich mit (68) entsprechend der Realität eine in ih=

rer Ausdehnung und Lage sowie Intensität von der momentanen Flügel=
stellung ~_ abhängige Stossfläche beschreiben, Wie wir noch sehen

werden,können die Diskontinuitäten des Strömungsfeldes an der

Stossfläche direkt durch q und m dargestellt werden. Ausserhalb
der Stossfläche verschwinden q und m. Man braucht daher q und m nur

für 0 ~ 'P
""

~ :l. TT im Bereich (69) in Fourierreihen der Form
Ztt- .
"

-1.V cf.....
q(S,t,If",,) :: 2..: q,,,(S,!C)e )

,,=-ztt,.

entwickeln derart, daß ausserhalb des momentanen Stossflächenbe=

reichs für q und m der Wert Null vorgeschrieben wird.

Für den einfacheren Fall der Tragflügelströmung wurde diese Metho=

de bereits erfolgreich numerisch durchgeführt. C21.

Die AUfpunkte auf beiden Seiten der Stossfläche sind durch

(11) )( ==~1-x:j( + (-'0- ~1 ) ')tH .J. (11 ~ d., j Cf':: '4'
~ 'I'"+ E,,~d1

Grenzen dar, die von
"t (cf. ) angenommen

Sol '"

(:~O)
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mit ij d.., = (..(" I c..J~ gegeben. (Abb.11). Dabei entspricht f., > 0 der

Unterschallsei te und f1 -< 0 der Uberschallsei te des Stos ses. Wie

eine längere Rechnung zeigt (vgl.den Anhang),gilt für die Diskon=

tinuitäten des Potentials und dessen Ableitung in Normalenrichtung :

[ A-. ] /1M('l,"){.,~ ) .d 't'J= /] _ (t<:+t..J'''t.I)/C~ I
( ~ 2 )

/() [ ~ Q> J] = q, ( ~ , 't c, l(>
""

) 2 ~ ( '\ I t", 'f'~ ) CV l' (.(
~ + "/1. ~

.
~ <VI. /f _ ("<,,1 + c./" ~

1.) / c :, c ~ ( ~ _ ((.(:.,.
'"

z~
1.) / c;" ) 1

.m bezeichnet die Ableitung nach ~_ .
Wir zeigen nun, daß m und q durch die Stossrelationen eindeutig

bestimmt sind. Als Ableitungen des Potentials in den tangentialen

Richtungen auf der Stossfläche haben wir ;t) und ~ ~: (vgl.Abb.

8). Bei der Bildung der letzteren Ableitung ist zu bedenken, daß

auf der Fläche AtH gilt
)( (-t4) :: ~.,')('.,. (-80-.ß1) )tu; tf('X.):= lf ')eil .

Also folgt mit --i1 = ~ d~ (-d1) :
'0 cl>3 = _ .~ cf1 'd (j)

3 + (4) cf..
'() 4J3 :: _ ~ J.., ( '0 d> 3 '3 'P

11
4-

() Y 1 "t cHp 'c) )( ""l. '() \f
~"

4 'dcP3dX) = _ ~cf...dcPj
~)( 'c)")t- "z. '0 X"

Aus (72) erhalten wir dann die Diskontinuitäten der Tangentialge=

schwindigkeit an der Stossfläche:

(~3 )

'O [
,()Q>}]
'O!j1

ro[~~31

U 1 .11 'd /'1-vl( "t , ')t!P, 'i>
""

)

- -"';I.A.1.~lJ'-'l" ""i"'d)(- 1 - (w:t4l..J'''L\)/C1 :., .,..
'0 "W\ ( "t I ')(., tp

"'-\
)

-
'C> ~ --1 - (IA~ .,. €V 1.~ 1 ) / c ~

Die Gln.(74) stehen in Übereinstimmung mit den Stossrelationen

(33),(34) für die tangentialen Geschwindigkeitskomponenten. Um das

einzusehen, ist zunächst zu bedenken, daß an der Stossfläche ~S~

nur der Anteil ~3 dieses Strömungsfeldes einen Sprung aufweist,

während die übrigen Summanden stetig sind. Es gilt also mit ~=
cl> + <P.,..J. Q>.1.+ cPJ + <P4- :
o ~~

(15) 't3[(j:J J = ()[cbJ ) 'd['O<P3] = d[ ~ ] ) "'$'11II.
.3 A.Jst- IJs+- oVa 4tH u"J1

1.1'0.

Im Rahmen der Theorie schwach belasteter Propeller darf in Gl.(33)

(34) W ~..; (..(1.. w1"t
,.

und (9) /0' ~ -1 gesetzt werden. Ausserdem
- 1

}
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ist sinngemäss (vgl.S.9.) )(.r = 'r., xa=-!f2 und X",,= '::I..,(Abb.8).
Mit (75) folgt dann

W
,., _ [ ~3 ] _ . -' (1. ) ( d 7.

cl> ) .r- Wr - -+ 'd ()1. -- -v'(..(2+'-1a~~' c'\'01: ~
(=1&)

.. ~

W _\;/= -o [ ~3
1 -+

.((1) (
()l(j)

)II 11 O~2 - ,!(..(a+~i~l' 'aY(}i
""'"

,
'" I

wenn wir noch beachten, daß in Anbetracht des niederfrequenten

"" '3 "Charakters der Stossbewegung ~ alle Glieder - ( a~ weggelassen

werden können. (vgl.S.10). Führen wir nun mit

(1-1) l: ~ =- .f.t. [lA'fl.+ Gul.~~ ]-1/7

eine von runabhängige Durchtrittszeit '*
der Strömungsteilchen

durch den Stossbereichein, so folgt mit (72) bis (77) ,.., A

'1M (1., X~, c.p",,) T ( o<P ) _ w r...(ti -I-
d Q> )(78)

/f - (U./4("/"1.I.)/C;,
-= - I(

di: ~
- ~ off"" ~<f1t'

Es bleibt noch zu zeigen, daß der durch (78) bestimmte m-Wert mit

der Stossrelation (32) der Normalkomponente des Impulssatzes zu

vereinbaren ist.

Zunächst ergibt sich aus GI.(11) mit U.#O~u.,für die Diskontinuität

der Druckfunktion ~ an der Stossfläche~)

PC»(}[I(>] = POOO[~3) = - w~r~<1>J]-
9"" J\tH P"" 'P

_ ( u +WdX ) d [ 'dcbJ ] ~ wo[cPJ(~)] =- (,jc..t1+W1'tt'+., a~ '3)(
..,

(19) IÄ c.v ""oK. :7
[

,/...

+- 1 ,_
d -o(jJ3 'i)~ (..)'t 'd

()~J
....-/\.J(;+ W'1.t. d'P...) r

u':l1
] - G.J a~... -.!u...I.+f.,)lt"\ ~ Yl.]

+ '0 w ~ ( "l , '){ 11, l{J... )
'(>4>,"/f - (1.l:+(,J''ta.)/c~

..

Andererseits liefert die Stossgleichung (32) für einen schwach

belasteten Propeller mit ((> >_ ~ 9""
und

~)

( g 0 ) w = -I IA.
7... f...JI.'1

a '.,. u... (.J 'd x
.

'\'1. ..,
-v'1.A.:+WL~I' ac.p""

J

unter Berücksichtigung von (75):

*)Mit -I:.!jdof == u.../(')'L ist ala>< =. ~J1.'d/a ~1 ... ~J~.o/()':J2.
·

Bei schwach belasteten Propellern werden sämtliche Produkte von
induzierten Geschwindigkeiten vernachlässigt. Da in vielen Fäl=
len auch Co)~F 1'0(f...die Grössenordnung einer vom Propeller in=
duzierten Geschwindigkeit nicht überschreiten dürfte, kann in
(79) bis (82) auch auf die Terme roi t CJ 0 E / a cp verzichtet wer=
den. '0 g /?J ~... ;:. (" 0- .a.. ) cA~ H / J 'P .

...
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::1 ()[p] = - (,;u~ (..),~~'... GJ 1.<... ,-aX" )d [ af/>3 ] _

) 9"" "'"H
1 -,/v...I Wl-t,l C) ce~ 'a!11

(9-1 , dIeb- 1: 1/ l..t 1.
+ t.J l~

l. ( , )N. 1
'd 'J cH.

1 1M

Für h wurde die Relation (77) eingesetzt; Y1 ist die Koordinate in

Richtung normal zur Stossfläche, Y~ tangential zur Stossfläche.

(vgl.Abb.8). Bedenkt man, daß in sehr guter Näherung gilt 'O[P]ttsr

= Poo~[~J)J und berücksichtigt ausserdem Gl.(78), so verlangt
die Übereinstimmung der Formeln (79) und (81):

o~ ~""" _I , ~~ r C)"""l 82) w - == - -v t..(2.f. G.Jt~ I. + W - ~ a .- .
'd~"" a~., 'I a'f'.., '1 'i)Y2

Die Bedingung (82) ist in der Tat erfüllt; man braucht nur zu be-

denken, daß gilt: '0 tp
""

= - w '0 i i 'd Y., / a -I: '::::t- Y /..(1Z .,. ~ 1-'( 2 ' i
c,YI./o-!: = t..<nJ1.rog/()t.

Somit kann die noch unbekannte Belegung q eindeutig aus Gl.(79)

oder (81) bestimmt werden. Man erhält nach einigen Zwischenrech=

nungen , wenn noch Terme der Ordnung ~:~ ) (G.J :: ~
) 1 } k. S. W .

00
'T"""", ""vernachlässigt werden, (vgl.(67), endgültig:

l. l. ~

)( / ' ()i / )
-1

(),
= _ PI'O '0 r

&" 1 ( .14 _ 1.(1 -+ C.) ~ t.c.1 ~t"l.l. U..,c..> - ol('~
+-v

9
L 3 -, ca."" -/ I. -, 1 I

""
0;,

t.c.4.w'\

+ WZ"Lif

(

,?>l.(j)

) + I..{" ">~"'C.~ 'OB" ((~I4> _) ( 'C)1.<1» )(93) .y1A:+(.)t~l' atf",,10 _ ";1.,(11+Wa.~1') ~Ip"" 0"",,0"1-'" M/o- ()1(1...1. _ ;

"Wl = w1: (~ ) ·tt- 0 4'... 1M

Mit den Belegungen q und m gemäss (83) ergibt sich das Geschwin=
digkeitspotential der Stossflächen des N-flügeligen Propellers in

der Form r XN- 1

f
f

J
F ( ".

J(

cl> = - ~ 2: (
q., S, ~, tp )

-t (~ J ~
J 4n

""':0
]) + ~~..9 "ax

+
.,.. c ..,..

(glf) SA XA 00

+ (.0-)cf" .L ) ~(s,x,l(J-:") } 5 olX d.}. .
s ';;1' 1) ~G.J"l$'L'-.tl. ~cf I

~ C '~V~ 1
00

Die zugehörige Druckfunktion ist :
( tJ~,) f? = 9 "" ( c.J ~ f/J~ _ l.< d dJ j

)J p~ ~ 'P 00
ä)( .
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Die Druokfunktion des gesamten Strömungsfeldes ist dann gegeben

duroh

(QS) f() = -1 - Uoo9w/PfIO. ~tD -+ Y>1 + K'~ + f'3 + r:»&f .
Setzt man die einzelnen Feldanteile (61),(62),(65') und (84') ein,

so entsteht aus (85) eine iterativ auflösbare niohtlineare Inte=

gralgleiohung zur Bereohnung der Druokfunktion r> .
Numerisohe Ergebnisse solcher Druckfeldbereohnungen liegen zur Zeit

nur für homogen angeströmte,also stationär belastete Propeller vor,

ohne Berüoksichtigung der hochfrequenten auf Blasenschwingungen

beruhenden Anteile des Strömungsfeldes. C3J.Für die Einzelheiten

dieser Rechnungen kann auf die genannte Arbeit verwiesen werden.

Die Abb.12 bis 14 zeigen den typischen Verlauf solcher Druokver=

teilungen auf der Saugseite des Propellerflügels. Dabei handelt

es sich um einen Propeller mit folgenden Daten:

N = 4; u t101l.J R. 0 = 1/4 ; Ri/Ro = 0,2 ')C ~ = -
y,

v = 0,4 ; A = 1
p

OD= 1 kp /cm
~

; p
v= 0, 03 kp /om

:1
; 01.

00
= 1 0

- ~;
9...

'"

1
12 ~ / P 00 = 14 .

Schubbelastungsgrad es = 0,66 .

Der [ -Wert charakterisiert den Abstand der Aufpunkte vom Flügel;

es gilt mit t!jd::' u(X>/W"l.: )(
= ~f»~" ~ f 1. C..cnd ; 4>= 'Po+;tlr- (~J.

Ähnlich wie bei den Druckfeldern gashaItiger Wasserströmungen an

Tragflügelprofilen (1),(2) treten die wesentlichen Abweichungen vom

inkompressiblen Zustand (in Abb.12 bis 14 gestrichelt gezeiohnet)

in der Umgebung des Stosses hinter dem lokalen Überschallbereich

auf.

Solche Stösse mit ihrem steilen Druckanstieg führen (bei genügender

Intensität) zu einem Zusammenfall der Kavitationsblasen oder Kavi=

tationssohichten am Propellerflügel. Diese Erscheinung lässt sich

in Gestalt einer scharfen Begrenzung der Kavitationszone auf dem

Propellerflügel beobachten. Nach entsprechenden Photographien ge=

zeichnet ist in Abb.15 für den HSVA-Propeller 1283 bei zwei ver=

schiedenen Kavitationszahlen (p oo- p ) / (9 G.J1.Rt) eine derartige schar=\)

"'"
0

fe Begrenzung des Kavitationsgebietes dargestellt. Für Einzelhei=

ten vgl. [4). Qualitativ lassen sich diese Beobachtungen durohaus

mit Druckverteilungen des in Abb.12 bis 14 gezeigten Typs in Ein=

klang bringen. Ein quantitativer Vergleich ist nioht möglich, da

einerseits das Druokfeld am Flügel des Propellers 1283 nioht ge=
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messen wurde und andererseits auch die numerische Rechnung nur für

einen Propeller mit anderer Flügelform vorliegt. Ausserdem ist zu

bedenken, daß im Rahmen der hier entwickelten linearisierten Theo=

rie der Einfluss der induzierten radialen Geschwindigkeitskompo=

nente auf das Druckfeld vernachlässigt wird. Letzteres kann somit

in der Umgebung der Flügelspitzen für r/Ro ~ 0,93 nicht mehr rich=

tig erfasst werden, denn in diesem Bereich haben die Radialge=

schwindigkeiten des Spitzenwirbels erhebliche Bedeutung. (5].

5. Anhang

Es ist nun noch der Beweis für die Diskontinuitätsrelationen

(12) an der Stossfläche nachzutragen. Hinsichtlich der grundsätz=

lichen Methode kann auf die frühere Arbeit (3) verwiesen werden.

Offensichtlich kann eine Diskontinuität nur bei dem Summand des

Aufpunktflügels vorliegen, den wir mit n=O bezeichnen. Für die

Untersuchung der Sprungrelation ist lediglich der Integrationsbe=

reich in der unmittelbaren Umgebung des Aufpunktes massgebend, also
"t+ ~'1 ~/I+4Y

( 9b) Te" I

((.. s d ')(Js = f
s cJ.s

f 01)J ~cf1 ~cf1'. ;K

Die Grundlösung ("IJs1) "k-~t )'''-~~

(87) .I\. = [ J:> + W"lS~~
]
-1

o Coo ()

der Wellengleichung für ein Quellelement auf der Stossfläche ge=

nügt wegen der Voraussetzung (67) wie früher (3] der Gleichung ~

'OtA ( \;(~...c..>t1.L ) 'dtA A 'd ( 'dA )(89) ~y1 1- c~ + ()~1 + "::ta~ 1. ~"l = 0 J
"I 00 ~

mit den Ableitungen normal und tangential zur Fläche (vgl.Abb.S)

(8<1)
~.

= ~ d ~ +
(;c) cf1 ~. 1- = Go")J ~ _ ~ cf1~

'd'j" "()X "L 'd'P
I d'1:t "I ~x '"t ~'f'

An Stelle von y~ und y~ können in GI.(8S) auch ~1 und~, treten:

(8'1') ~ = ~J
()_

+ ~cf, ~ . ~ = C4')J ()
_ _ ~J'I~ .

'0"11 1 ()~ S ~X' I ()"1l "a~ s '0)(

Die Substitution

(90) S - 'i = I t'l I
"l 5"} ~ - 'X" = 1(, j 1:

liefert nach elementarer Zwischenrechnung für die Aufpunkte (71)

in der Umgebung der Stossfläche:

(q" )
)(

-
)(

= J

(
1 I ~ ("t" cA.g cf", t ~ cf"

) j

~ - 'fo - "I
= I (~I (- -r: :t.G<ncL,

)
.I

m1 t + für r '>0 und - für f'l<:0 . Ferner wird.,
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( ) -1 [ 1. L 2

) ( U~ /f ) ] - "'h.q '2 A = - 1'1 + (S + . ~ J -1 - "Ci ~&. d
"'t I (11 ~ 1 00"

In dem für die Diskontinuität massgebenden Integrationsbereich (86)

gilt unter Beachtung von <5..(5):: &'./-\) bis auf Glieder höherer Ordnung

in ('1 :
~L\ = _ (1'"tA) ;

(q)) ~~1

'0 ~ = ~1 .. cA d ( f A _ 1. u 1 ~ ) (-1
_ t.(~ -1 )-1'()!11 C

l\Ivt 9",., 1. C ~cr. c~~t.J1
~ ~ ~ ~

Eine Betrachtung von 4>J unter Berücksichtigung der Formeln (91)

bis (93) zeigt, daß nur der Anteil von oA einen Beitrag zur
'c) '::J..

Diskontinuität liefert, und z~ar ist
~ +.!H ?CI'. l:.x

- .1.-J
$ oCs

.f .-'Wt. ~ 1\ 01'V = -+ ..1. -111(~ 'V..o ).
4fT ~o, t)!:J1"" -

'+"
1/'-1'0

(q ) ~-A1 ')(~ 61'4- 00 co

f f
01.5"01T::/~J"I = + 1. -1M(~,X~ 'P.) ,- -1-1 + ($'1.+ 1:.~ )(1 _ t..(~ "1 )'3 - 2.

-1- (.(:+c.v"1L
_ 00 -co ~~d'1 C~""';""~O"l c~

mit + für (A~ 0 und - für f~< O. Das ist genau der erste Teil der

Behauptung (72).

Aus (94) folgt auch, daß die Ableitung ~"4.: 'a P1 des Potenti=
""\.'l ~ ,

als bezüglich der Belegung q die in (72) angegebene Diskontinuität

besitzt. Es bleibt noch der Anteil der Belegung m an der Diskonti=

nui tät von ~ ~.) zu untersuchen. Zunächst gilt

('d ) . ( '?JA ) _ 'OlL\.. 'd~A ( d 'd ) 'd./\ .
-i';.,

01\) "a!:f1 d(t-: -
a~...'j)"71 = + 'C>"1~

-
'd~1

-+
~~1 '(;"11

)

Der Term ( 'C> + ~ ) '(JA
~~1 "'''7, 'c) "7.,

trägt nicpts zur Diskontinuität bei weil

~ J 1
(~) - ~ cft l s)= I f 1 I 'S'" ~ J, (1) Ce> 1

er. ( t ) j

-1 -1 (" -1 ~J- ~[(1.) - - CA>o., (S) = Ir I"S' - C<n 1("t.) 1
"L

1 S .. ~

ist und somit der (94) entsprechende Integrand eine schiefsymme=

trische Form bezüglich ~ hat, also Null ergibt. Der Anteil ;t~t.

wird mit Hilfe der Gl.(88) umgeformt. Unter Berücksichtigung der

Relationen
"0.1\. =

_ ( .,.,,1_ c.Jl1.SCA:n~o) (1_ ~CA->~o)A3 _ W
c

s~~ _At.
01 c'; c» 0 ~
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'OA _ ( ~ + '0 ) ( '(JA _ 'dA ) +
'dIA

1>-'l.~ - 'Ch 'l>S ~'t. ~~ ~S&

folgt, daß nur die Glieder '(J'LA / 'D "1 ~
und () 'A / '?J s ~ etwas zur Dis=

kontinuität beitragen könnten.

Wenn wir nun bezüglich ~2 und s partiell integrieren, so bleibt zu

berücksich'tigen, daß zwar 01"7 z ::: - ~ ~~c s ') ist; aber unter Be=

achtung der umgekehrten Integrationsgrenzen für "?L und ~ das Minuf
Zeiohen wieder weggelassen werden kann. Der für die Untersuohung
der Diskontinuität wesentliche Anteil des Integrals

/f fI ( d ) ( 6 A ) s d')t cl S

-«fIT /1.oYL()~"
cf(

.
~~., J(s: ~cff(s)

t
\) ..,

erhält dann folgende Form:

_ .:1
f,J{ ( d'Wt dA -4-

-0., , ';)1\. )( 1_ l..(ft.J.~aSI.
)
-1

+
40" CJ"1z~"1z. o~ ~s c~

(q s )
~.I\. ~ J l~) '0 ( !; /f )} s ol x. GI s .

-4- -1M - .. - ..
?>s S 'Cu ~J,,(j) , _(~"'+c.J-a.s'1.)/c~ ~&:.cS)

Ausser dem Integral (95) ist bei der Berechnung der durch die Be=

legung m bedingten Diskontinuität von ~ ~ noch der Anteil
'0 ~ "1

( q b ) - ~ SS { A
"a

t
"\M + 2 '0 I\. 'd ~

}
s ol 't d $

If rr 'D !:I1
t ()

'::1... 'd ~., ~ d/f ( SI

zu berücksichtigen. Eine Untersuchung unter Verwendung der Rela=

tionen (91),(92) zeigt, daß bis auf Terme, welche bei der Integra=

tion für ~ ~ 0 verschwinden, in dem für die Diskontinuität wesent=
..,

lichen Integrationsbereich(86) folgende Beziehungen gelten:

I\.
'() t/W\

= ~1 ~ .1\ z. cA9 J'., ( -1 -+-
f 1 ~ 7JA ) (-1

_ lA: ;-1 )
-

~

-a'j~ C(p -'l. A ';}~., c:o ~&J.. I

( q 1- ) '0 'IN\ 'd A = _ ~., ~ E 2 ~ ~ 1\ '+ ~ cAD J (-1 - ~ ~ ~ ) .
~s 'C>5 Coo"

:.I 1
c~~tJ"

I

'C)'IN\.'dA
= _ ~ ~ (l'7:.LAIf -\. C4> cf" ( ~ _ l.(~ -1 )

'a"?L 0"12 Coo" ~) cl'1 c~ ~tcl, .
Wir verwenden die Formeln (93) und (97) zur Berechnung der Inte=

grale (95) und (96) in dem Bereich der Diskontinuität. Eine län=

gere aber elementare Rechnung zeigt dann,daß als einziger diskon=

tinuierlicher Term auftritt:*)

*)unter Beachtung von l.(~(.(T)/1/~f.d1 = Gv '1 ";l4: +- {..)'i.....
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mi t - für f... '> 0 1.Uld + für E",< o.
Damit ist die Formel (72) vollständig bewiesen.

Diese Arbeit stellt die vollständige Fassung eines Vortrages
auf dem Symposium Transsonicum Göttingen September 1975 dar.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit gibt eine Übersicht über die strömungs=

mechanischen und thermodynamischen Grundlagen zur Berechnung der

Druckfelder gashaItiger Wasserströmungen in der Umgebung von Pro=

peIlern und Tragflügeln. Als Gasgehalt wird dabei zusammenfassend

die im Wasser enthaltene ungelöste Luft und der auf Kavitation be=

ruhende Wasserdampf bezeichnet. Für die Gewinnung einer übersicht=

lichen Theorie erweist es sich als zweckmässig und möglich, einige

Vereinfachungen einzuführen. Hierzu gehört insbesondere die Vor=

aussetzung eines direkten Zusammenhanges zwischen dem Gasvoluman=

teil und dem Druck in der Strömung. Damit darf ausserhalb der

Stossbereiche Potentialströmung angenommen werden und die Diffe=

rentialgleichung zur Berechnung des Druckfeldes lässt sich als

Wellengleichung mit nichtlinearem Anteil auffassen. Sie kann in

eine iterativ auflösbare nichtlineare Integralgleichung transfor=

miert werden. Der Einfluss der Stösse ist durch beschleunigt be=

wegte Diskontinuitätsflächen zu erfassen.

Der instationäre Charakter der Strömung ist durch die Rotation der

Flügel, die Anstellwinkeländerungen (etwa infolge des Schiffsnach=

stroms) sowie die Schwingungen von Kavitationsblasen bedingt.

Während die ersten beiden Effekte einen niederfrequenten Charakter

haben,(unter 150 Hz) liegen die für die Blasendynamik massgebenden

Frequenzen im KHz-Bereich (bis 100 KHz).

Es erweist sich daher als notwendig, die Stossrelationen für be=

schleunigt bewegte Stossbereiche bei hochfrequent instationärer

Strömung zu behandeln. Auch eine Abschätzung für die Grössenordnung

der Stossdicke ist in diesem Zusammenhang wesentlich; sie ergibt

sich unter Berücksichtigung von Zähigkeits- und Relaxationseinflüs=

sen.

Die entwickelte Theorie wird zur Berechnung der Strömung um rotie=

rende Propellerflügel angewendet und ein numerisches Beispiel dis=

kutiert. Bei dem Vergleich der theoretischen Aussagen mit experi=

mentellen Beobachtungen zeigt sich eine zumindest qualitativ be=

friedigende Übereinstimmung.



Summary

The paper gives a review of the hydrodynamic and thermodynamic

foundations to calculate the pressure field near propellers and

hydrofoils in water with gas content. We summarize as gas content

the free air in the water and the vapour occuring from cavitation.

In order to obtain a practicable theory it is reasonable and

possible, to introduce some simplifications. Especially we assume,

that the volume-ratio of gas to water only depends on the local

pressure. Then outside of the shock-regions we can treat the

problem as a potential flow. The differential-equation to calcu-

late the pressure field is obtained as a wave-equation with a non-

linear term; it can be transformed into a non-linear integral-

equation, wich may be treated by an iterative procedure. The

influence of shocks on the pressure field is represented by

accelerated moving discontinuity-surfaces.

The unsteady character of the flow is caused by the rotation of

the blades, the fluctuations of the angle of attack (due to hull

wake) and the oscillations of cavitation bubbles. While the first

and the second effect is of low frequency (below 150 Hz),it must

be seen that the bubble-dynamics belong to the KHz-range (up to

100 KHz).

Therefore it is necessary, to treat the shock equations for ac-

celerated moving shocks in an unsteady flow of high frequency.

In connection with the shock-relations it was important,to get an

approximate impression of the shock-thickness taking in account

the effects of viscosity and relaxation.

The theory developed here has been adopted to calculate the flow

around rotating propeller-blades. The results of a numerical

example are discussed. A comparison between theoretical results

and experimental observations shows an at least qualitative

reasonable agreement.




