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Potentialtheoretische Berechnungen des Stromungsfeldes
eines Deltafliigels mit Hilfe von Elemetarwirbeln

1. Einleitung

Fir die Berechnung von Stromungsfeldern und den hierdurch induzierten
Druckverteilungen hat sich in vielen rallen die Anwendung der Potential-
theorie bewéhrt (z. B. Isay [1]). Insbesondere zeigt sich bei Fliigelprofilen,
auch unter Berucksichtigung von Kavitationserscheinungen, eine sehr gute

Ubereinstimmung von Theorie und Messung (Isay [2]). Die Eignung der
Potentialtheorie motivierte daher ihre Anwendung auf die Berechnung des
Stromungsfeldes eines Deltafliigels. Experimentelle Untersuchungen dieses
Fligeltyps (z.B. Hummel [3]) weisen fiir Profile mit kleinem Seitenverhaltnis
typische Eigenschaften auf. Bei entsprechenden Anstellwinkeln rollt sich die
seitliche Umstromung der Profilkanten zu einem iber dem Profil liegenden
Wirbel auf; man spricht von der ersten Ablosung. Diese Wirbel treffen mit

ihren aufleren Schichten wieder auf das Profil. In Olfihubildern erkennt man
deutlich die Linie des Wiederanlegens, die bei grofleren Anstellwinkeln mit
der Mittellinie des Profils zusammentallt.

Abgehobene Wirbel bewirken im allgemeinen einen nichtlinearen Anstieg des
Auftriebsbeiwertes mit dem Anstellwinkel. In den Druckmessungen zeigen
sich entsprechend ausgepragte Druckminima an der Profiloberflache unter-

halb der freien Wirbel.

2. Theoretische Betrachtung des Problems

Im vorliegenden Fall wird versucht, das Geschwindigkeitsfeld mit Hilfe von
Elementarwirbeln zu modellieren. Das Stromungsfeld wird als inkompres-
sibel und stationdr angenommen. Ein Elementarwirbel der Zirkulation I
besteht aus einem gebundenen und zwei freien halbunendlichen Wirbelseg-
menten. Diese Konstellation wird durch eine Deltaform der Elementarwirbel
realisiert, d.h. die dufleren freien Wirbel sind um den Winkel g von der Hufei-
senform nach auflen gespreizt. Durch diese Wahl der dufleren Formn kann der
Anteil des Spitzenwirbels dargestellt werden. Abbildung 1 zeigt den Elemen-
tarwirbel und sein Koordinatensysytem. Die Koordinaten des gebundenen

Wirbels sind:

7?0:{6,7757(} ) _bf < C < bf

Die Koordinatenvektoren der beiden Spitzenwirbel lauten:

7?1:{£+X,7]£, b5+Xtanﬁ} s 0 S X S o0

ry = {6+ X, g, —bg — Xtanf}
Die Wirbelachsenvektoren sind durch folgende Ausdriicke gegeben:

drg = {0,0,d¢}
d; = {dX,0, tan8 dX}

diy = {dX,0, —tan3 dX}



Das induzierte Geschwindigkeitsfeld nach dem Biot-Savartschen Gesetz lau
tet:

o0 o0
— N (7"'— 7’_’0) X d’r‘o r (’F*— 7?1) X d?’?l Ff (7?-— 7_"2) X d?g .
V= E/ ~ =3 +—E T LT e T T (2‘1)
4w |7 — 7ol 4r |7 — 71| 4m |7 — 7|
—bg 0 0
mit: 7 = zé, + yey + 26. und V = w,é, + v,&, + w,é.. Die Berechnung der
Vektorprodukte ergibt:
— ) € — (2 —§) & .
]
—by — +(y—m)’ + (2 -¢)°
I;g/ Y — 175 YanB & -+ (z — by — atanf + £tanB) €, — (y —n¢) € s gx
ﬂ. 3
0

a:—{ XY+ (v “776) +(z~bE—Xtan[7’)‘

]O —(y — ne)tanB €, + (z + be + ztan — Elanp) €, —
0 (z—€&-X)" +(y-ne)”

L¢

(y
4

+ (2 + b + Xtan,@)
Nach der Integration erhéalt man fur die Geschwindigkeitskomponenten

"’f) *dX (2.2)

V= :_fr { (y = ne)(A+ (B + C)tanf) €,

+( —(2—E)A+ (2 —be — (z — E)tanB)B — (= + b + (2 — E)tanB)C) &,

+Hy—n)(-B+C) &}

2.3
mit den folgenden Abkiirzungen: o
4 = !
(=€) + (v —ne)
A (be — 2) N (be + =) )
V@024 -n + (b -2 -8+ (y—ne)* + (b + 2)°
B V1 + tan?p
(2~ &)tanB — 2+ be)* + (y— 1)*(1 + tan’)
(s :L—5+(7_bf)mnﬁ )
V1 + tan?p V 2=+ (y—me) 4 (2= be)”
Cc = m

(( = &)tanf + 2 + bg)z +(y— 175)2(1 + tan?g)

'(1+ 2 —&—(z4b)tanp
VIt Bz~ €7 + (v u)’

+ (= + be)’



3.Anwendung des Modells zur Behandlung des Deltafliigels

Man betrachtet einen Deltaflgel mit einem Offuungswinkel von 2A und einer
Tiefe I. Aufgrund der Nichtlinearitdt wird die Fligelfliche mit einer Neigung
um den Winkel ka gegeniiber der (z,z)—Ebene betrachtet. In Abbildung 2 ist
das Koordinatensystem fiir zwei Elementarwirbel eingezeichnet.

Das System der Wirbel ist mit 2, y und = bezeichnet. Fur die Berechnungen
wird der Flugel in eine Zahl von Elementarfligeln eingeteilt, auf deren 1/4
Linien jeweils eine Elementarwirbel plaziert ist. Mit & Elementarwirbeln be-
rechnen sich die Lagepunkte dieser Wirbel nach den folgenden Beziehungen:

&; 1, 3
=y
7 (1-1) . o
TN tan(ka) i=1,...,N

Es erweist sich als notwendig, bei festem = in z—Richtung mehrere Elementar-

wirbel unterschiedlicher Spannweite anzuordnen, um der lokalen Anderung
der Zirkulation in Spannweitenrichtung Rechnung zu tragen. Hierzu wird
eine aquidistante Verteilung beim ersten Wirbel in 2~ Richtung gewahlt und
gefordert, daf} sich die Wirbel in der («,z)-Ebene betrachtet iiberlagern, das
bedeutet, es kommt pro z—Schritt ein zusdtzlicher Wirbel in Spannweiten-
richtung hinzu. Das in Abbildung 3 gezeigte Wirbelsystem besteht nach den
obigen Annahmen also aus 5 Elementarwirbeln. In diesem Beispiel gibt es 5
freie Zirkulationskoeflizienten I';; (i =1,2; j=1,2 flir i = tund j=1,2,3 fur i =
2 ). Diese Koeffizienten werden durch die Strémungsrandbedingung an den
Aufpunkten bestimmt. Ihre Zahl ist gleich der Zahl der Elementarwirbel.
Als Aufpunkte werden jeweils die 3/4 Punkte der Elementarfligel gewahlt,
diese liegen genau zwischen zwei gebudenen Wirbellinien. Die z~Koordinaten
liegen in der Mitte der sich ergebenden Netzstruktur, damit haben die Auf-
punkte den groftmoglichen Abstand zu den Wirbeln. Fir das Beispiel in
Abbildung 3 sind die Aufpunkte eingezeichnet. Thre Lage bestimmt man mit
Hilfe der folgenden Beziehungen:

T:N'(l—;i) L:l, ,N
%: %(:}2— — i) tan(ka)

Die fiir die Berechnungnen noch fehlenden Groflen ;; und z;; lassen sich unter
den gegebenen Annahmen leicht berechnen, hierbei bezeichnet M die Zahl
der zusatzlichen Wirbel in z—Richtung an der Stelle i = 1. Somit lduft i von
1 bis N und j von 1 bis M +i, die Groflen b;; geben die Spannweiten der
Elementarwirbel an:

by = & tanA i=1,...,N
tan)
1 ‘5‘M+1

bij =b;_1 j—1 —+ (EL - €i—1) t(mﬁ Z#— 1 ]-,"E 1
1
zij = E(bi s+ + 2(=i— &) tanB -+ by jy2 ) it N jAEM+i
1
2 M4i = E(bi Mii + (2i— &) tang) i N
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1 3 .
N = i(bN j+1 + by j+2 + 5([‘3)1\/) tanﬁ) J#M+N

IN M4N = E(bN M4N -+ g(l — an))
In Abbildung 4 ist eine typische Verteilung der Elementarwirbel aufgezeich-
net. In diesem Fall wurde zusatzlich mit veranderlichem Winkel 5 bei den
innenliegenden Wirbeln gearbeitet.

Fiir die Bestimmung der Zirkulationskoeffizienten wird die Strémungsrand-
bedingung bendtigt, sie lautet im System des Fliigels:

VO +V7 +’Uq = 0,

mit der Yp—Komponente Vo = u, sina der Anstromung V,, sowie V, und
vy, den wirbel- bzw. quellinduzierten Geschwindigkeiten. Da das System des
Fliigels nicht mit dem System der Wirbel {ibereinstimmt, mufl zusatzlich eine
Drehung der Koordinatenachsen um den Winkel ka berucksichtigt werden.
Die endgultige Beziehung lautet:

U Sino + uwy sin{ka) + vy cos(ka) + v, = 0 (3.1)

Die Komponenten u, und v, sind die Superpositionen aller Geschwindigkeits-
komponenten der Einzelwirbel.

Die Verwendung von diskreten Wirbeln berticksichtigt nicht, daf§ die wir-
belinduzierte U—-Komponente (im Fligelsystem (Xr, Yr, Zr)) fir Yr — 0 den
Wert +1y(Xp, Zp) annimmt. Eine Berticksichtigung dieses Grenzwertes in der
Randbedingung ist nicht notwendig, da der Anteil u, sin(ka) verglichen mit
dem Term v, cos(ka) klein ist. Bei der Berechnung der Geschwindigkeitskom-
poneneten wird dieser Anteil beriicksichtigt.

4.1 Ergebnisse ohne Dickeneinflufl

Mit Hilfe der angegebenen Beziehungen wurde ein Programm zur Auswer-
tung geschrieben. Neben anderen getesteten Wirbel- und Aufpunktvertei-
lungen werden die besten Ergebnisse jedoch mit den angegebenen Vertei-
lungen erzielt. Durch die Aufteilung des Profils in Elementarfligel 1lafit sich
der Gesamtauftriebsbeiwert leicht bestimmen, er ergibt sich als Quotient der
Summe der Auftriebskafte aller Elementarfigel und p/2 «,2F. F ist die Flache
des Profils, bei einem Deltafliigel ist F = {* tanA:

1 4 Iy by
Cpm o N g yie N 0 1
4 Fp/2 uoziZjAA T tanA ; uol 1 (4.1)

mit K 4;; = 2pu,l'y;bi; als Auftriebskraft des Elementarwirbels ¢, j (Schlichting,
Truckenbrodt [5]).

Die Zahl der Elementarwirbel ist frei wahlbar, es wurden bis zu 25 Wirbel in
z—Richtung verteilt. Bei der Verteilung der Wirbel in z—~Richtung zeigte sich,
dafl die Zahl der zusatzlichen Wirbel besonders bei schmalen Profilen nicht
zu grof} sein durfte, da ansonsten Instabiltaten im Gleichungssystem auftra-
ten. Eine mogliche Ursache dieser Instabilitaten ist, dafl in diesen Fallen die
Aufpunkte zu dicht lagen. Dies kann dadurch erklart werden, dafl die um-
liegenden Wirbel an diesen Punkten &dhnliche Geschwindigkeiten induzieren.
Als Folge davon stehen im Gleichungssystem der Stréomungsrandbedingung
ahnliche Gleichungen.

Bei den meisten Berechnungen wurden daher keine zusatzlichen Wirbel in
z—Richtung bei der ersten Wirbellinie in z angenommen. Abbildung 5 zeigt
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eine typische Wirbelverteilung mit 15 Elementarwirbeln in Langsrichtung und
ohne zusatzlichen Wirbel in z—Richtung. Die Gesamtzahl der Wirbel betragt
somit 120 Wirbel. .

Mit B = 0° lief} sich eine gute Ubereinstimmung der berechneten Auftriebs-
beiwerte mit den gemessenen Werten feststellen. Mit wachsender Anzahl der
Elementarwirbel und steigendem Anstellwinkel nahert sich der berechnete
C4—Wert dem gemessenen an, dabei wurde vorausgesetzt, daf} sich die freten
Wirbel unter dem halben Anstellwinkel vom Profil l6sen. Diese Annahme
wurde auch von Gersten [4] gemacht.

Die experimentellen Daten stammen aus einer Arbeit von Hummel [3]. Fur
120 und 210 (20 Wirbel in z-Richtung) Wirbel ergaben sich die folgenden
Auftriebsbeiwerte im Vergleich zu den gemessenen:

a Cy 120 Wirbel Cy4 210 Wirbel C4 gemessen

5,0° 0,117 0,118 0,10
10, 0° 0,254 0,257 0,24
15,0° 0,413 0,418 0,42
20, 5° 0,616 0,623 0,65

In einem zweiten Schritt wurden mit Hilfe der aus den diskreten Zirkulationen
der Elementarwirbel bestimmten Zirkulationsverteilungen die Geschwindig-
keitskomponenten an den Aufpunkten im System des Fugels berechnet. Die
einfachste Moglichkeit hierfar ist

r;;*
JAY

J
Tyt =Y Ty
=1

mit Az als Abstand zweier Wirbel in z—Richtung. Der Wert von Ij; ist
die ortliche Zirkulation, hervorgerufen durch die Summe der gebundenen
Wirbel an diesem Ort. Fir die Berechnung der Zirkulationsverteilung an
den Randern wurde die folgende Beziehung gewahlt:

i (&, 255) =

F.,'j* WAY:-

¥ii (Gizif) = 5%

In Abbildung 6 ist fiir den Fall der Seitenkante die Fache AF, deren Hohe Az
sowie der Aufpunkt der Wirbeldichte eingezeichnet.

Die an den Aufpunkten der Stromungsrandbedingung zu berechnenden Zir-
kulationsverteilungen wurden durch lineare Interpolation bestimmt, da die
Aufpunkte in der Mitte zwischen den Wirbeln liegen, gilt:

Yi+l j Vi g
2

In Abbildung 7 sind die Geschwindigkeitskomponenten fiir die Saug- und
Druckseite berechnet und den Ergebnissen der Experimente gegentiber ge-
stellt worden. Man erkennt, dafl an der Profiloberseite die 7—-Komponenten
etwas iberhoht sind, wihrend die W-Komponenten in Spannweitenrichtung
kleiner ausfallen. Diese Unterschiede lassen sich darauf zurickfuhren, daf
im vorliegenden Modell der Aufrollvorgang der freien Wirbel zu einem aus-
gepragten, stark nach innen zur Profilmitte geneigten Spitzenwirbel nicht
berticksichtigt wurde.

Yij (®i,245) =



Die Geschwindigkeitskomponenten auf der Profilunterseite zeigten ebenfalls
leichte Unterschiede zuin Experiment, die 7 —~Komponenten waren wiederum
etwa grofler und die W-Komponenten stiegen zum Profilrand starker an als
die gemessenen Werte.

Die Berechnungen der Druckbeiwerte erfolgte mit Hilfe der Bernoullischen
Gleichung

P 2. .2 P22 Prrz  Prrz | Pyyoe
—up cos e + —u, sin o = “U+ Vo4 =W
Po + o to + g o P+ 2 9 5
mit der Anstrémung: Vi = upcosa €x, + Upsina &y,
Der dimensionslose Druckbeiwert wurde in der folgenden Form definiert:

- Po— P
P Buo?

Da vV wegen der Stromungsrandbedingung verschwindet, gilt an der Profi-

loberfache:

6= (0 + (N (42)

Uo Uy

In der U-Komponente ist der Anteil der Anstromung enthalten.

U =wu,cosa + % + Uy

Obwohl schon der Vergleich der Geschwindigkeitskomponenten deutliche Un-
terschiede zeigte, sind diese bei den ¢,- Verteilungen besonders auffallig. Die
Abbildungen 8a — 8¢ zeigen berechnete und gemessene Druckverldufe (Abbil-
dung 8d) fur verschiedene Schnitte in Xp-Richtung, aufgetragen iiber die auf
1 normierte Halbspannweite S/B(Xr) mit B(Xr) = Xr tand. Die Berechnungen
wurden fiir 120, 210 und 325 Wirbel durchgefiihrt, der Anstellwinkel betrug
20,5°. Die ausgepragten Druckminima bei ca. 60% der ortlichen Halbspann-
weite, wie sie die experimentellen Daten zeigen, treten nicht auf. Der Grund
ist auch hier im Nichtaufrollen der Spitzenwirbel der Elementarwirbel zu ei-
nem einzigen Spitzenwirbel zu suchen. Die Veranderungen mit wachsender
Wirbelzahl sind gering, die Konvergenz ist gut. Auffallig ist auch, daff der
Druck auf der Profilunterseite bei den Berechnungen groflere Werte liefert
als das Experiment.

4.2 Berucksichtigung des Spitzenwirbels

Das bisher behandelte Modell enthélt den Spitzenwirbel nicht implizit. Un-
ter der Annahme, daf} sich alle Spitzenwirbel der Elementarwirbel zu einem
einzigen Spitzenwirbel vereinigen, wurde das Modell erweitert.

Dazu wurden Schnittebenen betrachtet, die senkrecht zu den Achsen der
freien Wirbel angeordnet waren. Diese Ebenen schneiden das Profil an den
Stellen ¢; in Spannweitenrichtung (Abbildung 11e). Die durch diese Ebe-
nen hindurchtretenden Wirbel wurden fiir eine Schwerpunktsbestimmung
berticksichtigt. Die Schwerpunkt in z und y—Richtung lassen sich nach den
folgenden Beziehungen berechnen:

i M4k

Z Z leuAFu
k l:

—

. =1
ZSP(Z) - i 3
Y Y AR,
k=1 1=1
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i M+k
Z Z N I‘UAFM
. k=1 I=1
vse(d) = =3
58 e,

Dabei stellt T}, die ortliche Zirkulation der freien Wirbel in der betrachteten
Ebene da. An den Orten des Profils ist T}, = I'},.

Als schwierig erwies sich die Wahl der Flachenelemente AF,, Hier wurde
die Projektion des Profilteils stromaufwarts in der betrachtete Ebene als
Gesamtflache betrachtet. Die Flachenelemente wurden auf dhnliche Weise
wie bei der Berechnung der Werte fur I'}, bestimnmt (Abbildung 114). Sie sind
um den Faktor tan(ka kleiner als die Flachenelemente in Abbildung 6.

Fiir 120, 210 und 325 Wirbel ergaben die Schwerpunktsberechnungen folgende
charakteristische Groflen: Die Wirbelachsen lagen in :-Richtung gemittelt
bei 53, 5% ,55,5% und 57,1% der Halbspannweite, die Verhaltnisse o /o des Win-
kels der Wirbelachse zur Profiloberfliche zum Anstellwinkel betrugen gemit-
telt 15,0%, 14,2% und 13,4%. Die Winkelverhaltnisse konvergierten schlecht.
Die Abbildung 9 zeigt die geometrische Lage des Spitzenwirbels fiir 120 Wir-
bel.

Verschiedene Messungen (Engler [7] und Hoeijmachers, Vaastra und Verhaa-
gen [8]) zeigen fast unabhéingig vom Anstellwinkel und Seitenverhaltnis fir
das Winkelverhaltnis o' /a einen Wert von 25-27%. Die Lage der Wirbelachse
lag bei den betrachteten Experimenten bei ca. 60% der Halbspannweite.
Fir die Berechnungen der w—Komponente wurde das Modell des Spitzenwir-
bels aus Kapitel 2 verandert. Die Abbildung 10 zeigt das Modell zweier Spit-

zenwirbel mit dem halben Offnungswinkel A" und dem Winkel o” (o = ka—a'),
der die Neigung der Wirbelachsen gegeniiber dem Koordinatensystem an-
gibt. Der Spitzenwirbel beginnt in der Profilspitze, der Winkel zwischen der
Profilfliche und der Achse des Spitzenwirbels ist o'. Dieses Modell wurde
gewahlt, um auch den Einflufl des Nachbarwirbels zu berticksichtigen. Das
Koordinatensystem soll identisch sein mit dem aus Abbildung 1. Die Be-
rechnung aller Geschwindigkeitskomponenten erfolgte wie im Fall des del-

taformigen Elementarwirbels. Die Ortsvektoren und ihre Anderungen haben
die folgende Form:

7=+ X, ne + Xtana”, Xtan/\‘} , 0

IA

X < >
7y = {€+ X, 9 + Xlana' ,—XtanA'}

d7y = {dX,dXtana’, tan) dX}

dip, = {dX, dXtana ,—tan)’ dX}

Das induzierte Geschwindigkeitsfeld nach dem Biot-Savartschen Gesetz lau-
tet:

I‘_E/ XdT’l _ F_é/(f—*rz)xdrz (4 3)
4 " |f_77‘2|3 '
0 0

Die Berechnung der Vektorprodukte ergibt:
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V= 427%{ ((y — nf)tanz\' — ztana”)e_’m +(z— (2 — f)tan/\l)é’y + (e —y+ (2 — {)tana”)é'z}

o0

1

0 \/(az —£— X)2 +{y—mne — Xtana”)2 + (2~ Xt(m/\')2

dX

3

_4_7‘_{((7;5 - y)tan/\l — ztana”)é’x + (z+ (= — f)tan/\')e_fy +(ne—y+ (2~ §)tana“)é’z}

o0

1

dx (4.4)

3

0 \/(m —E-X)V 4 (y—ne - Xtana™) + (= + Xta,n/\')2

Nach der Integration erhalt man fiir die Geschwindigkeitskomponenten:

V= {( ( (y — me)tanf — ztana’ )D — ((776 — yJtan — ztana”)E) €
+((z ~ (= - E)tan/\')D ~(z+ (2 — §)‘tan/\‘)E) €y

+(=(y = m¢) + (& — &)tana )(D - E) &,} (4.5)
mit den folgenden Abkiirzungen:
z— &+ (y— 7;E)ia.na” + ztan)
\/(l-i—tanz "t tan?))((z — €)%+ (y — me)? + 22)

DE(1+

)

V15 tan?a’ + tan2 X'
(1 +tan?a" + tan?X') (2 = )2 + (y = n)? +2) — (2 = £+ (v — ne)tana” + ztan)')’

z—£+(y-—- ng)tcma” — ztan)’ |

E = (1+
( V1 + tan?a’ + tan2X' Ve =62+ (y— ) + 22

V1 + tana” + tan2)'
(1 + tan?a" + tan?X') ((z — €)> + (y — 775)2 +22) — (@ — €+ (y — ¢ )tana” — ztanx\')2

Dieses Modell wurde fur die Berechnungen der z—Komponente der Geschwin-
digkeit an der Profiloberseite benutzt. Dazu wurde der Spitzenwirbel in die
Profilnase gelegt und nach den Winkeln o" und X' der Schwerpunktsrech-
nung ausgerichtet. Die berechneten Druckbeiwerte sind in den Abbildungen
8e — 8g flir 120, 210 und 325 Wirbel wiedergegeben. Der Einflufi des Spitzen-
wirbels ist deutlich zu erkennen. Die Maximalwerte der Messungen werden
iberschritten. Es fallt auf, dafl die Maxima der ¢,—Verteilung mit wach-
sender Wirbelzahl leicht ansteigen. Dieser Effekt beruht darauf, daff mit
wachsender Wirbelzahl sich die Wirbelachse der Profiloberflache annahert.
Wie bereits erwahnt, zeigten die Verhaltnisse o' /o mit steigender Wirbelzahl
nur schwache Konvergenz. Bei der Verwendung des obigen Wirbelmodells
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filhrt eine geringe Verkleinerungen des Winkels der Wirbelachse zum Profil
zu einer deutlichen Erhohung der :—Komponente der Geschwindigkeit.
Allerdings muf} bedacht werden, dafl die Berechnung der Schwerpunkte nicht
iberbewertet werden darf. In den betrachteten Schnitten tritt kein aus-
gepragter Wert am Ort der erwarteten Lage des Spitzenwirbels auf, vielmehr
liegen die grofiten Werte an den Réndern. Eine Optimierung der Wirbellage
1aft den Schlufl auf eine weitere Verbesserung der ¢,—Verteilung zu.

In den Abbildungen 12¢ und 126 sind die Geschwindigkeitskomponenten an

Ober- und Unterseite fiir 120 und 210 Wirbel aufgezeichnet. Die Ubereinstim-
mung mit den experimentellen Werten ist befriedigend.

5. Bertucksichtigung des Dickeneinflufles

In einem weiteren Schritt wurde versucht, den Einflufl der Dicke zu bertick-
sichtigen. Die Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich durch partielle
Differentiation des Quellpotentials, das Potential eines Deltafiigels lautet:

ftan .
®(Xp,Yr, Zr) = d F/ 4r i) Lr (5.1)
ttens J(Xp — £0)’ 4 ¥E7 1 (Zp — Cr)?

Der Index F soll zeigen, dafl die Betrachtungen im System des Profils statt-
finden. Zur Vereinfachung wurde nun angenommen, dafl statt der kontinu-
ierlichen Quellvertellung q(€ér,Cr) eine stutenweise Verteilung in Zp—Richtung
vorliege, wie in Abbildung 13 dargestellt. Dabei wurde die Geometrie ver-
wendet, die sich durch die Verteilung der Hufeisenwirbel ergibt. Die Quell-
verteﬂungen haben die Breite der Abstande der Einzelwirbel. Sie werden in
einem Bereich Zp(i) — 2Z= bis Zp(i) + 2= nur von ¢ abhingig angenommen

und haben einen &7 — Berelch von XFA(ZZF(i)) bis I. Damit wird aus Gleichung

(5.1), unter der Voraussetzung man habe K Stufen tuber das gesamte Profil
verteilt, die folgende Beziehung:

)+ P . .
®(Xp, Vi, Zp) = Z/ dEF/ q(ér, Zp(i)) dir
Xr Zr(i)- 255 ¢ (p—Ep) + Vp® +(ZF‘“QF)

(5:2)
AZp ist der Abstand zwischen zwei Quellverteilungen und mufl nicht konstant
sein.
Nach partieller Differentiation und einer Integration nach ¢ ergeben sich fur
Yr — +0 die folgenden Beziehungen:

q(€r, Zr (i)
Z/X C Xp - &p

_ (Zr — Zr (i) - 277) B (Zp — Zp(i) + 22%)
\/(XF ~er) + (Zp - Zp(i) - 22r)" \/(XF — &)+ (Zr — Zp(i) + 2Zx)

» Zr(1))Y]
. Z/ _aler. Zr()Vr
F_.io dr Xra Yoo + (Xp — €p)°

9



( _(ZF - Zp(i) - AZA) (ZF ~ Zp(i) + AzZp)

>+ 7)dér
V&Xr &) + (2~ 2(i) - 225)"  \J(Xe — &) + (26 — Zr(i) + 222)°
(5.4)
K 1
wg = :7 Z/X q(&r, Zr(i))
N 1 __ : 1 )it
\/(XF ~&p) + (Zr — Zp(i) - 2Z5)° \/(XF —&p)° + (Zp — Zp(i) + 2Z2)
(5.5)

Bei Betrachtung der Gleichung 5.4 erkennt man, dafl nur im Fall ¢r — Xr und
Zp = Zp(i) ein Anteil in Form einer behebbaren Singularitat ubrig bleibt. Es
ist:

1 (Y g(er, 2 (i) YR o 2
vq:4_7rglin)l( V2 4 (X - ( 2 z)dEF
= Xr Jxr—s Yr + (XFr — &F) \/(XF“fF) +(A2ZF)

Mit den Substitutionen y = ér — Xp und 7 = = erhalt man:

1. H/¥e q(Ypr + Xp, Zp(i)) 228 2
quayh—rfio/ 1472 T 2dT
i —8/¥r \//F2+T2YF2+ (_AzzF)
Unter Verwendung des Integrals
/+°° dr
o Lxm2 T T
erhalt man schlieB8lich:
1
Vg = i§Q(XF7ZF = ZF(L)) flll‘ YF — +0 (5.6)

Auch in der Beziehung (5.3) flir die Komponente v, tritt im Fall ¢ — Xp
eine Singularitat auf, diese braucht nur fir den Fall, Zp = Zp(i) behandelt zu
werden, da ansonsten das Integral 0 ist. Mit der Substitution

1

(r = .—(l—}-XF,A) - 5(1—XF,A) cosf 0<0<n
1 1

Xr = 5(1+XF,A) - 5(1—XF,A) cosp O<epx<m

und der folgenden bekannten Entwicklung fur die Quellverteilung (Schlich-
ting, Truckenbrodt [5]) 1aBt sich die Singularitdt beheben:

q(ér, Zr (1))

6 6
™ = By; (cot§—2sin9) + By (ta,n§A2sin9) + Bj; sin20 + ... (5.7)

Dabei geben die Koeflizienten By; und B;; den Einflu des vorderen bzw.
hinteren Nasenradius der i—ten Quellverteilung wieder.

10



Setzt man nun diese Substitutionen in der Gleichung (5.3) ein und verwendet
weiterhin die folgenden bekannten Integrale (Schlichting, Truckenbrodt [5]),

T sin né sind
/ PRI 49 = -1 cos ne
0

cosf — cosyp

/’r cos nb o = = stn ny
0

cosf — cosyp sing

so erhalt man (¢ — Xp) @

K

Z—: = ;{ Boi (14 2cosp) + Bii (—1+2cosp) — By cos2p — }
Die Bestimmung der Quellverteilung erfolgt uber die Erfiullung der Stro-
mungsrandbedingung. Sie besagt, dafl bei diinnen Profilen die Quellvertei-
lung proportional zur Steigung der Dickenlinie Y, (Xr) (Schlichting, Trucken-
brodt [5]) ist:

dYp  q(Xp,ZF)
dXF N ‘ZuO

(5.8)

Diese Randbedingung muf fiir alle Quellverteilungen erfullt werden.
Fiir die Berechnungen wurden NACA Four Digit (Abbort, Doenhoff [6]) be-

trachtet, deren Dickenlinie sich nach der folgenden Beziehung berechnen lafit:

2 = ol
! 0,20

3

0,2969\/Xp — 0,126Xp — 0,3516Xp° — 0,2843Xp° — 0,1015Xp* ) (5.9)

Die Grofle ¢ gibt das Verhaltnis der maximalen Dicke zur Lange ! an.
Es wurde angenommen, dafy der Parameter ¢ fur jede Quellverteilung erhalten

bleibt.

6. Ergebnisse mit Dickeneinfluf}

Mit Hilfe der in Kapitel 5 angegebenen Beziehungen wurde ein Auswertungs-
programm geschrieben. Zur Vereinfachung wurden nur Elementarwirbel in
Hufeisenform (8 = 0) betrachtet. Die Linien der Aufpunkte in Xp-Richtung
bildeten die Mitten der Quellverteilungen. Die Steigung der Dickenlinie
wurde mit Hilfe der Beziehung (5.7) entwickelt. Die Koeflizienten B,; treten
nicht auf. Die Berechnung der quellinduzierten Geschwindigkeiten erfolgte
an den Stellen der Aufpunkte der Wirbelbelegung. Mit diesen Geschwindig-
keitskomponenten wurden mit Hilfe der Stréomungsrandbedingung (3.1) die
Zirkulationskoeffizienten und die Gesamtgeschwindigkeiten neu berechnet.
Die Abbildung 14 zeigt unter der Voraussetzung von NACA 0004 Profilen
die Geschwindigkeitsvektoren an der Profilober- und unterseite, sowie die
c,— Verteilung fir 120 Wirbel. Ein Vergleich mit experimentellen Ergebnis-
sen war nicht moglich, da bei den Experimenten von Hummel ein Profil mit
geringem pleilformigen Dickenverlauf verwendet wurde.

7. Zusammenfassung

Mit Hilfe des hier vorgestellten Verfahrens ist es moglich, das Strémungsfeld
eines Deltafiigels ausreichend zu beschreiben. Die berechneten Auftriebsbei-
werte stimmen mit den gemessen gut {iberein.
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Der Aufrollvorgang des realen Spitzenwirbels wird im vorliegenden Modell
nicht beriicksichtigt, dadurch sind die berechneten Geschwindigkeitskom-
ponenten und Druckbeiwerte ungenauer. Diese Ungenauigkeiten sind eine
Folge der nachtraglichen Einfiihrung eines einfachen Spitzenwirbels. Wie
experimentelle und theoretische Untersuchungen gezeigt haben (Englel (71,
Ludwieg[9]), ist das Stromungsfeld des abgelGsten Spitzenwirbels eines Del-
tafliigels komplizierter. Eine bessere 3-dimensionale potentialtheoretische
Losung wird in der Arbeit von Johnson, Tinoco, Lu und Epton [10] vor-
gestellt.

Dieser Bericht enstand im Rahmen eines Forschungsvorhabens der deutschen

Forschungsgesellschaft (DFG-Is 10/32).
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