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1. Zusammenfassung

Die dreidimensionalen Grenzschichtglelchungen werden

filr beliebig gekrilmmte Winde in der Schreibwelse des
Tensorkalkiils allgemein formuliert. Sie gelten dann fir
Jedes, auch fir eln nicht orthogonales Koordinaten-
system auf der Wandfldche, und die Dicke der Grenz-
schicht braucht nicht mehr kleiln zu seln gegen dle auf-
tretenden Krimmungsradlen. Zusitzlich zu dem EinfluB® der
Wandkrimmung wird auch die Wirkung der Anderung dieser
Krimmung auf die Grenzschicht diskutiert, und es werden
die Vereinfachungen angegeben, die bel verschiedenen
Grdfenordnungen dleser geometrischen Gegebenheiten im
laminaren und im turbulenten Fall m8glich sind., Fir dile
Definition lntegraler Grenzschichtparameter werden Be-
zlehungen aufgestellt und dle Gleichungen filr die Behand-
lung der Grenzschicht mittels integraler Verfahren her-
geleitet ohne spezielle Annahmen lber das Strdémungsprofil.
Der Charakter der hergeleiteten Gleichungen wird be-
sprochen, es wird mit Spezialf#llen, dle in der Literatur
schon behandelt sind, verglichen.




2 Einleitung

Die Grenzschichttheorie hat sich in den fast sieben Jahr-
zehnten, die selt ihrer Begriindung durch Prandtl vergangen
sind, zu einem michtigen Werkzeug entwlckelt, geeignét, in
der Hand von Forschern und Konstrukteuren zur Bewdltigung

von Strdmungsproblemen zu dienen. Es ist Jedoch im wesent- '
lichen die Theorie der Grenzschichten zweldimensionaler '
Strdmungen, die in ungez#hlten Arbelten so weit vorangetrie-
ben wurde, daf heute brauchbare Verfahren filr die Berechnung
der Grenzschicht zuf Verfigung stehen. Der Untersuchung echt
dreidimensionaler Grenzschichten ist dagegen_ verglelchswelse
viel geringere Aufmerksamkelt gewidmet worden. Die Begriindung
hierfir liegt einerseits darin, daB schon bel der zweldimen-
sionalen Grenzschicht noch genliigend Fragen zu kliren sind
bezliglich des eigentlichen Strdmungsmechanismus. Andererseits
ist die Theorie dreidimensionaler Grenzschichten ungleich '
viel komplizierter, Schiffe, Flugkﬁrperbuna Strémungsmaschinen
sind jedoch geometrische Gebilde, an denen das strdmende
Medium Winde vorfindet, die meist in kompl&zierter Welse ge=-
krimmt sind. Dle Grenzschichten, dle sich ausbilden, sind
also alles andere als zweidimensional{

Die geometrischen Verhdltnisse legen die Beschreibung in
einem sogenannten Normalkoordinatensystem nahe, einem Koordl-

natensystem |A1/M2, u? derart, das die u®-Kurven

( u' = const., u? = const.) in Richtung der Normale der
Wandflidche verlaufen, also Geraden sind, wihrend dile anderen
belden Kurvenscharen Koordinatenkurven auf der Wandfl&che sind.
Diese Kurvenscharen auf der Wand brauchen nicht brthogonal
zueinander zu seiln., Theoretlisch 148t sich auf einer gegebenen
Wandfliche melst ein orthogonales Koordinatennetz konstruieren.
Die Krimmungslinien bieten sich an [38]. Aber es ist zunichst
nicht gesagt, daB sle die geeigneten Koordinaten sind zur
Behandlung der Grenzschicht. Ausgang Jjeder Grenzschilchtrech-
nung ist die Kenntnis einer Huberen Strdmung, Wenn dieses

duBere Geschwindigkeitsfeld das Ergebnlis elner Messung




oder elnes numerischen Berechnungéverfahrens‘ist (z.B. mit
Hilfe der Potentlialtheorie ermittelt -~ man vergleiche dle
Verfahren in [16],[173,[18],[30],[31],[78]-), so wird dieses
Feld nur in diskreten Punkten auf der Wandfl#iche und/oder

'Im Raum bekannt sein., Dle Str8mungslinien dieseriAuBenstrﬁmung
sind dann noch nicht gegeben, weder auf der Wandflfche noch
gar auf der noch nicht bekannten &uferen Randfliche der
Grenzschicht.,

In den meisten der bisherlgen Arbeiten zur Theorle der
Grenzschichten-an gekrimmten W8nden standen Spezialfélle

zur Dlskussion: Rotationskdrper-— eventuell mit vernach-
l8ssigbarer Lingskrimmung —in axialer Anstrdmung, oder ge-
krimmte Winde (ohne Querkrilmmung), oder dle gewi#hlten Koordi-
natensysteme waren orthogonal und durch eine spezlelle Orien-
tierung ausgezeichnet (Richtung der AuBenstrdmung oder der
Krimmungslinien). ’

Es entspricht der praktischen Problemstellung viel mehr,

im GroRen, auf der Fl&che, keln ausgezelchnetes Koordinaten-
system vorzugeben. Bel einem Schiffsrumpf z.B. 1st dessen

RiR gegeben, und es 1st erwlnscht, von diesem aus mlit mdg-
lichst wenlg Aufwand zu den Ergebnissen der Grenzschicht-
rechnung vorzustofen, Dle Berechnung der AuRenstrmung wird
es erfordern, da man dle Wandflédche in geelgneter Welse
aufteilt, um auf diskreten Elementen Singularitdten anzubrin-
gen oder um 1n diskreten Punkten gewilisse Randbedingungen

zu erfilllen. Es 1st angenehm, daf man diese Aufteilung‘vor-
nehmen kann, ohne die Xriimmungslinien oder &hnliche zu
kennen. Es ist ein groker Vortell, daR sich die numerischen
potentialtheoretischen Verfahren durchfihren lassen, indem
die Wandfldche nach Gutdlinken, nur unter gewisser, aber welt-
gehend gefiihlsmifBiger Berlicksichtigung ihrer Krimmung, in
Elemente zerlegt wird. Dieser Vortell sollte beil der Grenz-
schichtberechnung nicht verloren gehen, Anzustreben ist also
ein Verfahren, das mit dem gegebenen, meist nicht orthogo-
nalen Punktnetz auskommt und die notwendige Informatlon Uber



Aufenstrémung, Wandkrumﬁung und deren Andergng nur in diesen
diskreten Punkten bendtigt, sich gegebenenfalls mit Inter-
polation behilft, '

Vermutlich werden auch Differenzenverfahren angewendet

werden auf dle LYsung dreidimensionaler Grenzschichteh-an
gekriimmten Winden [15],[27],[80]; sie haben sich bel zwel-
dimensionalen Problemen gut bewshrt [ 3], (6],081,[9],[24],
[68],[69] und sogar bel chemisch reaglerenden Gemischen in
der Grenzschicht gute Ergebnlsse geliefert[S],[G],[}}].

Es ist jedoch fiir den dreidimensionalen Fall besonders
interessant, integrale Verfahren anzuwenden, da sle das
Problem auf ein zweldimensionales reduzieren. Dann ist also
nurmehr ein Differenzenverfahren auf der Wandflé?he anzu- '
wenden und nicht mehr elnes in einem dreldimensionalen Punkt=
netz, welches natirlich einen ungleich h8heren Rechenaufwand
erfordern wilrde. Der Verlust an detalllierter Information
Uber das Strdmungsblild wird bel den integralen Verfahren
wieder aufgewogen durch a) den verminderten Rechenaufwand
und b) dadurch, daR die leidige Ffage der Anfangsprofile bel:
dreidimensionalen Differenzenverfahren entfillt. Im Fall der
turbulenten Grenzschicht kommt hinzu, daf lber die Verteilung
der Schubspannung iuUber die Grenzschicht theoretisch fundierte
Aussagen noch nicht m6glich sind. Auch 1ntegrale'Verfahren
bendtigen flir dlesen Fall allerdings Annahmen, die z.B. die
Wandschubspannung (oder die Dissipation, falls die Energle-
glelchung mit herangezogen wird) mit den anderen Grenzschicht-
grdBen in Bezlehung setzen., Fir zweidimensilonale turbulente
Grenzschichten hat man mit emplrischen Beziehungen (vgl.[ﬂ}],
[79]) relativ gute Ergebnisse erzielt, und dies sowohl bel
integralen Verfahren (vgl. Schluffolgerungen in [35],[74]).
‘als auch bei Differenzenverfahren ([7],[35]). Bei dreidimen-
sionalen Grenzschichten fehlt es noch an experimentellem
Material, nur wenige Messungen liegen vor [23],[24], Jja
selbst fiUr den rotationssymmetrischen Fall liegen nur wenlge
Messungen vor (z.B.[HU],[87]), die detaillierte Information



ilber die Grenzschlicht liefern. Viele integrale Verfahren
gehen davon aus, explizite Annahmen Uber das Str&mungsprofil
zu machen, sowohl filr die Komponente in Richtung der Auﬁené
strdmung am Grenzschichtrand, als auch fir den "cross flow"
(quer dazu). Melst wird von den Stromlinien'am Aufenrand der
Grenzschicht ausgegangen [12],[13], [241,(34], [70],f71],[82],
aber nicht immer [28], und die Voraussetzung gemacht, daB
der "cross flow" klein ist. Annahmen dieser Art flr dile
Formulierung elnes integralen Verfahrens fir die dreidimen-

sionale Grenzschicht finden sich schon bei Prandtl [57].

Es wird immer zweckmifilg sein, mit einem Verfahren zu

’ arbeiten, welches die explizite Bestimmung der Krimmungs-
oder Stromlinien nicht bendtigt. Schon die Ermittlung dieser
- Richtungsfelder ist aufwendlg, das maschinelle Konstruleren
von Feldlinien in einem gegebenen Richtungsfeld aber ist
sehr leicht fehlerhaft und unsicher. |

Als Ausgangspunkt fir mbgliche Verfahren (Differenzenvef-
fahren oder integrale Verfahren) ist es daher notwendig,

die Grundgleichungen aufzustellen fUr dle Str¥mung an Winden
belliebiger Krimmung ohne Voraussetzungen Uber das Richtungs-
feld der AuBenstrdmung. Diese Aufgabe wird in der vorliegen-
den Arbelt unter konsequenter Benutzung der Tensorschreib-’
welse zundchst in Angriff genommen. Dabel wird exakt zwlschen
Raumtensoren und Fl&chentensoren unterschieden und im Raum
und auf der Fliche Jje elne kovariante Ableitung erkléirt,

Erst in fldchenkovarianter Schreibwelse sind dle Gleichungen
geelgnet, um aus lhnen die integralen Gleichungen fiir die
Grenzschicht zu ermitteln, Erst dann sind sie {liberhaupt

auch fir dicke Grenzschichten brauchbar, Eine Integration
iber die Koordinate u® 1st dann mdglich, da dle W> -Kom-
ponente nurmehr Parameter, eben ein Fléchenskalar, ist.

In krummlinigen Koordinaten ist eine Integration von Tensor-
feldern nicht ohne welteres vorzunehmen [25].



Auch bel integralen Verfahren bleilbt, daB sich die Wand-
kriimmung darin HuBert, daf kovariante Ableitungen an die
Stelle der gewBhnlichen Ableitungen treten. Wie apch immer
die numerische Behandlung aussehen wird, die Christoffel-
Symbole und/oder der zwelte Haupttensor der Fl&che, also
die "Ubertragungen" in der Fliche und aus dieser heraus, ,
missen in den Punkten bekannt sein, in denen dle Grenzschicht-
parameter berechnet werden sollen, |

Einfluf auf die Grenzschicht hat Jedoch nicht nur die Kriim-
mung sondern auch die Anderung der Krﬁmmung:der Wandfl&che,
Selbst im Zweldimensionalen ist das Problem des Einflusses
der Krimmungsinderung nur wenig behandelt worden [M},[BG],
[52]. Aber es 1st an wirklichen Gebllden oft dile Regel,

daR konvexe Berelche in konkave ilibergehen und umgekehrt,

was eine HuBerst starke Anderung der Krimmung bedeuten kann,
Die Frage dieses zusitzlichen Einflusses der Wand wird hier
bei den Abschétzungen mit bericksichtigt, und es wird ver-
sucht, eln einigermafen vollstindiges Bild der Wechseiwirkung
Wandgeometrie -~ Grenzschicht zu bekommen.

M8glicherwelse sind die gefundenen Bezliehungen zusammenge-
nommen der geelignete Ausgangspunkt zu einer Erwelterung der
Arbeit von van Dyke [21] auf echt dreidimensidnale Stromungen
an gekfﬁmmten wanden'unter konsequenter Anwendung des Ver-
fahrens der "matched inner and outer asymptotic expansions",
Hierbel widre zu beachten, daf das Koordinatensystem fir die
innere Entwlcklung und das fir die HuBere ganz verschieden
sein werden im allgemeinen Fall. Es wird unter Umstinden
méglich sein, sogar integrale Verfahren in erster, zwelter

usw, Niherung anzugeben, um dicke Grenzschichten zu berech-
nen,




3. Bezelchnungen und Konventlonen

Die analytische,TensorSChreibweise (Ricci-Kalkill) wird
konsequent angewendet.

Kleine lateinische oder griechische Indizes kennzeichnen
den Charakter der Grdfe als tensoriell beziiglich rdumlichen
Transformationen.

Kleine griechische Indizes mit eihem Querstrich kennzeichnen
den Charakter der betreffenden Gr&fe als tensoriell bezliglich
Transformationen innerhalb der Wandflache.

Der dreidimensionale physlikalische Raum 1st selbstverstindlich
euklidisch, Die Wandfldche stellt elnen 1n diesen eingebetteten
zweldimensionalen gekriimmten Raum dar mit einer vorgegebenen
Metrik, der Flichenmetrik.

Es muB immer streng unterschieden werden zwischen rdumlichen
Tensoren und Flichentensoren und, da die Koordinatensysteme
krummlinig sein diirfen, zwlschen kovarianten und kontra-
varianten Komponenten bei beiden Arten von Tensoren.

Uber einem gleichlautenden Index in oberer Stellung und in
unterer Stellung in einem Term wird summiert (Elnsteinsches
Summations-Abkommen!). '
Lateinische Indizes durchlaufen die Werte 1,2,3.
Griechische Indizes durchlaufen die Werte 1,2.

GrofRe lateinische Indizes werden benutzt, um die Komponenten
eines Tensors bezliglich eilnes ﬁbérgeordneten (nicht wandorien-
tierten) r#umlichen cartesischen Koordinatensystems zu be-
zelchnen.

Einfache Ableitungen werden mit einem Strich bezeichnet: RV i@
Kovariante Ableltungen beziglich der Flachenmetrik werden
mit zwei Strichen bezeichnet: T o - ’

R&umliche kovariante Ableitungen werden mit drel Strichen

bezeichnet: V‘W



Der antisymmetrische'Teil elnes Tensors wird durch

1
try = ‘,a‘;(’fij ~tji)

und der symmetrische Tell mit T(q)

1
Yy T 2 (ti+t5)

bezelchnet,
Es wird bei Abschitzungen das Symbol O verwendet:

Es ist f(x) = 0(k(x) , wenn in dem betrachteten Bereich
der X-Werte bel einer Bewegung von X immer gilt:

bleibt beschrinkt.

Bel starker Krimmung sind in konkaven Wandbereichen Normal-
koordinaten nur in der Nihe der Wand geeignet zur Beschrei-
bung der Strdmung. Es wird immer stillschweigend vorausge-
setzt, daB in konkaven Bereichen k < C>(1/5) ist, bzw.
wenn k 2 0(1/6) , daB es sich um einen konvexen
Bereich handelt. Es wird nicht Jedesmal wieder auf diese
Annahme hingewiesen. |

Fir die Determinante elner Matrix, z.B. der Elemente elnes .
Tensors 2. Stufe T%p wird geschrieben det (T%p).

Hinwelse auf das Literaturverzeichnis werden in eckilgen
Klammern [...] angegeben.

‘Die Nummer einer zitlerten Glelichung wird in runden Klam-
mern (...) angegeben, Die Gleichungen in den Anhingen sind
durch (A. ...) gekennzeichnet,



4, Die Grundgleichungen

Wir gehen aus'von den allgemein gliltigen Bewegungsglelchun-
gen

g g = 9(vietviyvi)= - plaTiy (1)
in denen gleich ein Term flir von aufRen wirkende Volumen-
krifte fortgelassen wurde. Diese Einschrénkung kann nicht
gemacht werden, wenn es sich um Probleme von Temperatur-
und Strdmungs-Grenzschichten handelt bel natidrlicher Kon-
vektion, es k&me dort der hydrostatische Auftrieb hinzu,
oder bel Piasmen, es k&dmen dort elektromagnetische Kraft-
wirkungen hinzu.
Obige Gleichungen werden erginzt durch dlie Kontinultéts-
gleichung |

S t (gvj)\nj =0 (2)

und durch die Energiegleichungen;

Die Gleichung fiir die mechanische Energle folgt aus der
Bewegungsgleichung durch Uberschiebung mit Vv;

1T( ’
d:—(v'v) . . : : ..
4 v 1 ot 1 b 3 I R S0 ¢ I
N dt =8 [(—Z_V v") lt+(—2-V Vi mjv ] vipt 4T "
_ (3)
Die Gleichung fir die Gesamtenergie h lautet:
dh i) = Jpeb_at) '
ol S(hn;’*'h\jv )-— (v Ti'-q )m (1)
Hierin ist q; = -2AT, der Wirmestrom ( A 1st die
Wirmeleitfihigkeit, T die Temperatur). Fir h gilt:
i (5)

h =1+ — ViV



mit L= e+-—g~ (6)

der Enthalpie ( e = innere Ehergie)

Wir setzen:
1 h-lj L i
6 = 'é'(vimj + iji) L7 = V‘iji.J (7
unter der Annshme ‘TY = T (i) . (P heipt Dissipation.
Damit wird '

dh o di_dEVY) L i 4 ‘
g-d—f—e ?a—t +Q -—-—d"t——"— = v! Lj m (p + (7‘Tu>mi (8)

Abziehen der Gleichung filr die mechanische Ehergie ergibt:

Qi+ viig)= vipy+ O+(AT®) ()
'gd.t Qe ) Y mt
Flir 1deale Gase gllt
L=c, T (10)
Cp

Somit leltet man her:
(11)

9 Cp (T;t+v5 T{j)- vl P+ Cj’)i—(?\’I""’)m'L

die, genauer gesagt, dle Gleichung fir das Temperaturfeld
filr ein kalorisch perfektes Gas ( c@ = const.) ist.

Mittels

”‘TIL m, = (F%—p t‘ tlj) mj - [T}t: (tlhlj ”\\\j - [%F<Vi t‘ Vi‘j)] mj




14/t sich im laminaren Fall noch schrelben:

dh  Pr-1 i L1 AN
e S = (L )

oder, fiir Pr=1 , ein recht hiufiger Fall:

el (Al 2

Flir inkompressible Medien gilt:

dt=c_gl._'[+_1__dp (14)

dt T dt g at
so daB folgt:

ar _ : I
qcC a‘%""P\t*'q)"'(?‘TL)mL (15)

als Gleichung fir das Temperaturfeld.

Ausgehend von der in beliebigen Koordinatensystemen gﬁltigen
allgemeinen tensoriellen Form der Grundglelchungen soll nun
angegeben werden, wie sich diese Grundgleéichungen in einem
Normalkoordinatensystem, welches auf elne gegebene Wand-
fliche bezogen 1st, darstellen. Die Grundlagen aus der
Differentialgeometrie und dem Tensorkalkill, die hierzu not-
weﬁdig sind, findet man im Anhang zusammengestellt. Dort
wird ersichtlich, dah es fﬂf den vorliegenden Zweck notwendlg
war, besagte Grundlagen erheblich aufzubereiten.

Sei t:% - der zwelte Haupttensor der gegebenen Fl&che.
H = —é—b‘,’é und K= det (b"(g)

heifen mittlere Krimmung und GauBsche Krimmung der Fliche.
Man definiert, um im zweidimenslonalen Koordinatensystem



der Fliche rechnen zu kdnnen, dle Versetzer oder "Shifter"

ot
-u’b

. (16)

-4 o
5\) .—-5\>

Hierin 1ist us die Koordinate entlang der Flachennormaien;'

es 1st uZ,.o auf der Fliche, Man hat dann, als auf die
Fliche versetzte Vektoren :

v :'---*:-";'f?v‘> €17)

Es gllt: v°o=v>

ist ein Flichenskalar. Auferdem wird
die wichtige Grd&fe '

J=det (5%)=1-2Hu®+ K(U)® - (18)

definiert. Zur Abkirzung sel welterhin

z vy Z % v
=85_- V

- - ™ 19)

Unter Anwendung des im Anhang angegebenen Formelapparates,
und indem man bel Vektorgleichungen die dritte Gleichung

(die der Normalkomponente) Jewells getrennt behandelt, findet
man : : '

Die Kontinuit#tsglelchung:

_ ] 3 ‘ |
gtt'*‘vrnif""'i'(:]v )13 =0 (20)

Die Bewegungsgleichungen:

— — - = - —
g(v“‘,t +viig vP - bs Vv vE av2) =

(21)
. = 1 X3 zf - E ©3
==--P +T(3T )!'_’:+T 'ﬁ b\)T
g(v?, + vgu‘f} VP + b5 Ve, V?,) ] (22)
3 1 a3 a VU f"g-(; —_
R +_j__(3’[ )'3+b5 L V+L wp



Die Energlegleichung:
g(b‘ti-v "‘(-3 + v L‘3)=‘-V P\§+V p|3+
1 Tt =3 v e~ 3 3 1]

—

> v -

Die Gleichung fiir die mechanische Energle:

1 oz ‘ y
s ([zviv]e wv[Eviv] g + V2 [3Viv], -

% 3 3 1 3 ol

- Fpe Vet (37,5 - =
Ze~ 3,06 vV~ 8 =~ B -

-y jos bé:. V“bz L'\’) +v°" Z “(5 +

Fiir die mechanische Energle, eiln Skalar, ist die Schreibwelse

172 v'v; beibehalten worden. Bel den Umrechnungen wurde
T = T vorausgesetzt, also im laminaren und im turbu-
lenten Fall, Symmetrie des Spannungstensors. Selbstverstind-
lich ist

— v by rd &—‘ :

Die Gleichungen sind v8llig allgemein und beschreiben ohne
Jede Vernachléssigung die Strdmung an einer gekriimmten Wand.
Sie sind in flichenkovarianter Form angegeben, d.h. es sind
echte Tensorgleichungen im zweildimensionalen Raum Wandfliche.
v? und u3 sind nurmehr als Parameter aufzufassen oder als
Fldchenskalare zu betrachten. Die Gleichungen sind gliltlg in
beliebigen, auch nicht-orthogonalen Koordinatensystemen auf
der Fléche. L

Die Gleichungen (20) bis (24) wurden aus den riumlich-
kovarianten Gleichungen (1), (2), (9) und (3) erhalten, indem



- 14 =

diese in einem sogenannten Normalkoordinatensystem angeschrie~
ben wurden, fir das sie selbstverstindlich genau so glltig
sind, wle fir Jedes andere Koordinatensystem, Das Normal-
koordinatensystem verwendet als. u® -Achse die Fl&chennormale,
seine belden anderen Achsen fallen mit denen des Fldchen-
koordinatensystems zusammen, o )

Bemerkenswert an diesen Bezlehungen ist, da® nur, wenn alle

vier Werte bE u’ Klein sind, v*= v¥ angesetzt werden
kann, Wenn man an Grenzschichten denkt, so gilt diese Néheruﬁg
also nur fir so diinne Grenzschichten, daB u? (der Wandabstand)
klein genug ist, um E)E u3 zu vernachléssigen., Im dllgemeinen
wird v%* eine Linearkombination der v% sein. Wihlt man
jedoch auf der Fliche die Krimmungslinien (siehe Anhang I) als
Koordinatenlinien, so wird bf{  diagonal, und es ist

~—

vi.-(1~b;|A3)v’ und v? = (1- bg us)va.

Fir dle allgemeine Behandlung dicker Grenzschichten an gekriimm-
ten Wandfl&chen ist es unerl#flich, von den Gleichungen (20),
(21), (22), (23) und (24) auszugehen., Nur in Spezialfillen
wird es m8glich seln, elne exakte Herleltung der Grenzschicht-
glelichungen vorzunehmen, ohne von den hier angegebenen Gleil-
chungen auszugehen, In der Literatur sind eine ganze Reihe
Spezialfille dreidimensionaler Grenzschichten behandelt worden.
Die Spezialisierung besteht entweder in der Annahme spezieller
Koordinatenlinien, z.B, den Kriuimmungslinien, Annahmen ilber dle
Krimmung der Fl&che (etwa eine Hauptkrimmung vernachléssigbar
oder exakt K=0 ), Annahmen {iber die Strdmungsrichtung beziig-
lich der Krimmungslinien oder aber der Annaﬁme, dak die Grenz-
schicht dinn ist [59].

Es 1st hier nur die Rede von den Differentialgleichungen
gewesen, Auch im Folgenden werden sie im Vordergrund stehen.
Eine besondere Behandlung der Randbedingungen eriibrigt sich
aber bis zu einem gewlissen Grade, da Randbedingungen an der
Wand nicht erst auf die Wand versetzt werden missen und echte



Variablentransformationen nicht vorgenommen werden.
Filr die Zahl der erfillbaren Randbedingungen gelten die aus

der Theorle der Differentialgleichungen bekannten Beschrin-
kungen.




5+ Die Glelchungen fiir die laminare inkompressible Grenzschicht

I. Die allgemeinen Bewegungsglelchungen und die Kontinuitéts-

gleichung fir laminare Strémung
Die allgemeinen Gleichungen fiir die laminare Strmung sind

. . . “”
S(VLn; +VL“|IV}>=-—P +

+ [V (qje v ne+ 9£k Vl‘“‘“)] o g [va mm]u\j gLJ | (25)
srlpdy=o @

Nach Newton 1ist elne lineare Abh#ngigkelt des Spannungs-
tensors vom Tensor der Deformationsgeschwindigkeit voraus-
gesetzt. AuBere Volumenkriifte sind nicht beriicksichtigt
worden, und es ist nach Stokes fiir die belden Z&higkelts-
koeffizienten v’,\x die Beziehung V,+-25 V=O als
gliltlig angenommen,

Mit der Annahme u = const. (réumlich und zeitlich) ergibt
sich wegen v’ uknj = vi ) ik

‘: . . ' . .e- . -k . .
9(" i+ Ve V’) = "P“’"‘ u g’ v e ""%‘gb \’)\\\5 k- (27)

S+ (8v1)y =0 (28)

Filr den inkompressiblen Fall wird daraus, wenn noch die
kinematische Z&higkeit Vo= t« /9 eingefdhrt wird, in
Fl&chenkoordinaten:

T & _p _pE s, % 8 __1 @&
_ - (29)
6T, = 1 z oL X6 3 _.
+V{a V @i +_5(3V t3>\5 2b v

2. % & . at
"b%‘, bEVG"'b'“ “"‘f V5 }
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- — = 2
vg‘t+v3‘(—5 vP 4 bsr vv"v'U + v v® = "—;;P +

e 103 LY F T8 5. % al (30)
+.V {asm' Vs@uf +'—3(3V \3)13 + eb(; Vvuﬁ' + b"g vz — bx b%,vg}

v”“.-+-:1-,-(3v?’)|3=-0 | (31)




II. Die Glelchungen fiilr dle laminare inkompressible Grenzschicht

Wif gehen aus von den dimensionslosen Gleichungen fur die
allgemeine Strdmung

vv‘t+v-@v - bg vovi+ vE,ve =
1 &, 1 et & _ . 1(- % (32)
R +§5{a MC AT Ch 8z
T @ =g 2 .o-b? 3
be bZve -b™ g V¥ - 207" v \-é}
3 3_.p FT .3 3
Vigtvigv+bgzvy v +v i gv =
t e &T Y | (33).
_ 1 3 1 6T d /s '
N ele TV er V)
+2b§v ‘s“b% bg v +b%“@vt}
- 1 5 | |
Vzth" +"5’(3V >\-3' =0 (34

(rir die dimensionslosen Grdfen wurden wieder die gleichen
Bezeichnungen gewihlt!)

Die Gr8fRenordnung der Terme in dliesen Gleichungen soll abge-~

schdtzt werden. Dabel ist zu beachten:

1. Es s0ll eilne beliebige,'gekpﬂmmte Wandfliche vorgegeben
sein (wenn auch ohne Wellen oder Dellen derart, daé die
Strdmung sofort abreifen wlirde), so daR also dle Tensoren
by ) b? und ihre r#umlichen Ableitungen als vorgege-
ben anzusehen sind. ' ‘

2. Es soll keln ausgezeichnetes Koordinatensystem vorgegeben
sein, etwa derart, daB v? <« v' whre oder t?ﬁ Z,.B.
n¥herungsweise diagonal. ' |



Es liegen nun fiinf charakterlistische Grdfen vor, die dle
Gréfenordnung der Terme bestimmen: '

1. V. , eine charakteristische Geschwindigkeit., Sie ist so

3.

kl

zu wldhlen, daf in dem betrachteten Berelch keine der
mit 4V dimensionslvos gemachten Geschwindigkelten
(wir schreiben wieder v“‘ ) die Gr&fenordnung 1 Uber-
schreitet, Eine Unterscheildung zwischen vl und ,va
der Gr&fenordnung nach wird nicht vorgenommen, da wir
davon ausgehen, daR das Fldchenkoordinatensystem nicht
nach der Strﬁmung orientiert 1ist.

elne charakteristische Linge, die, vgl, [614}, SO zu

wihlen ist, daB die dimensionslosen V', Vi und

o.I,x: XL e , (die Fl&chen-Basisvektoren) in dem

_betrachteten Berelch die Gr&fRenordnung 1 nicht Uber-

sechreiten,

ein MaR fiir die Krimmung der Wandfliche. Man setze

etwa k'= Norm (b?{é) . Als Norm ist vorzugsweise die

Spektralnorm [11] zu wdhlen. Dann ist k' gleich der

grd8feren der beiden Hauptkrimmungen. Wir setzen dann
k=k'-L ( L = charakteristische Linge).

Es wird dann auch fir die auf L bezogenen Basis-

vektoren aIw@ =0 (k) ‘

ein Maf fir die Anderung der Krimmung beim Fortschreil-
ten auf der Fl&che in eilner Richtung. Es ist auch hier
ein oberer Grenzwert zu wihlen fiir die Grdpe boé\x.

Wir setzen A= A'-(U)Z.

die Grenzschlchtdicke, ‘wie sie auch immer definiert
sein m8ge. An ihr werden die anderen Gr8fRenordnungen
gemessen, Wir schreiben filr S/L wleder §&.

. A
Mit O,I.,uﬁ, und aIm ist auch die Gr&fenordnung von { d(b}
nach ( A.33 ) bestimmt, nimlich gleich O(k) . Dies ist



zu beachten bel allen Absch#tzungen von Termen mit kovarianten
Ableitdngen, wie v©% B und b?:sux— « Der Druck wird
mit (Qn/2) (V)% , dle Zeit mit L/V dimensionslos gemacht.,
Die auf dle Fliche "geshifteten" Geschwindigkeiten v sind
nur solange von der Grﬁﬁenordnungvvon v (also 1), als der
zwelte Term in S % =5% - u® b% nicht von einer Ordnung
grofer als 1 wird, d.h. nur solange k & C)(1/5> ist, da Jja
in der Grenzschicht u>= O(S) + Weiterhin ist mit o.Ik= 0(1)
auch  Qgp=0(1) und © (v¥) = 0(vz). '

Im allgemeinen, und das 1st auch sinnvoll, wird eine Abschdtzung
der Terme vorgenommen, nachdem die Gleichungen auf "physikalische
Komponenten" umgeschrieben sind, wie sie z.B., von McConnel [H8]
und Truesdell [76],[77] angegeben worden sind. Uber die Defini-
tion von "physikalischen Komponenten" in nicht-orthogonalen
Koordinatensystemen herrscht aber noch keine Ubereinstimmung
zwischen den Autoren [25],(63], [84]. Ericksen [25] vetont, dap
es alle Autoren vermeiden, fir den metrischen Fundamentaltensor
physikalische Komponenten einzufihren. Auch 1ist die Behandlung
von lDﬁ s dem zwelten Haupttensor der Fldche, nicht eindeutig.
(Tellwelse wird er, wie Qup s unveréndert gelassen, [65]).

Auf die Diskussion der Frage, ob die U™ als dimensionsbehaftet
anzusehen sind oder nicht in [25] s Wwird besonders hingewlesen.
Hier wird die Abschétzung der GrdfRenordnung der Terme direkt

an den eigentlichen Tensorgleichungen durchgefiihrt. Es sel

noch einmal darauf hingewiesen, daf angegebene Grdfenordnungen
H8chstwerte sind. Z.B. bei v kann durchaus in gewlssen Be-
reichen eine Komponente sehr klein sein. Die Aussage ist, da®
keine der Komponenten die angegebene Grdfenordnung merklich
Uberschreitet.

Die Diskussion der Gr¥Benordnung der éinzelnen Terme gestaltet
sich langwierig, da die Abhingigkelt von A und Kk zu berick-
sichtlgen ist und diese in Konkurrenz zueinander treten, 8o daB
Terme mit O(K) - O(A) je nach Verhfiltnis von kK zu A ver-
schiedene Gr3fenordnungen annehmen kdnnen., An und




fir sich ist ein zweldimensionales Schema zu w&hlen, um K

und A getrennt variieren zu lassen. Die unten angegebenen
Gleichungen sind daher als zusammenfassendes Ergebnls anzu-
sehen, da nicht jedes Paar A k extra berlckslchtigt wurde.

Da die Parameter K und A mit & (alle dimensionslos) ver-
glichen werden, so sind die Gr8Renordnungen S, 1 und 1/6
natiirlich ausgezeichnet, Es empfiehlt sich aber, eine felner
gestufte Skala der GrdfRenordnungen vorzuziehen, der Art

kg 0(s), 0(8)<k<0(1), k=0(1), 0(1)<k<0(1/86),
~ k=0(1/5), k>0(1/5)

und fir A entsprechend. Man hat also in etwa Schritte
der Grope V2. : -

Die erste:Naherung besteht dann in der Berilicksichtigung aller
Terme der gr8ften auftretenden Ordnung und der Vernachllssi-

62 kleinere Ordnung haben.

gung der Terme, die eine um
In zwelter N&Zherung wiren dann diese wiederum mit zu beriick-
sichtigen; nicht aber die, die eine um & kleinere GrdRen-
ordnung haben als dile schon in erster N&herung berucksichtigten

USW.,

Das physikalische Problem ist dreidimensional., Die Grdfenord-
nung von v®  1st also vorgegeben, nicht die von Vol

v ist dle abgeleltete GrdRe, dle sowohl durch dle Anstrd-
mung als auch durch die Wandkriimmung in ihrer Gr&fenordnung
bestimmt wird., So werden also Terme mit Ableltungen Qon \/;
zusétzlich elne Abhdngigkeit von A aufwelsen. Der Einflu®
von A auf die Grdfenordnungen kommt, auler lber diese Terme,
auch noch iUber die zihigkeltsbehafteten Glieder, dile kovariante
Ablelitungen des zwelten Haupttensors enthalten, zur Wirkung
und Uber die Kontinuititsgleichung, dle ja die GrdBenordnung
von v2 bestimmt. Eine Abhingigkeit von k ist in allen
Termen gegeben, |



Der Druckferm p‘a in den tangentialen Bewegungsglelchungen
(32) setzt sich zusammen aus dem Druck am #uReren Rande der
Grenzschicht, der durch die (z#higkeitsfrele) AuBenstrdmung
vorgegeben 1ist, und einer Anderung {iber dle Grenzschichtdlicke
bis hin zur Wand. Eine Abschitzung filr diesen letzteren Anteil
bekommt man mit Hilfe der Bewegungsgleichung in (Flichen-)
Normalenrichtung. Fir diese liegt aber erst dann eine Abschit-
zung vor, wenn dile GréfRenordnung von 1/Re aus den tangentialen
Gleichungen ermittelt worden 1ist. Man geht also so vor, dafB
man von der Anderung von pﬂa vom Grenzschicht-Aufenrand bis
zur Wand zundchst absieht. Aus der'Forderung, daB ein Gleich-
gewichtszustand m8glich sein soll zwischen konvektiver Be- ’
schleunigung links und den Z&higkeltsgliedern rechts, folgert
man die Gr8B8enordnung von 1/Re . (Dabei wird angenommen, daB
die kinematische Z&higkeit des Fluidums in dem gewiinschten
Berelich liegt, andernfalls sich sowleso die Idee der Grénz-
schicht night anwenden liefe,) Mit der Gr&fenordnung von 1/Re
zelgt sicﬁ?dann, welche Glieder in der Gleichung in Normalen=-
richtung zu berilicksichtigen sind. Aus deren GrdBenordnung
wiederum 148t sich nachtrdglich die Annahme iber dle Korrektur
im Druckglied qu priufen.

In der nachfolgenden Zusammenstellung sind dle sich ergebenden
Glelchungssysteme fiir verschiedene GrdRenordnungen der
Krimmung (K) oder/und der Krimmungs&nderung (A) zusammen-
gestellt., Es wurde so vorgegangen, daf alle Terme, deren .
GrdRenordnung um einen Faktor § klelner ist als die gréfte
auftretende Ordnung, vernachléssigt wurden. Glieder, die um
einen Faktor §%Y2 kleiner sind, wurden in spltzen Klammern
(< -+ 2 ) hinzugefiigt.
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Als Ergebnis erhilt man die Gleichungen:

k< 0(1), Abel.

z_ B, e A _1L = 1 .= » |

0 = P\B

k= 0(1), A0 (%) |
- (36)

In diesen Gleichungen sind natiirlich, abh#nglg von A ,
in v¥g v unter Umstinden einige Terme enthalten,
deren Grifienordnung kleiner ist, als zu ihrer Berilicksichtigung

‘notwendlg wire, Desgleichen in b %ué" v®

0(1) <k < 0(1/8) , Abel.
VI avP e v e B vV =

1ot i J &
P g (VeI oo

— a—
—

1
Q Re

= - g 3 1 3
b;gv\’vt‘ <+v 3V >=‘—8°P
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k= 0(1s) , a<0(1/8)

z B

<~ . v 9
W v -bsv'yv

= 1
+V°L|?,V, fnd ?P"“

el e feet Y- ot (e

1 z =, T & (39)
+ = (3v%a), +bZ BT v }

\%

oS Aot B 1 (1) F.T s
oo v+l - p® e L] S (3v7), - 0T 0% v

k=0(1/s) , A>0(1/s)

v“\.fs v‘a’—b% vov3 4 V;B v = .._é. P"‘ +

+ [<%§~{Z}_> .

o5 [t (RIEI- (R (] 1+

.’F%‘(DVE‘Z*)Q +bZ bE vICH D T g V2D }

VL SV S N S 1 3\ _¢ , T 3
bE'UV vV +vVv |3V P +-R—-e{"’j“(jv \3)‘3 b’f bé;V }

Es ist angebracht, dle erhaltenen Gleichungen mlt den in der
Literatur schon behandelten Spezlalféllen zu vergleichens
Aus der groRen Zahl von’Ver6ffentlichungen seien ausgewihlt
die Arbeiten von: Davis, Werle und Wornom [1M], Der und
Raetz [15), Fannelop [27], Landweber [37], Lin [41], Murphy
[52),[53), shevelev [67], Smith und clutter [68],[69],
Teipel [72],[73] und Warsi [86]. Sofern nicht anders ver-

merkt, ist in diesen Arbeiten die Energiegleichung nicht
berlicksichtigt. )
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Davis, Werle und Wornom [1@} betrachten dle kompressible,
laminare Grenzschicht am Rotationskdrper (axial angestrémt,
orthogonale Koordinaten) und geben hierfir, wie sie betonen,
elne konsequente Formullerung der Gleichungen fiir Impuls und
Energle. Unter der angegebenen Speziallsierung entsprechen
inre Gleichungen den Gleichungen (38) allerdings ohne den
Term < v®3 v®> 1in der Gleichung filr die Normalkomponente.
Es sind eine Relhe von Arbeiten erschienen, z.B. [9], [58],
in denen in der ersten Gleichung zwar rechts das Glied
%5-%i~vz\3 (pezogen auf den Spezialfall der Rotations-
symmetrie) beriicksichtigt wird, jedoch nicht links das

Glied - °\:‘7‘ VG Vg + Die Frage, ob dileses letztgenannte
Glied zu berticksichtigen 1st (sowle in der zwelten Glelchung
das Glied Vsigv3 ), ist weitgehend durch die GréRenord-
nung von v® bestimmt, Diese ergibt sich wiederum aus der
Kontinuitdtsgleichung (34), und hier Hubert sich der Einflus
der Krimmung (auBer durch J ) wesentlich durch die GrdRe
der Christoffel~Symbole in dem Term \/F‘§ « Bel lings-
angestrdmten Rotationskdrpern verschwindet eine der tangen-
tlalen Geschwindigkeitskomponenten., Nur der Einfluf der
Lingskrimmung geht Uber die Christoffel-Symbole ein,

Davis, Werle und Wornom beriicksichtigen die Lingskrimmung.

Der und Raetz [15] behandeln die laminare Grenzschicht in
einem orthogonalen Koordinatensystem. Die angegebenen Glel-
chungen gelten unter der Voraussetzung einer diinnen Grenz-
schicht, also #3='O + Es wird der allgemeine dreidimen-
sionale Fall behandelt, der Krimmungstensor tritt jedoch
nicht auf. Das aufgestellte Gleichungssystem, es enth&lt die
Energiegleichung, ist elliptisch in Normalenrichtung und
hyperbolisch in Richtung der Flichenkoordinaten. Das System
wird dann jedoch in ein rein hyperbolisches iberfihrt.

Fannelop [27] betrachtet die dinne, laminare; kompressible
Grenzschicht in einem orthogonalen Koordinatensystem.,
Praktisch enthalten seine Gleichungen kovariante Ableitungen,

da die Krimmung der Stromlinien (der AuBRenstrdmung) beriick-
sichtigt wird. Eine Entwicklung nach einem kleinen Parameter
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(etwa Stromliniendivergenz) wird vorgenommeh, so daf slch
Gleichungen nullter, erster usw, Ordnung ergeben, &hnlich
‘wie bel van Dyke [21]. Dié Krimmungsabhlngigkeit der z&hig-
keitsbehafteten Terme ist vernachlissigt. Auch die Energle-
glelchung wird behandelt.

Landweber [37] gibt Gleichungen an fiur die dreidimensionale
Grenzschicht, Sie entspréchen den Gleichungen (36) mit einem

Term vg‘a\/g links in der dritten Gleichung.’

Lin [41] hat ein recht vollstindiges Gleichungssystem ange-
geben., Er unterscheldet éwischen der kovarianten Ableltung
auf der Fliche und der 1m Raum. Auch ist nicht die Einschrén-
kung auf orthogonale Koordinaten in der Fléche gemacht, so
daB als Einschrinkung im wesentlichen die auf dinne Grenz-
schichten bleibt. Es wird nicht zwischen Raum- und Fl&chen-
tensoren unterschieden. Eine Entwlcklung nach Potenzen von
‘RB—HZ wifd vorgenommen, #hnlich wile beil Fannelop [27].

Murphy [5?],[53] hat laminare Grenzschichten an eilner in
Strémungsrichtung gekriimmten Wand untersucht und betrachtet
Kridmmungen sowohl der Grdfenordnung 1 als auch 1/8 « Das
behandelte Problem ergibt im ersten Fall Gleichungen, dlie den
Bezlehungen (35) entsprechen, im zwelten Fall solche, die den
Gleichungen (38) vergleichbar sind. Murphy 148t auch Xnderun-
gen der Krimmung der Ordnung 1/6 zu, Der Unterschied zu den
Gleichungen (39) im Fall starker Kriimmungen folgt daraus, daf
v2=0 una {11,} = . ist, fir das ebene Problem., Daher fallen
bel der ebenen Strdmung in den tangentialen Gleichungen (39)
rechts dle Glieder mit den Christoffel-Symbolen fort, und es
folgt aus der Kontinultétsgleichung, dal \/3 so klein 1ist,
daB in der dritten Gleichung die Glieder mit 1/R€  unad

links V3‘3 V?’ in Fortfall kommen.

Shevelev [67] behandelt den Fall kleiner Kriimmung. Der zweite
Haupttensor tritt nicht explizit auf., Seine Glelichungen ent-
sprechen den Gleichungen (35) in physikalischen Komponenten.
Das verwendete Koordinatensystem ist nicht orthogonal, und es
werden echt dreldimensionale Grenzschlchten betrachtet.



- 27 -

Smith und Clutter [68], [69] gehen fiir den rotationssymmetri-
schen Fall von Bezlehungen aus, die die Querkrimmung nur in
der Kontinuitdtsglelchung berilicksichtigen. Sie behandeln die
Zwelstoffgrenzschicht (Energiesatz!) in orthogonalen Koordi-
naten mittels eines Differenzenverfahrens in Lingsrichtung,
welches dann auf gewdhnliche Differentlalgleichungen fihrt.

Telpel [72],{73] diskutiert wie Murphy den Fall starker
Krimmung und geht von demselben Glelchungssystem aus wie
Murphy, ist allerdings an L¥sungen fir perlodisch instationdre
Grenzschichten interessieft und beriicksichtigt daher noch den
instatlionidren Term.

Warsi [80] betrachtet sogar den allgemelnen Fall des rotieren-
den Fligels., Die Behandlung entspricht der von Der und Raetz
[15], Jedoch wird das Glelichungssystem durch eine geelgnete
Transformation in ein rein parabolisches verwandelt, welches
numerisch geldst wird [19].'



_7.. Die Energlegleichungen fir dle laminare Grenzschicht

——

Allgemein gilt, bei konstantem B fiur dle Enthalpie:

9(‘:1\: + vfé L\E +V5 i‘|3) = va Pt&.'+ VaP\%“" (%T‘Z)n; +—%—(J7\T'3)\3

1 [ ‘. m v 1 ‘ q A
+ QV{E(VV“-\-,'FVGV)V W +-§(Vﬂ‘6+v ;;;\)V 3 +

1/.8%, =& 2 v Y
+ Q(v + v%|3) vgﬁ\- + (vs‘5> + v (bsg V"','(b + (42)
vos Y 3, & O 1 IR
+bGV‘g) ZV bgv " +"—2-b,7\'gbg\/v\/ +

* o 05 (+°

und fir die mechanische Energie:
g ([-Lviv-] + vE [ -lv':v-] o+ [J—vc'v' J =
2 it 27 Vil 2V Vils
ol 8 ol ne %
" Pa‘v F‘3+ v {V VZ & + v "5“(3 Vo—(:e)e

8, & _ s 1 = = =
+ v Va o T v '3‘(3\’3,5),3"\/;2 ’Ebé\:‘ v — (43)
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Grenzschlchtndherungen:
Flir die Enthalpiegleichung gilt in erster Niherung, sofern

ks 0(1) 1st:

Qi+ VEL@-&-VQ\J@) =

‘ (44)
= vipa+vipa+ 3 (3?\""‘3%3'*'{4(\/%3 Vi) |
‘oder aber, sofern k > 0(1)  1ist:
g (lg+ < vgi,g >+V5"q3> =
= vzp|;+v3p.3+';* _(3 AT® ), +
+ {ZVG bﬁg VF!S“{‘ bﬁ@ b% VGVG + l.(l&S)

A
+ V33 V \3}

Hierin ist benutzt worden, daf die Dicke der Temperatur-

grenzschicht &1 meist Z 6  ist, da
Sr o 1
8 V Pr

(vgl, [61&] )» Beziiglich des Terms mit p 3 ist zu sagen,
daf fUr seine GrbfRenordnung gilt, was beil den Bewegungs-
gleichungen gesagt wurde:

Fir k<O(1)  ist Pa=0 zu setzen,
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FL\r dle Gleichung der mechanischen Energie erh#lt man
Abschdtzungen aus den Abschdtzungen der Bewegungsgleichun-
gen unter Berilicksichtigung der Gr&fenordnung von \/3 , die
wiederum aus der Kontinuit#tsgleichung folgt. Man findet:

Fir k £ 0(1)

<3([1 VJ +V'5[’VV] TV [%‘Vi"e].a)"‘

(46)
- 2 1
=-V pg+ . VdT(J VJZ,|3>|3
Pir 0 (1) < k< 0(1/5)
¢ ([3viuder <VPLEvin]e> +2[3viv],)-
o . (47)
= — Vm P + k«v"" ‘5‘ (3 V;"u3> 3
Fir k= 0(1/8)
1 . o - . ) N
Q ([-—évtvi] ot <v{5[—12jv°vt] e v [“12‘ V%vi]\‘b =
=-vZpg '.'VSPE»'*"V { v % (jvz‘?)'s + 
. (48)

q 1
Tv B (3‘/313)13}



6., Die Gleichungen fir die inkompressible turbulente Grenzschicht

Da sich das Phdnomen Turbulenz nach wie vor einer exakten
mathematlsch-physikalischen Behandlung entzieht, so fehlt
in den Gleichungen ein theoretisch fundlerter Zusammenhang
zwischen Schubspannungstensor und Geschwindigkeitsvektor,
wle er im laminaren Fall durch den Newtonschen Ansatz ge-
geben 1ist.

Schreiben wir

vE=vE e Ve BTV p o

wobel V'¥ aie berlagerte, turbulente Schwankung des
Geschwindlgkeitsvektors ist und der Querstrich iUber das
ganze Symbol (7 ) wie tiblich zeitliche (oder Ensemble-)
Mitteluné bedeutet, so lautet die Kontinuiltitsglelichung
nach Mittelung:

VA —1-—(3-\/—3)'3 =0

y V) (49)

also

VS; = +—%~(D:§),3 =0

d.h., ftir den Mittelwert des Geschwindigkeitsvektors gilt
die Gleichung wie bel laminarer Strdmung.

Multiplikation der Kontinultétsgleichung mit v".z= v+ v"’
liefert, nach Abziehen der Kontinultitsgleichung (49):

'z ): 2z 1 13 .
VIVIT g + v 5‘(3\/ ) =0 . (50)
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Mit v3=v? 4+ v’ " erh#lt man ebenso

1= ' 3 1 )3 _
v’3vr‘|5 + V! :J—(Jv ),3-0 (51)

Setzen wir auf der linken Seite der Bewegungsglelchungen
(21), (22) vZ=vZ +v'& uynd Vv3=v3+Vv’3 ein, so
erhalten wir, nach Mittelung

—

g(v £t VZ, P E-—b‘\’)-°v"v'5+v:"‘.gv'-">+
+gviE VB = BT evPVE gV vV —pF

"Mit Hilfe der beiden Gleichungen (50) und (51) kann man
dies umschreiben in: '

o(vEy+ v 5 VP ~bEVIVE4VE 43 =
z 1% 13 1 %o 93> (32)
=~ (gVEV¥) g+ b5 g VIV - S (3P, t
(P30 P + g v+ VB, =
9 it n(&v DVV v 13V
(53)

Damit hat man in Fl8chenkoordinaten die tensoriellen
Reynolds-Gleichungen.




Die Gr8fen

-9 v'Z VWS) -9 NEARE . V22
sind die Komponenten des (schon versetzten) Reynoldsschen
turbulenten Schubspannungstensors. Sie kommen hinzu zu
dem laminaren Schubspannungstensor. Die angeschriebenen
Terme kommen also zu den nicht angeschrliebenen laminaren
Termen hinzu.

‘Der Einfluf der Krimmung HuBert sich hier wieder in der
Grége J,1in den Termen —b% Q VIO v und Dgs (g v"’v’k‘)
-und in den belden Zusatztermen beli Jeder der kovarianten
Ableitungen.

Die Erfahrung zelgt, daf die turbulenten Schubspannungen
erheblich grdfRer sind als dle laminaren. Wir kdnnen also 1n
den tangentialen Bewegungsgleichungen die nicht angeschrie-
benen (z#higkeitsbehafteten) Terme gleich vernachl#ssigen
und in Abh#ngigkeit von K und A , wie im laminaren Fall,
die GrdRenordnungen der Terme abschdtzen. Wenn auch nahe
der Wand von elner Isotropie der Turbulenz nicht mehr die
Rede sein kann, so k6nnen wir doch noch annehmen [32],

daBg vh ) v12 und \ﬂs. dle gleiche GrdfRenordnung ~r haben.
Der Parameter A+ kommt also Jetzt bel Abschitzungen zu
L,k,A,V  und § hinzu. Dann 148t sich V'Vv'® zum
Belspiel abschétzen durch R12(vﬂ2 s wobel R;p der Korre-
lationskoeffizient 1st, der also £ O(1) ist (Rpy=1 ),
Welterhin setzen wir ftr a2 /U? wieder einfach v, Pur
die linken Seiten ist die Abschitzung identisch mit der im
laminaren Fall. ' '

Da die Turbulenz in der Grenzschicht lhre Energie aus der
AuBenstrdmung bezlieht, so ist natlrlich zu fordern, daR Vv
immer merklich kleiner als O(ﬁ/“) ist. Eine Schw#che dieser
Art von Abschitzung 1st natiirlich, daB die Turbulenz nicht
unabhingig ist von der Z&higkeit E( des Mediums, also die
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Gr8fenordnungen von 1/Re und « nicht unabhangig' sind,

Aber schon die Annahme einer Grifenordnung ar fir den
gesamten spektralen Berelch der Turbulenz ist elne stark

. vereinfachende Hypothese. Auch die Kriimmung hat einen Ein-
fluf auf die Turbulenz. Dies ersieht man aus der Energle-
gleichung fir die Turbulenz in der Grenzschicht, ange-
schrieben unter Beriicksichtigung der Xrimmung. Schlieflich ,
ist noch zu beachten, daf nahe der Wand sicherlich O('v)NO(V")
mSglich ist. Mit anderen Worten, in dem Bereich 0% u’%56
sind die Gr&fenordnungen der turbulenten Schubspannungs-
terme nicht unabhingig von u> abzuschétzen.

Ergebnis: (Wir schreiben wieder V% statt V¥ )

kK£0(1)
(vr" VLRV V- -p"~ +p™?
] 13 13
S B ) . (54)
0 =-p> 4+ T

0(1) < k< 0(1/8)

g(vz“§v5+vz‘3v3 <- b°\—‘,f’v‘—’v3>> = — pa+ ng\g,

=B Z ~T J pos

m——

(55)
Oy ol 3 %, 93 » Y i Ja
bog VOVE C+ v v P =~p"+T”,+<T ﬁr+b\3—b-u+,__:;}_t33>
K=0(1/8)
ZEvP+vE o = 2B %53, I3z
g(v "(—3vﬁ+vd'5v3—b:\; V\)V3>=_P“+ T23|3+T“pu§’bv V34 —5‘1'(7“

b\-,@vsv? + VEB v3=-p® +T35‘3+Tgﬁ Bt DEETSE«{»-%&’C% (56)
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In diesen Glelchungen wurde statt — ¢ VARVA | , fUr den
Schubspannungstensor, T" geschrieben. In spitzen Klam-
mern (<:-* > ) sind wieder die Terme hinzugefiigt, die nur
um einen Faktor § "% kleiner sind als dlie dominierenden.
Fir den Druckterm gilt, was bei der Diskussion der lamina-
ren Gleichungen gesagt wurde. In den Termen T ~f 7

bsp T V¥ und  T** 5 + —j—:',i T = —33- (J’C?’?’)B sind
die Normalspannungen enthalten. Diese werden melst vernach-
l4ssigt, sollen jedoch im Bereich der Abl¥sung von Bedeutung
sein [60]. '

Ein Vergleich der obigen Gleichungen mit den in der Lipera-
tur behandelten Spezialfillen f4llt merklich diirftiger aus, .
als dies bel den laminaren Grenzschichten der Fall war,

Flir die turbulente Grenzschicht am RotationskSrper mit
‘Langskrﬁmmung hat Landweber [37] Gleichungen angegeben,
die [55] entsprechen, wobei aber in den tangentialen Glei-
chungen <-Db 2 ng’) und in der dritten Gleichung
<T**ys +bsu T°¥ > entfallen. Sain [62] gibt ein dhn-
liches Gleichungssystem an, welches dle Normalspannungen

- Q VILRVIC bertcksichtigt ( v tangentlal, senk-
recht zum Meridian).

Cebeci, Smith und Mosinskis [7] berechnen turbulente Grenz-
schichten an RotatlonskSrpern bel Vernachldssigung der
Lingskrimmung fir kompressible Medien, indem sie alle Normal-
spannungen vernachléssigen, p'3==O setzen, In der ersten
Gleichung aber einen Egi'fza
rechts berilcksichtigen. Sle verwenden die Energlegleichung.
Ahnlich gehen Cebeci und Smith [9] In einer anderen Arbeit

’vor, wdhrend Cebecl [81 fir schlanke Rotationskdrper auch

entsprechenden Term

ohne Energlegleichung auskommt.
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7. Die mechanische Energlegleichung der Turbulenz

Energlegleichung:

dr1 i T L ion - :
| -&—F[?VLVL] =—'§' PILVL"_' V(\/JV:" llﬁ)!fﬁ,"‘f (V L"'j)vjf:

-

Setzen wir vi= v+ v ; pP=p+p
d.h, viv = ViV, 4200V + VIV
d gemittelt: v'v; = vivi+g® Ee vty
und gemittelt: v v; vive+ g | K L

(57)

so erglbt sich nach Mittelung und Abzug der Gleichung fur

die mechanische Energie, gebildet mit dem Mittelwert vL

[32]:

'd% [% qa] = —(V’L -‘%)-)mﬂ - (V,L g._z_)mi,” vV \7‘] wi T

oD} [ ]
|
=9

d.h. die Anderung der mechanischen Energle der Turbulenz
1st glelch der konvektiven Diffusion der Energile 3— +-E-
durch die Turbulenz, plus der Energleproduktion durch
Wechselwirkung mit der mittleren Strdmung, plus Arbelt
(pro Zeit- und Masseneinheit) der z#hen Schubspannungen
der Turbulenz, plus Dissipation cr durch Turbulenz,

(58)
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Umformuliert auf die Fliche:

(ftir V! schreiben wir wieder v! )

oz Y 1z 1 v
- v P Vaug T Vi< e bag vi = VP s vY
— VB, 2 = VEVPugs — VBB g,

-V { let? (¥ wy T ‘le?; V"(ze) + V25 (V‘l(s‘\—))) +

—_— —— ' B R
+ 2vPvP o+ VY VAU bog + vV b +

(59)
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. Die Gleichung fir die mechanische Energle der Turbaulenz
bel inkompressibler Strdmung 18Rt sich mit Hilfe der aus -
der Kontinuitdtsgleichung folgenden Bezlehung

VI =
v©iv mLmJ‘ o

umformen:

"

oo __' ' il " e
(VJ Vi mj))mi, v (L\"j)VJmL = (VJ(V,Lmj'HleV mk 9 L))m -

" t ki) 1.
- (V Lluj‘*'gj V)lmk g L) AT

\ . .
)J 0 ) it
( v i /we + (%‘ tn mt 9 v “,JV W
— ’J' . U . ut
ViV wt 9k 9

PY T arg
= 2 mjm[ 9 -V ||ILV mt 9Jk9

)“'J 1' V’ e
W mi Vi

Dann erhélt man in Flichenkoordinaten:

e,
[%}wwﬁ[’g’}@ *',Vs{'%z']g -

+
N
ag
<u
<
e 2 4
<<
?:_l
>
<N‘
!
<
)
!
(o 20
&
ol
<
[y
<
<V
g
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8. Zur Definition integraler Grenzschichtparameter

Bel der Definition integraler Grenzschichtparameter fir
dreidimensionale Grenzschichten (Impulsverlustdicken,
Verdringungsdicke, Energleverlustdicke usw.) muf mit einiger
Sorgfalt verfahren werden.

Es werde dle dreldimensionale Grenzschichtstrdmung

(Strémung I) eines zéhen'kompressiblen Mediums an einer
belieblg gekriimmten Wandfliche betrachtet. Es wérde weiter-
hin eilne zwelte Strdmung eines hypothetischen z#Zhigkeits-
freien Mediums (Strdmung II) betrachtet. GréSen, die sich
auf letztere beziehen, werden mit grofen Buchstaben bezeich-
net, Grdfen, dle sich auf erstere beziehen, mit kleinen.

Die Geschwindigkeiten selen also etwa Vv und V™, die
Dichten Q und P . Sel weiterhin t bzw., T eine tenso-
rielle (also spezlell skalare oder vektorielle, und nur
solche sollen hier betrachtet werden). Eigenschaft des

einen oder anderen Mediums (z.B. Dichte, Enthalpie, Impuls
usw.). Die Grenzschicht (Strémung I) habe eine Dicke & ,
die, gemessen in Richtung der Fl&échennormalen" der Wand, eine
Funktlon der Ortskoordinaten auf der Wand 1st: 6=:5(u’/ua).

Zur Formulierung der Ansdtze werde eln Kontrollvolumen KR
betrachtet, welches aus der Grenzschicht herausgeschnitten
wird durch eine Mantelfl#che Wl , die wiederum gebildet wird
durch alle Normalen zur Wandfl&che durch die Punkte einer
vorgegebenen, geschlossenen, doppelpunktfreien Kurve &L

auf der Wandfl#che. & berande einen Bereich d% der
Wandflédche derart, dah dieser in u- und u® -Richtung
infinitesimalé Ausdehnung habe und sein Umfang auch noch
als infinltesimal anzusprechen ist. R hat also eine infini-
tesimale Grundfliche d¥ und infinitesimales Volumen, aber
eine endliche H6he § . K wird also begrenzt durch die
abwickelbare Fliche (Torse) Wl , die Grundfliche d% und

die Fliche, die ¥l aus der Grenzschicht-Randfl&che

herausschneidet,




Weiterhin soll nun der Flu von + oder T [25] aus dem
(oder in das) Volumen K (oder ein Teilvolumen R') betrach-
tet werden. SchlieBlich sel noch vorausgesetzt, daB belde

Strdmungen an der Grenzschicht-Randfléche U= 56 gleich

selen ( V(6)=v>(s), P=0 ).
und die Wandfldche impermeabel
sel (keine Ausblasung, keine
Absaugung, keine Ablation).
Fiir die Berechnung eines
Flusses wird also die Inte~
gration lber die Mantelfl&che
MWL  maRgeblich sein. Gerech=-
net werde in dem Normalkoordl-
natensystem der Wandfliche.
Dann wird es zweckmifig sein,

Integrationen ilber 71 auf
Integrationen Uber u5 und
Integrationen im Raum der _
Wandfl&dche zu reduzieren. Dle Versetzer oder Shifter S: vermit-
teln den Zusammenhang zwischen dreidimenslonalem Schichtraum
und der Fliche. Ihre Determinante stellt die Funktlonaldeter-
minante der linearen Transformation zwischen Raum und Fl&che
dar. Flir ein Oberfléchenelement Qg von Tl gilt also: (19)

AdOpy = I dud3
(61)

wobei dS ein Linlenelement auf der Kurve & auf der Wand-
fliche ist.

Um eine Integration im krummlinigen Normalkoordinaten-
system ilber tensorielle (nichtskalare) Grdfen vornehmen zu
kdnnen, missen diese Grdfen [25] an einen Ort "versetzt"
sein. Beziglich u® werden die Grdfen zweckméBig auf die
Fliche u®=0 , die Wandfléche, "versetzt",
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Wir betrachten nun eine spezlelle Eigenschaft der Str8mung I,
beschrieben durch die tensorielle Grdfe t  (die Indizes,
schon auf die Fliche konvertiert, werden nicht angeschrieben)
und die gleiche Eigenschaft in Strémung II, ﬁeschfieben

durch T , Wir denken uns nun eine Fliche ud= =8, , undurch=
l4ssig fir Strdmung II, mit 0<§,< & , die von R ein
Teilvolumen &K' und von 21 eine Teilflfiche L' abteilt,
wobel 7' (bzw. &' ) zwischen den Flichen u3==5t‘ und u?=8§
liege, Die Lage von u?®=85; , d.h. der Wert von §t werde
nun bestimmt durch die Forderung: Flu® von t fir Strd-
mung I durch % gleich FluB von T filr Strdmung II durch .

Also:
/[TV“ V. aom,sf tv*vu AOoy ' (62)
' KL

Hierin 1st v« die Normale auf MW ., Per definitionem hat
Voo keine Komponente normal zur Wandfl&che, so daf fir das_-
Skalarprodukt zwlschen Geschwlindigkeitsvektor und Normale
auf M (bzw.W') gleich V™V, (bzw. V*Vg ) geschrieben:
werden kann. Die Beziehung schreibt man um in: |

§ ' 5
ié [Tv“vxjdu?’d's'= ﬂs /tv"‘v&Jduso@
L Z
5, o

oder | (63)

?we-‘

5.
g / TVZog :Jotu"‘ds / tveoz Jdaulds
§¢ 0.

Mit Hilfe des Satzes von Gau® fir die Fliche (A.208)
finden wir:

3 § ' .
[-/[S[TV“J(:lt,ca--c['cv“l’otu?’]"éZ dodz =0 (6.24)
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‘Dabei wurde benutzt, daf vz unabhldnglig von us ist.

Da der Wandflachenbereich d& belieblg vorgegeben werden
kann, bedeutet diese Beziehung, daf der Divergenzausdruck,
der den Integranden darstellt, verschwinden muB:

§
5.‘. ‘5- & ‘ 3 -
”Tv Jdu [tv Jdu]“z 0 6s)
5, b |
oder
§ - .
e e —fTv Jau®] =0 (66)
e .
-0 .

Diese Gleichung ist die Definitionsgleichung fir §4 , fir
_die Verdrdngungsdicke der Eigenschaft t . Sile ist ohne
Bezug auf die Form spezieller Probleme aus allgemeinen Uber-
legungen gewonnen worden. Sie ist zun&chst eine Integro-
differentialgleichung fiir 5t . Da TV®™ Uberall als bekannt
angenommen wird und auch die Geometrie der Wand bekannt ist,
ist das Integral
§¢
f TV* 3 du’
0

im Prinzlp bekannt, und wenn wir definieren

8¢
3 A Z 3
(V) 8 = [ TVFIau (67)
5 |
so ist 8 = St (8,) und §4 als Umkehrfunktion aus 5t

zu ermitteln, (TV¥ Jree ist ein Referenzwert, so daf St
als Dicke angesprochen werden kann., Wenn T ein Tensor
ist (z.B, ein Vektor), dann sollen die Indizes schon durch
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Versetzer in Flichenindizes konvertiert sein, so wle fir

die Géschwindigkeit \/E geschrieben wird. In dlesen Ver-
setzern und 1in der GrRe J 1st dle Geometrie:der Wand
enthalten, Trge - St 1st ein Fl#chentensor; gt allein
ist kein Fldchentensor sondern allenfalls eine mehrkomponen-
tige GrdRe; Uber die Indizes an g..'wird also nicht summiert.

Es s0ll hier auf eine zwelte Art der Definition integraler
Grenzschichtparameter hingewlesen werden., Bel dleser Variante
1st dle Differenz T-%t einer bestimmten Eigenschaft in den
beiden Strdmungen zu betrachten und zuglelch die Differenz-
geschwindigkelt V%~ v* | Man setzt dann an: (vgl. Zeichnung

S. 40)

/ TVV, d0p = [[(T—’c) - ")v,‘do o (68)
mh‘ wm | ' '

Dies fuhrt auf

g
[ [(F-D(v*=v®)Tau? f'rvz:)otu"] | (69)
.0 ’

Hier ist also  §y so festgelegt worden, da® der Verlust
der Eigenschaft T (pzw.t ) beil Strdmung I (z4h) gegeniiber
Strémung II beriicksichtigt wird, indem fir Strimung II fir |
den Flud von T ein verringertes Volumen zur Verfligung steht.
So definierte 54 wiren als Verlustdicken anzusprechen. Sie
sind also von Verdréngungsdicken zu unterscheiden, die gemif
(66) definiert sind.

Die fir zweidlimensilonale Strdmungen Ubliche Definition der
Verdringungsdicke entspricht der hier angegebenen Definition
fiilr die Verdringung des Massestromes ( t==g )+ Nicht so die
iblichen Definitionen fir Impulsverlustdicke und Energlever-
lustdicke; bel diesen erscheint eine Eigenschaft der
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Strdmung I multipliziert mit einer Differenz aus belden
Strémungen. ' '

Bel der Definition (69) handelt es sich um den echten
Verluststrom: Die Differenz T-% wird mit dem Geschwin- |
digkeitsverlust V*e v in der Grenzschicht multipliziert,

Im zweldimensionalen Fall wird die Impulsverlustdicke &5,
definiert durch ( VYV entspricht v! s V entspricht v’ )

§
SZ(P» vz)mF =[9V(V;v) dy
0

[63].[78], d.h. es ist nicht T-t sondern nur t (hier ov ,
der Impuls) mit der Geschwindigkeitsdifferenz multipliziert
worden. Anders wird bel der Energie verfahren:

. , Y
83(P Vg)ref-——f gv(vz- vz)d.y
0

Hier 1st weder elne Energledifferenz T-t = Pvg—gyz noch

eine Geschwindigkeltsdifferenz gewdhlt worden, sondern der
MassestromJ gv wurde mit der Differenz der Geschwindigkeits-
quadrate multipliziert. Die Ausdriicke gvV und gvV2 sind
kein Impulsstrom bzw. Energlestrom, weder fir Strdmung II

noch fir Strémung I.

§
Wohl 1st(of gdey),x der Impuls, der am #uBeren Grenzschicht-
rand zu bericksichtigen ist: Aus der Kontinuitédtsgleichung
ergibt sich als Massestrom, der die Randfliche durchtritt,
(J'qvey)ix und fir V konstant Uber die Grenzsehichtdicke
1st der ImpulsfluB eben (wfxg\ﬂ/dy)\x . Da gv2 der echte
Impulsstrom in der Grenzschicht 1st, so hat (‘/9V’(V*V>Ciy)m
schon den Charakter einer Impulsstrom-Differenz., Als solche
ergab sich ein analoger Ausdruck bel den bekannten Rechnungen
zu der in ihrer Ebene homogen angestrdmten ebenen Platte [6“].
Aber auch dort ist dieser Ausdruck keiner der explizit be- '

trachteten Impulsstrime an den Grenzen des Kontrollbereiches,
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sondern eine rechnerische Gr&ﬁé, die sich nach Differenz-
bildung ergibt.

Es sei noch angegeben, da® aus (69) natiirlich folgt:

§ $ : 5
[!’C(Vz-vz)wu?’;tfw;aau% +°fTv"adu°-*]“2 0 gy

eilne Bezlehung, die auch fir Vi=const.  in 02 u®ss

nicht dle bei zweidimensionalen Grenzschichten tiblicher-
welse als sogenannte Impulsverlustdicke definierte Grife,
verallgemeinert auf den dreidimensionalen Fall, enthélt.

Wir wihlen hier die Definition (66) und haben fiir die
Impulsverdréingungsdicke §2

§

. :
[ [ (Vv P-gv=vB)adu?-

2

2 5. 3T
PYVvPIdu ].@; =0 (71)
0 0 :

fur die elgentliche Verdr#ngungsdicke 6,

5 g |
[f(PVF—ng)UdM3_i[ %VFJ&US]“E =0 (72)
0 3 |

und fir die Verdringungsdicke irgend einer anderen skalaren
Eigenschaft ( E bzw.€ ) wie Enthalpie, mechanische Energle,
Konzentration usw,:

-

5 So .
[ j(—E—VP—évE)Jdug—-[ Ev“'aotus] _=0 | (73)
\\[b
0 0 '



- Uf -

In dieser Form definiert, ist also dle Impulsverdringungs-
dicke eine zweikompbnentige Grdfe, wie das zu verlangen ist
‘bei einem Flaéhenvektor, wie 1hn der Impuls ja darstellt,
nach'Versetzung auf dle Fl&che.

Kit diesen Definitionen, nur aus einer physlkallschen Betrach-
tung an einem infinitesimalen Kontrollvolumen hergeleltet,
lassen sich Impuls- und Energiesatz einfacher formulieren,

wie welter unten deutlich wird. Ein Nachteil ist, daB dle
‘Definitionen komplizlerte Differentialgleichungen sind.

Ist dle Strdmung bekannt ( V* und V% bekannt), z.B, als

Ergebnis einer Messung, dann ist es mdglich, die Grdfen

(P\/;ZVF)ref '%z = ofé( PV;VE~ gv‘:v-‘g) Jdu®
- 5 _
(PV®)yer %, = of (pvP-gv® ) Jou® (719
- 5 - -
EVP)er 03 = o[ (EvP-avF) Tau®

die in (71), (72) und (73) auftreten, durch Integration zu
ermitteln, Fir einen Vergleich von Experiment und Theorie
muB dann die L3sung der partiellen Differentialgleichungen
mit Hilfe eines geeigneten numerischen Verfahrens vorgegom-
men werden, Dabel sind dann die A ... gegeben, die o...
zu ermitteln, ' '

A .
Fir die oben eingefilhrten Grdgen 9 (67) lauten die Diffe-
rentialgleichungen (71), (72), (73) Jetzt

[(6v® et (81 - 801z =0
[(PV:VE)reF ('%2 - 05/:2)]“5 = 0

[(Eva)reF (%'3 - ge)] np =0

(75)
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sogenannte [63] inhomogene lineare partielle ﬁifferential-
gleichungen erster Ordnung; sle sind nicht miteinander ge-
koppelt. Nach der allgemeinen Theorle dieser Glelichungen
besteht prinzipiell keine Schwierigkeit fiir ihre Aufl8sung.,
Wir schreiben sie etwas um mit

L

1

!

I

a‘:-.—-= (PV;) ref
oy = (PVEVE) rer

Q.% = (E VE)) ref

2Pt [l (V) rer
El(j(EVp)reF>'(s ¥ ((_ﬁ?} (EV") e o (Te)

%(3 (PV;ZV (b)ref)lf;\- {;{i)} (?vzv?\>ref+ {.(;—‘;} (F vpV%)ref ‘
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Damit hat man die Glelchungen in der Form.

g . |
Q1" oyp t* By8y +Cy = O

1p 2 1 A 1
(77)
ep 2 22 2 _
(5/\ ' A
O3 6,5 + D3be + Cq =,O

Die Integration jeder dieser partiellen linearen inhomo-
geﬁen Differantialgleichungen 1éB€ sich vollsténdig auf

dle Integration eines Systems von gewdhnlichen Differential-
gleichungen zuriickfithren, In einem ul=-u? - § -~ Raum 188/t
sich bekanntlich ein Vektorfeld definieren, das Richtungs-
feld des Mongeschen Vektors

{ a:t’ aun? b _5..+c..}

Die Kur#en, die die Feldlinlen dleses Richtungsfeldes . dar-
stellen, sind die Charakteristiken, ihre Projektionen auf

/N
die - bﬂ— uz-Ebene (des u’—tf-8 -Raumes!) heiRen Grund-

’ A
charakteristiken. Man erh#lt § aus der gewdhnlichen
Differentialgleichung

A

ds..
dt

- b (50, T)- B+ e (G0, B0 )

Stellen © baw, E  aie mechanisch;e\ Energle dar, so schrei-
AN
ben wir &; statt Se und 63 statt Se .
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Die Grundcharakteristiken fir jede der Gleichungen (77)
sind zu ermitteln aus: |

d o a G -

1 = aoc 21 _. a1-¢
dt ! at. . ¢
d o | d

dt dt | (78)

also ist durch dle Strémungsrichtung der Referenzstrdmung
(z.B. Str8mung II auf der Kdrperoberfliche) das Richtungs-
feld der Charakterlistiken vorgegeben.

_ A A A :
Die L¥sungskurven 5 ) 82, $3g sind mit geeigneten
Charakteristikenverfahren zu ermitteln. In den Grdfen C..
sind die Werte v*% und @ enthalten. Diese muf das Experl-
ment liefern und, um das Charakteristikenverfahren durch-
fithren zu kénnen, mu® eventuell zwischen den Punkten, an
denen Geschwindlgkelitsprofile gemessen werden (zweidimen-

sional) interpoliert werden.

Einerseits lassen sich also aus Mefwerten mittels numerischer
Verfahren die 51, 52 und 83 ausrechnen, Andererseilts
lassen sie sich, wie im ndchsten Abschnltt angegeben, aus

den Erhaltungss&itzen theoretisch berechnen. Der Vergleich
geschieht also auf der Ebene der Hilfsgrofen 81,§2 und 83.
Die eigentlichen Grdfen &, 2 und &g brauchen fir dlesen
Vergleich gar nicht ermittelt zu werden.

Differentialgleichungen der Art (75) bzw. (7%) fir integrale
Grenzschichtparameter scheinen bisher noch nicht allgemein
angegeben worden zu sein, Die Gleichung flir die Verdringungs-
dicke findet sich bel Sedney [66], der jedoch spezielle
Annahmen bezliglich der Koordinaten macht. In seiner Gleichung
ist 51 elne quadratische Funktion von 5 « Moore [51] hat
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schon 1952 eine #hnliche Gleichung angegeben,. geht jedoch
von Niherungen aus, Es sel noch auf das Buch von
Loitsianski [42] und die Arbeiten von Lighthill [40] und
Fannelop [26] verwiesen., Fir den rotationssymmetrischen
Fall ohne Lingskrimmung hat Mayer [117] gewlsse "yirkliche"
Grenzschichtparameter angegeben, unter der Annahme

V' =const. ,in 0£u®ss . Allerdings wurce die
Ubliche Definition fiUr die Impulsverlustdicke im zweidimeh-
sionalen Fall gewdhlt; g ist eine quadratische Funktilon
von 9d.. jeweils.

Filr den Fall, dah v im Bereich der Grenzschicht hin-
reichend konstant ist, um aus den Integralen E heraus-
zlehen zu dlrfen, kann man, wegen

§

f (?V;VE - gv2 v-(S)U du’® =
0 .

6 ry -— —
= fvP(PV“—gv“)]dus' +
0 I3 '
+ [gv(&(vz_vz)jdug (79)
0

§ § L
- fv“(Pv‘3~9v@)3du3+ /gvz(vp_—v@‘)Jdu?’
0 [

und

§
/ (Evi-av?)Jdu® =

0
6

| s |
- E /(Pv:‘—‘gvz)Jdugﬂ- /gv"-‘ (—E—-E)Udu?’ (80)
0 ' 0 :
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und mit den Definitionen 4, = 4,

(PV V )ref A1 = of E PV gv&.)JdUB
(PVEVP) o ,éa. / B VF-v®) T dus (81)

(PV™E) e %3‘ / (E-€) 3 au’

A
die Gleicéhungen (75) fiur ée und &3  auch schreilben:

- A
(oA (R4 Ao - 5o )] =0
| (82)

[(B V) s (';;AﬂuAs-s’;},)]"(.5 -0

In vielen Arbeiten zur Theorle dreldimenslionaler Grenz-
schichten, die in den letzten Jahren erschienen sind

(z.B. [13], [45], [54],[79]), war es iblich, sofern Uberhaupt
integrale Parameter definiert; wurden, zweil Verdréngungs-

dicken 4
(PV“)reF 810 = /(PV“—- ov™) du®

vier Impulsverlustdicken (meist -'17‘,45 bezeichnet)

(PV“V“”)reFSZ“(;: [QVP (V“—-v"‘)dug

und zwel Ene rgievé rlustdicken

(EV™) rer S [Sw E- e) du?




A4
zu definleren. Es entsprechen slch $a, und Ag

und  dgup und Le-

DiesevGrﬁﬁen (im allgemeinen dreidimensionalen Fall also
die A..) sind einfache Verallgemeinerungen unter Berilck-
sichtigung der Krimmungsverhiltnisse des zweldimensionalen
Falles. Sie sind jedoch an sich nur Hilfsgrdfen, eine
elgentliche Bedeutung als Verdrdngungsdicke von Massen-,
Impuls=- oder Energiefluf kommt ihnen bel echt dreldimen-

sionalen Grenzschichten nicht zu,

Fir den rotationssymmetrischen Fall ohne Lingskriimmung
sind die Grenzschichtparameter schon frith durch einen
Geometriefaktor verbessert worden [23],[58],[82],[83],[84].
der dem Faktor J #quivalent 1st, der hier verwendet wird,
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9. Formulierung integraler Gleichungen fir Grenzschichten

an gekrimmten Winden

A, Die Impulsgleichungen

I, Herleitung und Diskussilon

Wir gehen aus von den Gleichungen fir die laminare
und turbulente Grenzschicht:

< =_ B, =_ 8
Vit o(vigvPaviavt) =

="P|;'+‘.“;"(3T23>,3 (83)

Y 3, 1 33 .
goop VOVE = — pPr Z(3T7)y (84)

und der Kontinuit8tsgleichung
¢ 1 3 R
g‘t+(gv*’)“?+-j—(39v )a =0 (85)

D.h., turbulente Normalspannungen sind vernachldssigt.
Die Gleichungen sind im laminaren und turbulenten Fall
in erster N#herung giltig fiilr Krilmmungen mit

k< 0(1/6) , vgl.(55).

Multipliziert man dle tangentialen Bewegungs%}eichungen
mit J , die Kontinult#tsgleichung mit Jv* und
addiert, so erhdlt man:

J (? V;z)\t + (qv;vﬁ)n'(s + (‘33V;V3>|3= ’JP‘E'{' (UTEB)\B
oder ( A.188 ):

3(qvi)w+(gjv;vﬂh@-h(93V§V3%3=-3F9§+(31§3%3

(86)
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Hierin muB p'® ersetzt werden. Aus (84) erh#ilt man
durch Iptegration: |

§ §

Ps~Ppo = -_-fg bagv v du® + /—3—(&‘3 J),5du’
0 0

Flir eine hypothetische z#hlgkeitsfrele Strdmung, die bis
an den Kérper (die Wand) reicht, kann man schreiben:

§

Syl 40,3

?5-P0=..ff’b\-,gv v¥ du
0

Wir nehmen nun an, in guter Niherung sei erfiillt:

Pe = Vg | (87)

d.h, die z¥higkeltsfrele, bls zur Wand reichende Strdmung
hat auf der Fliche u®=§ (in dem Normalkoordinaten-
system) gerade die Druckverteilung, dile die wirkliche
Strémung (mit im Bereich w® Z §  vernachlissigbarer
Zdhlgkeit) bei Vorhandensein der Grenzschicht auf dileser
Fliche (u®=§) aufweist, Diese Niherung wird um so
besser erfilllt sein, Jje geringer die Grenzschichtdicke ist
und Jje geringer der Einfluf der Krlimmung auf die hypothe-
tische Strdmung ist, d.h., Je geringer der Unterschied
zwischen P, und Ty 1ist,

Aus (84) erhalten wir _
u? u>
P’Po‘:[?bé’% ve vt au? +f-%—(3T33),3 du’
0 0 |
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Faft man zusammen, so kann man schreiben:

g | ‘
p="TPo+ fbag (1>v"v9—-<3v"v\‘)dm3 +
0 ) v

us _
+ ‘/\gb's'.;e Vs’\/'c db!?’ ' (88)
0
$

- 1w w0

und fUr die Ableitung p' erhfilt man Py~ und die
Ablelitungen der angegebenen Integrale, D;ése Ableitungen
k8nnen bei starken Anderungen der Krtmmung ( A gros)

Werte annehmen, die in die Gr8fenordnung der Glieder der
tangentlalen Bewegungsgleichungen kommen, Dle Integration
bringt Jjedoch einen Faktor § in der Gr&BenordnuEg. _
Es sel also angenommen,bdaﬁ in erster Niherung P"*==Fb?‘
gesetzt werden kann., Erst recht also kann p®™=P*  an-
gesehen werden,

Fir die AuRenstrdmung gilt:
TPVt I(PVVP)5 + (30VEVP)y == IP

oder ( A.188 ): | (89)
I(PVE), HIPVIVP) i + (3PVEV) g = — TP

Zieht man die Gleichungen (86) von den Gleichungen (89)
ab, so erhilt man : '

(Pvz—gv‘%t3+(Pvavﬁ—gv§y5%@3 +
+ [(PVEVS‘?V;V?’N]G = (90)

=— (P¥_p%) 3- (3T%%)a




Wir formen um
(?v“vf""‘-gv“vf*),,(; J =

[(pv™vP-ov*vF) 3] 5 -3, (PVovP - g PP

Letzteres Glied ist nun, wenn die Anderung der Krilmmung
nicht zu stark ist ( A< 0(1/6) ), vernachlissigbar.
An Orten starker Krﬂmungsénderung (Krimmungsspriinge) ist
diese Vernachldssigung nicht zull8ssig. |

Nun wird tlber u> von .0 bis & integriert und man hat:

§ 5
0/ (Pvz-gvz),t Jdu® + [/( Pv“yﬁ_gvzvfs')gdu?:]“ﬁ;-
o |
| | (91)

< -7%

Dabel ist verwendet worden, daf fir u5= 5 gilt

PV 3 = gv“va und TZ3=0 und fir u3=0 . gilt
J=1 wnd V3 =v3=0 . ’Caog . bezeichnet den
Wert T %3 (\43= O) . Dle kovariante Fl#chenableitung kann
aus dem Integral herausgezogen werden, da der Integrand
an der oberen Grenze verschwindet und die untere Grenze
konstant ist. AuRerdem ist

.
.[(?‘E-p'z)Udus‘O
0

gesetzt worden.




Mit (74) und (75) wird aus (88)

. O = A =
[(Pw}ref §1]lt+ [(fviv@)ref éa]nB:: '-'To ° (92) :

A
eine formal recht einfache Gleichung flr die Grdfen §o
Im statlondren Fall sind die Glelchungen sogar dann v8llig

13 3 £
entkoppelt, wenn Ty nicht von §p oder §&; .und
wenn ’C'oaa nicht von 152 oder §, abhingt.

Dlese Entkoppelung 1st zwar mathematisch einfgroﬁér Vorteil;
physikalisch ist Jedoch so lange nichts gewonnen,kwie_keine
geeigneten Ausdriicke fiir ’CoTs und 'toia vorliegen.
oder Angaben iUber das Verh#ltnis dleser beiden Gré8en zu-
einander. Fiir die Wandschubspannung turbulenter Qrenzschich-
ten ist han aber noch immer darauf angewlesen, eﬁpirisch
GesetzmiBigkeiten aufzufinden, und hlerfiir liegen, fir

echt dreidimensionale Grenzschichten, noch nicht geniligend

Messungen vor,

Im stationdren Fall liegt also ein Differentlalgleichungs-
system folgender Form vor:

A A A A, A A
a" ?2:1 + G® S22 + b‘§z +c'=0
(93)
A oo A A' A A2
6% 847 + O S0 + D°5p +C =0
2 ' 2 2
mit _
ol
a“{;"‘ (PV % )ref
A b} ) -
c* = T, | (94)
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Hier 1st noch einmal anzumerken, daf gg zwar elne
zwelkomponentige Grﬁﬁi 1st, aber erst P\”‘éz ein
Fldchenvektor ist, ég; allein also als Skalar betrach-
tet werden kann,

In der angeschriebenen Form 148t sich iber den Charakter
der Differentialgleichungen nichts aussagen. Es kommt auf
die funktionelle Form von f:\"‘w-’f,'o"-"3 an. Im turbulenten
Fall gilt es, wle gesagt, durch Messungen geniigend experil-
mentelles Material zu sammeln, um empirische Gesetze ent-
wickeln zu kdnnen. Im laminaren Fall ist bils zur angege-

benen Grdfenordnung der Kriimmung zu setzen:

~ %3 1 Z ‘
Co™ =g 2 H(v7a)o O (95)

Da in der Literatur eine Difinition der Impulsverlustdicke
verwendet wird, die der hier gegebenen Definition einer
Impulsverdringungsdicke nicht #quivalent 1st, kdnnen die'
integralen Beziehungen hier nicht als Verallgemelnerungen
von bisher behandelten Spezialf#llen angesehen und mit
diesen ohne welteres verglichen werden.

Trotzdem selen einlge Arbeiten erwdhnt:

Millikan legte 1931 ein integrales Verfahren vor [49],
welches die Begriffe Verdringungsdicke bzw. Verlustdicke
nicht explizit benutzt,., Fir das Geschwlndigkeitsprofil wird
ein Potenzansatz gemacht. Messungen an Luftschiffmodellen
[44] bestédtigten die Brauchbarkelt des Verfahrens.

Mayer [MT] hat Beziehungen angegeben, welche unter Verwen-
dung der Energlegleichung den Fall dicker Grenzschlchten

an Zylindern oder in Rohren erfaft. |
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Das Verfahren von Wieghardt [82] benutzt Impuls- und
Energlesatz und berilicksichtigt Quer- und Lingskrimmung.

Es 1st fir dinne laminare Grénzschichten gilltig, fir die
Hartree-Profile angesetzt wurden, Die von Walz [79] angege-
benen Verfahren fiir diinne Grenzschichten benutzen auch im
rotationssymmetrischen Fall emplrische Beziehungen, die im
wesentllchen aus Messungen in ebenen StrﬁmungenAerhalten
wurden. Sie haben sich gut bewdhrt. Rotta [61] gibt ein
Verfahren zwelter Ordnung an fiir ebene und achsensymme -
trische Hyperschallstrmung mit Li3ngskrimmung. Es wird ein
‘leicht abgewandeltes Pohlhausen-Profil fir die Geschwindig-
keit angesetzt., Eckert [23] berilcksichtigt in seinem Ver-
fahren nur die Querkrimmung und nimmt die Grenzschicht als
dinn an. Sain [62] betrachtet elnen Spezlalfall mit dicker
Grenzschicht (turbulent) am Rotationskdrper. Johnston [3&]
hat echt dreidimensionale dilnne Grenzschlichten behandelt.
Er benutzt Profile nach Vorschligen von Prandtl [57] und
Mager [HB] und arbeitet mlt einem orthogonalen Koordinaten-
system. Myring [54] 1458t beliebige Koordinaten in der Fliche
zu, macht aber auch die Annahme der diinnen Grenzschicht und
setzt Profile flr die Geschwindigkelt in Richtung der Aufen-
strdmung und fir den "cross-flow" an,



II, Verglelch mif der zweidimensionalen Theorie

Es i1st interessant, Gleichung (91) mit der entsprechen-
den Gleichung der zweidimensionalen Theorie zu verglelchen,
Nach [85] z.B, hat man ( v®=0 1im zweldimensionalen Fall)

1 T )
Vit viviy +v3vig = -5 Pnt (—%;-) " (96)
Man setzt dann Ublicherweilse:
] o
~—py =V, + VIV, ) . (97)

S

Genauer und zwelfellos nicht falsch ist aber

.“—;—Pﬂ = v1lt+v1v1|1 +st1!3 : (98)

Welterhin gilt wegen
1
vV + V3‘|3 =0
auch v‘v‘ﬂ + v1v9,3 = 0 , (99)

Letzteres und der Ausdruck fiur -1/o py nach (97)
fihrt, in (96) eingesetzt, auf '

V"‘t - V‘ it + V‘V'l1 - 2viy! 1= (v’v?’)‘as - (—%’—)\3 (100)

Es muf aber ebenso gelten
1 3 .

und also - (101)
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Dies letztere und - 1/¢ p;y  nach (98) fihrt, in (96)
elngesetzt, auf:

v1|t" V1|t + 2V1v1n"‘2 V’V‘n + (V1VS"‘ V1 Vs) 3™ (—9\:‘) 3 (102)

(102) und (100) sind also an und fir sich gleichberechtigt.
Integriert man diese Gleichungen, so fithrt (102) auf

3

5 |
H(v"‘ﬂ)d“s]«t +[o[((v1)z~(v‘)z) ], = f—;% (103)

0

eine Gleichung, die in ihrem Aufbau mit (91) identisch ist,
(Es 1st auch hiler angenommen, daB keine Ausblasung, Absau-
gung oder Ablation stattfindet.) Gleichung (100) jedoch
fihrt bekanntlich auf:.

. |
[ Jemee], +
0
§ | ' | (10%)

+ [[(V1V1I1—2V1V‘n>_du?’]" [V1V3] = ..E?._
o 0 To

Es ist erst dlese Form, dle es nahelegt, die Aufspaltung

§

[ (V'V',,-‘Zv'v'n) dbls =
0
5 § | ©(105)
= [ [v‘(v‘ Waud] o+ v (v du®
0 OS
-V V‘n dug
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vorzunehmen., Nur auf diese Weise kommt der als Impuls~

verlustdicke bekannte Ausdruck
$

f vi (V'*v’) du?®

in die Bewegungsgleichungen hinein. Dle Anwendung von (99),
aber Nichtanwendung von (101) ist hierfilr offenbar der
einzige Grund. Wir haben gesehen, da® physlkalische Uber-

0

legungen nur auf eine Impulsverdringungsdicke gemif
Gleichung (66), allenfalls auf eine Impulsverlustdicke
gemih Gleichung (69), fihren.,



III. Vgrallgemeir;erungen

Bel starker Kriimmung bzw. dicker Grenzschicht 1st statt
von (83) auszugehen von:

—

¢ (v + va,@vﬁ-&- viavi-plv v3) -
(106)
15 1 ~x3d % 3
Die Elimination von vs ist hler stark erschwert.
Man findet als Impulsgleichung dann statt (91)
S
[[ (Pv=-ov*) 3 otu"”]‘)c
- fb [ﬂtaauﬁv [g aau3v°)du
§
+ /(Pv“‘v‘b-gv;v(l‘)“(; Jdu®
0 ' ,
§ US u?' ’
oL + S ¥ 3.V 3
- / b"_\; ([ (va)“z{; Jdud v’ —f (gv’(’),,-g.Jdu v") du®-
0 0 0 .
~ %3 - T3 3 :
= — Iy —-[b%""t J du (107)
_ 0 | v

elne Glelchung, deren Behandlung grifte Schwierigkeiten
berelten diirfte, lnsbesondere da nun der Verlauf von TVS
Uber dle Grenzschichtdicke oder eine N&herung fir den
letzten Term auf der rechten Selte bendtigt wird.




B, Die Gleichung fir die Vmechanische Energle

Indem wir Gleichung (21) mit Vg (Uberschieben,
Gleichung (22) mi‘c vs und Gleichung (20) mit
JZ‘VEV; +%V3V3 2 vy, multiplizieren und die
drei erhaltenen Beziehungen addieren, finden wir:

[(%9"“")&] [( ‘3" iy ﬁ)\.p :J( ‘3VLV'3V313)|3}3

pes y ] (108)
= - (V." P -+ Va P,g) +VL TLJ Ile
Zur Abkiirzung wurde v" ’ij“,J geschriebén und nicht
nach Tangential- und Normalkomponenten. aufgespalten.
Fiir die AuRenstr8mung gilt:
P( Vzit +Vaug VP 4+ Vzav- bzs VVVB) =-Pz (109)
F(vg,t * Vg VP + Vo V24 b VEVZ)==P3 (110)
Bilden wir hiermit —U(V;z 'P,;zi'vs?'g,) und subtrahieren
davon (108), so ergibt sich:
[ v PVge + v? PV _(lz?vt' Vi)\t ]
— - 3 e . — .
+ [ Ve PVag VP +v Pvg,‘ﬁ ve— (—é—gv‘vivf*)“—{g] J
+ [ FV V;‘-,gv +PV3V3,3V "‘-( gV ViV 3)13] (111)
~ bgs [PVEVEVP - PR VEVT ] 3

It

""[ (Puz -piz ) +V? (?re, PA)]U VT uj
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Es werden ein;l.ge Umformungen vorgenommen:
VEPV, = PviVig - gvivy + OV Vi + PV,
= Vi [vi(fhg)—(f’v‘—gv”)] +

1 , 1 .,
+ (_Z—_vavi)tt — g VIV Py

v va{bv = PV”‘/u(sV(&"?VLchﬁVE - PV‘V&\@VF

+ gv Vg ve & PV"V.‘,."{; ve

= Vug VP [vi(p-g)-(pvi-gv))] +

(?_vav )'*—VV(PVp)“E

\'4 P |5V = PVLVl;'sVa - gv';V;,g,Vg— PV‘:V“'|3V3 +
+oviVinV3 + PVy 5V
= V‘;'3V,3 [VL (P"?)"(PVL“QV")] +

1/1 . 3 1 iy, 1 3
+ -3—(—2— PV V?I), = VY 5 (3PV2),

vievPvi = vivivE - viyP(viovi)




Eingesetzt bleib’c:

{ (‘]?'_" PV';VL —-;-QVCV;)W' +' Vi v (P*?)' Vi (PV{'—S)V';)] J

P11 oviviuB - 1 oo oB)
t [(—2— VATV g ol gv‘v;v"")u(-b |

4 Vi VP v (Pog) - Vi VP (V- gvi)] 3
+[L{F e -dovie)a], 5

‘ : (112)
+ Vas,VSVC( P—g) - va3 (PV‘- gvi) ] J

+ bao [Pv?’v"’(v?-v?) - pvEVT (viove)] ]

+ [ v (Pz-pra)+ VS(P|3‘P|3)] J

LTJ

= -V P my

Diese Gleichung ist von O bis § (iber u? 2y integrie-
ren. Im allgemeinen wird man Vg ™ pz annehmen und

v? (?‘5-— p‘3) auch vernachlissigen. Im Inkompressiblen
Fall verschwinden die drei Terme mit (P"SJ).




Es wird wleder

§

1 . B ) B 3
J (-?:f’V“vLV"“--‘éev”Vev{*)ua-Jd“ =
$

= [ [(JZ-PVLV;,VE - _;_ gvéviv-‘;) J dus]“(_;
; .
$ . _ o
= [ (3 PvivvF-LodvvP)agdsd

0

berticksichtigt und letzteres Integral vernachlissigt.
Das entspricht also der Annahme: ZKnderung der Krimmung
A< 18 . Man erhilt:

3

[ [(JZ—FVLVC-%QV{'VL) J du?’]lt

0

§
o [ gt - [ rogas
0 0

§

LevivvE - LovivivP) o]
+ [[(ervbv-egvvbv )Jﬂ‘.g - (113)

O

+ [prvpvu(p- )Idu’ fvu,ﬁv PV 9v)3du
+o/ V,;,g_\/svi (P"?)Udu?’ *()}'VLtSVs(FVc—gYL)Jd;us

# [ bgs [0VV7 (vEv®) - VRV (V) Jo
0
§

= - /v“ﬁ';‘mj du®

0
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Dleser Ausdruck ist sehr'allgemein. Die Funktilon auf der
rechten Seite ist nur im laminaren Fall bekannt, In ihr
ist der Einfluf der KrGMmﬁng enthalten, Im turbulenten
Fall ist man auf empirische Zusammenhlnge flr dilesen Term
angewlesen, wle in der zweidimensionalen Theorie.
Betrachten wir den Fall, das k £ 0(1) 1st. Dann ist

v® vernachlissigbar (v%=0(5)). Wir nehmen dies auch
von V?® und von Vs an, Nehmen wir weiterhin noch an,
daB - Vg.t )V;‘..'{;VE und Vg3 v3 aus den Integralen

herausgezogen werden dlirfen, so bleibt:

§

[ J(%PVEVE——;— oviva )3 du3]‘t

+ (th)ref (Pva)ref [.gg"‘ ,5\1 ]

+ [(Evﬁ)réf 51,3 +(VEuEVE>ref(PVE)mF [gﬁ'gt],
- - [ VCTanj du® (114)
Mit
- | s '
(va)ref'gg = fva (P-g)adu®
0 | ,

als sogenannter Dichteverlustdicke.

Fir den statlionsren inkompressiblen Fall bleibt:

A AN
= = [VL "i"ulj.d"“ . (115)




Anhang

Zur Geometrie der Schichten und Schalen

Zusammenstellung einiger wichtiger Beziehungen

Unter einer Schlcht oder Schale wollen wilr elnen Bereich

des dreildimenslionalen Raumes verstehen, der durch zwel
Flichen begrenzt wird und der dadurch gekennzeichnet ist,

daf der Abstand dieser Flichen klein ist gegenilber der
Ausdehnung der begrenzenden Flichen. Es bleibt dabel offen,
ob der Bereich und die Fl&chen sich 1ns Unendliche erstrecken
oder ob im Endlichen eine weltere Begrenzung auftritt, ob

dle Flichen sich an Punkten oder Randkurven berilhren oder

ob es sich gar um zwel ineinander enthaltene in sich geschlos-
sene Flichen handelt, die Schale also wieder in sich zurilick-
kehrt und auBer den belden Flichen keine weitere Berandung
hat. Der Abstand der beiden Fldchen wird als Schicht- oder
Schalendicke angesprochen.

Handelt es sich in der Statlk um eine Schale, so ist meiét
die Geometrlie belder Berandungsflichen bekannt, und es wird
das Verhalten des Kontinuums, welches die Schale ausfilllt,
untersucht, wenn von aufen Belastungen einwirken, -Ist die
Belastung so stark, daf endliche Déformationen hervorgerufen
werden, so #dndert sich selbstverstindlich auch dle Geometrie
(Beulung). -

Handelt es sich um Strdmungsgrenzschichten an einer Wand,

so ist die Geometrie dleser Wandfliche melst gegeben, die
zwelte Berandungsfl&che aber unbekannt; lhre Lage 1st zu
finden in Abh#ngigkeit von der (z#higkeitsfreien) AuBen-
strémung, der Wandgeometrie und den inneren Stromungsgesetze
mépigkeiten (laminar oder turbulent, stationfr oder in- ,
stationir, kompressibel oder inkompressibel) der Grenzschicht.
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Die Geometrie der Schalen und Schichten legt es nahe, zu
ihrer Beschrelbung ein Koordinatensystem zu wihlen, das
sich auf eine geelignet zu wdhlende Fliche bezieht. Bel
éiner Schale wird es z.B. eine passend auszusuchende mitt-
lere Fliche oder eine der Randflichen vor der Deformation
sein, bel einer Strdmungs- oder Temperatur-Grenzschicht
wird es die Wandfllche sein. |

Um eine Grenzschicht an elner bellebig gekrﬂﬁmten Fldche

zu behandeln, insbesondere dann, wenn ihre Dicke nicht

mehr als klein angesehen werden kann, muf ein gewilsser
Formelapparat bemilht werden. Dleser steht griftentells zur
Verfigung und 1st 1n gingligen Lehrbiichern der Differential-
geometrie und der Tensoranalysis zu finden. Der Schwerpunkt
bel der Anwendung auf Schichten oder Schalen.liegt aber auf
der Darstellung von Operatoren der Tensoranalysis in einem -
Koordinatensystem, welches an dem gekrimmten Unterraum
Wandfl&che orientiert ist, Da es nicht mdglich war, die
benftigten Formeln in einem oder einigen wenigen Bilchern
oder Arbeiten zu finden, so wird in diesem Anhang noch
elnmal eine Zusammenstellung'gegeben, wobel einlge Bezlehun-
gen, 1n der Form Jedenfalls, neu seln diurften, |

- BEs wurden die 1ﬁ Verzelchnis unter den Nummern [i],[1o],

[20] ’ [253 1[29} ’ {39} ’ U‘G] ’ [55] ’ [56] ’ [63] ’ [65] ’ {75] ’ [81] stehen-
den Blichér oder Arbeiten herangezogen und di€ Beziehungen in
einer konsequenten Tensorschreibwelise angegeben.

Im gesamten Raum sel zun#chst eln cartesisches Koordinaten-
system zugrunde gelegt. Dle Fliche, die als Bezugsf{l&che
dienen soll, werde beschrieben durch den Ortsvektor

xT = xI(u‘,ue) ' (A1)

1 2

u und u sind die gew#hlten Flichenkoordinaten, und XI'
ist also als Funktion von diesen gegeben,




- 71 -

Die Basisvektoren auf der Fl#che sind daher:

aIx e xT , | (A.2)
Da der Raum ewklidisch ist und wir ein cartesisches Koordi-
natensystem gewldhlt haben, ist der MaRtensor des Raumes der
Einheltstensor und es ist aIpc = Qe + Die MaBbestimmung
auf der Fliche hingegen ist gegeben durch den Fundamental-
tensor ’

Fir ihn gilt

Gup = Gep) ; Oup = Qpm (a.4)
Mittels
wird aff  definiert und schlieslich noch
a = det (Qup) (A.6)
Fdr aﬁlf gllt entsprechend
a"“p, a(d'p> ) a“P:a‘B“ (Aa7)
und man kann definleren:
at™ = a*’ aI\, (A.8)
Wir fiuhren dle relativen Tensoren egﬂ</ e"‘(5 - und
e Lk Exp ein mittels '
1 falls ap =12
eu‘sse.‘ﬂ = -1 [} 0((3 = 21 (A‘g)
0 sonst
. 1 falls (jk =123 oder 312 oder 231
e =gy = -1 ¢ ijk=321 « 132 .« 213
O sonst '

(A.10)




Filr dle Fliche definleren wir die absoluten Tensoren

cop =V eup , e o(VA)T e e

Flir den dreldimensionalen euklidischen Raum mit seinem
cartesischen Koordinatensystem 1st, wle schon gesagt, der
MaBtensor der Einheltstensor, seine Determlnante also
gleich 1 und es gilt also:

€1k = 3ijv (A,12)
(A.13)

Auf der Fl8che 148t sich noch

ez’ = €a5 0 = aue? (A.14)
= v - &Y : _
e = Q™ €55 =Qpo€ (A.15)
definieren, im Raum entsprechend '
I I3 I K IK 3 L4
Wir sehen, daB
e""e’ =‘_€(5°", 6;5""55;‘
- ~ (A.17)
und entsprechend
e =™ usw (A.18)
Wir kdnnen 1dentifizieren

€up = Cupd = Coup =~ €usp (A.20)




Es gilt der sogenannte Entwicklungssatz:

3%

62685\3 - 6@9‘5}‘5

I = oYK =gl _gLlgld
€ eLm< e e[mk SLSM SMsL

Wir fidhren eiln

5;‘\3 = E;pE'f;\g = ,6“(5 Eap

und sehen, daf gillt:

536 = 52

Weiterhin 148t sich schrelben:

det (Tp) = --5;; Tg 15
. = . Z o 1 ¢
und TRE = _%_( B_T P )._ > 57\3

Es gelten die Bezlehungen

{4\7
d.h. P e &
s;@ =65 5, = 5,67

Weilterhin selen folgende Formeln zusammengestellt:

aet(rf*p)sa-s TS5 1%

ePePE 4 78 P L PPt _g

.(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)
(A.30)

(A.31)
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In elnem krummlinigen Koordinatensystem ergibt die

einfache Differentiation einer tensoriellen Grd8pRe (Vektor,
Tensor zwelter Stufe usw.), nicht wieder elne tensorielle
Gr8fe einer um eins hdheren Stufe, da die Basisvektoren

nicht (rdumlich) konstant sind, sondern bel einer Ableitung
nach den Koordinaten eine Anderung erfahren, die beriicksich-
tigt werden muB, Dlie sogenannten Ubertragungen in dem Koordi-
natensystem (hier also der Fliche) oder Christoffei-Symbole
geben diese Anderung an., Sie sind definiert dﬁrch

T = T (A.33)
a'“}ﬁ =" {ﬁ x:§ ot ‘
d.h. . {0(8;5} = Q &anuﬁ .(A.E.u)
v
["‘(3/{] = o‘x‘\’ {x(b} =Q xanu(b

(A,35)

und es gilt offensichtlich:

[wbr) = [pex), {B]=(5] (2.36)

Es ist

o« 1 oV ' :
{ﬁ&‘g = -é-a (Q(wa"axwp"apxn?) - .(A.37)-

Es wird nun fir die Fliche die sogenannte kovariante Ablei-
tung eingefihrt, | | ‘ '

T,e.]...Zq —
f?’\ "'Fru&‘ ‘

e—

- Lyetg v 7’ Zq--elq ) (L) ey oo et PR
TFV"F’“&‘ Z‘{Pm){’ T@'._.('gm_1§(5m”,,,(-;r +Z{\?5~ T‘(:S‘...ﬁ‘. '

(A.38)

..oLq_



Speziell also:

T“ol.

I
-
R

. v
Tup = Tap- 2] Ts

uf o v
T&lﬁ»&- = Tzﬁw - {3(:} T\’;‘@' - {g} TSZF
T = Tl T {6 T
TRy = T {33:} TP+ {;@;}ng

In einem Raum einer bestimmten Dimensionszahl, der in einen
Raum h8herer Dimensionszahl elngebettet 1st, 148t sich eln

- zu Jenem orthogonaler Komplement#rraum definieren. Im Falle .
einer Fliche im dreidimenslonalen Raum 1st das die Normale.
Sie ist definilert durch:

I 1 20
nI-n ==r-—2-~ IJKGMP ap“awp (A.39)

Die Kriimmungselgenschaften der Fliche werden durch ihren
zwelten Haupttensor bﬁg beschrieben, Seine Definition:

bup =npa’,, (A.40)



Man sieht sofort:

Es gilt:

bup = - 0"y Nz (A.42)

und die Formel von Weingarten

n = - bd.\? O.Iv (A‘L;B)

Obwohl ein Fliéchentensor, 1ist b“p s Schon aufgruhd'seiner
Definition, auf den umgebenden Raum bezogen. Trotz seiner
Symmetrie kdnnte eigentlich nur einer seiner Indizes mit
eilnem Querstrich versehen werden, ohne daf man jedoch angeben
k8nnte, welcher, Daher wird hier byp geschrieben und die
Bezeichnung %5 fUr elnen anderen Zweck, s.u., reserviert.
Bel Qup » (ein reiner Flichentensor), wurde sowleso schon
auf dle Querstriche verzichtet.

Die Definition

ol AV
b@ = &  byp (A 44)
ist also sinnvoll, nicht aber b“ﬁ- Of"'"> b\}v O.l‘(b . Auch ist
T bup'Tp kein richtig geblldeter Skalar, wohl aber
T% bup TP . Mit anderen Worten: b&p"rp ist ein

Fldchenvektor. Ist es notwendig, Tk in seiner auf die
Fldche versetzten Form 'T5 zu benutzen, so ist zu schreiben

b 55 TV . Zur Abkiirzung werden difiniert
e =V : & vV«
bd.(b = Sz bop ) B = 5-‘5 bV - (A.45)

dle damit natiirlich von u> abh#ngig sind.(Wir schreiben

bs . , da b p=bs*  1ist! Desgleichen b% W)



Mit Hilfe von b werden die belden Skalare

H= L p¥ - (A.46)
die mittlere Kritmmung und
1 ¢\ ¥ Vv _ ,
K= 6%y bl by = det (b@‘) (A.4T)

deflniert, die Gaufsche Krilmmung. Es gelten die Beziehungen:

e by = ~ K8, C (a8
5:: by b¥ = bIbd-bf bY (ko).
K6¢ = eHbE - bl by C as0)
2K = 4H%- b by | | (A.51)

Ist auf der Fldche durch

| u* = u*(s)
eine Kurve gegeben, so lautet der (Einheits-)Tangentenvektor
(an Fldche und Kurve) ' ‘

I I v
A=, A
mit ' ) v duv
Ao’y = —
ds
Die Vektorkrimmung (Querkrimmung) der Kurve ist definiert
AL |
GQI bl d
as

(Beziiglich Lingskrimmung in bestimmten R#umen vgl. [75] )



Mit (A.33) folgt

—————

eelé[~g-+{ (A 9\“7\"] of o+ byp APl

Damit folgt als Ausdruck filr die Normalkrﬁmmung einer Kurve
auf einer Fliche

oy = o8 np = bpACAP (A.52)

Die Hauptkriimmungen sind definlert als dle L8sungen = 961

bzw, "} = %g der Sakulargleichung
1 u(!v ¢ o0s¥ Y1l ongsP
det (b -85 ) == bl -8 )bl —ahé :
(o ) 3 ( )( ) (A.53)
Umgeschrieben lautet diese Gleichung
DE-2HY + K=0 (A.53)

Die Bezeichnung Hauptkriimmungen ist gerechtfertigt, da jJa
gerade ®,,%e den auf Dlagonalgestalt transformierteh
Tensor b%g darstellen, Nach [75] sind aber gerade die
Diagonalelemente eines Tensors T“”@ gleich den "physika-
lischen Komponenten', dile ja die "richtige" Dimension haben,
unabhéingig davon, welche Dimensionen die Koordinaten (und
somit auch Fundamentaltensor, Haupttensor) haben. Bel
symmetrischen Tensoren sind auBerdem linke und rechbe_physi-
kalische Komponenten gleich. Die Hauptkrimmungen 2¢, 6 2,
haben also die Dimension reziproker Léngen, und es gilt fir
die Hauptkriimmungsradien

1 -
R = - - Ro = -7 (A.54)
%4 e 2

wobel die Vorzeichen der Regel entsprechen, daf der Krimmungs-
radius als positiv angesehen wird, wenn der entsprechende
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Krnmmungsmittélpunkt auf der Selte der Fléche liegt, in die
die Normale nicht weist,

Schlieflich gilt_noch
%, + 9%, =2H - '(A.5_5)'
%y = K | (A.56)
Zu jedem der belden ¢€ liéfert die Gleichung

(b5 -ees5)a=0 (A.57)

einen Vektor A, , die Hauptkrimmungsrichtung. Das Feld
der Hauptkrimmungsrichtungen bestimmt die Krimmungslinilen
auf der Fliche. '

Wir betrachten nun wieder den Schichtraum oder Schalenraum,
Selne Punkte sollen In einem der gegebenen Bezugsfldche ange-
paBten Koordinatensystem beschrieben werden. Wir wihlen ein
sogenanntes Normalsystem, bel dem dle dritte Achse mit der
Flichennormalen zusammenfillt und fir welches, fiir Punkte

auf der Flidche,dle Baslsvektoren mit denen des Flichenkoordl-
natensystems zusammenfallen. Ist XI(nﬂ ,ua) der Orts-
vektor zu dem FuBpunkt der Flichennormalen durch den Raum-
punkt x T der Schicht oder Schale, so ist '

I 1 2 3 12y
xT=x (W u®) +u® - nT(Uu?) (A.58)
Wir finden sofort als Baslsvektoren in dlesem System
I -—

g <« = Xl ol ”QI“_*‘HIM'U% (A.59)

. |
gy =x 1 =nt ~ (A,60)
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und sehen, daB effektiv fur u’=0, g¥u=0a'a  1st.
u3=0 1st also die Gleichung der Bezugsfliche in diesem
Koordinatensystem u1,u2,u3 . Wegen (A.U43) gilt

9I x =0Ty (5.‘1— udbl) (A.59a)

Mit der Definition
v > v _ '

s, = 6,-uby (A.61)
fihren wir einen Tensor ein, der von zwel Raumpunkten abhingt:
dem Punkt im Schalenraum (u',uelu3> und dem auf der
Flache (u',u?). Er ist ein Doppeltensor (im Sinne von [25]),
symmetrisch, und entsprechend seinem Charakter mit einem iber=

spfiCHenen und einem nicht Uberstrichenen Indéx véfsehen.
So‘z heipt Shifter oder Versetzer. Er stellt gemiB

—

I I v :
gu-’—‘avs oL ' (A,62)

den Zusammenhang zwischen Flichentensoren und Tensoren im
Schichtraum her.

Wir definieren Se“\; mittels

sYsf - 58 | (A.63)
und auﬁefdem
J = det (sZ)c-IéS;(\’; Sgsg (A.64)
Dann 1ist
J = 1-2HW + K(u®)? (A.65)
und B 1P, 300 p .
s§ == 85+’ (b5-2HsL) ] (A66)

Nun kann man schreiben

af. =55 gy (A.67)
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Fuf die Mafbestimmung finden wir als Fundamentaltensor

Gup = groc Qrp = Su Qou Sp A (A.68)
Os = Qan = O (A.69)
Qs = 1 | | (A.70)

"FlUir Qg4 kinnte an sich noch eln belleblger Faktor
953==933(bﬂ,u2) [66] zur Streckung oder Stauchung der
Koordinate u? eingefithrt werden, da man nicht gezwungen
ist, 935=44Iu1 zu nehmen, Im Falle der Grenzschicht kann
etwa VT&Q als Faktor gewdhlt werden.

Man definiert wieder gjk mit

1k K
gijgl =6i. (A.71)
und
g = det (g;) (A.72)
und findet:
=112
J x (A.73)4

Schlieflich gilt explizit

Gups =-a,<(b+t,¢3-vebﬁqz,-t-(u'*')z c,;(:_, (A.TH)
mit

C,{‘& = bZ b\?(B= bo‘v ak“’ bvr_}, (A~75)

Natirlich 1is¢t:

v u ' |
mit g 148t sich definieren
Iy

gt =gl'g’, ATy



Mit den Versetzern sg und s:

- 82

ist der Zusammenhang

zwischen beliebigen Raumtensoren im Schicht- bzw. Schalen-

raum und Flichentensoren filr den Fall eines Normalkoordina-
tensystems bekannt.

Aus

T;Z CII“ +T§ hI = 'T“‘O.IO‘L + Tg nI

erhdlt man:

Die entsprechenden Formeln f{ir Tensoren 2., Stufe:

Tup
TP
T*(z.
T

T3

3
T = T3

=S

<l
<)

<l
<t

=5

SI& R <

£
s?T

s& T
‘S“{';S%Ts

~<i

ol v
=5°\5T

= 52 T‘\sg

o A -V
Ty =55 T

= Toc'gr“+T3 gIg - -rx gI“+T3913

3 = Ty

=T2
T,_,;.-T

Tag = 52 S% Tou
Tk = 8% sﬁ TV
T".‘g - s;\; 5-(;{“\""&
T;§= s% Tv’s
Taz = 52 Tys
Tz‘g - S% Tvs
T3 = 55 T2
Tgz =8z Tav

(A.78)

(A.79)
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Die Versetzer milAten eigentlich mit Sz und S5 be-
zelichnet werden, In einem Normalkoordinatensystem sind die
Grdfen S 2 und s Jedoch =0. Die allgemeinen Definitionen

Sz =0, g7 " | (A.80)

und

= T
sT =a" 19 (A.81)

zelgen dies sofort. In einem allgemeinen System gilt die
Beziehung

o sés{; =g  (A.82)
und o
9':j a“(b S,"-z Sz’(g = @ (A.83)

Die entsprechende Uberlegung wie im krummlinigen Koordinaten=-
system der Fl&che fihrt auch im Normalkoordinatensystem
(und - in jedem anderen krummlinigen System) des Raumes auf

die Definition der Christoffel-Symbole:

I ) ) Iv
g 'k ““{ki}q (A.85)
L t . T ‘
- m ‘ I L]
[i ] = gun { R} =970 9z (4.87)

und es gilt offensichtlich:

[ik, ] = [kJ"L] (A.88)

{J’tk} - {kti}



Als kovariante Ableitung im Raum wird nun definlert:

bgoee b N L D by et
T e = T e : L :
. J‘..- lr“‘k . TJ1 .en Jr ‘k Z\ Jmk Tl‘ ".lm"",‘m“" .u-"r.

-+ Z{L ;} TH Lt L ine ‘q

i1 in
Spezlell also

Tw =T4
14
_rimj' = Tilj - {H}Tk

Ty =T
Tijue = Tije — {LLK} Ty = {jd Tat
{

Thmke = Thu +

Man beachté: Die Flichentensoren (Indizes mit Querstrich)
haben zwar keine u? -Komponente, kdnnen Jedoch ohne wei-
teres Funktlionen von u? sein, Umgekehrt kann natirlich
auch die us -Komponente eines r#umlichen Tensors (im

Normalkoordinatensystem) unabhingig von u?® sein, Da die Q.
24 Aaf

a*P nur von u1/ua
[“/ﬁ,x] ) {J%} unabhénglg von w3 und tragen elinen

Querstrich insgesamt, da sie sich auf die Flichenmetrik -

abhingen, so sind auch die

beziehen. Es sel daran erinnert, daR die Ubertragungen, also
die Christoffel~Symbole erster und zweiter Art keine Tenso-
ren sind, Daher sollen sie auch nicht durch einen Kernbich-
staben mit Indizes dargestellt werden [1].

Um einen Zusammenhang zwischen der kovarianten Flichenablei-
tung und der kovarianten (Schicht- oder Schalen-~)Raum-Ablei-
tung zu erhalten, mufl erst einmal ein Zusammenhang zwlschen
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den auf dle belden Metriken (agp und gﬁ) bezogenen
Christoffel-Symbolen zweiter Art angegeben werden:

{B) = {5 s + 55 sl (A.90)
[ga) = -s3bp (R.91)
{“SP} = slb | (A.92)
{js} = {3‘1} =0 (A.93)
{5“3} = 0 (A.94)
{g] = 0 (A.95)
Fir u®=0 gilt also:
usl,o{“f” B {E} | (A.96)
ug_o{ps} = - b% B (hoom)
u’LO{""s@} = Dup | (A.98)

s0 daB man setzen kdnnte

—— m— ——— om—— a——

o = - = 3 - g = o = 3 =
{ps }‘ bs {OL(B} Pup {¢3} {33} {55}“_0 (A.99)
Als abkilrzende Schrelbwelse f\’lhreh wir eih:
6

TJ"E = sfSToUlV ) Tsnv Su TS\D) .

Tz3 = Tz
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Damit schreibt sich um:

fi

s o
Touu(!y ‘ Sw Sg [Tvug‘bﬁg T’S]

i

Tol.tll5 sz T'\§|3.

Tas = Tss = Tag = Tan=Tn

T’.’nnS =
“ TR R 5 -3  (A,100)
T wp = 5% 5% [TV o "b\\;()- Ts] '

ol 0(\7
T wy = 55 T

-ram(b = 5}; [Tgtg‘fbg\?-rv]

3 3 ER S S
Tll%"T \3=Ti5'Ts§’Tl3_"T3|3

Die Grdhe

. . (A.101)
I-= Tt."TiT“

. TEFTPT.‘Z “"Tz':; TZT? "‘T."g@'1'(!"1':-5-+’l'.§;3'['5'1'3

ist sowohl gegenilber riumlichen Transformationen als auch
gegeniber Transformationen der Fl&che in sich eine Invari-
ante., Hingegen 1ist '

T (A.102)

&

I=T T

Y

nur eine Flicheninvariante (Flichenskalar).



Somit gillt:

und also
aber obwohl

so 1st doch

Aus (A.104) und (A.100) folgt:

T“pmx

[
T m%-==

Ts(mx
3
T 3mx_

1-“bm$

_ :Epr

Iir fd I|x~

Imx' = iux

Hi

o
=

Iy

Hl

T + Iy

&
£
Sg sf [T‘_’g,,é.- + b%TGF
Sg 5?. [TEWE +b§§-T§g
52 [T%s +bET 5 + b
S5 56 T g
53-r655
s Tgs
TEE@

(A.103)
(A,1ou)‘

(A.105)



[Tvv & -b% Ts® ~byz Tg* J
T

Ty = 55 sf sl [T -bE T b T ]
_‘r.ts wy = 5555 [Tazw s T~ =
Ty = b 5% [T5% 5 + b3 T - bE 75 ]
32»” - 5? [Tﬁ\e + bge T2 + bgs TB-\:]
&
¢



o5 O}

T“p‘"&‘.” 5
Tatup = S« 5(;:‘ [Tﬂ'@ * bgTﬁg ‘baéTBB]
Topup = sg 5 [ ]
Taup =57 [Tzs..a- + 6% Tz + bE Tay |
Tx(ams = S
Tusud = S To53

Tipus = S Taps

|

~
ol
(]
o

T’b?: )

Filr Tensoren h8herer Stufe kdnnen entsprechende Formeln .
angegeben werden, '

Es interessieren dle kovarlanten Ableitungen der wichti'g-
sten (geometrischen) Tensoren:

o' = bz n®  dh. = bup 0T (A.107)
ar*,s = b% nt  dh. ar®p=bj ng (A.108)
Nruf =—bga1\, d.h. nt i =—-b}§ o (A.109)
Qupu = 0 dh Qupuy = O Satzv. Ricel (A.110)
a"“}uf =0 d.h. a"‘{bux =0 (A,111)
ag =0 an.  a, =0 (A.112)

- N (A.113)
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PR}

Dagegen verschwinden nicht b o und  bzp,z

und b?; ny- und b’((b g

Fir diese gilt:

= < z o x
bawg = bF & ) b\e.cfgnﬂ =0, bP“r'bX'“P)b?@“K’Jgo

R SO .o = - ' — 114
P2pi = bzfuB ) Larpg) =0 Bupuy=Bupup) buppugy=0 411

(Meinardi- Codazzi )

b[&E“X‘] =0 b[ot{}u&] =0 (.A.115)

Filr die r4umlichen Tensoren gilt:

C.IIjmk =0 (A.116)
gIJmk =0 (A-'ii'?)
Qijmk =0 ~ (Satz von Rieel) (A.118)
i ‘ |
9wk =0  (A.119)
9k =0 : (A.120)

Wenn in Analogie zu (A.11) oder (A.12) und (A.13) die abso-
luten Tensoren

Eqx =V9 €k | (A.121)

" 1 .
el TG e (A.122)
definiert werden, so gilt natiirlich
6L‘)k =0 Ek L=O eé.'k\ul,co ‘
il ) LK ] Jxi (A . 123)
u.s.w.
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Die Gleichungen (A.100) gelten auch, wenn die Tensoren
Flichentensoren sind. Die Shifter sind dann (u5==0)
gleich SZ zu verstehen, Man findet mit (A.107), (A,108)
und (A.109) sofort

aIM.p =0 , aluws =0 | ‘(A.'124)
ayp =0 0 g = 0 (A.125)
Qxpup =0 , Aupuz =0 (A.1_26)
oxf mp =0 a*f s =0 (A.127)
nT we=0 , nT ,5=0 (A.128)
& up =0 | (A.129)

gi(} g =0 ) Eu(&mx-’Q, edpmx- =0

A.130
€¢pmr=0 ¢ 30)

Sofern es slch um Flédchentensoren handelt, also Grdfen, die
auf der Fliche definiert sind und keine Mg'-Komponente
haben, ergibt (A.105), (A.106), daf sich die r&umliche
kovariante Ableitung aus der kovarianten Fléchenableitung
herleitet durch anschliefende Versetzung Jedes Index. Dies
wire zu beachten beli den Ableitungen bapmr und b?m(
Natirlich 1st Dypws =0 , bpus =0.

Die Versetzer selbst sind weder rdumliche noch Flichen-
Tensoren sondern nach [25] echte Doppeltensoren, da sle von
den Koordinaten zweier Punkte abhidngen. '

Man kann schrelben

5% =a:"qg", | (A.131)
s¥ =a'pg;¥ (A132)
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und nach [25]'31nd ihre Ableitungen so zu bilden, dah

O‘IO'L (bzw. 0.1:(3)_ auf der Fléche (u?’-o) und gIo (bzw. g ¥ )
im Raum (u® u? u®) daifferenziert wird. Man verifiziert
daher sofort:

S5 up =0 S5us =0 (A.133)
5%y = O 58 yg= 0 (A.134)
Weiterhin ist | |
-s‘-’“g,,{ =-5% SGV"X‘ s¥s (A,135)
und 55“(5-—- ~bGp v u? (A.136)

womlt auch sofort

2 _
SYup = Spav (A.137)
(Es gllt nicht sgurs st up P!

Unter Vefwendung dieser Bezlehungen 148t sich auch die
Fldchenableltung eines Raumtensors lelcht angeben, da seine
ut—’ und uQ—Komponenten dargestellt werden kbnnen durch
den zugehSrigen Versetzer mal die entsprechende Flichenkom-
ponente, fiUr die belde die Regeln zur Blldung der kovarian-
ten Fl&dchenableitung bekannt sind, Die -\AseKomponenten’
sind Fldchenskalare und lhre kovarianten Ableitungen daher
gleich der gewdhnlichen Ableitung. Mit dlesen Bemerkungen
ist klar, wie die Ausdriicke fir

I L L]
9 e ) 91 vt chu,g”m,gcux‘guu

ik .
ELJ ot 5Cjku¢, J EL'IKIIOL ) u.s.w.

zu bilden sind.



Es sel noch angegeben:

o tot fo =""bftu(?:aI\?'“b,‘z b\;{gnl (A.138)
Ny nIm@ = — by bop (A.139)
aI\) n_I i (b = - bou?u(b | - (A.140)

Von Interesse sind auch Formeln fiir die Ableitungen der
geometrisch wichtigen Grdgen H,6 K und J . Wihrend
Hiw und K, charakteristische Eigenschaften der
Fldche Jewells wiedergeben, ist natiirlich immer

Ha = Kl‘?) = O
Wichtig sind jedoch die Beziehungen

i Ty =

6% __e % __ 6T .3 6% 5
92 5857 58 T = bt (A.142)
3 = ”E’ ) - FE e ‘-5' * :
Es 148t sich nun auch lelcht die mittlere Krimmung im -
Schichtraum bzw, Schalenraum angeben:
& 1 <. v 1.
H=555b; =5 b% (A.143)
Diese kann man ansehen sowohl als Spur des rdumlichen
A _
Sub-Tensors b =s% bg s als auch die des reinen
Flichentensors b3 =55 b%
Nach (A.142) gilt
-— A.1b44
H= 5 ( )
N o ;1,:

Bildet man dle Determinanten der Matrizen b ( oder b

so bekommt man die GauRschen Krimmungen:

Q:—g (=det Q;j) | | (A.:1u5)‘

P



die GauBsche Krimmung in der Fliche u?= const, im
Raum, und

K=3"K (=aet(b%)) ~ (A.146)

Wir bemerken noch:

A A

Hi= 2H™ -k (A.14T)
A A A :

Ka= ZH‘K | (A.148)
— A ' A —

K ==-2HIK =-2HK | (A.149)
“B A @ z, 6 _ B E

Ks? = o0blf-plbi |

K Sg 2 Hbg b? bg (Af151)
-— Ao 5 »
oK - 4kﬁ-bgb% (A.152)

Es sel noch die Definition des Riemann-Christoffel-Tensors '_
angegeben, der eln Maf fiir die Kriimmung des Raumes ist:

ngt = {st}\k“ {J‘Lk}“ {iP‘ HFL“}“ {Jf‘”f:‘} ‘(A‘m)

bzw, —_— S — o
Ry = Srfo- 1o Ll {oe ] -lRHAY v
Es gllt: |
Touji = Tiukj = thjk T, (A.155)
Taupy — Taup - Ry T5 | (A.156)
Tiimt — Tijuk = R ikt Teoj + R™ it Tim (A.157)

Tapugs — Tapesy™ Roigs Tog + R pys Taw - (ha58)




m

schwinden, Die dbrigen vier sind nicht unabhingig

Ri212 == Ronz =~ Rz = Rorzn
so dak es nur eine unabhéngige Komponente gibt:

Rma =aK

Filr diese Tensoren gelten die Bezlehungen:

Rijku = [.jLI lek - [J'k;"']\t t {jmk} [li,m]

- (P} Lo

Fir RiiklL = gimR ikt (Riemann-Tensor, Krimmungs-
et ' tensor)
(A.159)
gillt
| Rijkt == Rjike == Rijue = Riayij (A.160)
Rijkt + Rikj + Riugg =0, Ripjy =0 (A.161)
Rilr Rupes = Quo RVsys (A.162)
gilt — — - g
Rd(éﬁ =-Rp.¢rs =—R°‘(555’=R8‘5°‘(5 (A.163)
Rupys + Rupsp+ Ruspy =0 (A.164)
Es 18t welterhin
‘45\"" AT e
K='1;6 “gfr R?\*@r (A.165)
R kL hat nur sechs vonelnander unabhlngige Kompohenten:
Rie ) Rang ) Raeor ) Rugra ) Rases ; R1ses
ﬁd(brs hat sechzehn .Komponenten, von denen 'zwﬁlf ver-

(A,166)

(A.167)

(A.,168)
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=1
qut = 2{ ikt 9 jrit = Gikt — gjl,u'.k}

+g™" {[jk,m][il,n]" [ik/m][jlfh])]
‘R‘;m T [er"h {(sx} [5 "] {(553 )

Rupgs = '2"{ Oty + O pyis = Oucyip5 — 0. piy |

+ al {[(537(4][%5 \’] ["‘M‘][‘Z’S "]}

R“ﬁﬁ =€:p Egg K

uﬁxﬁ aolg' K

0]

und der von GauB bewlesene Satgz
x{ixs bps bot{ bp[ bocS
Man fihrt den Ricci-Tensor ein:
- K K-
Rij= R7ijk == RV ik
Rup™ Rl =— R
o’ “py T =y

Auf Fldchen gllt:

'ﬁ
R (5—"0..¢@,K="a (5 e
Die geoditische Invarlante 1st

R = RJJ=gLJ RLJ

Auf der Fliche

gllt also —
R =-2K

(A,169)

(A.170)

(A.171)

(A172)

(A.173)

| (A ATH)

(A.175)

(A.176)

(A.17T)

(A.178)

(A.179)

(A.180)
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Zu erwidhnen 1st noch die Identitit von Blanchil:

R ijkmm t Rtikmmj'* R imjuk = O | - (A.181)
Rijkum + Rygmij + Rijmjuk =0 (A.182)
ﬁ“@xs\'q + R“(bﬁrz\vx + ﬁo‘(&qxns =0 | (A.183)
ﬁxﬁx&tq + Rypsqp T Ruprpis = 0 - (R.18H)

Im Raum der Normalkoordinaten (Schichtraum, Schalenraum)
ist, da es sich um den eukllidischen Raum handelt, natirlich

Rl'.jkl =0 . (A,185)

Trotzdem selen die (allgemeinen) Zusammenhinge

R'&(l{ﬁ = S}: bv&ux - bvxuS)

angegeben.

Um sowohl im Raum der Schicht oder Schale im System der
Normalkoordinaten einerseits, als auch auf der Fliche
(Bezugsfléche, Wandfliche, zweidlmensionaler Raum) anderer-
selts Tensoranalysls betreiben zu kdnnen, braucht man Be-
ziehungen zwischen den Ausdriicken fiir Gradient, Divergenz,
Rotation, Laplace-Operator usw. im einen und im anderen
Raum.

Filr den Gradienten sind solche Beziehungen durch die Formeln
(A.105) (Gradient eines Skalars), (A.100) (Gradient eines
Vektors), (A.106) (Gradient eines Tensors zwelter Stufe)

und entsprechende Formeln flr Tensoren h8herer Stufe gegeben.
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Es 1st zu beachten, daB der durch dle kovarlante Flichen-
ableitung rechts hinzukommende Index noch umzuwandeln ist,

Z.Be:

Totﬁmx"socs sx‘ [TV W& —56 va" "'b\ﬂ\s Ar ]

Die Divergenz auf der Fliche wird definliert durch:

TE";,; = Sg‘TV“‘ = Div (T;z>
oder 28 5 % %
v
Man leitet her (A,141):

T_u l—'(jT“%m
7 (

i

1
J
oder 9

-TEP“E 3 R TJRD)m?

und findet:

19))
ol R

T-Pmﬁ"-rginu'f bxu.r

3 9 S
TP wp= T+ bzs T°

—o{iTF _ bt 1P
[T —2hT r—b(gr

(A.186)

(A.187)

(A.188)

(A.189)

(A,190)



und analoge Formeln fir

T;fmp )Tﬁqu,Téﬁmﬁ,Tﬁam@)Tkam)Tsuma

Fir die Rotatlon auf der Fliche, ein Flichenskalar, gllt
dle Definition

F =e™T52=€"63Tao=Rot(Tp)  (a.291)
Im Raum 1ist

Pt = glk Tkmj = rot (Ti) (A.192)

Man findet unter Bericksichtigung der Symmetrie von SX'und bop

also auch der von by@ und der Antisymmetrie von Zp
r3 =r
ol S '
r" =s3e€ V[Tgw b Tg .3] (A.193)

Rotationsfreiheit eines Vektorfeldes im Raum erfordert also
etwas mehr von dem zugeordneten Flichenvektorfeld als nur
~das Verschwinden der Flichenrotation.

Der Laplace-Operator, angewandt auf einen Tensor | ...
bellebiger Stufe, ist im Normalkoordinatensystem definlert
durch

AT 7 = QWT.'J-'-'NW + T s (A.194)

und auf der Fliche definiert durch

AT = o T=Dwmp (£.195)

dabel soll gesetzt werden

-

THi,z = 5

12 R

T o (A.196)




Es gilt, 'unter Beachtung von
e ¢

AT = 9(58“ L wpuy + Tdm%m’b =

ol

=s s { AT+ $(97%)a - 2712

— b b T b7 e T |

T
AT? = ngsu‘pmx +72 8, = (A.+198)

= ZT3+ 'Jj— (JTSG)\S + bDEuETﬁ

~bzbe TP+ 2L TG
Ag = Bg+ I (3en), (A;i99)
QW(T rwvmr +T%ous) =

= SE o BV {waﬁ Jr_:1T(:”,:As\6 5+

+ (b8, - 6T b3 )75 ’bgﬁafﬁ‘bgﬁ‘a}
Trn.s...r*Tgmams = (A.200)

— 17T T LV
- T l5|ﬂ7_ +‘ bs Tv‘r‘c' + Jj- (jTa \3)‘3



Da der Schalenraum euklidisch 1ist, verschwindet, insbeson-
dere auch im Normalkoordinatensystem, der Riemann-Tensor,
und es ist z,.B,

T“mpx = TMmX.p | (Ao201)

Es 1ist Jedoch auf der Fléche

o U v o
T 5 =T g5 = 55 55 ( o =T g ) =
= s§s] R%“VVT?‘ (A.202)
= ‘('l:' %‘3 57\ 8&4\) KT?‘
* -
Fir die Vektoren 1 =€°"‘5T§ rechnet man mit (A.113)

sofort nach

Div (F4)=-Rot (17), (P Tg )iz =- P T5z  (A.203)

Rot (‘F“) Div (Tz) “B(EWT?’)“:) =T% = (A.204)

AbschliefRend noch elnige Integralsitze:

Der Satz von Stokes im Raum (auch Kelvin-Transformation)

ke e :

' : (A.205)
T L ‘

mit Ny als Normalire,ktor auf der Jjeweils betrachteten

Fliche T und mit N als Tangentenvektor an dile
Kurve & ) und auf der Fliche

[[ Ezp T'(‘;u;z a0 = ¢ TG ?‘V ds . (A..206)-
& ;

(Beachte: A2=0 ) (Flug der Rotation des Vektors durch
Fliche T gleich Zirkulation desselben Vektors um Beran-
dungskurve L& von T ).
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Der Satz von GauB 1m Raum:

- #Tinido = U[Ti‘mgdv-
7 ¢ -

und eine Dimension niedriger, fiir die Fliche

$ Tz as = [[T7;do
L T

mit

Weitere S#itze (Greenscher Satz)

[/[gij%cj dv = #Cf‘?n" do
w T

JI[ % 9iau; av + [[[g¥iqu vy av = frygqniao
0 , % 7 |
g o g dO =£§6cg,,; vCds

//’lya"pq’ni?{s a0 + ffadp'.\y“; Cf"‘g do = ﬁ’\ya“pCﬁFVzds
T - T &

Spezlell fir

JI

T

Vz=Ezp AP

y=1

Of‘pq’uzzs do = ﬁ Q= v ds
' &£

folgt:

(A.207)
(A.,208)
(A.209)
(A.210)

(A.211)

(A.212)

(A.213)
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Auferdem

// 0 (Y Quzg - § i) 40 = 55 (YPa-qyia]vds (. 211}')
T : o

Ist a“"q,,zp =1 auf T und q,zvz.—.—o auf &,

so ist
f[’“’ao = [[a“pcfrg‘, "Y\Zdo
T ' .

(s

- (A.215)
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Verzeichnls der verwehdeten Symbole

Die wichtigsten Symboie sind in alphabetischer Reihenfolge
zusammengestellt., Dle Selte, auf der sle eingefithrt bzw.

definliert werden, ist angegeben.

Symbol Erliuterung Seite
I T
Q' ,Q Baslsvektoren auf der Fliche 71
a“ﬂ) afﬁ metrischer Tensor auf der Fliche 71
0} Determinante von Qup '71
a?,azéﬁlaﬁ Koefflzlenten der Differential-

gleichungen zur Definition der

Verdringungsdicken b7
A
a“a Koeffizienten der Differential=

glelchungen des Impulssatzes 57
b%, bup der zweite Fundamentaltensor

der Fliche ' 11
DE ’b—E der versetzte zwelte Fundamental=-

tensor der Flédche 12
b1;b§ ’bg Koeffizienten der Differential-

- gleichungen zur Definition der

Verdréngungsdicken b7
A
b* Koeffizienten der Differential-

gleichungen des Impulssatzes 57
C spezifische Wirme eines inkompressi- .

blen Mediums 11
CP spezifische Wirme elnes Gases bel

konstantem Druck 10
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Symbol Erliuterung Selte .
¢, ,Co% C* Koeffizienten der Differential-

gleichungen zur Definition der

Verdringungsdlcken b7
A
c™ Koeffizienten der Differential-

gleichungen des Impulssatzes 57
L Kurve auf der Wandfl#iche 39
% infinitesimaler Wandbereich 39
e innere Energle .10
§) E skalare Eigenschaft eines strdmenden -

Mediums, z.B., Energie, Enthalpie 4s
G'“p.)e‘,q3 alternierender Tensor in zwel

Dimensionen ' 71

.-k

e”‘ ’ecjk alternlerender Tensor in drel

Dimensionen T1
ng )qu Basisvektoren im Schichtraum 79
9‘-'.' ) 9:,‘ metrischer Tensor im Schichtraum

fiir ein Normalkoordinatensystem 80
g9 Determinante von gij SO
h Gesamtenergle 9
H mittlere Kriimmung der Wand 11, 77
N .
H mittlere Krimmung 93
T Invariante 86
L Enthalpie 9
J Determinante der Versetzer 12
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Symbol . Erliduterung Selte
k ein MaB fir die Wandkrimmung 19
K GauRsche Krimmung der Wand 11, 77
A
K,K totale Krimmungen 93, 94
R Volumenelemente der Grenzschlicht

quer durch diese hindurch 39
&' Teilbereich von & 40
L charakteristische Linge 19
m Mantelfl#che von & 39
'NN'/?M" Teile von Wl 40
nI Fl4chennormale 75
P Druck, Grenzschlchtstrdmung 9
P Druck, AuBenstrdmung 54

' {ilberlagerte turbulente Schwankung

des Druckes . 31
Pr Prandtl-Zahl = A/(ucp) 10
ZH Wirmestrom 9
qa =vhy?; 36
Ry, R2 Hauptkrimmungsradien 78
R«(s Korrelationskoeffizient der

Turbulenz ' 33
Rijkt Riemann-Tensor im Raum 9l
Rij ‘Ricci-Tensor im Raum 96
R Krimmungsinvariante im Raum 96



Symbol Erl8uterung Selte
Rupgs Riemann-Tensor der Fliche 94
ﬁ.:p Ricci-Tensor der Fliche 96
-R_ v Krimmungsinvariante der Fliche 96
Re Reynoldszahl = U-L/v 18
S}; /5B Versetzer 12, 80
? Fliche 101
t, T Symbole flr tensorielle Eigenschaft 39
T Temperatur | 9
u',uduu Qe' krummlini K 2
/ Y, ge Koordinaten
.v‘,v'-‘ , v3 Geschwindigkeitskomponenten

der GrenzschichtstrSmung 9
< versetzte Geschwindlgkeltskomponenten 12
VL,V,",Vs Geschwindigkeltskomponenten der hypo-

thetlschen z4higkeitsfreien Strémung 39
V* versetzter Geschwindigkeitsvektor 41
v’z, V'3 ilberlagerte turbulente Geschwindig- .

keltsschwankungen 31
:/_5}—\73—' Mittelwerte der turbulenten Gesamt-

geschwindigkeit 31
" charakteristisches Geschwindigkelts=

maf fir die Turbulenz : 33
v charakteristische Geschwindigkelt 19
0 Volumen 101
I
XT Ortsvektor im ilbergeordneten

cartesischen Koordinatensystem 70



-109-_

Symbol Erlauterung. Seite
5 Grenzschichtdicke 19
S¢ (84, 8¢, §3) Verdringungsdicke 40
8+ (5,82,85)  Rechengrose 42
Sf Kroneckersymbol 12, 71 
5;5 Hilfstensor 73
A charakteristisches Maf fir

Knderung der Krﬂmmung, 19
Z,A Laplace Operator 69
D1 42 43 Hilfsgrdfen 46
fé, , ‘éz ) 39 ) Hilfsgr8Ben 51
823,8;35,8‘7;3,819 ~alternierender Tensor in zwel

Dimensionen auf die Wandmetrik

v bezogen 72

Eqk,sqk,ﬁ"]’k) alternierender Tensor in drei |

Dimensionen auf die Metrik im

Normalkoordinatensystem bezogen 90
X n Normalkrimmung 78
%y, %, | Ha\iptkrﬁmmungen 78
et vektorielle Krimmung 77
A Wirmeleitfihigkelt 9
7\I/ '\ Tangentlalvektor 77
v, Z4higkeitskoeffizienten 16
v kinematische Zihigkelt 16
v* Normale an eine Kurve h1
9 Dichte des realen Mediums 9
P Dichte fiir hypothetische Strdmung 39
Tii ,‘U‘G)T;',Tf T,  Spannungstensor 9
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Seite

Symbol Erliuterung
TP, T2, Ts" |
versetzter Spannungstensor 12
T;ga 0 Wandschubspannung 56
¢ Dissipation 10
@ turbulente Dissipation 36
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