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1 Einleitung

Die Prognose des Schiffswiderstandes und des Propellerzustroms spielt eine wichtige Rolle
beim Entwurf des Schiffsrumpfs und -Propellers. In der Vergangenheit war man fir
zuverlassige Aussagen iiber diese Aspekte des Schiffsentwurfs ausschlieilich auf Modell-
versuche angewiesen. Heute erlauben stark gestiegene Rechnerkapazititen und verbes-
serte Methoden die numerische Berechnung der viskosen, turbulenten Schiffsumstrémung
auch fiir reale Schiffsgeometrieen und Reynoldszahlen [12,24,39]. Obwohl die Genauig-
keit noch nicht fir alle interessierenden Fragen ausreicht [27,41] und somit Modellver-
suche auf absehbare Zeit unverzichtbar bleiben werden, sind solche Rechnungen jetzt
schon in der Lage, wichtige Informationen iber die Stromungsverhiltnisse zu liefern und
z.B. Aufschlufl dariber zu geben, ob eine Heckform giinstiger erscheint als eine andere
[21]. Berechnungen liefern einen detaillierten Einblick in die Stromung, der im Modellver-
such nur mit erheblichen Kosten und Zeitaufwand (Laser-Doppler- Velocimetrie, Druck-
anbohrungen) erreicht werden kann. Fiir den praktischen Entwurfsproze benutzt man
daher auch Verfahren zur Berechnung viskoser Stromungen, da sie unser Verstandnis
der auBerst komplexen Hinterschiffsumstromung bei vertretbarem Zeit- und Kostenauf-
wand verbessern. Eine Vor-Optimierung der Schiffsform durch den Einsatz numerischer
Strémungsmechanik (CFD = computational fluid dynamics) im frithen Entwurfsstadium
kann eventuelle Mangel rechtzeitig aufdecken und die Anzahl der notwendigen Modell-
versuche reduzieren. Unter CFD-Experten besteht allgemeiner Konsens dartber, dafl die
numerische Simulation turbulenter Schiffsumstrémungen in den néchsten Jahren die wich-
tigste Erganzung zu den Modellversuchen sein wird.

Die Berechnung der viskosen, turbulenten Schiffsumstrémung ist eine junge Disziplin.
Ihre Vorlaufer waren die 3D-Grenzschichtrechnungen der 70er Jahre. Diese setzten eine
vorherige Berechnung der reibungsfreien Stromung voraus. Zunachst wurde die Potential-
stromung um das Schiff mittels eines Panelverfahrens [15,59] berechnet, um die Verteilung
der Geschwindigkeit auf dem Rumpf zu ermitteln. AnschlieBend wurde die Strémung
in Wandnahe durch Losen von Differentialgleichungen berechnet, die durch Vereinfa-
chungen aus den Impulsgleichungen und der Kontinuitatsgleichung gewonnen wurden [25].
Durch diese Vorgehensweise konnen dort recht gute Ergebnisse erzielt werden, wo eine
diinne Grenzschicht vorliegt und weder starker ’cross flow’ noch eine Riickstrémung oder
Ablssung auftreten [26]. Praktisch relevant sind aber vor allem die Zustromung zum Pro-
peller und die Ablosung am Hinterschiff. Diese konnen von Grenzschichtverfahren nicht
behandelt werden.

Anfang der 80er Jahre zeigten erste sogenannte Navier-Stokes-Ldser [6,55,18], meist noch
mit Vereinfachungen in den Gleichungen (’Parabolisierung’), die Moglichkeiten solcher
Verfahren und fiihrten zu einer Verschiebung der Forschungsaktivititen weg von Grenz-
schichtverfahren hin zu immer komplexeren Navier-Stokes-Modellen. Wahrend eine Grenz-
schichtrechnung vom mathematischen Modell her nur die Ermittlung zuverlassiger Infor-
mation am Rumpf erméglicht, typischerweise fiir die vorderen 95 Prozent der Schiffslange,
unterliegen die Navier-Stokes-Verfahren keinerlei Beschrankungen im Hinblick auf ihren
Gultigkeitsbereich. Erst damit ist eine Vorhersage des Propellerzustroms und des Schiffs-
widerstandes prinzipiell moéglich geworden.



Im letzten Jahrzehnt fand eine rasante Entwicklung im Bereich der Berechnung viskoser
Schiffsumstréomungen statt. Der *Workshop on Ship Viscous Flow’ in Géteborg 1990 [27)
und die ’6th International Conference on Numerical Ship Hydrodynamics’ in lowa 1993
[41] zeigen deutliche Fortschritte gegeniiber den anfinglichen Rechnungen und geben zu-
gleich den Stand des Wissens wieder.

Die meisten Verfahren l6sen die Impulsgleichungen und die Kontinuitatsgleichung durch
Anwendung von Finite-Differenzen- bzw. Finite-Volumen-Methoden, um daraus die zeit-
lich gemittelten Geschwindigkeiten und den Druck fiir die inkompressible Schiffsumstré-
mung zu bestimmen. Finite-Elemente-Methoden sind kaum vertreten, was auf die nicht
direkte Ubertragbarkeit der in der Strukturmechanik entwickelten Verfahren zuriickzu-
fiihren ist. Methoden, die eine ’kiinstliche Kompressibilitdt’ des Fluids ansetzen, um die
weiterentwickelten Verfahren der Luftfahrt auch fir inkompressible Stromung einsetzen
zu konnen, haben sich ebenfalls bisher nicht durchgesetzt. Statt dessen werden speziell fur
inkompressible Stromungen entwickelte Verfahren angewendet, bei denen die Kopplung
der Druck- und Geschwindigkeitsfelder iterativ erfolgt. In der Regel benutzen diese Ver-
fahren keine Mehrgittertechnik, was auf die Schwierigkeiten der Implementierung dieser
Technik in bereits bestehenden Verfahren hindeutet. Ferner wird noch mehrheitlich der
wandnahe Bereich durch vorgegebene Verlaufe fir die Geschwindigkeit (Wandfunktionen)
uberbriickt, die im Laufe der Rechnung angepafit werden. Die benutzten Rechengitter
sind meist strukturiert und nichtadaptiv; die Zellanzahl bewegt sich um 105 .

Wegen der vielen noch ungelésten Schwierigkeiten sowie des grolen Rechenaufwandes und
Speicherplatzbedarfs beschranken sich die Rechnungen tiblicherweise noch auf den Fall ei-
nes mit konstanter Geschwindigkeit geradeaus fahrenden Schiffes (ohne Anhange) unter
Vernachlassigung der freien Wasseroberfliche. Ferner wird oft nur die Hinterschiffsum-
stromung berchnet. Da die Berechnung turbulenter Schiffsumstrémungen mit zunehmen-
der Reynoldszahl R, = UpL/v (Up ist die Schiffsgeschwindigkeit, L die Schiffslinge und
v die kinematische Zahigkeit des Fluids) komplizierter wird, rechnet man iiblicherweise
die Stromung um das Schiffsmodell statt um die GroBausfithrung. Auch ich werde mich
in dieser Arbeit auf diesen vereinfachten Fall beschranken.

Die Ermittlung der freien Oberflache als Bestandteil der Rechnung ist prinzipiell moglich
[16,33,41]. Auch die Umstrémung der GroBausfithrung (mit Wandfunktionen) wurde in
jingster Zeit von einigen Autoren angegangen [21,56), und sogar der sehr anspruchsvolle
Fall eines Schiffes in Schriganstromung wurde bereits berechnet [40]. Diese Rechnungen
liefern zwar wichtige Informationen tuber die Méglichkeiten und den Verbesserungsbedarf
der Verfahren, zeigen aber auch, dafl die Methoden dafiir noch nicht ausgereift sind.

Wahrend sich in anderen Landern, vor allem in den USA und in Japan, viele For-
schungsgruppen und Versuchsanstalten seit vielen Jahren mit der Berechnung viskoser
Schiffsumstromungen befassen, wurde dies in Deutschland lange vernachlassigt. Dagegen
sind in anderen Anwendungsbereichen der Strémungsmechanik (z.B. Luftfahrttechnik,
Turbomaschinenbau) auch in Deutschland numerische Verfahren zur Berechnung visko-
ser Stromungen entwickelt worden. Abgesehen von sporadischen Anwendungen einiger
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Forschungsgruppen auferhalb des Schiffbaus auf Schiffe (z.B. Majumdar et al. in [27]),
beschrankt sich der Einsatz von CFD fiir viskose Schiffsumstromungen auf die Anwendung
kommerziell erhaltlicher Mehrzweckprogramme (Navier-Stokes Solver wie PHOENIX oder
STAR-CD). Diese wurden nicht fiar Schiffsumstromungen entwickelt und sind deswegen
nicht auf die Besonderheiten solcher Stromungen zugeschnitten. Die bisherige Erfahrung
mit solchen Programmen zeigt einen mafligen Erfolg. Der Benutzer hat keinen Zugang
zum Quellprogramm, wodurch Erweiterungen und Verbesserungen nur bedingt méglich
sind. Neue Programmversionen bzw. 'updates’ kommen nur zogerlich, und es besteht eine
vollige Abhangigkeit vom Softwarelieferant. Somit stellt der Erwerb solcher Programme
keine befriedigende Lésung dar, wenn es darum geht, den erwidhnten Riickstand aufzu-
holen. Aus diesen Feststellungen heraus ergab sich die Aufgabe, durch die Entwicklung
eines eigenen, speziell auf Schiffsumstrémungen zugeschnittenen Programms den Vor-
sprung anderer Lander abzubauen und die Basis fur Verbesserungen zu schaffen, indem
bei dieser Entwicklung modernere Techniken ausgenutzt werden bzw. die Voraussetzungen
fir ihre Implementierung geschaffen werden. Ich verstehe diese Arbeit als ersten Schritt
in diese Richtung.

Zur Berechnung der inkompressiblen viskosen Schiffsumstrémung werden die Erhaltungs-
gleichungen fiir den Impuls in drei Raumrichtungen und fiir die Masse gel6st. Die Erhal-
tungssatze in Form von Differentialgleichungen unter der Voraussetzung eines Newton-
schen Fluids, werden von den Navier-Stokes-Gleichungen und der Kontinuitatsgleichung
gegeben (s.2.1). Unsere Stromungen folgen in sehr guter Naherung den Gesetzen eines
inkompressiblen Newtonschen Fluids, bei denen die viskosen Spannungen proportional
zu den Deformationsraten der Flissigkeit sind. Die Navier-Stokes-Gleichungen und die
Kontinuitatsgleichung stellen ein nichtlineares System partieller Differentialgleichungen
in den drei Geschwindigkeitskomponenten und dem Druck dar. Fir technisch relevante
Stromungen mit Turbulenz und komplexer Geometrie ist dieses Gleichungssystem analy-
tisch nicht l6sbar. Es besteht aber die Moglichkeit einer numerischen Losung, wobei keine
analytischen Ausdriicke fiir die Unbekannten gesucht werden, sondern ihre Werte an end-
lich vielen Stellen im Stromungsgebiet. Hierfiir werden sowohl das 3D-Stromungsgebiet
als auch die Differentialgleichungen diskretisiert [1,48]. Der Raum in einer grofien Umge-
bung um das Schiff wird mittels eines sogenannten numerischen Gitters in Zellen (Finite-
Volumen) liickenlos unterteilt. Fiir jede Zelle werden die Erhaltungsgleichungen aufge-
stellt. Die Differentialausdricke in den Gleichungen werden durch algebraische Ausdriicke
approximiert, in denen nur Werte der Unbekannten in Zellmittelpunkten auftreten. Dieses
Vorgehen fiihrt zu einem grofien, allerdings schwachbesetzten, nichtlinearen algebraischen
Gleichungssystem mit z.B. einer halben Million Unbekannten. Dieses Gleichungssystem
wird iterativ gelost.

Das Differentialgleichungssystem bestehend aus den Navier-Stokes-Gleichungen und der
Kontinuitatsgleichung ist elliptisch in den Raumkoordinaten und parabolisch in der Zeit.
Diese mathematische Eigenschaft bedeutet physikalisch, daB§ Storungen sich in alle Rich-
tungen im Raum ausbreiten kénnen. Somit ibt die gesamte Umgebung einen Einflufl auf
ein Fluidteilchen aus. Das Verfahren zur Losung des Differentialgleichungssystems mufl
dieser Eigenschaft Rechnung tragen. Dies stellt einen wichtigen Unterschied zu den Grenz-
schichtverfahren dar. Die dort in den Gleichungen getroffenen Vereinfachungen fithren



das Differentialgleichungssystem in ein im Raum parabolisches System tiber. Stérungen
konnen sich dann nur stromabwarts ausbreiten, so dafl bei der numerischen Lésung aus
bekannten Werten stromaufwarts die Unbekannten weiter stromabwarts schrittweise be-
stimmt werden konnen was den Rechenaufwand und den Speicherbedarf drastisch redu-
ziert. Auf der anderen Seite versagen diese Verfahren, wenn die Voraussetzungen fiir die
gemachten Vereinfachungen nicht mehr zutreffen, wie es iiblicherweise im Heckbereich
eines Schiffes der Fall ist.

Nach heutiger Auffassung beschreiben die Navier-Stokes-Gleichungen und die Kontinui-
tatsgleichung auch turbulente inkompressible Stromungen vollstindig. Insofern kénnte
man durch Losung derselben auch turbulente Stromungen berechnen, ohne die Turbu-
lenz extra ’modellieren’ zu miissen. Man bezeichnet dies als direkte numerische Simu-
lation (DNS). Die dafiir nétige extrem hohe Auflésung, sowohl im Raum als auch in
der Zeit (eine turbulente Stréomung ist stets instationér), 1aBt diese Vorgehensweise fiir
die uns interessierende 3D-Stromung mit hoher Reynoldszahl als v6llig utopisch erschei-
nen [5,34]. Aus diesem Grund wird eine statistische Betrachtungsweise der turbulenten
Stromung eingefiihrt. Eine Aufspaltung der Unbekannten (Momentanwerte fiir Druck und
Geschwindigkeiten) jeweils in einen zeitlich gemittelten Wert und eine Schwankung und
eine zeitliche Mittelung der Erhaltungsgleichungen fithren zu den Reynolds-gemittelten
Navier-Stokes-Gleichungen (s.2.2). Diese Gleichungen unterscheiden sich formell von den
urspriinglichen Gleichungen nur durch einige zusatzliche Terme. Diese neuen Terme ent-
halten Korrelationen der (unbekannten) Geschwindigkeitsschwankungen, die turbulente
Spannungen genannt werden. In den ibrigen Termen der Differentialgleichungen stehen
die mittleren Werte der Geschwindigkeiten und des Druckes anstelle ihrer Momentan-
werte. Diese Vorgehensweise fiihrt dazu, dafl jetzt mehr Unbekannte als Gleichungen
vorhanden sind. Dieses 'SchlieBungsproblem’ wird durch die Einfiihrung eines sogenan-
nten Turbulenzmodells behoben (5.2.3).

Das Turbulenzmodell erméglicht die Approximation der turbulenten Spannungen abhangig
von den mittleren Geschwindigkeiten und ggf. dem mittleren Druck. Algebraische Tur-
bulenzmodelle {3,5] bendtigen dafiir keine zusatzlichen Differentialgleichungen; sie werden
deswegen auch Nullgleichungs-Turbulenzmodelle genannt. Da der Transport von Turbu-
lenz bei diesen Modellen nicht berticksichtigt wird, kann nur eine sich im Gleichgewicht
befindende Stromung (gleichgrofe Produktion und Dissipation von Turbulenz) mit guter
Néherung durch solche Turbulenzmodelle beschrieben werden (z.B. diinne Grenzschicht-
stromung). Dies trifft im Nachlauf eines Schiffes nicht zu und mufl bei der Auswer-
tung der Ergebnisse berticksichtigt werden. Vorteile dieser Modelle sind ihre uneinge-
schrankte Gultigkeit in unmittelbarer Wandnahe, ihre leichte Programmierung und der
geringe Rechenaufwand. Ein- und Zweigleichungs-Turbulenzmodelle bestimmen die tur-
bulenten Spannungen tber charakteristische turbulente Groflen, fiir die zusitzliche Er-
haltungsgleichungen gelést werden miussen. Der bekannteste Vertreter dieser Modelle ist
das k-e-Modell von Launder und Spalding [28]. Da das Standard k-e-Modell von einer
voll turbulenten Stromung ausgeht, ist es in unmittelbarer Wandnédhe nicht giiltig. Die
physikalische Randbedingung an einer Wand, namlich die Haftbedingung, wird daher
nur indirekt durch "Wandfunktionen’ aufgestellt, die den wandnahen Bereich nach einem
vorgeschriebenen Verlauf (meist dem logarithmischen Wandgesetz) {iberbriicken. Diese
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Wandfunktionen werden aber aus vereinfachten Theorien (z.B. 2D-Grenzschicht) herge-
leitet und kénnen nicht die komplizierte, stark dreidimensionale Stromung im hinteren
Heckbereich beschreiben. Fiir eine Auflésung der Strémung bis zur Wand hin, ohne Wand-
funktionen, kann eine Erweiterung des Standardmodells eingesetzt werden, was allerdings
mit zusatzlichen Schwierigkeiten verbunden ist. Die genannten Turbulenzmodelle basieren
alle auf dem Prinzip der Wirbelviskositit (s.2.3), das physikalisch nur beschrankt giltig
ist. Anspruchsvollere, allerdings wesentlich rechenaufwendigere und noch nicht ganz aus-
gereifte Modelle sind bei technischen Anwendungen hin und wieder angewandt worden.
In dieser Arbeit wird ein algebraisches Turbulenzmodell benutzt und auf die Benutzung
von Wandfunktionen verzichtet. Das erfordert eine extrem feine Auflésung in Wandnahe,
was die Konvergenz des Verfahrens stark beeintrichtigt (s.5.2). Durch den Verzicht auf
Wandfunktionen sollen aber die komplizierten Stromungsverhaltnisse im hinteren Heck-
bereich besser erfallt werden. Die Turbulenzmodellierung selbst stellt keinen Schwerpunkt
der vorliegenden Arbeit dar. Bei den durchgefiihrten Anwendungsrechnungen wurde eine
von P. Sames geschriebene Programm-Routine nach dem Modell von Cebeci-Smith [5]
eingesetzt.

Die zur Diskretisierung des Raumes benutzten ’strukturierten’, nichtorthogonalen rand-
angepafiten Gitter (s.3.1) werden, durch Losung eines dafiir geeigneten Differentialglei-
chungssystems, 'numerisch’ erzeugt (s.3.2). Dazu miissen zunichst die Netze auf allen
Réindern des Rechengebiets erstellt werden, insbesondere auch auf dem Schiffsrumpf.
Letzteres erfordert eine Schnittstelle zwischen dem ’Netzerzeuger’ und einem Programm
zur Beschreibung von Schiffsoberflichen. Eine Schnittstelle zum Programm EUMEDES
[50] wurde von E. Gerlach geschaffen.

Die Wahl einer nichtversetzten Anordnung der Variablen im Gitter ('nonstaggered grid’),
wobei die Geschwindigkeiten und der Druck im Mittelpunkt der Zellen gespeichert wer-
den, und die Wahl der kartesischen Geschwindigkeitskomponenten als Unbekannte (s.4.1)
fithren zu einem deutlich einfacheren und programmtechnisch giinstigeren Verfahren als
die im o.g. Workshop von Géteborg 1990 noch mehrheitlich vertretenen ’konventionellen’
Verfahren, die auf versetzten Gittern (’staggered grid’) basieren. Dieser bereits von an-
deren Autoren, z.B. Peri¢ [42] und Majumdar et al. [31], erfolgreich eingeschlagene Weg
wird durch eine spezielle Bestimmung der Massenfliisse durch die Zellseiten ermoéglicht,
die numerische Schwierigkeiten vermeidet, welche sonst bei Anwendung eines nichtver-
setzten Netzes auftreten.

Die gemittelten Erhaltungsgleichungen werden nach der Finite-Volumen-Methode (FVM)
diskretisiert [36,48,58]. Dabei werden die Gleichungen zur Impuls- und Massenerhal-
tung in jeder Zelle des Gitters erfiillt. Bei einer Addition der diskretisierten Erhaltungs-
gleichungen fiir alle Zellen heben sich die Impuls- und Massenfliisse durch alle Zellsei-
ten, die nicht auf Randern liegen, paarweise auf. Somit werden automatisch die Er-
haltungssitze fir das ganze Rechengebiet eingehalten. Diese 'konservative Eigenschaft’
der FVM und ihre physikalisch anschaulichere Betrachtungsweise machen sie attraktiver
als die Finite-Differenzen-Methode (FDM), die urspriinglich in der Strémungsmechanik
iberwiegend benutzt wurde [1].



Die Approximation der Konvektionsterme (s.4.2) spielt eine entscheidende Rolle fiir die
Stabilitdit und Genauigkeit des Verfahrens. Das sehr verbreitete 'upwind differencing
scheme’ (UDS) zur Approximation der Geschwindigkeit in den Konvektionstermen fiihrt
zwar zu einem numerisch sehr stabilen Verfahren, weist aber neben bekannten Schwachen
(numerische Diffusion) auch einen Konsistenzmangel auf (5.4.2.2), worauf in der Lite-
ratur nicht hingewiesen wird. Der dabei entstehende Diskretisierungsfehler geht nicht
gegen Null, wenn die Zellen im Gitter verschwindend klein werden. Hier wird deswegen
hauptsachlich das sogenannte ’linear upwind differencing scheme’ (LUDS) angewendet.
Das LUDS kann auf groben Gittern zu numerisch bedingten Oszillationen fithren. In den
durchgefihrten Anwendungsrechnungen hat sich dieses Schema aber bewahrt. Alterna-
tiv stehen eine Reihe anderer Schemata zur Verfiigung, die aber in dieser Arbeit nicht
getestet werden.

Wegen des benutzten nichtversetzten Gitters ist auch die Bestimmung der Massenfliisse
in den Konvektionstermen von grofier Bedeutung. Eine lineare Interpolation der dafir
notigen Geschwindigkeiten an den Zellseiten kann Druck und Geschwindigkeiten in den
diskretisierten Gleichungen entkoppeln, was zu unphysikalischen Druckoszillationen fithren
kann [34]. Um dies zu vermeiden, wird eine von Rhie und Chow [45] entwickelte Interpo-
lationstechnik angewendet, in welcher die Zellseitengeschwindigkeiten an den Druckgra-
dienten durch die betreffende Seite gekoppelt werden (s.5.1.1). Eine Erweiterung nach
Miller und Schmidt [32] vermeidet eine unzuldssige Abhangigkeit der somit interpolier-
ten Massenflisse (und dadurch der Ergebnisse) vom gewahlten Unterrelaxationsfaktor
der Geschwindigkeiten beim iterativen Lésungsverfahren, die bei manchen Anwendungen
dieser Technik festzustellen ist. Eine leichte Anderung der Interpolationsvorschrift erhht
die Eignung fiir stark unregelmafige Gitter.

Das Gleichungssystem bestehend aus den diskretisierten Erhaltungsgleichungen wird durch
Anwendung der SIMPLE-Methode von Patankar und Spalding [35] iterativ gelost. Bei
dieser Methode werden die Geschwindigkeitsverteilung und die Druckverteilung nicht
gleichzeitig, sondern nacheinander ermittelt und in einer iterativen Prozedur miteinander
gekoppelt. Nach konvergierter Iteration erfillen die Geschwindigkeiten und die Driicke
in allen Zellen des Gitters mit einer vorgegebenen Genauigkeit die diskretisierten Erhal-
tungsgleichungen.



2 Grundgleichungen

2.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Die inkompressible Stréomung eines Newtonschen Fluids wird durch die Navier-Stokes-
Gleichungen und die Kontinuitatsgleichung beschrieben. In kartesischen Koordinaten
und konservativer Formulierung lauten sie unter Verwendung der Summationskonvention

a(pv,') a(pv,"vj) _ o 8}7 d 8v,— ij
o T ap = ety M ey T oy
Tij
(1)
o(pv;)
By 0

Alle vorkommenden Indizes laufen von 1 bis 3. Die Summationskonvention besagt, dafl
in einem Term tber gleich bezeichnete Indizes zu summieren ist, z.B. bedeutet

Opowvj) _ dpvivy) | O(pviva) | O(pvivs)
dy’ oyt Jy? Jdy3

p bezeichnet die konstante Dichte, v; die Geschwindigkeitskomponente in Richtung der
Koordinatenachse ¢, f; die Komponente einer dufieren Kraft (z.B. Gewicht) pro Volumen-
einheit, p den Druck, p die Zahigkeit, y* die kartesische Koordinate in Richtung ¢ und ¢ die
Zeit. T;; steht fir die viskosen Spannungen, die fiir Newtonsche Fluide in inkompressibler
Strémung proportional zu den Deformationsraten der Flissigkeit sind.

Betrachten wir als Kontrollvolumen in der Stréomung ein quaderférmiges, ortsfestes Vo-
lumenelement mit infinitesimalen Kantenldngen, dessen Seiten parallel zu den Koordina-
tenebenen sind. (1) liefert je eine skalare Gleichung fiir die Erhaltung des Impulses pro
Volumeneinheit in Richtung ¢ im o.g. Kontrollvolumen. Der erste Term in dieser Glei-
chung ist die zeitliche Anderung des Impulses im Kontrollvolumen. Der zweite Term gibt
den Saldo des Impulstransports durch Konvektion aus dem und in das Kontrollvolumen;
er wird als Konvektionsterm bezeichnet. Auf der rechten Seite erscheinen die Massen-
und Oberflachenkrifte (pro Volumeneinheit), die auf das Kontrollvolumen wirken. Der
letzte Term stellt einen Netto-Impulstransport durch Diffusion dar; er wird Diffusions-
term genannt. Die zweite Gleichung in (1) ist eine skalare Gleichung; sie garantiert die
Erhaltung der Masse pro Volumeneinheit. Da die Stromung inkompressibel ist, ist der
Saldo des Massentransports aus dem und in das Kontrollvolumen gleich Null.

Es handelt sich um ein nichtlineares System partieller Differentialgleichungen in den vier
Unbekannten v; und p. Analytische Losungen dieses Systems sind nur fir einfache lami-
nare Stromungen bekannt, z.B. fur die ’Couette-Stromung’ und fiir die "Hagen-Poiseuille-
Stromung’ [47). Fiir technisch relevante 3D-Strémungen dagegen, mit Turbulenz und
komplexer Geometrie wie in dem uns interessierenden Fall, ist eine analytische Losung
nicht moglich, so dafl eine numerische Losung des Systems notwendig ist.
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2.2 Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen und die Kontinuitatsgleichung beschreiben auch turbu-
lente inkompressible Strémungen vollstandig [5]. Bei einer numerischen Lésung ohne
gesonderte Turbulenzbehandlung miissen allerdings auch die kleinsten Zeit- und Langen-
skalen der Turbulenz (Dauer und Gréfle der kleinsten Turbulenzwirbel, in denen ki-
netische Energie dissipiert wird) durch die getroffene Diskretisierung aufgelost werden.
Die dafiir erforderliche Anzahl an Gitterzellen und die sehr kleinen Zeitschritte bei der
Zeitintegration (Diskretisierung des Zeitterms in Gleichung (1)) machen dieses Vorge-
hen auf den heutigen Rechnern fiir die meisten technischen Anwendungen nicht realisier-
bar. Legt man fir eine Plausibilititsabschitzung einer solchen Vorgehensweise die soge-
nannten Kolmogoroff-Skalen zugrunde, [17], so ergibt sich die erforderliche Zellanzahl zu
N ~ R,%. Fir Schiffsumstromungen, mit Reynoldszahlen zwischen etwa 107 (Modell)
und 10° (GroBausfithrung), stellt dies auf Jahrzehnte eine untiberwindbare Hiirde dar.

Aus diesem Grund wird eine statistische Betrachtungsweise der turbulenten Strémung
eingefithrt. Wenn die in (1) auftretenden Momentanwerte der Geschwindigkeiten und des
Druckes als Summe eines Mittelwertes (v; bzw. p) und einer Schwankung (v! bzw. p’)
geschrieben werden,

vi = Uit
p = Pp+r ,
und eine 'geeignete’ Mittelung der Gleichungen durchgefiihrt wird, erhalt man die Reynolds-

gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen, auch RANSE genannt (Reynolds Averaged Navier-
Stokes Equations)

9(pvi) | Opviv;) _ . Op , O | (9w O, d(pvjy)
CTRRN W f=ait o M\ ey T o) | ™ "oy
(2)
opvy) _
ay’

Da wir zunachst an inkompressiblen, im Mittel stationaren Stromungen interessiert sind,
ist hier eine zeitliche Mittelung angebracht. Deswegen wird an dieser Stelle der Zeitterm
fortgelassen. In anderen Fallen mufl man an andere Formen der Mittelwertbildung den-
ken, z.B. 'massengewichtete Mittelung’ bei kompressiblen Strémungen [5] oder ’Ensemble-
Mittelwert’ bei im Mittel instationdren Stromungen [34]. Die RANSE unterscheiden sich
formell von den Navier-Stokes-Gleichungen durch den letzten Term, die Divergenz des
Reynoldstensors —pv_ﬁg. Dieser Term stellt einen neuen Impulstransport dar, der wie
zusatzliche Spannungen an den Seiten des betrachteten Kontrollvolumens wirkt. Daher
spricht man vom Reynoldsspannungstensor, und seine Komponenten werden Reynolds-
spannungen oder auch turbulente Spannungen genannt. In den anderen Termen der
Gleichungen stehen jetzt stets Mittelwerte anstelle von Momentanwerten. Zu den ur-
sprunglich vier Unbekannten sind sechs unbekannte Gréen hinzugekommen, ndmlich die
sechs voneinander unterschiedlichen Komponenten des symmetrischen Reynoldstensors.
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Damit wieder soviele Unbekannte wie Gleichungen vorhanden sind, wird ein "Turbulenz-
modell’ eingefiihrt, das empirische Information heranzieht.

2.3 Turbulenzmodellierung

Wir beschrianken uns auf Turbulenzmodelle, die auf dem Ansatz von Boussinesq (siehe
z.B. [17,47]) und damit auf der Wirbelviskositdtshypothese (3) basieren. Diese stellen
bei weitem die Mehrheit der fiir technische Anwendungen eingesetzten Turbulenzmodelle

dar.

0v; 0v;
— POy = <6;)J' + a{/—f) — 2/3péijk (3)

Die Elemente des Reynoldstensors werden durch einen skalaren Faktor y; in einen linearen
Zusammenhang mit den Gradienten der mittleren Geschwindigkeiten gebracht. Wegen
der Analogie zu dem Ausdruck der viskosen Spannungen wird p; turbulente Zahigkeit,
Scheinzahigkeit oder auch Wirbelviskositat (eddy viscosity) genannt. Im zweiten Term
auf der rechten Seite steht §;; fiir das Kronecker Symbol (6;; = 1, falls ¢ = j ist, sonst
§;;=0)und k = %va fiir die turbulente kinetische Energie.

Wenn man diesen Ausdruck fiir die Reynoldsspannungen in (2) einsetzt, folgt

d(pvwv, O(p+2/30k) . O ovi | 9o
_(%J?a_) = fi_-(i_a_?{__p—)-'_g;; (&iﬁi)(a_;?'*a;)
Heff
(4)
9pvi) _
oyl ’

Die Querstriche fiir die Bezeichnung von Mittelwerten wurden der Einfachheit halber weg-
gelassen. Die Gleichungen haben dieselbe Form wie die Navier-Stokes-Gleichungen , wenn
man eine effektive Zahigkeit p.sr = p + p. einfiihrt, die jetzt keine konstante Stoffgrofie
mehr ist, und (p + 2/3pk) zu einer GréBe zusammenfafit.

Das Turbulenzmodell dient zur Bestimmung der turbulenten Zahigkeit, ggf. auch der
turbulenten kinetischen Energie k. Aus einer Dimensionsanalyse erkennt man, dafl die
turbulente kinematische Zahigkeit (v, = u./p) proportional zu einer charakteristischen
Geschwindigkeit und einer charakteristischen Lange gesetzt werden kann: v, ~ V_L..

Beim sehr verbreiteten Zweigleichungs-Turbulenzmodell k-¢ [28] wahlt man als Geschwin-
digkeitsmaB V, = vk und als LangenmaB L. = k3/2/¢, wobei ¢ die Dissipationsrate von k
ist. Fiir die Ermittlung von k und € werden zwei zusatzliche Differentialgleichungen gelost.
Algebraische (Nullgleichungs-) Turbulenzmodelle dagegen bestimmen »; nur anhand von
empirischen Formeln, in welche die Geschwindigkeiten und die Koordinaten (der Wand-
abstand) eingehen. Bei Anwendung eines algebraischen Modells wird der Term 2/3 - pk
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vernachlassigt, weil in diesem Fall die turbulente kinetische Energie nicht ermittelbar ist.
Nach meiner Auffassung ist es in diesem Fall vorzuziehen, den Ausdruck (p + 2/3 - pk)
statt nur p als die gesuchte Gréfe anzusehen und bei der Auswertung der Ergebnisse zu
beachten, da8 diese Grofle nur dort eine gute Approximation fur den Druck darstellt, wo
die turbulente kinetische Energie eine untergeordnete Rolle spielt. Im Folgenden wird
vereinfachend fiir diesen Ausdruck p geschrieben.

In der vorliegenden Arbeit wird ein algebraisches Turbulenzmodell nach Cebeci-Smith
[5] eingesetzt. Die turbulente kinematische Zahigkeit wird zunachst nach zwei verschie-
denen Formulierungen bestimmt, die zwischen einer inneren in unmittelbarer Wandnahe
gelegenen Schicht und einem dufleren Restbereich unterscheiden. AnschlieBend wird der
kleinste der beiden Werte gewahlt:

vy = mln(l/tinner’ Vtouter)
Die Formulierung fiir die innere Schicht lautet

= L lwl,

Vtinner

Im = &y[l —exp(—y"/AT)]

| w | 1st der Betrag der Rotation des mittleren Geschwindigkeitsvektors, I, der Mischungs-
weg, £ = 0,4 die von Kirmén-Konstante, y der Wandabstand und At = 26. Die in-
nere Koordinate y* = y U,/v wird mit Hilfe der Wandschubspannungsgeschwindigkeit

U, = \/Tw/p definiert, wobei 7,, der Betrag der Wandschubspannung ist.

In der auleren Schicht ist

I/touter = @ 5* U6 ’Y(y/a) ?

v(n) = (1+5.57%)7"

a = 0.0168 ist die Clauser-Konstante, §* die Verdrangungsdicke, Us; die wandparallele
Geschwindigkeit am Rande der Grenzschicht, v die Klebanoff-Abklingfunktion und é die
angesetzte Grenzschichtdicke.

Zur Bestimmung der ortsabhingigen turbulenten kinematischen Zahigkeit v; wird die
(gesuchte) Geschwindigkeitsverteilung benotigt. Da die Geschwindigkeiten im Rahmen
eines iterativen Verfahrens bestimmt werden, liefert das Turbulenzmodell fiir jede neue
Approximation der Geschwindigkeiten ein neues v;.
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3 Diskretisierung des Stromungsgebiets

3.1 Eigenschaften des numerischen Gitters

Zur numerischen Losung des Gleichungssystems (4) mufl das Stromungsgebiet diskreti-
siert werden. Mittels eines numerischen Gitters werden Punkte in einer Umgebung des
Schiffes (Rechengebiet) verteilt. Je acht benachbarte Punkte begrenzen ein Kontroll-
volumen. Fiur jedes Kontrollvolumen (Zelle) werden die Erhaltungsgleichungen aufge-
stellt. Fir eine effektive Verteilung der Punkte im Rechengebiet sowie fiir die Aufstellung
von Randbedingungen ist ein randangepaBtes Gitter zweckmaBig (Abb.5,6). Die Gitter-
punkte sollen moglichst nur dort angehauft werden, wo sie fir eine angemessene Auflosung
der Strémung noétig sind; das ist dort, wo grofle Gradientendnderungen der Variablen zu
erwarten sind, z.B. in Wandnahe. Wir sind zunachst an Hinterschiffsumstrémungen inter-
essiert, so dafl nur der Raum um den hinteren Schiffsteil diskretisiert werden mufl. Abb.1
(oben) zeigt schematisch das unter Ausnutzung der Symmetrien um die Mittellangsebene
und die Wasserlinienebene gewahlte Rechengebiet fiir die Berechnung der Hinterschiffsum-
stromung um ein Doppelmodell sowie das kartesische Koordinatensystem y* (i = 1,2, 3).

Hier werden nur ’strukturierte’ Gitter benutzt, auf denen die Gitterlinien als Koordina-
tenlinien eines globalen, krummlinigen Koordinatensystems angesehen werden koénnen.
Dies ermdglicht es die einzelnen Gitterknoten (Schnittpunkte der Gitterlinien) durch
ihre krummlinigen Koordinaten zu lokalisieren. Meine Methode kann aber ohne Ein-
schrankung auch auf 'blockstrukturierte’ Gitter angewendet werden. Fir die Kommu-
nikation zwischen den verschiedenen Blocken miussen allerdings geeignete Vorkehrungen
im Computerprogramm implementiert werden. Die Rander des Stromungsgebiets fal-
len mit Gitterflichen bzw. Koordinatenflaichen zusammen. Der Berechnungsraum wird
durch die Gitterflachen liickenlos in topologisch quaderférmige Zellen unterteilt. Es liegt
nahe, alle Inkremente der krummlinigen Koordinaten gleich 1 zu definieren, so dafl die
krummlinigen Koordinaten der Knoten ganze Zahlen sind und einer Numerierung der
Gitterflichen entsprechen. Abb.1 (unten) zeigt das Definitionsgebiet der krummlinigen
Koordinaten z* (: = 1,2, 3), auch transformiertes Gebiet genannt. Das Rechengebiet wird
in einen Quader abgebildet. Der Einstréomrand (A, B,C, D, A) und der Ausstrémrand
(A, B',C', D', A") fallen mit den Koordinatenflachen z! = z} , und «! = z} , zusammen.
Die Symmetrie-Ebene unterhalb der Kiellinie (A, B, B’, A’, A) und die Wasserlinienebene
(D,C,C'", D', D) fallen mit den Koordinatenflichen z? = 22 und z? = z2,, zusam-
men. Der Rumpf und die Symmetrie-Ebene hinter dem Schiff (D, A, A’, D', D) bzw. der
Auflenrand (C, B, B’,C’, C) fallen mit den Koordinatenflachen z* = z3;, bzw. 2® = 22,
zusamen.

Durch die Zuordnung von Gitterflichen und Randern wird gleichzeitig die Topologie des
zu erzeugenden Gitters festgelegt. Es handelt sich um ein sogenanntes H-O-Netz. Die
Gitterlinien verlaufen in Langsrichtung etwa wie Stromlinien (Abb.20), und in Spantum-
fangsrichtung begleiten sie die Spantkontur (Abb.18). Letzteres ist iber den grofiten Be-
reich des Rumpfes eines ublichen Handelsschiffes, wegen des flachen Bodens, zweckmaBig.
Im hinteren Heckbereich und im Nachlauf des Schiffes ware allerdings auch auf Spantebene
eine H-Topologie geeigneter. Die Beibehaltung der O-Topologie nach hinten hin,
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Abbildung 1: Rechengebiet und Koordinatensystem.
Oben: physikalisches Gebiet. Unten: transformiertes Gebiet.



bedingt durch das strukturierte Gitter, fiihrt zu einer ’Singularitit’ im Netz entlang der
Fortsetzung der Kiellinie hinter dem Schiff. Dies kann man daran erkennen, dafl dort zwei
verschiedene Gitterflachen (z? = 22, und z® = z3,) im physikalischen Gebiet auf eine
und dieselbe Ebene zusammenfallen (Abb.1). Waihrend i.a. die Zellseiten aus Vierecken
bestehen, entarten bei den Zellen entlang der ’Kante’ A” A’ des Rechengebiets die Zellsei-
ten auf den Gitterflachen z'! =const in Dreiecke (Abb.19). Dies kann die Genauigkeit der
numerischen Losung beeintrachtigen. Solange dieser Effekt nur lokal beschrankt bleibt,

kann er aber im Kauf genommen werden.

Eine weitere, einschrinkende Eigenschaft des benutzten Netzes besteht darin, dafl die
Gitterflichen z! = const mit vorgegebenen Spantebenen zusammenfallen. Dies erméglicht
eine einfache Erzeugung des Gitters auf dem Schiffsrumpf, welches fir die Erzeugung
des 3D-Netzes vorliegen mufl. Es hat aber den Nachteil, dafl dadurch die Heckkontur
des Schiffes i.a. nur stufenférmig approximiert werden kann (Abb.17,21). Durch Auf-
hebung dieser Einschrankung und Anwendung blockstrukturierter Gitter lassen sich die
erwahnten Schwachen des Gitters teilweise oder ganz beheben. Dies stellt andererseits
erheblich mehr Anforderungen an den Netzerzeuger und an das Programm zur Losung der
Erhaltungsgleichungen, die sich in der jetzigen Entwicklungsphase noch nicht rechtfertigen
lassen. Spatere Anwendungen auf kompliziertere Falle und mit hoheren Genauigkeitsan-
spriichen werden aber solche Erweiterungen unabdingbar machen. Die Erstellung eines
geeigneten numerischen Gitters bedarf vieler Erfahrung und nimmt erheblich mehr Zeit
in Anspruch als die Rechnung selbst.

3.2 Gittererzeugung

Die Genauigkeit des Verfahrens zur Losung der Erhaltungsgleichungen wird durch Unglatt-
heiten des Gitters beeintrachtigt. Diese sollten daher moglichst vermieden werden. Eine
sehr verbreitete Methode zur Erstellung von Netzen mit den gewiinschten Eigenschaften
ist die sogenannte elliptische Gittererzeugung [53,54], wobei das Gitter durch die nume-
rische Losung eines elliptischen Differentialgleichungssystems erzeugt wird. Dafir dienen
iiblicherweise Poisson-Gleichungen fiir die krummlinigen Koordinaten z‘ abhingig von
den unabhangigen Variablen y' (: = 1,2,3). Zur Losung des Gleichungssystems ist eine
Transformation zweckmaBig, bei der die Rollen der abhangigen und unabhangigen Varia-
blen vertauscht werden [11]. Ein nach dieser Methode entwickeltes Programm ermdglicht
die Erzeugung eines strukturierten Gitters fir das ganze Rechengebiet. Eventuelle Un-
stetigkeiten auf den Randern werden nicht ins Feld uibertragen.

Ausgehend von den gegebenen Knotenverteilungen auf den Randern des Rechengebiets
werden die kartesischen Koordinaten der inneren Knoten als Lésung des transformierten,
nichtlinearen, gekoppelten Gleichungssystems gefunden. Setzt man alle rechten Seiten
der Poisson-Gleichungen zu Null, so resultiert das ’regelmafBigste’ Gitter, welches die
Randgeometrie und die gegebenen Knotenverteilungen erlauben. Durch die Wahl von
rechten Seiten ungleich Null kann man Einflufl auf die Verteilung der Punkte im Feld
nehmen. Dies erméglicht die Anhaufung der Gitterpunkte an bestimmten Stellen, Linien
oder Flachen, wie es z.B. fir die Auflésung einer Grenzschicht nétig ist.
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Das Poisson-Gleichungssystem wird nach der Finite-Differenzen-Methode diskretisiert,
wobei alle Ableitungen durch zentrale finite Differenzen (FD) approximiert werden. Es
wird mit einem sogenannten FAS-Mehrgitterverfahren [4,13] iterativ gelost. Die starke
Anisotropie in der Koeffizientenmatrix des resultierenden diskretisierten Systems infolge
der extrem unterschiedlichen Zellseitenverhdltnisse des zu erzeugenden Netzes fiihrt dazu,
daB die iblichen Glattungsverfahren [48] in Verbindung mit der benutzten Gitterver-
groberung (standard coarsening) nicht geeignet sind [51,52]. Als *Glatter’ wird deswegen
eine in verschiedene z'-Richtungen alternierende Flachenrelaxation benutzt (alternating
plane relaxation), wobei alle Variablen jeweils auf einer Flache implizit bestimmt werden.
Dies erfolgt wiederum mittels eines zweidimensionalen Mehrgitterverfahrens [11].

Schon bei der Erzeugung relativ kleiner Netze (z.B. 50000 Zellen) sind deutliche Rechen-
zeitersparnisse (Faktor > 5) gegeniiber dem konventionellen Eingitterverfahren festzustel-
len. Die Rechenzeit betridgt dann beispielsweise nur noch eine Minute auf einer gangigen
Workstation. Die erreichten Konvergenzfaktoren pro Arbeitseinheit (work unit=Aufwand
eines Iterationsdurchgangs auf dem feinsten Gitter) sind mit p,, = 0,7 in Anbetracht
der erwidhnten Anisotropie recht zufriedenstellend. Da diese Faktoren sich auch bei
der Erzeugung grofierer Netze wenig andern, wird die Uberlegenheit des Mehrgitter-
verfahrens immer gréfler, da die Konvergenz eines Eingitterverfahrens immer schlechter
wird. Die reine Rechenzeit fir die Erzeugung des numerischen Gitters ist bei Benut-
zung eines festen Gitters, welches nur einmal vor Beginn der tatsachlichen Rechnung
erzeugt wird, nebensachlich. Bei Stromungsproblemen mit beweglichen Randern, z.B. bei
Berticksichtigung der freien Oberflache, konnte diese Zeit aber durchaus von Bedeutung
werden, wenn das Gitter im Laufe der Rechnung wiederholt erzeugt werden muf.

Fir die Erstellung des 3D-Netzes miissen die Netze auf allen sechs Randflachen des Re-
chengebiets vorliegen. Die Netze auf dem Einstrom- und Ausstromrand sowie auf der
Wasserlinienebene werden ebenfalls nach der beschriebenen Prozedur aus den Knoten auf
den Kanten des Berechnungsgebiets numerisch erzeugt. Auf der Symmetrie- Ebene unter-
halb der Kiellinie sowie auf dem AuBenrand (kreiszylindrische Mantelfliche) lassen sich
geeignete Gitter sehr einfach analytisch erzeugen. Fir die Erstellung eines Gitters auf dem
Rumpf (und der Symmetrie-Ebene im Nachlauf des Schiffes) werden an das Programm
EUMEDES zur Beschreibung von Schiffsoberflichen [50] die gewiinschte Spantverteilung
und die Verteilung der Punkte auf jedem Spant iiber die Bogenlange tibergeben. Dieses
Programm liefert dann die kartesischen Koordinaten aller Knoten auf diesem Rand. Wenn
die Schiffsgeometrie bereits in Form einer EUMEDES-Eingabedatei vorliegt, erfordert die
Erzeugung des Gitters um ein Hinterschiff typischerweise 1 bis 12 Mann-Tage.
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4 Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen

4.1 Transformation

Bei Anwendung nichtorthogonaler, randangepafiter Gitter schreibt man die Erhaltungs-
gleichungen (4) fiir die Diskretisierung iiblicherweise auf allgemeine, krummlinige Koor-
dinaten um. Diese Transformation kann verschieden durchgefiihrt werden: Je nachdem,
ob die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten weiterhin als Unbekannte gefihrt wer-
den sollen oder nicht und ob die streng konservative Form der Gleichungen beibehalten
werden soll, ergeben sich Formulierungen der Erhaltungsgleichungen, die unterschiedliche
Schwierigkeiten bei ihrer numerischen Losung hervorrufen.

Je nach Anordnung der Variablen im Gitter unterscheidet man zwischen versetzten (stag-
gered) und nichtversetzten Gittern (nonstaggered grid). Im Falle eines versetzten Gitters
werden die Unbekannten an verschiedenen Orten in einer Gitterzelle definiert. Typischer-
weise wird auf jeder Zellseite jeweils eine Geschwindigkeitskomponente gespeichert und der
Druck im Zellmittelpunkt. Dies war lange Zeit tiblich, um eine Entkopplung von Druck
und Geschwindigkeiten in den diskretisierten Erhaltungsgleichungen zu vermeiden, da-
mit keine unphysikalischen Druckoszillationen (Schachbretteffekt) auftreten [14,36]. Bei
versetzten Gittern spricht vieles dafiir, gitterorientierte kontravariante bzw. physikalische
Komponenten einzufihren und die Impulsbilanzen in Richtung der krummlinigen Ko-
ordinaten aufzustellen. Dies fuhrt zu einer nichtkonservativen Formulierung mit vielen
‘metrischen Koeffizienten’. Insbesondere treten in den Gleichungen zweite Ableitungen
der krummlinigen Koordinaten auf, die sehr empfindlich fir Gitterunglattheiten sind. Die
Beibehaltung der kartesischen Geschwindigkeiten kann bei versetzten Gittern zu Genau-
igkeitsproblemen fiihren.

Modernere Verfahren [42,31] vermeiden Druckoszillationen durch eine spezielle Interpola-
tionstechnik fiir die Massenfliisse durch die Zellseiten (s.5.1.1). Dies macht eine Versetzung
des Gitters uberflissig. In nichtversetzten Gittern werden alle Geschwindigkeitskompo-
nenten und der Druck an demselben Punkt in der Zelle definiert, z.B. im Zellmittelpunkt.
In diesem Fall spricht alles dafiir, die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten beizu-
behalten und die Impulsbilanzen weiterhin in den kartesischen Richtungen aufzustellen
(partielle Transformation). Dies fithrt zu einer streng konservativen Formulierung mit we-
nigen metrischen Koeflizienten in den transformierten Gleichungen, vor allem aber ohne
zweite Ableitungen der krummlinigen Koordinaten. Die nichtversetzte Anordnung der
Variablen im Gitter hat auch programmtechnisch viele Vorteile, insbesondere bei Anwen-
dung eines Mehrgitterverfahrens, und reduziert den Rechenaufwand und den Speicher-
platzbedarf (s.4.3).

Daher wird hier, auch im Hinblick auf eine kinftige Implementierung der Mehrgittertech-
nik, eine nichtversetzte Anordnung gewahlt. Die kartesischen Geschwindigkeiten und der
Druck werden im Zellmittelpunkt definiert. Die partielle Transformation von (4) nach
den Gesetzen der Tensoranalysis fihrt zu
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y* und z* (¢ = 1,2, 3) bezeichnen die kartesischen bzw. die krummlinigen Koordinaten. J
ist die Jacobi-Determinante der Koordinatentransformation y' = y*(z?',z?, z3). Die erste
Gleichung in (5) bedeutet weiterhin den Impulssatz in Richtung der kartesischen Koor-
dinatenachse i. Die zweite Gleichung ist die transformierte Kontinuitatsgleichung. Die
Faktoren g% und J enthalten nur ’metrische’ Information. Diese Grofien werden aus der
Gittergeometrie bestimmt und sind somit bekannt. Alle Ableitungen von unbekannten
GroBen sind Ableitungen nach krummlinigen Koordinaten.

Die Beibehaltung der kartesischen Geschwindigkeiten als Unbekannte erméglicht es auch,
die Transformation der Gleichungen zu umgehen, indem Gleichung (4) direkt integriert
und der GaufBlsche Satz angewendet wird. Diese Vorgehensweise bleibt auch auf unstruk-
turierten Gittern giiltig. Alternativ wird hier eine elegante Herleitung von Gleichung
(5) gezeigt. Daflir und fir die spatere Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen werden
Elemente der Differentialgeometrie eingefithrt:

. . — 6 ! -
kovariante Vektorbasis: a; = ay. € (6)
:E'l
) ; -~  Jz
kontravariante Vektorbasis: at =o€l (7
)

é; (1 =1,2,3) bezeichnet die kartesische Einheitsvektorbasis. Der Vektor q; ist tangential

zu der Gitterlinie 2 und z* = const (i, j, k voneinander verschieden). Der Vektor @ steht
senkrecht auf der Gitterebene z*=const. Es gilt, z.B. [2]:

-~ dj X dg . ort dy™ Jy™
at = oder, komponentenweise: J = €lmn = o
ay! dzi Jz*

i,7,k zyklisch (8)

i 80d Ank
Jzaq-(aéxaé)zeijk%%;g% (9)
€k steht fiir das Permutationssymbol, dessen Wert +1 ist, wenn 7, j, k£ eine gerade bzw.
eine ungerade Permutation von 1,2, 3 darstellt, und Null, falls zwei oder mehr Indizes den
gleichen Wert nehmen. In (8) sind die Werte von ¢, j, k "zyklisch’ zu wahlen, d.h. nach

einer geraden Permutation von 1,2, 3.

Betrachten wir ein durch die Koordinatenflichen z* = z}, und z' = 2} +dz* (: = 1,2,3)
begrenztes infinitesimales Volumenelement. Die Ausdriicke fiir sein Volumen und fiir den
Flachenvektor auf einer Koordinatenflache z* = const sind

dV = di-(dy x a3) dr'dz*de?
= Jdz'dz?dz® (10)
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(7dS) + d} x dy da’dzF

= + Jaida'ds* i,j,k zyklisch . (11)

z*=const

dS ist die Seitenfliche und % der aus dem Volumenelement hinauszeigenden Einheits-
normalenvektor. Das positive Vorzeichen in (11) gilt fiir z° = z} + dz', das negative
Vorzeichen fiir z* = z},.

Eine metrische Identitat (sie 1aft sich durch Ausschreiben der linken Seite unter Bertick-
sichtigung von (8) bestatigen) driickt aus, dafl die Seiten des betrachteten Volumenele-
mentes eine geschlossene Flache darstellen

0 dz!
—(J=) = ) 12
Gleichung (5) 1aft sich nun mit der Kettenregel der Differentiation und dieser Identitat
direkt aus (4) herleiten. Beispielsweise wird der Konvektionsterm transformiert

Npvivg) _ Opvivs) 9= _ 1 8 (,00°
ay | od Oy Jodt \” 9y U

4.2 Finite-Volumen-Methode

Die Gleichungen in (5) werden Term fiir Term {iber eine Zelle integriert. Das Volumen-
integral iber die Zelle wird mittels (10) in ein Dreifachintegral iiber die krummlinigen
Koordinaten umgeschrieben. In jedem Term, bis auf den Term der dufleren Kraft, 1at
sich eine Integration nach jeweils einer krummlinigen Koordinate geschlossen durchfiihren.
Die Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung auf die verbleibenden Integrale
fiihrt zu

o482
Jdv; dzF  OQv; Oz

3 ox! me n
1;{ J B [Pvivj = hesf (axk By T Bk ayi)] } bz b2" =

z!

S P S
= fioV — Z{ J oy P } Srméx™

zl

(13)

—_— .’L‘l+6.’L‘l
3 ozt
E {J ———.pvj} dz™éx™ =0 l,m,n zyklisch .
Oy’ .

8V ist das Volumen der Zelle. §z* (i = 1,2,3) sind die Inkremente der krummlinigen
Koordinaten. Die Ausdricke in geschweiften Klammern bezeichnen die Differenz der be-
treffenden Ausdriicke an den Zellseiten z! 4+ 62! und z'. Die Querstriche bezeichnen die
Mittelwerte dieser Ausdriicke auf der entsprechenden Zellseite bzw. in der Zelle.

Im Folgenden werden die Mittelwerte durch die Werte in den jeweiligen Mittelpunkten
ersetzt und die Querstriche fortgelassen. Dies stellt eine Approximation 2. Ordnung der
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Integrale unter der Voraussetzung dar, dafl die Werte in den Mittelpunkten vorliegen oder
mit Fehlern von 2. oder hoherer Ordnung ermittelt werden. Der Mittelpunkt der Zelle
bzw. einer Zellseite wird durch arithmetische Mittelung der kartesischen Koordinaten der
Eckpunkte der Zelle bzw. der Zellseite bestimmt. Die Einfihrung folgender Definitionen
vereinfacht Gleichung (13):

A® = Jai62762z% oder, komponentenweise: A®) = J%—&c"&x’“ . (14)
y'ﬂ

Die Werte der Indizes 1, j, k sind dabei zyklisch zu wahlen. Der Index in Klammern gehort
zur Bezeichnung des Vektors und stellt keine Tensorkomponente dar. Nach Glelchung (11)
1aBt sich dann der ’finite’ Flachenvektor auf einer Zellseite z! = const, hier A genannt,
durch einen der drei auf der Zellseite bereits eingefihrten Vektoren dalstellen

A = (B68)pceonst = £ AD  bzw.  A; =+ AV | (15)

65 bezeichnet die Flache der Zellseite. Das positive Vorzeichen gilt fur die Seite '+ 62!,
das negative Vorzeichen fiir die Seite z!. Der Vektor A zeigt stets aus der Zelle hinaus.

Einsetzen dieser Definitionen in (13) ergibt mit einigen Umformungen folgende Gleichun-
gen fiir die Impuls- und Massenerhaltung in einer Zelle

e Ov; A;AY gy, A-qu)
S puoshy - ¥ Rt (D AAT O AAT) oy s,
Seiten Setten J Oz bz bz° Oz bz bz° S Seiten
N ———— _ Massenkraft
Konvektionsterme Diffus?;nsterme Druckterme

(16)
E pv;A; =0
~——

Seiten Massen fluss
Die Werte der Indizes ¢, 7, s sind zyklisch zu wahlen. Die Summensymbole bezeichnen
eine Addition uber alle sechs Seiten der betrachteten Zelle.

Die Beziehungen (14), (15), (8) und (9) dienen zur Bestimmung von Agi), Ajund J in den
Mittelpunkten der Zellseiten. Die dabei auftretenden Komponenten der kovarianten Ba-
sisvektoren werden durch zentrale FD approximiert. Da nur die kartesischen Koordinaten
der Zellecken gespeichert werden, missen dafiir fehlende Koordinaten (in Zell-, Zellseiten-
und Zellkantenmittelpunkte) durch Mittelung bestimmt werden. Da die in den Diffusi-
onstermen verbliebenen Ableitungen ebenfalls durch zentrale FD approximiert werden
(s.4.2.1), kann man bei ndherer Betrachtung von Gleichung (16) und o.g. Beziehungen
feststellen, daf} sich alle Inkremente §z* aufheben. Die Inkremente der krummlinigen Ko-
ordinaten werden im Folgenden, ohne Beschrankung der Allgemeinheit, alle zu 1 gesetzt.

Programmtechnisch reduziert sich somit die Bestimmung der metrischen GroBen an ei-

ner Zellseite auf die Berechnung der drei Kreuzprodukte und des Spatproduktes der nach
Gleichung (6) aus kartesischen Koordinatendifferenzen gebildeten Vektoren a; (i = 1,2, 3).
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Analog wird das Zellvolumen 6V durch das Spatprodukt der Verbindungsvektoren der
entgegengesetzten Zellseitenmittelpunkte bestimmt. Da wir zunachst an stationaren
Stromungen interessiert sind, ist die Bestimmung des Zellvolumens unproblematisch. Im

Falle einer instationdren Strémung ist eine genauere Bestimmung von 6V erforderlich.
lumen des gesamten Rechengebiets ergibt |23].

Falls eine auflere Kraft vorhanden ist, liegt der Wert f; im Zellmittelpunkt vor, so dafl
der mit Massenkraft bezeichnete Term in (16) keiner weiteren Behandlung bedarf. Die
erforderlichen Driicke an den Seiten der Zelle werden zwischen den Werten in den Mittel-
punkten der jeweils benachbarten zwei Zellen (entlang der verbindenden Koordinatenli-
nie) linear interpoliert. Zur weiteren Beschreibung der Diskretisierung werden die Mittel-
punkte der betrachteten Zelle und der Nachbarzellen, die mit dieser Zelle eine gemeinsame
Seite haben, mit P, E (east), W (west), N (north), S (south), T (top) und B (bottom)
bezeichnet, Abb.2 (oben). Nicht 'unmittelbar’ benachbarte Zellmittelpunkte werden mit
Grofibuchstabenkombinationen bezeichnet. Abb.2 (unten) zeigt schematisch einige dieser
Zellmittelpunkte. Zellseiten- und Zellkantenmittelpunkte werden entsprechend mit Klein-
buchstaben bezeichnet. Nicht abgebildete Punkte werden sinngemaf bezeichnet.

4.2.1 Approximation der Diffusionsterme

Die in den Diffusionstermen auftretenden Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten
nach den krummlinigen Koordinaten (in Zellseitenmittelpunkten) werden durch zentrale
finite Differenzen diskretisiert. Z.B. gilt fiir die Seite e der betrachteten Zelle P :

8v,~ 81;,-

X Ui — Uip A, ~ Vipe = VUjse
dxt Ox?

Die dem Index beigefligten Buchstaben bezeichnen den Ort, wo die betreffende Variable
ausgewertet wird. Da die Werte aller Unbekannten nur in den Zellmittelpunkten gespei-
chert werden, werden die fehlenden Werte in Zellkantenmittelpunkten linear interpoliert.
Der Diffusionsterm fur diese Zellseite lautet:

Diffie Pt ﬂ;ff [(v,-E — v,-p)AjAg-l) + (’Ui ne — U se)AjAg-z) + (U,‘ te — U; be)AJ’AgS)]
(17)

+ #f]ff (Wi = viP) A AP + (V) ne = V1) ATAD + (v 10 — 50 A; AP

Auf dieser Zellseite gilt A; = + Ag-l). Die effektive Zahigkeit p.s an der Zellseite wird

zwischen den Werten in P und E ebenfalls linear interpoliert. Bis auf den Term in AjAg-l),
werden alle Terme auf der rechten Seite in (17) explizit behandelt. Sie werden in die rechte
Seite (Quellterm) der Impulsgleichung gebracht und mit Werten des vorangegangenen
Iterationsschrittes ausgewertet (s.4.3). Diese Terme verschwinden fiir laminare Stromung
und orthogonale Gitter (wie man aus (4), (8) und (14) erkennen kann). In unserem Fall
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einer turbulenten Stromung und eines nichtorthogonalen Gitters mit groflen Zellseiten-
verhiltnissen konnen sie aber durchaus von Bedeutung sein. Der Grund, sie explizit zu
behandeln, besteht darin, daf diese Terme (zum Teil) einen negativen Einflufl auf die
Konditionierung der Matrix des resultierenden algebraischen Gleichungssystems ausuben
wiirden (s.4.3). Der Diffusionsfluf in kartesischer Richtung i durch die Seite e kann dann
geschrieben werden

Difff = af (vig—vip) + 59,
(18)
P = H‘e]—ﬁ AJ'A;]) , S9° = Rest
In S}d)e sind die o.g. explizit behandelten Terme unter ’Rest’ zusammengefaft worden.

Der Koeflizient ag) ist unabhangig von der betrachteten Richtung ¢ und nichtnegativ.
Fiir die anderen Zellseiten erhalt man analoge Ausdriicke.

4.2.2 Approximation der Konvektionsterme

Die Vervollstindigung der Diskretisierung von Gleichung (16) wird weiterhin am Beispiel
der Seite e der betrachteten Zelle gezeigt. Der Konvektionsterm fir diese Zellseite ist

Convy = (v; pvjAj)e =vi. Fluss, . (19)
FI

Fluss, bezeichnet den MassenfluB durch die Seitenfliche e . Fluss, ist positiv, wenn
das Fluid aus der Zelle hinausstromt. Die Ermittlung der fehlenden Geschwindigkeiten
im Mittelpunkt der Seitenflache hat einen grofien EinfluB auf die Stabilitat und Genauig-
keit des Verfahrens. Die Geschwindigkeiten v; (j = 1,2,3) fir Fluss. werden nach Rhie
und Chow [45] interpoliert, wobei auler den Geschwindigkeiten in den Zellmittelpunk-
ten E und P auch Driicke eingehen (s.5.1.1). Das am weitesten verbreitete Verfahren
zur Bestimmung der Geschwindigkeiten v; (z = 1,2,3) in (19) ist das sogenannte 'Up-
wind Differencing Scheme’ (UDS). Auch andere Verfahren wie das ’Central Differencing
Scheme’ (CDS) und das ’Linear Upwind Differencing Scheme’ (LUDS) finden verbreitet
Anwendung. Nur das UDS besitzt (in Abwesenheit von Diffusions- und Quelltermen)
alle winschenswerten Eigenschaften eines Diskretisierungsschemas, namlich die konser-
vative Eigenschaft (conservativeness), die Transporteigenschaft (transportiveness) und
das Beschranktheitsprinzip (boundedness), z.B. [48]. Dies darf aber nicht dariiber hin-
wegtauschen, daf} es letztendlich um die Gréfle der Diskretisierungsfehler geht. In dieser
Hinsicht schneidet das UDS am schlechtesten ab. Im Folgenden werden die drei o.g. Ver-
fahren mit ihren Vor- und Nachteilen vorgestellt. U.a. [36,42] untersuchen ausfiihrlich
diese und andere Schemata zur Approximation der Konvektionsterme.

Upwind Differencing Scheme

Bei diesem Schema wird fur Fluss, > 0 v;. = v;p gesetzt, andernfalls v;. = v;g. Der
Massenflufl Flluss, ist bei dieser Entscheidung als bekannt anzusehen (es wird der gespei-
cherte Wert vom vorangegangenen Iterationsschritt benutzt). Der Konvektionsterm fiir
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die betrachtete Zellseite ist dann
Convf = —maz(0, — Fluss.) (vig — vip) + Fluss. vip . (20)

Fiir die anderen Zellseiten ergeben sich analoge Ausdriicke. Nach (16) besagt die Mas-
senerhaltung, daBl die Summe aller Massenfliisse durch die Seiten der Zelle verschwinden
muf. Insofern miiiten sich die Beitrage zum Hauptdiagonalelement der resultierenden Sy-
stemmatrix autheben, die der letzte Term in (20) und die entsprechenden letzten Terme
in den Konvektiontermen der anderen Zellseiten liefern. Da aber die Massenerhaltung
erst beim Erreichen der Konvergenz des iterativen Losungsverfahrens erfiillt wird, konnte
der Gesamtbeitrag dieser Terme zum o.g. Hauptdiagonalelement im Laufe der Iteration
durchaus negativ sein, was beim Einsatz gangiger Iterationsverfahren nachteilig ist. Aus
diesem Grund werden der letzte Term in (20) und die entsprechenden Terme fir die
anderen Zellseiten zu Null gesetzt. Dies verletzt keinesfalls die einzuhaltenden Erhal-
tungsgleichungen und hat sich fir Stabilitdit und Konvergenz des Verfahrens bewahrt.
Dadurch gewahrleistet aber erst eine konvergierte Losung die Gleichheit der Betrage der
Konvektionsfliisse zweier Zellen durch die gemeinsame Seite (konservative Eigenschaft).

Der Konvektionsflul in kartesischer Richtung ¢ durch die Seite e kann dann in allgemeiner
Form (sie soll auch fir die anderen Schemata gelten) geschrieben werden

Conv = _ag)e (vie — vip) — a%/)e (viw — vip) — Si(c)e ;

(21)
ad® = maz(0,—Fluss,) , al*=0, S =0

Die benutzte Notation wird am Beispiel des Koeflizienten a%)e erlautert. Die Kleinbuch-
staben ¢ und e bedeuten, dafi dieser Koeflizient aus dem Konvektionsterm (convection)
der Zellseite e herriithrt. Das zusatzliche Grofibuchstabe E bezeichnet, welchen Zellmit-
telpunkt (auBer P) dieser Koeffizient betrifft. Die mit ¢ bezeichneten Koeflizienten sind
unabhingig von der betrachteten Richtung : und nichtnegativ.

Die Anwendung des UDS fiihrt zu einem numerisch sehr stabilen Verfahren, hat aber
den Nachteil, dafl die dadurch entstehenden Diskretisierungsfehler sich wie zusatzliche
Diffusion auswirken [36,43]. Diese vom Verfahren eingefiihrte ’falsche’ bzw. 'numerische
Diffusion’ macht sich insbesondere dann in den Ergebnissen bemerkbar, wenn die Zellen
im Gitter sehr schrig durchstromt werden und starke Geschwindigkeitsgradienten quer
zur lokalen Stromrichtung vorhanden sind.

Dariiber hinaus stellt das UDS ein inkonsistentes Verfahren dar. Die Konsistenzbedin-
gung besagt, dafl die diskretisierten Erhaltungsgleichungen in die exakten Differential-
gleichungen tubergehen mussen, wenn alle Maschenweiten im Gitter gegen Null gehen
(unabhangig von der Art dieses Grenzilbergangs). Meiner Ansicht nach bleibt diese
fiir Finite-Differenzen-Verfahren selbstverstandliche Bedingung auch fir Finite-Volumen-
Verfahren gultig. Bei Anwendung des UDS wird sie aber nicht erfillt, wie sich leicht auf
einem unregelmafigen kartesischen Gitter zeigen l1afit, indem man die Approximationen
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der Konvektionsflisse durch die sechs Zellseiten in Taylorreihen im Zellmittelpunkt ent-
wickelt und addiert. Die Impulsflisse durch die einzelnen Zellseiten werden durch das
UDS zwar (mit 1. Ordnung) konsistent approximiert, aber die (algebraische) Summe der-
selben ergibt i.a. nicht den Differentialausdruck des Konvektionstermes in Gleichung (4),
wenn alle Zellen verschwindend klein werden:

16 25 3 [O(pvivy) | 1—g( dvi 1 6.2 ¢ 3
Conv; = &y'éy*sy oy 2q(j)( ) rw + 0(éy', 8y%,6y7)| . (22)
Conv; bezeichnet die Summe der Konvektionsterme aller Zellseiten und 8y’ (j = 1,2,3)
die Maschenweite in Richtung j der betrachteten Zelle im unregelmaBigen kartesischen
Gitter. q(;) ist das Verhiltnis der Maschenweite 6y’ dieser Zelle zur Maschenweite der
in Richtung j stromaufwirts gelegenen Nachbarzelle (Expansionsfaktor). Die mit j be-
zeichneten Indizes in Klammern gehdren zur Bezeichnung der Expansionsfaktoren. Uber
diese Indizes wird nicht summiert. Der letzte Term steht fir die Terme 1. und hoherer
Ordnung in den erwahnten Reihenentwicklungen der Konvektionsterme. Der Faktor
dyléy?éy>® = 8§V stammt aus der durchgefiihrten Integration iber die Zelle.

Aus (22) kann man erkennen, daB die GroBe Conv;/§V beim Grenziibergang §y* — 0
( = 1,2,3) nur dann in den erwarteten Ausdruck tibergeht, wenn alle Expansionsraten
gleich 1 sind, d.h. wenn das Gitter regelmaflig ist. Dafl der entstehende Diskretisierungs-
fehler bei iiblichen Gitterverfeinerungstechniken trotzdem abnimmt (wenn auch sehr lang-
sam), weil das Gitter dabei immer regelmaBiger wird, behebt das Problem nicht. In den
Zellen am Rand des Rechengebiets bleibt die festgestellte Inkonsistenz tiblicherweise auch
in diesem Fall bestehen, und in der Praxis wird das UDS vornehmlich auf groben Gittern
mit Expansionsraten zwischen £ und % verwendet, wodurch der Diskretisierungsfehler in

3
(22) in Regionen grofier Geschwindigkeitsgradienten besonders grof§ sein kann.

Der ’inkonsistente’ Fehler entsteht, weil die konvektierten Geschwindigkeiten auf entge-
gengesetzten Zellseiten durch Werte in Punkten approximiert werden, die in ungleichen
Abstanden stromaufwarts liegen. Die Konsistenz 1aBt sich in einfacher Weise wieder her-
stellen, indem man diese ungleiche "Versetzung’ stromaufwarts vermeidet. Da aber dabei
die konservative Eigenschaft des Verfahrens verloren geht, stellt dies keine zufriedenstel-
lende Alternative dar.

Central Differencing Scheme

Bei diesem Schema wird v; . in (19) zwischen den Werten in den Zellmittelpunkten P und
E linear interpoliert. Durch Einfiihrung des Interpolationsfaktors fip = Pe [ (Pe +¢eE) ,
(s. Skizze auf S.25), ist

vie = (1= fir) vie + fip vie = vip + fip (vie — vip)
Der Konvektionsterm fur die betrachtete Zellseite ergibt sich dann zu

Conv = fip Fluss. (vig — vip) + Fluss, vip . (23)
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Fir die anderen Zellseiten ergeben sich analoge Ausdriicke. Der letzte Term in (23) und
die entsprechenden Terme der anderen Zellseiten werden auch hier zu Null gesetzt.

Der Konvektionsflul in kartesischer Richtung ¢ durch die Seite e lautet

Conv{ = —a%)e (vie — vip) — a(vf/)e (viw — vip) — S,-(c)e ;
ag)e = —fip Fluss, , a%,f,)e =0, S,-(c)e -0

Dieses Verfahren hat einen Abbruchfehler 2. Ordnung (bei einer Betrachtung nach Taylor-
reihen-Entwicklungen auf einem regelmafigen kartesischen Gitter), und erzeugt auf un-
regelmaBigen Gittern erheblich weniger numerische Diffusion als das UDS. Das CDS
erflillt weder die Transporteigenschaft noch (in Abwesenheit von Diffusions- und Quell-
termen) das Beschranktheitsprinzip und fithrt fiir konvektionsdominierte Stromungen wie
um Schiffe auf tiblichen (relativ groben) Gittern zu einem instabilen Verfahren. Es be-
steht aber die Moglichkeit das CDS in einer sogenannten ’deferred correction’ Prozedur
zu implementieren [22]. Dabei wird der KonvektionsfluBl durch eine gegebene Zellseite so
zZusammengesetzt:

i i

Conv; = Conv’P5 44 [ ConvfPs — CoanDS] (25)

Conv?PS und Conv?PS stehen fir die Konvektionsfliisse durch die betreffende Zellseite
nach dem UDS (20) bzw. nach dem CDS (23). « ist ein Mischungsfaktor, dessen Wert
zwischen 0 und 1 zu wéhlen ist. Der zweite Term auf der rechten Seite in (25) wird in den
Quellterm der Impulsgleichung gebracht und explizit behandelt, so dafl die Diagonaldo-
minanz der resultierenden Systemmatrix (auch bei Wahl eines groflen Mischungsfaktors)
durch den moglicherweise negativen Gesamtbeitrag aller Seiten zum Hauptdiagonalele-
ment beim CDS nicht beeintrachtigt wird. Fir 4 = 0 resultiert das UDS. Fir v = 1
erhdlt man nach Konvergenz des iterativen Lésungsverfahrens die Genauigkeit des CDS.
Die Wahl von 4 = 1 ist nicht immer moglich, weil das Konvergenzverhalten des Verfahrens
zu sehr unter der expliziten Behandlung leidet. Fir maBige Werte des Mischungsfaktors
(z.B. 0.5) ist aber kaum eine Konvergenzverschlechterung festzustellen, und die Ergebnisse
sind oft schon deutlich besser als mit UDS. Auf groben Gittern konnen u.U. Oszillationen
in den Ergebnissen auftreten.

Linear Upwind Differencing Scheme

Bei diesem Schema wird v; ¢ in (19) aus den Werten in den zwei stromaufwirts gelegenen
Zellmittelpunkten (W und P bzw. EE und E, je nach Vorzeichen von Fluss.) durch
lineare Extrapolation ermittelt. Durch Einfihrung der Interpolationsfaktoren fop =

Pw/(Pw+ wW) und fig = Eee/(E eec+ ee EE), (s. Skizze auf 5.25), ist
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vie = vip — fap (viw — viP) , falls Fluss, >0 , und
vie = vip+ (1+ fig) (vie —vip) — fie (viee — vig) , falls Fluss. <0 .

Der Konvektionsterm fir die betrachtete Zellseite ergibt sich dann zu

Convf = — maz(0,—Fluss.) (1 + fig)(vie — vip)
- maa:((), Flusse) fgp(v,-w - U,‘P)
+ ma:z:(O, —Flusse) flE(viEE - U;P) + Fluss, vip . (26)

Fir die anderen Zellseiten ergeben sich analoge Ausdriicke. Der letzte Term in (26) sowie
die entsprechenden Terme der anderen Zellseiten werden auch hier zu Null gesetzt.

Der KonvektionsfluBl in kartesischer Richtung i durch die Seite e lautet

Convf = —ag)e (vie — vip) — a(;,)c (viw — vip) — Szgc)e ’
(27)
ag)" = maz(0,—Fluss.) (1 + fig)
a(vf,)e = maz(0, Fluss.) fop
S99 = _—maz(0,—Fluss,) fiz(vies — vip)

Auch dieses Verfahren hat einen Abbruchfehler 2. Ordnung auf einem kartesischen re-
gelmaBigen Gitter und erzeugt erheblich weniger numerische Diffusion als das UDS. Das
LUDS erfillt nicht das Beschranktheitsprinzip und kann auf groben Gittern zu Oszil-
lationen (Uber- und UnterschieBen der numerischen Losung) fithren. Dies ist bei den
durchgefiihrten Rechnungen nur lokal beschrankt aufgetreten (Abb.34).

Die numerische Diffusion ist kaum zu quantifizieren. Ein Abbruchfehler ’diffusiver Natur’
(proportional zu zweiten Ableitungen der Geschwindigkeit) bedeutet nicht unbedingt, da8
sich dieser Fehler in Form einer kiinstlichen Dissipation von Impuls in den Ergebnissen wi -
derspiegeln wird. Ein solcher Fehler ist eigentlich bei Anwendung jedes Schemas auf einem
unregelmafigen Gitter vorhanden. Insofern bleibt die numerische Diffusion ein vager Be-
griff und sorgt stets fiir unterschiedliche Interpretationen. Der Grund fiir die Entstehung
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numerischer Diffusion ist die Interpolation der konvektierten Geschwindigkeit entlang
Gitterlinien, die oft in keinem Zusammenhang mit den lokalen Stromungsverhaltnissen
stehen, anstatt entlang Stromlinien. Aufler den hier besprochenen Verfahren zur Ap-
proximation der Konvektionsterme stehen eine Reihe weiterer Verfahren zur Verfigung.
Diese versuchen, durch Approximationen hoherer Ordnung [29], Kombination verschie-
dener Schemata [61] oder durch die Beriicksichtigung der lokalen Stromrichtung bei der
Bestimmung der Konvektionsterme die numerische Diffusion zu verringern. Ein Beispiel
fiir letzteres Verfahren stellt das 'skew upwind differencing scheme’ (SUDS) von Raithby
[44] dar. Raithbys Verfahren ist allerdings fiir eine 3D-Anwendung sehr rechenaufwendig
und hat sich deswegen bisher nicht durchgesetzt. Auf der anderen Seite neigen Verfahren
hoherer Ordnung zu numerisch bedingten Oszillationen, so dafl auch sie keine zufrieden-
stellende Losung bieten.

4.3 Anufstellung des Gleichungssystems

Nach Vervollstindigung der Diskretisierung von Gleichung (16) werden die getroffenen
Approximationen fiir die Konvektions-, Diffusions-, und Druckterme der jeweiligen Zell-
seiten sowie fiir die Massenkraft zusammengestellt. Die Impulsgleichungen (i=1,2,3) fir
eine Zelle mit Zellmittelpunkt P sind:

ap vip — ZGNBviNB=Si+S,-(p) s, NB=EW,N,S,T,B
NB
aNB = a§§}3+a§5}3 ) aP'—_ZaNB
NB

A = gl 4 gl

6 ae

W) = a4 (25)
ag?) — a‘(gc)”+afgc)3

ORI T

2O = g4 o

S; = SP 489
S = STt g =S g b= e, w,n, 8,8, b
nb

nb

Die Koeflizienten ayg der Unbekannten in den Nachbarzellmittelpunkten stellen sich aus
einem Anteil a{(y (aus den Konvektionsfliissen durch die Seite nb und durch die dazu
entgegengesetzte Seite von Zelle P) und einem Anteil a%)g (aus dem Diffusionsflufl durch
die Seite nb von Zelle P) zusammen. Der Koeffizient ap ist die Summe der Koeffizienten
der Unbekannten in den Nachbarzellmittelpunkten. Auf der rechten Seite der Gleichung
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Die Druckterme werden im Rahmen der angewandten SIMPLE-Methode (s.5.1) explizit
behandelt und sind im Quellterm S zusammengefaBt.

(28) liefert je eine Gleichung fiir die gesuchten Geschwindigkeiten v; (: = 1,2,3) im
Zellmittelpunkt P. Der Druck hat dagegen keine ’eigene’ Gleichung. Die Massenerhaltung
in der betrachteten Zelle

> Flusspy, = 0, nb=e,w,n,s,t,b (29)
nb

liefert eine vierte Gleichung, die spater herangezogen wird.

Die Gleichungen (28) fir die drei Geschwindigkeitskomponenten sind durch die Koeflizi-
enten und Quellterme gekoppelt. Die Koeffizienten der Gleichungen fiir die verschiedenen
Richtungen sind gleich. Dies stellt einen grofien Vorteil des gewahlten nichtversetzten Git-
ters dar und hat programmtechnisch insbesondere bei Anwendung der Mehrgittertechnik
weitgehende Konsequenzen.

Bei Aufstellung der diskretisierten Impulsgleichungen in jeder Zelle des Gitters entsteht
ein extrem grofles, nichtlineares algebraisches Gleichungssystem in den drei Geschwin-
digkeitskomponenten (und den Driicken) in allen Zellmittelpunkten des Gitters. Die Sy-
stemmatrix ist sehr schwach besetzt. In jeder Zeile derselben sind nur sieben Elemente
ungleich Null. Da alle Koeffizienten in (28) nichtnegativ sind (wie man aus (18) und
z.B. (27) erkennen kann) und das Hauptdiagonalelement ap der resultierenden System-
matrix sich aus der Summe der restlichen Elemente auf der betreffenden Zeile ergibt,
ist eine (schwache) Diagonaldominanz der Systemmatrix gewahrleistet. Dies ist fir die
Konvergenz des benutzten iterativen Losungsverfahrens von entscheidender Bedeutung.

4.4 Randbedingungen

Wegen des elliptischen Charakters des partiellen Differentialgleichungssystems (4) miissen
auf allen Rindern des Rechengebiets Randbedingungen (RB) angesetzt werden (s.6.1).
Vorkommende RB sind z.B. die Haftbedingung auf dem Schiffsrumpf und die Symmetrie-
bedingung auf einer abgrenzenden Symmetrie-Ebene des Rechengebiets. Es werden keine
RB fiir den Druck angesetzt. Die Dricke an den Randern werden aus den im Feld be-
stimmten Werten linear extrapoliert. Die Randbedingungen werden in das diskretisierte
Gleichungssystem eingebracht, indem die Koeffizienten und Quellterme der Gleichungen
von den Zellen, die eine oder mehr Seiten auf Randern haben, entsprechend geidndert
werden. Zur Erlauterung der Implementierung von RB am Beispiel der zwei o.g. Falle
wird ein lokales orthogonales Koordinatensystem ¢,n,b im Mittelpunkt der betrachteten
Seite e von Zelle P eingefiihrt (s. Skizze auf S5.28). Fiir andere Seiten und bei anderen
RB geht man analog vor.

27



Die Koordinatenachse n steht senkrecht auf der Zellseite. @ ist der in (4.1) bereits ein-

gefiihrte aus der Zelle hinauszeigende Einheitsnormalenvektor. ¢ , @ und b bilden eine
rechtshiandige Einheitsvektorbasis. z* bezeichnen weiterhin die krummlinigen Koordina-
ten. Die Geschwindigkeitskomponenten im neuen, lokalen Koordinatensystem werden mit
u, v, w bezeichnet. Die ’effektiven’ Spannungen auf der Seite e lassen sich schreiben

Ou Ov
T = teif \on T E

ov
T = hess 5o (30)

ow Ov
T = Hesi \ -t Ep

Die Normalableitung im Punkt e einer skalaren GroBe ¢ 1aBt sich unter Ausnutzung der
in (4.1) und (4.2) eingefithrten Definitionen schreiben

9 _ 1 9¢ ADAD
gn ~ T 0w 85

Wenn auf der Zellseite ¢ = 0 ist und die Ableitung auf der rechten Seite der Gleichung
durch eine seitliche FD-Approximation 1. Ordnung angenahert wird, ergibt sich die Nor-
malableitung zu

(9_(;5 _ _-1_¢P Agl)Agl)
an J 6S

(31)

Die im Programm tatsichlich gewahlte FD-Approximation 2. Ordnung fir die erwdhnte
Ableitung fiihrt zu besseren Ergebnissen ohne nennenswerten Mehraufwand, wirde aber
hier die nachfolgenden Erliuterungen unnétig erschweren.
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Haftbedingung

An einer nichtbeweglichen Wand sind alle Geschwindigkeitskomponenten Null. Auf der
betrachteten Seite e ist dann v = v = w = 0, und somit Fluss. = 0 und %? = %% =90
fir ¢ = u,v,w. Aus der Kontinuitatsbedingung folgt g—z = 0, und die Spannungen (30)
ergeben sich zu

Jdu
Tt = [Hefs I
™ = 0

ow
T = Heff G-

Der Diffusionsflul durch die Seite e 1afit sich entsprechend der bisherigen Vorgehensweise
approximieren. Vektoriell dargestellt ist

— € a — a -
Diff" = ,ueff(%wr-a%b) §S

Da die Ableitungen im Punkt e von u und w nach den krummlinigen Koordinaten z2? und
z® auch Null sind, ergibt sich mit (31)

D-z'-f—jr = —%U— Agl)Aﬁ-U (up £+ wp (_;)
Der Faktor in Klammern ist der wandparallele Anteil des Geschwindigkeitsvektors im
Zellmittelpunkt P. Er kann durch die Geschwindigkeitskomponenten v; (: = 1,2,3) im
globalen kartesischen Koordinatensystem ausgedrickt werden

g 7 Yip AE-” My =
upt+wpb = vip — D A; €;
AL A

Die Komponente in kartesischer Richtung i des Diffusionsflusses durch die Seite e ist dann
Diffs = _"—}Ji (vip APVAP —v;p AP AD) (32)

Der erste Term auf der rechten Seite in (32) liefert einen nichtnegativen Beitrag zum

Hauptdiagonalelement der entsprechenden Zeile in der resultierenden Systemmatrix und

wird unter alfglus gesondert gespeichert, um die allgemeine Form beizubehalten. Der zweite

Term auf der rechten Seite wird explizit behandelt.
Der KonvektionsfluB in kartesischer Richtung ¢ durch die Seite e ist

Convf = Flusscvie =0 . (33)
Die Beitrage der Seite e zu den diskretisierten Impulsgleichungen der Zelle P sind dann

a® =0, d=0, S =0

(34)
o) = 0, o B AW AW | S0 B ) 40
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Bei der Zusammenstellung der Gleichungen fiir diese Zelle ist, anders als im allgemeinen
Fall (28),
ap=Y ang+ap" , NB=E,W,N,S,T,B
NB

Symmetriebedingung

An einer Symmetrie-Ebene sind die Normalgeschwindigkeit und die Normalableitung der
zur Symmetrie-Ebene parallelen Geschwindigkeitskomponenten Null. Auf der betrachte-
ten Seite e, die Teil der Symmetrie-Ebene sei, ist dann v = 0, und somit Fluss. = 0 und

% = % =0, und ferner §* = 2% = 0. Die Spannungen (30) ergeben sich zu
Tt — 0
Jv
n = 2feff o
7; Heff on
T = 0

Der Diffusionsflul durch die Seite e 1aBt sich approximieren

. € 8’0 -
lef = Qpeff 5‘7;71 55

Da die Ableitungen im Punkt e von v nach den krummlinigen Koordinaten z% und z3
auch Null sind, ergibt sich mit (31)

= € 2 [ —
Diff¢ = _——"Jff AW AW p 57

Der Normalenanteil des Geschwindigkeitsvektors im Zellmittelpunkt P kann durch die
Geschwindigkeitskomponenten v; (z: = 1,2, 3) im globalen kartesischen Koordinatensystem
ausgedriickt werden:

'UjP A_Sl) (1) e—»

APAD T

Die Komponente in kartesischer Richtung ¢ des Diffusionsflusses durch die Seite e ist dann

vph =

. 2 pe
Difff = - vip AP AD (35)
Die rechte Seite in (35) wird explizit behandelt.
Der KonvektionsfluBl durch die Seite e ist wie im vorherigen Falle einer undurchlissigen

Wand gleich Null. Die Beitrage der Seite e zu den diskretisierten Impulsgleichungen der
Zelle P sind dann
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5 Losungsalgorithmus

5.1 Druck-Geschwindigkeitskopplung

Zur iterativen Losung der diskretisierten Erhaltungsgleichungen wird die SIMP LE-Metho-
de von Patankar und Spalding [35] angewendet. Bei dieser Methode werden die Impulsglei-
chungen und die Massenerhaltung sukzessiv behandelt. Zunachst wird das Gleichungs-
system bestehend nur aus den Impulsgleichungen (28) in allen Zellen mit ’gegebenen’
Driicken p* (Quelltermen Si(p)) gelost. Die Koeffizienten und die Quellterme S; werden
dabei auch als bekannt angesehen und festgehalten (Picard-Linearisierung). Als p* und
fir die Bestimmung der Koeffizienten und Quellterme dienen zunachst die Startwerte,
dann die Werte des vorangegangenen ’globalen’ Iterationsschrittes.

Zur Losung des resultierenden linearen Gleichungssystems wird ein in verschiedenen Rich-
tungen alternierendes Linien-Relaxationsverfahren eingesetzt. Man bezeichnet dies als
innere Iteration, um sie von der duferen bzw. globalen Iteration des Gesamtsystems zu
unterscheiden. Wegen der Linearisierung und der explizit behandelten Terme lohnt es sich
nicht, die Impulsgleichungen an dieser Stelle genau zu 16sen. In der Regel reicht schon
ein einziger innerer [terationsschritt. Die so ermittelten Geschwindigkeiten v} in den Zell-
mittelpunkten und die sich damit ergebenden Massenflisse F'luss}, durch die Zellseiten
erhalten i.a. nicht die Masse.

Anschliefend werden Druckkorrekturen p’ in allen Zellen des Gitters gesucht, die ihrer-
seits Geschwindigkeits- und MassenfluBkorrekturen ( v} und Fluss!,) hervorrufen, so daf§
die hiermit korrigierten Geschwindigkeiten und Massenfliisse die Massenerhaltung in je-
der Zelle erfillen. Die o.g. Linearisierung und Vereinfachungen bei der Bestimmung der
Korrekturen machen eine mehrmalige Wiederholung der beschriebenen Prozedur notig
(auBere Iteration). Die korrigierten Grofien

p** p— p* +pl
v = v+ (37)
Fluss, = Fluss), + Fluss,,

dienen zur Bestimmung der Koeffizienten und Quellterme im nachsten Iterationsschritt.

Nichtversetzte Gitter erfordern spezielle Vorkehrungen bei der Interpolation der fiir die
Massenfliisse notigen Geschwindigkeiten, um numerisch bedingte Druckoszillationen zu
vermeiden. Zur Erlauterung der angewandten Interpolationstechnik und fiir die an-
schlieBende Herleitung einer Druckkorrekturgleichung wird der Druckquellterm in (28)
in nichtkonservativer Form ausgeschrieben. Fiir die Geschwindigkeit in kartesischer Rich-
tung ¢ im Punkt P gilt

Y ans ving + S; . L. AW L LAY . LAY
vip = Al - (p; — ;) —— — (P, — ) — (v} — p}) . (38)
ap ap ap ap

Anders als in Gleichung (16) bezeichnet hier A,(-j) die i-te Komponente des Hilfsvektors
AW im Zellmittelpunkt P statt an den Zellseiten.
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Fir die Stabilitat des iterativen Verfahrens ist eine Unterrelaxation der Geschwindigkei-
ten (39) notig, wodurch die Diagonaldominanz der Systemmatrix erhoht wird. Typische
Werte fiir den Unterrelaxationsfaktor «, variieren zwischen 0,4 und 0,8 abhéangig von der
Reynoldszahl und vom benutzten Gitter.

vip = (1—au)oflf + a, vl (39)

vt bezeichnet den Wert aus dem vorangegangenen dufleren Iterationsschritt, vis* den
Wert nach (38). Die Unterrelaxation wird iiblicherweise in die Geschw1ndlgkeltsglelchung
(38) integriert, indem der bekannte erste Term auf der rechten Seite dem Quellterm S;
hinzugefigt wird und ap = iﬁ anstelle des Hauptdiagonalelementes ap gesetzt wird.
Die Iterationsvorschrift zur Be;timmung der mit den ’gegebenen’ Driicken geschitzten
Geschwindigkeiten v} (2 = 1,2,3) in den Zellmittelpunkten lautet dann

. > ang viyg + S; L ey A . o AP . o AP
vip = VB - -py) =— —(or —ps) =— — (i —ps) =— . (40)
ap ap ap ap

5.1.1 Bestimmung der Massenfliisse

Eine lineare Interpolation der Geschwindigkeiten z.B. im Zellseitenmittelpunkt e zwischen
den mit (40) ermittelten Geschwindigkeiten in den Zellmittelpunkten P und E entsprache

- _ {ZGNB UZNB+Si}

anm

L AD LAY . AP
- {(pe—pw) —a-];} —{(pn—ps)g]; — (i —m3) "

vX ist die linear interpolierte Geschwindigkeit in Richtung . Die geschweiften Klammern
bezeichnen eine lineare Interpolation der betreffenden Ausdriicke zwischen den Werten in
M = P und M = E. Die Bezeichnung von Zellseiten und Nachbarmittelpunkten in den
Klammern bezieht sich auf die aktuelle Zelle M. Da die Driicke an den Zellseiten linear
interpoliert werden, kann man aus (41) erkennen, dafl eine oszillierende Druckverteilung
z.B. mit alternierenden Werten +1 von Zelle zu Zelle in allen Richtungen auf einem karte-
sischen regelmaBigen Gitter dieselben Zellseitengeschwindigkeiten hervorrufen wiirde wie
eine konstante Druckverteilung. Die Uberlagerung einer solchen 'numerischen Stérung’
auf die Lésung bliebe also von den Geschwindigkeiten unbemerkt (’checkerboard effect’).

(41)

Zur "Herleitung’ (nicht im mathematischen Sinne) einer besser geeigneten Bestimmungs-
gleichung fiir die Geschwindigkeiten im Punkt e sollte man bertcksichtigen, daf die Druck-
differenz (p: — p;) in (41) aus dem Druckgradienten in Richtung der krummlinigen Ko-
ordinate ! stammt (Abb.2). Der zweite Term auf der rechten Seite von (41) wird durch
folgendes Produkt ersetzt:

pe pw J— (1) {L} P pP o (1){ 1 }
{ ew }e {ew}. {A’ }e am . ™ Pe+eE{ o} A am .,
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Der zu interpolierende "Druckgradient’ wird durch den Gradienten durch die betrachtete
Seite ersetzt. Al(l) wird wieder an der Zellseite bestimmt. Entsprechende Umformun-
gen der zwei letzten Terme in (41), wobei die ’Druckgradienten’ allerdings unverandert

bleiben, fithren zu

2 GNB UNp T Si} {ew} (1) { 1 }
* — ) . Je * ok A —
v { ains . Pe+tck (P — Pp) Ai i),
(42)
* * 1 * * 1
- {pm-p} AP {—} —{p; — i}, AP {—}
apM /e am)e
Der wesentliche Unterschied zu (41) besteht darin, daB hier die Druckdifferenz pj —
pp Dbel einer eventuellen Oszillation des Druckes zu entsprechenden Oszillationen der
Geschwindigkeiten v fihrt, wodurch die vorher festgestellte Entkopplung behoben ist.
Die Differenz von (42) und (41) (in vereinfachter Form) fiihrt zu einer programmtechnisch
ginstigeren Bestimmungsgleichung der Zellseitengeschwindigkeiten:

* _ * * {m}e * * ] (1) { 1 }
Vie = Vit [ {p: — .}, Pe + E (e — Pp) | Ai amd. (43)
A

vE wird durch lineare Interpolation bestimmt. Der Faktor A vor der Druckdifferenz p} —
pp laBt sich durch den Interpolationsfaktor fip = Pe/(Pe + eE) (Skizze auf S.25) bzw.
durch den Expansionsfaktor ¢(;) von Zelle P zu Zelle E ausdricken

G _ _ gy
N = peyss = e fi) = (44)

A nimmt den Wert 1 im Falle eines regelmafligen Gitters an und ist sonst < 1. Der letzte
Term in (43) kann auch als ein Korrekturterm zu der linear interpolierten Geschwindigkeit
v%, angesehen werden. Der Korrekturterm ist Null auf einem kartesischen regelmdfigen
Gitter, wenn der Druckverlauf iber die beteiligten Zellen W,P,E und EFE parabolisch
(insbesondere auch konstant oder linear) ist. Dies ist sinnvoll, weil die spezielle Interpo-
lation der Zellseitengeschwindigkeiten nur zur Vermeidung von Oszillationen dienen soll.

Diese von Rhie und Chow (1983) entwickelte Technik wurde von Peri¢ (1985) und spater
von anderen Autoren erfolgreich angewendet. Aus diesen Arbeiten geht allerdings nicht
hervor, in welcher Weise eine Unregelmafigkeit des Gitters berticksichtigt wird. Hier sorgt
der Faktor A in (43) fiir eine bessere Bestimmung der Geschwindigkeiten im Falle eines
stark unregelmaBigen Gitters. Dies hat sich bei Gittervergroberungen durch Weglassen
jeder zweiten Gitterlinie in jeder Richtung (wobei die Expansionsfaktoren quadratisch
zunehmen und sehr grofe Werte annehmen) bewahrt. Der Faktor A macht den Korrek-
turterm in (43) auch zu Null auf einem kartesischen unregelmdfigen Gitter (wenigstens)
wenn der Druckverlauf iber die beteiligten Zellen einen linearen Verlauf hat. Aulerdem
fithrt er dazu, dafl im Grenzfall ¢(;) — 0 bzw. g(;) — co der Korrekturterm wie erwartet
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verschwindet. Ohne den o.g. Faktor ist der Korrekturterm auf einem solchen Gitter un-
gleich Null sowohl fir einen parabolischen als auch fiir einen linearen Verlauf des Druckes
und kann im Grenzfall extremer Expansionsraten unsinnige Werte annehmen.

Wie Miller und Schmidt [32] und Majumdar [30] berichten, sind die nach Gleichung
(43) bestimmten Zellseitengeschwindigkeiten vom gewdhlten Unterrelaxationsfaktor «,
abhangig, da ap = %M ist. Dadurch besteht auch eine unzulassige Abhangigkeit der Er-
gebnisse von «, , die sii)ch besonders bei kleinen Unterrelaxationsfaktoren stark bemerkbar
machen kann. Eine Modifikation von (43) nach Miller und Schmidt fiihrt schlieBlich zu
folgender Interpolationsvorschrift fiir die Geschwindigkeit in kartesischer Richtung ¢ auf
der betrachteten Zellseite e

oL = (1—a)(er™ =)

(45)

b+ o[- - A s )] A0 { =)
aM /e

Fiir die mit ’alt’ gekennzeichneten Grofien werden die Werte des letzten auBleren Itera-
tionsschrittes benutzt. Die zwei letzten Terme in (45) sind gleich der rechten Seite in (43).
Beim Erreichen der Konvergenz des Verfahrens stimmen alte und aktuelle Werte iiberein.
Somit ergibt sich (ohne nennenswerten Mehraufwand) ein von «, unabhingiges Ergeb-
nis v¥. Durchgefithrte Rechnungen mit stark unterschiedlichen Unterrelaxationsfaktoren
zeigen eine nahezu exakte Unabhangigkeit der konvergierten Losung von den gewahlten
Relaxationsfaktoren.

Der mit den ’gegebenen’ Driicken p* bestimmte MassenfluB durch die Zellseite e ist
Fluss, = puv}, AL (46)

Fir die anderen Zellseiten gelten analoge Ausdriicke zu (45) und (46). Die Massenfliisse
Fluss?, Fluss? und Fluss; der Zelle P sind gleich und haben umgekehrte Vorzeichen
wie die Massenfliisse Fluss?, Fluss? bzw. Fluss} der westlichen, siidlichen bzw. unteren
Nachbarzelle (konservative Eigenschaft).

5.1.2 Druckkorrekturgleichung(en)

Aus den diskretisierten Erhaltungsgleichungen lassen sich fiir jede Zelle eine Druckkorrek-
turgleichung sowie Ausdriicke fur die Korrekturen der Geschwindigkeiten im Zellmittel-
punkt v} (¢ = 1,2,3) und der Massenflisse durch die Zellseiten Fluss!, herleiten. Diese
Ausdriicke sind abhangig von den Druckkorrekturen p’. Die Druckkorrekturen werden
durch Lésen des Gleichungssystems bestehend aus den Druckkorrekturgleichungen aller
Zellen bestimmt. Bei der o.g. Herleitung werden mehr oder weniger plausible Vereinfa-
chungen gemacht. Diese beeintrachtigen aber weder die zu 16senden Erhaltungsgleichun-
gen noch die Randbedingungen (und somit auch nicht die Ergebnisse), sondern nur die
Konvergenz des Verfahrens.
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Die mit den gegebenen Dricken p* nach (40), (45) und (46) bestimmten Geschwindig-
keiten und Massenflusse erfiillen nicht die diskretisierte Kontinuitatsgleichung. In jeder
Zelle ist normalerweise

> Flussi,=Q #0 , nb=e,w,n,s,t,b . (47)
nb

Die korrigierten Geschwindigkeiten v* und Driicke p** sollen die diskretisierten Impuls-
gleichungen (40) weiterhin erfiillen; d.h.

e _ 2 GNB VB +Si ey A ey AD vy AP
Vip = ~ 4 - (pe — Py ) ~ - (pn — Ds ) ~ - (pt — D ) ~ . (48)
ap ap ap ap

Subtraktion der Gleichungen (48) und (40) voneinander fiihrt zu

> ans v A AP AP
vip= T —(p —p,) == = (. —P) 5= — (Pl —p) = - (49)
ap ap ap ap
—_—
vernachlassigt

Der erste Term auf der rechten Seite wird beim SIMPLE-Verfahren vernachlissigt. An-
dere Verfahren beriicksichtigen diesen Term durch Niherung, z.B. SIMPLEC [57], oder
in einem zweiten Schritt, PISO [20]. Gleichung (49) dient zur Bestimmung der Ge-
schwindigkeitskorrekturen im Zellmittelpunkt P, nachdem die Druckkorrekturen in allen
Zellmittelpunkten bestimmt worden sind. Die dabei auftretenden Druckkorrekturen an
den Zellseiten werden linear interpoliert.

In ahnlicher Weise lassen sich Gleichungen fir die Korrekturen der Zellseitengeschwindig-
keiten herleiten. Z.B. ist fiir die Seite e

1
v, = — A(pg—pp) A {— }
ap

€

(50)
1 1
_ oy @ ] 2 U gt S
{rn ps}eAz {dM} {pt pb}eA1 {d }

e M/

Die geschweiften Klammern bezeichnen weiterhin eine lineare Interpolation der betref-
fenden Ausdrucke zwischen den Werten in M = P und M = E. Der Ausdruck fir die
Korrektur des Massenflusses durch Seite e ist dann

1
Fluss' = — Mg —pp)p A,(-I)Agl) {7—}
ap ) e
(51)
1 1
— {p, - P}, p AV AP {5—} —{p,=p}. p AVA® {_}
M) amJ .
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Die zwei letzten Terme auf der rechten Seite in (51) verschwinden fir orthogonale Gitter
(A,(j)Agk) = 0 flir 7 # k). Auf leicht nichtorthogonalen Gittern kénnen diese sogenannten
Quergradiententerme vernachlassigt werden, wenn die Zellseitenverhaltnisse nicht allzu
grof} sind, ohne die Gesamtkonvergenz des Verfahrens dadurch zu verschlechtern. Auf
unseren (lokal) stark nichtorthogonalen Gittern (z.B. 90 & 60°) mit extrem langgestreck-
ten Zellen (z.B. Zellseitenverhaltnis 1000/1) sind sie aber von Bedeutung und werden
weiter beriicksichtigt. Die Quergradiententerme beteiligen allerdings Druckkorrekturen
in den weiter entfernten Zellmittelpunkten NE, SE, TE und BE, aufler in E und P selbst,
und fiithren (mit den entsprechenden Termen der anderen Zellseiten) zu einem schlecht
konditionierten Druckkorrekturgleichungssystem. Daher werden sie iblicherweise entwe-
der explizit oder wie hier im Rahmen einer zweiten Druckkorrektur behandelt. Letz-
tere Moglichkeit erscheint glinstiger [42], weil die Druckkorrekturgleichungen aus Stabi-
litdtsgriinden in jedem Aufleren Iterationsschritt relativ genau gelést werden miissen und
dies ohnehin einen grofien Teil des gesamten Rechenaufwandes bedeutet. Eine Aktualisie-
rung der explizit behandelten Terme in jedem (inneren) Iterationsschritt bei der Losung
des Druckkorrekturgleichungssystems ware extrem rechenaufwendig.

Die Massenflulkorrektur firr die Seite e wird geschrieben

Fluss, = —ag (py—pp) — Q° ,
(52)
ap = /\pAgl)A,(-l) {—Al—} , @° = Rest
am/,

In Q¢ sind die o.g. Quergradiententerme unter 'Rest’ zusammengefafit worden. Der Ko-
effizient ag ist positiv. Fir die anderen Zellseiten erhalt man analoge Ausdriicke. Die
Massenflulkorrekturen Fluss!, Fluss, und Fluss) der Zelle P sind gleich und haben
umgekehrte Vorzeichen wie die Korrekturen Fluss., Fluss] bzw. Fluss; der westlichen,
sudlichen bzw. unteren Nachbarzelle.

Die korrigierten Flisse (37) miissen die Massenerhaltung in der Zelle erfiillen. Daraus

folgt mit (47)

> Flussjy=—Q , nb=¢e,w,n,s,t,b . (53)
nb

Einsetzen der Ausdriicke der FluBBkorrekturen aller Zellseiten in (53) ergibt die Druckkor-
rekturgleichung fiir die betrachtete Zelle P

appp — Y angpPyg = —Q+Q® |, NB=E,W,N,S,T,B
NB

(54)
ap = ZaNB ) Q(2)22an y nb:e,w,n,s,t,b
NB

nb
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Gleichung (54) ist linear. Die Koeffizienten und der Quellterm @ (Defekt der Massener-
haltung in der Zelle P) sind an dieser Stelle bekannt. Der Koeflizient ap ist die Summe
der Koeffizienten der Unbekannten in den Nachbarzellmittelpunkten.

Bei Aufstellung der Druckkorrekturgleichung in jeder Zelle des Gitters entsteht ein lineares
algebraisches Gleichungssystem in den Druckkorrekturen p’ aller Zellen, das ebenfalls mit
einem Linienrelaxationsverfahren geldst wird (2. innere Iteration). Die Koeffizientenma-
trix des Gleichungssystems hat die gleichen Eigenschaften wie im Falle der (linearisierten)
Impulsgleichungen. Im Gegensatz zu den Impulsgleichungen erfordert die Stabilitat des
Verfahrens eine relativ genaue Losung dieses Gleichungssystem. Es werden soviele innere
Iterationsschritte durchgefiihrt, bis das grofite Residuum aller Gleichungen z.B. um eine
GréBenordnung reduziert worden ist.

Die Druckkorrekturgleichungen in Zellen mit Zellseiten auf Randern des Rechengebiets
beteiligen Werte der Druckkorrekturen auf diesen Randern. Somit sind auch zur Losung
dieses Gleichungssystems 'Randbedingungen’ n6tig (keine physikalischen RB). Wenn auf
einem Rand der Druck bekannt ist, kann man einfach die entsprechende Druckkorrek-
tur zu Null setzen. Bei der Berechnung von Schiffsumstrémungen ist aber iblicherweise
der Druck auf keinem Rand des Rechengebiets gegeben (s.6.1). Vielmehr sind auf allen
Randern bis auf den Ausstrémrand die Massenflisse bekannt (gegeben auf dem Ein-
stromrand und Null auf den Seitenridndern), so dafl die Massenflukorrekturen aller Zell-
seiten auf diesen Randern per Definition Null sind. Aus der globalen Massenerhaltung
folgt, daB der gesamte Massenflufl durch den Ausstromrand gleich grof8 sein mufl wie
der durch den Einstrémrand, so daf§ auch dieser Massenfluf} als bekannt angesehen wer-
den kann. Wir betrachten voribergehend auch die einzelnen Massenfliisse durch die
Zellseiten auf dem Ausstromrand als bekannt und setzen auch auf diesem Rand die
FluBkorrekturen zu Null. Die Gleichheit der Gesamtflisse durch den Ein- und Aus-
stromrand Fluss®™ = Fluss®*® mufl dann allerdings vor Losung des Druckkorrektur-
gleichungssystems gewdihrleistet sein, da sonst keine Losung existiert. Dies kann man
durch Addition aller Gleichungen (53) erkennen. Durch die konservative Eigenschaft he-
ben sich dabei alle FluSikorrekturen durch Zellseiten, die nicht auf Randern liegen, paar-
weise auf. Da die Flulkorrekturen auf den Randern auch Null sind, mufl die Summe der
Quellterme @ aller Zellen Null sein. Diese Bedingung reduziert sich schliefllich (wieder
aufgrund der konservativen Eigenschaft) auf die o.g. Forderung, die durch Multiplikation
der Massenfliisse durch die Zellseiten auf dem Ausstromrand mit Fluss®®/Fluss®® er-
zwungen wird. Die einheitliche Randbedingung einer verschwindenden Flulkorrektur an
allen Randern wird verwirklicht, indem der Koeffizient und der Quellterm im Ausdruck
(52) der betreffenden Zellseite zu Null gesetzt werden.

Die Linearitat des Gleichungssystems bestehend aus den Druckkorrekturgleichungen (54)
und der Ausdricke fiir die Geschwindigkeits- (49) und Massenflufikorrekturen (51) ermo-
glicht die Druckkorrektur in zwei (oder mehr) Schritten durchzufiihren. Zunéachst werden
alle Quergradiententerme @™ und somit der Quellterm Q® in den Gleichungen aller
Zellen zu Null gesetzt. Als Startwerte fir die iterative Losung der sich ergebenden 1.
Druckkorrekturgleichungen werden die Druckkorrekturen tberall zu Null gesetzt. Nach
Ermittlung der Druckkorrekturen p’ werden die Driicke korrigiert. Die Vereinfachungen
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bei der Herleitung der Druckkorrekturgleichungen, insbesondere die Vernachlassigung der
Geschwindigkeitskorrekturen auf den rechten Seiten in (49) und (50), machen eine (starke)
Unterrelaxation des Druckfeldes notig. Anstatt von (37) setzt man

PTo=pt ey (55)
Typische Werte fiir den Unterrelaxationsfaktor «a,, variieren zwischen 0,2 und 0,6. Als
Anbhaltspunkt fir die Wahl von «, kann die Beziehung o, = 1 — «, herangezogen wer-
den, wobei a, der Unterrelaxationsfaktor der Geschwindigkeiten ist (39). «, hat keinen
so groBen EinfluB auf das Konvergenzverhalten des Verfahrens wie «,. Die korrigierten
Driicke werden auf die Rander des Rechengebiets linear extrapoliert und die dortigen
‘tatsdchlichen’ Druckkorrekturen ermittelt. (Letztere werden bei der Korrektur der Ge-
schwindigkeiten bendtigt.) Dies scheint zunichst inkonsistent mit der ’Randbedingung’
(Fluss'=0) der Druckkorrekturgleichung zu sein, die z.B. auf einem orthogonalen Git-
ter einer Nullgradientenbedingung in Wandnormalenrichtung fiir die Druckkorrektur ent-
spricht, wie man aus Gleichung (51) erkennen kann. Man muf} aber beachten, dafi diese
"Randbedingung’ (wie die Druckkorrekturen selbst) nur ein Hilfsmittel ist, um die dis-
kretisierten Erhaltungsgleichungen zu 16sen. Die Einhaltung dieser Bedingung bei der
Bestimmung der Randdriicke wiirde zu einer physikalisch nicht vorhandenen Randbedin-
gung fur den Druck fahren.

Anschliefend werden die Geschwindigkeiten in den Zellmittelpunkten und die Massenfliisse
mit (37), (49) und (52) korrigiert. Die Geschwindigkeiten und Massenfliisse werden an
dieser Stelle auf keinen Fall unterrelaxiert, da nur die vollen Korrekturen die Einhaltung
der Massenerhaltung in jeder Zelle sicherstellen.

In einem (optionalen) zweiten Schritt werden die Quergradiententerme in (51) bzw. (52)
berticksichtigt. Sie, und somit der daraus resultierende Quellterm Q(® in (54), werden
mit den bereits bestimmten Druckkorrekturen ausgewertet. Der Quellterm ¢ wird in
den Gleichungen (54) aller Zellen zu Null gesetzt. Vor Losung der sich ergebenden 2.
Druckkorrekturgleichungen werden alle Druckkorrekturen wieder auf Null gesetzt. Der
weitere Ablauf dieses zweiten Schrittes ist gleich wie bei der ersten Druckkorrektur. Die
Einfiihrung der zweiten Druckkorrektur hat sich bei den durchgefiihrten Rechnungen von
Schiffsumstromungen bewahrt. Obwohl der Rechenaufwand fiir jeden dufleren Iterations-
schritt dadurch erheblich erhéht wird, ermdglicht die Berticksichtigung der Quergradien-
tenterme groBere Unterrelaxationsfaktoren der Geschwindigkeit (e, ), wodurch die Anzahl
der notigen aufleren Iterationsschritte verringert wird und die gesamte Rechenzeit bis um
40 Prozent reduziert werden kann. Vor allem wird das Verfahren dadurch etwas robuster,
indem der Bereich von Relaxationsfaktoren, die zu Konvergenz fihren, vergroflert wird.

5.2 Iteratives Losungsverfahren

Nach Durchfihrung der Druckkorrektur(en) liegen neue Geschwindigkeiten nur in den
Zellmittelpunkten vor. In Randern (z.B. Symmetrie-Ebenen), wo die Geschwindigkeiten
nicht oder nur teilweise gegeben sind, missen sie aktualisiert werden. Die neuen Werte
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im Feld werden auf solche Rander unter (teilweiser) Berlicksichtigung der dortigen RB

avtrannliert Ahechliafond wird dac nene Geschwindiokeitsfeld an die Turbulenz-Routine
ist ein auflerer Iterationsschritt abgeschlossen. Um eine konvergierte Losung zu errei-

chen, die sowohl die diskretisierten Impulsgleichungen als auch die diskretisierte Konti-
nuitatsgleichung in allen Zellen des Gitters mit einer vorgegebenen Genauigkeit erfullt,
sind zahlreiche (z.B. 500) duflere Iterationsschritte erforderlich.

Abb.3 faBlt den Gesamtablauf des Verfahrens als vereinfachtes Fluidiagramm zusammen.
Die Startwerte fir die Geschwindigkeiten im Feld werden durch Interpolation von gegebe-
nen und geschatzten Werten auf den Randern ermittelt. Die Driicke und die turbulenten
Zahigkeiten werden mit Null initialisiert. Die Bestimmung der Koeffizienten und Quell-
terme der Impulsgleichungen erfolgt mit (18), (27) und (28). Die ’Lésung der Impuls-
gleichungen’ beschrankt sich auf nur eine Relaxation. Die Bestimmung der Massenfliisse
sowie der Koeffizienten und Quellterme der Druckkorrekturgleichungen erfolgt mit (45),
(46), (52) und (54). Die Druckkorrekturgleichungen miissen relativ genau gelst werden.
Es hat sich bewahrt, das grofite Residuum aller Gleichungen im Laufe der inneren Ite-
ration auf ein Zehntel des Anfangswertes zu reduzieren. Zur Korrektur der Driicke, der
Geschwindigkeiten in den Zellmittelpunkten und der Massenfliisse werden die Gleichun-
gen (55), (37), (49) und (52) benutzt. Wie bereits erwahnt, werden die Geschwindigkeiten
an manchen Randern aus den Werten im Inneren extrapoliert. Mit vorliegenden neuen
Geschwindigkeiten und Driicken liefert das Turbulenzmodell neue Werte fiir die turbu-
lente Zahigkeit in allen Zellen des Gitters.

Konvergenz wird angenommen, wenn die L;-Norm (Summe der Betrige aller Residuen)
der diskretisierten Kontinuitatsgleichungen aller Zellen und die jeweiligen L;-Normen
der diskretisierten Impulsgleichungen in den drei kartesischen Richtungen im Laufe der
(auBeren) Iteration um 5 GréBenordnungen reduziert wurden. Auflerdem wird gepriift,
ob sich die Ergebnisse an relevanten Stellen des Rechengebiets bei weiterer Reduktion der
Residuen nicht mehr signifikant andern.

Der Verzicht auf Wandfunktionen erfordert eine sehr feine Auflésung des Raumes in
Wandnahe. Dies beeintrachtigt die Konvergenz des Verfahrens stark. Die Dicke der
ersten Zellschicht am Schiffsrumpf wird so gewahlt, daf sich der erste Zellmittelpunkt
voraussichtlich innerhalb der laminaren Unterschicht befindet. Im Falle einer turbulen-
ten Plattengrenzschicht wird in der Literatur, z.B. [17], dieser Bereich mit 0 < y* < 5
bis 8 angegeben, wobei y* der dimensionslose Wandabstand ist. Nach Durchfithrung
einer Rechnung wird gepriift, ob dies eingehalten wurde. In der Regel sind nur ortlich
leichte Verletzungen dieser Bedingung festzustellen. Diese Bedingung fithrt zu extrem
kleinen Maschenweiten in Wandnormalenrichtung (z.B. 5-10=° . Modellange), wodurch
sehr langgestreckte Zellen in Hauptstromrichtung entstehen. Das benutzte strukturierte
Gitter verstarkt dieses Problem, da diese feine Auflésung hinter dem Schiff beibehal-
ten wird, obwohl die dort relativ glatte Strémung dies nicht erfordert. Die resultierenden
Zellseitenverhaltnisse fihren zu einer ’steifen’ Koeffizientenmatrix des diskretisierten Glei-
chungssystems. Die Koeffizienten der Unbekannten in den Nachbarmittelpunkten einer
betrachteten Zelle, die in Haupstromrichtung liegen, werden in manchen Bereichen
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| Startwerte fiir alle Unbekannten |
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Best. Koeft. + Quellterme Impulsgleichungerﬂ

[’ Losung der Impulsgleichungen ’] (nur eine Iteration)

Best. Massenflisse, sowie Koeff. + Quellterme Druckkorrekturgleichung(en)

Resid f
" Losung der Druckkorrekturgleichung(en) ’ ( 1 /els(; ;:;T;;t )

lEorrektur Driicke, Geschwindigkeiten und Massenﬁﬁss;]

[ Aktualisierung Randgeschwindigkeiten ]

| Aufruf Turbulenzmodell]

4 JlKonvergenz ‘j

Abbildung 3: Ablauf des iterativen Lsungsverfahrens im Programm NEPTUN
zur Berechnung turbulenter Schiffsumstromungen
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(z.B. im Nachlauf des Schiffes) viel kleiner als die Koeffizienten in den anderen Nachbar-
mittelpunkten, obwohl erstere fir die Losung des Gleichungssystems (und physikalisch)
mafigebend sind. Vermutlich konnte eine geeignete Skalierung der Koeffizientenmatrix
dieses Problem l6sen. Dies wurde allerdings noch nicht untersucht. Ferner wiirde eine
Blockstrukturierung dazu beitragen das Problem, zu entschirfen. Bei Benutzung von
Wandfunktionen ist die Dicke der ersten Zellschicht an der Wand typischerweise um ei-
nen Faktor 20 bis 30 grofler, wodurch das Konvergenzverhalten des Verfahrens besser wird
und deutlich weniger duflere Iterationsschritte erforderlich sind.

Der Speicherplatzbedarf wurde (auf Kosten der Rechenzeit) beschrankt, um das Pro-
gramm auch auf gingigen mittelgroBen Arbeitsplatzrechnern (Workstations) anwenden
zu konnen. Es wird keine metrische Information mit Ausnahme der Zelleckpunktko-
ordinaten gespeichert. Fiir die Berechnung einer stationaren Stromung sind mit dem
benutzten algebraischen Turbulenzmodell 23 Feldelemente pro Zelle zu speichern. Dies
fithrt bei doppelter Genauigkeit auf den gréBten verwendeten Gittern (etwa 120000 Zel-
len) zu einem erforderlichen Speicherplatz von ca. 25 MB. Der Rechenaufwand einer
solchen Rechnung betragt z.B. 7 Stunden auf dem Rechner Siemens/Fujitsu S100 des Re-
gionalen Rechenzentrums der Universitdit Hamburg (allerdings mit einem sehr niedrigen
Vektorisierungsgrad) und etwa 10 Stunden auf einer Workstation IBM RS6000/360. Die
Berechnung derselben Stromung auf einem groberen Gitter mit einem Achtel an Zellen
(z.B. 15000 statt 120000), welches durch Halbierung der Zellanzahl in allen drei Richtun-
gen gewonnen wird (Standard-Gittervergroberungstechnik), erfordert etwa 15 Minuten
auf dem Rechner S100. Die Rechenzeit steigt also iiberproportional mit der Zellanzahl
an, wie es bei Eingitter-lIterationsverfahren iblich ist. Wenn ein Potenzansatz fiir die
Abhingigkeit der Rechenzeit von der Zellanzahl gemacht wird, betrigt der Exponent
etwa 1,5 bis 1,7. Daher ist eine weitere Gitterverfeinerung durch Verdopplung der Zel-
lanzahl in allen drei Richtungen derzeit nicht praktikabel.

Die bei der Netzerzeugung bereits implementierte Mehrgittertechnik wurde im Navier-
Stokes-Loser noch nicht verwendet. Bei der Mehrgittermethode besteht eine nahezu li-
neare Abhangigkeit zwischen der Rechenzeit und der Gesamtzahl der Zellen, wodurch
die Uberlegenheit dieser Methode gegeniiber herkémmlichen Eingitterverfahren bei feiner
werdendem Gitter grofler wird. Dies kann aber nur dann verwirklicht werden, wenn alle
Bestandteile der Mehrgittermethode gut auf die betreffende Anwendung abgestimmt sind
[13]. Insbesondere muf auch der sogenannte Glatter (Relaxationsverfahren zur Reduktion
der raumlich hochfrequenten Residuen-Anteile) dafiir geeignet sein. In unserem Fall ware
der Glatter die beschriebene SIMPLE-Methode. Diese Methode hat in Verbindung mit
der iblichen Standard-Gittervergroberungstechnik bei grofien Reynoldszahlen [49] und
stark voneinander verschiedenen Zellseitenverhaltnissen schlechte Glattungseigenschaften.
Um ein wirklich effizientes Mehrgitterverfahren zu erhalten, das auf tiblichen Gittern we-
sentlich schneller als Eingitterverfahren rechnet, mufl nach meiner Auffassung ein anderer
Glatter als die SIMPLE-Methode eingesetzt werden. Ein solcher Glatter muf} stark gekop-
pelte Variablen (Driicke und Geschwindigkeiten) ’impliziter’ behandeln als das SIMPLE-
Verfahren. Dies erfordert aber weitere Untersuchungen.
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6 Anwendung auf Schiffsumstromungen

6.1 Allgemeines
Nach dem beschriebenen Verfahren wurde das FORTRAN-Programm NEPTUN zur Be-

rechnung turbulenter Schiffsumstromungen geschrieben. Das Programm wurde zunachst
an einfachen 2D-Stromungen erfolgreich getestet. Beispielsweise zeigten die Ergebnisse
fiir die laminare Plattengrenzschicht und die laminare Strémung zwischen zwei parallelen
Platten sehr gute Ubereinstimmung mit bekannten analytischen Lésungen. Im Falle ei-
ner turbulenten Plattengrenzschicht zeigten die berechneten Geschwindigkeitsprofile eine
nahezu vollige Ubereinstimmung mit experimentellen Daten [9], nicht zuletzt weil das
benutzte algebraische Turbulenzmodell anhand solcher Stréomungen ’geeicht’ worden ist.
Auch die Ergebnisse fur die laminare und die turbulente Parallelanstromung einer Platte
mit Nachlauf waren im Einklang mit Messungen von Chen [7] und Patel [37].

Die Anwendung des Programms auf Schiffsumstromungen ist ohne einschrankende Maf-
nahmen nicht mdéglich bzw. nicht praktikabel. Es wird die Strémung um ein mit kon-
stanter Geschwindigkeit geradeaus fahrendes Schiff ohne Anhange berechnet, ohne die
freie Wasseroberfliche zu berticksichtigen. Diese wird durch eine Symmetrie-Ebene er-
setzt; die Schwerkraft wird vernachlassigt. Dies entspricht der stationaren Strémung
um das an der Wasserlinienebene gespiegelte, tiefgetauchte Schiff. Die Ermittlung der
Verformung der freien Oberflache als Bestandteil der viskosen Rechnung ist prinzipiell
moéglich, z.B. Farmer et al. [41], erh6ht aber den Aufwand und die Schwierigkeiten des
Problems erheblich. Es wird die Stromung um das Schiffsmodell (Doppelmodell) statt
um die Groflausfihrung berechnet. Die Berechnung turbulenter Schiffsumstrémungen
wird mit zunehmender Reynoldszahl komplizierter: Je gréBer die Reynoldszahl, desto
feiner mufl der wandnahe Bereich aufgelost werden, was die erforderliche Zellanzahl und
die Konvergenzschwierigkeiten erhoht. Bei Verzicht auf Wandfunktionen fihrt die Be-
dingung, dafl der wandnichste Zellmittelpunkt sich noch innerhalb der laminaren Un-
terschicht befinden soll, im Falle der GroBausfithrung zu (relativ zur Schiffslange) viel
kleineren Maschenweiten in Wandnormalenrichtung als beim Modell, da die Reynolds-
zahl der Groflausfithrung um zwei bis drei Groflenordnungen héher liegt.

Ferner wird aufgrund des grofien Rechenaufwandes und insbesondere des Speicherplatz-
bedarfs die Rechnung auf das Hinterschiff beschrankt. Obwohl mit dem geschriebenen
Programm auch Ganzschiffsrechnungen durchgefihrt werden konnen, liegt der Schwer-
punkt der vorliegenden Arbeit in der Untersuchung von Hinterschiffsumstréomungen. Fir
die Ermittlung von Geschwindigkeitswerten auf dem Einstromrand und als Test werden
aber bereits Ganzschiffsrechnungen (meist auf groben Gittern) durchgefihrt. Die verti-
kale Ebene durch die Mittellangslinie des Schiffes stellt eine zweite Symmetrie-Ebene dar.
Zur weiteren Abgrenzung des Rechengebiets dienen ein weit hinter dem Schiff gelegener
Ausstromrand und ein in Radialrichtung weit gelegener Auflenrand in Form einer kreiszy-
lindrischen Lateralflache. Die Berechnung wird in einem schiffsfesten Koordinatensystem
durchgefiihrt, Abb.1 (oben). Das Schiff wird mit gegebener Geschwindigkeit Uy parallel
angestromt.
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An allen Randern des Rechengebiets missen Randbedingungen (RB) angesetzt werden.
Auf dem Rumpf des Schiffes gilt die Haftbedingung. Auf den Symmetrie-Ebenen (Wasser-
linienebene, Mittelllangsebene) werden die Normalkomponente der Geschwindigkeit und
die Schubspannungen zu Null gesetzt. Am Einstromrand, etwa mittschiffs, werden alle
Geschindigkeitskomponenten gegeben. Sie werden aus Messungen und halbempirischen
Formeln fir turbulente Plattengrenzschichten und aus einer vorweg durchgefiihrten rei-
bungslosen Ganzschiffsrechnung gewonnen. Dies stellt den Schwachpunkt der Beschrank-
ung der Rechnung auf das Hinterschiff dar, da der Einflufl der Einstromwerte auf die Er-
gebnisse nicht vernachlassigbar ist. Am Ausstrémrand, etwa eine Schiffslinge hinter dem
Heck, werden die Geschwindigkeitsableitungen in x-Richtung zu Null gesetzt. Diese RB
hat keine physikalische Rechtfertigung und sorgt nur dafiir, dafl keine vom numerischen
Verfahren eventuell erzeugten Stérungen am hinteren Rand des Rechengebiets strom-
aufwarts reflektiert werden. Testrechnungen zeigen, daff diese RB keinen wesentlichen
Einflul auf die Ergebnisse im interessierenden Bereich der Stromung (am Schiffsrumpf
und im nahen Nachlauf) ausiibt, wenn der Ausstrémrand weit genug angesetzt wird. Auf
dem Auflenrand wird entweder eine ungestérte Stromung oder eine undurchliassige Wand
ohne Schubspannungen (free slip wall) angenommen. Beides ist physikalisch nicht korrekt.
Deswegen muf auch dieser Rand weit genug vom Schiff entfernt sein, z.B. eine Modellange
L von der Mittelldngslinie (s.6.3).

Das benutzte Turbulenzmodell berticksichtigt nicht den Transport von Turbulenz; es setzt
ein Gleichgewicht zwischen Produktion und Dissipation von Turbulenzenergie voraus. Im
Nachlauf des Schiffes ist dieser Ansatz besonders unrealistisch, weil dort der Transport
von Turbulenz durch die Hauptstrémung (Konvektion) ausschlaggebend ist. Deshalb wer-
den die vom Turbulenzmodell am Rumpf und seitlich davon zuletzt ermittelten Werte der
turbulenten Zahigkeit v; nach hinten hin (entlang der Gitterlinien) beibehalten.

Im Folgenden werden einige Ergebnisse der Hinterschiffsumstromung zweier Schiffsformen
vorgestellt. Die benutzten Gitter sind Srtlich stark nichtorthogonal (z.B. 90 £+ 60°) und
haben sehr grofle Zellseitenverhiltnisse (z.B. 1000/1). Die kleinste Zelldicke am Rumpf
betrigt etwa 5-107° - Modellinge. Die maximalen Expansionsraten der Maschenweiten in
den verschiedenen krummlinigen Richtungen sind < 1.5. Die Zellanzahl variiert zwischen
etwa 80000 und 120000. Die Rechenzeit pro Iterationsschritt und Zelle betragt (mit 2.
Druckkorrektur) z.B. 4.107* Sekunden auf dem Rechner Siemens/Fujitsu S100. Dies fiihrt
zu CPU-Zeiten zwischen 4 und 8 Stunden, je nach GittergroBie und Konvergenzanforde-
rungen. Der notige Arbeits-Speicherplatz liegt zwischen 18 und 25 MB.

6.2 Ergebnisse fir das Wigley-Schiff

Als erste schiffbauliche Anwendung des Programms wurde die Strémung um das Hin-
terschiff des Doppelmodells des sogenannten Wigley-Schiffes bei einer Reynoldszahl von
4.5 - 10% gewihlt. Fir diesen Fall sind ausfithrliche Windkanalmessungen vorhanden
[46,38]. Die Oberfliche dieses schlanken, schiffsihnlichen Kérpers 1a8t sich im Koor-
dinatensystem entspr. Abb.1 beschreiben durch
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Sowohl die Spanten, Abb.4, als auch die Wasserlinien haben parabolische Form. Das
Schiff hat vertikale Steven. Vor- und Hinterschiff sind identisch. Die einfache Geometrie
des Wigley-Schiffes erleichtert die Gittererzeugung erheblich.

Das Rechengebiet erstreckt sich in Langsrichtung vom Hauptspant bis zu einer Modellange
hinter dem Heck (0.5 < /L < 2) und ebenfalls bis zu einer Modellange, gemessen von
der Mittellingslinie, in Radialrichtung (0 < r/L < 1, r = /y? + 22). Das Gitter hat
72-32-36 Zellen in Langs-, Spantumfangs- und Radialrichtung. Abb.5 vermittelt einen
globalen Eindruck des Gitters. Abb.6 zeigt einen 2D-Auschnitt am Spant z/L = 0.9,
wobei die sehr feine Auflosung des wandnahen Bereiches zu erkennen ist.

Abb.7 und 9 zeigen berechnete und gemessene Isolinien der Axialgeschwindigkeit an den
Spanten z/L = 0.90 und 1.0. Die Ubereinstimmung von Rechnung und Experiment ist
wenig zufriedenstellend. Abgesehen von der qualitativen Ahnlichkeit der Isotachen er-
wartete ich bei dieser relativ einfachen Schiffsform eine bessere quantitative Vorhersage
der Geschwidigkeitsverteilung im Feld. Der Grund fiur die schlechte I“Jbereinstimmung
ist noch nicht klar. FEine Untersuchung des Einflusses der am Hauptspant gegebenen
Einstromwerte auf die Losung machte eine gewisse Abhangigkeit der Isotachen von der
Verteilung der Geschwindigkeit am Einstrémrand deutlich, konnte aber die festgestellten
Unterschiede nicht erklaren.

Abb.8 und 10 zeigen die berechneten und gemessenen Richtungsfelder der Quergeschwin-
digkeit an den Spanten /L = 0.90 und 1.0. Auch hier ist die Ubereinstimmung we-
nig zufriedenstellend. Auffallend ist bei den Messungen die sehr schnelle Abnahme der
Vertikalkomponente nach aufien hin und vor allem die groflen Normalkomponenten der
Geschwindigkeit an den Symmetrie-Ebenen, die an der Giite der Messung zweifeln lassen.

Abb.11 zeigt die Verldufe des Druckbeiwertes C;, = (p — po)/(£U¢) am Rumpf entlang
der Wasserlinie und der Kiellinie, aufgetragen iiber der dimensionslosen Langskoordinate
z/L. po ist der ungestdrte Druck. Die MeBwerte sind mit Symbolen eingetragen. Fiir die
Kiellinie sind keine MeBwerte vorhanden. Der Druckverlauf an der Wasserlinie zeigt eine
gute Ubereinstimmung mit den Messungen.

Abb.12 zeigt die Verlaufe der dimensionslos gemachten Wandschubspannungsgeschwindig-
keit U, /Uy, entlang der Wasserlinie und der Kiellinie, aufgetragen iiber der dimensionslosen
Lingskoordinate @/L. Die Ubereinstimmung der Lésung mit den MeBdaten (Symbole)
ist nicht schlecht; die gerechneten Wandschubspannungen liegen etwas zu hoch. Auch in
diesem Fall liegen keine Meflwerte fir die Kiellinie vor.
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Abbildung 5: Ausschnitt aus dem Gitter um das Wigley-Hinterschiff. Nur ausgewahlte
Gitterflachen. Zellanzahl in Langs-, Spantumfangs- und Radialrichtung: 72-32- 36 .

==y,

Abbildung 6: Numerisches Gitter am Hauptspant des Wigley-Schiffes. Ausschnitt aus
3D-Gitter. Die Dicke der ersten Zellschicht am Rumpf betragt ca. 5-10~° - Modellange.
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Abbildung 7: Isolinien der Axialgeschwindigkeit u/U, fir Wigley-Schiff, R, = 4.5-106,
Spant z/L = 0.9. Oben: numerische Lésung. Unten: Messung von Sarda 1986.
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Abbildung 8: Richtungsfeld der Quergeschwindigkeit (v, w) fiir Wigley-Schiff, R, = 4.5
108, Spant z/L = 0.9. Oben: numerische Ldsung. Unten: Messung von Sarda 1986.
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Abbildung 9: Isolinien der Axialgeschwindigkeit u/Up fiir Wigley-Schiff, R, = 4.5-10°,
Spant z/L = 1.0. Oben: numerische Losung. Unten: Messung von Sarda 1986.
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Abbildung 10: Richtungsfeld der Quergeschwindigkeit (v,w) fir Wigley-Schiff, R, =
4.5-10%, Spant z/L = 1.0. Oben: numerische Lésung. Unten: Messung von Sarda 1986.
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Abbildung 11: Verlauf des Druckbeiwertes C, in Langsrichtung entlang der Wasserlinie
und des Kiels fir Wigley-Schiff, R, = 4.5-10°. Kurven: numerische Losung. Symbole:

Messung von Watmuff und Joubert 1985, aus Patel et al. (1988).
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Abbildung 12: Verlauf der Wandschubspannungsgeschwindigkeit U, /Uy entlang der Was-
serlinie und des Kiels fiir Wigley-Schiff, R, = 4.5-10°. Kurven: numerische Losung.
Symbole: Messung von Watmuff und Joubert 1985, aus Patel et al. (1988).

51



Abb.13 zeigt die Verliufe der dimensionslos gemachten Axialgeschwindigkeit u/Up in
Langsrichtung auf zwei verschiedenen Héhen (WL und z/T = 0.8) auf der Symmetrie-
Ebene im Nachlauf des Modells. Die Mefiwerte sind mit Symbolen eingetragen. Der
Verlauf auf der Hohe z/T = 0.8 stimmt mit den Mefiwerten recht gut {iberein. Entlang
der Wasserlinie wird die Geschwindigket stets iiberschatzt.

Um die bei der Approximation der Konvektionsterme entstehenden numerischen Fehler
zu untersuchen wurden reibungslose Ganzschiffsrechnungen mit den drei in (4.2.2) be-
schriebenen Diskretisierungsschemata durchgefiihrt. Sowohl die (molekulare) Zahigkeit
des Fluids als auch die turbulente Scheinzahigkeit wurden zu Null gesetzt. Die Haftbe-
dingung am Rumpf wurde durch eine ’free slip wall’ Bedingung ersetzt. Demnach
wurden die Euler-Erhaltungsgleichungen gel6st. Das bisherige Hinterschiffsgitter wurde
am Hauptspant gespiegelt und in Radialrichtung vergrobert. Alle drei Rechnungen wur-
den im gleichen Gitter und Rechengebiet durchgefithrt. Wegen der Symmetrie des Schiffes
um den Hauptspant und der Vernachldssigung der Viskositat sind symmetrische bzw. an-
timetrische Verlaufe beziglich Hauptspant fiir alle Variablen zu erwarten. Abb.15 zeigt
Ausschnitte der Verldufe des Druckbeiwertes C, (oben), der Axialgeschwindigkeit u/U,
(mitte) und der Horizontalgeschwindigkeit v/Up (unten) entlang der Wasserlinie und der
Fortsetzungen der Mittellangslinie vor und hinter dem Modell. Die Losung mit LUDS ist
durchgezogen, mit UDS kurzgestrichelt und mit UDS/CDS (Mischungsfaktor v = 0.5)
gestrichelt. Die berechneten Verlaufe des Druckbeiwertes und der Horizontalgeschwindig-
keit zeigen das erwartete Verhalten. Im gewahlten Maflstab sind im unteren Bild kaum
Unterschiede in v/Uj festzustellen. Der Nulldurchgang wird gut wiedergegeben. Die Ap-
proximation mit LUDS gibt im oberen Bild einen symmetrischeren Verlauf von C, als
mit UDS/CDS bzw. CDS. Besonders auffallig ist aber das Verhalten der Axialgeschwin-
digkeit ©/Up im Nachlauf des Modells (mittleres Bild). Die erwartete Symmetrie wird
dort nur annahernd wiedergegeben. Eine Modellange hinter dem Heck (z/L = 2.) sind
noch deutliche Unterschiede zu der ungestorten Geschwindigkeit Uy festzustellen. Die
Approximation mit UDS schneidet am schlechtesten ab. Die Rechnung mit UDS/CDS
(Jeweils 50 Prozent) bringt eine deutliche Verbesserung gegentiber UDS. Wider erwarten
ist der Verlauf mit LUDS schlechter als mit UDS/CDS. Dies wird aber durch weitere
Untersuchung beider Losungen nicht bestatigt.

Das im Nachlauf festgestellte Phanomen ist auf die 'numerische Dissipation’ von Impuls
aufgrund der Diskretisierungsfehler zuriickzufiihren und 1a8t sich global anhand des Ge-
samtwiderstandes veranschaulichen. Da die untersuchte Stromung reibungs- und (nahezu)
rotationsfrei ist, mufl der resultierende Widerstand verschwinden. Abb.14 zeigt die bei
den drei o.g. Rechnungen bestimmten Gesamtwiderstandsbeiwerte C'r. Die durch Inte-
gration iber den gesamten Rumpf (unterhalb der Wasserlinie) ermittelte Druckkraft ist
mit gUgSO dimensionslos gemacht worden, wobei Sy die benetzte Flache ist. Der mit
UDS bestimmte Beiwert C7 = 0.283-1073 betragt mehr als 5 Prozent des zu erwartenden
Wertes in reibungsbehafteter Stromung. Das UDS/CDS mit Mischungsfaktor 0.5 redu-
ziert den Widerstandsbeiwert auf die Halfte. Die Approximation der Konvektionsterme
mit LUDS liefert mit Cr = 0.012 - 1073 einen vernachlissigbaren Wert.



U 1.20 T
Uy
1.00 }
0.80

0.60 [+

0.40 F

T
Wasserlinie ——

Exp. WL o
2108 oo
Exp. zT=08 +

0.20 L .
1.00 1.20 1.40

Abbildung 13: Verlauf der Axialgeschwindigkeit u/U; in Langsrichtung fir zwei Hohen
(2/T = 0., z/T = 0.8) auf der Symmetrie-Ebene im Nachlauf des Wigley-Schiffes, R, =
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4.5-10%. Kurven: numerische Losung. Symbole: Messung von Sarda 1986.
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Abbildung 14: Widerstandsbeiwert fir Wigley-Schiff in reibungsfreier Stromung mit ver-

schiedenen Diskretisierungsschemata.
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Abbildung 15: Verlauf des Druckbeiwertes C, (oben), der Axialgeschwindigkeit u/U,
(mitte) und der Horizontalgeschwindigkeit v/Up (unten) entlang der Wasserlinie und der
Fortsetzungen der Mittellingslinie vor und hinter dem Modell mit verschiedenen Diskre-
tisierungsschemata. Wigley-Schiff, reibungsfreie Ganzschiffsrechnung.
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6.3 Ergebnisse fiir den HSVA-Tanker

Als weitere Anwendung des Programms wurde die Stromung um das Hinterschiff des
Doppelmodells des sogenannten HSVA-Tankers [10] bei einer Reynoldszahl von 5-108
gewahlt. Abb.16 zeigt die Geometrie dieses volligen Schiffes mit

L B L?
-_— = . _—= 2. = . d — .
B 6.6 , 7 7, Cg=0.85 un A 4.30

Dieser Fall (und eine Variante mit modifizierter Heckform) wurde im "Workshop on Ship
Viscous Flow’ in Goteborg 1990 [27] als Test fiir die von etwa 20 Forschungsgruppen
aus aller Welt prasentierten Rechnungen herangezogen, da hierfiir ausfiihrliche Messun-
gen im Windkanal unseres Instituts durchgefihrt worden sind [19,60]. Mittlerweile ist
die Umstrémung des Doppelmodells des HSVA-Tankers praktisch zu einem Standardtest
fiir numerische Verfahren zur Berechung turbulenter Schiffsumstrémungen geworden. Die
Darstellung meiner Ergebnisse entspricht weitgehend der in diesem Workshop gewahlten
Form, um einen direkten Vergleich mit den dort vorgestellten Ergebnissen zu erméglichen.

Das gewahlte Rechengebiet hat dieselben Abmessungen wie im Falle des Wigley-Schiffes
(0.5<z/L <2,0<r/L<1). DasGitter hat 96-32-36 Zellen in Langs-, Spantumfangs-
und Radialrichtung und wird in Abb.17 bis 21 gezeigt. Abb.17 vermittelt einen globa-
len Eindruck des Gitters. Abb.18 und 19 zeigen 2D-Ausschnitte an charakteristischen
Spanten. Am Spant z/L = 0.940 kann man die sehr feine Auflésung in unmittelbarer
Wandnihe erkennen. Am Spant z/L = 0.976 (Propellerebene) 1aBt sich diese feine
Auflésung aufgrund der Randgeometrie nicht tiberall beibehalten. Abb.20 zeigt das Git-
ter auf der Wasserlinienebene. Das strukturierte Gitter fiihrt zu einer unnotig feinen
Auflésung weit vom Rumpf entfernter Regionen. Die stufenférmige Approximation der
Heckkontur ist besonders deutlich in Abb.21 zu erkennen. Der unstetige Verlauf des Hin-
terstevens kann Stérungen (UnregelméfBigkeiten) in den Ergebnissen hervorrufen, wie es
beim Verlauf des Wanddruckes entlang der Kiellinie an der Stelle /L = 0.95 vermutlich
der Fall ist, Abb.30 .

Abb.22, 26 und 28 zeigen berechnete und gemessene Isolinien der Axialgeschwindigkeit
an den Spanten z/L = 0.940 , 0.976 und 1.042. Die Uberelnstlmmung von Rechnung
und Experiment ist im Auﬁenberewh recht gut, auch wenn die Schwachen des benutzten
Turbulenzmodells (kein Transport) sich nach hinten hin allmahlich bemerkbar machen.
Die gemessenen Isotachen u/Uy = 0.9 zeigen auf allen drei Spanten im unteren Bereich
die Folgen eines stromaufwarts gelegenen Halterungsdrahtes des Modells im Windkanal.
Die Ubereinstimmung der inneren Isotachen ist nicht zufriedenstellend. Die ausgepragte
Aufweitung derselben im unteren Bereich, die im Zusammenhang mit dem sogenannten
Kimmwirbel steht, wird von der Rechnung nicht wiedergegeben. Besonders auffallig ist die
Abwesenheit des charakteristischen 'Hakens’ auf der Propellerebene (z/L = 0.976). Dies
kann man auch in allen Rechnungen des Workshops von Géteborg 1990 [27] feststellen.
Es besteht mittlerweile die Vermutung, dal ein so kompliziertes Phanomen nur durch
Anwendung eines anisotropen Turbulenzmodell (keine Wirbelviskositatshypothese) erfafit
werden kann, z.B. Visonneau in [41].
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Abbildung 16: Spantenri, Vor- und Hinterstevenkontur, sowie Wasserlinieneinliufe des

HSVA-Tankers, Hoffmann (1976).
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Abbildung 17: Ausschnitt aus dem Gitter um das HSVA-Tanker-Hinterschiff. Nur
ausgewahlte Gitterflichen. Zellanzahl in Langs-, Spantumfangs- und Radialrichtung:
96-32-36 .
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Abbildung 18: Numerisches Gitter am Spant z/L = 0.940 des HSVA-Tankers. Ausschnitt
aus 3D-Gitter.

Abbildung 19: Numerisches Gitter am Spant /L = 0.976 des HSVA-Tankers. Ausschnitt
aus 3D-Gitter. Rechts: Vergro8erung der topologisch entarteten (dreieckigen) Zelle auf
der Fortsetzung der Kiellinie.
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Abbildung 20: Numerisches Gitter auf der Wasserlinienebene des HSVA-Tankers. Aus-
schnitt aus 3D-Gitter. Wegen des strukturierten Gitters werden auch weit vom Rumpf
entfernte Gebiete unndtigerweise zum Teil fein aufgelost.
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Abbildung 21: Approximation der Heckkontur des HSVA-Tankers durch das Gitter. Die

Stufen kénnen numerische Effekte in den Ergebnissen verursachen.
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Abb.23, 27 und 29 zeigen die berechneten und gemessenen Richtungsfelder der Querge-
schwindigkeit an den Spanten /L = 0.940 , 0.976 und 1.042. Diese Bilder zeigen densel-
ben Trend wie die Isotachen: Wahrend die Ubereinstimmung im AuBenbereich recht gut
ist, werden die komplizierten Stromungsverhéltnisse im Innenbereich nicht erfait. Das
gemessene Richtungsfeld deutet am Spant z/L = 0.940 auf die Entstehung eines Wirbels
hin, welcher auf der Propellerebene schon voll entwickelt ist. Der berechnete Wirbel ist
weniger ausgepragt als im Experiment und ist erst weiter stromabwarts deutlich zu er-
kennen, Abb.29 . Ferner liegt der berechnete Wirbel zu weit oben gegentiber der Messung.

Abb.24 zeigt berechnete und gemessene Isolinien des Druckbeiwertes C, = (p—po)/(5U¢)
am Spant z/L = 0.940. Die Ubereinstimmung ist gut. Abb.25 zeigt Isolinien der
vom Turbulenzmodell ermittelten und mit der molekularen Zahigkeit dimensionslos ge-
machten turbulenten Zahigkeit »,/v am selben Spant. Im Feld erreicht die turbulente
Scheinzahigkeit viel grofilere Werte als die Zahigkeit des Fluids (z.B. Faktor 1000). Leider
liegen hierfiir keine experimentell ermittelten Daten vor.

Abb.30 zeigt die Verlaufe des Druckbeiwertes am Rumpf entlang der Wasserlinie und
der Kiellinie, aufgetragen iiber der dimensionslosen Langskoordinate z/L. Die MeBwerte
sind mit Symbolen eingetragen. Der Druckverlauf an der Wasserlinie zeigt eine gute
Ubereinstimmung mit den Messungen. An der Kiellinie ist die Lésung weniger gut, zeigt
aber doch den qualitativ richtigen Verlauf. Der eng begrenzte Druckabfall an der Stelle
z/L = 0.95 ist numerisch bedingt. Auffallend ist, dafl beide Verlaufe aus noch ungeklarten
Griinden das Druckminimum C, = —0.15 nicht erreichen. Dies ist auch bei den besseren
Ergebnissen in [27] der Fall.

Abb.31 zeigt die Verldufe des Druckbeiwertes am Rumpf in Spantumfangsrichtung fir
drei verschiedene Spanten, aufgetragen iiber der mit dem jeweiligen Spantumfang di-
mensionslos gemachten Bogenlinge. Auch wenn die MeBwerte (Symbole) nicht genau
wiedergegeben werden, folgen die berechneten Verlaufe ihrem komplizierten Verhalten.

Abb.32 zeigt die Verldufe der dimensionslos gemachten Wandschubspannungsgeschwindig-
keit U, /Uy entlang der Wasserlinie und der Kiellinie, aufgetragen tiber der dimensionslosen
Langskoordinate /L. Die Ubereinstimmung der Lésung mit den wenigen vorhandenen
MeBwerten (Symbole) ist recht gut. Die Genauigkeit des Mefiwertes bei /L = 0.95 ist
fraglich, weil die zur Ermittlung der Wandschubspannung benutzte ’Clauser-Plot’ Technik
[19] in diesem Bereich der Strémung nicht mehr zuverldssig ist. Im hinteren Heckbereich
zeigt die Rechnung einen Wiederanstieg der Wandschubspannung entlang der Wasserlinie
ab etwa z/L = 0.986 mit einem relativen Maximum kurz vor dem Schiffsende. Der
Anstieg des Betrages der Wandschubspannung kann auch unterhalb der Wasserlinie im
oberen Heckbereich festgestellt werden, Abb.38 . Obwohl in [27] nicht dariiber berichtet
wird, zeigen auch einige der dortigen Rechnungen zumindest ansatzmafBig diesen Effekt.
Ich halte dieses Phanomen fiir physikalisch plausibel. Die Fluidteilchen am flachen, langen
oberen Heckteil werden von der darunterliegenden energiereichen Stromung beschleunigt,
die bereits den Rumpf verlassen hat. Um dies zu bestatigen bzw. andere Erklarungen fir
diesen Effekt zu finden sind weitere Rechnungen an veranderten Heckformen notig.
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Abbildung 22: Isolinien der Axialgeschwindigkeit u/U, fiir HSVA-Tanker, R, = 5-108,

Spant /L = 0.940. Oben: numerische Losung. Unten: Messung von Wieghardt und
Kux 1980.
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Abbildung 23: Richtungsfeld der Quergeschwindigkeit (v,w) fir HSVA-Tanker, R, =
5.108, Spant /L = 0.940. Oben: numerische Lésung. Unten: Messung von Wieghardt
und Kux 1980.
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Abbildung 24: Isolinien des Druckbeiwertes C, fir HSVA-Tanker, R, = 5-108, Spant
z/L = 0.940. Oben: numerische Losung. Unten: Messung von Wieghardt und Kux
1980.
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Abbildung 25: Isolinien der turbulenten Scheinzihigkeit v:/v fir HSVA-Tanker, R, =
5-108, Spant z/L = 0.940.
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Abbildung 26: Isolinien der Axialgeschwindigkeit u/U, fiir HSVA-Tanker, R, = 5-10°,
Spant z/L = 0.976. Oben: numerische Losung. Unten: Messung von Wieghardt und
Kux 1980.
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Abbildung 27: Richtungsfeld der Quergeschwindigkeit (v,w) fir HSVA-Tanker, R, =
5-10%, Spant z/L = 0.976. Oben: numerische Lésung. Unten: Messung von Wieghardt

und Kux 1980.
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Abbildung 28: Isolinien der Axialgeschwindigkeit u/U, fir HSVA-Tanker, R, = 5-10°,
Spant z/L = 1.042. Oben: numerische Losung. Unten: Messung von Wieghardt und
Kux 1980.
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Abbildung 29: Richtungsfeld der Quergeschwindigkeit (v, w) fir HSVA-Tanker, R, =
5-10%, Spant /L = 1.042. Oben: numerische Losung. Unten: Messung von Wieghardt
und Kux 1980.

68



Abb.33 zeigt die Verlaufe von U, /Uy in Spantumfangsrichtung fiir zwei verschiedene Span-
ten, aufgetragen Uber der mit dem jeweiligen Spantumfang dimensionslos gemachten Bo-
genlange. Auch hier folgen die berechneten Verliufe dem komplizierten Verhalten der
MeBwerte (Symbole) recht gut.

Abb.34 zeigt die Verlaufe der dimensionslos gemachten Axialgeschwindigkeit u/Uy in
Langsrichtung auf drei verschiedenen Hohen (Kiel, Propellerachse und Wasserlinie) auf
der Symmetrie-Ebene im Nachlauf des Modells. Die Mefiwerten sind mit Symbolen einge-
tragen. Fiir die Wasserlinie sind keine MeBwerte vorhanden. Entlang der Fortsetzung der
Kiellinie nimmt die berechnete Geschwindigkeit nach einem sehr steilen Anstieg zunachst
wieder ab. Dies wird durch die Mefidaten belegt. Die benutzte Diskretisierung und das
Turbulenzmodell erlauben es nicht, diesen Verlauf auch quantitativ richtig wiederzugeben.
Die unphysikalische Oszillation bei /L = 1.0 ist auf die Approximation der Konvektions-
terme mit LUDS zurlickzufiihren. Der Verlauf auf der Héhe der Propellerachse stimmt
mit den vorhandenen MeBwerten recht gut iiberein. Unmittelbar hinter dem Heck zeigt
dieser Verlauf negative Werte. Diese stehen im Zusammenhang mit einem ausgepragten
Riickstromgebiet im Bereich der Propellernufi, Abb.38 .

Abb.35 und 36 zeigen Seiten- und Bodenansichten von berechneten und gemessenen Iso-
linien des Druckbeiwertes C), auf dem Rumpf. Die numerische Losung, jeweils oben
aufgetragen, gibt eine gute Approximation der Messung wieder.

Die Photographie des Doppelmodells des HSVA-Tankers nach einem Anstrichversuch im
Windkanal unseres Instituts, Abb.37, veranschaulicht die Stromungsverhaltnisse im hin-
teren Heckbereich. Auf etwa 2/3 des Tiefganges iiber dem Kiel suggeriert die verblie-
bene Farbe (Ol) eine 'Verzweigungslinie’ in Langsrichtung, die auf eine Divergenz der
wandnachsten Stromlinien hindeutet. Deutlicher wird eine zweite ’Grenzlinie’, oberhalb
des Kiels erkennbar, die auf eine Konvergenz der wandnachsten Stromlinien hindeutet.
Die abgetragene Farbe hinterlieB ein sehr komplexes Gebilde im Gebiet vor der Propel-
lernuB, das teilweise auf eine Ruckstromung hinweist. Hier wird eine weitere, s-formige
"Grenzlinie’ erkennbar, die etwa den unteren Teil des Hinterstevens begleitet.

Abb.38 zeigt die Projektion des berechneten Richtungsfeldes der Wandschubspannung auf
die Koordinatenebene z,z. Die Ahnlichkeit mit dem beschriebenen Anstrichsversuchs-
bild ist in Anbetracht der recht komplizierten Stromungsverhaltnisse erstaunlich gut. Dies
ist auf den Verzicht auf Wandfunktionen zurickzufihren. Die erwahnten Merkmale der
Stromung sind qualitativ erkennbar. Die Grofle und Form des Gebildes vor der Propel-
lernufl konnen allerdings nur anndhernd wiedergegeben werden, und die Verzweigung der
Stromlinien findet hier auf etwa halbem Tiefgang statt.

Abb.39 zeigt einen Ausschnitt des berechneten Richtungsfeldes der Geschwindigkeit auf
der Wasserlinienebene. Eine halbe Modellange hinter dem Heck ist noch eine ausgepragte
Nachstromdelle zu erkennen. Abb.40 zeigt das berechnete Richtungsfeld der Geschwin-
digkeit auf der vertikalen Symmetrie-Ebene. Der Sprung in der Geschwindigkeit auf der
Hohe des Kiels wird im Nachlauf beibehalten. Dies durfte im Zusammenhang mit der
Vernachlassigung des Turbulenztransports durch Diffusion stehen.
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Abbildung 30: Verlauf des Druckbeiwertes C, in Langsrichtung entlang der Wasserlinie
und des Kiels fir HSVA-Tanker, R, = 5-10%. Kurven: numerische Losung. Symbole:
Messung von Hoffmann 1976.
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Abbildung 31: Verlauf des Druckbeiwertes C), in Spantumfangsrichtung fiir HSVA-Tanker,
R, = 510°, Spanten x/L = 0.646,0.875 und 0.942. Kurven: numerische Lésung. Symbole:
Messung von Hoffmann 1976.
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Abbildung 32: Verlauf der Wandschubspannungsgeschwindigkeit U, /Uy entlang der Was-
serlinie und des Kiels fiir HSVA-Tanker, R, = 5-10°. Kurven: numerische Losung.
Symbole: Messung von Hoffmann 1976.
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Abbildung 33: Verlauf der Wandschubspannungsgeschwindigkeit U, /Uy in Spantumfangs-
richtung fiir HSVA-Tanker, R, = 5-10°, Spanten z/L = 0.646 und 0.942. Kurven: nume-
rische Losung. Symbole: Messung von Hoffmann 1976.
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Abbildung 34: Verlauf der Axialgeschwindigkeit u/Uy in Langsrichtung fir drei Héhen
(Kiel, Propellerachse, Wasserlinie) auf der Symmetrie-Ebene im Nachlauf des HSVA-
Tankers, R, = 5-108. Kurven: numerische Lésung. Symbole: Messung von Wieghardt
und Kux 1980.
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Abbildung 35: Isolinien des Druckbeiwertes C, auf dem Rumpf des HSVA-Tankers, Sei-
tenansicht, R, = 5-10%. Oben: numerische Losung. Unten: Messung von Hoffmann

1976.
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Abbildung 36: Isolinien des Druckbeiwertes C, auf dem Rumpf des HSVA-Tankers, Bo-

denansicht, R, = 5-10°. Oben: numerische Lésung. Unten: Messung von Hoffmann
1976.
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Abbildung 37: Foto eines Anstrichversuches am Doppelmodell des HSVA-Tankers im
Windkanal des Instituts fir Schiffbau der Universitat Hamburg.
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Abbildung 38: Richtungsfeld der Wandschubspannung fir HSVA-Tanker, R, = 5-10°.
Projektion der gerechneten Wandschubspannung auf die z, z - Ebene.
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Abbildung 39: Richtungsfeld der Geschwindigkeit auf der Wasserlinienebene fiir HSVA-
Tanker, R, = 5-108.
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Abbildung 40: Richtungsfeld der Geschwindigkeit auf der Symmetrie-Ebene fiir HSVA-
Tanker, R, = 5-10°.
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Abb.41 zeigt am Beispiel des Verlaufes von U, /U, entlang der Wasserlinie das Ergebnis ei-
ner Gitterabhangigkeitsuntersuchung der numerischen Losung. Es wurde auf drei Gittern
mit 24-8-9 (Kurve 1) , 48-16-18 (Kurve 2) und 96-32-36 (Kurve 3) Zellen gerechnet. Die
zwei groberen Gitter wurden aus dem bisherigen Gitter durch (wiederholtes) Fortlassen
jeder zweiten Gitterlinie in den drei krummlinigen Richtungen gewonnen. Der Abstand
zwischen den Losungen auf zwei aufeinanderfolgenden Gittern wird bei Gitterverfeinerung
kleiner, wie man es von einem konvergenten Verfahren erwartet. Im Bereich z/L < 0.95
kann man das Verhalten eines Verfahrens 2. Ordnung deutlich erkennen. Der bereits
erwahnte Anstieg der Wandschubspannung im hinteren, oberen Heckbereich wird durch
die Gitterverfeinerung bestatigt. Eine weitere Verfeinerung des Gitters auf 192 - 64 - 72
Zellen ware vor allem im Bereich /L > 0.95 winschenswert.

Abb.42 zeigt am Beispiel des Verlaufes von C, entlang der Wasserlinie das Ergebnis ei-
ner Gebietsabhangigkeitsuntersuchung der numerischen Lésung. Es wurde auf drei in
Radialrichtung unterschiedlich grofien Gebieten gerechnet. Die Lage des Auflenrandes ist
r/L=0.5(Kurvel),r/L = 1.0 (Kurve2) und r/L = 1.5 (Kurve 3) . Alle drei Gitter sind
im Bereich r/L < 0.5 identisch. Aus dieser Untersuchung ergab sich die Notwendigkeit,
das urspringliche Rechengebiet von einer halben auf eine Modellange in Radialrichtung
zu vergroflern. Wie man aus Abb.42 erkennen kann, bringt eine weitere Vergroflerung
des Rechengebiets auf r/L = 1.5 keine nennenswerten Anderungen mehr. Die globale
Ubereinstimmung des C,-Verlaufes mit den Mefidaten ist durch die Gebietserweiterung
besser geworden. Eine Erweiterung des Gebiets stromabwarts von einer auf eineinhalb
Modellangen hinter dem Heck brachte keine nennenswerten Anderungen im interessieren-
den Bereich der Stromung.

Zur Erlduterung der Konvergenzgeschichte der Losung werden in Abb.43 die im Laufe
der Iteration (Residuen-Normen werden auf 10~7 jhrer Anfangswerte reduziert) berech-
neten Widerstandsbeiwerte fur das Hinterschiff des HSVA-Tanker-Modells gezeigt. Alle
Beiwerte werden mit %USSO bestimmt. Sp ist die gesamte benetzte Flache unterhalb der
Wasserlinie. In der ersten Spalte ist der Iterationsschritt aufgetragen. In den Spalten
2,3 und 4 sind der Gesamt- (Cr) , Reibungs- (Cr) und zdhigkeitsbedingte Druckwider-
standsbeiwert (Cpy) aus einer Integration der Spannungen auf dem Rumpf. Die letzte
Spalte zeigt den aus der globalen Impulserhaltung im gewahlten Rechengebiet ermittelten
Gesamtwiderstandsbeiwert. Cp konvergiert am schnellsten, gefolgt von Cpy. Dies kann
man z.B. auch anhand der (hier nicht gezeigten) Entwicklung der Verlaufe des Wand-
druckes und der Wandschubspannung entlang der Wasserlinie erkennen. Fir iter > 200
fallen alle Verlaufe praktisch aufeinander. Dagegen konvergiert der Beiwert Cr aus der
globalen Impulserhaltung (letzte Spalte) viel langsamer und erreicht den Wert aus der In-
tegration (zweite Spalte) erst allmahlich. Die Ungleichheit dieser beiden Werte im Laufe
der Iteration ist auf die Behandlung der Konvektionsfliisse zuriickzufiihren (s.4.2.2). Die
konvergierte Losung ist aber im Rahmen der erzielten Genauigkeit voll konservativ. Die
langsame Konvergenz des Cr-Beiwertes aus der Impulsbetrachtung 1at sich anhand der
Entwicklung des Verlaufes der Axialgeschwindigkeit in Langsrichtung auf der Symmetrie-
Ebene im Nachlauf des Schiffes auf der Hohe der Wasserlinie veranschaulichen, Abb.44 .
Erst nach 400 Iterationsschritten sind keine Anderungen mehr festzustellen.
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Abbildung 41: Verlauf der Wandschubspannungsgeschwindigkeit U, /U, entlang der Was-

serlinie des HSVA-Tankers bei Gitterverfeinerung. Gitter 1: 24 -8 .9 Zellen. Gitter 2:

48-16-18 Zellen. Gitter 3: 96 - 32 - 36 Zellen.
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Gebiet 2: bis

= 0.5.

C, entlang der Wasserlinie des HSVA-Tankers
bis r/L

Abbildung 42: Verlauf des Druckbeiwertes
bei Gebietserweiterung in Radialrichtung. Gebiet 1:

r/L =1.0. Gebiet 3: bis r/L =1.5.
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iter | Cr - 103 Cr- 103 Cpy - 103 Cr- 103
100 2.2838 1.590 0.698 0.049
200 2.214 1.585 0.629 1.308
400 2.203 1.585 0.618 2.124
600 2.203 1.585 0.618 2.200
800 2.203 1.585 0.618 2.204

Abbildung 43: Konvergenzgeschichte der Widerstandsbeiwerte fir HSVA-Tanker, Hinter-
schiff, R, = 5-108. Spalten 2 - 4: aus Integration. Letzte Spalte: aus Impulsbetrachtung.

Abbildung 44: Verlauf der Axialgeschwindigkeit u/Up in Langsrichtung auf Héhe der
Wasserlinie auf der Symmetrie-Ebene im Nachlauf des HSVA-Tankers nach 100, 200, 400
und 800 Iterationsschritten.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Es wird ein Verfahren zur Berechnung turbulenter Schiffsumstrémungen beschrieben und
seine Moglichkeiten durch den Vergleich mit experimentellen Daten untersucht. Die
Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen und die Kontinuitdtsgleichung in den
kartesischen Geschwindigkeitskomponenten werden nach einem Finite-Volumen-Verfahren
auf einem randangepaBten Gitter diskretisiert. Ein strukturiertes 3D-Gitter fir das
gesamte Rechengebiet wird numerisch erzeugt. Es wird ein algebraisches Turbulenz-
modell angewendet und auf die Benutzung von Wandfunktionen verzichtet. Die Kon-
vektionsterme werden durch ein Stromauf-Differenzenschema 2. Ordnung (LUDS) und
die Diffusionsterme durch zentrale Differenzen (CDS) approximiert. Zur Vermeidung
von numerisch bedingten Druckoszillationen aufgrund der gewahlten nichtversetzten An-
ordnung der Stromungsvariablen im Gitter wird eine spezielle Interpolationstechnik der
Massenfliissse nach Rhie und Chow eingesetzt. Das resultierende nichtlineare algebra-
ische Gleichungssystem wird nach der SIMPLE-Methode iterativ gelost. Die wegen des
teilweise stark nichtorthogonalen Gitters mit extremen Zellseitenverhaltnissen nicht zu
vernachlassigenden Quergradiententerme der Druckkorrekturgleichungen werden in einer
zweiten Druckkorrektur berticksichtigt. Das Verfahren wird auf den Fall eines bei kon-
stanter Geschwindigkeit geradeaus fahrenden Schiffsmodells, ohne Beriicksichtigung der
freien Oberfliche, angewendet. Es werden nur Hinterschiffsumstromungen berechnet.
Die Ergebnisse fiir das Wigley-Schiff und den HSVA-Tanker zeigen in vieler Hinsicht gute
Ubereinstimmung mit Experimenten. Der Modellwiderstand und der Propellerzustrom
koénnen noch nicht mit ausreichender Genauigkeit vorhergesagt werden.

Um die Qualitidt der Ergebnisse weiter zu verbessern, erscheinen Bemiihungen in folgenden
Richtungen sinnvoll:

— Einsatz eines Turbulenzmodells, welches (weiterhin ohne Wandfunktionen) die phy-
sikalischen Eigenschaften einer Hinterschiffsumstromung besser wiedergibt.

— Implementierung der Blockstrukturierung, um bei gleicher Zellanzahl eine bessere
Auflésung des Stromungsgebiets und bessere Gitter zu ermdglichen.

— Berechnung der Umstromung des ganzen Schiffes statt der Hinterschiffsumstromung,
um die Abhéangigkeit von den Einstromwerten zu vermeiden und damit eine Wider-
standsprognose zu ermoglichen. Dabei entstehen wegen des laminar-turbulenten
Umschlages neue Fragen beziiglich der Turbulenzmodellierung im Bugbereich.

— Implementierung der Mehrgittertechnik, um den Rechenaufwand zu reduzieren und
das Verfahren robuster zu machen. Dabei konnte eine veranderte SIMPLE-Prozedur
Druck und Geschwindigkeiten blockweise implizit 16sen, um bessere Glattungseigen-
schaften zu erreichen.
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