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Pletie und Wirbelpaar als mashema%ise}es Bi ld dex au:sr

angestrimten umendlich langen, ebenan Blatte.

An den Kanten einer quer zu ihrer Brelte bewegten Plaiis

Bilden

sich HnStetigkeitsflﬁch@n aus; die sich zu spiralimwn Virbeln

aufspulen. Dieses Problem ist in der #ltersn und neueren

L.ﬂ JE" “

ratur verschiedentlich aufgegriffen worden, Allerdings vegpii-

gen sich alle diese~&rnelten damit, den Aufspulvcrgan& doy

Trennfldche zu verfolgen und die Bahn des ¥inkeikerns zn
teln, wobei die Platte ruckartig in Bewegung gesetz’t und
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt wird.

!
N

Wirbelbahnen fir beschleunigte Bewegung wvnd die dabei aul

e e

dam

treteli-

dep Plattenwiderstinde {bzw. der Druckvex lanf dber die Platie]

sind bisher nocii nicht untersucnt worden.
In diesem Bericht wird ein sehr einfaches !Modell fiir- cen
Stromungsvorgang gewihlt: das bheobachitete Wirbeﬁg@bnlae
durch ein Wirbelpaar, bestehend aus Petentialwirbeln,

Es werden die qualitativen und, sofern miglich, aush cuar

tive Unterschiede zwischen Meodell und Wixkliehkeit, baw.

el SpiralWirhwin angegeben, Es wird versucht, die Trege

vird
ersietut

ol B E T

Maode: l

na ok

sy Bilte des benutzten mathematischen Bildes zu bzantvorien.

ie Erg&bnlsse der Hechnung werden mit Ve:ﬂuoﬁen~vgﬁg}1¢%eng

die im inatitui fiir Schiffbau der Universitit Hambuig an
schleunigt bewbgten‘Platten durchgefiihrt warden.
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i. Die Flussigkeitabewegung_um eine ehene Platte; ihre mathe-

matische Erfassung,
1.1, F1ﬁ581gke1tsbewegung um die ebene Platte

Bei der Umstromrng einer quer zu ihrer Breite bewegten Platte
16st sich mit Bewegungsbeginn an jeder Kante ein Wirbel ab,
der bei wachsender Wirbelstidrke von der Platte mit einer Geschwine
digkeit abriickt, dié im Vergleich zu derjenigen der Platte klein
ist. Zu Beginh der‘Bewegungkisy die Lage des Wirbelp&ares‘symm
metrisch . Im:wéiteren Umlauf tritt jedoch eine vdllige Xnde-
rung ein: das Wirbelpaar gibt seine symmetrische Lage auf , es
&ntstehen 1bwechselnd an den Kanten neue Wirbel,‘ dis in Form
zwelier unregelmaﬁiger Wirbelstraﬁen hinter der Platte welter-
wandern. “ .

Dieser Yericht befaft sich mit dem Stromungsbeginm, Qélanye die
Lage des Wirbelpaares symmetrisun ist. Die Platte wird aus der
Ruhe heraus beschlounlgt bewegtu

1.2, Bedlngungen und Annahmen fur dle mathpmat1sche Behandlung,

Rie P1u851gke1t wird: als un?usammendruckbar und homogen vOTraus-
gesetzt, die uelbung, die fur die Lntstehun5 der Wirbel und

den hier interessierenden Bewegungsablauf nicht beriicksichtigt
zu werden braucht werde vernachlissigt. Die Platte sei unend-
lich lang, SO‘uﬂﬁ«SiCH fur alle Schichten das gleiche Stro-
mungsbild ergibt., - '

Die Ehene in der sich die Platte befindet, sei die komplexe
[,~-Ebene. Der Kbofdinaténursprunu licge in der Mitte der Platte,
die mit der imagznaren Achse zugammenfillwn soll,

-

Zundchst seien Platte und Flussxghuxa in Runei dann werde die
Platte in Bewegung gesetzt, oder, gesshen vem Standpunkt des
relativen Beobachters, mit zeitlich vertinderlichet Geschwine
digkeit’angestrﬁmt; Unter Vorausscizung wirbelfreier Potential -
ﬂtrﬁmung'erhielie»mah an dem Kanten unendlich grofe Geschwin-
digkeit, infolgédéséenjuﬂendlich grofen negativen Druck, der
jedoeh in eimer realen Flﬁssigkeit nicht auftreten kann.

Man muf also die Bedlugnny der Stetigkeit fallenlassen und

stattdessen forderﬂ, daf die Geaehwxndlgkﬂlt an den Kanten der
Platte wahrend des ganzen zeitlichen Bewezungsablanfes endlich
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bleibt. Diese Bedingung wird dadurch erfiillt, dap man die Ab-
10sung einer‘Unstetigkeitsfl&éhe ven der Kante annimmt, deren
Betrag-des‘Géschwihdigkeitésprunges die dort wvon ‘der Potential-~
theoriewgefprherte ungndlich_groﬁe Geschwindigkeit endlich wer-
den 18Bt. Hier soll allerdings die gesamte Zirkulation dieser
UnstetigkeitSfl&che,-diegeiner Wirbelschicht enﬁspricht2 im
Kern eines Potéﬂtialwirbels véreiniyt»gedacht werden., Durch
Fernwirkung des Winkels bleibt die Geschwindlvkelt an der Plat-
tenkante endlicxo o o _ .

1.3, Diskussionjder'Abbildﬁngsfunktion

Um die Umstromung der Platte der Rechnung zugdnglich zu machen,

wird die Platte derartig konform abgebildet, dag die ADbil=

dung keine Kante besitzt (Abb.1),

Diese Bedingung wird durch die analytische Funktion

s d
©= : (1)

, 'z
erfiillt, deren Umkehrung.

7 = %(C + c3+A4)i S | C(2)

lautet,

Sie vermittelt die Abbildung der {-Ebene in die z-Ebene, wo-
bei die Strecke von -2i++2i in der {-Ebene, also die Platte,
in den Kreis mlt dem Radius r=1..in der zeLbene ubergeht . Die
btromung um die Platte geht kpnform in die Stromung unm den
kreis iiber. - | |

Der Radius des Kreises in der z-Ebene ist die MaBeinheit der
Koordinaten der (- und z-Ebene. i

Die Diskussion der Abbildqngsfunktion ergiht , dap das Unend-
liche-der C-Ebene>uhver5ndeft -in das ﬁnénd1iche der z-Ebene
libergeht . Die Geschwindigkeit im Unendllchen ist also in bei-
den Ebenen gleich., Mit

zZ = X + iy = Rei¢

und

wot?

Ty

:".E_,‘lrin
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lauten die Transio;mationsgleichungon

E = Q cos & = A cos @

| (3)
= Q sin 4 = K sin ¢
K und K aind abki rzende Symbole tiir ,
')\aRwR,K-R-l-R' L (4)
Sie sind durch die Béziehung
k2 - .oy B - (5)
miteineénder-verknﬁpft,’KonZéntii$che Kreise der z-Ebene
gehen in konfokale Ellipsen der [-Ebene iiber
| <;§>.f"f'f @ =1 o @
Die Halbgeraden arg z = ¢ der z—Ebene ergeben die Schar der
konfokalen Hyperbeln
(o E N2 2 | )
(2 cos w) * (2 sin ¢) =1 ‘ (?)‘

deren Brennpﬁnkﬁe in { z_izi.liegen.

2. Ansatz fﬁr.die Berechnung'der ebenen»Strﬁmung um die Ylotte
2.1, Kantenbedingung

Die den Kanten { =1 21 entspiqchenden Punkte der Abbildung
sind 2 = = i (Abb.1)., In diesen Punkten ist dié,VergrﬁBerung
durch die Abbildung unendlich.'Jeder endlichen'Géaehwindigkeit
in z =% i entspricht &amit,eine»unendligh groBe Geschwindigkeit
an den Kanten;dér_Platte. Die Geschwihdigkeit in { =% 21 sall
Jjedoch endlibh'sein, eine Forderung, die dadurch zu erfiillen
ist, dap die Geschwindigkeit in den entsprechenden Punkien

der Abbildung gleich Null gesetzt;w;fd; Durch diese Bedingung,
die wihrend des ganzen zeitlichen Verlaufes erfiillt sein mup,
kann die~Grﬁﬂe.det Zirkulation fiir jeden Zeitpunkt der_Bewequng

B N LIPS B T TR I TR e
BT S VR AR R
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2,2, Das komplexe Potential der Stromung ui den Kreiszylinder
bzw. die Platte o ’

Das koﬁplexé Potehtial, das sich zusammensetzt aus der steti-
gen, zirkulationsfreien Stromung um den Korper und der durch
die Winkel/hervdrgerufenen Stronung, lautet, in denselben
Koordinaten’ausqurﬁckt,dfﬁr beide Ebgnen gleich.

Das komplexé‘PoténtiaI der stetigenv zirkulationsfreien Stro-
mung ist durch die Gleichung

T W=U(z+3) o (8)
gegeben.‘* | | |
Die Koordlnaten der beidﬂn Wirbelzentren seien R e igo und R ,8 -igo
(Abb.1). Der Index (o) kennzeichnet im folgenden die koordlnau_
ten der Wirbelzentren. pdmit die Kreiskontur, folglich auch

die Platte, in der"Gesdhtstr&mung~Stromlin1e (Trennungsfliche)
bleibt, mgssen die an Kreis gespiegelten inneren Wirbel an den

Orten %o- 190 hinzugefiigt werden.

Das komplexe Potential dieser Wirbel wird durch
(z'm‘Roeiwo)(z = é* e~ 1%0)
[4) ’ ’

r . .
wa= 15> in
lW)(z - R_ e"1%0) (9)

2n

(g" It R,

dargestellt. Die Sunne der Gleichungen (8) und (9) ergibt das
komplexe Potential, das'Parailelstfﬁmmng und,Wirhelstrﬁmung
umfapt, c ' '

igoyy L —igos
Iﬁi (z- - Boe'P%)(z - fin e 70y
Tz - e’ ®0) (2~ o §7I%0).

(10)

Wgeé U(z + —) O

2.3. Analytische Form der’Kantenbediﬁgung

Das Différenfial des komplexén Potentials G1.(10) nach der kom~-
plexen Variablen ergibt die gespiegelte Geschwindigkeit an einem -

-beliebigen Ort der z-Ebene.
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. o ?’:u‘miv*= Qﬂ%%ﬁ_“
U 1 1 1o
_nglwm) +2i ( e = + e - : =y yio(11}
2 ¥ z_Roei¢° z~§;elwo~ zwége 1%o z=Rae Po J

Darin wurde- . : . , v
' F-= 4nUy : : (12}

gesetzt. Auf dem Kreis mi* dem Radius =1 folgt die gespiegel-
te Geschwindlgkeit der Beziehung

 4Asingsingo
2C080C0SPp ) ~-48in~@sin~po

(U)~ 2sin¢(sin¢+1cos¢)-21(5_ (sing+icosg),

o
oder auch

v ¥ 4\ gingsi > . .
§i arianosngs sooom) 21 i HE By o nee1o0e9)
_ - . _ (13)

deren Realteil die x-Komponenté der Geschwindigkeit darstelld,

: 4Asingsinog T
(U) =2sin’g- 2’{K~2cos¢eos¢@)‘e451n4¢sin3¢0 sing

801l nun die Geschwindigkeit an den Kanteri der Plattie im be-
trachteten Augeﬁblick endlich sein, so nup u¥ in z=2i der Ab-
bildung (Abb.1) Null werden. Das ist die Kantenbedinrung, die
fiir einen belipbigen Leitpunkt des Bewegungsablaufes die Wiy
belstirke zu berechnen gestattet.

%
o 4Asin
w). .t = 2-2 ; =0
‘U)¢=§ v ¥ ¥2%sin Po
Aufgeldst nach y

Da eine Verwechslung ausgeschlossen ist, ‘kann in der Glei-

. chung fir y der Index (o) fortgelassen werden.

Unter Verwendung von G1.(#) nimmt der Ausdruck fiir y die Form
an



i AZ+4cosz‘ S | (14)
¥ =41 T hsing 3
Bei der konformen Abbildung bleibt die GréBe der Zirkulation
erhalten,.

rAbbildung = ﬂwirkliches,Systemi

Somit ergibt sich die Grofe der Zirkulation nach Definitions-
gleichung (12) :
: 2

reawXagees®e ()

3, Quasistatlonarer Zustand

3.1, heschw1ndigkelts- und Druckverlauf iiher die Platte

Uie'gesplegelte Geschwindlghelt an elnqm beliebigen Ort der
{-kbene ist gegeben durch '

- _ dWges _ d¥ges dz

entlang der Platte

v (ggégg)p - (ggggg)xf(%é)p

<}

Darin ist
aw
(__.&sg)k

bereits ermittelt worden. Um den zweiten Differentialquotien-
ten zu erhalten, ist Gl. (1) nach z zu differenziercn und da-
ven der Kehrwert zu bilden.

2

dz _ 22 o . 16
ac ~ zz+1 : _ (16)

Fir die Platte wird

(‘“) = $(1s1te9). | )



Das Produkt der G6ln. (13) und (17) ergibt ;p

R ' 42singsin |
= [?ginw(sin¢+1¢°?¢)‘27k-acos P+e, k-2cos(g-9,
(s:i.n(p-o-it;:omp)]L‘%}i&g

Gesucht ist.vp;'der’lmaginﬁrteil der gespiegelten Geschwindig-
keit. - ‘

B o= (TR Teeatrrr I T Tees g )T~ 1) 160 ~ (18)

Da die Platte Tre@nlinie;ist, muB up=0 gein, Aus der Bernoulli-
schen Gleichung folgt fiir den Druckverlauf iiber die Platte

i<l
V .

(

...Q&l-‘ = 1_(3)2 o ' k (19)

Geschwindigkeits-und Druckverlauf wurden fiir eine in den
Versuchen beobachtete w1rbellége berechnet und in Abb.7 und 8
aufgetragen,

3.2, Stationdrer Druckwidefstand durch Integration des Druck-
verlaufes iiber die Platte.

Die Resultiercnde der auf die Platte ausgeiibten Druckkrafie
ist

P = JAde,
Der Beiwert des Druckwiderstandes wird dann

pdF = —r-ﬂ—d

° ~ Ty .guzpj“ 1) g2

Die Tiefe der Platte sei '1', Mit Gl, (19) erhdlt man fiir den
Beiwert

JI} T dn = Jk ) dan,

da, iiber Vor- und_Rﬁckseite der Platte genommen




sein muf.

Fiir dic'Platte gilt unter Verwendung von Polarkoordinaten
der z-Ebene » v
n = Zsinwg.‘ o (20)
also : ‘
dn = 2cosode
In Polarkoordinaten der z-Ebene und dén entsprechenden Gren-
zen lautet das Druckintegral ‘ '
* 2
5 zj (%) pCOSPde
o _
Fiir (%)prist der Ausdruck Gl. (18) zu setzen. Die Substitution
tg 3=t iiberfiithrt das Integral in

wla

oo

8 | » 473sinmo(1+t .
°p” [(k+2cos9y) t<+4sing t+k- 2cosm0][(k+2cos¢0)£?"4q1n¢ot+k~ 2cosq

i"ﬂ'ﬂ

e 2 dt.

NI EFSTIL: 5

Nacheiner Partialbruchzerlegung und Integration der einzelnen
Summanden in den angegebenen Grenzen erhalt man den Beiwert
des stationaren uiderstandesiin Polarkoordinaten der z-khene

) 9
_ 4ncosQ +1)4eos Q=2

°p T TAI TAC+4gin<g (21)

mit A nach Gleichung (4). Der Index (0) fat die Koordinaten
des Wirbels ist wiederum alsiselbstvérgtﬁndiich‘fartgelassen
worden, ' v " .

Ui den Widerstandasbeiwert der Platte fiir einen heliebigen Auf.-
puxikt des Wirbelzentrums direkt berechnen zu kénunen, mal &1,
{21) in Koordinaten der L-Ebene audgedriickt werden. In diesenm

Fall ist es zweckmﬁﬂigfcartesische Koordinaten zu wihlen,

T@é -@t (‘E, 4'71 -4) | | (22)
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darin ist

N2 2 L(e2e2) « (BP0 %eieeE] (=)

fag 63. (6) unter Verwendung von Gl. (5) zu seétzen.,

Aedo Staﬁian&ter Druckwiderstand nach der Lagallyschen Formel

Eipe zweite Moglichkeit, den agi die Platte wirkenden statio-
niren Stromungsdruck zu berechnen, bieten die Forneln fiir die
KraftWiykung auf Kérper in stromender Fliissigkeit, die M. La-
gally [9; 11] auf komplexe Koordinaten transformiert hat.

Fijr den Fall von Platte und Wirbelpaar lautet der Ansdruck fiir
den gespiegelten stationaren Kraftvektor

F =P -iP = v v
PpeiP = iQF(Voi vﬂz)?

wWorin ?0 die gespiegelte Geschwindigkeit am Ort des Wirkels
igt. ‘
Rie Kraftkomponente in &—Richtung‘ist zu ermititeln nach
o 2oy
di v mev Sie ist auf die Tiefe 'i' bezogen.
Der Widerstand wird dann mit /" nach G1. (12)
v

_ o ) o ,
cp = Any§ {24)

2.4, Gesehwindigkcit am Ort des Wirbels

Das Hauptziel,’des folgenden Abschnittes ist es, Antwort auf

die Frage zu erhalten, ob es hinter der bewegten Platte einen
geometrischen Ort gibt, an dem sich das Wirbelpaar gegeniiber
der Platte in Huhe be{indén kann. Dazu muf das Geschwindigkeits~
feld im quasistationdiven Zustant bekannt sein, das durch die
Geschwindigkeit am Ort des Wirbels gebildet‘wird, wenn 4as
Wirbelzentrum die C-Ebene.h@sﬁréicht, Ob daraus auf das Verhal-
team des Wirbelpaarss, insbesondere die Wirbelbahn geschloessen

verden konn, soll spiAteres Uberlegungen iiberlassen bleiben.

Die gespiegélte Geschwindigkeit an einem beliebigen Ort der
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G-Ebene ist gegeben durch

d¥ges _ dWges dz

v o= uelv = g dz aC
Parin sind ﬁﬂ&gﬁ npach Gl1, (11) und gt nach Gl. {(16) berecits
frither angeunbon warden, Es lautets "als
% (1“"°)*217( o Tt T ¢ i) 32
=R elPo z-f © Po. z-5 e 9o z-R e Po 2941
‘o Bo .

Um aus der an einem beliebigen Ort der (-Ebene herrschenden
Geschiwindigkeit diejenige an Ort‘deS,Wirbels zu erhalten,

muf die beliebige Koordinate durch die Anfpunkte des Wirbel-
kernes ersetzt werdeno Der Wirbel-selber'wird entfernt, da

die im Wirbelkern'auftfetende.unendlich grofe drehende Geschwin-
digkeit nichis zur'fqrtSCeritenden Geschwindigkeit heitragt.

Da die gewdhlte Abbildung Gl.(1) der z-Ebene in eine zwei-
blittrige Riemannsche Flabheé eine davon, das Kufere des Krei-
ses, ist die hier benutzte {-Ebene - eine Inversion enthslt,
ist bei der Abbildung eines Wirbels der zZ-Ebene zu beachten,
dap der unendlich ferne Punkt der z-Ebene die Eigenschaften
eines Wirbelpunktes hat. Das Zentrum der Inversion ist, wie
man G1. (2)'entnimmt,C=zio Bei der Abbildung eines Wirbelpaares
verschwindet dié Singularitdt in {=2i nur, weil dort zwei feste
Wirbel mitehtgegeﬁgesetz§‘gleiéher Zirkulation auftreten.

L4B% man jedoch in der z-Ebene einen der beiden Wirbel fort,

um die durch den anderen Wirbel und die zirkulationsfreie
Strdémung an seinem Ort herrschende'Geschwindigkéit zu ermitteln,
80 verschwindet auch einer der festen Wirbel, Dadurch tritt

die Singularitét in;CaZi wieder auf und heeinfiuﬁt,die Stro-

nung.

#ird also der erhel der zuEbene mit der komplexen Koordinate
'0~h 61¢0 entfernt so muf, un dle Geschiwindigkeit am Ort des
ah@surochpnden erbels der. C~hbene zu erhalten, die an seinenm
“rt vom festen Nirhnl,Ln =21 lndu21erte Geqchwlndlhhelt kom-
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penSierﬁ werden . Diese/Geschwindigkeit erhdlt man gerade,
wenn man von der abgebildetén Gescqwindigkeit des Wirbels

der z-Lbene im Punkt T die Geéchwindigkeit des entsprechenden
-Wirbels der C—Ehene-abziept und dann C-*»Cos bzw, z —=Z,
gehen 1aft, *«

Fs ist also der Grenzwert

2 ‘
Lo Z 1 P |
zlifzo(ZIYEEIT z»zo‘“iYZ?t;)
zu bilden» fiir den man_e;hélt
) 2

{’ 1 zZ ' o
e P e .o SR - (26)

" Das ist,die Geschwindigkeitp‘die'bei Entfernung des Wirbhels
in z die Geschwindigkeit des festen wirhels in der [-Ebene
kompensiert. ' ' ‘

) o : 4 o s ' ;
Setzt man in Gl. (25) z=z =R e P¢ und beriicksichtizgt G1. (26),
50 erhiilt man die in z, im quasistationiiren Zustand herrschen-
de gespiegelte Gescavindizkeit

Yo . 8g _ iYa.
- u U ]
Sl 1 ' 1 . 1 T g0°
g[}ig =g)+2iy( 3 1 d9g . 1 _-igg. i )! 3
g zo(zo fi) zqsﬁoe o 2,77 € “ z ~R e TT0- 7 "4

Die Zérlegung in tteal- und Imaginirteil ergibt die £-Komponen-
te Jder am Ort des Wirbels im ersten Quadranten herrschenden
Geschwindigkeit '

ug _ AVAZ44 [4sm29*m2+3zmg>\3+4;] (27)
U = 4sin<p(A<+4c03<9)(A=~+4sin<p

und die n-Komponente

s 2 (02 2 |
Yo _ 4singcosg!4cos gj% +1Em2.1 (28)
U 7 A%(Ae+4cos<9) (A<+4sing ;

Der Index (o) ist als selbstverstiindlich fortgelassen worden,
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Die Bedingung‘dérfnuhelagélfﬁr das Wirbelpnaar ist durch

: Yo© 0 :
geveben , wovon Real- und Imaginarteil glelchzeltig zu Null

werden mussen.

Aus Gl. (27) erhalt man fir ug ~0
2 -3 ‘
‘4sin ¢(2 +3) = (A%+4) =0

Also _ ' ‘ - ,
sing = %%}%
Es wird fiir

A =0(R==1) sintprg f
' Zm(ll*“) sing= %

$=35,26°
va30°

‘we W

In cartesisdhen Koo(dinaten.der C—Ebené lautet die Gleichung

fiir u_=0 ' ‘
o 2 2
4 4
3 ,

unter Verwendung von &1. (3). ug ao stellt eine Hyperbel nit
der n-Achse als Hauptachse dar. Sie hat die grofe lalbachse
Ys'und dte kleine Halbachse 2. Ihre Exzentrizitdt betragt

? 4y,

Entsprechend erhiilt man aus 61. (28) eine Kurve, auf der v,=0
wird. .
46082¢(22+1)w3?=0

Damit

1. A
cosg = £ nd
Es wird fir
A=0 (R =1): cos¢=0 9=90°
A—woo (R o) : cosp=s 2, 9260

Vie transformdétion in Koordinaten der {-Ebene ergibt

2
aJ. .
4

colinfre
ta
[



Ebenfalls vo-o stellt eine Hyperbel nit der n-Achse als Haupt=
achse dar. Ihre groBe Halbachse ist 2 '1hre kleme—sfg1 Ihve
%xacmtrizitat betragt daher ebonfabls X —V“t

Die uebchwindlgkelt an Ort des Wirhels ist also in der ganzen
[-Ebene von Null verschxeden (Abb 19) Somit gibt es hinter

der ebenen Platte keinen geometrlsehen ort, an*dem das Wirﬁel- ‘
paaxr %1Ph in Buhe befinden &onnte. x

Py elnlge'Punkte-der'Q—Ebene_1st der Vekt0r der Geschwindige
xeit am Ort des Wirbels berechnet und in Abb, (10) nach  Grile
und Richtung. oxngetragen worden, Die Vektoren stellen wfan&
die Ta nwente an. die beonachtete Wirbelbahn dar. Etw;; anderes
War dwuhsniohb_au_erWarmen . da die Zelt&ﬁhﬁnﬁiikﬂjb Ao Hire
kulation unper&ckai@h%igt geblieben 1st-und das bachachiess
Wirbelipaar mux nﬁhefnngsWeiaé’durchfPotentialwirbﬂl eraetnt
werden kann, Werner dvrften umch Reibungs- und Z8higleifcoin-

&t

fliisse gemerkhdr machenJ die hier‘vernachlasslgt wordsn sind,

~

3.5, Vergleich des c?-Wertgs nach 3.2, und 3.3

Zur Kontrolle der Rechnung mag der fiir v, ermittelte Ausdruck
G1. (“8) in die Lagallysche Formel eingesetzt werden. Der
Ausdruck, .der sich aus Gl. (24) fiir e, ergibt mup mit 1. (21)
identisch sein. '

e = 4%y—n = 4n°°5$£4008 @(\“+1) Xﬂ
P ol (% +431n ¢)

mit y nach der Kantenbﬂdingung Gl. (14)

Beachtenswert ist, dap mit Hilfe der Laﬂallyschen Formzl der
stationdire Druckwiderstand der Platte wegentlich sehneller
berechnet werden konnte;als‘aus dexr Drueckverteilung iiber die
Platte, ‘



4, Widerstand der,Platte in instationdrer Stromung.

4,1, Dlie auf einen bewegten KOrper ausgeiibte Kraft bei Anwe-
senheit von Wirbeln,

In einem mit reibungslosei,/unzusammendrﬁckbarer Flﬁssigkeip
erfiillter Haum befinde sich im_Endlichén ein beliebig geform-
ter Korper. AuBerdem seien in der endlichen Umgebung des Kor-
pers n Wirbelfﬁden vorhanden, die entweder geschlossen sein

. oder am Korper enden konnen., Die Fliissigkeit wird als drehungs-
frei und bis anf die Wirbelfdden stetig vorausgesetzt. Iin Un-
endlichen soll sich die Fliissigkeit in Foru einer Parallelstro-
mung bewegen, ’

burch eine im Unendlichen liegende gescilossene Fldche F,, war-
de eine bestimmte, inm zeitlichenrBewegungsablauf.unverénder-
liche Fliissigice itsmenge herausgeschnitten (Abb.2)., Lie den
Korper begrenz&ndé Fliche sei F. Um auf das betrachtete Fliissiz-

keitspgebiet den Impulqsatz anwenden zu kdnnen, hat wan die Wir-
belfdden durch Flachen Fn auszuschlleﬁen. Durch Verbindungs-
fidchen F “, die beliebig gewdhlt werden kénmnen, wird schlief-
lieh der mehrfach ausammennanvenég einfach zusammenhdngend
gemacht, '

e auf den beliebig bewegten Knrper ausgeiibte Kraft wird nach
7. Wagner [13]

%Fz -op / par | | | (29)
Ft3E' ' '
Rie liber Fo, und Fn erstreckten Integrale heben sicih auf bzw,
werden zn Null, Die grofen Buchstaben des Differentialquotien-
ten dienen als Kennzeichen der substanziellen Knderung des
Impulses. ’ _ |

Wendet man GI,I(BQ) auf die ebene Strdmurg an, in der entlang
einer geschlbssengn Linie, die den Korper und simtliche Wirhel.
punkte umgibtg'die Zirkulation Null ist, so erh#lt man die auf
Einheit der Tiefe bezogene Kraft, B '

Gesucht ist der Widerstand der Platte

D [ . :
P, = ~ofgfdan | (30)
“ F15F,



Uie Kcmponenten in ﬂ-Richtung heben sich "egenseitig anf.

ae in der Gleichung far PF& stehende Geschwindlghe1tspotential
ist durch den Realteil des komplexen Potentials Gl, (10) gegeben.
Man denki es sich aus zwel dberlagerten Tellstromungen entstan-

@@1

éﬁl isy das zirkulationsfreie Potential um die mit U(t) bewegte
Platte bei ruhender Flussigke1t im Unendliehen°

den

QL ist das Pntential der Stromung, das bei ruhender Flu,sivkeit
Lin Uﬂendllchen und stillstehender Platte durch das Wirbelpaar
hervargerufen wird, E

Py =AW, ’"’a"zi' : B (31

(32)

Die auf die ?1at$e.aﬁsgeﬁbte Kraftﬁist‘dann‘nach_

Pg f@&dn +fgédn] ' (33)
.. . f FeZey' :
AT @rmitteln.;

15 @, aunf belden Seizen von Fn"denselbénJWertﬂhat; ist

fiﬁi‘”’ = 0. | |
i T
=. Qf;oldﬂ * qui,dn B (30)
: FffF'n
ist die§Komp0nente des Impulses.

Da die Stromfunktlon auf -den Integrationsweg F konstant ist und
zu beiden Seiten von F' denselben Wert hat,ibo daB also

f 1f~irc1n =0 ,
(33179



kann fér Gl. (SQ) o o

geschrieben werden, |

Die TransforMation'nat'den}Vorteil, dap die Auftretenden Integra-
le durch Intégraéioh\im Komplexen geldst werden kdnnen, sofern

es gelingt, dn durch die komplexe Variable zu substituieren.
Ersetzit man in Gl (33)'£iund'n durch die Koordinaten der z-Lbe-
ne x und y, so erhdlt man die auf die Abbilding der Platte, also
den Kreiszylinder ausaeubte Kraft

e t[,@ dy. + f@zd”]

W@%

P

Hi

Fg
= - Dt, Brx.

woxrin ﬁF die X«Kﬂmpenenté des Impulses ist, mit den beiden An-

b4
teilen « ’ . B .
. . i F . . - . .
BFxg ='Qf§§dye o (36)

CFRXFy

Im Folgenden sell dle Bewegungsﬁrﬁﬁe zunichst fiir den Kreiszylin-
der bere@hnet werdeﬂ, um- das Ergebnls nit dem von L Foppl rﬁ]
gefundenen Wert. veralelchen zu kdnnen,-Daran anschlieﬁend wird
der fmpuls fiir die heschleunigt“bewegte Flatte ermittelt.

4.2, Gesamitimpuls des bewegten-KréiSzyIinders

Fiir den fmpulsdtﬁek der durch dhs zirkulatiénsfreie Geschwin-
digkeitspotential auf den Zylinder wirkt (Gl (35)), erhiilt man
die all&emeine Losung

s

nobly,

fiir den Kreiszylinder mit b = r = 1 also



(37)

gal erittlung der dureh das Wirbelpaar hervorge@ufenen Bewem
gungsgripe wird die Losung des Inteﬂrales '

'fm(z..fzo)dz, S (38)
X - . - ' ‘

benotigt. Es wird Null, ﬁenn zo auPerhalb des Krelises iiegt, und

ergibt einen Wert, wenn der Kreis den Punkt z, emthilt. |
‘fln(Zmzb)dz = 0 . (zp auBerhalt K) (o)
/ .

{1H(Z~Zo)dz a.(r-RO)ei¢02ﬂi.
K ’ (z, inierhaldb K) (40)

Bie durch das Wirbelpaar.hervdrgerufene Bewegungsgyofe ist zu
ermitteln nach g1, (36)

Bp = ¢J gizdy

2 Ff‘VFn
= QJW dy + wa dy .
Iy
Die veiden Anteile von BF ~ sollen mit
. x2 ‘
BY = wa dy (41)
sz P .
und
Blng = wazdy A ,7 (42)
an' .

bezeichnet werden,
Mit Gl. (32) wird

, r (z-Roei¢°)(z=~ e ]¢°)
BFXZ = et :o:,zf ay.

Auf dem Kreis ist




Mit

cm;cp'aug-(ei‘P + o"iv),

wird

Bl

7~ Qi f- (z-Roe ';'o)(z--a-l-‘--‘;e'== Poy .

(al? 4 e"1Myay
(z_.ﬁ ei(PO) (z_Roe‘i(PO)
o .

Nach der Substitution mit

Z = eivg dz = 1ei¢d¢,

die B}x in ein komplexes Integral umwandelt, laft sich die Lo~
sung unter Verwendung der Gln. (39) und (40) leicht angeben.

. 1 » t o
'Bi;'!z = 2QI"(1-—I-I-;)sincpo o (43

Aus Abb.3a ist zu erkennen, daB bei der Ermlttlung der x-Kompo-
nente des Impulses 01. (42)

By aqfw dy

wegen der vorhandenen bynuetrie nuar iiber eine der beiden Fléchen
Fn' integriert zu werden braucut.

Rgol¥0
¥,
nptz = Ql &ln ﬁ-—-——;{r dy .

Der Intebratlonsweg ist gegebeu durch

¥ = R singg; qy = singydR.
Mit |

z = Rel®o
geht das Integral ﬁbor in

B;; = qtc sigqo ln<-%ﬂ di
1 " r ’
Es hat die- L8sung | ‘

ey " zoﬁ(nw)' singo (44)

Dieser Ausdruck mit Gl. (43) z#aanmengefaﬂt ergibt die durch das




paaing s dRiae

Wirbelpaar -bedingte Beweguﬁgsgrﬁﬁe

Fx

. o C1 .
= 20MRy - §0)91ﬂ@o

2

Zusammen mit dem Impulé der zirkulationsfrelien Strémung Gl. (37}
wird der gesamte, auf den Zylinder wirkende Irpulsdruck

. z( ) .g- . ‘ . ’
BFX = nQU+aQF(RO - §0531n¢0, (48)

4.3, Gesamtimpuls der bewegiten Platte.

Bie E-Komponente des Impulses Gl. (34) wird in die den Teilinpule
sen beim Kreiszylinder entsprechenden Anteile zerlegt.

Der Impuls infolge der zirkulationsfreien Plattenstromung lautet

, o 2
BFgl = gjgadn = nh“U
F {46)
= 47nQlU '
mit der halben Plattenbreite b = 2.

ba beil 'der konformen Abbildung der Kreiskontuyr in diec Platté nach
i1, {20) Punkte auf der Platte den dopnelten Abstand von Ur-
gprung haben wie die entsprechenden Ordinaten der Kreiskontur,
muf der durch das Wirbelpaar bedingte Impulsanteil By fiir die
Platte den doppelten Wert des entsprechenden Anteiles fiir den
Areiszylinder Gl. (43) aniehnmen. ‘ '

i -

B, Qf@zdn = 2By,
F -

(47)

o

4Qn(1453) sin Qg

Ber Betrag des dritten Impuléanteiles~BﬁE2 kann ebenfalls unmit-
telbar in Analogile zu dem des Kreiszylinders angegeben werden.
Exr ist das Produkt der (Rosl)sin¢b5in;dér x-Ebene entsprechenden
Strecke a; (Abb.3) mit 20/ ‘ '
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BY = QM'(Ry + L. 2) singg, (48)

Die Summe der drei Gleichungen (46), {47), {(48) ergibi dic Bewe-
gengsgrope. fiur die Platte.

BF& = 4nQﬁ + 20k, - é;)sinvo | {49}

4.4, Gesamtimpuls des Kreisiylinders bzw. der Platte (2.llechnung).

Wesentlich schneller erhidlt man den Impuls fur den Kreiszylinderx
wod damit’ aueh fiir die Platte auf folgenden Wege.

Der Iupuls ist gegeben dufch'Gl.(34) Piir den Kreiszylinder:
Bp = Qf@&dy + Qf@&dy + Qj@%dy
F F

x 5F
+ B

i

1
BFX1 é‘XZ + B x2

Ty die Platte:b )
Bp, = o[ an + qu)gdﬂ + of@yan
F F b A

i

Bre, * Bhyy + Wi,

Les erste Integral, der Inpuls der zirkulationsfreien Strdmung,
ergibt mit '
2

B = nQeb U

FX_L,;&], Q

Jiir den Kreiszylinder (b 1)

)

r

i

) - wall
Bin = 7mQU,
fir Jdie Platte (b = halbe Plattenbreite = 2):

Bng = 4ﬁQU

fus Symmetriegriinden brauchen die heiden letzten Integrale der
Impulsgleichung nur fiir eine Seite des Zylinders bzw, der Platte
ermitttelt zu werden . Es ist der doppelte Wert der Integrale zu
neluaen | |



- 24 -

Zur Lerechnung des zweiten Integrales BFxg"Bng sei der Zylin-
der mit Pliissigkeit erfiillt gedaciit, die sich unter Einwirkung

der Wirbel bewegt. Durch die Anordnung der Gegenwirbel hleibt

die Kreiskontur Stromlinie, Unter der schoéen friiher gemachten
Voraussetzung, daB sich der Korper in Ruhe befinde$,.muf der Im-
puls der sich innerhaldb der Kreiskontur befindliciien Fliissigkeits-
menge Null werden,

B = 0
F'innen

Der Impuls ist, wie aus Abb. 3 zu ersehen ist, aber auch durch

BFinnen = ”QJ¢5df -quzdf

gegeben. Folgleich ist . )
Q [Gar = -gf@%dt.

F £Fn

Gesucht ist die x-Komponente des lmpulses

B#XZ = sqfd%dy = 231n¢oqj4%df.
| | I F
Das Potential

ist an der Flidche FY unstetig. Es ist auf der einen Seite um’”

q0
s

grofer als auf der anderen; es steht senkrecht zu Fl

1
-f'¢3df =(1 - -R-;)
F
Somit wird de: Impulsanteil fiir den Zylinder
1
B§x2=v2QF(1 - ﬁ;)vsin¢o

Wie bereits frither gezeigt wurde , muf der entsprechenle Im-
pulsanteil fiir die Platte dJdén doppelten Wert annehnen.

L.
BF£2'= 40r(1 - ﬁ;) sing,

Analog zum Integral iiber F;' ist fiir das lietzte Integral zu schrei-



hen; _

fiir den Kreiszylinder:
B§ = 2QMaz
X2 - :

= 2QM(R,~1)sing ,

filr die Platte, indem fiir a; die entsprechende Strecke

ag = (RO + Yo B)Sin(pg
gesetzt wird,;
HB'J = 2Qlag
Fea ‘

: 1 .
207 (R + i 2)sing,.

#

Die gesante Bewegungsgrofe ist die Summe der drei Teilimpulse.
Kreiszylinder: '

BFx = QU + ggf(go - RO) sing
Platte:

B, = 4nolU + 207(RE. - +=) sing. .

Fg = % Q o RO Poe

Zuwe Vergleich 610(45) und (49). |

4.8, Gesamtimpuls der bewegten Platte in bipolaren Koordinaten
der (-Lbene.

Mit der Kantenbedingung ¢1.(15) geht die Gleichung des Impulses
fiir die Platte iiber in | '

Bp, = 4nQU + zngv(kz - 4sin?gp),

worin noch nach Gl1.(5) 32 durch K2 ersetzt wurde. Der Index (0)
wird als selbstverstdndlich fortgelassen.
Unier Verwendung bipolarer Koordinaten (Abb.4) 1348t sich der Aus-
druck weiter uuformen. k ist nach G1.(6) die grofe Illalbachse dar
Ellipse, die die Endpunkte der Platte als Brennpunkte hat, so
dap | |

% = }..IN'P‘}

L S

%



Ferner ist 2sing nach Gl. (7) die grofe Halbachse der llyperbel
mit den selben Brennpunkten, also '
_ . ¢
2sing = 5«3-??.
Mit
) : 3
k®-48in®y = TG
lautet der Impuls fiir die Platte
Bngz 4nQU + 2nQUTG. » ' {5n)

Die bipolaren Koordinaten und & und 71 sind durch die Beziehungen
G2 2 g2 4 (0 +2)?

2 _ ;2 o2

T2 2, (9 -2)

H

(51)

i

miteinander verkniipft.

4.6, Widerstand der beschleunigt bewegten Platte.

Der Widerstand der Platte ergibt sich als substanzielle Anderung
des Lapulsee G1.(50)

Py, = 2.@2.&’
£ Dt
= 4nQ %% + 21Q %f (uTB)- | (52)

Der Wide:stahdsbeiweftbwird dann

ey = },%[3%% + §5(uts)] (53)
Es ist zu beachten ’ dag def zylinderhalbmesser‘

r=1= %b; b :‘Breité‘der Platte

die Mafeinheit der Koordinaten ist,

Fiir eine beliebige MaBeinheit gelten die Gleichungen

Fog = @2 &+ ame TG (59



o m _b_au*  _an '_5__ [P
ew' - 2 U¥2 dt + U%zb ﬁt(u ‘f Gﬁ) - (55)

sur faswertung der Differentiation wup die Beobachtung des Wir-

telpaares herangezogen werden,

Do b@warhungﬁﬂ Zu: L,,Fiippl°

a“Jirbelbewc ung~hinter einelereiszylinder’

ticdo Hum besamt:mpuls de" hewerten Kreiszylinders.

Dgye Verglelch des Impulswertes Lir den Kroiszylinder G1.{43) mit
denw von LL.Foppl [n] ermittelten Weri ergibt eine Abwelichunz.
“Lopl erhdlt fir den dureh das Wirhelpaar bedingten Iupulsanteil

prg'a SQF(Rq - *m)sinwﬂp

den ar aufl folgendem Wege bekommnt, Es sei gestattet,snf dis sda-
heit asteriasafenen Fehler h1n7uwelsed,

i derxr Arbeit ist zu lesen

L]

Q J sj52 (Ay

QQFa + Q[¢ dy,

2
prz

o

wonet nffensichtlich iiber den in Abbos elnpe”alcnnwg@n Yoo intae
syiert w1rd, durch den die Fidche aber nicht einfach- zusammenhin.
cwnd remacht wird. ‘

Cnener echBElt er infolge ¥alscher Lisung der in der Hechnung
nufbiretenden kowplexen Iptegrale der Art G1.(38) tiir

of Fpay = elay
) |

'ﬂ

iy

Gehrer aieo ’

e}
=
4

SQFaZ 9

dees mit
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in die oben angegebéne Form dbergeht.

In diesem Zusammenhang soll etwas nidher auf die mitierte Arbeit
eingegangen werden, '

5.2. Zur Wirbelbewegung hinter dem Zylinder

1m ersten Abschnitt seiner Arbeit befafit Foppl sich mit der Gleich-
gewichtslage des Wirbelpaares und findet, daf es hinter den Kreis-
zylinder 1n stromender Fliissigkeit einen geonmetyrischen Ort gibt,

an dem sich das Wirbelpaar gegeniiber dem Zylinder in lluhe befin-
den kann. Die Kechnung ergiht eine Kurve, die vom hinteren Stau-
punkt unter einem Winkel von 45° ansteig£ und im Unendlichen eine
Asymptote von 30°% nat. '

Unter Hinweis auf eine beigefiizte Fotografie aud der von L.Ru-

bach [12] durchgefiihrten Versuchsreihe schreibti er:
"Vergleichen wir nun die auf der Tafel wiederéegehene Fotogra-
fie, so finden wir durch Amnessung, dag die Zentren des Wirbel-
paares genaﬁ auf der oben bestimmten Kurve liegen., Wir kon-
nen jetzt folgende Schilderung von dem hydrodynamischen Vorgang,
def bei der-Bewegung eines sehr langen Kreiszylinders aus der
Ruhe heraus betrachtetvwird, entwerfen: Es 16st sich an der
hinteren Zylinderwand ein Wirbélpaar ab, das unter fortwdhren-
dem Wachstum seiner Wirbelstirke sicii unserer Kurve nihert uhd2
nachden es die Kurve erreicht'ﬁat, langsan ldngs der Kurve‘oder
deren niachster Umgeobung weiterwandert, wobei seine Wirbelstdr-
ke aberiials zunimut.'

Hubach stellt dagegen fest, daf die wirkliche Erscheinung mit
der von Fﬁppl_ermittelten‘xurve nicht iibereinstimmt. Als Begriin-
dung fir die Abweichung gibt er an, daf3 in der Fopplschen Arbeit
die Reibung vernachldssigt worden sei und die auftretenden Wir-
bel in Wirklichkeit keine Potentialwirhal darstellen. Fiir gleich-
formige Bewégung hat er aus seinen Vefsuehen die in Abb, 6 wie-
dergegebene Wirbelbahn ernittelt. Rubach bemerkt dazu:
' Die Wirbelzentren fiihren Schwingungen aus, die an eine Sinus-
schwingung erinnern. Die einzelnen Zentren wandern von Auf-
nahme zu Aufnahme auf dieser Kurve fort unter stidndigem
Wachsen der Wirbelstidrke! o
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~

Dieser offensichtliche Widerspruch ist in gewissem Grade aufzu-
kldren, wenn mnan sich die Miihe macht, die Wirbelbahn aus den
von Rubach bel beschleunigter Bewegung geméchten Aufnahmen, die
der bereits zitierten Arbeit beigefiigt sind, zu ermitteln.
Foppl spricht ausdriicklich von der Bewegumg aus der Ruhe heraus,
widhrend Rubach ihn mit dem Beispiel gleichformiger Bewegung wider-
legt. Die in AbDb.6 eingezéichnete Wirbelhahn flir beschleunigte
Bewegung gibt Féppl recht. Dap das Wirbelpaar die Kurve, kurz
nachdei es sie erreicht hat wieder verldpt, fiihrt er auf eine
labile Stérung zariick . Unbeantwortet bleibt die Fraze, warunm das
Wirbelpaar bei gleichfﬁrmigér Bewegnng nicht der Fdopplschen Kur-
ve folgt.

Vou weiteren hydrodynamiséhen Vorgang, in dessen Verlauf sich

das Strﬁmungsbild vollig dndert, geben Foppl und Rubach die glei-
che Beschreibung. Dic beiden Wirbel geben ihre spiegelbildlich
symmetrische Lage auf. Es entstehen abwechselnd an beiden Seiten
des Zylinders neue Wirbel, die sich in Fdrm einevy Kérménschen
WirbelstraBe vom Kérper entfernen. |

Unter der bei dieser Arbeit benutzten Literatnr ist der Bericht
von L.Foppl zitiert in [8; 10, 11:_-)e H.Lanmb [10] gibt nur die Glei-
chung der Kurve an, auf der sich das Wirbelpaar in Ruhe bhefindan
kann, und die dazugehdrige Wirbelstédrke, M.Lagally [8] erwihnt

die Fopplsche Kurve und gibt dann eine ins einzelne gehende Be-
schreibung der Bewegung der sich ablésenden Wirbelsciichten. Un-
ter anderem berichtet er, dap die Wirhetbildung erst in einigef
'Entfernqng,'manchmal ziemlich weit ontfernt vom Hindernis begin-
ne,

 W.Miiller [11] befaBt sich ausfiihrlicih nit dem bewegten Kreiszy-
linder. Er ermittelt die Kurve, auf der die Wirhel liegen niissen,
damit der Stromungsdruck verschwindet, und die dazugehdrige Zir-
kulation und schreibt: '
'Die Beobachtung zeigt nun, dap die Zentren der beiden sich
zundchst hinter dem Zylinder ausbildenden Wirbel fast genau
der Kurve (Zusatz: Fopplsche Kurve) folgen widhrend ihre Stidr-
ke zunirmmat. Wenn man bedenkt, daB in Gesanmtwiderstand noch an-
dere, hier nicht unnittelbar erfafte Bestandteile enthalten
sind, z.B. Reibungswiderstamd, so kann man das Verhalten des



Wirbeloystens als Folge eines Gesetzes des kleinsten Wider-
standes beurteilen.' ' ’

Ob sich die Beobachtung auf gleiciformige oder beschleunigte

Bewegung bezieht “bleibt offen.é
{
Miiller gibt auch den von depl her%chneten Wert des Impulses an,

der sich als,falacn‘erwiesen iat,

5.3, Zur Erweiterung aufbdie Stronung un die uhendlich lange,
ebene Platte. |

Im letzten Kapitel seines Berichtes geht Fdppl anf die'Strﬁmung_
um die unendlich lange, ebene Platte ein. Er kommt zu dem Ergeb-
nis, dap es hinter der Platte eiﬁen geometrischen Ort fiir das
Wirbelpaar geﬁen miisse, an dew es sich gegeniiber der Platte in

- Hube befinden kann,

Er bildet die Ebene der Kreiskontur (z<Ebene) mit Hilfe der ana-
lytischen Funktion G1.(1) auf die Ebene der Platte ({-Ebene)
ab und erhalt dann

dw aw dz

m=ﬁm?°‘

als Bedingungvfﬁr die Ruhelage des Wirhelpaares hinter der Platte;_
fa nun o

E 4o

fir das hier interessierende Blatt der Rlauannschen Placxe, er-
halt man fnr die Ebene der Platte die elnfache Beziehung

-g-g=0
Das ist jedochr dieseslbe Bezienang wie in der lLbene der Xreiskon-
tur. Man erhalte nun y 80 folgert FOoppl, den gesuchten geone-
trischen Ort der Ruhielage hinter der Platte, wenn man die fiir
die z-Ebene ermittelte ortslinie (Abb 6) konform auf die (-
Lhene abbilde. - '

Es ist aber schon an anderer Stelle darauf hingewiesen worden,




dap die Abbildungsfunktibn Gi.(l) abgesehen von Ahnlichkeits-
transformationen eine-Inversion enthidlt, deren Zentrum { = 21

ist, was Foppl in seinerBeﬁeisfﬁhrung iiberselien hat. Bei der Trans-
formation der Fﬁpplséhen Kurve in die {~-Ebene nmacht sich der feste
Wirbel in { = 2i bemerkbar. An friiherer Stelle des vorliegenden
Berichtes ist festgestellt worden, daff sich das Wirbelpaar gegen-
iiber der Platte nirgendwo in Ruhe befinden kann.

Ferner schreibt er, daf nur fiir die Lage des Wirbelpaares im Un-
endlichen die Bedingung endlicher Geschwindigkeit an den Enden
der Platte erfiillt sei. Die Kantenbedingung G1.(1i5) gestattet
jedoch, in jeden Augenblick der Bewegung die Wirbelstirken so zu
bestimmen, dap dort end1iche ﬁeschwindigkeit herrscht. Dazu
Abb.7 und 8. :

8. Versuchsauswertung

G6.1. Versuchsbeschreibung

Am Institut fiir Schiffbau der Universitit Hamburg sind mit einer
100 mm breiten und 300 mm langen Platte Versuche durchgefiihrt
wordsn, die zur Berechnung des Widerstandes herangezogen weyrdnn
sollen, Gemessen wurden Gescuvindigkeit, Beschleunigung und der
Widerstand, ferner wurde das durcii Aluminiumpulver sichtbar
zemachte Stromlinienbild von giner nmitfahrenden Kamera aufgenom-
men, Bei den Versuchsfahrten zur Aufnahmne des Stronmlinienbildes
war die Versuchsplatte auf einer 500 mm X 350 grofen Bodenplat-
te - sie ist in AbbL.33 zu‘erkennen - befestigt, wahrend sie bei
der Widerstandsmess-ng mit einem Abstand von ~ 0,1 mm zwischen
Pla@tenuntefkante und Bodenplatte geschleppt wurde.

6.2, Theoretischer #iderstandbeiwert ans der exverimentellen
Wirbelbewegung; experimenteller Widerstandsbeiwert; stationarer .
Druckwiderstand.

Die aus den Aufnahien lhierausgemeSenen Aufmafe des wirbelpanrés

und die dazugehdrigen Geschwindigikeiten lagen bereits fiir einige
mittlere Bescohleunigungen in Diagrammenhzusammengestélltvvor,
denen die Blidttes fiir drel nittlere Beschleunigungen enthomrien
sind (Abb.11 + 16). o |



Durch Elimination der Zeit in den Kurven fiir T(t) und B(t)

erhiilt man die Wirbelbahn (Abb.19). Sie scheint fiir verschiedene
Beschieunigungexn glcich zu sein, nur daf sich die Wirbel nit
unterschiedlicher Geschwindigkeit auf inr bewegen. Je grofer die
Reschleunigung, amso grofer ist die Bahngeschwindigkeit des VWirs
belpaares. Ein Vergleich des zeitlichen Ablaufes der Wirhelbewe-
gung in Abb, 19 zeigt jedoch fir bm = 0,067 m/s2 eine Abhweichung,
die als Anzeichen starker Storanfdlligkeit zu werten ist. Das
Wirbelpaar mit der grﬁﬁegnmittleren Beschleunigung l8uft zunidchst
demn geringerén mittlerer Beschleuﬁigung’voraus, bleibt ihm gegen-
fiber dann aber zuriick.

Die auswertung der Differentiation wird nach 61.(53) durchgefiihrt,

oy = &[(2+T6)%% + U(G%%-l—'l“%%)]

Lazn ist es erforderlich, die Aufnafe der Wirbelzentren in bipg-
iare Koordinaten umzurechnen. { und & sind in Abb.17 aufgetra-
ger. Ahh.18 enthilt die-auf'%b als Linpgencinheit bezogene Anstion-
geschwindigkeit. Die fiir die Rechnung erforderlichen Werie wurden
in Tab.l + 3 zusammengestellt. Der berechnete Beiwert des Gesant.
widerstandes, SWps und der Beiwert des Druckwiderstandes im qua-
sistationiiren Zustand nach 61.(22), cp, sind jeweils fiir die ent-
sprechende Wirbellage in Abb.19 eingetrazen worden. Darin finden
s1cihh auch die experimentellen Widerstandbéiwerte ciWy - Das Verhdlt-

nis von cyp/eyy = 2 ist ganz zufdllig.

Fiir den Endzustand der Stromung um die Platte sind Werte ge-
messen worden,‘die bis Cyy = 1,4 hinabgehen; In der Literatur
#ird der Widerstandbeiwert der unendlich langen Platte jedoch
it o -4 2 angegeben, so von O.Flachsbart [8] mit 1,96. Die
gemessenen geringeren Werte sind nur in geringem MaBe durch die
Umstrﬁmung‘der Plattenunterkante'bedihgt. Vor allem diirften sie
auf die Uamstrémung der Bodgnblaﬁte zuriickzufiihren sein, die in
Abb. 33 und 34 deutlich an den dunklen Stellen zu erkennen ist,
Mie an der Hinterkante der Platte entstehenden Wirbel steisen
wihrend des Bewegungsablaufes empor und hrecﬁen die Wasseroher-
Zldche auf, wobei sie das Aluminiumpulver auseinandertreiben .



6.3. Untersuchung einzelner Versuchsreilien

Vargleicht man in Abb. 10 die von E.Wedemeyer [14] berechnete
Kurve fiur gleichfﬁrmige Bewegung, die, wie er berichtet, mit der
beobachteten Kanrve sehr guf iiberéinstinmt,mit den gemittelten
Kurven fiir besciileunigte Bewegung, so ist erstaunlich, dap die
Wirhelbahn von der ﬁeschleunigung unabhﬁngig sein soll. llie
Intersachung einzelner VersuchsreihenAergiﬁt tatsiichlich eine
Abhﬁngigkeit von der Beschleunigung, wie aus Abb.20 zu ersehen
1gt, Man liest ab, daB die Wirbelbahn uwso niher zur Symmetrie-
achse verliuft, je grifer die Beschiéunigung ist; Denmnach wire
durcii die in Abb.11 + 16 geWﬁhlte Auftragung bereits zu stark
genittelt worden. ' i

Welche der beiden Aussagen iiber die Wirbelbewegung - Beschleu-
nigongsabhingigkeit der Wirbelbahn oder - unabhéngigkeit- nun
=utrifft, 1st wegen der starken Labilitit des Wirbelpaares

ey vorliegenden Versuchén mit Sicherheit nieht zu entnehnen.
sine definitive Aussage widre darch die Berechnung von Spiralwir-
beln Eij fiir beschleunigte Bewegung zu erlangen.

An Hand der Versuchsreihe 1 aus Ahb., 20, deren Strdmungsbilder
{Abb. 29 + 34) beigefiigt sind, mag der Bewegungsablauf erliutert
werden, (Das erste Negativ der Versuchsreihe war nioht vorhanden)
vas Wirbelpaar entfernt sich zundichst in symaetrischer Lage mit
wachesender Geschwindigkeit, wobei sich die Wirbel gegencinander
verschieben (Abb.29), Darauf entfernt sich einer der Wirbel
schneiler als sder andere mit der Stromung (Abb. 30 ¢ 32) . Dazu
Atso.2i, worin die Entfernung des Wirbels von der Platte als Funk-
tion der Zeit aufgetragen ist, Im Endzustand bildet sich eine
Jirbelanordnung heraus, die einer Karminschen ’

WirbelstraBe #Zhnelt (Abb.33 und 34). Bemerkenswert erscheint,

daf die labile Storung - Verzdgern und Aufgabe der Symmetrie -

wie die ausgew#hlten Versuchsreihen unterschiedlicher Beschleu-
nigung erkennen ‘lassen, in einem bestimmten, gleichen Abstand
ven der Platte eintritt. Bis zu dieser Stelle, die bei 'S 75 mn
entsprechend § £ 3 liegt, kann hinsichtlich der Widerstandsrech-
nung das mathematische Bild von Platte und Wirbelpaar nur Gel-
tung haben, Danach ist ja auch, wie man aus Abb,.19 und 24 er-
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nieht, eln starkes Sinken des theoretischen Widerstandsbeiwertes

zu bewmerken,

P die wiedergegebenen Versuchsreihen wurden die Widerstandsbei.
werte in Tabelle 4 + 6 berechnet und in Abb.24 aufgetragen.

6.4. Vergleieh der Stromlinienbilder aus Versuch und Rechnung.

Die S&romfuhktion wird dureh den Imaginarteil des komplexen
Potentials G1.(10) dargestellt.

U(r- 4)sing + Lin [r +Ry *-2rRocos(g-g,)][r+gig -2F-cos(pvo)]
= U(r- <)sing + —5 :
r s
[r +R QZrRocos(¢+Q0)]Lr?¢ﬁ;2 - ﬁ:cos(@mmcﬂ
Mit G1.(12) wird daraus
2.2 2. 1 ,r .
¥ 1. - [r%+R erRocos(wﬁmoﬂ[r T cos(ptp, )]
i = (r- ;)sin¢+ylu[ 2.8 _2_2rh _cos( s o N N
'r +§0 - r.Oeqs ¢+@0 r+ ﬁ;ﬁ ”'“RO cwh‘?m¢ﬂj

wokel, uam einen dimensionslosen Ausdruck zu orhalﬁem, durch die
Aw3tr0mwngsgeschw1nd1&keit 21 unﬁ ' '
1

: zb = 1; b= Plattenbreite

dividiert wurde,

PPas Stromlinienbild ist fiir die aus Abb.28 herausgemessenakxperi~
mentelle Wirbellage £ = 2,34; n, = 1,50, entsprechend R, = 2,97;
P, = a7° berechnet worden. Nach der Kantenhedlnglughst dabel fiir
die Zirkulation y = 2,11 zu setzen.

Wit, Hilfe der Abb.25 und 26, worin die Stromfunktion in Abhin-
#igkeit von Polarkoordinaten der Abbildungsebene aufgetragsn
Yierde, kann das Stromliniehbild nach einer Koordinatentransfor-
EHR AN T gezeiéhnet werden(Abb.Z?}. 4bb .28, in die E*gebri»ge

ver Pochnuang eingezeichanet wurden, gestattet den Vergleich von
verunsh und Rechaung. Das Verhilinis der Staupunkiabstinde von
der Vintle beitrigl 1,2, Denselben Wert erhiBlt man fir die
grifite ungestbrie Breite {(B*, Skizze Abb.i11). Das in der Rech-



nung fiir das Wirbelpaat ermittelte verwirbelte Geblet ist also
wesentlich groper als daéjenige der Strﬁmungséufnahme. Nicht
ganz ohne Einfluf dﬁrftén dabei die zugeschirften Kanten der
Versuchsplatte sein. '

6.5. Unzullinglichkeit der Theorie

Als Ergebnié der'Arbeit ist festzustellen, dap das einfache mathe-
matische Bild von Platte und Wirbelpaar nicht ausreicht, un die
Umstromung der Platte zu erfassen. Im Gegensatz zum Spiralwirbel
stimmt es in einigen Wesentlichen Merkmalen nicht mit der Wirk-
lichkeit iiberein.

1) Der Gesohwindigkeitaverlaut an der Plattenkante ist stetig,
es miifte dort ein Sprung herrschen.

Dieser beschwindigkeitssprnng, der durch die Ausbildung einer
Trennungsfliche zustande kommt, ist gerade so grof, dap die Ge-
schwindigkeit an den Plattenkanten endiich bleibt.

2) Am Ort des Wirbels herrscht eine Geschwindigkeit; sie miigte
jedoch verschwinden, d.h., die Wirbel miissen sich i1 Gleichpgewicht
befinden
In Abb.10 fH1lt auf, dap sich der Wirbel in einem Gebiet ausge-
sprochen kleiner Geschwindigkeit bewegt. Das ist jedoch lediglich
ein Beweis der trivialen Tatsache, dap die Theorie nicht ganz
falsch ist. : o .

3) Die Fliissigkeit ist auBerhalb des Wirbelkernes drehungsfrei;
in Wirklichkeit ist jedoch Drehung vorhanden.

Diese Erscheinung 148t sich mit einem Stibchen, das man hinter
der Platte innerhalb des verwirbelten Gebietes auf die Wasser-
oberflﬁche'iegt, leicht nachprﬁfen,

7. Zusamnenfagsung

NDer Berxiecht befapt sich mit der Bewegung eines Wirbelpaares
hinter einer quer angestromten, unendlich langen Platte und
vergleicht die theoretischen Efgebnissé mit Versuchsergebnissen,
La wird'versacht, die Frage zu beantworten, ob die beobachteten
Wirbel durch ein einzelnes Wirbelpaar, bhestehend aus Poitential-
wirbaln, erscint wérden kdnnien, |



Es wird der Geschwindigkeits- und Druckverlauf iiber die Platte be-
rechnet und daraué der staticnire Widerstand ermittelt, Ferner wird
'untersucht,~ob es hinter der Platte einen geometrischen Ort gidbt, an
dem sich ein Wirbelpaér in Ruhe befinden kann. Die Rechnung ergibt,
dap hinter der Platte die Geschwindigkeit am Ort des Wirbels iiber-
all von Null verschieden ist,der Wirbel sich alse nirgendwo in Ruhe
befinden kann,

Weiterhin wird der Widerstand der Platte in instationdérer Stromung
als substantielle Xnderung des Inpulses.ermitteltd Zur Auswertung der
Differentiation wird die in Versuchen beobachtete Wirbelbewegung her-
angezogen. .Wegen der starken St&rungsfilligkeit stépt die Versuchs-
auswertung auf Schwierigkeiten. Die Frage der Beschleunigungsabhin~
gigkeit der Withelbaun muf aus diesem Grunde offen bleiben.

Die in den‘Verauchenkeuessenen Widerstandswerte stellen sich als zu
klein heraus, da sich mit der verwendeten Versuchseinrichtung eine
zweidimensionale Stromung niocht verwirklichén lief. Die theoreti-
schen Widérstandsweite sind dagegen zu grof, wobei sich zufiallig
ein Verhdltnis ven 2 zwischen den Werten aus Versuch und Rechnung
ergibt. ‘ ‘

Obwohl man geneigt ist, das hinter der Platte beobachtete Wirbelge-
bilde als Wirbelpaar anzuspreciien, ergibt die Rechnung iwar eine

gute qualitative, jedoch eine unzureichende quantitative Ubereinstim-
mung.

Nebenbei wird die Gelegenheit genutzi, einige Fehler in eiwer ,
Arbeit von L. Foppl [6] liber die Wirlelbewegung hinter einem Kreis-
zylinder zu berichtigen. ' '

Ber Bericht kommt zu dem Ergebnis, dap das einfache Modell von
Platte und Wirbelpaar nicht ausreicht, um die Umstromung einer
quer zu. ihrer Breite bewegten, unendlich langen Platte zu erfassen.
Weitere Untersuchungen -~ z.B. iiber schwingende Platten oder die
Wirbelbahn als Funktion der Beschleunigung - werden als mathemati-
sches Bild Spiralwirhal verwenden mﬁégﬁh.

i
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Abb. 28

Stromlinienbild - Vergleich von Versuch und
Hechnung

T W



Abb, 29
nach 3.8 Sekunden

Abb. 30
nach 4.9 Sekmx
- seRiandaen
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Abb. 33 nach 11,7 Sekunden

Abb., 34 nach 17,6 Sekunden





