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���������� 	� �������� ��� 
�������� ��	 ������������� �� 	�� ������������������

�������� � !��	����� �� �������� ��� "����� #$$% �� "����� #$$&'

(���� ���)������ ���� ���� ������ *�������+ ,���� -���' ��'����' �����' ������ ,�������+

��������������� 	� ������� ��� .����/���������������� ��	 -������������������ ��

	�� 0��������� �������� � ,�������,������+ 	�� �� )���������� ���������� ���� ����

����� ���	�� ���� 
����)� )�� .��������������� ������� ��� ��	 	���� ��� 1��������

�� ���� ����� �	��� ,��	��� ����� !2����������� )�� (���������� ����� �	��� �������

���'

3������� ���4�� ���� ���� 	�� ������ 	� �������� ��� 5�������� 
����

������� �� 	�� �������������������������� � !��	�����+ ,���� -���' ��'����'

�����' ��' �' �' ������ !2��+ 	�� �� ��) ������ ���������� ��������� 
��������� ���

���� .������������������ ������� ���'

���4�� ���� ���� ���� 	�� �������� .������������������ 6�.�6 ��� 	�� .����)������

�� (����� 	� ���	������������� 7#7 6!�����!�����3�������������� �� �������������

!�	��� ��	 -�������8�����6'

(���� ���)���� ��	���� ��� ���� ���� ��� ��' ��' 9��� �' ����+ ��' ��' !����� ��� ����


������	 ��	 -���' ��' ��' "'
'!' :����� ��� 6�������� �� ������� ��	 0��������86 	��

0����� �������� � �� ���� �	����� ;����	� ��� ���������� 
��������� )�� ����������

���� !�	���������'

,���� "��'�-���' ��'����' !���� -�����+ ,���� ��'����' ������ !��+ ,���� ����'����'


�	�< ������ ���� ,���� ����'����' (����� ,����� 	���� ��� ��� ��������� �������

��� =�������� 
��+ 	�� ��� ��������� ���� 1����������� ������ .��������� �����'

3������� ���� ���� 	�� 3������������� ,���� ���) ,����+ ���� ����� !����������

������ ,����+ ��� 	�� *�� 	�� 1������������ ��	 	�� ������������ 	�� ����������

!�	�>��������'

;������� 	���� ��� 	�� ���	����� 
����� !����=+ 1���� -����������+ ,����� 
	�� ��	

���� ����� ��� 	�� ��������)��� 	���� 
����� �� (����� ��� ������� ��	 ���	������

������'

���4�� ���� ���� ���� ������ .����	�� 1���+ ������ .������ ��	 ������ .����	�� ���
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 ������������ ��� ������	��	��������� � � � � � � � � � � � � � � �
��
�� �������� ��� ��	������� ��� ���� ����	����� � � � � � � � � � � � �!

��� ��������� ��� "���	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
#

� �������	������� �	��������	
�	 ��


�� ��� �����	���������	���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
$

���� ��		������ ��� %��	���	��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���
 ��� ��	��������������� ��� �����&��� '	��(��� � � � � � � � � � � �)

���� *+�����	���	 %������� ��� ��	��������������� � � � � � � � � � � � ��

���) %�������� ��� ����������	�������� ��� ,-���������� � � � � � � � )�


�
 .�����+���	���	 %������� ��� �����	������ � � � � � � � � � � � � � � � � )#

�� �������	��� ,�(		��� ��	 �����	��������������	 � � � � � � � � � � � � #



���� ��� �-���� ����������� �����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #)

���
 ��� ������� .�����	����	��	�������� ��� � � � � � � � � � � � � � � #/

���� ��� ����������� �����	� &�� 	�&���� .�����	���� � � � � � � � � � � � #�

���) "�	����(		��� ��� �������	���� ,�(		��� ��	 �����	������0

��������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

�) ,-������������ 1����	�������� ��� 	�&���� ��&���	&������ � � � � � � � � /2


�)�� ,��3�		( ����� �( ��� ����������� �����	� � � � � � � � � � � � � � /2

�)�
 ,��������� ��	 	�&���� ��&���	&�������	 ����� *���(��4����0

���� ��		����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�

�# 5&���������� ��� %��&�		����� ��� ��������		�&����6� � � � � � � � � � � � !)

 !�"#�	��	���#$��������	
 %�

%
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��� ������	
��	 ���������	����� �� ������ ��� � � � � � � � � � � � � � � ��
����� �������
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
����� !�"���	� ��� #���$���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� %�� ������	
��� &���
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

��� ����$��		� ��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��������� ��	 %��
()���	��	 ��� ��������� � � � � � � � � � � � � ��
����� *�������� ��	 +�	�,����(��-����	����	����	 � � � � � � � � � � � ��
����� *�������� ��	 !�	��.�	 "/� ��� �������� ���0������ Θ � � � � � � � � �
����1 *�������� ��	 #�	��������	(��2.������ �ss � � � � � � � � � � � � � � ���
����' *�����
� ��� ,3*���		����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��1
����� 4�	�����"�		��� ��� ��% ����������� � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� %���������	����� ����������� ��� 0��	����	
��� �����	
��
�� � � �� 

� ��������	
�� ���������������
��� ��� ���������� ��� ���������������� ���

1�� ��������	
�� +�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
1���� ��		0���.�0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��1
1���� &�������� 0�5	�(��	
��� +�67�� �� 0��(��	
��� &��	0�� � � � � � � ���

1�� %�� ��		�00������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
1�� ����$��		� 	����	
��� ��		����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1�
1�1 ����$��		� �5����	
��� ��		����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1�
1�' ����$��		� ��� ��		����� �� ��� �����	
��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � �1�

1�'�� 3�����8.������ ��� ��		"���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1�
1�'�� ����$��		� ��� ����� �
��
����		� )��  ��(� � � � � � � � � � � � � � �' 
1�'�� *�����
� $�� �����	
�����
��� ��		.����� 9� 	�
 ��� �� 	�
: � � � �'�
1�'�1 *�����
� $�� �����	
�����
� 	���(�� �������� � � � � � � � � � � � � �'�
1�'�' ,����(���	
�;�����(��� ��� ,����(��������� � � � � � � � � � � � � � �'�
1�'�� *�����
� $�� )��	
�������� �
��
����		�� � � � � � � � � � � � � � � ���
1�'�� *�����
� ��� <�%�=�������������������� � � � � � � � � � � � � � ���

� ��������������� ���

� ���� ��� ����	
��������� ����� ���

!�� ��		����$��		� ��	 �
��
�����
()���	��	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
!���� ��		����$��		� ��	 �
��
�����
()���	��	 ��� γ�!2�>3 9���7: � � � ���
!���� ��		����$��		� ��	 �
��
�����
()���	��	 ��� γ�!2�>3 9(���: � � � ���
!���� ��		����$��		� ��	 �
��
�����
()���	��	 ��� α�!2�>3 � � � � � � � ��'
!���1 ��		����$��		� ��	 �
��
�����
()���	��	 ��� ��� ������	
��� +���

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
!���' ��		����$��		� ��	 �
��
�����
()���	��	 ��� ?�.(���� � � � � � � ���

!�� ����$��		� ��� ��		����� ��� %��
(0�	������� � � � � � � � � � � � � � � � �� 

� ���
������	
�� ��
��� !"�

&�� ���������	
�� ��"�		��� ��	 �����	
��
��)�������	 � � � � � � � � � � � � � �

*3
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����� ������	

� �� ��	���� ���	�������������
� ∆pmax � � � � � � � ���

����� ������	

� ��� 	�	���� ���������
���	��	���	� �mf � � � � � � � � ���

����� ������	

� �� ���	�������������
� 	 
���	��� ����	�
����	�� �st � ���

���  �!����!��
 ��� "#
�� $�%��� &����	!�
" � � � � � � � � � � � � � � � � � ��'

� ����������	���
� ��	�� ��	
�	 ���

���	��	
�	��	���
�� ���

�������
���	��	���
�� ���

��	�����	��	���
�� ���

���������
����	 � �

�	�	
����! �"�
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����������� 	
��������

����������	�
 ������	
�
 ��
	���

a ����������	��	 m/s2

A 
����� m2

A �������� −
B ��	�������� 
���������� T
B �������� −
CD ������������������� −
Cfr ������	��������� −
�CS ������������������	�	���������	���� m/s
CV ������ ���� ��������� −
ds ������������������� m
d50,3 ��������� ������������������� m
D ��������� �������������� m2/s
D !����������	������� As/m2

e ������������������� −
E ����������� 
��������� V/m
f �����������"������ −
f(t) #��	���"������ "$� ��� 
������%����"������ −
F ( ) 
������%����"������ −
F0..3 ������������ ���������� −
�F ���"� N
g #������������	��	 m/s2

g0ss ������� !��������	�"������ −
G 	����������� ���&��' −
H ��	�������� 
��������� A/m
H0 ������������(�� m
I( ) ���	������ %��� ��� 
������%����"������ −
I2D ������ )�*������� ��� ��*������&�����	������� −

)+



���������	
�������

j ��������� ���	
���	�
����� −
J �������������	� kg · m2

k ��������� ������	���� −
K �����
	���������	� −
L ��	�� m
m �
��� kg
ṁ �
���	����� kg/s
N �
������
	�
�� −
p ����� Pa
Q ��
��������	����	 −
�r  ���!����� −
R( ) "�
����� ��� �������#��
	�����
���	 −
Re "�$	�����
�� −
Ro "��
	��! ���%��& −
s '���������	� m
t (��� s
u ������	�!
��
��� 1/s
�u �
�������
�%�������	������� m/s
�U �������)�������	������� m/s
v* ! +�����	������� m/s

V̇ '�����	����� m3/s
x ,�����	
�� m
X0 ������������� -��� m
z ,�����	
�� m

����������� �����	
���

α -�	�����������	���	� ◦/s2

γ -�	��� ◦

γθs .	����������%
���	 ����� �
��������������	�	 kg/(m s3)
ε �����%
���	��
�� ��� �������	��	 ��	�������	 .	��#

���
m2/s3

ε ��
��	#'�����	
	���� −
ηsg (���!������	�� −
θ ��
	��
�� ���%��
��� m2/s2

θ -�	��� ◦

Θ �	�%���/������ (
�� �	 ��� �������#��
	�����
���	 −
λ ,��	!��������� ��� ��
	��
��	 �������0%�
�� kg/(m s)

1



����������	

µ ���������	��
�
 kg/(m s)
µ ����
������ �	���
 Am2

µs ��������� ����	��
�
 kg/(m s)
µt,g 
�������
� ����	��
�
 kg/(m s)
ν �����
����� ����	��
�
 m2/s
νr,s �����������������
��	����
�	� ��� ���
�
	����� −
Πkg, Πε,g ������� ��� �������� ���
�
	����� �� ��� �	��


����������� ����
−

ρ  ���
� kg/(m3)
σ �
������������� m
σsg  �������	�������
�!�� −
τ ��������
���	� Pa
τs ��
�������"
�	��!��
 s
τt,g ����
����
����� #��
 ��� ������
���� 
�������
��

$�����
s

τt,sg #��
����� ��� %����� &�
����� s
ϕ  ��������� ��� '��������!�� ◦

ϕ (	

�	�������� ◦

Φ ������� (������������� ◦

Ψ ������!�
�
 −
ω $�������������������
 ◦/s

������������� �	
����

����� ������	�
��

ASF )���� �
���� �������
�	�
aus )��
��
col *	�����	� +����,- �	�����	�.
ch ����
����
����
dr  ���
 +����,- ����
.
ESF ���� �
���� �������
�	�
fr (������ +����,- ����
�	�.
g '�
ges ����

gs '�����
�
	� +����,- ����	���.
in ���
��


k 
�������
� ����
����� �������
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kin ���������
lift �	
�����
max �����
mf �������	���������
p, q �����������
rot ��������
s ��������� �������� ������� ������
ss �����������������
vm  ���	���� ����� �������  ��	�� ����
ε !����"����� ��� �	��	������ ���������� #������

������������� 	
����

· ����$%��� 1/s
− ������&���
� '�����

������
��


��������� 	
�
�����

avg �������� ������� � ������
CFD ��"	�������� �	�� �(�����
CV M ��������  �������( ����
engl �	
 ��������
FFT 
��� ��	�����)����
�������
KTGS ���������� )������ ����	����� %��*	���� ������� +����

��� )����( �
 ,���	��� ���&�
PIV �������� -��� '��������(
rms ������ ���� ��� �.	��� / .	���������� ������	��
RSM ��(������%"���	��������

������������� �������

����� 	
�
�����

∆ ������ 0����������
∇ 1���� 2"������

3--



����������	

����������

�������� ����	
	��

Ar = gd3
s(ρs−ρg)

ρgν2
g

����������	
��

Re = v·Lch

νg
�������	
��

Cr = v̄·∆t
∆L

����
��	
��

����



���������	
�������

���



������������	�����


���������

����� ��� ��������� �	 ��� 
����� �� ���������� �� ������ �� ��
���� ��������
������� ���
 �	 ��������
 �
���
 ���� ������� �� � ���� ������ �	 �����������
 ��
������ ��� �������
 �	 ���
��� ���� ������ !�������
 �� ������������ "���#� ��
�

����� ��
 ��� ���� ����� 	�� ����� ��� ��$��� �	 ��� 
��� ���
� �� ��
� 	�� �����
�����
��� ���� �� ��

 ����
	�� ����������
���
 ������� ��� "�� ���
� ���
� �� ���

��� ���
� ������� ������ �
�������� ��������
 %���������� 
�
���
 ����� ��� �&����
�� "���#� �� ������������ "���#� ��
� � � ����� �$����� � ���� �������� 
�#� �
�����'
����� 
������� ���'
�������� ��������
 �� ��������
 ���� 
����� �� ������ 
��	���
� ��� ��
"���#� �� � 
����� ������ �� � 
����� �� (�� �������� �	 ��� 
����� "�� ������
��������� ����� �	 ��� 
����� ��� ����� �
 
������ ������� �� ������������ "���#�
��
� �
 �	 ������� ���������� 	�� ��������� ��� ��������
 )�� ���� �	 ���
 ���� �
 ���
����
�������� �	 ��� "�� ������ �������� �	 � ����� 
����� �� ��������
 ���� ���
����#����� �� �*�
����� 
���'
���� ��
 �����
 +� ���
��� ��
 ���
� ���

��� "�������'
��
 �� ,������ �����
�
 �� ���
� 
������� ��� "�� ������ 
����� ��������� ����� ���� ��
�����-� �� ������ �� ��� ����
�����

 .�'�'!�'������ �� ����� ���/�� (�� ���'
����� 
�
���� ��� ��
 ���������� �� ��� ���

 
������ ���� �	 ��� ��
 �����
 ���� �� ����� 
0��� ��� ��
���
 �	 ���
 ����� � �������
�� ���� �� ��� ���� 
����� ��������� �����
 �	
����� "���#� ��
 �� 
����� �� ��������
�
� ����� ������ ���� ���� ����������#�
�� 
������ ������
 �1�*������� �2334�� )��#�� � � ����2�� %�
���� � � �2335�� 

6����� �������� ��� 
����� ��������� ������ 
������ 2 ���
 ���� 7,8 ���������

���������
 �	 ��� 
������� �����

 �� ��� ���������� 
�	����� ������� ,9:;<( = 2 ��'
��� 
��������� ����
 ���� �
����� �������� ����
 �� ��������� ����
 ���� �
�����
�� �

�������
 �����
 �� ���� ��
���� ���� ��� ������$ �����

�
 �� "���#� �� 
����� ��
 
>������� ��	�������� �� ��"������� ���������
 �� ��� ����������
 ��� �� �������
������� 	��� �������� 
���������
 )� ��� ��� ���� ��� ����
����� 
���������
 ����
�� ������ ��� �����
� �����
 ���� ��������� �	 ��� ���&����� �	 ��
�������� �� ����
��������� �	 ��� ��
'�������� ��� ����� ����� ��� ���
���� �
 ��� ��
� ������� 	�����

	�� ������� �����
��� "�� 
��������
 �� ���������� )� ��� ����� ���� ����� ����
�����

���������
 ���� �� ������� �� ����
������ ��� ��"����� �	 ��� ���� ����
��� �� ���
"�� ������ �������� (�� ��
���
 �	 ���
 ���� ���� ������ ��� ��������� �	 ��� ������
��������� ���� �� 
������� ��� 
������� �����

 �� ��� ����� ���
����� ��������
 ����
�*�
����� ��
 �����
 

!������ ���� �	 ���
 ���� �
 ��� �$���������� ����
�������� �	 � ����� �������� ������'
���� ������?�� 	�� ������� � 
����� �������� �� ��� ���
����� 
����� �� (��
 
�
��� ��

���������� ���� ������� 	�� ������ �����
�
 �� ���
��� ��������� ����
 �� ��� ����
��'

@>



���������	
�������

��� ����� �� �	
�� ������ �� ��� ������ ���� 
���	��
���� � ��� ���������� ���	���
��� 	���� ������� �� ��� ��� ���	
� ��� ��� ��� ��� 
��� ��� ������ �	� �� ���
��
�� ���������� � �	���� �����
�� ��� 
�� ���� � �� ��� ����� ��� ��� ��
����
��������� � �	���� ��� ���	��� ���� �� 
����� ��� 	����������� �� �	�� 
	�������
����� �����	����� ��� ���	��� ��� �� 	��� ��� 
��������� �� �������	� ������ �� 
����
�� ��� ������� ��� ��	� �� ������ ����� ����	�� ����� ��� � ����� ����	�� �	����
� ��������� � � ����	������ �����
������� ����� �� �������

��������

!�� ��� �����	�� ��� !��������������������� ��� "���	� 	�� #����� $%&''�( �	����
�� ��	�� ������������� )���������	����� ����� ��� 	�� ����*������ )�����	���
+��
��� ���� ����� ���������� � �����	 ����� ���	���������� ����� ��� ����	� �������
����� )����� �	  ������������� ,������������ ��
+������ �	�� �� !����������������
���� ��� ������������� -	���
���	�� ��� .������/������ ���� ������� ,*�
�� 	��
!��/0����*��� ������� ��� #��� 	�� 1��� �������� -������ !��/�����
� 
� ������
���� ������������ �� ��2� ��� ����� 1��� ����+3��������	��� ���� ��������*�����
1��� �� ���� 1��� �� 
� 	������� 	��  �������� 4����*����� �� �  �������������
,������������ ������ �	 �	������ ����  +���� � !������������� 	���� ������� 2��
���	���� �	����� ������� -� 5������ ��� �	�����
��� ������� )�������������
�� ��� ��	���������� 2���	�	�� �0� ��� 2����� ��� )��������� �� ��� ����� )����
��������� �� 6�����	��	�� ��� �	�����
����� 7��������� ���� ��	������ ���
��
������ !����������� 
� ��� �������+�
��� ����������� 	�� ���������� #�����*��
���� )����� ��� ��
������� -�	� ������ 	���� ��� #������� 	�� ���� �������3���
��� .�	���������� ��� ��� �	�����
��� ������ )����������� ��������� 	�� 

�
����������� 8��#�)��-����

 ��� "��� $%&9&( ������������ -�� !�����
�������
��� #���	������� 	�� �� #����������*��� ������ � ��� �����
����� ������� "� ���
8��	������ ����� )���� ������ 7�������� 
� ������� )������������� ������� ,�����
	�� !������������� ����������� �� ������ �	��� ������ )	����� ����

� �	���� $5��
:�	����� $;<<=(� 4����� 	� �� $%&&;(� 1� ��� 	� �� $;<<>((�

?�����
 ��� ������ )����������� ����

� �	���� ������ � 5����� ; @.-�
5����		
�!
	������� ��� !�������������������� 
  �

�������� !��������1� ��
.A6�?� B�; ��*�������� -� 
������� !
	��������� ��	�� �� �� �� ����� 1����
 ��
������ ���� �� 5����		

������ ����� ��� ��� ��������� C���
���� �	
 ����� 
� ��  �
������ ,�������� 	���� � ,����� 	�� !������������� ��������� ,�����
�����
������ �	� )��*��� �� ��� !��+
	������������� ��� �������������� 1���
��
����  +���� ��
� ��� � �	��� @�
�	����
	������� �������� ������� �� ����� )����
������ �������� !
	������� 	���� 7������ ��� 8����	���� ��D������ 	�� ��� #���
1��� ���,���������
������� �� ��
*3 A�����	�������� ���� ���3�� ���	�� �	� ���
��� ���������� !��+
	���
	���� ������ )���������� ������ �����
�������� !
	���
����� �	������0���� 	
 ��� ���	�� ��� ������ -
����� �	� ��� !��+
	����������
��� �	 	�����	����� -� 8��	����� ����� )���� ������ ��� 1������� ��� �����������
5����		
�"������ �	� !
	����� ��� .�	�����
 � ��� ��	������ ���
�������

E7�



����������	

������������� 	�� �
�
����
� �������� ��
� �
�
��

��� �
��
�
� �
�� ��
�
� ���
�� ��� ��
 
��
��	
��
��
 ���
�������� 
��
� �
������
� 	��

��
�����
� ������������
�����
�� ��� �
�������� 
��
� ����
������ 
�� �� �
� ���
������

�
� �������������� !�� �
���"��
	 ����
 �����#������ �#� 	
���������
 ���������
� 



����� 
��$ �	 %
�
�������
��
� �
� 	
��������
� �
����������� �
� �� 	
��
�� &� ��
�

�
� ���
�� �
��
� ��� ������
�
��
 �
�����
� �� �
� ������������� ���
� ��������� �
�

�����������
� ��� �
� �������	���
 ������
�#���$ �	 ��
 ���
����� 
�� �� '������
��
�

�"��
	
� �
������(��
�� !�� )������
� ��
�
� *����������+��� 
��
� ��� 
�$ 
��
� ������� 

�� ��
  �	��
�
� ,���
��
 �� -���
�� ��� �������������
� �� 
�����
�$ �	 ��� �
���+���

��� #�
� �����
 �
������
����.	���
� �� /
��
��
��� 0
���
������  .��
� ��
 %
������


/
��
��
� �
��
�$ �	 ��
 ���.	������������+� ����� ����( �����
� �
� �������
�
�	
�

���
 �� 
��.�
�$ ������� �	 )������ ��� ��������
��
 ���
�����
� ��
 ,���� �����
��


��� ��
 ,���� �1�����+� �
� ,���
��
� ��
 ����������$ �����	
������$ ���� ���� ��
�

2������ 
��
����� �
��
��
�� �
��
�  ����

3�&&





� ����������

��� ����������	

��� ������	
��
����
������� ������ ������� ���� �	� ���� �������� ��� �����	���� ����
��������� ��� ������� ��� ��	���	�� ��	�	����� ��� ����� ���
� ��� ���	
���	�� ���
��� ��� ������ ��� !�	���� �"#$%� �� &'������� (�	���
� )���
��* �� +�����,������
�����
���� ��� �� -���� "#$% ����������� ��� ���� ��	 �������.��� ��� ���		�	
��� /���
 ��	
��
�� ���	���� ������ ��� �����	
������ 	�
� ����	0����
� ��� ���	�� �� ��� ���1�
���	.2���� ��	 ������	�����	������	 ��� �� ��� 3����������	��������� 4�	��2���
�
	������ .��
��� /������1���� ��� ���	�� 3���������
���� ����
���� ������ ������� ���
!�	���� �"#$$���5 �� ����� 	�� ��� ������	����� �� ����� ��������������� /�� ��	
��
�� ��
�����
��� ���� ���� 	
����� ����� 6���
� ��	 7�������� .2� ����.0������ 3�������	�1�
��
������� ��� ������	
��
����
���� ������� ��� ��� ��	�������� ���	
����� ��	 8����
�9����	
��� :��������	  ������ ������� ��� !�	���� �"#$$ ��� ;� ��� �����. .�����
��� -���������� ����� �� �� ��� <��
���� �����
 �� �� �"##%�= ������	��� �� �� �"##>�=
���	 ��� 3����
� �?@@?�= ������� �� �� �?@@A�� ��� 3�������	 ����
� ��. 7����		� ���
���� :����	
��� �)���		��� ��� <��� �"#>B�= C��� ��� C� �?@@D��5 :�� ������ �����
�"#>B�= <�� �� �� �"##"�= !����	�� ��� 3����
��� �"##A��5 ���������� ������� �� �� �"##A�=
/����� �"##?��5 
����	
�� (��������� ��������� ��� !��
� �"#>%�= ����	 �� �� �"##B��
���� ��
� ������E� �������	������������ ��� !���������� �C���� �� �� �"#>#�= �
���
�
�� �� �"##A�= C����� �� �� �?@@%�= F�� �� �� �?@@$��5 3���������� �����
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'���� ��	>	 ��� =������������ ����� 1����������#��� ��� /��#��� ������ ��+������������
��  ����������������������	 8��� �	 �	 �$%%&��5 8�� �	 �	 �$%%�� ��� ��'������ �	 �	
�$%%%� ������+����� ���� ����+���� ��� ��� )1�(����������� �� #�����(�4�����������
��� ���� �������������  ���������������������	 8��� �	 �	 �$%%&�� ����������� ��� ��(
������#��� ������������� ��+������( ��� ����#�#��+�� ��+ ��� ?����4��������  �����(
���������������� ������ ���	�	@� ��� ����������� ��� �����������  ����������#������� ���
�7������������� 1���������� �'�� -����'�����#����( ��� ������������������������ ���
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���� ���� ��� ���� !������������ �������� ��� ������"� ��� �������#������� �� ��� $���%
�������� ����������& '������ ����� �������#���������� (����'����������% ��� )��"��%
�������������������� ��� *�������+��� �������,*���� ��������� '�����	 ���" �	 �	 ����- 
�.���� ��������� )��������%$����������� �� ����� �������%"#����������� $������������ ���
������� �*�+������� (��������� ��� �����%�*�+������� $���*�������� �ds/��� �����
��� ����������� ��������� ��� ���������� 0���� ��� ��������� $*����������'���������
��'�� 1���+��� ��� $��������������������	 ��'��������� ����� ��2 ��� ��� �*�+�������
(��������� ��� �� �32 ��� ��� �����%�*�+������� $���*�������� '����� ��������	 ���"
�	 �	 ����- ���.������& ���� 4��%)��������������� ��� ���������� $����������'���%
"��� �.� ������������� ��� ������������ $������������������� ���� ��� ����� )�����
�.� ������ 5�����#*�� ��� �6*�������� ����"���� '����� �7����	 $"����� ��� )����
����
 ����������� ��� �#����#�������� 1�������� ��� 8�*������ �ds/��� �� �����
�������%"#����������� $������������ ��� ���������� $�������� ������ ���	�	- ��� �������
���������� ��� $��'����������9���" ��� :������������ ��������� ��� $����������& ��%
'�� 5����������"���������������������� ��� :�������������� ��� :��� �	 �	 ��;;� ���
<��� ��� )������ ��;
- �����.���	 ��� $����������� ����+����� ��� ��������� =������%
������ "�� ���������� ��� :�������������'�������� ����� *���������� =������ ���
5����������+������� ��������� ��� $����������	 ��� ����������� ���9���"�� ��� :�����%
��������'�������� �3%� !" ������ �� =������ ��� �6*������������ 0���� ��� <��� ���
)������ ��;
- �
%�� !" ��� ���� ����� ��� :��� �	 �	 ��;;� �-%�� !" 	
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#�� ���� ���$���% ���� �������� �� &����'������� (������� �� ���������������
#�������������� ��� �������� )����������**�� ������� +),-��������������� ���������	
���� �	 	 � !!.� �*����������� ���� �� �� &����'������� (������� ��� �����������-
��� #��������������% ����� ���$���� �� #������ ����� ��������� /��� ����� 0�1������
�� ��� �����������% �� ��� ����� 2���������������� ��** ������� ��� �������� #��-
������������������ &��������� ����% �3*���������� ��� ����� ��� +),-���������������
���������� ����	 4��������� ������ ��� /����������� ��� ��� �������-(�������$��-
������ �+(� - ���*��� ��55!�� ��� ����������� ��� ����� ������ �������� �� ���
6����������� 7������ �������� ���8������6 ��������9��� ������ ���	 �	5 �����	 0� ���-
��� )$���� ������ $������ ��������������� :������� �������% � �������- ��� ;������-
�������������� ����� �� ��� �������� ���9���������� ������	 #������ ����������� ���
��� �72�-������ ����� 4����������� ��� :������ �������� ��� �������� �9���� ��
��������� �������� <���������������� ��� ��� 43*��������� ������ ���	 �	5 ������	 0�
����� �������� (��8=���������� ��� ���� �	 	 � !!.�� ���� �� &����'������� (�������
��� �������������� #������������ ���������� ������� ���������������$�������� ��� ���-
�������� ������� ����� �72�-������� ��������� ��� ��� �������������������� ��� 43*���-
������ ���������� ������ ���	 �	�!�	 ,�� /���������������������������% ��� (��$�������
��� /���������������� 9��� ��� ��������8�� ����� ��� 4��&��� ��� :����������&9����
�������� ��� *������$��� ���� �� ��� /��������������� ������ ��� ������������� ��-
���8������������������ �������� ����������	 ,� �72�-������ ������� ���� ������� <���-
����������� ��� ��� 43*������� ���9����� ��� /������8>� ��� ��� /������������-
���������������% � �� ������ ������ ��� 4�����������*���� ������� ��� �����-������
������������������ ���9���������� ����	 ���� �	 	 � !!.�� ��������� � 4��� ����% ���
��� �72�-������� 1����� �������� �� /���� �� ��� 4����������� ��� :����������&9�-
��� �� ����� *�'�������� ������������� 2������� ���������� ������ �9����	
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� �������������������� �3 ��� �������������������������� �3 ���
����������� ����������������	 � γ!��2"3 #���� $ � γ!��2"3 #����� $ � α!��2"3$ � 

����������� %������� ��� � &��'������	

(������ �� ��� %����������'�� ���� ��� )���� %�����������*+��� ���+����� ������ #�����
���	 �	, ������ 	 (���� ���+������� ��� %�����������*+��� ������� ��� ������ ���������
%������������ ���� ���+������� ��� %����������������� �� ��� %������������������
#�������� , �� ���	 �	- $ ������� ��� .�����/���� #0�/�����'��� 0�g,in � %���������� 
��� ������� ��� 1+��! ��� ���23����+���$ ���� ���� ��� 4��)�������� ��� .�����!
������������ ��) ��� ��������+�� ����� ���+����� ������ ������	 5�� %�����������!$
6������! ���� ����������������'����� ���� ���� 7��*��� ��) ��� ����������������)���
������ ������$ �� ����� ���+���� ��� ��� 7����������+�������� ��� .������������!
����� ����	 7�� �������� ������� ������ ������������������ ���$ ���� ��� �������)��� ���
����������������� ����� ������������ 82��� ��� ��������� ��� 1��'�� (����������
��'���� ������ ������$ ��� ��� �������)��� ���������� ��� ���� ������� .����������� ����
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�������������� �������	

������������������� ��� ������	
!� �������� ��� "����� �#�������� ��� ������������������ ��	$	 %�&��������� %�g,in�

����� �� � ����' ��������� (�)������# ��**+� �� ������ ������������ ������ ���,
��������� $����������� �� ����� ������������ ����������� ��� ���������� �����-���
���� �������� ��� $�������� ��� ���.�������� ��� -����� ������������/.�� �g,in #��
���������� ϕ ��� ��������������	 ��� 0��������� ������ �������� ��� -������ �����������	
���	 �	1 ����� ��� ����� ��� 2����� ��� (����������� ���������������� 3�4� ��� #��,
��������� 2��������������� ��� �� 5������ �	6 ���� ��� 7���������� -8� ��� ����������
����������� ��-��������	 ��� 2����� ��������� ��� 8��� ��� ������� �����������-�' ��,
���� ��� 2��� � �� ���	 �	1 ��� 5������ �	6 ������ ������	

5������ �	6� $��������� ��� 2���� ��� ���	 �	1	

$��������� �&���� 2��� "������

2����������� % �9 ��
������ �� ��� #����� :;���� <0 1	
 ��
��������-� &0 += ��
>���������������� � �9 ��
�����������-� � ?** ��
2����� δ +@	+ ◦

��� ��� ������������ $����������� ������ (�)������# ��**+� -������� �������� ���
$�������� ��� ������ �� < �� ���.�������� #�� ���������� ϕ ����

x = R (1 − cos (δ − ϕ)) ��	6�
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��������� �	
� ����� ��� ������� ��� ������ ��� ������������� ������ �ϕ��◦ ���!�"
��� �� ��������� �������� �ϕ#�◦ �����"	

��� $���� %��������&�'��� �g,in(ϕ) ������ �(����� ������ ��� ���� ���

Ag,in(ϕ) = � · k · R (1 − cos (δ − ϕ)) ��	)"

���	 �	* ����� ��� ��� ��������!��� ��� ���������� $����� %�����������'��� �g,in ���
����+��!�� ϕ ��� %�������+�����	 ,� ��� �� ����� ���� ��� %�������+����� ��� �����
���!�� ϕ��◦ ��-���� ��&���� ���� ��� ��� $���� %�����������'��� �� ��&.��� ��� ��	
/0���2"	 ��� ������ !&���� �� ����� 1�������� ������� +����� ������ ���	 �	2 �����" 
+����� ��� $���� %�����������'��� ���������� +���	
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������������ ��� ��������� ϕ ��

�������������	

��� ���	 �	
 ��� �������� �� �����
���� ���� ��� ������������ ����� ��� �����
!����� ��� ���  "�� #$◦ ��� ���� ���
��������� ���� ��� ���� ��� �� ��� ������
������� ����� ����	 %� ����� ����� ���
���� �� �� ���� ���������� ���� ����
��� ������� &'���� �� (������� ��� )���
��� �*�� ��*���� +����� ���	 �	, �����-	
)�� ����� ������������ �� .���� �������
���������� ��� ��������� ϕ �� �����
��������� ���� ��� ��������������������
������� vg,in �� ��� / ����� ��� 0���� ���
�������� �������������� V̇g ��� .���� ���

������ ������

vg,in (ϕ) =
V̇g

Ag,in

+�	1-

���	 �	2$ ����� ��*��� ��� ������������ �� �������������������������� vg,in ��� ����
������ ϕ ��� ������������ ������������� V̇g	

��������� �	2$� ������������ �� �������������������������� �g,in �� ��� / ����� ���
������������ ������������� V̇g	

����� �����	
����� �����
��� ��� ��������������	��

3�� ��4�� %������� ��� �� ��������� ��� /������������  ����� ��� ��� 5�������
��� ������������ �� ����6�����������	 ��� ������� ���� ����� ������������ �6�
������ ��� 0��� /������� �� !����� ��� ��� 0���� ���������� �������������� ."
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 (� "������ �,-./� ����0	��������� 1�������� ��
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�� 	�
 ��� �23�����������
4���� ����������
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$�� 
���� (�
����������	�� ��������� ����	���� ������ 
�� '3��� ��� ��� '�#�	���)
�� ��� ���� *���� �&	������� 
� '3���
	����#������� �� �	�!���	�� 
� "���#)
��������	�� ∆pges ���0� ���� �

���� �	� ����� 5���	��������� ∆pR 	�
 ����� "�����
�	� ��!���� 1��0����
�����
�� ∆pξ 0	������6

∆pges = ∆pR + ∆pξ ���7�

�� 5���	��������� ∆pR ����� ���� 0	

∆pR = λ
L

dequ

ρg

2
v2

g ���8�

	�
 
� "����� 
	�� 1��0����
�����
� ∆pξ 0	

∆pξ =
∑

ξ · ρg

2
v2

g ���/�
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$�0�����	�� '=���� 1������

�&	�������� 5��
	������� 
equ �
;����������
��!��� �g �>�
;��
����� ρg !�>�3

4�
�����
������� ξ )
5������� * �
5���	���!��?0���� λ )

$�� ���	�� 
� 4��0�� ��
�� ���� 
�� 5������� * �@'3���
	����#������� 	�


�� ;����������
��!��� ��� ����� ��� ����������� <�� 
���� ������� ������ "��� ��,,��
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���� 4��0�������	��
��
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	�� 5���	�� �����6

∆pR = λ
y0 cos (ϕ)

dequ,kl

ρg

2

(
v2

g,gr − v2
g,kl

)
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��� ���� �equ,�� ��� �equ,� ��� ��������� ��� ��������������  ����� �� ����������
����������� �����������������	 �g,gr ��� �g,kl ���� ��� ��������!����������� �� ��"#
��� ��� ��������� �����������$��������� %����� ���	 �	

&	 '( ��� ���������� ����
������ )��*��!��������� !�� �� ���������� �� )�������# ��� ��������$���������
��(�����������

∆pξ =
ρ

2

(
ξgrv

2
g,gr + ξklv

2
g,kl

)
%�	
+&

�� �����������,*���� λ !��� ��� ��������� )��������� ���� -������������� !��
.���� ���������

λ =
0.316

Re1/4
mit Re =

ρg · dequ,kl · vg,kl

µg

%�	

&

���	 �	
� *���� ��� /�������� ��� ������������ �� ���������������� .( �������#
���� ��������������� V̇g �� ������������ ��� ���!����� ϕ �� �������!��*�� ����
�� /����������������� �0$���������� 1����������	

������� ���	
����	�� ����� ��
������������

/�� ����� 2������ !�� ��� ���������������� ��������.� ��� �������� 1�������� ��#
������� ��� ��� ������������������� ��� ���� �	 �	 %
344& ��� 2� ������� %
345& !��
��. ��������� �� �����*���6 �� ��� 7�������� �� ���������������� ���� ��� ������
�� �������!��*�� *� ��(�����������	 '������ !�� ���� ��*� ��������� ����  �8����#
�� %�++9& ��*����	 :��� ���� �	 �	 %
344& ��� 2� ������� %
345& ���� �� ����������
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∆p = K
ρg

2

(
vQ

ψ

)2 [
0.4 (1.25 − ψ) + (1 − ψ)2] "�	
�#

$� ����� %�������� �����

&�'�������� �(���� )������

*+��������,����� ��� ���������� ψ -
%�������!��������� �� ���	 &�������������� �Q �.�
%�������� ρg ��.�3

������������� � �
����������/'���� 0 -
&��������� � �
���������� ���������������� ∆p 1�

 2 ���� ����������� 3�������� !�� ��� ��� ����� ��� 0�4������ "�556# ��!��-
���	 $� ���	 �	
7 ��� ��� �� ���������� �� ���������������� ��� ������������
%��������������� V̇g �� ���,�������� ��� ���!����� ϕ �� %������!��'�� ���� ��
&����������������� ����������� ����� ��������������� ����������	

����� ������	
� ��� ���
�������������� �	� �����	������

 ������ !���� ��� ������ ������������ &����������������� �2 ��� ���������� ��
���������������� ��� �89����������� :���� ���������	 �� 0�4������ "�556# �����
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��������� ���������� ����������������� � ������ ��� �������������� ��� ��� ������!
��� �������" ������ �� ���� ������#������� $�������� ����� ����� ��#������������������
��� ���� ���� ���	 �� ���������� �������������������� ����� %�����  ��� ��� ��������!
��������� ��� ������

∆p = ξ · ρg

2
v2

g &�	
�'

���� ��#������ ������ ���� ����  ��� ���� ������� (�������� �)� ξ �� ���*��������
��� ��� ����� ϕ ��� $������� ����� �����������	

ξ = 1.1191 − 0.031 · ϕ &�	
+'

���� ������ ���� ��� ����������� ��� ������������������ ∆p ���

∆p = (1.1191 − 0.031 · ϕ) · ρg

2
v2

g &�	
,'

(�� ��� -.#��������� ��� -��������� ��� ������������� ��� ������������������ ��� ��
������ ������ ������������ /������������  ���� ��� ��� ����� ϕ ��� $������� ����� ��!
 �� ��� $�������������� V̇g ��������	 0� ���	 �	
+ ���� ��� �.#������������ -���������
���1��� �����������	 %�#�*����������*�  ���� ����� ����������������� ��������������	 ��
2�������������� �� .! ��� 3!%������� ���������� ��� /��������� ������� ��� ���������!
�����	 �� ������ /����� ����  �������� �������  �����" ���� ��� 4������ ��� �������������
��� ������������������ �� ���*�������� ��� $������������� ���*5 ��� �������������
4���������� ����� 6����������� $����������  ������������  ����� ����	 0� (��� �	
,
���� ��� 6������������ $���������� ��� %���������������� �)� ��� ��������� ��� ����!
��������� ��� ������������������ �)� ��� ���� ������������ /��������� ��� $������� �����
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��������� �	
�� ������������� ��� �������������� ∆p ��� ������������������ ��
������������ ��� ���������� ϕ	

��������� �	
�� ����������� ��� ����������������� �� ��� ��������� ���
�������������� ��� ������������������	

�ϕ !◦"
!◦"
�◦ ��� �!◦# �����������	 ����� ��� $��������������% �2 ���� ��� &��� ���
'�������������� ��� �������� ��� ����� ������� (������������ )���� *����������� ���+
���	 ,� ��� -� ��������" ���� ������ .��� ��� ����� �������� /��� !	00 �����" ��� �����
����-� 1��*����� .��������� ����� ���� (����������� &�������� ����1�����	 ���	 �	
2
-���� ��� ��� 3�������� -������� ��� ���������� .����� ��� �������������� ��� ��+
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���� ��� ��
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���	�
�� ��� 	��� 
�����
�	��� 5���	���	��	� (���������� ������# 6����	 ��	����� ��������
7������	���� �� ��� '44�����������
����� ���� /��!����
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���� 	�����"
�
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���� 	�����4�����	� ��
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�������	
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��	 ���������� ��� ����(���� �
2��������#
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��� ���� 2
��������� '�	!�������� ��� +�������������(����� ξ ��� 9:�
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��������� �	
�� ����������������� ξ ���
�������� ��� ������������� ϕ ���

��������������	

��� ���	 �	
� ��� �� ��������� ���� ���
����� �������� ���������� ��� �������� 
!������" �2 ��� ��� #	$� �����	 %������
���� ��� ����� &��������'!�� ����������
���� ���� !(!��� )�������������� �������
������ *�2+#	,,-	 %�� ��� �����'�����
%��'������������'!��� ��� !��� �������'! 
��� �����(������'!���� ��� ����� ���'!
��	 �	
. �������	 ���	 �	
$ ����� ��� /� 
������ ��� ��� ������ ����� ����'!���
����'!����� 0�����1� ��� %��'����������
��� �����(������'!���� ��� ��� ���� ��� 
�'!������� ������'!�2���� V̇g	 %�� ��!��� 

�'!������ �� ��� ����������� �������'!��� �������� ���� �����'!��� ��� 34 �# %
��� ��� 5���������	

∆p =
(−0.0007ϕ2 + 0.0023ϕ + 0.88

) ρ

2
v2

g *�	
.-

/� ��� �� ��������� ���� ��� 5������������� ��� ��� �����'!����� �����!��� ��� 34 �#
% ��������6������ ������ �(����	

��� ��������	
����� ���	���� ��� ���	������

7� ������ ������ ���� ��� 8����9�����'!� 0��!����� ��� ���������� 6��������'!�� :���!� 
�'!�'!� ��� ���������� �����1�!� ����!� �;6���������� ��� ��'! ��������� �������'!�	 7�
��������� ������ ��� '!������������'!�� :��(��������!2������� ��� ��� ������������ ���
<��������� *�s=
#��- �� ������ :���!��'!�'!��66���� ������������ *���!� ���	 �	
,-	
%�� ������������ �� ����� :���!��'!�'!� ��� ���'! ���� >������������������ ��1 ?������! 
��� ���������'!���	 %�� ���������������� ������� !��������� ���'! ��� �������������6������
���'!� ��'! @��� ��� ������� �66��������1� ������'���� �� ��� :���!��'!�'!��66����	 A�'! 
��� ��� :6����� 6������� ������� ���� ��� ��� ���������� ���'! ��� 5�����6��B� �� ����� 
���� ��'!���� �������� ��� /���'!����1����� ���������	 �� ��� :6���� ��� 5�����6��B��
���������� ��'! ����� C���������(�� ��� ������ ����� �'!����� :���!� !�!�� :��(������� 
�'!����������� ��� ��� :���!��'!�'!��66���� ��� ����� ��'! ���� ���'!���(�� *:���!��� 
��-	 /� ������!� ���� ��B������ :��(�������������� ��� ���'! ���� ������'!�2"��� ����� 
�'!��������������������� @��� ��� �66�����&����'!�����82'!� ��� @��� ��� �66�����!(!�
���������'!��� ���	 %��6���� ��������� ������ ��1����� ��� !�!�� :��(��������'!��� 
��������� �� ��� :���!����� *���!� ���	 �	
,-� ��� @��� ��� :������'!���������� ��� /����� 
6������� ������ ��'! ���� �����������	 %�� ���������������������������� �� ��� :���!�����
��� ��1����� ��� ��1���"��� ��� >����������������� ������ *εg = �#			D# 0��	%-	 7� ������
�����'! ��� >������������ ��6������� ��'! ��� ������������� >�������� �� ��� �� ������ 
��� E����2�������E �� ��'!���� ��� �66������2���	 %�� �������� 0�������������������
*εg = F#			G# 0��	%- ��� !��� !(!�� ��� �� ��� :���!�����	 7� ��� E�@'����1����E ������� ���
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 ������� ��!����� ��� ����������������!� ��! ��� "���#��� ��� "�������������$$������

���%�� �� ��� �����������& �� ��� �������� ����� ��� '������������������ ���� ����

����������� ������	 ������� ���� ���� �������#(��� ��� ���� ��)������  ������������*

������ �� �$$���� ��������	 +� ,�������� �� ������ -��������������-  ��������������� ��

"��������������& ������ ���� �����������$���)���� ������� �������& ��� ���  �����������*

���� �� ��������������� ��������������� ���� ������������	 ,�����#������ ������ !�������

.����������� ��� ��� ������ �������������� �������������������� �������� ������ "�����*

������� ��� ����� ��������������� ������������� ��!��!%��� �������

• ��� ,����������� �� "�������������� ��� �������� '����������� ��� ��������	

• ��� "/���������������� ��� ��������� ��� ��� ���������������	

• ��� "����������������������� ��� '������������������� ���������� ���� ����������

%��� ��� �$$���������& ������� ��� 0���������� ��� �������� '����������� ����

$��/���$����� "��1�/����� �������	

• ��� ���������������������� ��� '����������������� ��� ����������� ����& �� ����
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�� ���������������� ��� ������������ ������������� ������������ ���
������������� ����	

����������� ����������� ������ ������� ��� ����� ��� ��� ������������ �� ��� �����
�!���� � �"�� #����� ��"��� ��� $����!�"���%	

• &����� ������������������������ �� $�������� '� (�������������� ���� �� ������
������������ �������� �� ���� ��� )������� ��� " � ���� ���� ���'� *��� �� +���,
������ ��� -���������!������� ��.����� �!����� ���� �!�� ���������� /0'���' ���
�!�� $������"��������� ���������� ������	 /����! ������ �������������.����,
��� �!1� ���!���� ��������� ������� �� ��� 2����������� ��3������ ��� �����,
'!�� ������ ����	

• /� ���� ������ ��������!���� �!����� ��� +!����� ��� ���3�� 4���56���� ����,
����� ���� ��� ����������� �� ������� ���������� ������	

• 7�� ������������ ��� ����� ���� ���"���� ����������!������ ������'�������� ���
������ '� �������� ��� ��� ������� ��� �!��� ��3 �� &������ ����������	

7�� -����������� ��� ������������ ���� ����� ����� ���'�.����� $�����" ��� ������,
�������������� �� ���6�������� �!� ��� ���������������������� �g ��������������� ���,
���	 $!� ���!������ 8�������� ���� ��� ����'�� '������� ������������� 5��������������
���������������� #-�������� ��������� -���������!�� ������� -���������!�� ��!3���� �����,
�������%	 8� ���	 �	�9 ��� ����������� ���� �������� ����������������������� #∆pSchicht%
 ��� ��� ���������������������� �g �����������	 +����� ������ !������� ��� 7��������

:;
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����	����		 ��� ���������� �� ��� ���	��������� �������
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������	��������� ��� �����	����������� ������	
����	��	�������������� �g ��	 �
	�	�
�� ���� ���� �	� ��� � � !��
��	�������� ��
�
�����	��	��� ���� ���
��		��������������"

��	� ∆pmax �� ��������# ��� �� $�������� �� ��������������� %�����	�������� ��&'�� �	�
(�
� ��% �&���)� *��	�� 	����� ��� ������ ���	���� ��� ��	����� ��� ��� ���������	���"
��� !��
��	������ �
�� *�� +������	 ���	�	 ����� ���
��		����������������	��	# 	���� ���
�
	��	�������������� �ASF ��� ,����� ��� �ESF 
� -��� ��� 	�
����� ������	
���� �	�
������� � � ��� *����	��������� ��	 ����.	�	� -����	���	 ��		 ���	�	 ����� 
�	��������
����� �&��������� ������	������# �� ��� ���
��		����������������	� ��  ��������� ���

������	���	 ��		 ��� 
�	�������� ����� �
	�����	
�� ���&����� ������# �� ��� ������"
	
���� 
��� 
� -��� ��	 	�
����� ������	��������	 �� ���&�������� �������� /�.������
�&���� �� ���.�������� ��� ��� �
	��	������������ �g ����
����� ������ (	���� ����
����)0

• ,�� �
	��	�������������� ������
�� ��� 1����
������	
����	��	������������
�g2�mf (��� /���� � ��	 /���� , �� ���� ����) ��3���� 	��� ��� 4�������	�� �"
���� �� 5��� (��	�����)� *�� !����������������	� 	����� �
��� �����
� ��� ��� �
	"
��	������������ 
� ��� �
�� �� ����� 6.������ ��� ��� -����"��������� (-����
(789�)) ��������� �������

• *�� !����������������	� ������� �� /���� , 	����� 1
:��
������ *�� -�3���� ���
!��
��	����������������� 	���	�# 1
���� ��� ��	���� (7899
# �)# �
��� ��� -�	���#
��� ��� -:�	���� ��	 ����� ���
��		����������������	��	 �
�������	�� �
����

• -��� �����
�� !��������� ��� �
	��	������������ � ��� �
�� ��� 	���
�
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*����������� ��	 �
		��
��	 ����� �
	 !�������
����
� ��� ���� ��	�
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"
���� ���� 
� ��� /���� ; ��� ��� 1����
������	
����	��	������������ �mf ��������
*�� !����������������	� 	���� 	�
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�
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• =��	���� ��� /������ * ��� - ��3���� 	��� ��� �������
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���� ������	��"
����� ��� !��
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• �� ����� � ���� ��� ���� ��� �������� ������������ ��������	  �� !�������������"
���� ��� ��� �� ���#$ ���� ��� ������������� �� ����� ���������� %������ &������ ���
'������������ (�������	  �� ���������������� ��� ������ ������������$ ��� �������"
�)�� ��� ���� ������ �����)#��� ��� ��� ������������������� *���� ��� ���)���� ���
!����������������� ���� ������ ��+������� ������*	

• '��� ��� !����������������� ��� ������ ����������$ �� ���� ���� ,������� ��
 ����������+ +����������� ������	 -��� .������� ��� ��� /����������� ������� *��
�������� ���� �� ��� ������ ����� 0��+�����������������������0 ����$ �� ���� ���
��������������� ������� �� -������� ��1���� ��� ����� 2���������&+�� *�������
�������� (��������� ������ �(����	

!��&# ��� ������������������ ��� 3���� 456768 ���� ���� ��� ������ �������������
����������������� 9���&�+� ���  ���������������� ��� !������� �� ��� �������������"
���� /������������� ���������������� *� ����������	  ����  ���������������� ���"
������ ����� �� ��� �����������/&��� *������*���� !��������	 ���	 �	�5 *���� ������
��� -����������� ����������+� ��� ��������� ���  ���������������� �� �������������
/������������� ���������������� ��� �� ���	 �	�� ���� ������� 9���&�+� ������  ����"
����������� ����������� 4:������ �����  ��������������8$ ��� ����� ����� ,���+��;���*"
 ���������� ���������� ������	 '�������� *���� ���	 �	�� ��� �������� ��� ����"�������"
�����+���������� �� ������  ���������������� 4:������ ������  ��������������8$ ���
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−0.156· 2·H0

DC
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∆pf = g (1 − εmf ) (ρs − ρg) H0

(��� "#$)*& ∆pmax = ∆pf

[
1 + 0.206 · e0.62· 2·H0

DC

]
���� �'��

+���� "#$%$& ∆pmax = K · H0 (1 − εmf ) ρsg �
����

K = 1.2 for H0 ≤ 180mm
K = 0.72 · 101.26H0 for H0 > 180mm

+���� ��� ,� "#$�-& ∆pmax = ρsgH0 (1 − εmf ) ���� �'��

+������� �� �� "#$%�& # ∆pmax
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= 1 + 0.06
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D0
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tan γ

2

)0.6
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= 1 + 0.1
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D0

)1.3 (
tan γ

2
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Ar0.13 ����

∆pst = ρSchgH0
7.68(tan γ/2)0.2
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#�65 �
 ��������
>� ������
�� #�6* ��� ��� ���-������� ��� ���������
�����
����∆�Sch ��� ��� ��������

�	��� �Sch 	� ?������� ��� 40��������� ��� γ���273 	� ���8 
�� �� ���� ��� �����
9:�
���!���� ϕ ��� (	������!	���� ��� 5◦ �������� 4� ��� 	
� ������ ��	��	���� �
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��������� �	
�� ��������� ������������������� ∆�Sch �� ������������ ���

����������� V̇g	 �� γ���2�3  ���!�" �� γ���2�3  ������	

��������� �	
#� ��������� ������������������� ∆�Sch �� ������������ ��� ���
������������ �Sch	 �� γ���2�3  ���!�" �� γ���2�3  ������" $����� �������%����� ϕ&�◦	

��������" ���� ���� '��(���� ��� ������������ �Sch �� �(����� $����� ��� ��)������
���������������������" ��%�� �� �(����� $����� ��� ��������������������� ��� *�����������
������� +,����	 ���� ��+,� ���" ���� ��� -������������ ���� .��+� ��+������� ����" ��
���� ��(!��� /������������� ��� +������� �(����� 0���� �� ����� *����������� 1������ ��
���������	 '���+���� %��� ��� ���	 �	
# ��������" ���� ���� ��� ��)����� ����������������
���� ��� 2����(!����� ��� ������������ �� �(����� $����� ��� ������������� ����������"
%�� ����+���� ��� �(����� '�����������+ ��� -����������� ��(!���� ������������� �������	
'� ���� ���������+������ %�����" ���� ���� '��(���� ��� ������������ ������������ �� ���
������ �(����� $����� ��� ��������������������� �� ��� ������������ �������������������
+,���	

-������ %����� ��� �)������������� '��������� ��� '��*��� ��� $������ ϕ ��� �����
���%�����  2���������� ��� �����������*���� �g,in� ��+ ��� ������������������� ∆�Sch

�� ���	 �	
� ����������+� +,� ��� 2��������������� γ���2�3 �� ���! ��� �� ����� �������	
$�� ������� .�3�������  ���4� ��� /������  ����� �� ����� �������� ������+�����" ���

5�
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��������� �	
�� ������ ������������������ ∆�Sch �� ����������� ���
�������� ϕ �� �����������	 �� γ���2 3 !���"�# �Sch$%	& ��# �� γ���2 3 !�����#

�Sch$%	'( ��	

���� ������ �� ��� ���������� )��������� ����������# ���� �� �������� ϕ ��
����������� ���� ��������� *��+��� ��, �� ������������������ ���	

-�� ��������� ���� ���������� ���� �� ���	 �	

 �� *��+��� �� ���.�/���� ��,
�� ������������������ �����	 �� 0����������1� ���� ���� �������� ������ ���
����� &	%
� �	 *� ��� �� �����# ���� ���� �� ����������������������� �� ��������
�� 2�������3�� ����������	 ����� ��,3� ���� �� �������������� *�������,��
�� ������� ���3���3��# ������� ������������� 4����������������� ��������
���� ������	 ��.����� ��� �� ��� ������������������ �� �� +��������� �������
��� α���2 3�5�������	 ��� ���� ����� ������ ����# ���� �� ,���# ����� ������
�� 5������� �� �������� �� �� ��������� ��� ��1"�� 6�������� ���������
��� �� ��1"�� γ���2 3�5�������# �� �� ������� 7����������� �� �� ��������� ��
��������� ����	

*� ���� ��� ��������,����� ����# ���� �� *�������,�� �� �� +���������� ���.�
�/���# �� �	8	 �� 5����������� ρs# �� 5��������������� �s# �� 5�����������������#
�� 5���������������� ��� ���� �� 0�������� �� 5���������+��� ��� *��+��� ��,
�� ������������������ ��� ����� ��, �� 4�����/����� �� ������������� ����	

����� �������	
� �� ������
 ������������ �	���

�������	
����	�����	
�


����������	��
����	

�� +����/�������� ����������� !������ ��� ��������� ���������� ���� �� ��
2������� �� ��������� 5���� �� ��������������������	 6� ����� �� �	� ����
������ ����# �1��� ��� �������������� ����������� ������ ��� ���������
������� �� ������� ������� �� ������������� ����� 9���,�:����������������
��� �������"��� 4����4����������,�������� !44;� ���� ����������� ����������
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� ������ ������������������ ∆�Sch �� ����������� ���
���������	

���� ����	 �� ��� �������� ������������ ���� �� �������������� ����������
������ �� ���������� �������������� ��!��"� "���� �� ���� �� #������������� ��$%
�������	 &���� �� ������������ ���� �� ���������� �� ��������� ��!��%
"� ���� ��� ��������� ��������� �����'"���	 &� (�)"���� �� �� ������%
������ ���� �� $���� �'���� *+��� *�,,-..�

F (u) =

∞∫
−∞

f (t) · e−i·2·π·t·u *�	/0.

1�� ��� �2
√−1 � ��� �� 3�� ��� � ��� �� ��!��"�������	 &� �����������$��������

���� ��� iθ = cos θ + i · sin θ �� �����$��� ���������� �����

F (u) =

∞∫
−∞

f (t) [cos (2πut) − i · sin (2πut)] dt *�	/4.

�*�. ����56�� ���� ��� "������� ��$���� �� ���������� ��!��" � �� ��%
���� ��� ��� ��� ��������	 �*�. ���������� ����� �� ������ �� �������� ��� ��
��!��" � �� #�������������	 7� �� ��� ������$8���� 9:������� ���� ;���� ���
�������������� ������ �� $*�. ������� ���� ������ � ���� ��� �� �����6���

-<
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 	�������� ���������� ����� � ����������� ���	��� ����� ������
��� 
 ���������� ������������ ���	��� 	�� �� ������	�� ��� � ���������� ���	���
 ������ ���	� �� 	�� �� 	����� !"��������� �����������  ����������� 	�� 	�������
�	�� ����#��������������������� �� $%&'%( )�* �������	��� �� %������� ��� +����	�#
����� ����� 	�� ,��������� 	�� �� 	�� �����������-���� ���������	�� .�������� ������
�� ������/

F (k) =
N∑

j=1

f (j) · e(−i2π
N )(j−1)(k−1) 01�*23

�����������	��



,� 	�� !"��������� ��� !��������� 	�� �������� %��������������� ���	�� 	�� ���4#
�5����� 	�� ������������ �Sch� 	�� .��	�������� V̇g ��	 	�� .�����������-���� %g,in 6�#
�������  �� -��		5������� ������� %������������� ���� ����� 	���� ��� ������������� .�#
���� 6�� %������������ 	���������� ���	��� 	�� 	���� ����������	����� %������	�����#
���� �������������� .�������������������	�������� ��	 .�����������-����� ���������������
���	 07��������6 0188933� ��� ���:�����  ���������� 	�� �������� %��������������� 6��
������# ��	 ��������������� �������� $���6 0*2)23 ��	 +����6� 018813 	�� 	���������#
���� ;�in,ASF #.#%�# ������� 6���  ���� ��� ;�in,ASF 	�� ;�5���	����� �� .����������
��� (����� 	�� �������� ����	������� 0%��<%����� ������� ����	�������3 ��	 ���	 ����
������	�� .�������� ���������/

Rein,ASF =
vgdg,in

νg

01�183

%� ��� 	�� %������	������

Ar =
g · d3

s (ρs − ρg)

υ2
g · ρg

01�1*3

��	 . ������ ����� ������������� ������ 	��� 	�� 	�� =��������� 6�� .�����������-����
%g,in ��� %�����������������-���� %Sch ��� ;�������������� �����������

G =
Ag,in

ASch

01�113

 ����� 6����	��� ���� ���� ���  ������ 	�� .������������� ��	 ��� =����	����� 	��
������������� ,� %��� 1�>9 ��� �������� ��� 	�� ������������ ������ . �������� ���	�
=�������	��� %������ ����� ������� 	�� �������� %������������� 6�������	���� ������#
��	 ��������������� �� ;�in,ASF #.#%�# ������� 	����������� %��� 1�>? ����� �����������
��� �"������������ ;�in,ASF #.#%�# ������� ����� !����������� 	�� �������� %��������#
������ 6�������	���� %������������������� ���� ����������	������ %�������  �� '�����
*#*8 �� %��� 1�>? ���	 	�� '����� ���������� %������	������ ��	 	�� 7��6�� � ��� �
������� 	�� �������� %�������������� 	�� 6�������	���� %������������������� ����  ��
������	�� (������� ������ ��  ������� ����������	�� ���	��/

•  �� ;������� ����� 	�� 7��6�� �� �� � ��	 � ���	 	�� ;������� 	�� ���������� ����	���#
���� ��� 7�������	��� ��	 &������� ��	 ���������@���� ��������� 6�� .��������
�� 	�� �����������-�����

A?
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��������� �	
�� �������� ����� ��in,ASF ��������������  ���!������� ����� "�#�$	

• �� �������� %&������ ��� '��(�� � ��� �) � ��� �) � ��� * ��&�� � ��� �
����%������� ��� +����,������� �������� �������������� (�� (������������ �����
������������������) ��� �� ��������� ����������� &�����	 �� -�������������� ���
�������!.�� �� ������� ���� ��� ��*������ (�� "��%���� (������� ��� ���������

//
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• �� ������ ��
	� ��� ������ �� �� � ��� 	 �������
	��� ������ ���  ����� ���
��������� !
	��������! "�����������

��� ������ � �� 	 �� #��� $�%& '����� ��
	 ��� (����	��'��� ��� )���� *+,-,. ���
/����� *$00$. '�� ����� ����
	���1

• ��� ������ � ��� � ��������� ��� ������� #����������
	 ����� ���������������
2�����
	�
	�1

Rein,ASF = X0 · ReA [G (1 + Ro)]−1

G = X0

1+Ro
1√

CD·N
������

����	 
�	� �A �� ��	���
���� �� �� ��
����
�
����	������ �� ��	��������
��� � ��  �������	����� �� �� ��!�	�"�#�!��$ 
��� %0 �	 ��!	
��	
��

&		���� �! '���� "�	 '��" �()*)� ()+,� �	� -D �� .���
��	�
��/��	��

• �� 0�	�	 �� 
�����	 1�����
����	 23� �		 ���
!���
��	 #�����
�������������
!�� ��� �������	 0�
�	�����	 	���  �
��"� ��44�� �
�� ���� (���� 
���	 ��
&��"	 � �	� � ���� ��
 ����	 2���	��!�5	 ����	�6

Rein,ASF = 42.3 · ReA · G−1.979

G = 6 · 10−8 · Ar + 1.8094 bis G = 2 · 10−7 · Ar + 6.0852
����,�

• 13� �		 ��	�
��	 #����
������������� 	��� 7����� �� �� �())�� �
�� ���� �����
���	 �� 0�	�	 ���
��	 �	 &��"	  �	� 2�

Rein,ASF = 12.2 · ReA · G−0.8

G = 3 · 10−3 · Ar0.507 bis G = 1.09 · 10−3 · Ar0.507 + 4.1
����8�

• �� &��"	 � �	� � ���	�	 �	 
�����	 �����
����� �	� ���
!���
��	
#�����
������ !�� �	! 0�
�	��	� 	��� '��" �()9*� �
�� ���� (�����

Rein,ASF = 12.2 · ReA · G−0.8

G = 0.7 · 10−3 · Ar0.443 + 1.1 bis G = 3.9 · 10−3 · Ar0.443 ����9�

:	 ;���� ��) 
�	� �� 03�������
����� �� ��2�23���	 0�����	�	 ����
����� ��
��!�����	� �
 
�����	 �����
�����
 �!<������ �� �����23���	� �	 �	� �

��	
 ���


 =���� �	 "�
����		 ���������	
�������		 �	� �
� "�	 >����� �� ��
��
���� �
 ����!��	 �������
 23� �	 =�����	  ���

� �� ����	�

 �� $����
!	���	 ?
��!!�	� �
 
�����	 �����
�����
 �� ��� �	��
����	 #�����
������
���	 �	 ��
 ��	 ����� �in,ASF �0����������!! �	������� ������� ����� >��
����� !�� �	��	 ���������	
�������		 �	�
���� ���	 �<			�

9*
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���������� ������� 	�� ���� 	�� ���� 	�� ����

������������������� �s �� ��� ���!� ��"����� ��"�����
�������������� ρs �#�3  ��������� !������� �� !������� ��
$������������� $� % &��·!�3������·!�7 ���·!�3������·!�7 ���·!�3������·!�7

'�����������(�� )0 �� % !�����"�� !�����"��
	�������� ρg �#�3 !�� !�� !��
���� 	��*���+���,� νg �2#� !�� ·!�−6 !�� ·!�−6 !�� ·!�−6

	�����������-,��� $g,in ��2 ���·!�−4���!&·!�−4 ���·!�−4���!&·!�−4 %
	���������������������� .0 �� % % !��

�����������		� ��
�������

.�� ������������������ .����/������+��� ��� 	��/���� 0����� ��� ��� )+��1��2����%
3���+� 
��� ��� 4��������*��� *+� !� 3������� ��� ����� 5��2���� *+� !����)� �����������
6� $��� ��"� ��� ��� ������������� 7�������� 
��� ��� ������1
���� 8�������/������
��1������ �� ��� ������ �� ��������� ���� ���� ��� &�� .�����/������ ��1��+����
��� ����� $�0����� ��� 5+���������9�� ��1 ����+�����,� ���������� 0������ 5+����

$������� ��"�� :+�/������ 8�������
���������

0��� ��� 8+������0���� ��� ��������� ��� �������� $��������������� �� ����/��� *+�

�&
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��� �� �����	 γ
��23 ��� ����� ���������� ϕ ��� �◦ ��g,in������2� ���������� �� ����
�� ! �	� "�� #���$�% "�	 &'��'��"��'������	��	 ��� "�� ���$����� #��	�'�	($�$������ "$�

��	������ ��� )����� � ��	 �� 	����� %*� "�� +$	"��'�	��,�- ��� "���� ��� ���'�	(������
$�%��,��'���� ��" "�� .������$�$�/	� �����,���� ���"�� ���� �� 0 ��" ���� �� 1 ,�����

�����"��� �� !2 #���$�% "�	 &'��'��"��'������	��	� ��� �� γ
��23 ������- ϕ��◦�

3�����	 "�� "����������� &'��'��"��'������	� ������� 4��� "�� ��$��$���� %*� "��� ���
��	��	$�� ,��� ����		���� &����"��- "$ '�$�$�����	��	'�� &'��$������� 	� "�����'���
���$��� ���"�� �5����� �� "�� ������� 4����� "�� ��$��$��� 	��" "�� 6������		� "��
.������$��$/	� $� "�� ���'�	(������ ��,�����

��	 ���� �� 0$ ��	 " �	� ,� ��������- "$		 "�� ���'�	'��$������� ��'�� ���������� 	��"
��" �����	'���"��'�� ��(����"�� $�%���	��� ��� 7��"��	���� �� ���� ����$� ,����� ������	
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7�� 6��5���� "�	 +$	"��'�	$�,�	 $�% 1����38� ����� �� 0�� ����� ���� =�$���$���� #��

��"����� "�	 ���'�����$�%�	 $�%� ��� ���'�	'��$������� 	��" ��� 	��� ���������� ��"
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 ���� ����� �����������	 ���/'������� 6�/���������� '���
1(-2������������ ������� $������������ ��������������� ������ �� /�������� 7�$���� �
$����������	
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������ ������ ��� ���	 ����� ��	���	����������� �	������ ��� ��	�
�������� ������ ���� ����� �	������ ��� ���� �	������  ������	����� !����� ���	
���� ������"� ��������� ��������� #$	 ��� �"���� �����	����� ������	 %��	�����&
�	������� ��� ���� � '�	���& ���	 
�	����������� ��	�����$�	� ��	��� ��� �� �� ��&
��������	 ��������� ��� ��������� (�	���� )���� *��&��	�����&'��������	�����
��	�����&��	�����&'��������	����� ����+ �� ��	������ ,����	 ��� ��� -������ $��	
��� ���	 ������"� '��������	���� � �� �����	�� #������.������� ��� ��	��
�� �� ����	� ���� #�	�������	����� �� ����� �� ��	����� �� ����������� ��� ���������&
����	 *	������ �"��� ��������	� �� �/�� '�� � -������ 0�1�1 ��	���� �	���� ��	���
��	�� ��	 %�������	�� �� %��	�������	/���� ��	�	����� ����	��� �� -������&
%������ �������� 2 ������ -������ ��	�� � !�#&-������&%�������	��� �
��	 ���	������ �	���������� 
�	���������� �� �����	������ 
�����	�&����� 3#,456�
7�13 �	������	�� *	��������� 8��� �����	  	���� ��� ��� �� #������������	����� ��� ��&
�� ������� *����	������ �� 	���������� ��� �/����� ����������� ���� ��	�� 5�&
9��������	� ��� ���� ���  ���������� ��	 ��	����� � ��	 *�������� ��� *��&��	�����&
'���	������������ ��	 5�9��� ��� ��������������:����� �ss ���	 ���� ��	 5�9���
���  ������ ��	 �	����	� �����	���	 θ )�����	����� ���	 ��	����� ��.�	������+ ���
���  �������� ��� #����������������	 ���	������ 
������	�� ��	����������	�������	&
������� �� ���	����	�������� �	����������� ��	 *������� $��	 ��	 
������� ������
��	���� *������� ��	 �"��	�������� 4��	������� ��� �������  	�������	����� �
-������ 1�;�1 ��	�� ��	�� ��� �����	��	�� �� �������� �	��������	� ��	�������
'����	�� ��	�� ��	������ *����������������	������� ��	 �����	�� #������.�����
� ��	��������  ���	����/�� ��� 5	������� �� �2(&%������ ��	�������  �
5�� ������ -������� ��	�� 5	������� ���	 �	������������ 
�������� ��	 ���	&
������ �	���������� 
�	��������������	����� �	������	�� �� �� 5�9��� ��	 �	����
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��	 ���������	����� �� ������ ���
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• ��� *������� )���	 4�����������+ ��
• ��� �����	�� #������.����� )γ& �2=3&��	����� )�	�>++�
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�	 ����������� �������� 
�	 ����
���� 	� �������� ���� ��	� �� 	� ��� 	
���������� ���
������� ����� ������
��������� �� ����� �� ���	 !���������� 	� "�
�	������������ 
�	 	� #�	��$������
�
������������

����� �� % !���������� 	� #�	��$������ 
�	 	� "�
�	�������������

&�����
�� !����� ���

����������� �Sch ��  �'
(
���������)� *0 ��  +'
�������	
������� 	s ��  �,+
�������	���� ρs ��-�3  '.'
����	��	������
�� /�� 	s �� '�'.0
��������$��������� ψ � '�10
(����
�������2���� ss 3�����4
� 
� �� 35''066 7�8 '�9���'�,+
������	����� �� 7�8  �,5· '5

:�	����;�����<������ � =
����� (��
�������� φ ◦ �'
"�
�	���������	�
� � >
��

:��	
������� V̇g �3-�  .5
:����$���
� θg

◦? 5+
:��	���� ρg ��-�3  � 0
���� :��/��������� νg �2-�  +�,· '−6

����� ���������	
����

=� &������
�� /�� #��$�������)�
��� ��� ���� /)���� 	
���	�����	 ;�����
�
�������� 	� ����	
�� 	� ;���$�� 	� �����/��
������� ε� =�� �	
��@
	��� 	� �
�� ���� ����� �� ��� ��������� !���� ���� �����  3�	�  ''A6
������ �
���

n∑
q=1

εq = 1 3�� 6

�� :����
�� �� ��� B 	�� �������	�� 3BC� ��� 	� "������ 
�	 BC� ��� 	� :��$���6�
�� ;�����

������� �� ">D!E� 9�5 ��	� �
� 	� !�����
��������
��� ��� #���@
��$
�� 
�	 !���� ��)��� =�� !�����
��������
��� �)��� ��� F���������
��
	� F��
����������� E�/���������:����
��� ��� ����������	 ;�����
� ����
��� ��	�� =� �� 	� ��� 	
���������� ���
������� ����� 
�	 �����������
/������������ ��	�@ ����� 	� !���������
��������
�� ���
�� =� ������� #���
�������
��������
�� 3;�����
����������
��6 ��� �� ������ ���� B ��
��%

∂

∂t
(εqρq) + ∇ · (εqρq�vq) = 0 3��56
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������ ��� ρq ��� ��	
�� ��� vq ��� ���	
��������� ��� �
��� �� ��� ����	���	
������ ���
�������������� ���� ��� ��� ��	
��� ����� ������ ����	
��� ��� �������������	
����
ṁpq ���
�� ��� ��� �������������� !��	
�� ��� ����������� �
���� " ��� � ����
������

��� #�"�����
�����������	
��� ��� ��� �
��� � ������$

∂

∂t
(εqρqv̄q)+∇· (εqρq�vq�vq) = −εq∇p+∇·τ q +

n∑
p=1

�Rpq +εqρq

(
�Fq + �Flift,q + �Fvm,q

)
%&�&'

#� ������ ����	
��� ���� (q �)����� *����� %!��� ��� +����!��
��������� (g' (lift,q ,��-
������������ ��� (vm,q ��������� ������������� ����� ,��������- ��� ���������� ������-
������ ���� ."������ �� (/0+12 ��� ��� ��� 
��� ���	
����
���� �������������� 3���	

����� 4���� �"������ 4pq ��� ���� �
����-5�	
��������������� ��� ��� �� (�������� ��	

�������� 5�����
�� ��� " ��� ���	� ����� ����������� �
���� ��� τ q ��� �"�������������
��� �
��� � ��� �� ����� ����	
��� ���$

τ q = εqµq

(∇�vq + ∇�vT
q

)
+ εq

(
λq − 2

3
µq

)
∇ · �vqI %&�6'

����� ���� µq ��� �	
��- ��� λq ��� *������������� ��� �
��� �� ��� #�"�����
�����������-
	
��� &�& ���� ��� ��� ���������� (������������� ��� ��� �
����-5�	
���������������
�Rpq ���7�� ������ ����� 
���� ��� (������� �� ��� 4������ ��� ���	� ���� ��� *�-

����� ��� (/0+12 ����	
��� ����� 5�	
��������������� ���	
 ����� �����	
�� 5�	
-
��������������$

n∑
p=1

�Rpq =
n∑

p=1

Kpq (�vp − �vq) %&�8'

#� ������ ����	
��� ������ *pq ��� #�"����������	
���9!������ ��� ��� %vp-vq' ��� ���
�	
��"����	
��������� !��	
�� ��� �
�����

�����������	 
�� ������������������ �pq

(�� ��� ���������� ���������	
�� (���������������������� ��� �� ��� ������������� �����-
���� ��� 5�	
����������� %#�"����������	
���9!������ *pq' ���
� �����
��� ��� ��-
��������� �
���� ��� ��	
 !��	
�� ������ ��� ���������� *������������ !� ���	
�������
��� ��� ������������ ��� (�����:����� ��� 
��� �������	
��� ����
��	
�	
� ��� �� ��-
�������� ��� ���;�� 5�	
������� ��� "�������� ���-��������-5���������������� !�� ��-
�	
������� ��� ���-(�������-,������	
���9!������ *gs !� <���� �� ��� (����������� ��
��� ����
�!��� ���	
 ��� *���������� ��� ����� ��� ��� �������� �� ����� =��	
��-
������ ������ ���� ,����������� ��� ���� ��������� ���	
������� ��� ��������-��������-
,������	
���9!������ ��� ���;�� ���������� #� ��� ����
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� ���� ���������� 4�-
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���� �������� 	
� �
������ ����� ��� �� ��� ������������� ��� ��� ���
������ ���
��������������� ������� ����� ����� ��� ����� ����
������� ���������� ��� 	���
��������� �
�������
��� ��� ���  ��!��������"������������
�#������� �gs �
����
�����$ �
����� ������ ����� ����������
����� ������������ 	
��������% ��� ��� &����
����
� ���� ����������� ���������
������ �� ��� ���� ����������� &����������� ���
'�������� �����$

• (� &������� ��� )������ *+,-./�����������
���� �� �� ������ 0
���� ���
����� ���  �������� ��� 1������������ ��� &�������������� �� ���� ���������
��� ����������$ (��  ��!��������'�������
�#����� �gs ���� ��� �
��� ���������2

Kgs =
εsρsf

τs

*-$3/

"� �����  �������� �� � ��� ���������������
�% ��� ���� �
������� �
���� �������
��� ����2

f =
CDRe

24
*-$4/

5D �� ��� ����������
�#����� ��� �� �� '����������� 	
� ��� 6�7�
������ ���
�
��� ��8�����2

CD =

{
24

(
1 + 0.15Re0.687

)
/Re Re ≤ 1000

0.44 Re > 1000
*-$9/

(�� 6�7�
������ 6� ���� ��� �
��� ���������2

Re =
ρgds |�vs − �vg|

µg

*-$,/

τs ��  �$ -$3 ����� ��� 
 �������� :!��������6���;���
�����: ��� ��� ���� �����
�
������ �
�������
� ���������2

τs =
ρsd

2
s

18µg

*-$+</

• (� ��� ��� =� *+,33/�����������
���� ���� ��� ���������������� &���������
��������� ����
��
���������
� ����
����% ��� ���� ��� >��� �� ��� &������
�� ��
8���� ���$ (��  ��!��������'�������
�#����� �gs ���� ��� �
��� ���������2

Kgs =
3

4
CD

εsεgρg |�vs − �vg|
ds

*-$++/

�
��� 5D ��� �
��� ��8����� ��2

CD =
24

εgRes

[
1 + 0.15 (εgRes)

0.687] *-$+?/
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• ��� �������� 	
 �
 ���������������������� ��� ���� ��� ��� ����������� ����
�������������������������� �� ��� ���������� ������������������������ ����	�����
�����������
  � ��� ���� !���������� ��� ��� 	�� "	 ��##��������������������
	�� ���  �$	� ��%���������	�$
 &'� $����$� ����� ��� ���������(��	����������
�εs)*
�� ���� ��� �������������+	���	������,����� ���� ��� ��� 	�� "	 ��##��
-����� ���������.

Kgs =
3

4
CD

εsεgρg |�vs − �vg|
ds

ε−2.65
g �/
�/�

��� ��������������,����� 0D �� ��� 	�� "	 ��##��-����� ��� $��12 ��
 /
�� ���
3�����
 &'� ���� ����� ��� ���������(��	���������� �εs4*
�� ���� ���  �$	� ��%���
������	�$ �	� 5������	�$ ��� �������������+	���	������,������� ���������.

Kgs = 150
ε2

sµg

(1 − εs) d2
s

+ 1.75
εsρg |�vs − �vg|

ds

�/
�6�

���  �$	� ��%���������	�$ ������� �	� �7������������� ����� ��� ��	������	����
'��� ����� $�������� &��������� ��������� �	� ������������� ���������


����� / �	�$��'����� ������������������������������� ���� �� &89 :; ������� �������
$��������
 ��� �	� ���$����� -������ �	���� �	��� +�����	�$ ��� �� $�������� <9���
��3��� &	�������< �9�&� �	��� ���� �����3���� 0����$�������	�$ �� &89 :; ������
�������
 ��� 0���� ���� �� +����$ 5
� �	�$��'���


• ��� �������������+	���	������,����� !gs 	�� ��� ������������	������ � �� 0����
	
 �
 ��=>������������������� ������ $���	 ��� �� ?������� 	�� :�	���� ��/%��
����������������� ���������
 @	� 5������	�$ ��� ��������������,������� 0D

������ A����� �� 0���� 	
 �
 ��=>������������������� ���� ������������ !�����
�������� �� +��1�$�$���� ��� ��� B�C��������� B� ���������


CD = 3/16 + 24/Re Re ≤ 0.01
CD = 24/Re

[
1 + 0.1315Re0.82−0.05w

]
0.01 < Re ≤ 20

CD = 24/Re
[
1 + 0.1935Re0.6305

]
20 < Re ≤ 260

log10 CD = 1.6435 − 1.242w + 0.1558w2 260 < Re ≤ 1, 500
log10 CD = −2.4571 + 2.558w − 0.929w2 + 0.1049w3 1, 500 < Re ≤ 12, 000
log10 CD = −1.9181 + 0.6370w + 0.063w2 12, 000 < Re ≤ 44, 000
log10 CD = −4.3390 + 1.5809w − 0.1546w2 44, 000 < Re ≤ 338, 000
CD = 29.78 − 5.3w 338, 000 < Re ≤ 400, 000
CD = −0.49 + 0.1w 400, 000 < Re ≤ 1000, 000
CD = 0.19 − 8 · 104/Re Re > 1000, 000
wobei w = log10 Re

�/
�%�
��� <���������B���7����������< 	�� ��� B�C��������� ������ ��������� ��� �� ?�������
	�� :�	���� ��/%������������������� ���������
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• ��� ���� ��	 
��� ��������	������	���	��� ���	� ��� ����	���� ��� ��������
���������� ����������� ��������! ����� 	���"������������  ����������������" ���
	�� #������$ 	��� 	��  ��%�����&�	�������� ��	 	�� '������� ���&�� (����"� "���
��������� ���	�� "%����$ ��� �� )*(��������� ����� 	�� +��� ���!  � &�������� ����
��	 
��� ����� 	���� ,�����"$ �� �*�"���� ����� 	�� ��	������	�"���� �� ��������$
������ ���� -��(�������- ������������� �.� ����� 	�/������  0����� �&�������� ����
	��! ��� ���� ��	 
��� ��������	������	���	��� &������ ���� ����������� ���
���������� 	�� ����1����"�����	������	�"��2������� �gs �� 3&�4����"��� ��� 	��
5�0���	�����6

Kgs =
18µgε2

g(1−εg)

d2
s

(
F0 (εs) + 1

4
F1 (εs) Re2

s

)
Re < 40

Kgs =
18µgε2

g(1−εg)

d2
s

(
F0 (εs) + 1

2
F3 (εs) Res

)
Re > 40

7!�8�

��� 	�������������� ���2������� +0$ +1 ��	 +3 ���	�� ��� ����� &��������6

F0 (εs) =

{
1+3(0.5εs)

0.5+ 135
64

εs ln(εs)+17.14εs

1+0.681εs−8.48ε2
s+8.16ε3

s
εs < 0.4

10εs

(1−εs)
3 εs ≥ 0.4

F1 (εs) = 0.110 + 0.00051e11.6εs

F3 (εs) = 0.0673 + 0.212εs + 0.0232
(1−εs)

5

7!�9�

��� :������� 	����� ����1����"�����	������	��	���� ��� ���� ���"� ���"��������4� &��
5�0���	������� �� 	�� ���� ;�! ��������� ��� 	�� �.����"����&������ ��� 5�0���	��
������ &�� ��*���� ��� &�������$ ��� �� ���������������  ��������������&������
�.���� "%����!

• ��� ����1����"���3��������"��2����� �gs ���	 �� ��� 	�� 
��� �! �! ���<��
��	������	���	��� ��� ����� &��������6

Kgs =
18µgε

2
g (1 − εg)

d2
s

(F0 (εs) + F1 (εs) Res) 7!�=�

��&�� 	�� 	�������������� ���2������� +0 ��	 +1 ��� ����� 	�/����� ���	6

F0 (εs) = 10 εs

(1−εs)
2 + (1 − εs)

2 (
1 + 1.5

√
εs

)
F1 (εs) = 0.48+1.9εs

18(1−εs)
2

7!�>�

������ ����1����"�����	������	���	��� ��� �.���� .&�� 	�� �������� 5�0���	�����
���&������ &�� 5�?���� ���� 	�� ���"��������4� �� ���� ��	 
��� ������'�	���!
��� ��� 	�� 
��� �! �! ���<����	������	���	��� ���	� �.� 	�� +��� ����� ������
����� +��	�� ��� 1����"��� ����� �������4��� @�����	 �.� ������� 5�0���	�������
�&��������! ���� "%���� �� ��������������� ���������������&������ �.����$ 	� 	��
(����"��&���	��� ������%���� �� 	�� ���� ������������  ������������ ���������4�
���! ��������� ���	�� 	�� 1����"��� �� 	��  ��������� 	���� 	�� +���	����������� &��
���������� ��	 �������� ����� ����"�$ ���������4�� �����������"����� &�� ���� �����
5�0���	�������!
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• �������� �� �� �	

�� ����� ��� ��������������������������� ��� �������� ���
���������������������������� ��� !����� ������� �� ��� "��� ��� #� �	

$��
%��� ��� �� ������ ��� ����� &�������� ����� ��� '���� &������ ����� ��� �� ����
�(� ����� ��)*���� ������� ��� +�,��������� �(���� -� ��������� ��� ��� ���
#��� �� �� �	

.����������������� !� ���� ��� �������� �� +��� &������� !���
�� ��� �������� �� ������ /� ���� ��������� �����!��������� �� ���� !��(���
��� +������� ����&�� �� ���� ���� ��� ���������� �� ���� ��������� "��0��������
����� ��� &���������� �,���� &�!����� /������ "��������� �(� ��� ������������
1�����������2������� "gs !���� ����������3

Kgs =
18µgε

2
g (1 − εg)

d2
s

F0 �4�	
�

!�&�� /0 ������� /��� ���3

F0 = 10 εs

(1−εs)
2 + (1 − εs)

2 (
1 + 1.5

√
εs

)
+ 0.413Res

24(1−εs)
2

·
[

(1−εs)
−1+3εs(1−εs)+8.4Re−0.343

s

1+103εsRe−(1+4εs)/2

] �4�	$�

5� ��� 5����������� �!������ ��� ������(����� ����������������������������� ��
������������� ��� �� 1&&� 4�$ ��� 6����� ��� ��������������2������� ��� �� 1&&� 4�	
��� 6����� ��� ������������1�����������2������� "gs 7�!��� �� 1&�8�������� ��� ���
+�,������� �(� ����� ���������� ��������6���������� εs9
�	 ������������ -� 1&&� 4�$
��� �&����� ��� :�������������������������: !���� ��� ��;;� ��� ���;���� �$<=
�
��� %�������� ��� �����������!����������� ��� ���� "��� �� �������8��� ��!����� ���
$> ������������� /����������;;�� �������������� !����� 1�� 1&&� 4�$ ���� ������ 
���� ��� 5����������� �� ��������������2������� ��� ������������� ����������������
���� ������ ����� '�� �����;�! �� �� �$<<	� ��� ��� ������ ��� ?������ �$<4.��%���
������ �(� +�,��������� ��)*�� $


 ����� ���������� ���� ��� 
�== �(� ��� ���
������������2������� ��� '��� ������� �� 6������� ��� ������������������������� ���
��;;� ��� ���;���� �$<=
� &�� �� +�,��������� ��� $

 


 ���� ���� 1��8������ 
7����� ������ �� �������&������ ������� �+�@$

 


� ���*� 1&!��������� ���� '��
A��� �� �� �$<�B��%��� ����� ���� ������ ;������� C&������������� ��� ��� ���������
���������������� (&�� ��� �������� ������� ��� +�,������� !������ &��� �,���
��� D:����� �$<B<��%��� ��)*��� 1&!��������� �� &��&������ �����
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�8�������� ��� ��� +�,������� +� ������ 1&&� 4�	� ���� �������� 5����������� �!������
��� �������� ����������������� �� ��������� E� !��� ����� ��!����� ���� ���� ���
������������� /����������������� �� 1&�8�������� ��� ���������������������������
�������� !������
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��� ��������	��������	
���������������� �ss ���� �� ��� ���� ������������� ������	
������ ���� ��� ������������ ��� ������� �� !"# $������$��%

Kss =
3 (1 + ess)

(
π
2

+ Cfr,ss
π2

8

)
εsρsεgρg (2ds)

2 g0,ss

2π (ρgd3
s + ρsd3

s)
|�vg − �vs| �&'((#


$$������ &'&%
)�������������� ���

*���������������������� �ss ��
+�������	���,�������'

-� ������ .������� ���� �ss ��� *�����������������	
���/ ��� ��� 0�����������1����� $�� ����	������� �����	
�������������2,�� $����������� ��� 3fr,ss ��� *��	
$������������� ������� ��� ���������' -� 4�����
���� �������� ��� *�������������������� �� +�������	
���,������� $�����������' ��� ����������� *������	
�������������� ���� ���� $����������� ������ 
$$'
&'&#' �0,ss ��� ��� �� �������� 5*������ )����������	
��������5 ��� ������ ����� ��������������� ���/ ���
��� 6��������������� ��� ������������������� ����	
7�����/ ���� ��� ��� �������81���� ���������' -� ���
9�������� ���� ����������� �������������� ��� �����
�� 7����/ ��$�� �� ��� ���� ������������� ���������	
��� ��� .������� ��� :���� �' �' �� !;# ���������
����%

g0,ss =

[
1 −

(
εs

εs,max

) 1
3

]−1

�&'(&#

<��� ��� ���� ���=���/ ���� ��� ��>����� ������������ εs,max �� ��� ���������	��
�

�� ��� �����	�

��� ���������� 	��
��� �������� ����������

�� ��	����� ����� ��������������������� ����� ������������� ���� ��� �
�������������
��������� ��� ���������  ������!����� ����� "�������# ��� $��	�����������������������
��
������� %� ��� ������� &�� 	��'�� ��������	( ��� ������	�� ��� ��������)��� ����� ��
��� ���������	�� �� ������������	��� ��  $*%+, ���� ������� 	������	���� -�������#
	�� ��� .���������� ,������ 	��������� /��0
��	�� �.,-/� ����	������ 1���� ,������
��� ���� 2����	�� ��� ����������� ,������ 
���������� -��� ���� 3���
�� ��� 3�����	
�456�� ��� ���������� ��� 2��)�	�	���� ��� ������� ��������������������� ��� ��� �����#
���7����������	���������	���� &�� ��� ������	������ "���������	����������� 1�� *����#
������ �������� ��� ����������� -��������� ��� ��� .,-/ ���( ���� �� ��� .,-/ ��� 1����#
������ &�� �����������  ���������������	�� ���	���� &�� �����#������� �������������������
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����� �����	
�	��� ����������� ��
������	���
��
 ����� ��� ��������� ���
������	������
������
 �vs ���� �� ����� ������� ����
��	�����������
	��
��� �us ��� �� ����� ���������
����������	��	�����������
	��
��� �Cs ������
�

�vs = �us + �Cs � �!"#

$� ���������� ��
 ��� ��������� ���
������������ ��� ������ ��� ��%��
��� ��� 
������
�&����	���� '������
�� �� ����� (�	 �� ��� ���		�	���� (�	
������ ���� �� ��� )'(�
���� �	�����'������
�� θ ��%����
* ��� ��	 +��������� '������
��+ ���������
 �����

θ =
1

3

{
�Cs · �Cs

}
� �!,#

���	� �	
 ��� -�. �� ��� ����������	��	�����������
 ��� ���
�����* ����� ��� )�������
�� (��  �!, ��� -�

����� ��	 /�	������	 �����
���

$� ���	�� '������ �0���� ���
���������	���
	��0.�� �-�		� �* $����	 ��� ���������
1������� �2s ��� ����
�	��� 3������ ��� ��������� 1������� 45!�22

s# 6�� ��� ���
��
���� ����� ���� -������	��� 
���	���
���
 �������

• 3����	��
	 �0���� ��� ���
���� ���	� 3����	���
�� ����� ���� ���� 1������� 
���	�
���
������ ��� -����������� ���	�	 '���	���
�������	��	 �������
 ��� (�	������
������
	6��
������ f ��� ����6�������� ���
����� ��� ����	���������� /����� 6�� ����

���� ��� 7��
����
 t �� ������� dr �� ��� ��	�
��� r ��
 ����� (�	�����������

���	���� c ��� dc ���� ����� ��� '��� f(c, r; t)drdc ��	�������
� ����
 	��� ���
/����� ��� ���
���� �� ������� ��� ��� ����

��
� ���
���������	���
 φ �������
������

n =

∫
(c, r; t) dc � �!8#

φ̄ =
1

n

∫
φ (c, r; t) dc � �!9#

• /������	��
	 �0���� ��� ���
���������	���
�� ����� ���
���������	����� ���
��
���	�
���
���
 ������� ���	�� '���	���
�������	��	 ���� ����� ���������� ��� 	� ���
����
�� ����6��
������	���
��� ��	��������� ���� ���� ��� :���	������������
 ���
������
* ��		 ���� ���
���� ��� 7��
����
 t �� ��� ������� dr1 ��� dr1 ���
����

�� ��� ����
�� r1 ��� r2 ��
 ��� (�	�����������
�� ���	���� c1 ��� c1 + dc1 ���
c2 ��� c1 + dc2 ������������ /�	 3������	 ���� ��� ������
� +1��
������$�
������
��;����
����(��������+ �����
��� <�� ��
�������
��� /�	�������� ���� �� =�����
���� �� �� �4>>8# 6�����	���

:��� ��� 1��
������$�
��������;����
����(�������� ��
 ����� ���
���������	���
	��0.� φ
���
��������
 ��� ���� ���� �0������� (�	�����������
�� ��
������
* 	� �	
 ��	 3������	 ���
���������� -�?����+	��� '���	���
���������� ���	� ��	������
 ��� '���	���
 ����� ����
�

��
�� ���
���������	���
	��0.� φ̄ ����� )���
��� ��� )����	���	
���	���
�������	����
:�� ����� ���� ��� (���	��� �4>>@# �����	
����
 �����* �����
 ��� ����� ���	
�
��

��� 6�� φA� �� ��� -�?����+	���� '���	���
��������� ��� -�		�����
����
�
	���������
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��� ������	
��	 ���������	����� �� ������ ���

��� ��������	��� ����	 φ
�� ��� �������	������������	���� ������ ���� ����	 ����
��������� ��� ��������	�� ������� ��� ���������� ���������������� φ
���� 2 ���� ��	���
����������	��� �!� ��� ��������� "��������� θ 	���������� ������#

3

2

[
∂

∂t
(ρsεsθs) + ∇ · (ρsεs�vsθs)

]
=

(
−psI + τ s

)
: ∇�vs + ∇ · (kθs∇θs) − γθs + φgs $%��&'

(�� ���� "���� ��� ��� ������ ����� ��� )����	��� �������������� ��� *����������� �����

��� +��,������ ,�� ��������	�� -�������������������
(
−psI + τ s

)
: ∇�vs ����	����� ���

���������� ,�� ��������	�� -������������������ ����	 ����,������� (������������ ��� )��
��	����������������� ��� kθs∇θs ���	� �!� ��� (�.����� ��������	�� �������� γθs ����	�����
��� (���������� ,�� ��������	�� -������������������ �������� ,�� ������������������� ���
φgs ����	����� ��� ���������������	 �����	�� ��� )��� ��� ���������	���� (�� +��������
,���� ��� -������������������ ��� ������������ �	��� kθs ���� �� ��� 	��� ����	���!	����
������������ ����	 ��� -����� ,�� )������� �� �� $�//�' ����	������#

kθs =
150ρsds

√
θsπ

384 (1 + ess)

[
1 +

6

5
εsg0,ss (1 + ess)

]2

+ 2ρsε
2
sds (1 + ess) g0,ss

√
θs

π
$%��/'

(�� ������������������ γθs �������� ,�� ������������������� ���� ����	 ��� *������� ,��
0�� �� �� $�/&1' �������������#

γθs =
12 (1 − e2

ss) g0,ss

ds

√
π

ρsε
2
sθ

3/2
s $%�%2'

��� ��� "������� ,�� ��������	�� ������� ��� ���������� ��	��������� ��� �������������
���� ,�� ��� -������.�	��� � ��� )���	��� � ���� ����	 �������� )����	��� ����	������#

φgs = −3Kgsθs $%�%�'

3� 4����	���������������� �����������5 ��� �� �� ��!	���� 6�������� ,�� -03�7" ���
������	 �8����	5 ����� ����������	�� *����� �!� ��� ��������� "��������� θ ����� 6�����	�
��������� ,�� +��,������ ��� (�.����� ����������� ����� �� �� $�221�' ������ 9����	
��� �	��� 3�������	����� ����� ��������������� :�������	��	� ����� *�������� �����
+��������6�����������;������ ��� ����� +")��;������ 	�����5 ���� ��� 6�����	���������
,�� *�����������5 (�.����� ��� +��,������ ,�� ���������� ������� �� ����� �����������
��	�� ��������������� :�����,��	����� �!	��� � ��� 	��� ,���������� -03�7"�6������
<�� ��� ����	� ��� ����������	� ��� ���	 ��� ��������� ��������� (�.�������������	����������
,���!����� ���� ������ ����� 6�������� ������ *������� ���� �� ������ *����� �����������5
�� ��� ���=��� ��� ��.���,�� ��� ���,����,�� ���������������� ��� ��� *��������� ���
-������������������ �� ��� ����	���	��	� �� ��������	���

����� �� ��� ��	
��	�� ��	�	��
��	�

� ���������� ���8������5 �� ��� -������.,������������ �����	��� ��� ��>���� �8����
�	�� :����� �����5 ���� ��� �� ��������� -������.����� �s �����	��� ��� �!� ��� (��������
������� ∇ps �� ��� -������?�������	������������	��� ,��������� (����� -������.�����

&/
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�������	��
��

����� ���� ��� ��	�
 �����	 ��	�������	 	���� �	� ��	�
 ������	 	���� ����

�	� ���
��� ����������������	�	 ���������������

ps = εsρsθs + 2ρs (1 + ess) ε2
sg0,ssθs ������

��� ������ ���	 ������� �����	� ������ ��� θ ���������	�� ��� ���������	  ����	��	����!
����	� ��� ���������

����������	�
�� ��� �����������

"�� #������$! �������		�	����	��� �	����� ���  ����! �	� %��	&����������	� ��� ��� ��	
�	��������������	 '
������������� ����� (��	������	 �µs,kin� �	� %�������	 �µs,col� ���!
&������	� ��������	 ���	������ ������ ��	�	 )����	���	���� �µs,fr�� ��� &����!����������
*�����	�� ��������������� ��� ���
 +�������	 ��� 
�,�
���	 �����	����
��� ��� ������!
��	 #������$����� ��������	� ��� ���� 	����� �����	 ������& ����������-

µs = µs,col + µs,kin + µs,fr ������

"�� %�������	��	���� �µs,col� ���� 	��� �����	��� #��
�� ������	��-

µs,col =
4

5
εsρsdsg0,ss (1 + ess)

(
θs

π

)1/2

����.�

�	� ��� ��	������� 	���� ���� ����� ��	 ������� &�	 /������� �� �� �011�� ����������	-

µs,kin =
10ρsds

√
θsπ

96εs (1 + ess) g0,ss

[
1 +

5

4
g0,ssεs (1 + ess)

]2

����2�

"�� )����	���	���� µs,fr �)����	��&����������
������ ���� �	 ��	 ���� �������������	
 �
������	�	 ����� ��� /������	� &�	  ����$�� �0134� ������	��-

µs,fr =
ps sin φ

2
√

I2D

����5�

'	 ������ /������	� ��� φ ��� �		��� )����	����	��� �	� '2D ��� ������ '	&����	�� ���
&���	��������	 (���� ���  ��		�	����	�����
"�� ���	����� %��	&��������� λs �������������� ��� ��������	����������� ��� ��������	

����� ����	���� %�
�������	 �	� +	����		�	�� '	 ��	  �
������	�	 ����� ��� /���!
���	� &�	 6�	 �� �� �013.� ��� 7�����	�	� ��� ���	�����	 %��	&��������� &����	���-

λs =
4

3
εsρsdsg0,ss (1 + ess)

(
θs

π

)1/2

����4�

'	 ��� ��	 �	��� ��	�� ��0�0 �����������	 /������	��	 ��� �	������ ��� )���������	�!
���8���	� �ss ���� ��� �		��� )����	����	��� φ �	������	� 7����� ��	� �
�������� %���!
9���	��	 �	� 
����	 ��� �,����
�	�����
 ���� �����

� �����	� �� ��� 6�������� ���
����		�� ���� ��	� :���	����	� ������ ����� �� �	��������������	 #����������	����������	
��� %�	��	��
!;���������	��	 &�	 ������! �	�  ������������ ������� ���� "������ ����
�	 ������ ����� ��	�  ����� �	��� :�������	 ��� )���������	����8���	��	 �ss �����	������
�
 ��	 +�	<��� �����	 ��� ��� #�����=	�
�� ���  ��������������������� �� �	��������	�

1>



��� ������	
��	 ���������	����� �� ������ ���

�����������	 ��� 
��������

�� ��� ������ ��	 �
	�
���� ���������������������
�� 
� ��	 �����	� �����
��������	��� � ���	 ���������� �
 �����	����� ��� ��	�������� �
	�
����������
� � ��!� ��	����� ��	��" #
	 $�������	
� ��� %	
����	�
���� ��	 ���	� &�	����
������� �
	�� � �����	 '	���� ���� 
��	����������� �
	�
���������� �������"

• ���	����� ��	 ���� ��� &����	����ε�$������ ������� �� ���	 �������� �
	�
����
������ ���� ��� ��� ���� �
�(������� �	����	�������
�� �)	 ��� �
	�
���� ���
������� ��	��� � 
� �)	 ��� %��������� ��	 �
	�
���� ��������� ��	��� ε
��	����� ��	��" %�� �
	�
���� *�	�����������(� µt ��	� ����������� ��� �
����
�����	 ����� �	��� ��������"

• '��	�	����� �
	�� ��� ���	 ���������	�� +�,�����&��
�������� -+&$. ��	���
���� ��� ��� �)� �
�(������� �	����	�������
�� ������ ��	��"

%� ��� +�,�����&��
�������� ������ ��� &�	�������	)��
��� /�	��	���
�
��� +������ 
� ������� 0��	
�� � ��	 &�	��
��	��� �
� ��� ���
�	� '	� 
�
*���� ��� ��� 
� #����������
��������� -�"1" &�����	��'�����	�� ���	 ��ε�$�����. ���
	)����������� ������� ������ �� �	���	�� 2������� �)	 ���
�	� 1�	���
�� ������3�	
&�	��
��"
4� /�	������ �
 ���������	��
�� ��� ��� '���� ��	 �
 ��������	��� ��	��

��� $��	�������	��
�� ��	� �	��� ���
	�� ��� �
	�
�����	���
�� ��� $��	�
�������������	
�� ���	 ������3 ���" 4 �����	 '	���� ��	� ��� �
	�
��� �
	�� ���
�� ����� 5%����	�� �
	�
���������5 	��	(�����	�� ����� ��� �
	�
���� 1�	���
�
�� �
	�� '���
� ��� &����	����ε�$������ 
��	 ��������
� �
�(�������	 ��	��
�)	 �� 4��
���
���
��� ������� �� 2���� �
	�����)�	� ��	��" %�� 1�	���
� ��	
�
	�
��� ��	 �����	�� 2���� �	����� �
	�� '���
� �� ���� -6789.5� ����	�� )��	
%����	���� ����	���	 2�	����� �
	�� ������� �
	�
���"

��������� �� 	�� 
�������������� �����

%�� *�	����/�������(�������� ��	� ��	������ 
� ��� ���������� &�����
���	���
�
 ��������" %�	 +�,�����&��
������	 ��	 ����
��	����� �������� � ��� ���
����� ��:��	�;

τ
′′
q = −2

3

(
εturbkg + ρgµt,g∇ · �Uq

)
I + ρgµt,g

(
∇�Uq + ∇�UT

q

)
-<"<=.

4 �����	 ������
� ����� �Uq �)	 ��� ��������������� ��������������" %�� �
	�
����
/�������(� µt,g ��	� �
	�� ��� �
	�
���� ��������� ��	��� �
����	)���;

µt,g = ρgCµ

k2
g

εturb

-<"<7.

*����	�� ��	� ��� ���	����	�������� #��� ��	 ��	������� �
	�
���� *�	��� ��� �����
��	�����;

τt,g =
3

2
Cµ

kg

εturb

-<"8>.

76
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�������	��
��

������ ���� � ��� �	�
	����� ��������� �������� εturb ��� ���������������� ��� �	�
	������
���������� ������� 	�� Cµ ��� ����� ��� �	�
	������ ������	���� ������ �	�� ���
����������� ��ε������� �������� ��
�� ��� ���������  �������������	���� �!� � 	��
εturb ���"�� ������#

∂

∂t
(εgρgkg) + ∇ ·

(
εgρg

�Ugkg

)
= ∇ ·

(
εg

µt,g

σk

∇kg

)
+ εgGk,g − εgρgεturb + εgρgΠkg $%�&'(

	��

∂
∂t

(εgρgεturb) + ∇ ·
(
εgρg

�Ugεturb

)
= ∇ ·

(
εg

µt,g

σε
∇εturb

)
+ εg

εturb

kg
(C1εGk,g − C2ερgεg)

+εgρgΠεturb

$%�&)(
���� ����*��������� Πkg 	�� Πεturb

��� ���+	�� ��� ��������� ,��� �	� ��� ������	�������
,��� 	�� ������ ��� ����� 
�������#

Πkg =
M∑

p=1

Ksg

εgρg

(kgs − 2kg + �vgs · �vdr) $%�&%(

	�� Πεturb
�	�� ��� -����	�� .�� ����
��� 	�� /
�	�/��
 $'�0%(#

Πεturb
= C3ε

εturb

kg

Πkg $%�&&(

��
�� C3ε ��� 1��� .�� '�) ��������

��������� �� 	�� 	�
���
�� ��
�

��� ��� �����	�� ������������������ 2���� 	�� 3*������4��*
� ������ .���������
	� ��������������5�������� 6������������	�������� 	�� ��� �	�
	����� ��������� �����
��� ��� ��������� ,��� �	 
�������� ��� ��������������� ,��������7���8����������� ���
��� ��� 1�����������9��� �	� ���� �������� ,��� .����!��� ���� ���� �����������4��

�������#

τF,sg = εsρsK
−1
sg

(
ρs

ρg

+ CV

)
$%�&:(

��� 3������� 2������������ ������ ������� ��� ,����������;�������� 
������� ����� ���
��� ����� ��������#

τt,sg =
τt,g√

(1 + Cβξ2)
$%�&<(

��
��

ξ =
|�vsg| τt,g

Lt,g

$%�&=(

	�� Cβ>'�0�'�%:���
2γ� ��
�� ��� γ ��� 1����� ������� ��� ,��������	�������������

���� 	�� ��� ,�������������.��������������� -��*4 ?����� 	�� @������ $'���( ������ ���
�	�
	������ -�"4�� ��� ��������� ,��� ��� ����� ��������#

ks = kg

(
b2 + ηsg

s + ηsg

)
$%�&0(

�)



��� ������	
��	 ���������	����� �� ������ ���

ksg = 2kg

(
b + ηsg

s + ηsg

)
������

Dt,sg =
1

3
ksgτt,sg ������

Ds = Dt,sg +

(
2

3
ks − b

1

3
ksg

)
τF,sg ������

b = (1 + CV )

(
ρs

ρg

+ CV

)
����	�


��� ��� �� ����� ������������� CV �� ��� ����

����������� �	
����������� ������� ��� ������


� �������� ������������� �pq��p��q� ��  �� ��� !��� "#� �� ���$�� %��� � ���
�� &����������'� %��� ( !� "��(� ��������)

Ksg (�vs − �vg) =
(

�Us − �Ug

)
− Ksg�vdr ������


� *'���$"(�'�!����(&�� ��  �� ���� ���  �� ���� !��� "��(�����+� ��'���)

�vdr = −
(

Ds

σsgεs

∇εs − Dg

σsgεg

∇εg

)
������

!��� 
s ��� 
g 
�,��������� ����- �� �� .�!���( ��� /'�� ����0��� /����
(��'�(���� !���� σsg ��� �� 
��$�������%����������� 
� *'���$"(�'�!����(&�� ��
������� ��� �� ��������� 1��&�������� �� �� 2������������ ���� �� *'���$"(�
�'�!����(&�� ��� ��  ���%����&��������'�&������� �gs �����$������- �� ������
�� ����&���"�&��� "#� �� 3�$����������'���� �� �� ��������� *��4���(�

����� ������	
 ��� ��������������

3� .��� ����� ��� �� �� %��%�������  .563/ ������7������������( ������(��
����&��� ������  ����� �� (����� *������'��'������( ���(����� ��� .��� �����
��(� ��� "#� �� *���������� ��!��� 6�'����(�(����- !�'�� ��� '�� 	���� ����
'&�(�  ��������� ������ 
� 8�������9�(�(&�� �� 6�'����(� !��� ���'�
2�������� �� .����� ��  �������� ��� .�!����( �� 8�����$�����"��&���� ���
'��(������ 
��� !��� ��'� ���(� 6�'����(�����'������ ���������'�  ������
��� �����("#(� ���� ��"����- !�� � �� ������'�� 3���������9�� (&���� ���
���6� 
��'&� ���  �'�!����(&���(������� ���� "#� �� ((��  ����(�4+ �� ��'�
� ������ 8����"�����(�� :���� !��� �� ;���'�����!�� ∆tSim �� �� *���������
�� �� (!9��� ��·10−4�- ���� �� .�"������(� �� <���������� �<������ �� �� ���=0��
��(����� !���� 
�� ��� ���'� "��(��  ��'���( �>���� ��� ����� ���(��� ��
�����(������(��( "#� �� ?4���( ��� $������� 
�,������(��'���(� ���)

Cr =
vg · ∆tSim

∆xZelle

������

��
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��������� �	
� � �� ������ ��������� ��������� ��� � �����������������	

����� � ��� ��������������� �� ������������ ������� ��� ∆xZelle ��� ���������������� �
��!�"��������	 #���� ��� ���" $��������������� ����� ��������� ��� %����� & '($)*
�+�	

�� ���	 �	, ���� ��� ��-����* ��� .�������������� ��� /����������� �����������
�����������	 #�� (��������������� ����� �� ������� ������� �� ��� /������������ ��� '�����
�	,�0 �� ��� ������������������������ ��1����� ���� '�	�	 ���� �����������������������*
���� ���� ���� ���������� ��� ����"��� ����� �� ��� ������ 2����0 �� ��� #�����������
��1����� ���� '�	�	 ���� ���� ��� #���� ����������	 #���� 2���������� ��� .�����*
��������� -3���� 4� ��� ��������������� ����������������������	 ��-����� �����������
.3������������ �� ������* ��� ���������� ���� ���� 5������ ��� ���������� ��������"�
�T ��� ,6 ��� ��� �7���������� #���������� '�hydr89�
�� ���������	 ��� :�������*
������ ����� ��� /�������������� '��� � γ*��2;3*<������� ��� ��=������ <�������������
�� ��� <��4���������	 %�� ��� ���	 �	,� ��� � 4� �������� ���0 ������� ��� .���*
������������ ��� �=!������� ��� ��� /��������� 3������0 ����� �������������� ���0 ����
�� ������ ("���� ��� ������� /����������� ��������	 %�������� ����� ����� ������������
������������� ����� ��� (3���������� ��� ��� ������������ /����������� ��� 9	>�� ���*
���������0 ��� ���� �� ($)�+� ��������� ������ ������	 #�� �����������������������*
���� ��� ��� .������������ ����� ��- 9	?,�@� '9
&�3@� �����4�0 ��� ���" ��� �=*
!������������ )������������� ��� (����������� �� �������� �������������� ����!�����	 #��
<�������*%���*%��������������� ������ ����� ��� A/�������*%���*���������A* (�����*
�� ����������	
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��������� �	
� ���� ��� �����������������	 � ������������� ���
�������������������������� ��� ��� ������������� �� ���� ��� ���������� ��� ��
������� !���"�������������� !�� #�"������������� $������������������	

����� ��� ����	�
���� �	���������

��� ����������� ��� %���&�������������"�%������ ������ ����� ��������� ���
��������'���"���%������ �� �()*+, ���-��	 ���� ���� �� (-����������� �� ���� ����
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�" ��� ���� �����!��������� �� �������	 ��� ����������������� ������ ������� ����
������� ��� ��� ����� ���!����������-"� ������ ���������	 7�������� ����� ��� 1�����
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�0���� �� �� ���������	 9� ��� �� ������ ���� �� �0��� ��� +,���������� �� ��
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���	� ���� ��� ����� ��	��� �	��	���� �	�� ��� ��	�	� ��������� �	�����
���� ��	� ��� �	� �	����������	� ��	� �	� �	�� ��� ���� ��	�	�� ��	�	 �� 	������!
�	  "��	� ��� �	#	����# #�� �	� �����	�����	� �� ���� $�� ��� $�% �	����� 
	��	��
�# �	� ���&��� �	� �	����	�	�	� '��!(���� 	�!���	�������#��	��	 ��) ��� �	�	��	�	
*������������#���	� �� ���	����	��
+� �	� )���	��	� ���������	� 
	��	� ��	 ��#���	��	� ,	��	�����	� εs �	� ���-	��	�

*	�����.-���	 �# �--���� #�� /���	��	��	� ��# �0-	��#	�� �	�����	�� ���� $�1�2 �	���
��	 /���	��	��	 ��# �0-	��#	�� ��� �� �	� ���������	� $�1�2 ��� $����2 ���� ��	 /���	�!
�	��	� �	� ��#�������	� �	� *	�����. ���	�������� ���	� ,	�
	����� �	� �	����	�	�	�
'��!(���� 	�!���	�������#��	��	 ����	��	����
�	� �	��	 *�����������-���	��  ��� ���� ��	 /���	��	��	 �� ���� $�1�2 ��� ���������!

�	� 
	��	�� ��	 (���� 	� 
	��	� �# ���	�	� /	�	�� �	� (���	�� �##	� �� ��	 ���������	
	���	����� ��� ��# *��������������� �� �	��� ��	 ������� 	���	�	� �	� �����
	�	)	��	�
�	���	������ +� �	� *���3�	����	 �	-���	�	� ��� ��	�	 ���� �� ������� �	� �--����	!

3��	 ��� ��	��	� ��) �	� �--����	���3�	� �� �	� �� ���)���	 ��)����� �	� �����!
��	����� ��)� ���� �� �	� ���	�	� /	�	�� �	� (���	�� �##	�� ���� 
	��	� ��	 	��	��
��# '�������� 	�)���� ��� ��� ��	� �	���	������ ��#�� 
��� �� ��	�	� ����������� 	��	
�	4��	�� ��� ���	�	��	 (���� 	��	
	���� 	��	���� ��	�)����  ��� ��� ���� $�1�2 	� ����

	��	�� ���� �	� '�������� ��� �����#��	���� ���� �	�������� �������"#�� ����	�� ��)!
����� ��� '��-���	�������	��	� ��� ����!��	��	� (���� 	� ��������	� ��� �	��� ���
��� � ���	�	� � 
���� ��	�	 ���	� ��� ��� 	��	 �	�����	 5���� �	����� �	� ���	�����	�
����������� 6�	���	 +���������3� �	� *�����������2 ��� 
��� ���	� ���	�	# ���� ��	 �	�!
#	�����	 '	�������� �	� 7���	� ����� �	�����	��)	�� ,	�3��	����	� �� ��	�	�  "���	�
��	�	 (����	#	 �	�	�	�� ���� 
���	 ���	� (�� � %�8 �	�	��� �	���	� 	���	����	��
�	��	����  �##� 	� ��# ��)��	��	� ��� '������	�� ��	 �� �	� �������	�&3�	 �	�!

-����	� ��� ��	 ���	� (�� � %�9�% ���)������ ���	�����	� ��� ��
�� ���	� �	�
'��-���	 �	������	�� ��#����� �� �	� ���
	�����	� �	� ��#���	��	� ,	��	�����	� �	�
*	�����. ���	�������� 
	��	� ��	 �	�	��	�	� ��� ��
�� ���	� ��� ��	 �� ��	�	�
�-	 ��	� �����	)����	� *����	�!������	� �	�����	�� ���� $����2 �	��� ��	 �	�# '��!
�������� ��� �9%#3:� �	#	��	�	� ��� -��������	� 6��	�	� ������##�	��2 ��
�	 ��	
*����	�!������	� 6���	�	� ������##�	��2� ��	 ���������	� $����2 ��� $��%�2 �	��	� ��	
��#���	��	� ��� ��
�� ���	� ��� ��	 �� ��	�	� ��� �-	 ��	� �����	)����	� *����	�!
������	��
�# ,	����) �	� �	#	��	�	� ��� ��
�� ���	� 6���� $����2 ��	�2 ��� �� 	� 	��	��

���� �	�� 	���	�����	 ��� �#-���	 #�� ��	��	� �#-�����	� �	�	 ��	�� 
	��	�� +� �	�
*����	�!������	 6���� $����2 ���	�2 ���3�� ��� ��	� �� 	��	# ����	�	� (	� ��	�	��
�	��	� (������� ��) �	� �������	 ��	 ;��-�)�	<�	�� �	� ��)��	��	��	� '������	� 
��	�!
�-�	�	�� 6�� =!>;�2� ��� �	�	��	�� ���� =!> '������	� ���	����� 	��	� �	 ���	 �	�	�#3?��
��� #�� ��	��	� +��	����3� �� �	� �������	�&3�	 �	�-����	��
���� $�1�2 �	��� ��	 ��#������� �	� *	�����.����#	����	��� εs #�� �	# �����	� ���

@��#��� 6�1$82!���	�������#��	��� ��	 ���������	 #�� 	��	� �	����	� *	�����. ��!
�	�������� 6���8AεsA��$2� ��	 *���3�	����	 #�� 	��	� �"�	�	� (���� 	� ���	��������
6��$AεsA��92� ��
�	 ��	 �� ���)���	� #�� *	�����.����#	� ���	��������	� ���	 ���
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������ ��� %�&�%���� '��(���������� ��	##)εs)�	*�� (+���� ���,������� ��(���� ,�����	
-����� ,����� ��� �����(����� ��� .��������� ���� ������ ��� ���(� �������� "�� �����/
������� '����(������%%����+0�� ��ss = 0.75� ��� .��1���������������� ��� ,���������/
���	 2% 3�������� ��% -&1���%��� ��� ��� ���4����� "�� '����(��� �� ��� 56�(��������
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���������� ��� %#3
!����� =��# 4#&6�' ������ ���� ��� "������� ����� ���� ������ 	�� ��
� ������
� �����
������� ��� �������������� ��������� ��� 	���� ��� ���� �	���������# (�� "�	�� ���9�
��� ��� ���������� ��-	����	�� ��� ����� ������ ��� ������	�����
���������� �� ����� 
��� ��������� 	�� �������� �����
�
������������ !����� 	�� ,���*�������'� �� �� ����
9���������� �	 
��-�.�� A������� �����
�
�������� 
����# =	���	�� ��� ��������
��-	����	���� ������ ��� �����
� ��������� ���� ���� ������	����# �� "�������� �� 
�	 ����	��� ��� ����� ������	�����
�������� �� �������� ����� �����
�
������������
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�	�����'� �� ����� ��� ����	�� ��� �����
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��� �����
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���� �������*������� ���� ����� ���0���� ��-	����	�� �	��� ��� 1�� 
���0��	�� ��� :	��	��� �� ��� ,������8-����� ��� ������	� �	��� ���� ����� ����������
����	��� :��-����	� θ ���	������ ����# =	���	�� ��� ����� ��-	����	���� ������ ��
������ �������� ��������� �����
������������
����� 	�� ��������� �����
�-������*����� 
�� ���������# (��� ��� �	� ,���� ���� ���� ���� ������� "����� �������� "������� ��������
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	�� ��� "�������� ���� ������ 	�� ��
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����� ��� ��� �.-���������� ��
���������� 9������������# ������� 
���� �� �����
�	� +��	�� ��� "�������� ��� �	��� =��# 4#&7 ��	���� ����# �� ������ �����	 
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������
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��� ���
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�� ��������� ������������� εs ��� ��������� ������������� �����
��������� ��� ����������������������� �ss � ��� �!��"��� ��� #������������ $	


�������% &�����"����� V̇g'
()�3*�% "������ ��� +������
�
,�-./0����������������.	 �. �ss'$	,% �. �ss'$	1% ". �ss'$	� ��� �. �ss'$	2	

34����	

5�� ������������ ��� ����������������������� ������ ���	 �	
�� ��� �. ���� ��� ��/
�����6� ��� ���������������������� 7������� ��� ��� &�������� !��� ��3����� 7�� ��"��/
������� 8������������������ ��"� ��"��� ��� ����� ���������	 9��"� ��� 7����6���� ������/
���� 7�� 8���������������7�� ����� �� ��� ��"� ��� 5������ 7�� &��������% ��� �� ���
"��"������:6"�� ����������	 9�� ������ ;���������������� ��� ��� #<�������� !��/
��� ����� ���!������ ��� "������ ��� +������ �
,�-./0����������������� ��� �����
����������������������� �ss 7�� $	� ������� ������ ���	 �	
�" ��� �	
1�.	 ��� ��������"��
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�� ���������������� ��� �������� ������ ��� ��������������� �� ���
�������� ������� �����  �������� ��� !��������������"#������ �ss ������������#

V̇g$
%&'3(�) �������� ��� *��'��� �
+�,��-����������'������	 �� ./����'���) ��
�ss$0	+) �� �ss$0	�) �� �ss$0	1 ��� �� �ss$0	2	

���������������� ������ �� 3���������''��� '�� ��' ./����'��� ��������� ��� ���
��������� ��� ���������� ���� ����4���� ��� �������������	 5�� ����' !��������������4�
6#������ �ss 7�� 0	� ���� ��� .����������������� ��� ��� 8������������������ #� ������ ���
��� ����' !��������������"#������ �ss 7�� 0	2 #� ���� ���������	 �� ���9'����������
����� ��� ���������������� ��� �������� �������� ��� �/����'�������� .�����������
���� ����� ������	 .���� ������� 3���������''����� '�� ��' ./����'��� ����� ������
���� ��� �������� ��� *��'��� �
+�,��-����������'������ ������ ������� ����� 8����
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�����	��	���� ���� ��� ��	 ���������� ���	
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� �� ����+$
����
	&��
���� �
����

!� ���	�� ,����� ���� ��	������ ������% ��		 ��� ��	���
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��� ��� ������&�	���� -�&��	������� ��� ��	(��	�� .�	�	��/(��	� ����� &��0�� -��1
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)� ��� ,��
������	��&�3��		� ���� 3�		�� ��� ��� -'(������� ���&������� �
 �2����%
������ ���&��� ��� 3���������� #�������&�	�������&����	�������
�&�� �� ���� ���	���������
!((������2��� ��� ��	
������ ��� #4� ;�		
�&�� ���&������� �� ��� 3�	��� >3����� 
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�&�� 3���&���� ��� .�
���*����� ��� ��� ,������� 
�� ?�
���� �@A��$ 
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� �� �@A�+$ �����	����	������ ������� �
����% ������ ���	� ��3�� ��� 7���	(��

� �� �@AA�$ �����	����	������ �� ��� ���&����� ,�
��� ���������� ��� ���(����� #������ 
��/����������	��� ��� &���
����� :��(����
� θ ���� ���������% ��� 7�	�
���	��� 3���6&�
��� &���3� @B��3C� 
�� ��� ��	���
����	�������� �ss ����� ��� ���� ��� ���� ��� 4�
!33� ��@A �	� ���&�	�����% �� ������� 92��� �3�� ��� 7�
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�&�� �� ��� !((������2��� 91D�����%
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������ �� ������ ���������	 ��� ������������ �� ��� �������������������������� ��� ���
 ���� �	 �	 !
�"#$%&'���� !���	 �	(
�$ ���� �� )�������� ��� �*������������ )���������
������ ��� ���� ��� +'�� ������ )���������������� ���� ���� ,������	 ��� ���������%
��� ��� )��������'�'����� ��� �������� ����������� ������������������������� ���� �� ���
-��� -3./	
�0� !���	 �	((�$ �� )�������� ��� 1*������� ��� ���2��	 3��� �������
����,��� ���������� ������������������������� �� ��� 3������'�� ��� ���,��� ����������
������������������������� �� ��� 4,�� ��� �������,��� ���� ���������������� ��� ���
+'��,����'��	 5� 1*������� ���� ����� �����������������'�'������ ��,���� �����%
�,��6 �'��� ��� +'���� ��� ����������� ��� ���������� )����������� ���� ,������ ����	
����� �*����� 7������������� ��� ���������������������������������� �� ��� 3������������
��� )��������� ���  ���� �	 �	 !
�"#$%8�����������'����� ����,����� ��� 1����������� ���
��� �'����������� �����������	 &�� ������ 8�����������'���� ������ ���� ���� 9��%
�������� :���������������� ��� ��� 1*������� ������� ������	 ;������� 7�����������
��������� ��� �� �������� 3�������*����'� �������� ��� �� ������� ����������� ��������%
����������������� �������� <��'�� ��� ������� ������� �'�� ��� ������� ��� �����������
;'�������%&'����� ���	
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�� ������� ���������� ������������������������������������ �� ���
������������ �1��	���	 ��  ������� ��� !������ "#$�%�& �� '�����(� �	 �	 "#$$
�

��� �� )��*� �	 �	 "#$�+�	

,-����� ��� ��������� ��� '��������� ���� ������ ��� ����� .� ��������� ��������� ���
����� ��� ��� ������ /�����-����� ��� ������������  ������������ 0������������	 1���2
*���� ���� ��� �(��.(����� ���������� ���  �����.(�� .� ��(3 ���������	 4���  �������
��� !������ "#$�%�25�����������(���� ���� �� ����� ������������ �(� �	#��� *���
����� ��������2��*�6����������� ��������� "�s,z,max ≈ �	
�7��& �(��� ��� �������6����
(��� ��������� ����������������������� �� ��� !6�� ��� ������������ ��* ��� 18�����.
��� /(��6���.(�� ������3�� �6���	 9� 18�������� ��� :��(�� �(�� ���� ��������� ��*�6���2
�������� ��������� "�s,z,max ≈ #	;�7��	 ,����� ���������� ��� ���� .� ������ ����������
 �������8�����(�	 ���� ��� /(�� ��� '��������������������������� �� ������ ��������2
����� ���������� ����� ��� <��������������& �(��� ���������*(����� ����& ���� ��� /����2
�-����� ��.�*������ �������� ��� ���  ������� ��� !������ "#$�%�25�����������(����
�(�������� ����	

��� ���.��� ����� ������ ����� ���� ��� .�������2���������� '���������������2=���(�*���
��� �9=2<�������� "���	 �	
�� ��� ����������� /��� ��� ��������� ��� )��*� �	 �	
"#$�+�25�����������(����� "���	 �	
>� ���� '����������. �(� #>
�37� �����0�����2
������	

,���� ��� =���(��� �� ���	 �	
> ������ ������� ������ ������& ���� =�����3�������
��� ���������� ?���(��� ��� �����������	  (�(�� ��� ��������� "����� �9=�& ��� ���� ���
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�� ������� ���������� ������������������������������������ �� ���
������������ �2��	����	 ��  ������� ��� !������ "�#�$�% �� &�����'� �	 �	 "�##
�

��� �� (��)� �	 �	 "�#*+�	

���������� &���������������,-���'�)��� .����� ��� )/� ��� �����������  ������������ �0��,
����� 1���'��� ��� �����������������  ������������������������	 2��  �����.'�� ��� ���
�������� ��� �������� ��)�3��� ����������� �������������������������% ��� 4'��3���.'��
��� ����� ���������� ��� .� ��� ���������3���� ����������� �������������������������%
�'��� ��� 1/�����).'�� ��� ���� ��������� &���������������� ������ �������)��� ������
��� &���������������,-���'�)����� ������5.���� ������	 2����� ���� ��� 6��������� ��,
�'����% ���� ��� ��� 7���������,8'�������,7'���� �� 49:6!; ����� -���������
��� (��)� �	 �	 "�#*+�,<�����������'����� ���  �������������� �� ��� ������������ ����,
���������  ������������ ��� �'��.'������% ������.)������� &��.�)��� =��������� ��� ����,
�������� ������ ����	 ������ ��� .������� ����������� &���������������,-���'�)����� ���
��������� 4�����'>����� ������ ?��'�� ��� =������������ :����������� .������� ��� 1����,
�3� ��� ���  �������'� �������� ������� ������	 2�� ���������� �������������������������
�� ���  ������������ ������ �� -�������� .�� 6@�������� ����� .� ������ ���������% �',
����� ���  �������@�����'� ���������3�������� ����	 2���� ���� �� .��������� 7����� ����
6@�������� ��) ��	 �	
+� "����� ���	 �	
�� ��� ��� ���  �������'� ��) ��	 �	

� "�����
���	 �	
A� )��������� ������	
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�������)����� ,� �� ,��-������'���� .'�������-"�������'�� ���� �� /�����-
��� ��'���% ���� ���������� "����������������� �'������ ���� �����	 0'����-
��,��� ��)1� ��� �� 0������� ��� ������ &��-�������-2����������'���� �'-
�� ���������� 2�� �� ��'�'������ /�������)�� �� ������� 3����'4����	 5�
6����������� 7�������� �� �� ��������� ������������������������������ ���
�� ������ ��������� 7������8������'� �� "������9�����'� ����� ����� ����� ��
2��� ��� �������� &��-�������-2����������'���� ,��������� ����	 ����
3���'��% �� ,	:	 �� ��������'����'� $�������8����� �� 3;7/#<!% ��� =����������'-
���8���'��� $�������� �������� .'�������! '�� ;���,��-��������������������
$�������8����� �� 3;7/#<! �'���� ��)���� ��� 7������ )1� �� ������� >����-
�������� ��� �� /9������ �� :������ �,'�� ���� $&'��������� �	 �	 $
���!!	
:���� ����� �	 �	 $
��?�! ��1���� ���� ��������� .'�������-"�������'�� ���
&��-3����'4-2����������� ��� �������� "����'��% ���� �� �'���� :������� ��
=����������'���8� µs �� .<&"-@'��� �'� )���������� :������ ���% �� �� ����-
������ "������9�����'� ,� ������	 ����� �	 �	 $
��?�! ����� �'��� �� &�����1�������
�� .<&"-@'���� ��)����� �� ��������� :��������� �� =��������������� ��
������� 3����'4���� �� 3��� ��� ����������% ���� ,�� :������� �����������
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�� ���� ��� ��������� �������� ����������� ��������������������������
�� ��������  ������!�����	

"�#������������� ������������� $������ �� %���������� ����� &���������������
��� ����������� ��� '������� ����� �(����	 )������� ������ )��� �	 �	 *
++,- ����
������ .������������� �� ���������� "�������/������� ��� ��� "����������'����
���� ���� ��������� "����������� ���� 0���(���� ����� 1�������� �� ��� �/���� ������
������������������� ��  ������!����� �� �� "����� ��� &(����������2 ��� ���� ��3��
����� ��� ��'������������ ��������	 ����������� �	 �	 *
++4- ������ ��������� ���2
���� �� %���� ��� ��� 5�������� �� ����������� 6����� ������� "�#������ ��������
����� ������2 ���� ��� ��������� ����� 6����� ���(������ �( ������ ������������ ���
������7����� ��� &��������������8������� �#9� ��� +	: ��������� ���� ��� ��� ����
������� ;����3������������ ��� ��������� ����� 6����� �( ������� &����������������
<������� *��� �� ��� ��� ��������� "�����������- ������� ���� ������	 ��� ��� ���������
"���'������ ���� ;������ �( ��� ����������� ������������ �� ����������  �����7�
����� �� �������� �� &�����3�	 ������� ��� �� '�� ��9� %��������2 ������  ���������
����� �� ��� =���������$������ �� ��'�������2 �� ��� �� "��������� ��9����������
������� ��� ������� %���������������� ������������ 0�������� �� �������	
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��������� ���������� �� !"���� �	  	 !#$%&'�(������ ���������'	
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�������� 	�� ����
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)� ��� *���� ��� ���� �� ���� ����� �� +�� ,����� ������- ��� ����  ������� ��� ������
����� .���������� ��� ���� ��� ��� �������������� ��� /����������� ������� ���������
��� 0���������/������� +�� (������ ��� �� ����������� �����1������	 2� ������ � ���
3����� ��� ��� ������- � �� � � ������� ������ � �� ��� 4� ���1� �� ��� ����������-
�������������� ��� , ������ ��������5��� � �� ��� ��� (������ ����� ��  �� �����  ���
6��� � �� ��� ��� � , ��������� ���� �������	 7��� �� ������ � � ���� ������� 8����1���
���������� ���� ��������� +�� �������������� ��� 29���������� ��� �������������� ���
���� ������ ������� ����	

:���� �	  	 !
;;< ' �6����� �������������� �� 72/����� ������ �� ����� ����� �������
�� ��������� ����� ��� ������������ � ��� ��� ���1�������� ��� ������=� ��� +�� ���
(������ +������������ ���������� ��� 0��� ����1���	 ��������� �����������+����������
+�� ������ ���� ���� >�������������� ��� 29����������- ����� :���� �	  	 !
;;< ' ���
?������������ �����  ������������� �9������������� /�����+ ��������� �������� � ����	
:������ ��� /�3��� � !
;;&' ������ ��� 0���������/����� ��� ���� ���� ����� �����

#
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��� � �� ����� ������ ���  !�� ��� ��� �""���#�� ��$����	 %�� &����������#����
������� '!−4 (�)����� ��� ���� )���������� *+���� #��� ���� ,�������� ����� -�����
��� .������� ��� '!−3 ���������	 /� ��� ����������� �	
0 ��� �	
1 ���� ��� 2����
��������� εs ��� ���"����� 3������4"��� ��� ��� �#�� ����������������� ���5���)���
-����������������� �� ��� ���� ������������� ,����� �� ���� ������������� &���"��)���
����������	 6� ������� 2��������� �#������ ��� ,����� �������� �� )+����7 ������ ���
����������� �	�! ��� �	�' ��� �� ��� ���� &���"��)��� ����������� �����#�����)�����
2�)���8����� ��� ���"����� 3������4"��� �� ��� ����������������� ,�����	

9�� ����� (�)���� (�������� :���	 �	
1 ��� �	
1� ���� )�� 6����������� ��
��� 2������������������ εs ��� 3������4"��� �� ��� ���� ������������� �""�������
8�� ��� ��#������ ��� ������ ���5���)���-���������������� ��)�����	 ���� ���
�����#�����)�����2�)���8����� :���	 �	�! ��� �	�'� ������� ;�#���� <������	 %��
����� �8<� ���7 ��� ��� 2���������� ��� ���"����� 5��� �� �""�� �� ������ 8�<���
(�������������"��)� ���� ���� ������ ��� ��� ��� ��������� (��+����������� ������
��� �""������8� ��������� #���	

9�� 
 (�)����� (�������� ���� ���� ������� 6����������� �� 3����������������� ��
��������)��� ��� ��� �""������8� ��� ��#������ ��� (������� ��� 9���� :'1� ��
=������ :����� ���	 �	
0� ��� ���	 �	�!�� �� ��)�����	 ��8����� ��� ������������

'





��� ������	

� ��� �	����	����

��������� �	
�� � ������ ��� ���������� ��� �� ����������������� � �������� �����
���������� �����	

������������������ ��� ��������������� �� ����� ��  �� ������� �������������� ���
����������� !�������" #�  � ����� �������� $����������%� �� ��� &��'�������������
�����	 ���� ���� ��� �����#����������(������������ #��� ��������" ��� �� �������� )�(
����������  #������ ��� ��������� *������ 
 ��� �� ��� #������ *������ + ��� ,�
!������� ��� &����������� ����	 $� ��� #������ !������� *������ + ��� ,� #�����
��� 
 &������� &�������� �� ���������  � ��� ������� !������� ��#� �'���� ����(
��������#����������� �� ��� &���� ��� ���������	 -���� )����������� ���� .����� �����
���� ���/ ��� �� &��'���������  ���� �� ���������� ����� ���/� ���%�������� 0�� ���
�����������	

-�� �������0����������� ��� ��������� 1������2���� *���	 �	
3�� ��#�� ���
�����#����������(������������ *���	 �	�+�� ������ ��� ����������� ��� 
 &�������
&�������� ��� ��� 4���� �	 	 *+3�5�(6����� ������� ��� � ���� �������	 7�������� ���
�� ����� + ��� &�������8������ ��#� �������� �� ���������  � ��� ������ ������	

9�� : &������� &�������� ��� ��� &������� ��� 9���� *+3�:�(;���������������
���� #������� ������� )����������� �� ��� ����������� &��'������������� �� ���%����(
���� 0�� ��� ����������� �������� *����� ���	 �	
5� ��� ���	 �	�<��	 -���� ��� ���(
=��� ��� ������#%��� #��� �� ��� 9%�� ������ *������ + ��� ,� ��� &�������8������
�������� ��������� �� �� $������ ��� ������� *������ 
 ��� ��	 �������� #��� ���
������������#��������� �� ��� &���� ��� �� ��� ��������� �������������� ��#� �'���
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��� ������������� ������ ����� ��������� ��� �������� ��� ��� ���

!"#�$%&'���������� ������	

��� � (��� ��������� !����� ���	 �	�)�%	 *�� ������� ���� +,� ��� �� �������  �� �� 
-��+� �	 �	 !"#.�%&/����� !���	 �	
#� ��� �	�"�%	 ���� ���� 01���� ����� �1���� 2��&
��0����+�����������������0����� �� ��� ���������� � 3������ ��� ��������� ����������
������	

���� ���� 4 ��0����� �� ������� 01���� ���  ��� ���� 5����������� �� ��� ������&
����� ���1 ��������0����� ��� ��������� ������ 6��&2����0��&'���������� ������ ��&
0���� ������ !���	 �	
�� ��� ���	 �	�)� +,� �������� ��� ��� ��� !"#�$% ��� ���	
�	
#� ��� �	�"� +,� -��+� �	 �	 !"#.�%%	 �� 0��� ������ ���������+������ ������7 ���� �� ��&
������� ����� �������� ���8��� ��� ������� *� ������ ��+ ��� ���1 ��������0��� ����	 *��
�������� 3��� ���������� ������ ��+����� ��� 6������������������� ��� �����&�������
9���������� ��� 2����0��� ����������+��7 ��� ���� � 6�������� �� ��� ����&�� ����������
�� ��������� �� ��� ����&�� ���������� ������ ��� �� :��� ��������� (�� �������� ����&
��� 01����	 /1������������ ������ 2���� ��� ��� ��� ;������ ��� ������������7 ��� ����
����� ,��� ��� ���� �� �����������+� �������0��7 ���� ��� ��1<���� �����������+�� �� ����&
������ ����	 ;�� ��� /�<�����,���������� ���� ���� ,��� ��� �����������+� ������������
������=�� �0 ��� ������7 �� ��� �����&5� ���+��� ����� ����1<����� ��� �����������+�
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��������� �	
�� �������� ��� �������������� ��������� ��� ��������� ������������� ��
��� ������������� ������ ����� ��������� ��� ����� �	 �	  !�"#$%&����������'������	

��� ���������������� (��)'����������������� ')����� ����	 *��� '��� +����� �� ,�-����
����� (�'��������� ��� �.����'���� �� ��� �� ��������� /(������������������/ ���������
������	

0' ���� �������� �������� ��� ��������-��� ��� ������1��'�- ��� ��� ������� *�%
'������ '����� �� -)����2 ������ �' ��������� ��� '�� ��' (������� ��� 3��'���
 !��4$%&����������'����� ��'�������� *���-������-����� ��� 5������� �� ��� ���� ��%
��������������� ������ '���������� ����������	 ���	 �	�
�$ ����� ��� *���-�����'�����%
��� �� ��� ���� ������2 ���	 �	�
�$ ��� ���������� ������ ��� *���-��������� �� ���
���� ������������� 6��-���2 ����� ���	 �	�
�$ ��� ����������� ���������� ��� �-�������
*���-������ �� +���' 6��-� ��' 7��������� ��� *���-����� ����� ���� 6��-��	

8� ���	 �	�
�$ ���� ���� -���� 0����������� �������� ��� *���-�������� �� ��� ����
������������� ������ ��-������	 *��� �� '���'��� 0����������� ��� ������1��'�- ��
��������-��� ��� ��� ������������� ����2 ���� ��� ��� ������������ ��� *���-�������
������������� ��� ���	 �	�
�$ ������	 *�� *���-����� ������-�� +����� ��������� �' 9:%
;	
< ��' 7��������� �����2 ��� ��� ���������������� ��������� ������ -���	 ���� ���
��������� ��� ����� �	 �	  !�"#$%7������ ������ ��� ������������ ����� 9:% ;	
<	 *����
��-��������� �����'����� ��� ������ ���������� =��������	 �� ���� ������� 0�����������

!
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� ������������������������ �� ������� ����������� �� ��
��������� ���� ���� �������� �� ������� ���  ��!���

"#$�%&�'���������!�����	

�� �� ������(��!�� �� ���)������� ��� �� ����������* +���� ����� �� �����
���,!������������ ������ �� ������ -�!����� ����)����	

#./
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��������� �	�
� ������������������������ �� ������� ����������� �� ��
��������� ���� ���� �������� �� ����� �	 �	  
!"#$�%���������&�����	

��������� ��	 
�� ��������	 ��
 ����������	�����

'� ���	 �	�� ���� �������� �� �(���&��� ���� ��� �����������&����)���������
εs �� )�����&�������� *�&�������� &�� �& *������ ��� +��&���  
!�,$� ��� �&
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��������� �	�
� � ������������� ��� ��������������������� � ���������
����������������� ��� �������� �� ��� ���� ������ ��� � ����������� ����������
��� �� ����� ����� ����������� ����������� ��� ����������  ��������� ����� ����

������	

!���� �	 �	 "#$%&'(���������������� �����������	 ��� ����' ��� ����'������������� )�����'
������������� ����� *��������� ��� +������� ��� ,������ "#$�-'(�����������������
���� .��������� ������	 ��� +�������/������� ��� ��� +��������� ��� ��� !���� �	 �	 "#$%&'
(���������������� ��� �� ����'������������� )��� ����� �0��� ��� �� ����'�������������
)���	 ��� ����� ���1� ����� �� ��� ���0����  ������2� ��� 3������� �� ����'�������������
4���� �� ��� ���� ���� �� 4������� ��� ������������� ������� �0���� ��� ��� ����'
��� 3�������� �� ����� 5������� �����������	 �������� ������ ������������������ �����'
������� 3�����������������06�� ��� �� ����� ������/�� ��� ��� (���� �� ��� ����'
������������� +����������� ����� �0����� ����� ���������� ��� ��06���� 7������������ ��
���������� 4�������	

�� ��� ����������������� ��� �������� ����� ����������� ���2�������� ��� ��� ��'
����������� ���������� ������ ��� �� ���� ��� ���� ����������� ����������� �����������'
������ "1��� ��� ������������82��� ���������� (���� ��� ��� ���������� ��� )������'
����9�� �� ������ ������������� �� )�������� ��2��������	 ������ �0���� ��������

#
&
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��������� �	��
 ������������������� ��� ��������� �������������	 �� ���������� ��
���� �������� ��  !������ ��� "����� #$%�&� ��� !� ���� �������� �� '��(� �	 �	

#$%)*�	 +��� �,��!��� ��� �������������
 -	$  �������	

 !�����(���������� �� ���.��� ��� ������� �������� ��( ��� ������/���� ���  ������
�!��!�� ������� ,�����	

�� ��� ������!����!�� ���� ��� ��������� ���!�.����������� #����� ���	 �	�0� 1���
�������1�� ��� ��� ����!������ ���!�.����������� � �,��� ��� ����������������� ����
����	 ����(���� ��� �� ��������� ���� ��� �� �� '��(� �	 �	 #$%)*��2���������������
���������� ���!��!�,�������� #���	 �	�0� ��� �� �������1�� ��� ��� �� ��  !������
��� "����� #$%�&��2��������������� #���	 �	�0� ��� !� ���� ��� �� 3�����!�����
�� ��� ����!������ 4����(��5���� �� ��� ������������/�� �,��!��� �� ��������� ���
������  ���������� ����	 ��� 6������� ��� 6���� ��( ��� ���!��� ���� ��� ���������
� 7�)4� ��� ��� !�	 �4� ��� ��� �,���������������  ���������� ��(����� ,�����	
��� 4����(��5���� ��� � �,��� ��� ����������������� ���� ��� ���  �������� �� ��
 !������ ��� "����� #$%�&��2��������������� ����!�� 1���!����� ��!� 8���!� ��� '��(�
�	 �	 #$%)*��9����� ��( 0�&4� #����� ���	 �	�0��� ,�� ���� ������� :������������ ��
�� ��������� ��������	 ��� ����!������ 6����;��� ���  �������� ��  !������ ���
"����� #$%�&� ���� ��,� � ���� <�;=��������� ��� ��� 6����;��� ��� '��(� �	 �	
#$%)*� ��� ��,� � &-> �������� � �������!� �� ���������	 ��� ������ �������������
���� ���!�����(������ ,������ ���� ���� ��,�� ������� :������������ ��� ������/����
�� ��� ?�����@� ��� ��� ����������������� 9����������� ������� ,����� ����	

��� ���������� �������!� �,��!��� ��� �,��� ��� ����������������� 9�������������
#���	 �	�0��! ��� �	�0���� �!�� ������!�� ���� ������� ����!�� ������������������ ���

$�%
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��������� �	�
� ���������������� �� �������� ������ ��� ������������� �������	
�� ����� ���! �� "�� #������ ��� $�� ��� �%&�'�! �� ��� #������ ��� $�� ���

�%&�'�! �� "�� (��)� �	 �	 �%&*+� ��� �� ��� (��)� �	 �	 �%&*+�	

������ �����	 ������������ ��� ���������� ���������������� �� �������� ��� �����
,� ������� ��-���,�� �� .���������������� �� ��� �������������� ����� �� ,��� ���
��� �� �������� ������� �/�� ��������	 ��� ��������! ���� ��� 0�������������1�����
��� � ,������ ���������� ���� �� ����� ��� �������� #���������������� 1���������
 �� �� ������ ���������� ���� ��� ��� �� ���2��� �� ������ �� ������ ��) ��� 2����
���� ������ ���������)��� ����� ���	

��������

3� ����� ����� ���� �������)�����! ���� �� � 4������� ,� ,������ ����������
#� ��������� ����� ������������ 5���������� �� ��������� �� �� ���� 
66  ���)��!
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 �� !����	
 "�� #�
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 %��	
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 ��� ��	 &�����'
���� �	� ����������������"	��	� ����	
 "� �(

	
�
)�����	�	�"� ���� ��� $����'
������	 )	�����	
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��	
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�  ������ !�"#
�����$�
�� �� ��
�������������
����������

��� ��	%������ �% ��� ������� ����� ��� �� �����
���
���������������
��� �������� �� &���'(�%����� ��
�������

� ������)
 �� *��

���� ��� +�
��
�������
�� ��� ���
��������������� ,����� �  � !�"- ��� �� ����� � ��
 ���
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 �� �� �
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 ��
�����
� *�� �����
�
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�����
���� � �������
�� +��� ����� 	)���
��
� ������
��� /���������
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�� ��� �� *��0���
)�1�� �
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� ��������	
�� ���������������
��� ��� ���������� ��� ����������������

����� �������	
��

��� ��� ����	 
������ ������� ������������ �����	 ��� ��� ������	�� ��� ������	��
	����� ����	������� ������� ���� �� �� ���������	�����	� ������ ��������	� �����
����	������ ��� � ���	�� ������� ��� ��� ������ ���� ����	����� �� !�� ��	�����
	�	 ����� "#�����	 �� �� "$%%&''� ��� ()�	�� ��	 ����� �!����� ����� �������	������ "��	
���� *�$'+

• ��� ���	������� ,�� )� �� 
�-!!����	�

• ��� .���� ϕ �� θ� �!���

• ��� ����	����� �!��	 µ

��� ����	����� �!��	 µ ��	 �/� ��������� �!�	�	� �!����� ���� ��� 0�!���� ���
�/� �������	������ ����
���� ����	� ��� �����	�	� ���� �����	�� �/� (��!�� !	�
����� ���� �� ��� 0!��	�! ��� ����	� �����	�� 
� ����		��� �� �! �� (��!��
����	������ ���� ������� �����	���� "������� ��� ��� 1������	���� �! ��� 2%µ3 �
1��! �' ��	��	���	 ������ ��	 ��� 4���
��� � (��!�� ���!��������� �� �� 1�5���
����	������ (	�������� 
� ��������� ��� �������������	 
� ������ �� �� ��!6��
�����!���� ��
�������

�������� *�$+ �������	����� �/� ��� ��������� �� !�����	� ��
-!!����	��)�	���

��� ����!��! ����� 1��������	� �! ����	������ ��� ��	 �� ��,����
"7892':���� ��������� ���������� ������ ������ � ��;���	������ �!�� ��	 �� 1��
������� � 3��� *�7 ��� �!��	 ���	�+

rotH =
δD

δt
+ j "*�7'

rotE = −δB

δt
"*�$'

7<*



��� �������	
��� ���������

divD = ρ �����

divB = 0 �����

����		� ��
� �	������� �� �����	� �� ��� �	����������

�����	 ������� ���������

� ��� ������� ��� !�	� ��"�
# ��· ���2 $� �������� ������
% ���2 ����������
� $�� �	�"�� ��� !�	� ��"�
� � ������� ��� !	�  ������

�� ������ &�� ��� �� �	��������� 	�  �  ��� ��� �� �������� '( �� !�	� ���� ��)
����� ���� #�*�	 ��	����� �+����� �� �� �,--.���

H(ri, µ) =
1

4π

(
− µ

r3
+

3 · (µ · (ri − R)) · (ri − R)

r5

)
���/�

��� 0������ �� ������� ���� #�*�	������� µ ��� �� 1� ����� + �� #�*�	 � � ����
�� �� ���� ������� ��� !�	� �� %���� ���������� 1��"� i ��"���� ��� �������)
��� 2�� 3���� ����  ���� �3����4 "��� ��� 1� ����� �� 5�"� �� ����� ��������
3����4 3��� ��� 2��� ��  ��� !������ ���� ��"����  ���� #�� 1� ����� �� 5�"� 
"��� ����� ���"� �� �� 0��6������� �� ������� ���� !�	�� �� ��� �� ��������
3����� #�� � ��&� � 1��	�� 3�� ���� ��3������ ���� �����)	������ 7*�����)
��� �	������� ��	8 � �1�  �� �� �
9::��� !( �		� &�3������� ��� ��� ��  �� 
����;���� 5�����'�	� ����  ���	����� 5�"�*� ����� �������� ��� ��� ��� ����  �)
��� ������� ���� !�	������ ���'��� &��	����� 3����� �		� <�������� ��3���������
�� ����	����� ��� 5�  ��� �� ������� ���� !�	� ��"�� 3���� ;�  � ���������
=>��	���� '��"����= > ;� �������'�  � � ���� �	� ��?�� ��� ���� 7*��������  �������
�;��� ���������&�'����4 �� ���'� 5������4 ����� 3�� ��� 5�"�*� ����� ��� ��  ��
7���������  � 	���� &������4 �� ��� #�@���; ;3� ���� ��� ��� � ����	 ��� ���
 ���	����� !�	�3�� ��� 5������ ����� �>→����� #� 1��	�� �� �����	��� ��
1� ����� �� 5�"� 3�� ���� ��3������ �� 5������ �� "	��� ��� !��	�<������
��	8 �4 3���� ��� >��	���� '��"���� > ��� �(�� �� A8 ��� �*� �������

Q =
n∑

i=1

[
H (r, µ)Messung

i − H (r, µ)Simulation
i

]2

= min ���?�

B� ��� � �	�������  ���� � '( ��� ��;��	 �� ��� ���� C� ���� �8��� �������"��� ���
���� �8��� �����"��� �� 5�  &�	���� ;� �;��	��4 3�� ��' ���� ��������� ���	�)
��� �������� �8�	��� � &��	� �5+)��� ��� ;�(�"����@��4 3���� ���� $��8D����
�� ��;��	 �� ��� ��� ;� ���� ��8���� �� 5�  �������"��� ��� $�	���������"���
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 �
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Q =
n∑

i=1

[
H (r, µ)Messung

i − H (r, µ)Simulation
i

]2

∆H2
i

&'�()

�!�	� ∆H2
i �	
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��	
 ���	!��
	� ��
��

*	��	���
 ��

 	�
	 ������
� �	� +	���	
�����	�� ����� �
�	
��
� �	� ,-����!�
�	�	�#��
��#�, 	��	���� �	��	
� �	� �	� 
�������� !�	� �	��
���� 	��	���	 ���
	�����	
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 ����	��	
�	� �	��	
� .�	  ����������
���!
 	�
	� -����!�	�	�� /� 0��
�
�
����	� ��

%

Q =
n∑

i=1

[(
H (r, µ)Messung

i − H (r, µ)Messung
Gradio

)
−

(
H (r, µ)Simulation

i − H (r, µ)Simulation
Gradio

)]2

&'�1)

����� �������	
 ������������� �����	 �� ����������	 ��������

������������	
�������	�
��

��� 2	������ �	� +	���
�	
 �	��	
 ����	�����	 3!!���
��	
 &4�5��) �� 6	�	� +	���	���
#�
�� �i 	�����	
� .�	 .�7	�	
� ��	�	� 0����	��!�	
 �1&�) �
� �2&�) �� �	
 8	��	
 �1 �
�
�2 ��	��� ��	 9	�����	��
� ∆� 	�
	� +���	#�
��	� �
 ��	�	� 8	���
�	����� ���%

∆r = r (t2) − r (t1) &'�:)

;
 �	��!��	��	� <!�� ����	� ��	�	%

∆
→
r = [x (t + ∆t) − x (t)]

→
i + [y (t + ∆t) − y (t)]

→
j + [z (t + ∆t) − z (t)]

→
k

= ∆x
→·i +∆y ·

→
j +∆z · →k = ∆

→
x +∆

→
y +∆

→
z &'�/=)

.�	 9	�����	��
�	
 ∆4� ∆5 �
� ∆� �	��	
 ��� �	
 >!����!
����	
 �� ?�����
	�
 �!

	�
	� �!�����	 �	�	��
	� �
� ��

	
 	�
 #!�����	� !�	� 
	�����	� 9!��	���	
 �	����	

!�	� �	� 2��	���	 ��	��� ?��� �	�
� .���� .�����!
 ��� �	� +	���	�� ∆� ���� 	�
	 �����	�	
���
����!�����	 -	�����
����	�� v̄ 	�����	
%

v =
r (t2) − r (t1)

t2 − t1
&'�//)

.�	 �����	�	 -	�����
����	�� v̄ ���� �	������� 	���� ��	� ��� �����	�	 -	�����	���	�	

�� �	������	�	
 8	���
�	����� ∆� ���� 9	��
�	��
�	
 �	� +!�	
��
�	�����
����	�� �����
>�����	��!�����!
	
 �	��	
 �
 ��	�	� 
���� �	#���	
��	��� +����	 ��
 ��	 +!�	
��
�	�
�����
����	�� �1 	�����	
� �! ���� �	� �����
� ������	
 �2 �
� �1 &+	���
�	�����) �! ��	�
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��� �������	
��� ���������

������� �����	
 ���� �� ��������	������ ��� ������	�������	����	��	 � ��������
����	 ������ ���� ��������	 ��	 �������	 	 ��� ������������� �  ��	������� ∆� ����
���	� ��! "�� ���	#���� ��� ��	 ����
 ���� �2 →�1 ������ �� $���	��	������	�����
���1� ���%

v (t1) = lim
t2→t1

r (t2) − r (t1)

t2 − t1
=

dr

dt
=

.
r �&!'(�

�����	 ��� ��	 ")���	#�	 ��� �����	������ ∆*
 ∆� �	� ∆# ���! &!''� �� ��� $����
	������� ∆� �� ������	���������+�	�	��	 �x
 �y �	� �z �������
 �� ��		 �� ��������
�������������	����� �� ����� ������	�� �����	%∣∣∣→v (t)

∣∣∣ =

√
vx (t)2 + vy (t)2 + vz (t)2 �&!',�

����������	
��������

"� ������� -�������	��	� ��� �������� ��� ����� "���	 ��� ������	���������
����	# ����� ���  ��	������� �������	%

a =
v (t2) − v (t1)

t2 − t1
�&!'&�

��� ��	 ����
 ���� �2 →�1 ��� �� $���	��	��������	��	� �������	 �����	%

a = lim
t2→t1

v (t2) − v (t1)

t2 − t1
=

dv

dt
=

d2r

dt2
=

..
r �&!'.�

����������� ��	 ��������	 �� �������	������

/�� ��	 �������	�	 $��	���������	�������	 ��		 �� 0��	����	� ��� $��	���	
�$����������� �	� ���� �� 1��	������	 ��� �������� �������	 �����	!

/�����	� &!,%
2��������	� �	�� ��	����
�� ��� 3�����	 �� �ϕ!

��	# �������	 ��		 �� ��� "����	� �	�� ������	 45��
+��� ����� /��! &!,� �� �	�	 ���� ���	�	 �	��� �ϕ
�� �	� ������	� /���� �� 3����	� �	� ��� -����� ���
"����	� ����� ��	 2����� �ϕ ����		#���	�� �����	! 1	
��	��
 �����	 6��� ����� ��	 0��������� �r �� ��� 7��
�+��	� ��� ��� "�������� ������	 ��
 ��������� ��� 	���
/��! &!, ��%

dr = dϕ × r �&!'8�

"� ������	����� � �	�� ��	���� ��� ��� 45�+������9��
��� ��� ����� "���	 �� ���  ��	�����	� �� �������	%

dr

dt
= v =

dϕ

dt
× r = ω × r �&!':�

���� ω = dϕ
dt

=
.
ϕ �� �	���������	����� ��! "� �	�����������	��	� α ����� ���

��		 #�%

α =
dω

dt
=

.
ω =

..
ϕ �&!';�

',:
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�� �	
��� ���� ���� ���
����	 ��	����

Erot =
1

2
JPartikelω

2 ������

��	�� ��� �Partikel ��� �	�
����������� ���  �	�����! "������ ��� #�����	��
 ����	 ����$
��� %�
�� "�� ���
� ��&���	� ����

JPartikel =
2

5
mPartikelr

2 ���'(�

"���� �Partikel ��� ����� ��� 	����	�����  �	����� ��	�������
���
��� "�	� ��� )�	
�����"���� *�	 +��������
 ��	 ,�	�� ��	 ,����
����"����
���!

,��������������
��
! ��"�� ��	 ������������	
�� ���� ���	 -�	"������� ����-�	���	��
��	
��������
��� ��
�������� ������ ��� �� ��	 ��	�	�
�� .���������	��� ��
����� ������ *��

/���.��� �1 ���� ��������� �������	�-�	������
 ���� #�� ��	 %�
�����	0���� "�	� ���
�������
�	  ���  ��&���	� ������ #��� �����! ��	 ��	�� 1	������	��
�"�	�� 2x! 2y ���
2z! ��� ��� �����3���� *� 4���� /���.��� �i ���
���! ��&���	� ���� 5��� ����	 ����������
/��� �2 ��2$�16∆t6��������	-���6������ ��� ���� ��� 7�
� ���  ����� ��� ��	 %�
���$
��	0���� -�	����	� �#��� ������ ��� %�
�� ��� ��� ������  �����  ���  8 ��� ����

#�������
 ���� ��	�������
 ��	 )�	
�����"���� *�	 2	�������
 ��	  �	����	��������

��� ��	 +��	�����	 �������� �� �	����! ���� ����� �� 	������ ���� ��� ��	 %�
�����	0�$
��� ���
��! "�� ���� �� #��� ����� ��	
������� ���� #�� #��� ����� 
��� ������9���� ��	-�	!
���� ��	 �	��"���� ϕ ��	�� ���
���� :�������
 ��	������ "�	��� ����

sin
(ϕ

2

)
=

1

r
· s

2
���'��

"���� ��	 ������ 	 ��	 %�
�� ������ ��� ��� ��	 -�	�������� ��
�������� �	��"�
 �
��� ��� ����"�	��� ��� ������	��
�3����� 2x! 2y ��� 2z �	������ "�	��

s =

√
(Ex2 − Ex1)

2 + (Ey2 − Ey1)
2 + (Ez2 − Ez1)

2 ���''�

�;<



��� ��� �����		�
���


��� ���� ��� �	� 
	�����	� �	�����	���� ��2��1�∆t� ��� �	 �� �	�	� �	���	�������

		���	�	� �	� �	� �	�����	�� ϕ ��	 ����	��	����������	�� ω �	� �����	�� 
		���	�
�	�	��

ω =

∣∣∣∣ϕ2 − ϕ1

t2 − t1

∣∣∣∣ �� !"�

��� ��	�	 ���� �������	#	�� ���� $� � %& ��	 ����	�
	����	������� α ��� ��� $� � %'
��	 ()����)��	�	��	 *rot 
		���	� �	�	� 

��� ��� �����		�
���


+� ,

 � - ��� ��	 �	��������� ��� �	�.#	�	� �	�����������	� ���	��	��� ��� /�
 
� ! 
	������	� ��	 ���� �	�	���	� 0	�	�������	� �	 	���	��	� �)����)�	� 1	���2�� �	�
�	���	3�	� ���� ��	 " �	���)���	4 ��	 �	�	��� ' ,�(�5	��)	� �,���)�)������	�)�
(	������� 	������	� " ,�(�5	��)	� ���� �	�	��� �� 	��	� �	�����	� ������	��	6����
���	�	 ,

 � - 	�����4 �)
	� �	�	 	���	��	 �� 	��	 (���������� �74 8 ��� �� ����	�
����	� ��� ��	 �	�	���	�	� 5�����	 �	�	� �)� *��6�����	3� ��6�	�)��	� ��� 2
	
	��	 950�5��������	��	 �� �	� �	���)����	 �	�	��	� :�	� 5)6���	��)����	 �	�.	�
��� �	���8��	��

• ������ �� ;����	�<��������	���4 ���	�	6������ ��� 5�	���	���4 �)��	

• ������� �� 0		������ �	 ���	� �)����)�	� ��� �	� ()����	� �)� ������ 

,

 � =�� �	��� ��� ����	�����	 �)���)����8��	� 
	� �	 �	�����	� �� �	 ������
�����	� 5����������� ��� �� ,

 � =
� ��� ��� >	���	 �� ;����	�<��������	��� �� �	
5)6���	 ������ �	�	��� �	��	��� 
	������	� ,

 � =�� 	�� >)�) �	 �� �	� <	����	�
�	�	��	�	� ����	�����	� ���	���	�4 ��	 ���� +��	����)� 	��	� �8��������	� ���
��	�	� �� 	��	 ?)�����	� �*��	�����6�	� ��	�	 /�
 ! !� �	�	��	��� ���	 *��	 ?)�����	�
��� 	�� <)���	� �)� -!"��3 ��� �	 ����	� �)� @-��34 ��� 
	�	��	�4 ���� %� "�A
�)� ����	�	� 
	�	��� ���� ,� ��	�	 5�	��	 �	� �	�	��4 ���� �	� ,��) ��	 �	3��
�	�	� *��	�����6�	� �	 ����	�	� 1��	� �����	4 �����		 �����	4 ,����	�	������ ��
<	��	��� �� �	� ���		� ?)�����	�� 
	����� ���� 0	� �	� �8�������	� >���������)���
�	����	� ��� ���� �	�)�� �	�	���4 ���� ��6���� �	 �)�	� �����	��)��	�����)�4 ��	
����	�	 1��	� ��� ��	���	 0	�	���������	 ��	 ���	 ���		� ?)�����	�� ��6��	� ���
�)��� 	�3�	������	 �	��	�	
����	 	����	� �	�	� 

+� >)��	��	� ���� 	����	 <)� ��� �����	��	 �	� ����	�����	� �)���)����	6��	��
��6�	����	��

• B "�� �)����)��	6������ �� �	����)��	�	� 58��	�	�

• B �	��	 	7�	�	 *�	��	�	�)���� �.���

• B *����	���)������	���

• B (	����	�� �	�	�2
	 5�.���	�C �� 6	�	 9��	
��� ���	��
�
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! "������������
� �����
# ���������� �� �����
�$% &����'(����� ��� ��)$*�������
+ ��,-��������  �� ����.�����-�����

��� /������������  �� �0

• 1 2�� ������������ 34��� ��56 .������ ����������� ��� ���� 7��-���� .�����
�'����

• 1 7���������� 8������������������� 3���,�����6 9������������� �����$
-���5

• 1 8���,:���������� �����4��� &�������� �����

• 1 �������� )������-.��
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• � ��� ���������������  ����!����� "���������

• � ���!������ ��� ����� #�������� �$�����

• � ���� ���%�� ������ "�� &��� ��!��������� '���(������	
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� 
���	
��� ��

�����

)���� ������ *���� +����� �������������� ��� ������������ ����������������� ,������
������ ��� ����� ���� ��� ����������� ������ �� -��� ��.����	 /���� ����������� ���
*������� ��� ������� ��������� ��� ������������� �$���� ��� 0���������� ��� ���  �����
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�� ����������� ��� ����������������� ��� ������������� ������������
��� ������� ������ ��� ������!��"���� #
$�% ���"����&	

����� �����	
��� �
 �
	�� ���
������� ��	 �����

'(���������� "����� )������ ��� '��������� ��� *��������� ��� ���������������� ��� ���
��� ������������ ��� +	%�� ��,��������	 ������  � ���	 �	
� "����� ��� ��������� ����
������!��"���� ��� -�����. ������� ��� /���)����� ��� ����������������� 0��������,� �� V̇g

�����������	 -1� "������������ ���"�������� #�������������"���������. *�������������.
2�������& "����� ��� ������!�� ������� ���� ��� �� ������ 3,������ ��� �����"��� ���
4���,����� ��� 3���)����"����� ����������	 /�� ����������� ����� µ ��� ������
������ +	+5�·�2 ��� ��� �������� $+ ��������	

��� ��� ����������� �	
5 ��� �	$% ���� ��� ������������ ������������������ �� �������
�������������� ���  � ��������	 *�� ����� 0���������� ��� V̇g6�7	8�39� #����� ���	
�	
5 ��� �	$��& ������� ��� ���:��������� ���� ����� -�������	 ;������� ��� �����������
��� ���� ��� ������� <������� �����������. �� ��� ������ <�� ������  ����������. =�����
��� ��� 0�������� ���� ����� ����� ��� ������� ��������������	 ��� ��� ������������
��� ���� ������. ���� ���� ��� ����������� ���������� ",����� ��� ������ ����� ��
������ <������� ��)���. "����� ��� ������ ���������� ���"���� �����������	 ��)�����
��� �������� 0��� ��� �������������"����������� "����� ��� "����� ������!�� �� (� ���
��2������� �������� #����� /������� ������ ����� �� ���	 �	
5&	 /�� ���� �� ��� ���
������!�� ��  �2������� ���������� ��� ��� ���������� >��������������� �� <�������. "��
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����� �� ���	
 ��� ��� �� ���������� ��������������������� ����� ��� ����� ��� ���
������ �������� ����������� ���������� ��������� ������

��������� ����  �������� ��������!��������� �� ������������� ��������� ��� �����

 ����������� ��� V̇g"#$%�
3&�

'�� (��)���� ���  ������������� ����������� ���  �������� ��� *������ ��� ��� +�����,
���� ��������- ������������� .�����������, ��� /������������������ �� ����01���� '��
�����  ����������� ��� V̇g"�2�$�

3&� 3��� ��$ ��� �2��4 ������ ���� ��� 5�������,
��� �� ����� �������� '������ �� ��� *������������ 6� ��� 7����,- *�����,- ��� 8���0�����
��� �� ��������- ���� ��� 9���� ���������
���� �� ��� ������� �!!������	�0�� :���������
����� ��0����� ��� ���� ���� �������� .��������������� ������ �� ��� ��� ����� ���,
���
�� ���������� '�� ������ ��������  ��������	���� ��� ��� 5������������ ∆�"�%�� �)�,
��� �����������  �)
��� �������� ������ ��� �)�����  ��������	���� ��������- �� ���
���������������� ��������� ��� ����� ����0���� ������������������� ����������� ����
'���  ����������� ��� V̇g"��2;�

3&� 3��� �2; ��� �2��4 ��� ���� ���� 01� �����
*������������ �<!����� 3=����� ���� ���������4 ������������������� �����������- ��� ��� ���
5��������� ��� ��� 7��� �������0��� ������� ������ �)���� 8�� 5���������� ��>����
���� �	����� ��� ���� 2; *������� 5������� �� ��� ������������������� ���������� ��
�!!���� ��0����� ��� ���������� .�����������, ��� /������������������ ��� 5�����,
����� ������ ��� ����� ���� ������
�� ���������� 3����� 8������� ������ ����� �� ���
�2;4- =����� ������� ����� ��������� ����� 3�� ��������	���������4 ������ ��� ��%? ���
���  ��������������� ���
'���  ����������� ��� V̇g"2�;;�

3&� ��� ���� ���� ������� ������������������� ��������,
��� 3��� �2� ��� �2��4 '�������� �� ��� 7����������� ���� ��� ������������ ���������,
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����������� ��� V̇g�
��	��3��	

��������� �	� � �������� ������������������ �� ������������� ��������� ��� �����

����������� ��� V̇g�
!�	 �3��	
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����������� ��� V̇g�
��	��3��	

��������� �	
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����������� ��� V̇g�
��	��3��	
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��� ��� ���������� ��� ����������������

��������� �	
�� �������� ������������������ �� ������������� ��������� ��� �����
����������� ��� V̇g�
��	��3��	

��� ���  ���������� ��� �� ��������	 !������� ������ ��� ������ ��� ������"��#����
����� �$���� �������������#�����������% #������ ��&������ ������������������� �� ����'
������ ���� ��� ��� ����������#����� ����������� ���	 (����� ����� ���� ���� ��� ������
��� ������"�� �� )���� ��& ��� ���������#��������� ��� ���� ����� 
	*+,	
)�� ����� #������� -����$"����� ��� ���������������� ��& V̇g�
�.	/�3�� �������

��� �� ��� ����� ����� ��� �������� 0����������� 1���	 �	

 ��� �	
��2	 ��� ���  ���'
����������� ��� ��� 0��� ��� �� ��������% ���� ��� 3������ �4�������� ���	 5�� ������������
3��$��������� #��� ���� ��� ����� ���  ���#���� ����6��������% #���� ��� ������ ���
������"�� #������� ����������� ���	 7�� ��� &��� 8���� �/	  ���#��� ��� ������"�� 1�	�,
��� ��� �����������2	
)��� ����������� ��� V̇g�
��	��3�� ��� ��� ��������� �������������� �������� 1���	

�	
� ��� �	
�&2% ��� ����� ���� ����� ���� �������������% ������� ����� ���� ����������%
#������������6������� ����������#����� �������������� ���	 5�� �������� #����� ��� ����
����� ����#����������� #��� ��� ��� �9�������  ���������� ��� 3������� ���� ���� ��'
����������% #������ ���  ����:���� ����� ���������� ;��������� ���� ���&���	 <��� +/,
��� ������������ !���� #����� ��"������ ��� ��������� ���������	 5�� ������ ���=�����
���  ������������� 1∆���+��2 ���� #��� =������������	 >� ������ ����������� 0���������'
���������� �=���� ���  ������������ ��	 ��� ����������� ��� ���������� >��������� ��'
������% �� ��� ������������  ����� �� ��� 3������������ ����� ��&������ ��� ����������
������������������������ ��� ������������������� ���&����� �� �$����	
>� ���	 �	
+ ���� ��� ������"�� ���  �������� ��� ����� 3����������� ��� /	��� ���

�+�
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��������� �	
�� ����� �� ������ ��� ��������� ���� �� ���	 �	�� ��� �	
�	

�������� ���������	  � ��� ������� �� �����! "� �� ������ �� ������� �� ����
#������������������ ��  ��$���� �� %������������ �������	 &���� ��� �� ��� �'
���������! ���� ��� (��$��������� �� ������ ���������$�� ��� ��� ��� ���� %���
�� ������� ������������ �� ��� ���� ���������$�� )V̇g*
�+	,�3-�. ��� ����'
�� �������������� )���� �,/ �� %����������. ��� ����� ��� ��������� 0���'
�������1��� �2����� "��� ����	 3� �� ���� %������������ �� �'4������� ��$��
������ �� �������� ����� ����� �� �������������������� ������� ��� ���� ��
5����6� ����� ���������� �� ��������������6 7������� "���	

��������� �	
8� �������� �� �������� ������� �� 7�������� %������������	

�88
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��� ��� ���������� ��� ����������������

������� ������ �	� 
�	��	��� ���������������� 	� ��� �����	������ �����	������	��
������ ��� � ��� 
� ��	 �������	���	��� ����������
�� ��	 ��� ��	������� ���  !"#�
$������	���! %����� #��� �	� �������� ��� &��#��� 	� ��� �������	�� ������ ����
����
���� ������ ��� �	� �	������� ������������ �����	��� ������! %	� '��	�������
(!)* ��� (!)+ 
�	��� �	� 
�	��	� ����#�	����� �� � ��� 
�,��	�	���� ��	 �����	������
����������
��� ����	 ��� - ��� ) ��#����� ����������� �	��!

'��	����� (!)*. /�	��	�� ,���	#���������� 	� ��� �� ��� 
�0	����� ��	 �����	������
����������
��!

��	 �	��� ����������
 ��� V̇g1+2!3�34 �'��! (!)*�� 	�� 
� ��#������ ��� �	� �	�
������	��� &��#��#���� 	� ��0	����� �'��! (!)*� &	���� �� ��� �	� �	�� ������ ��
��� �	� 
	���	� ����� 	� ��� '$$������	��� ������
���� ������! 5�	���	� 
�	�� ���
�	������ %	������ 	� '��! (!)*��� ���� �	� �	� ����� ��� �� ���	�� /���	����� 	�
��0	����� ���� ��� ��� ������ ��! '�� 	� 
�0	����� �� �	� ��� 6�	���� ��� ���
�	��� 3�� ��� 	���� ��� ����� ������� ��� �	� 7����� ��� '$$������	��� ��� - ��
����$�	��! %	��� 8�#�����	��� ��	���� �	� ��� �	������� ������������ 9����	�! %	�
������	��� &��#��#���� ������ �	� ������ ��� &������ 	� ��� #��	��� 7������
������� ��� &	����$��:�� ��� ���� ��� ��� ���	� ������������	�	� 	� ���� 0	�����
���� �� �	� ,���	#��#��
������	�� ��	 �	���� ���	���� ����������
 ���� ��� �� 	��!
'�� ��� &���������	���� #��� ���	� ��� ��� ���	�	���	������	�� �	��� ��	�;�	�	�	�����
�������	�� ���������� ������!
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!�� "��#���� ��� �������������� $���	 �	
%�& ��� �	
��& ���� ��� �'()������ ������
������������� �� ��������	 *������� !�'���������� ������ ���� +,� ����� -������������
��)���� ��.������ �����������������'� ��+ /����������	 0��� ���� ���� ���� ��� ��� ���
���������� ��� ���������� ��� ���'����'� $(������� 0�����((�& ����'�	 "� ��� ��������� ��
��������� ��� ��� (���������� 1���������� (��� '��� ������� )���'����� ���� '��� ���
����� �����)'������ ����� ��� �����+ ���������� ���� ����� �� ��� -������'�� ���� '���
��� �� ��� �,�����+�'�� ���� ����� ��+#����� ����	 2�������� ���� ��� ��� 0�����((��
��� ���������� ��� �������� ��� ���'����'� ����'�� ���� ���� *����#3����� ��� ����'���
(�����'(�� �� ����� �������������� ��+� ��� ���������� ��� 1���������� +,���� �	�	 ���
����'�������� +,� ����� 4(���+ ����������� ���� ��+����� ��� �#����� �����������������
���������	 0��� ����� ����+���� �� ����'��������� 5���������((��� (�� ��� ��������� !��
'����������	 ��� ��� ���������� ��� ���������� ��� ���'����'� $����� 0�����((� �� ���
���	 �	
%� ��� �	
��& ���� ����+���� ����'�� ���� ��� (���������� 1���������� ��� �#���
��� ��������� ���� �� ���� �'���'���� ���� ������ ��� ����� �����)'������ ����	 �����
��+,� ��� ��� �����#3���� -��������)����'� ��� ��� ��+����� ��� ���� ���� '��� ������
������� �))�������'(����� �������� !��������+������� ��� ��� �� ��� �))������ ����
��� ��� �#������ ����'��(�����#(��	 ��� ��� ���������� ��� ���������� ��� ���'����'�
$���	 �	
%� ��� �	
��& ��� ������������ ���� ��� (���������� 1���������� ��� *����#3��
���� ��� �������������� ���������� �� �'���'������ �������� ���� �'��� ��� ������ ���
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�� ��� ��������	
��� ������������� 	��� ��� ����� ������������ ��� V̇g������
3�� ���

��� ��� ���������� ������������� ��� ����� ���������� �� !" # ��� �$%������� &�'' (�)�*
������+����  ���� ��,������ ����� ��'�	����� ���� �� ���'��" 	�� ��- ��� ���������� .���$
��������������� ���������

�� ������ /�����  ��� ����������-���� 	�����" ���� ��� ����� ���������� �� ��� /�����$
������� ����� ��� ����������� 0����������#���� ��� ���-���� 	�����  ��� ��� 0�����$
��'����� ��1� ������ ������������ ��� ��������� ���'��������� 	
����� ��� 2!���������
2�  ����� ������� 	�����" ���� ���� 3����4+����� ��� �������������� �� ����� 2��4����
��� ������ ��� .������������ &������+��* -5��� ����� ��-5� ��� ������
������ ��� ��$
������ �� ���+� 0������������ ��� �6��" 	�'�� �� '�� �4����� 3���������4��� ��������'
������ 7��������� �� ����-����� ����� �� ����������  ���� ��� ������������ ���� -������
����� ���������� ����� ��� �������������� ����������� '�������� 	���

����� ������	
� ��	 �����
�	���	
��� ������	��� �����
 ��
�����
�

.������ 	����� ��� 0�������'����� '��5����� ��� ������+�������� '�� �	�� ����������$
��� 0��������� &�8��� ��� ��8���* ��� ����� /����������� ��� 8� � ����#�����" �� ����
�4������ �'�
���� ��� ������ ������+��	���� ��� ��� 0�������� �� �� ����� ������ 9��$
��� ��� -5� ��
���� :������������� ��� -������������ ��������� ��� ;�����, ����� ���
<���� ��� ��� .������������ :� ���� 3��������'�� ��� �	������ ��� �����������������
0��������� �� ��������" 	��� ��� ����������������� ������+�������� ��- ��� 0������������
��� �8 /� ����� ����� -������� =��������� '������>

NBer =
NMess · 10

tMess

&(�(*

	�'�� =Ber ��� '��������� ������ �� ������+��� ��� �8 /� �����" =Mess ��� 0���	�����$
���� ��� �Mess ��� 0������� ���

��� ��� ������������� ��� !" #" � ��� ������������+�� �� �'' (�� ��� �� �� �����"
���� '�� �������� 3���������4��� '������ ��- �8 /� ����� 0������� ���� ������+��
'�� ��� �
������ 0�������� ��� ��8��� �������� 	����� ��� �4����� 3���������4���
&V̇g��?8�

3�� ��� ����* 	����� @����� 	������ ������+�� '�� ��� �
������ 0��������
��� ��8 /� ����� ���� ����� ����� ��-5� ��� ��� ��������� ���������� A�����������$
��� %��������'�	����� ��� 0�� �� ���� '�� �4����� 3���������4���" 	�'�� '�� ���
�
������ 0������� ���� '������ %���
����������
� ��� 0���	���� ����'�� ��� ��� ���  ��$
��� 0�������� ��� �8���  ��� �� ���� ��-
���� �� ��� ���������� 0���	����� �� �����
���� ;� ������ ��'���  ����� ����� ����  ��� ����������� 7����������� �	������ ���
0�������� ��� ��� ������+�������� ��-����� 	����� /#����������� 0���-������������
��� 0�������� ����� 3�������� ��� 0�������� 	����� '�� �� 5�-����� :���������� ���$
���" 	����� �'�
���� ����� �	������ ��� 0�������� ��� ��� ������+�������� �'����'��
����
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��� ��� ������������ V̇g	

����� �������	
 ��� �����	
�����	
 ������ ������

����� ������ �����  ����� ��� �������������� ���!����� ��� ��������������� ��� � ��
������������ �������� "����������# ��� ���� �� ����� ������������ ������ µ $������%
&���������' ������������� $µ1()	)���

2 ��� µ2()	*��
2'	 +�� ������ ��� ��� �������%

����� ������ ��� )	)���2  ����#  ��  ����� ���� ����� �� ����# ��� ��� ������������%
��� ��������� ��� ����� ,����������� ��� )	-�� ��� �����	 .� ���� ��� ��������&�����
 �����# �� ��� ����� �� �� ��������� ��������# ���� ��������� ������� ���  ������
��������� ����� ����������  ����� ����	 ���	 �	
/ ����� ��� �������� � ������ ��� ���%
������������ ��� ������ �������� ��� ��� ,����������� ��� )	-�� ��� ����� ���������
��� 
) ,�������	 .� ��� �� ��������# ���� ���� ��������� �������� $µ2()	*��

2'  ���%
��� ��������� �� 0%1�������# 2����� ���� ��������� �� 3% ��� �%1������� ��&������	 ����
��� ��������������������� ��� &��� ����� �� ��4��� ��� ��� ��������� ��������	 .���
"�3��������� ��������� .�������� ���� ������ ����� ����������  �����# �� ��� ������ ���
����� ��������� ������&��� 5���&�����5 �� ����������� ����������  ����� ������	 ����
����  ����� �3����������� �������������� ����� �������� ��� ������������ ��������
$���������������� �����������������' �� 6����&� 7������� !��� �4������ 6������������
�������	 ����&������������ ����� �������� ��� ���������  ����� ����&���� ��� 1�"��%
������������ ��� ��������� �������������	

����� �����������	
��������� �� ���������������

����� ������ �����  ����� ��� .��������� ��� ��� ��� ��������� ����������� ��%
��� ����������� ��� 8�����������% ��� 1���������� ����� ��� ������������ ������%
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������ µ ��� ��� ������������ V̇g	

����� �����������	 �� ���	 �	 ! ���� ��� "��� ��� ��������� ����������� #$ % ��� �&
�����'���������������������$ ��'�� ��� ����� ��	 �	( ���������� �����������'�����&
���� �� ������������ ��� ������������ V̇g �����������	 )� ��� ��������� �� ��������$ ����
��� ����������� *������������'����������� ��� ����������� ������������ ���������	 +��
��,���� ��'�� �-���� .��� ��� V̇g/0�	1�32� ����� ����� ��� ��������� .�������'�����
�� ������� 3������� �������� ��� ���������4�� ��������$ �� ��� ���� ��� �����������
����������� '������ ��� ������� ��,��� 5����� ���	 �	 !6	 7��� ������������ ��� ��&
'� V̇g/(!8�32� ��� ��� ��������� ����� ��� 9������ �������������� ��� ��� �����������
'��� ��� ������ �� ��� 9��������� ������������ ��� �#���� ������� �� ��� :"�����,����
���"�� �� ����� �������������$ '����� ��� ���������� �������� *������������'��������� ��&
��������	 7�� �-����� �������������� �� ;������ ��� ����<����������� 9������ ��� ���"���
������ �� �������� ;������$ ,"��� ��� )��-���� ��� �������������� �� ����� ��-�����
7������������� �� ��� 9��������� ��� �� ����� ������������ *������������������ �� ��&
�����	 )���,���� ���������� ���� ��� ;��� ,"� ����� =����, �� ��� >.�������'�����> �����
��� ��������� �����-����� *������������'���������	 �� ����������� ?�������������������
��� V̇g/
(8	 �32� 5����� ���	 �	 ! ������6 '����� ��� 3��������� �� ����� '������������&
��������� ;������ ��������$ ��� ����� �#���� ���-��� *������������'����������� ������&
�������� ���	

��� �������� '����� ��� )��������� ��� ��� ��� ��������� ����������� ��������� :�&
������������'����������� �� ������������ ��� ������������ V̇g �����������	 ���	 �	 (�6
����� �������� ��� ��� ��� ����������� �	(0 ��� �	(8 ����������� ��� "��� ��� ���������
����������� .����������'����������� ��� .��������������������� �� ������������ ���
������������ V̇g	 �� ���	 �	 (�6 ��� ����������� ��� ��� ��	 �	(� ���������� :��������&

(@!
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������� �����������	 �� ��� ���������� ���� ���� ������ ��� ������������� �� �����

��������� �	
 � �! "������������������� ��� "������������������# �!
$��������������� �� ����������� ��� ����������� V̇g	

�������������� ������������������� %&��	 '���� ��� "�������������������� ��� ���
��� "������������������ ������� ��� (����� ��� �������������	 )����� �����������
���� ��� ��� $��������������� ��� ������ ��� ����������������� ��������� ��� ���
��� ����������� *����������� &������������	 +�� ����� ���,���� ����������� ��� ��-
�������� ��� �������������� ���� ��� .�������������� ���,�� ��� ������������ ����� ���
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� ������ ���������� �������� ��� ����������� �	���
����	���	��������
���������
����� ��� ���	������������� ��� �	��	���� ��� ��������	��� �� ��������� !���
"�#$ ���� ��� !�� ����
��� ��� ���� ��� %����	��� ����������� �	���
����	���	��������
���������
������ ����� ��� ���	������������ ��� ����������������� ��������	���� ��� &	��
������ ���� !�� !��� "�#$	' ��� �' ��� � ��
������ �	�� ��� (������� ��� ��������	���

!�������� "�#$) !�� ����
��� 	' ��� ����������� �	���
����	���	����������������
���
��� �' ��� ����������� ���	������������ *�� ��� ��������	��� �Sch ����� �	��	���� ���

&	�������	��� V̇g�

�Sch ��� ����� *���������	��� &	�������	� V̇g �� ������������ ��� ������������������
�	���
�������������
��� ��� �	��� 	��� �� ������������ ��� ���	������������ ������ ���
����� ���+���� ��������	��� ��� ��� ��
	�� �	���
��
������	���� εs ���+�� 	�� ��� �����
���������� ��������	���� ������� ��� ����������������� ��� �	���
��� ��������� �
��� ���
��� �� � � �,����� -���������� ��� 	������ �	���
��� 
����� .�� �	���
�����	���� ���
�	��� ��� ���	������������ ���� ����� /���� �������� 0��	�������+ ��� ����� 	������
�	���
�� ���� ��� !��	�	���	�� �����1����� ��� ������� 2�����	��� ��� ������
	����
������ ���� �	���
��� �� ��� ���
�	����� 	�����	��� 3� ������ 0��� �������� ��� �	���
���

������	���� ����� %	4��	����� 5�	�
���������'� �	� ��������� �	�� ����� �� �� ������
-���	
� ��������	���� ������ ��� ���� ���	������������� ����� ������� ���� .���� 	���
���� ����� ���
�	����� ��� ��� �����	��� ���� ���	��� ��� ��� ��������� ���	������������
��� ������� ��������	���� 5����� !��� "�#$�'�

����� ������	
� �	� ��������	������	�����	����

2������ ���� ���� ����� �	� �	��������� %����������6���� �4����������� ���	����� �	����

�������������
����*��������� ��� �������������	��� 72.�-��������������	������ *���
�������� �� !���	��� �� &����������
����*��������� ��� �	���
�� �� ��� ���	���������
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 ���� ��� ���������� ���� ���� �������� ��� ���� ������� �����
�������
 ����� ��������� ����� ��������� ��������� ������ ����� ����������  ����
�������� ����������
 ��� ���� �� ����������� ������ �!���� ����� "��� �� #���
�	� ����� $� ����� ����� ������� ��� ��� �� ����� �� %������� �� �������� &������
����!��������� '� ���������� &����� ��� ��  ��� ��� �	� ���
 ���� �� &�������	�� ���
����� �� (�������������������� ����� ��� �� )������ �� ������������ �����������
�*����� �� ���������� '� +��� ,�- ��� �� .�������� �� ������������ �� �� &��� ��
������ ���������������� �� ����� ��� &��� ������� ����� $�������� �� (���.������ �
/�����������  � ������������ 0��� ,�11 ����� ��� �� $��� ���� �������� �� ����
�� &�������	�� ������� ��� (�������������������� ����� ��� ���������� �� ��� ��
&��� ��������

+���  � ,�-2 .�������� �� ������������ �� �� &��� ��������

%���������� ������� /���

&����������� �Sch �� ��1-
.������ ���������� s �� 3�
.������ ����� ρs ��4�3 5��
)��������������6����� �ss � ��7
(� ����8 ����9������ � �
������� )������������ φ ◦ �1
: ��������������� � ;���
(���������� V̇g �34� �3�
(������������ ϑ ◦< �-
(������� ρg ��4�3 3�3=
���� (����������!� νg �24� 3-�5·3�−6

/�����������  3 � &���  �� �� >������ ?3@1-A
/�����������  � � < ��� �� �� ?3@5=A
/�����������  1 � (������ �� �� ?3@@�A

0�� 0��� ,�11 ���� ������
 ��� ���� ��� ���� &���� ������� �*������ .������ ���������
������������� ��� ����� ���� �� ������� ��� �� ������������ �����������*����

� � ���� ���� �� &��� ������� ������������ ���� ��� &���� ���� �� �� 0�����������
�� ��� ������� ���� ���� ����������� (���������������
 ����� �� )��� �������� �� ��
0��������!��� ��� ��������� (��������������� ��� ��� ����������

���� ���� B�������������� ��� �� �����������  �� /����� ��� ��� �� &��� �����
��� �� (������ �� �� ?3@@�A�/�����������  ����� �� �� ���� ���� �������� �����

��� �� ���������� ���� �� �������� ��� ����� �������� � � �� ������ C� ����� �
���� �� ��� ����� �� ��������
 ��� ����� �	���� .������ ���������������� �� �� &���� ���
�� �� �� �� )��� ������� �������� ����� �����
 ���� ���� � ���������� �!��� ����
���� ���� ���� ������� B�������������� �� �������������� ��� �� &��� ����� ���
�� (������ �� �� ?3@@�A�/�����������  �������
 ��� ��� ������������� )��� �
��� �����  �� %�� �� &��� ����� ��� �� < ��� �� �� ?3@5=A�/�����������  ����� ��
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 ������ �� !"������ ��� �� #���������� ���� ��������� ��

$�����������%���������������	

�� #����� �� ���  � ��� ��� �� �� &'�����( ��  � ����� ���������������������
������	 )� $����� �� � ���� �� �� #��������� ��� �� #������ ��� *������
�+,
-��%�������������� �� �� .������� '�� �� #�������/� �� ��� �� ��� ����
���������� ��� ���������� ����	

���	 �	
� �� ��� ��  ��� �� ������� �� 0�����1��������� ��������� εs ��� !"�
������ ��� �� #����������	 %������ ���� �� ���	 �	
� � ��� (� ���������2� �������
����������� �� ����������������������������� �s,y �� #���������� ���������	
��� ���	 �	
��� ��� � ��� �������  � �����3 ���� �� ������� �� �� #����� ��
�� �������� �� 4��(� �	 �	 �+,56��%��������������� ��( '�� +	-�7� ����������
����3 ��� �� �������  �� !"������ ���� ���	 �	
-�  � ���� ���	 8����� ��
������� �� ������������3 ��� � ������ �� ���9 #������"������� �� �������  ��
!"������ ����	 �	
���	 :� �� #��������� ��� �� #������ ��� *������ �+,
-��
%�������������� ����	 �	
��� ��� (� ���� �� ;�� ����� ��� ��( ��	 <	=�<	
�7�
����������3 ��� ������� �������� �� ������ %��� ����	

+>�
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/ ∗ 1 Koch&Hill drag model ∗ / #include udf.h
/ ∗ 2 ∗ / #define pi 3.14159265358979323846
/ ∗ 3 ∗ / #define diam20.00175
/ ∗ 4 ∗ / DEFINE+EXCHANGE+PROPERTY(custom+drag, cell, mix+thread, s+col, f+col)
/ ∗ 5 ∗ / {
/ ∗ 6 ∗ / Thread ∗ thread+g, ∗thread+s;
/ ∗ 7 ∗ / real x+vel+g, x+vel+s, y+vel+g, y+vel+s, abs+v, slip+x, slip+y, rho+g, rho+s,

mu+g, reyp, void+g, k+g+s, F0, F1, F3, void+s;
/ ∗ 8 find the threads for the gas (primary) ∗ /
/ ∗ 9 and solids (secondary phases) ∗ /
/ ∗ 10 ∗ / thread+g = THREAD+SUB+THREAD(mix+thread, s+col); / ∗ gasphase ∗ /
/ ∗ 11 ∗ / thread+s = THREAD+SUB+THREAD(mix+thread, f+col); / ∗ solidphase ∗ /
/ ∗ 12 find phase velocities and properties ∗ /
/ ∗ 13 ∗ / x+vel+g = C+U(cell, thread+g);
/ ∗ 14 ∗ / y+vel+g = C+V(cell, thread+g);
/ ∗ 15 ∗ / x+vel+s = C+U(cell, thread+s);
/ ∗ 16 ∗ / y+vel+s = C+V(cell, thread+s);
/ ∗ 17 ∗ / slip+x = x+vel+g − x+vel+s;
/ ∗ 18 ∗ / slip+y = y+vel+g − y+vel+s;
/ ∗ 19 ∗ / rho+g = C+R(cell, thread+g);
/ ∗ 20 ∗ / rho+s = C+R(cell, thread+s);
/ ∗ 21 ∗ / mu+g = C+MU+L(cell, thread+g);
/ ∗ 22 compute slip ∗ /
/ ∗ 23 ∗ / abs+v = sqrt(slip+x ∗ slip+x + slip+y ∗ slip+y);
/ ∗ 24 compute reynolds number ∗ /
/ ∗ 25 ∗ / reyp = rho+g ∗ void+g ∗ abs+v ∗ diam2/mu+g;
/ ∗ 26 compute gas volume fraction ∗ /
/ ∗ 27 ∗ / void+g = C+VOF(cell, thread+g);
/ ∗ 28 compute solid volume fraction ∗ /
/ ∗ 29 ∗ / void+s = C+VOF(cell, thread+s);
/ ∗ 30 compute F3 coefficient ∗ /
/ ∗ 31 ∗ / F3 = 0.0673 + 0.212 ∗ void+s + 0.0232/(1 − void+s)/(1 − void+s)/(1 − void+s)

/(1 − void+s)/(1 − void+s);

'(,
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/ ∗ 32 compute F1 coefficient ∗ /
/ ∗ 33 ∗ / F1 = 0.110 + 5.1 ∗ pow(10,−4) ∗ exp(11.6 ∗ void�s);
/ ∗ 34 compute F0 coefficient ∗ /
/ ∗ 35 ∗ / if(void�s < 0.4)
/ ∗ 36 ∗ / F0 = (1 + 3 ∗ sqrt(0.5 ∗ (void�s + 0.00000000000001)) + (135/64) ∗ void�s

∗log(void�s + 0.00000000000001) + 17.14 ∗ void�s)/(1 + 0.681 ∗ void�s
−8.48 ∗ (void�s ∗ void�s) + 8.16 ∗ (void�s ∗ void�s ∗ void�s));

/ ∗ 38 ∗ / else
/ ∗ 39 ∗ / F0 = 10 ∗ void�s/(1 − void�s)/(1 − void�s)/(1 − void�s);
/ ∗ 40 compute gas − solid exchange coefficient k�g�s and return him to FLUENT ∗ /
/ ∗ 41 ∗ / if(reyp < 40)
/ ∗ 42 ∗ / k�g�s = 18 ∗ mu�g ∗ void�g ∗ void�g ∗ (1 − void�g)/diam2/diam2 ∗ (F0 + 0.25

∗F1 ∗ reyp ∗ reyp);
/ ∗ 43 ∗ / else
/ ∗ 44 ∗ / k�g�s = 18 ∗ mu�g ∗ void�g ∗ void�g ∗ (1 − void�g)/diam2/diam2 ∗ (F0

+0.5 ∗ F3 ∗ reyp);
return k�g�s; }
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/ ∗ 1 van der Hoef drag model ∗ / #include udf.h
/ ∗ 2 ∗ / #define pi 3.14159265358979323846
/ ∗ 3 ∗ / #define diam2 0.00175
/ ∗ 4 ∗ / DEFINE&EXCHANGE&PROPERTY(vdHoef, cell, mix&thread, s&col, f&col)
/ ∗ 5 ∗ / {
/ ∗ 6 ∗ / Thread ∗ thread&g, ∗thread&s;
/ ∗ 7 ∗ / real x&vel&g, x&vel&s, y&vel&g, y&vel&s, abs&v, slip&x, slip&y, rho&g, rho&s,

mu&g, reyp, void&g, k&g&s, F0, F1, void&s;
/ ∗ 8 find the threads for the gas (primary) ∗ /
/ ∗ 9 and solids (secondary phases) ∗ /
/ ∗ 10 ∗ / thread&g = THREAD&SUB&THREAD(mix&thread, s&col); / ∗ gasphase ∗ /
/ ∗ 11 ∗ / thread&s = THREAD&SUB&THREAD(mix&thread, f&col); / ∗ solidphase ∗ /
/ ∗ 12 find phase velocities and properties ∗ /
/ ∗ 13 ∗ / x&vel&g = C&U(cell, thread&g);
/ ∗ 14 ∗ / y&vel&g = C&V(cell, thread&g);
/ ∗ 15 ∗ / x&vel&s = C&U(cell, thread&s);
/ ∗ 16 ∗ / y&vel&s = C&V(cell, thread&s);
/ ∗ 17 ∗ / slip&x = x&vel&g − x&vel&s;
/ ∗ 18 ∗ / slip&y = y&vel&g − y&vel&s;
/ ∗ 19 ∗ / rho&g = C&R(cell, thread&g);
/ ∗ 20 ∗ / rho&s = C&R(cell, thread&s);
/ ∗ 21 ∗ / mu&g = C&MU&L(cell, thread&g);
/ ∗ 22 compute slip ∗ /
/ ∗ 23 ∗ / abs&v = sqrt(slip&x ∗ slip&x + slip&y ∗ slip&y);
/ ∗ 24 compute reynolds number ∗ /
/ ∗ 25 ∗ / reyp = rho&g ∗ void&g ∗ abs&v ∗ diam2/mu&g;
/ ∗ 26 compute gas volume fraction ∗ /
/ ∗ 27 ∗ /void&g = C&VOF(cell, thread&g);
/ ∗ 28 compute solid volume fraction ∗ /
/ ∗ 29 ∗ / void&s = C&VOF(cell, thread&s);
/ ∗ 30 compute F0 coefficient ∗ /
/ ∗ 31 ∗ / F0 = 10 ∗ (1 − void&g)/(1 − (1 − void&g))/(1 − (1 − void&g)) + (1 − (1 − void&g))

∗(1 − (1 − void&g)) ∗ (1 + 1.5 ∗ sqrt(1 − void&g));
/ ∗ 32 compute F1 coefficient ∗ /
/ ∗ 33 ∗ / F1 = (0.48 + 1.9 ∗ (1 − void&g))/18/(1 − (1 − void&g))/(1 − (1 − void&g));
/ ∗ 34 compute gas − solid exchange coefficient k&g&s and return him to FLUENT ∗ /
/ ∗ 35 ∗ / k&g&s = 18 ∗ mu&g ∗ void&g ∗ void&g ∗ (1 − void&g)/diam2/diam2

∗(F0 + F1 ∗ reyp);
returnk&g&s; }
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/ ∗ 1 Beetstra drag model ∗ / #include udf.h
/ ∗ 2 ∗ / #define pi 3.14159265358979323846
/ ∗ 3 ∗ / #define diam2 0.00175
/ ∗ 4 ∗ / DEFINE$EXCHANGE$PROPERTY(beestra, cell, mix$thread, s$col, f$col)
/ ∗ 5 ∗ / {
/ ∗ 6 ∗ / Thread ∗ thread$g, ∗thread$s;
/ ∗ 7 ∗ / real x$vel$g, x$vel$s, y$vel$g, y$vel$s, abs$v, slip$x, slip$y, rho$g, rho$s,

mu$g, reyp, void$g, k$g$s, F0, F1, F2, F3, F4, F5, void$s;
/ ∗ 8 find the threads for the gas (primary) ∗ /
/ ∗ 9 and solids (secondary phases) ∗ /
/ ∗ 10 ∗ / thread$g = THREAD$SUB$THREAD(mix$thread, s$col); / ∗ gasphase ∗ /
/ ∗ 11 ∗ / thread$s = THREAD$SUB$THREAD(mix$thread, f$col); / ∗ solidphase ∗ /
/ ∗ 12 find phase velocities and properties ∗ /
/ ∗ 13 ∗ / x$vel$g = C$U(cell, thread$g);
/ ∗ 14 ∗ / y$vel$g = C$V(cell, thread$g);
/ ∗ 15 ∗ / x$vel$s = C$U(cell, thread$s);
/ ∗ 16 ∗ / y$vel$s = C$V(cell, thread$s);
/ ∗ 17 ∗ / slip$x = x$vel$g − x$vel$s;
/ ∗ 18 ∗ / slip$y = y$vel$g − y$vel$s;
/ ∗ 19 ∗ / rho$g = C$R(cell, thread$g);
/ ∗ 20 ∗ / rho$s = C$R(cell, thread$s);
/ ∗ 21 ∗ / mu$g = C$MU$L(cell, thread$g);
/ ∗ 22 compute slip ∗ /
/ ∗ 23 ∗ / abs$v = sqrt(slip$x ∗ slip$x + slip$y ∗ slip$y);
/ ∗ 24 compute reynolds number ∗ /
/ ∗ 25 ∗ / reyp = rho$g ∗ void$g ∗ abs$v ∗ diam2/mu$g;
/ ∗ 26 compute gas volume fraction ∗ /
/ ∗ 27 ∗ / void$g = C$VOF(cell, thread$g);
/ ∗ 28 compute solid volume fraction ∗ /
/ ∗ 29 ∗ / void$s = C$VOF(cell, thread$s);
/ ∗ 30 compute F1 coefficient ∗ /
/ ∗ 31 ∗ / F1 = 10 ∗ (1 − void$g)/(1 − (1 − void$g))/(1 − (1 − void$g));
/ ∗ 32 compute F2 coefficient ∗ /
/ ∗ 33 ∗ / F2 = (1 − (1 − void$g)) ∗ (1 − (1 − void$g)) ∗ (1 + 1.5 ∗ sqrt(1 − void$g));
/ ∗ 34 compute F3 coefficient ∗ /
/ ∗ 35 ∗ / F3 = 0.413 ∗ reyp/24/(1 − (1 − void$g))/(1 − (1 − void$g));
/ ∗ 36 compute F4 coefficient ∗ /
/ ∗ 35 ∗ / F4 = pow((1 − (1 − void$g)),−1) + 3 ∗ (1 − void$g) ∗ (1 − (1 − void$g)) + 8.4

∗pow((reyp + 0.000000000000001),−0.343);
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/ ∗ 36 compute F5 coefficient ∗ /
/ ∗ 37 ∗ / F5 = 1 + pow(10, 3 ∗ (1 − void�g))

∗pow((reyp + 0.000000000000001), (−(1 + 4 ∗ (1 − void�g))/2));
/ ∗ 38 compute dimensionless F0 − coefficient ∗ /
/ ∗ 39 ∗ / F0 = (F1) + (F2) + (F3) ∗ ((F4)/(F5));
/ ∗ 40 compute gas − solid exchange coefficient k�g�s and return him to FLUENT ∗ /
/ ∗ 41 ∗ / k�g�s = 18 ∗ mu�g ∗ void�g ∗ void�g ∗ (1 − void�g)/diam2/diam2 ∗ (F0);
returnk�g�s; }
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/ ∗ 1 Clift drag model ∗ / #include udf.h
/ ∗ 2 ∗ / #define diam2 0.00175
/ ∗ 3 ∗ / #define pi 3.14159265358979323846
/ ∗ 4 ∗ / DEFINE%EXCHANGE%PROPERTY(custom%drag, cell, mix%thread, s%col, f%col)
/ ∗ 5 ∗ / {
/ ∗ 6 ∗ / Thread ∗ thread%g, ∗thread%s;
/ ∗ 7 ∗ / real x%vel%g, x%vel%s, y%vel%g, y%vel%s, abs%v, slip%x, slip%y,
/ ∗ 8 ∗ / rho%g, rho%s, mu%g, reyp, C, void%g, k%g%s, w;
/ ∗ 9 find the threads for the gas (primary) ∗ /
/ ∗ 10 and solids (secondary phases) ∗ /
/ ∗ 11 ∗ / thread%g = THREAD%SUB%THREAD(mix%thread, s%col); / ∗ gasphase ∗ /
/ ∗ 12 ∗ / thread%s = THREAD%SUB%THREAD(mix%thread, f%col); / ∗ solidphase ∗ /
/ ∗ 13 find phase velocities and properties ∗ /
/ ∗ 14 ∗ / x%vel%g = C%U(cell, thread%g);
/ ∗ 15 ∗ / y%vel%g = C%V(cell, thread%g);
/ ∗ 16 ∗ / x%vel%s = C%U(cell, thread%s);
/ ∗ 17 ∗ / y%vel%s = C%V(cell, thread%s);
/ ∗ 18 ∗ / slip%x = x%vel%g − x%vel%s;
/ ∗ 19 ∗ / slip%y = y%vel%g − y%vel%s;
/ ∗ 20 ∗ / rho%g = C%R(cell, thread%g);
/ ∗ 21 ∗ / rho%s = C%R(cell, thread%s);
/ ∗ 22 ∗ / mu%g = C%MU%L(cell, thread%g);
/ ∗ 23 compute slip ∗ /
/ ∗ 24 ∗ / abs%v = sqrt(slip%x ∗ slip%x + slip%y ∗ slip%y);
/ ∗ 25 compute reynolds number ∗ /
/ ∗ 26 ∗ / reyp = rho%g ∗ void%g ∗ abs%v ∗ diam2/mu%g;
/ ∗ 27 compute gas volume fraction ∗ /
/ ∗ 28 ∗ / void%g = C%VOF(cell, thread%g);
/ ∗ 29 compute support unit ∗ /
/ ∗ 30 ∗ / w = log10(reyp + 0.000001);
/ ∗ 31 compute C coefficient ∗ /
/ ∗ 32 ∗ / if(reyp < 0.01)
/ ∗ 33 ∗ / C = 3/16 + 24/(reyp + 0.000001);
/ ∗ 34 ∗ / elseif(0.01 <= reyp < 20)
/ ∗ 35 ∗ / C = 24/(reyp + 0.000001) ∗ (1 + 0.1315 ∗ pow(reyp, (0.82 − 0.05 ∗ w)));
/ ∗ 36 ∗ / elseif(20 <= reyp < 260)
/ ∗ 37 ∗ / C = 24/(reyp + 0.000001) ∗ (1 + 0.1935 ∗ pow(reyp, 0.6305));
/ ∗ 38 ∗ / elseif(260 <= reyp < 1500)
/ ∗ 39 ∗ / C = pow(10, (1.6435 − 1.1242 ∗ w + 0.1558 ∗ w ∗ w));
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/ ∗ 40 ∗ / elseif(1500 <= reyp < 12000)
/ ∗ 41 ∗ / C = pow(10, (−2.4571 + 2.5558 ∗ w − 0.929 ∗ w ∗ w + 0.1049 ∗ w ∗ w ∗ w));
/ ∗ 42 ∗ / elseif(12000 <= reyp < 44000)
/ ∗ 43 ∗ / C = pow(10, (−1.9181 + 0.6370 ∗ w − 0.063 ∗ w ∗ w));
/ ∗ 44 ∗ / elseif(44000 <= reyp < 338000)
/ ∗ 45 ∗ / C = pow(10, (−4.3390 + 1.5809 ∗ w − 0.1546 ∗ w ∗ w));
/ ∗ 46 ∗ / elseif(338000 <= reyp < 400000)
/ ∗ 47 ∗ / C = 29.78 − 5.3 ∗ w;
/ ∗ 48 ∗ / elseif(400000 <= reyp < 1000000)
/ ∗ 49 ∗ / C = −0.49 + 0.1 ∗ w;
/ ∗ 50 ∗ / else
/ ∗ 51 ∗ / C = 0.19 − 80000/(reyp + 0.000001);
/ ∗ 52 compute gas − solid exchange coefficient k�g�s and return him to FLUENT ∗ /
/ ∗ 53 ∗ / k�g�s = ((1 − void�g) ∗ rho�s ∗ reyp ∗ C ∗ 18 ∗ mu�g)/(24 ∗ rho�s ∗ diam2 ∗ diam2);
returnk�g�s; }
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�	���������	���	��� ���� �� ���������� �	 ������	� !�	��"��#���
��� ��� ������ #�� �	�������	 ��� �� ���� �	����	$#��� %������� #�� &	���'�	�
�������() ��� *	 �	#������ ��� +,����#����	�#�� ,��������� �	��- .//- 0-� *����
��� �	�1����,�#�������� ����	 
����� #�� ��,�����	�1����,�#�) ��� ����� /�� ��� �2�
��	�#����� *# ����,�* 1,#��- �,/�� ���� � ��	 3��	�	��#����	 !45##() � ��	 
����
����	��#����	 !*��� ��	��������� 
������ #�� 6�## �� ��##() β����� ����	 
1 ���

2 ��	 ������	 �	� �����	������	��	

	� ��� �	� �
	��	�

���
���� ���� ���	 �	� �����	������	��	

	� � � �
	��	� ���
!
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�	� #���	������$��� %m ���� ���� ��
�	��	� !���	
 �	�	���	��

qm =
C√

1 − β4
ε
π

4
d2

√
2∆pρ &���'

�	� (�
��	������$��� V̇g 	����� ���� ���� )��

V̇ =
qm

ρ
&��*'
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C = 0.5961 + 0.0261 · β2 − 0.216 · β8 + 0, 000521
(

106β
ReD

)0.7

+ (0.0188 + 0.0063 · A) β3.5
(

106

ReD

)0.3

+
(
0.043 + 0.080 · e−10·L1 − 0.123 · e−7·L1

)
· (1 − 0.11 · A) β4

1−β4 − 0.031 (M2 − 0.8M1.1
2 ) β1.3

'� ,+
���� ���� "�D ��� �
- ��� "�	.
���	���� �������� "�&�������	�� /10�11� ��� 2�	3��#
��� ��� 4�������� �� �
�������	5� �5 �����
- !�� �� %�������� �� ������ �
5 "�	#
�
�	5����� /20�21� ��� 2�	3����� ��� 4�������� �� �
�������	5� �5 4
���
- !��

�� "�������� �� ������ �
5 "�	�
�	5����� ����� M2 = 2·L2

1−β

�� A =

(
19000·β

ReD

)0.8

 

�5 ���� �� ������	�
�������	5� ��� /10/2067 81� 

��� ������������	� ε ��� �
�	 ��� �5�����	� �����	
�� !�� "����#$��� '())9+ ����#
���:

ε = 1 − (
0.351 + 0.256 · β4 + 0.93 · β8

) [
1 −

(
p2

p1

)1/κ
]

'� 8+

����� κ ��� ������������������� ��� ��
���� �������� 

�� ��� -�������� 4�����
���� ���� ����� ��� ���	 �� ;��< �< �%=7(*>#6; ����	#
����� ��������
!�� �
�	 �����5������� ���	�
!�� ����������� ��� �
�	 ?���
�� ��
%�@5
�������	���������� �� ��� !���	������� A
����� �5 "�	.
���	���� 5������ ���#
��������5�5��� 
�� B���
��5���
�� ��� �� ������ �	����� �
��� C
 �5���#
�
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��� �
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����
���� � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���������� ���������������	��� ��� ����� ������������� � � � � � � � � � � 
��� !�"������� ��� #���� ��� ���� ��$� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
�� &'��
	� ��� ����� ���	(��� ��� ��� )	� ��% ��� ��$� � � � � � � � � � � � � �*
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� .��	�������� ��� ���������� � � + 
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&�����������-��	����� ∆pmax� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ++
��� ��������� ��� -���������� )	�������� "�� !�������� ��� 0�����	�����1

����
��������������� -mf � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +�
��$ ��������� ��� -���������� )	�������� "�� !�������� ��� &�����������1

-��	����� ∆pst �� �����	�� ��������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +*
��* )�	��������������� ��� )	�������� ��� 2 ���+ ��� ���%� � � � � � � � � � � %$

��� ������������ ��� 0
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������� � � � � � � � � $5

 �� ��	(������ ��� &'��
	� �� ��� )	��������� � � � � � � � � � � � � � � � � ��+
 �� ���	(��� ��� 6������������ �� ����  �+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5
 �� ��������� ��� 7����� �1+ "�� &������������	3����� � � � � � � � � � � � � � %
 � !���������������� -B �� ��� 7������ �1+ �� ���(������ -
� ��� 8���1

"��	 �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
 �+ ��������� ��� �/3��������� ��� ��� &���	���
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!�� ��������� ��� -���������� )	�������� "�� !�������� ��� ��/���	��
&�����������-��	����� ∆pmax� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5�

!�� ��������� ��� -���������� )	�������� "�� !�������� ��� 0�����	�����1
����
��������������� -mf � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5+
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��� ���	���	���#������� �� �	�����	�	�	� ��*��+	� ���� ����	�� �� �� ����,�� �(

��� -������������!���	� ��� .	�#�	��� �/����	� 	�	���	�	! ��� #	!	��	�	!

����������"�	����� ���� 0���# �� �� ��((1��� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��1 -������������!���	� ��� .	�#�	��� �/����	� 	�	���	�	! ��� ����� 23.
#	!	��	�	� 2����"	�#	���/����#"	����	��	����#	� ���� 0��� �� �� ��((,�� � � ��

��) 4��5��� �	�����	�	�	� -�"���	� ��6 ��� -������������!���	� �� 7� �� ��
��((1��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��, 2����"	�"���	����������	��	����# ����"�� ��� ����	�����!���/��"��#	�
��	����� �� 
��6��� ��� �!�	� ��(()�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� .	�#�	��� �	� 2����"	�"���	����������	��	����# 	� �	� 
�!�������	� !���	��
��������!!��	�� 	� 3�8	"���� 	��	� ������	 �� 	�� 9��	�	�� ���� 2����
�� �� ��((���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���( .	�#�	��� �	� 2����"	�"���	����������	��	����#	� !�� �	! �����������"����
�+��!��	�� ��� �	! �:�
����	�� ����"�� ��� .	�#�	��� �	� �$�	���+��
#�#	� ����	������!	��	�� ��	����� �� 	��	� ���	����	��	� 9��	��������
���� 2���� �� �� ��((��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� .	�#�	��� �	� ����	��	��	����# ��� �	���/����#"	����.	"���6	��	� �	�
4!�����������	 ����"�� ��� ��� ;�	������������<�	� ��� ����	�#�����$�
!	� ��	����� ���� ��""	�� �� �� ��((1�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1

���� .	��������6�� ����"�� ��� <	��������	 
���	 ��	����� ���� 
�� '��	 �� ��
��(()��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

���� �	��������� �	� 2������	 3!�#	 .	����!	�� ���� ��""	�� ��((��� � � � � � ��

���� =	�"��� ��� >�������# �	� =2:�
 ��	!� ���� ���6�� �� �� ����)�� � � � �(

���� 242:��	��� ��	! �� 	��	� ��	���!	�������	� 
������������ ���� ?��"
��((1�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���1 �� �	��������� ���� ������� �� �� ��((�� ��� � >�/	����# �� �	� ���"��
��	�	��	� 9��	�������� ��� 9��# �� �� ��((,�� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���) .	��������6�� ��� 4�!������# �	� 2����"	�	/	#��# �� �	� -���+�	����
�	 ����� -����	��	��!	����# �� 	��	� "�������� ���������	� 
������������
���� �������� �� �� ��((1�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���
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���� ������	�
���
� �� ���������� ��� �
�����������
���� 
� ��� ����� �����
���� ����������
���� �
�	 �	��� ��� ������  !"""� ��� �� �� ���#������
$�����
���%����
���� ��� &�� ������ �
�	 $���� �� 
�  !"""�� � � � � � � � � !'

���( %������� ��� )*���+����� ���� ����
� 
� ����� ��������	��	� �
�	 )#��
��� �� 
�  !""���� 
� ������	�
���
�, �� )*��%�����, �� �
����������	&���
��������-��������� �� ����� ���������� ./	� ��� �� ������	 �����������
0���	&����������-���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !1

!�� 2��� ��� 2���3���� ��� ��������	��� �����
����	�� ���
	���	��	�� � � � � � � 4"
!�! ��	��
����	� 5
��������� ��� ���
	���	��	� ��� 6��
�� ��� 5����������

�� ��� 2����
����	�  ������ ��� ������
����	�  ���	���� � � � � � � � � � � � � 4"
!�4 5�������
���� ��� -��&������� )������	���� � � � � � � � � � � � � � � � � 4�
!�' �7���+���� ��� ��� )������ 
� ����� ���
	���	��	�� � � � � � � � � � � � � � 4!
!�8 2���� ��� -��&������� ������	���������� 
� γ�6�293  ���3�, �� γ�6�293

 ������, �� α�6�293, �� ���
����	�� 0�
���
� ��� �� .��������� � � � � � � 4'
!�1 ����������	�
������-�� :3 ��� �
��������/3��-����������� ;3 ��� -���

&������� ������	���������� 
� γ�6�293  ���3�, �� γ�6�293  ������, �� α�
6�293, �� ���
����	�� 0�
���
� ��� �� .��������� � � � � � � � � � � � � � 48

!�< ��	��
����	� 5
��������� ��� ������� ������� ��� ���
	���	��	� ��� 6��
�
�� ��� 5���������� �� ��� 2����
����	�  ������ ��� ������ ��� 5��	���
��� 0
������&
���  ���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 41

!�� ��	��
 ��� 5��	��� ��� �
��� ��� -�����=������ >?����  ϕ@"◦, ������
��� �� �����	��� ��������  ϕA"◦, ���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4<

!�( 2���� 0
����������B=�	� �� 6�	=�������� -�� 5��	&����� ϕ ��� 0
�������
&
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4�

!��" 6�	=�������� ��� 0
��������������	&��������� -g,in �� ��� ��
���� ��� -���
��	������� 0
�����	�=��� V̇g� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4�

!��� 0�
C��	� 5
��������� ��� ����	���/���� D*�	�B=�	�D� � � � � � � � � � � � � '"
!��! 5����-������ ��� 6����/�������	���� �
�	 ��� )��	��� DE;��-
������

���/�������	�D� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�
!��4 5����-������ ��� 6����/�������	���� �
�	 ��� )��	��� D5����-������ ���

��� F��	����������D� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '!
!��' )������������� ��� 5����-�������� ∆p ��� 6����/�������	���� �� 6�	=��

������� -�� 5��	&����� ϕ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '4
!��8 5
��������� -�� *�������������-�� 
� ��� )���&����� ��� 5����-��������

��� 6����/�������	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '4
!��1 ��������	 &���	�� ���������� ��� �����	����� ������ ��� 5����-��������

��� 6����/�������	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ''
!��< �������
������&��� ξ 
�� 2������� -�� >?�����&����� ϕ ��� 0
�������

&
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '8
!��� ��������	 &���	�� ���������� ��� �����	����� ������ ��� 5����-��������

��� 6����/�������	���� ����� �������	��� ��� ��� ���&�������� $�����
����� '1

!!'
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���� ������	
��������� �� �	���������	 ������������	 ������������� ��� ����
���������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� �������� ����������������������� �� �	���������	 �������������������� � ��

���� ����	�������	 ��  	������	
 �� ��������!�	��	
�	 �� "������� #���
�� ������� �$ �� �	�������	 %������������� &V̇g ' ���(�3)�$* �$ �� �������	
%������������� V̇g ' �����3)�$ �	 �$ ��	��� �� �	�������	 %�������������
&V̇g ' �+��(�3)�$� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +�

���� ,������� ��	 
������	�	 ��������!�	��	
�	 �� "������� &-�!���� ����

���� ���	$ �	 �� .�������	����� �	 ����	 ������������	 &-�!���� ����

���� �	��	$ /#� �� .������� �	 �� .0��� �$* �$ �	 �$ ��� %��� ����� � +�

���1 2�	����� ������������� 	��� ���3 �� �� &���4$ ��� 2�		3����	�	
 �� ���
��	���	�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +1

���� 5������/�� 6�!�	��	
 �� 7�������80���	 �	 2����80���	� � � � � � � � +�

���+ 9��
����� 3!�����	 ������	���	 �	 
������	�	 :����	 �� ��;�����	
%	/�	
��������������������� ∆pmax �	 %��0	
�
���� ��	 �� 7�����������
���� <0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ++

���( 9��
����� 3!�����	 ������	���	 �	 
������	�	 :����	 �� 5�	����8���
������	�
����!�	�
���� �mf �	 %��0	
�
���� ��	 �� 7�������������� <0� +�

���� "������	�� 9�����/ �� �������������������� ∆pSch �	 %��0	
�
���� ���
"���������3 V̇g � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +4

���4 9��
����� 3!�����	 ������	���	 �	 
������	�	 :����	 �� ������������
��������� ∆pst �� �������	 %������������� �	 %��0	
�
���� ��	 �� 7����
����������� <0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +�

���� ����	�������	 ��  �������	
 �� :���� �� �������������������� ∆�Sch� (�

��1� "������	�� ������������������ ∆�Sch �	 %��0	
�
���� ��� "���������3
V̇g� �$ γ�%�2=3 &
��>$* �$ γ�%�2=3 &����	$� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

��1� "������	�� ������������������ ∆�Sch �	 %��0	
�
���� ��	 �� ��������
����� �Sch� �$ γ�%�2=3 &
��>$* �$ γ�%�2=3 &����	$* :�	��� "����
��!��3�	
ϕ'�◦� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

��1� "������	�� ������������������ ∆�Sch �	 %��0	
�
���� ��� ����!�	��� ϕ
�� "����
��!��3�	� �$ γ�%�2=3 &
��>$* �Sch'��� �
* �$ γ�%�2=3 &����	$*
�Sch'���+ �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (1

��11 "������	�� ������������������ ∆�Sch �	 %��0	
�
���� ��� ���?������� � (�

��1� ����	�������	 ��  �������	
 �� 
�����������	 .������ "� � � � � � � � � ((

��1+ ,������� ��	�� 7�in,ASF �"�%�����
����� & ��0�����	
 ����� ��;�$� � � � � � ((

��1( 2��������� 9�������#��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (4

��1� 9�����/ �� ��������������������� ��� �
 γ�%�2=3 &
��>$* ϕ'�◦� � � � � � � (�

��14 "������	�� ������������������ &���	$ �	 .����������	�/�������	 &�	�
��	$ ��� ���������	�	 "�������0�3�	 V̇g �	 �	 @�	���	 � ��� (� � � � � � ��

��1� "������	�� ������������������ &���	$ �	 .����������	�/�������	 &�	�
��	$ ��� ���������	�	 "�������0�3�	 V̇g �	 �	 @�	���	 � ��� ��� � � � � ��

����  ;������	������ 7�in,ASF �"�%�����
���� �� �	���������	 �������������� � ��

��+
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���� �������	
 ��� ����������	
 �������� ������������	
� ����	
������� �����
������������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ������
�� ��� ��������� ��  ���
��	
�	
��������� � � � � � � � � � � � � �!

���" ��������� ��� #�������� ��� �����$������	
��� �� ����������� ���
%��������������&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

���� ��������� ��� ����  ���
��	
�	
����������� ���&( ���� ���"� � � � � � � ��

"�� ��
&�������� ��� )�������������*������� +D ��� ��� ,���������
� ,�� � -'

"�� ��
&�������� ��� #���%������������	
���*������� .gs ��� ���
,���������
� ,�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -'

"�" ������	
���	
�� ��� ,�������������*������� �ss �� /��������
 ��(��	
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -�

"�� �0 1� #�231� ��������� #�������� �� �0 3���	
����������� � � � � � � � 4�

"�! ,���� �� ��5��������������� �0 .������	
��� ��� #��	
6������
��������������� �� ��� 7�	���������8 �0 9��� ��� 9��������� �� 	0 9����
���:������������������� ���  ��������������� ;��5��������������0� � 4!

"�' �������	
 �6��	
�� ����	
����� �� ���������� )����� ��� 7�	���������
∆pleer ��� <���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4�

"�� �������	
 �6��	
�� �6��� �� ������������������  ��������������������
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