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Uber Reibungsschichten bei Druckanstieg’)

Eine Ubersicht iiber Berechnungsmethoden

Dr. K. Wieghardt, Institut fiir Schiffbau der Universitidt Hamburg

Die Berechnung turbulenter Reibungsschichten bei Druckanstieg interessiert nicht nur in Hinblick auf die
Anwendung auf die Profilumstrémung an Tragfliigeln oder Turbinenschaufeln, sondern auch zur Berechnung
des Reibungswiderstands am Schiff, wenn man sich dabei auch meistens mit dem Vergleich mit der Platten-
strémung bei konstantem Druck hegniigt. Denn zur Abschitzung weiterer Einzelheiten, wie z. B. des Reibungs-
formeffektes und der Ablosung, wird man auch hier genauere Methoden anwenden miissen.

Im folgenden wird nun eine Ubersicht iiber die wesentlichen Annahmen gegeben, auf denen die iiblichen
Berechnungsverfahren turbulenter Reibungsschichten bis zur Ablosung beruhen. Nach einer Kritik der wichtig-
sten zugrunde liegenden experimentellen Arbeiten wird auf die Notwendigkeit neuer, zuverlissiger Messungen

hingewiesen.

A. Einleitung

Die Berechnung der laminaren Grenzschicht an einem ebenen
oder rotationssymmetrischen Kérper in inkompressibler Fliissig-

okeit ist im wesentlichen eine Aufgabe fiir angewandte Mathe-

matik, da von seiten der Physik L. Prandtl mit der Aufstellung
der Grenzschichtgleichung im Jahr 1904 bereits alles getan hat.

Ganz anders verhilt es sich aber leider mit den in der Tech-
nik fast ausschlieBlich vorkommenden turbulenten Reibungs-
schichten, bei denen einer mittleren Hauptstrémung unregel-
miBige Geschwindigkeitsschwankungen iiberlagert sind. Eine
rationelle Berechnung der Mittelwerte solcher Stromungen wird
erst dann moglich sein, wenn das allgemeine Problem der
Turbulenz gelést sein wird. Die von G. I. Taylor begriindete
strenge, statistische Turbulenztheorie ist sicher ein bedeutender
erster Schritt in dieser Richtung, sie ist aber zur Zeit noch
immer mitden allereinfachsten Stromungen beschiiftigt, wie z. B.
dem Abklingen der Turbulenz in einer gleichformigen Parallel-
stromung und kann daher zu dem viel komplizierteren Problem
der Reibungsschicht nur wenig beitragen (vel. [1]). Wegen
der praktischen Bedeutung der Reibungsschichten —— vor allem
fiir den Widerstand — mullten aber irgendwelche Berechnungs-
unterlagen geschaffen werden, und es blieb nur der Ausweg,
aus Messungen moglichst allgemein giiltige Beziehungen
herauszudestillieren.

Bei dieser Sachlage werden' auch in Zukunft zuniichst nur
halbempirische Theorien moglich sein, und es ist vielleicht
niitzlich, zusammenzustellen, welche Beziehungen dabei streng
gelten, welche wenigstens plausibel gemacht werden konnen,
und welche noch rein empirisch sind. Es geniigt dazu. die
funktionellen Zusammenhiinge formal zu betrachten, ohne auf
Einzelheiten zu sehr einzugehen, und es soll auch nur iiber
Arbeiten berichtet werden, deren Ziel in der Verfeinerung
der theoretischen Unterlagen besteht. Arbeiten, die vor allem
der praktischen Berechnung des Widerstandes dienen — wie
z. B. die von N. Scholz [2] — bleiben daher, unbeschadet ihres
Wertes, hier unberiicksichtigt. Auf die umfassende Behandlung
des gesamten Fragenkomplexes in dem Buch von H. Schlichting
[3] sei deshalb besonders hingewiesen.

B. Impuls- und Energiesatz
Ausgangspunkt ist auch hier die Prandtlsche Grenzschicht-
gleichung, wobei aber jetzt nicht wie bei laminarer Strémung
ein direkter Zusammenhang zwischen den Zihigkeitskraften
und der Geschwindigkeitsverteilung bekannt ist; die Schub-
spannung t bleibt zunichst eine unbekannte Funktion. Da die

1) Erweiterte Fassung eines Vortrags im stromungstechnischen Seminar der Tech-
nischen Hochschule Karlsruhe am 8. 2. 1955.

rotationssymmetrische Strémung die ebene Strémung als Grenz-
fall mitenthillt, soll die Grundgleichung fiir diesen allge-
meineren stationidren Fall angegeben werden:
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Bild 1 Bezeichnung der Koordinaten an Umdrehungskidrpern

Hierbei gelten wie in Bild 1 die folgenden Bezeichnungen:

x Koordinate lings der Achse des Umdrehungskérpers
bzw. lings der Profilsehne bei ebener Stromung

s Bogenlinge lings der Oberfliche, vom Staupunkt aus
gemessen

1 Wandabstand senkrecht zur Oberfliche des

Umdrehungskirpers

Wandabstand senkrecht zur Oberfliche bei ebener

s

Strémung
r Radialabstand von der Achse
r,(x) der jeweilige Korperradius
dr,/dx =1tana, T =1, + ncosa
u, v Komponenten der mittleren Geschwindigkeit in der
Reibungsschicht tangential und normal zur Oberfliche
U Geschwindigkeit am Rand der Sechicht = Potential-
geschwindigkeit
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o Dichte der Flissigkeit (kgs®/m?')
u Ziahigkeit der Flissigkeit (kgs/m?)
v w'o kinematische Zihigkeit (m*/s)

p statischer Druck
T Schubspannung in der Reibungsschicht,

Gl (1) sagt aus, dab der in ein Volumenlement an einem
festgehaltenen Ort cintretende Fliissigkeitsimpuls minus dem
austretenden Impuls gleich ist den am Volumenelement an-
greifenden Kriften durch den statischen Druck und durch die
alles  bezogen auf die Kom-

Schubspannungen:; und zwar

ponenten parallel zur Korperoberfliche,
Aullerdem gilt natiirlich die Kontinuitidtsgleichung:
:lll' 3\[’
(3) e e s 0.
Cs cn
Wesentliche Voraussetzung der Gl (1) ist bekanntlich, da
die Dicke der Reibungsschicht d, innerhalb derer eine Schub-
spannung existiert, klein ist gegen die Kérperabmessungen,
also inshesondere gegen den jeweiligen Korperradius r, . Das
duBerste Heck eines Umdrehungskérpers, wo r, O strebt, ist
demnach auszuschlieBen.

Zusammen mit den Randbedingungen u, v == O am Korper
und u+ U fiir groBere Wandabstinde n + o, bilden die
Gleichungen (1) und (3) ein System von Differentialgleichun-
gen zur Berechnung der Grenzschichtstromung u und v, wenn
fiir den Korper r,(x) die Potentialstromung U(s) ermittelt
worden ist. Im allgemeinen ist man nun gar nicht an der Stré-
mung in jedem Punkt innerhalb der Grenzschicht interessiert,
sondern nur an gewissen. kennzeichnenden Griflen, wie der
Grenzschichtdicke, an der Wandschubspannung 1, und an der
Lage der Ablosestelle, wo die Reibungsschicht in das Totwasser
tibergeht. Daher gentigt es, die Gleichung (1) nach v. Karmdn
[4] zu mitteln, indem man sie durch die Schicht hindurch

oo
integriert: f
0

(1) dn. Man erhidlt dann den sogenannten

Impulssatz fiir die Reibungsschicht, der nach gewissen Um-
formungen geschrieben werden kann:
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H = Formparameter des Geschwindigkeitsprofils = §,/8,
Hy = Formparameter des Geschwindigkeitsprofils = 84/9,
re = Ortliche Reynoldszahl der Reibungsschicht = Ud,/v .

Eine analoge Gleichung fiir “den Verlust an Kkinetischer
Energie in der Schicht infolge der Arbeit der Schubspannungen
erhilt man [5], wean man | (1)u dn bildet und wieder um-
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Natiirlich konnte man nun noch weitere solche Gleichungen
aufstellen und so die urspriingliche partielle Differential-
gleichung (1) durch ein System von unendlich vielen gewdhn-
lichen Differentialgleichungen ersetzen. Es scheint jedoch
zweckmiBig, sich mit diesen beiden Gleichungen (4) und (5)
zu begniigen. Und zwar einerseits deshalb, weil nur noch diese
Gleichungen von den physikalisch wichtigsten und direkt an-
schaulichen GréBBen handeln, nimlich vom Impuls- und Energie-
verlust in der Schicht. Andrerseits enthilt aber auch jede
weitere solche Gleichung bei turbulenten Reibungsschichten
immer je eine neue unbekannte GroBle, wie ¢f in Gl. (4) und
e in GL. (5), iiber die zunéchst keine Aussagen moglich sind,
solange ein Ansatz fiir die Schubspannung fehlt.

Setzt man sich iiber diese Unkenntnis vorerst hinweg, so
kann man Gl. (4) als eine Differentialgleichung fiir die Impuls-
dicke auffassen, also fiir das Anwachsen von dy(s) als MaB
fiir die Dicke der Schicht. GL (5) kann dann als Bestimmungs-
gleichung fiir Hy, betrachtet werden, wenn man g ersetzt durch
0 ' Hgs . Dieser Profilparameter hingt nur von der Form des
Geschwindigkeitsprofils u(n) ab, und nicht von der Dicke der
Reibungsschicht, so dall die Geschwindigkeitsverteilung in der
Schicht durch d; bzw. re = Udy/v und Hgp nach GroBe und
Art bereits gut gekennzeichnet werden kann. Zur Berechnung
der Anderung des Parameters mit der Bogenlinge : Hys(s)
ist es nun zweckmiBig, aus den Gln. (4) und (5) das Glied
mit dd2/ds zu eliminieren, wodurch man erhilt:

. dHy 1 dU ; of

[ r Hg (H—1) U ds + (e — '/2Hgp) 5
In dieser Gleichung tritt iibrigens die Kérperform r,(x)
nicht mehr explizit auf; sie spielt hier nur noch insofern eine
Rolle, als die Druckverteilung, bzw. der Verlauf der Potential-
Geschwindigkeit U(s), von ihr abhingt.

Die Gleichungen (4) und (7) bilden das theoretische Funda-
ment der modernen Berechnungsverfahren fiir turbulente
Reibungsschichten. Sie sind fiir laminare wie fiir tubulente
Reibungsschichten im Sinne der Grenzschichttheorie genau so
streng giiltig wie die urspriingliche Gleichung (1) ; allerdings
sagen sie als spezielle Integrale inhaltlich weniger aus als
diese partielle Differentialgleichung. Deshalb, und weil ein
theoretischer Ansatz fiir die turbulenten Schubspannungen
oder auch nur fiir die daraus abgeleiteten GroBen ¢; und e
noch fehlt, ist es notig, diese Gleichungen durch empirische
Beziehungen oder plausible Hypothesen zu erginzen.

C. Hilf: sl:;ﬁuahmen

Im folgenden werden nun die zusitzlichen Annahmen auf-
gefiihrt, die von den verschiedenen Autoren gemacht worden
sind, deren Berechnungsverfahren im néchsten Abschnitt dann
kurz besprochen werden. Es soll dabei nur auf die funktionalen
Zusammenhinge Wert gelegt werden, d. h. von welchen GréBen
z. B. ¢ liberhaupt abhiingt. Der zahlenmiBige, eigentliche Ver-
lauf solcher Funktionen, der doch nur aus Versuchen gewon-
nen werden kann, ist von unserem jetzigen Standpunkt aus
solange von untergeordneter Bedeutung, als wirklich begriindet
ist, welche Groflen sich gegenseitig beeinflussen und welche
nicht.

[. Annahme iiber die Geschwindigkeitsprofile.
Abgesehen von der unmittelbaren Wandnihe bilden alle
Geschwindigkeitsprofile, die bei irgendwelchem Druck-
Abfall oder -Anstieg gemessen worden sind, in guter
Niherung eine einparametrige Kurvenschar, wenn sie
geeignet dimensionslos gemacht werden, nimlich:
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(8) U =f g ; zw.b ={ 62,H

fiir ebene Stromung.



(10)

1)

9

Von diesem vereinfachenden Sachverhalt, der von
E. Gruschwitz [6] gefunden wurde, wird in allen Ver-
fahren Gebrauch gemacht, aufler in dem von J. Rotta | 7]
(s. unter E).

Dabei ist H = 8,/d, als kennzeichnender Parameter
in GL(8) willkiirlich ausgezeichnet. Wegen der Einpara-
metrigkeit besteht c¢in eindeutiger Zusammenhang zwi-
schen allen Profilparametern, inshesondere kann dann
auch Hg, als Funktion von H allein angesehen werden.
also

}I;;;) e ]’{}_)(H)

Damit kann nun Gl.(7) als Differentialgleichung fiir 1
allein — statt fiir Hy, und H - umgeschrieben werden:
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(H-—1)Hyp(H)
~ dHy()/dH

1
e =

d Hy(H)/ dH

F,(H) = und Fs(H,e) =

H-;._,(H))

~ IL. Annahme fiir die Wandschubspannung By s

N

Die jeweilige Annahme fiir ¢ wurde mit wachsenden
Genauigkeitsanspriichen immer komplizierter.

a) ¢f = const. = 0,004. Erste Niaherung von E. Grusch-
witz [6].
b) ¢f = ¢/ (re), also ¢f nur abhiingig von der Grtlichen
Reynoldszahl der Reibungsschicht.
E. Gruschwitz (zweite Ndherung) [6].
A. Buri [8].
H. B. Squire und A.D. Young [9].
A. Kehl [10].
A. v. Doenhoff und N. Tetervin [11].
H. C. Garner [12].

¢) ¢ = ¢ (re, H). Diese Beziehung wurde von H. Lud-
wieg und W. Tillmann [13] aufgestellt, theoretisch
plausibel gemacht und durch Messungen belegt (s.’
unter E). Sie wurde seither in den folgenden Ver-
fahren benutzt:
E. Truckenbrodt [14].
H. Schuh [15].
J. Rotta [7].

YII. Annahme fiir die Schubspannungsarheiten: ec,” .

Die experimentellen Aussagen iiber das Integral e sind
noch recht spirlich. In ausgebildeter Rohrstromung gilt
e = 1 fiir laminare wie fiir turbulente Stromung: denn
die verlorene kinetische Energie entspricht hier gerade
der Arbeit der Schubspannung. da wegen der Unver-
anderlichkeit der Stromung in jedem Querschnitt ein ein-
faches Energiegleichgewicht herrschen mufl. Th turbulen-
ten Reibungsschichten mifit man gewohnlich Werte von
e zwischen 0,8 und 1.1: an der Ablosestelle selbst miiBite
jedoch e+, da dort 7, und ¢+ 0. withrend die Arbeit
der Schubspannungen in der Schicht e “¢;” (s. G1.(5)) sich
auch dort nur langsam in Stromungsrichtung dndert.

Meistens ‘wird nun angenommen. dafll nicht nur die
Geschwindigkeitsprofile, sondern auch die Verteilungen
der Schubspannung eine ecinparametrige Kurvenschar
bilden, und daB sogar ein fester Zusammenhang zwischen
beiden bestiinde, woraus e(H. re) folgt.

a) e = e(H)
E. Gruschwitz [6].
H. C. Garner [12].

(12)

b) e = e(H, re)
E. Truckenbrodt [14].
J. Roita [7].
Nur H. Schuh [15] macht einen feineren Ansatz, um die
Abhingigkeit der Schubspannungen vom Geschwindig-
gradienten in Stromungsrichtung wenigstens nihe-

rungsweise zu erfassen, namlich:

¢) e e(H. 1), mit
14U
& O, reM
K ds
und ¢f = g(H) re™, m = 0.268.

D. Die verschiedenen Rechenverfahren

In diesem Abschnitt werden die einzelnen Verfahren auf-

gefii

hrt und ihre Hauptannahmen stichwortartiz zusammen-

gestellt, ohne daB auf ihre sonstigen Verdienste eingegangen

wird

| 3
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A. Buri [8].
Es wird nur der Impulssatz benutzt mit ¢ (re). Als Profil-
parameter wird eingefiihrt

sl o dy
T = 8, re
U =ds
Schnelle und gute Berechnung der Impulsdicke ist mog-
lich (vel. auch [16]).

. H.B. Squire und A.D. Young [9].

Auch hier wird nur der Impulssatz benutzt mit ¢ (re).
Ferner wird H = const. = 1,4 gesetzt, da im Impuls-
satz H nur im Glied (2 + H) vorkommt, das gegen Ande-
rungen von H ziemlich unempfindlich ist.

. E. Gruschwitz [6].

Der Impulssatz mit ¢;” == const. = 0,004 und H = const.

1.5 gibt eine Niherung fiir die Tmpulsdicke d5(s). Mit
diesen d,-Werten ist eine rein empirisch gefundene Dif-
ferentialgleichung fiir die Anderung eines Profilformpara-
meters aufzulésen. Sie kann geschrieben werden:
{13) dH dH 1 dU dH 1

PR P TR S

mit a = 8.94°107% und b = 4,61 103
Dabei ist v der Gruschwitzsche Profilparameter. namlich
(14) n=1—[uly =298)/U]2.
Betrachtet man jetzt nachtriiglich diese Gleichung mit
¢f = 0,004 als Aquivalent fiir die Energiegleichung bzw.
fiir die daraus gewonnene Gleichung fiir einparametrige
Geschwindigkeitsprofile, so fiihrt der Vergleich des ersten
Gliedes auf eine Duferentialgleichung fiir die Abhdngig-
keit der beiden Profilparameter H und v von einander
mit der Lisung
(15) 7m = const. H? -(H -
wobei noch eine empirische Bezichung

(16) AH
Hy, (H
- HoB

bereits benutzt ist mit A = 1.269 und B = 0.379. (Fiir
Potenzprofile u/U = (y/d)* wiire A = 4/3 und B — 1/3.)
Gl. (15) wird experimentell gut hestdtigt, wenn man die
Integrationskonstante const. = 0.986 setzt.

Der Vergleich des zweiten Gliedes anf der rechten Seite
der Gln. (13) und (10) fiithrt schlieblich zu einer Be-
ziehung e = e (H, n). also wegen 1 — n(H) zu e = e(H).

Eine erhalt
Gruschwitz dann aus der Tmpulsaleichung mit dem so

1)2B/A-B) ([ — B)20-B)

zweite Niherung fiir die Impulsdicke

berechneten H (s) aus v(s) und mit ¢, (re).
A. Kehl [10].
Kehl. untersuchte vor

licher Konvergenz und Divergenz, verf

merte

allem Reibungssdhidhten bei seit-
aber da< -




neben auch das Cruschwitz-Verfahren, indem er nicht
nur von vornherein ¢; (re) ansetzte, sondern auch a(re)
in Gl.(13) annahm statt a = const. Leider ist dann ein
einfacher, direkter Vergleich mit der Energiegleichung
nicht mehr méglich.

. A.w. Doenhoff und N. Tetervin [11].

Hier wird neben dem Impulssatz mit ¢ (re) eine em-
pirische Beziehung benutzt, die in der vorliegenden Schreib-
weise lautet:

(17) dH 4 dU b 1

= — + 2.035(H — 1,286 .
ds U ds cf ( 6) b2

“exp [4,68(H —2,975)].

Auch diese Gleichung entspricht in ihrem Aufbau nicht
der damals unbekannten Energiegleichung, bzw. sie wiirde
danach eine &ullerst komplizierte Abhiingigkeit des e

d dU

von U ds i

kann diese Moglichkeit allerdings auch nicht werden, da
fiir die GroBe e keine exakten Aussagen gemacht werden
konnen.

. H. C. Garner [12].

Garner verbesserte das Verfahren von Doenhoff und
Tetervin, wobei er sich in der Hauptsache auf dasselbe
Versuchsmaterial stiitzte. Zusammen mit seiner Annahme
fiir c4:

(18) ¢ = 0,0131 re-'®

kann seine Gleichung fiir den Profilparameter geschricben
werden:

- dH U '
@ . e YR amatias O

ds U ds 5
“exp[5(H—1,4)].

Diese Gleichung ist formal wieder so gebaut wie die
Energiegleichung (10), so daB ein Vergleich sehr einfach
ist. Das erste Glied gibt gute Ubereinstimmung fiir F, (H)
nach (11), auBer fiir Profile mit sehr grofen H-Werten.
Das zweite Glied der rechten Seite entspricht wieder der
Annahme e = e(H), dhnlich wie bei der Deutung des
Gruschwitz-Verfahren.

. E. Truckenbrodt [14].

Im Unterschied zu den bisherigen Verfahren. die neben
dem Impulssatz keine oder eine rein empirisch gefundene
zweite Differentialgleichung benutzten, wenden Trucken-
brodt, Schuh und Rotta die inzwischen aufgestellte
Energiegleichung und die von Ludwieg-Tillmann gefun-
dene Beziehung fiir die Wandschubspannung ¢ (re, 1) an.

, ¢ und H ergeben. Streng ausgeschlossen

Das Verfahren von Truckenbrodt ist sehr handlich in
der Anwendung, da zur Berechnung der Reibungsschicht
nur noch Quadraturen iiber Potenzen des Geschwindig-
keitsverlaufs U(s) und der Kérperkontur r,(s) auszu-
fithren sind. Um zu solchen einfachen Endformeln zu ge-
langen, fiihrt er ofters Niherungen fiir experimentelle
Funktionen ein, wodurch schlieBlich die theoretischen
Grundlagen, von denen er ausgeht, etwas verschleiert
werden. So lautet das wesentliche Glied in seiner Glei-
chung zur Berechnung seines Formparameters L, mit
L(H) fiir einparametrige Profile. das der Gl (7) ent-

) i re™d,
spricht, wenn man sie mit — — —~
H:L’(Hf”

(M2
H:;g (H——l :)
« [L(H) + 0,23 — 0,07log re],

J Hge(H—1)

multipliziert:

(20) K= cf re™ == 0,034-

Das wiirde nach ¢ aufgelost wegen ¢f = ¢ (re, H) —
ergeben:
(22) e=¢(re, H)

8. J. Rotta [7].

Die theoretischen Grundlagen hat am ausfiikrlichsten
J. Rotta untersucht. Einzelne Ergebnisse von ihm hat des-
halb Truckenbrodt iibernommen. Rotta legt seinem E-Ver-
fahren auch Impuls- und Energiesatz zugrunde — den
letzteren allerdings in einer etwas anderen Form (siehe
unter F) - . sowie die Beziehung c; (re, H) nach [13].
Aullerdem zerlegt er jedoch das Geschwindigkeitsprofil
in einen wandnahen und einen wandfernen Teil (siche
unter E) und kann dadurch auch rauhe Oberflichen von
vornherein mitberiicksichtigen, wihrend bei den anderen
Verfahren fast nur an glatte Oberflichen gedacht wird.
Beziiglich der Schubspannungen nimmt er einen ein-
deutigen Zusammenhang zwischen Geschwindigkeits- und
1-Profilen an, was auf die Annahme e = e (re, H) hinaus-
lduft. Diese Annahmen werden in den Abschnitten E und
F noch ausfiihrlicher besprochen.

9. H.Schuh [15].

Im Gegensatz zu den obigen Verfahren kommt H. Schuh
zu dem SchluB}, dal die Schubspannungsarbeit nicht nur
von Groflen abhéngt, die die Reibungsschicht an einer
Stelle kennzeichnen, sondern auch vom &rtlichen Druck-
gefille bzw. von dU/ds (s. unter F). Er nimmt desha

an, dal} e nicht nur von re und H abhingt, sondern auch

noch von
I qu
(12) I" = B2 rem . , mit
ds
(23) cf = 0,246 - 1079678 H.- yo=m

m = 0.268 nach [13].
Da e von re nur wenig abzuhingen scheint, macht Schuh
schlieBlich den Ansatz

e e(H.T).

Wie diese Funktion im einzelnen zu formulieren ist, wird
wiederum Messungen an solchen Reibungsschichten ent-
nommen,

E. Wand- und Aulfengesetz
fitr das Geschwindigkeitsprofil

Die unter C. 1 beschriebene Einparametrigkeit der dimen-
sionslosen Geschwindigkeitsprofile ist sehr oft bestitigt worden,
auch an rauhen Oberflichen [17] und selbst hinter einer
Stolperleiste: allerdings gibt F. Clauser [18] kiirzlich zwe®
gemessene Profile an. die sich nicht in die iibliche Kurvenschas
einreihen lassen. Es war nun von vornhercin klar. dal} es sich
dabei nur um eine praktisch ausreichend genaue Niherungs-
aussage handeln konnte. denn fiir die direkte Wandnihe —
also in der laminaren Unterschicht und am Anfang des tur-
hulenten Bereichs war schon frither ein anderes Ahnlich-
keitsgesetz bekannt. das sogenannte Wandgesetz.

In dieser Wandniihe spielen sich aber gewdéhnlich die ener-
getisch wichtigsten Vorgiinge ab: so wird z. B. an der Platte
[19]. dhnlich wie bei der Kanalstromung [20]. gerade dort
der Hauptanteil der Energie dissipiiert. Es ist daher, zumindest
vom Standpunkt des Theoretikers aus. sehr zu begriien, dal
Rotta auch zur Aufstellung eines Niherungsverfahrens die Auf-
teilung des Geschwindigkeitsprofils vornimmt.

Das Wandgesetz sagt aus, dal} zwar die kinematische Zihig-
keit v und die Oberflichenrauhigkeit k (iquivalente Sand-
rauhigkeit in mm) in unmittelbarer Wandnihe eine Rolle
spielen, aber nicht die Geschwindigkeit U auBerhalb der Schicht
oder deren Anderung dU/ds. Andrerseits ist in dieser Wand-
nihe die gesamte Schubspannung (laminarer und turbulenter



Anteil) praktisch gleich der Wandschubspannung, da dort —
im Gegensatz zu den Geschwindigkeiten — Tt sich nur lang-
sam mit dem Wandabstand y veriindert. Aus dimensions-
analytischen Griinden wird daher fiir y < y,:

(25) u/u,= f(yu,/v, ku,/v),

mit u, = Schubspannungsgeschwindigkeit = }/1,/0 und

(26) U E—— / To — /"f -
U J e 2

Die Rauhigkeit geht dabei in Form eines Parameters ku, /v

ein.

Fiir den AuBenrand der Reibungsschicht 1d8t sich eine Ahn-
lichkeitsbetrachtung nicht so zwingend durchfithren (vgl. auch
121, 22]). Die Strémung ist hier rein turbulent, d. h. der
laminare Anteil der Schubspannung kann gegeniiber dem tur-
bulenten vernachlissigt werden. so daB die Zahigkeit keine
Rolle spielt. Somit sind die Verhiltnisse dhnlich denen bei der
turbulenten Ausbreitung eines Freistrahls in einer umgeben-
den Parallelstromung. Nach I. Tani und Y. Kobashi [23] kann
man in diesem Fall alle Geschwindigkeitsverteilungen durch
eine einzige Funktion ausdriicken, wenn man die Geschwindig-
keitsdifferenz gegen die konstante Geschwindigkeit auBerhalb
des Strahls u — U, — dividiert durch den Wert in Strahlmitte
u, — U, —— auftrigt iiber dem Abstand von der Strahlachse v,
—- dividiert durch die Halbwertsbreite des Strahls b(s), — die
noch vom Abstand s vom Strahlbeginn abhiingt:

27) ' "? = G(yb) .

L e
Dies wird fiir verschiedene Geschwindigkeitsverhiltnisse zwi-
schen Freistrahl in ruhender Luft und Kérpernachlauf bestitigt.

Bei der Ubertragung dieser Ahnlichkeit auf Reibungsschich-
ten hat man offenbar die Strahlbreite durch die Grenzschicht-
dicke & oder ein dhnliches MaB dafiir, wie §; oder &, , zu er-
setzen. Schwieriger ist nur das Analogon zum Geschwindig-
keitsiiberschuB in Strahlmitte u,— U anzugeben. Bei einer
ganz formalen Ubertragung hiitte man unter u, die Geschwin-
digkeit an der Wand — also u, = O — zu verstehen. Diese
Haftbedingung kann aber sicher nicht von Bedeutung sein fiir
den AuBenrand der Schicht, ganz abgesehen davon, daB eine
Regel fiir den wandfernen Teil unterhalb eines gewissen Wand-
abstandes y, gar nicht mehr gelten wird. Und da sich ferner
das Geschwindigkeitsprofil in Wandnihe stark dndert, wire es
schwierig, daraus ein Analogon zu u,—- U im Strahl zu finden,
selbst wenn die Giiltigkeitsgrenze y, bekannt wire.

Andrerseits kann man aber die Geschwindigkeitsdifferenz
zwischen Strahlkern und AuBenstromung u,— U auch als
ein kennzeichnendes MaB fiir die griBte Schubspannung im
Strahl auffassen. In einer Reibungsschicht ist dieser groBte
Wert von T meistens in Wandnihe anzutreffen, und da sich t
dort nur langsam mit dem Wandahstand #ndert, wire ein
gutes Mal fiir v, wieder der Wert an der Wand selbst 1,
bzw. die daraus abgeleitete Schubspannungsgeschwindigkeit
u, = }/1,/0. Diese Uberlegung fiihrt also auf folgende Uber-
setzung der Gl. (27) fiir Reibungsschichten:

(28) 2 it
g

Diese Ahnlichkeitsregel hatte bereits F. Schultz-Grunow [24)
fiir die Reibungsschicht an der Platte bei konstantem Aufen-
druck aufgestellt, jedoch nicht in Analogie zur Strahlausbrei-
tung, sondern zum Mittengesetz der Rohrstrimung. Sie erwies
sich bis fast an die Platte heran als giiltic. und es konnten so
alle Geschwindigkeitsprofile bei verschiedenen Reynoldszah-
len auf eine einzige Kurve g(v/d) reduziert werden. was mit
der fritheren Auftragung u/U iiber v/8, nicht moglich war.
Diese Plattenstromung ist inzwischen ausfiihrlicher von
L. Landweber [21] und D. Coles [22] behandelt worden.

Im Unterschied zur Strahl- oder Plattenstrimung mit kon-
stanter Aullenstromung U == const, wird man bei allgemeinen
Reibungsschichten mit aufgeprigtem Druckverlauf — also
U = U(s) — eine ganze Schar von Profilen in der Auftragung
nach Gl.(28) erhalten. die noch durch einen Parameter zu
kennzeichnen sind. Da ferner die Grenzschichtdicke & schlecht
genau zu definieren ist, fithren Rotta [7] und spiter auch
F. Clauser [18] eine streng definierbare Linge #hnlich der
Verdrangungsdicke ein, nimlich

o u, *

oyl 5 /s
(29) A=[ el £ ‘,.,]/ S
C¢

Die Integration von v = 0 an —— statt von der Grenze ys des
Giiltigkeitshereiches dieses AuBengesetzes - — erweist sich wie
bei F. Schultz-Grunow als statthaft, weil dieses Gesetz

u—U
(30) =g (y/A, 1)

u,

fir o <y <9
auch bei beliebigem Druckverlauf bis sehr nahe an die Wand
heran erfiillt wird.

Als Parameter 1 wird sinngemiB wie H = &, / 85, definiert:

. P 9
1 ( <[ u) e
Ak, u,

so dal T und H wie folgt zusammenhingen:
(32) H=1/(1-—1Ve/12).

Dieses AuBlengesetz (velocity defect law) wird nun nicht nur
an der Platte experimentell gut bestitigt, sondern auch bei
Druckanstieg und -abfall.

(31) o

Besonders interessant ist es, daB8 die Giiltigkeitsbereiche des
Wandgesetzes nach G1.(25) und des AuBengesetzes nach
G1.(30) nicht nur aneinanderstoen, sondern sich sogar iiber-
lappen, so daB es einen Bereich von Wandabstinden
vs <y <y, gibt, innerhalb dessen beide Gesetze gleichzeitig
gelten:

(33) u/uy,=f(yu,/v.ku, /vV)=Ulu,+ gy /A=
= V2/ef + g(y/A, 1) fiir yo <y <yy.

Daraus kann man, dhnlich wie es C. B. Millikan [25] fiir die
Plattenstromung getan hat, schlieBen. daB zumindest in die-
sem Gebiet sowohl die Funktion f wie auch g proportional
log y sein miissen (logarithmisches Geschwindigkeitsprofil,
s. auch [21.22]). Noch wichtiger ist fiir uns jetzt eine zweite
Folgerung aus GL.(33). Wie auch immer f und g vom Wand-
abstand abhingen. kann man sich in diesem Ahstandshereich
v aus dieser Gleichung eliminiert denken, und es bleibt dann
eine Beziehung zwischen den iibrigen GroBen iiber. Insheson-
dere ergibt sich nach ¢;" aufgelist:

(34) - = cp (ku gl Anglngd)s
Fiir hydraulisch glatte Oberflichen mit k = 0 fillt der erste

Parameter fort. AuBerdem kann man die beiden anderen mit

Hilfe von GL.(29) und (31) umformen:

(35) Au,/v = re. H. und

(36) 1= V2 e (1 —ELE),
so dalf auch gilt:

(23) Cp - CpArd, My

Diese Beziehung haben bekanntlich Ludwice und Tillmann
[13] auf ganz dhnliche Weise¢ ahgeleitet und auch den zah-
lenmiBigen Zusammenhang durch Versuche ermittelt. Selbst
wenn dieser vielleicht durch spitere Versuche noch korrigiert
werden sollte, scheint das Bestehen von - Wand- und Aulen-
gesetz sowie einer Beziehung (34) oder (23) so gesichert, daf
man sie zum theoretischen Fundament fiir turbulente Reibungs:
schichten zuzéhlen kann. Demnach geniiot 5. aus cinem ze-
messenen Geschwindigkeitsprofil das absolute Ausmall der










stand x,, kann noch von x abhéingen je nach dem ortlichen Grad
der seitlichen Kon- oder Divergenz. Fiir divergente Stromung
liegt der Pol stromaufwirts vom Aufpunkt, und x, ist dann
negativ zu berechnen. Da ¢; gewdhnlich von der GroBenord-
nung 103 ist, wird die Korrektur ds / x,, schon von derselben
GroBenordnung, wenn x;, etwa 1000 9, betrigt oder gar noch
kleiner ist. Selbst eine schwache Konvergenz, die in Nihe der
Fliigelmitte meBtechnisch kaum festzustellen ist, muf} also im
Impulssatz schon beriicksichtigt werden.
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Bild 4 Kennwerte der Reibungsschicht am Profil NACA 65 (216) —
222 (appr.), Anstellwinkel 10,1° nach A. v. Doenhoff und N. Teter-
vin [11] (UgL/v = 2,64 « 10%

Als typisches Beispiel hierfiir zeigt Bild 4 die MeBreihe von
v. Doenhoff-Tetervin [11], die bei den meisten Verfahren ent-
weder zur Aufstellung empirischer Funktionen oder zur Kon-
trolle herangezogen wird. Darin ist iiber der Fliigeltiefe auf-
getragen: der Geschwindigkeitsverlauf auBlerhalb der Schicht
U/Uw, die ortliche Re-Zahl der Reibungsschicht re = Ud,/v,
der Profilparameter H und der Beiwert der Wandschubspan-
nung c¢;; und zwar einerseits der c¢;-Wert, der aus dem Im-
pulssatz fiir ebene Stromung berechnet wurde: ¢f (Imp.),
andererseits derjenige nach G1.(23) : ¢/ (re, H). Zunichst, d. h.
solange auch die seitlichen Reibungsschichten noch diinn sind,
fallen die beiden c/-Werte praktisch zusammen. Spiter, im
Gebiet der starken U-Abfalls bzw. des starken Druckanstiegs,
steigt ¢y (Imp.) immer mehr an, wihrend ¢/ (re,H) erwar-
tungsgemiB zur Ablosungsstelle hin abfillt. Berechnet man
nun umgedreht aus Gl (47), welche Reibungsschicht an den
Seitenwiinden diese Diskrepanz der beiden ¢;-Werte hervor-
gerufen haben konnte, so erhdlt man Bild 5. Die Ausbildung
des Ablosegebiets (punktierte Flache) und der Reibungsschicht
an den Seitenwianden erscheint durchaus plausibel, so dali die
Tillmann’sche Deutung den scheinbaren ¢(-Anstieg auch hier
zumindest der GréBenordnung nach richtig erklirt.
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Bild 5 Vermuteter Verlauf der scitlichen Reibungsschichten un
des Abldsegebietes am Fliigel des Bildes 4

Dies vorausgesetzt, konnte man nun die MeBreihe zur Be-
rechnung der noch unbekannten Griofe e benutzen, indem man
auch den Energiesatz um ein Korrekturglied erweitert:

3 1t d
(48) e ¢f =T P dy = (U%dg) — 3 mit
e s O U3 dx o
92

(49) 83/ x, = Y2 Hys [cf (Imp.)— c¢' (re, H) ].

Man konnte aber auch Gl.(7) — zusammen mit ¢; (re, H) nach
G1.(23) — direkt zur Ermittlung von e benutzen. Denn diese
Gleichung, die im wesentlichen durch Subtraktion der Energie-
von der Impulsgleichung entsteht, ist dieselbe fiir rotations-
symmetrische und ebene Strémung und, wie man zeigen kann,
auch fiir schwach konvergente oder divergente Stromungen.

Trotzdem erscheint es bedenklich, derartige Messungen zu
analysieren, um Grundlagen fiir Berechnungsverfahren aufzu-
stellen. Zunadchst wire zu untersuchen, ob eine Konvergenz
nach Bild 5 noch als so schwach zu betrachten ist, dal das
mit einer Linearisierung berechnete Korrekturglied fiir I
puls- und Energiesatz noch ausreicht. Vor allem aber ist an-
zunehmen, daBl das Anwachsen der seitlichen Reibungsschich-
ten und deren Ablosen von den Seitenwidnden nicht sym-
metrisch vor sich geht, wie in Bild 5 angenommen, denn nach
sonstigen Erfahrungen verlaufen solche Abreilivorginge meist
sehr unregelmaBig. Dann wire aber gerade im wichtigen Be-
reich die Fliigelmittelliniz gar nicht mehr Symmetrielinie fiic
die wirkliche Stromung, was auch noch bei der obigen Kor-
rektur nach Kehl vorausgesetzt worden war.

Da man jetzt Messungen in Reibungsschichten bei Druck-
anstieg, vor allem in Hinblick auf die Schubspannungen, aus-
wertet, sind direkte T-Messungen mit Hitzdrihten besonders
wertvoll. Eine solche Untersuchung stammt von G.B. Schu-
bauer und P. S. Klebanoff [27], die mehrere Schwankungs-
groBen, darunter auch die turbulente Schubspannung u'v’ direkt
gemessen haben. Diese Arbeit ist daher die zweite Hauptquelle
zur Gewinnung von Unterlagen fir Berechnungsverfahren.
Leider f‘rgv‘ht‘n sich aber auch hier wegen melltechnischer
Schwierigkeiten zum Teil erhebliche Diskrepanzen. Bild 6 zeigt
hierfiir, wieder lings der Fliigeltiefe aufgetragen, den Verlauf
der AuBengeschwindigkeit, den Grtlichen Reibungsheiwert ¢f
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Bild 6§ Kennwerte einer Reibungsschicht berechnet aus direkten
Hitzdrahtmessungen der Schubspannung von G. B. Schubauer und
P. S. Klebanoff [27])

und den der Schubspannungsarbeit e - ¢;'. Zunichst stimmen
¢f (Imp.) und ¢ (re, H) gut iiberein,.solange der Druck fast
konstant ist; sowie er jedoch ansteigt, laufen diese beiden
Kurven genau so auseinander wie in Bild 4. Das diirfte wieder
durch seitliche Konvergenz der wirklichen Stromung zu er-

iren sein. Ferner wurde hier 1, auch aus dem mit Hitzdrah-
en gemessenen Schubspannungsprofil durch Extrapolation
an die Wand ermittelt; diesen Werten entspricht die Kurve
¢¢ (Exp.). Sie verlduft dhnlich wie die fiir ¢ (re, H), liegt aber
fast iiberall erheblich hoher.

Ahnliches ergibt sich auch beim Vergleich der beiden Glie-
der der Energiegleichung. Die Kreuze stellen den Energiever-
lust dar, der sich aus einer Auswertung der Geschwindigkeits-
profile ergibt, wobei die seitliche Konvergenz bereits durch ein
Korrekturglied wie in den Gl.(48) und (49) erfait worden
ist. Die Kreise entsprechen der Schubspannungsarbeit e - ¢;
nach Gl.(48) nach einer Auswertung von G. Schubauer unter
Benutzung der gemessenen t-Werte (briefliche Mitteilung,
1952). Wieder liegen die Werte, die die direkt gemessenen
Schubspannungsdaten enthalten, hoher als die, bei denen nur
die Geschwindigskeitsmessungen eingehen, so daB man an-
nehmen muB, daB die Hitzdrahtmessungen von 1 zu hohe Werte
ergeben haben.

Es ist daher nicht verwunderlich, daB fast alle Autoren am
Ende ihrer Ausfiihrungen den Wunsch nach weiteren, genauen
m:aungen in Ablésungsnihe #@uBlern. Besonders erwiinscht

natiirlich — trotz aller meftechnischen Schwierigkeiten —
auch Hitzdrahtmessungen der SchwankungsgroBen, vor allem

von u'v’. Da meistens Messungen in ebener Stromung an-
gestrebt werden, ist vorgeschlagen worden. die stérenden Rei-
bungsschichten an den Seitenwinden abzusaugen. Da man aber
dabei zuniichst nicht weill, wo und wieviel Luft abzusaugen ist
— zu starkes Absaugen konnte ja eine seitlich divergierende
Strémung verursachen —, so sind Erfolge dieser Methode noch
abzuwarten. Einfacher erscheinen Messungen an Umdrehungs-
kérpern, wenn man auch dafiir zu sorgen hat, da} die Modelle
und die Stromung wirklich rotationssymmetrisch sind. Aller-
dings tritt hier die Ablosung meist erst dann ein, wenn die
Grenzschichtvernachldssigungen bereits ihre Berechtigung ver-
loren haben. Denn oft wird dort die Reibungsschichtdicke
schon vergleichbar mit dem Heckdurchmesser, und der statische

Druck und selbst die Geschwindigkeitsrichtung dndern sich
senkrecht zur Oberflache innerhalb der Schicht. Man kann dann
bereits vor der Ablosung nicht mehr von einer Grenzschicht
sprechen, da Reibungseinfliisse in einem so groBen Gebiet noch
vorhanden sind, dall schon die Potentialstromung in ihm nicht
mehr als einfache Parallelstromung aufgefaBt werden kann.

H. Zusammenfassung

Es werden die Grundlagen mehrerer Verfahren zur Berech-
nung turbulenter Reibungsschichten bei Druckanstieg skizziert
und besprochen. Praktischen Zwecken diirfte zur Zeit das ein-
fach anzuwendende Verfahren von E. Truckenbrodt am besten
dienen. Von seiten der Theorie erschiene eine Methode am
geeignetsten, die die Aufteilung des Geschwindigkeitsprofils
in wandnahen und &ulleren Teil wie bei. J. Rotta und die
Annahme von H. Schuh enthielte, daB die dimensionslose Schub-
spannungsarbeit auch vom Druckverlauf abhingt. Da jedoch
noch keine genauen und véllig einwandfreien Messungen bis
zur Ablosung vorzuliegen scheinen, sind zunichst iieue experi-
mentelle Untersuchungen hieriiber wohl dringlicher als weitere
theoretische Spekulationen.
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