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∇2p (�x, t) =
1

c2F luid

∂2p (�x, t)

∂t2
()!*+

��� ��� ����� 
�� &������	������ "�
�� p (�x, t) 
�� ��� �
������
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M�̈x+B�̇x+ C�x = F ()!)+
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���������&�! .������ �� ���� ��� ��� ����������

��� %����
� �� 
� ���� ����� ������ ������ ���� ��� ����������� ����� ()!)+
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ρh
∂uz

∂t2
+D (1 + iη)∇4uz = F ()!0+

ρh
∂uz
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����������

+D∇4uz︸ ︷︷ ︸
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+ iηD∇4uz︸ ︷︷ ︸
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∂�vFK |∂Ω

∂�n
=

∂�vF luid|∂Ω
∂�n

'(�)*

��� +���,������������� �vFK ��� �vF luid �� -������� ��� ��.���� /���	��� �n

��� ��� !���� ���������� 0�������� ����� �	� !���� ����� ��� 1	�� ��� 	���2
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Ω ⊆ R
3

∫
Ω

∂e

∂t
dΩ =

∫
Ω

πin − πdiss dΩ−
∫
∂Ω

�q · �n d∂Ω

=

∫
Ω

πin − πdiss dΩ−
∫
Ω

∇ · �q dΩ.

πin

πdiss

�q�n

Ω

Ω

∂e
∂t

πin

πdiss �q

�n

∂e
∂t

= 0

∂e

∂t
= πin − πdiss −∇ · �q ⇒ πin = πdiss +∇ · �q.

e
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ekin,t = epot,t, ���#�

� ��� �$� ��� %�	
��������������� et = 2·epot,t ��� �$� ��� ��		������� &��	����	�

������ πdiss,t ��� '��������

πdiss,t = ωηet, ������

( )�� ��� *���	�������� ����� ω = 2πf ��� ��� +,������	�
�� � ����� η

����)�� 	��� -"./� +�� $)�� ���� 0��� �� �������� ���������� !������1�		 �qt �	�


����� � ��� �
� � � %�
������� ��� !������������ 
)�,����

�qt = −a∇et. ������
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����� ���)���� 	��� ���� 4�������)���
������ ��5�6 ����
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�
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�� �,��� &��	����	)��
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πin,t = −aΔet + ωηet ������
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����6 *
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8������A� ��	 ���	���������� '
	�	��������	 	��
�
� �� )�	������ �	�� +��
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0
e(x, s)ds�
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Ec = E(1 + iη)

Gc = G(1 + iη) ν ρ
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≥0 ��� (��� ��� i ��� �#�
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∂2ux

∂t2
− Ec

ρ

∂2ux

∂x2
=

fx(x, t)

ρA
.���/0
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E
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ux(x, t) =
[
ALe

−iklx +BLe
iklx
]
eiωt .���<0
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 ��
 ��#����
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'��� cL = k
ω

(√
1 + iη

)−1
����� ��� ��
��� �"�� 4	����� ��� $��	�������

(√
1 + iη

)−1

= 1− η

2
i, .���70
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���������

eL,t =
EA

4

∂ux

∂x

∂u∗
x

∂x
+

ρA

4

∂ux

∂t

∂u∗
x
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.���=0
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qL,t = EA
∂ux

∂x

∂u∗
x

∂t
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qL,t = − c2L
ηω︸︷︷︸
a

∇eL,t. .���@0
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∂2Θx
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− GcJ

ρIP
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ρIx
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�" ,
���& �������
� ��� ���
�


1�

�


Θx(x, t) =
[
AT e

−ikT x +BT e
ikT x
]
eiωt ����2�

�
� ��� ����	
�����
� ��� �3"���
�����"� ����)� ���	�� �	�� 34�	.�
�
� &��
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�
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�
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� �5� �	� &�	�
	�� ��"	���
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eT,t =
GJ

4

∂Θx

∂x

∂Θ∗
x

∂x
+

AIP
4

∂Θx

∂t

∂Θ∗
x

∂t
������

�
� �5� ��
 6
���	�7���

qT,t = GJ
∂Θx

∂x

∂Θ∗
x

∂t
������

�	� ��&	���
�

qT,t = − c2T
ηω︸︷︷︸
a

∇eT,t. ������
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������		�� �������	��
 ������	���
��
 uB(x, t) 4��� &�� ��
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��
 uBT
(x, t)

ρAüBT
− ∂

∂x

(
GcA

(
∂uBT

∂x
+Ψ

))
= q ����=�

ρIyΨ̈− ∂

∂x

(
EcIy

∂Ψ

∂y

)
+GcA

(
∂uBT

∂x
+Ψ

)
= 0 ����)�

���� ��������� 	�� 
����
���������
�� ������ ���	 �� 	�� ����������� �������
�� 	��


������ ������������



��

��� ��� �	��
����
�	 q(x, t)� ���
��� �� ����� ����������
����������	 ��� ����

�������� ��� cBT
= ∂ω

∂�{k} ����	 ��� !

"����� #�� ��� �������������
������ ��� $�%��������$������ &�!��' ���

&�!��' ��� �
��#������%��� Ψ = −∂ω
∂x

��� ��� (�	
	����	�)����	 ρIyΨ̈ ����

��

�)����	� ����#	 ��
� ��� ����
���� ��� *���������������$������ %�	 ��� +���
����

#����� uBEB
(x, t)

ρAüBEB
+

∂2

∂x2

(
EcIy

∂2uBEB

∂x2

)
= q. &�!�,'

-�� ��� *���������������$������ ����#�� ��
� �� -#�)�������	 ��� -�������

������
�	��� ��� ���������� ��� ��% ��	����
������ 
.�
��� /�)
���	�)����	��

%�%��	 ����������
����������	�� ���

cBEB,y
= 2 · 4

√
ω2

EIy
ρA

������

cBEB,z
= 2 · 4

√
ω2

EIz
ρA

. ������

��	 
�� 
�	���	��	��� ������	 ������ ������

u(x, t) =
[
ABe

−ikBx +BBe
ikBx + CBe

−kBx +DT e
kBx
]
eiωt, ������


�� ������������� 
�	 ��� ����	����	 
�	 !"� ��#�� $��	�������	�"
��	

cBEB
= 2 · 4

√
ω2

EcIy
ρA

= 2 · 4

√
ω2

EIy
ρA

4
√
1 + iη =

(
1− ηi

4

)
· k
ω

���%&�


���� 
�� ��	��� �'�� (���
�� 
�� )�*�"������ −4
√
1 + iη = 1− ηi

4
+ ���� ,������
-

����������� |exp (−kBx)| → 0 	"'�� 
�� �"!���� ���������� .�������� /���

���� �����������

ā =

∫ x+λ
2

x−λ
2

a(x) dx ���%0�

������ 	��� �/� 
�� �������� ��
 �������� ���������� $������
�����

ēB,t =
EIy
4

∂2ūB

∂x2

∂2ū∗
B

∂x2
+

ρA

4

∂ūB

∂t

∂ū∗
B

∂t
���%��

��
 
�� $������1�		

q̄B,t =
1

2
	
(
EIy

∂3ūB

∂x3

∂ū∗
B

∂t

)
+

1

2
	
(
EIy

∂2ūB

∂x2

∂2ū∗
B

∂t∂x

)
���%%�



q̄B,t = − c2B
ηω︸︷︷︸
a

∇ēB,t.

A

h

Ec = E (1 + iη) ν ρ

(ux, uy)

∂2ux

∂x2
+

1− ν

2

∂2ux

∂y2
+

1 + ν

2

∂2uy

∂y∂x
=

ρ (1− ν)

Ec

∂2ux

∂t2

∂2uy

∂y2
+

1− ν

2

∂2uy

∂x2
+

1 + ν

2

∂2ux

∂y∂x
=

ρ (1− ν)

Ec

∂2uy

∂t2
.
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ux(x, y, t) = kx
(
Axe

−ikxx +Bxe
ikxx
) (

Aye
−ikyy +Bye

ikyy
)
eiωt ������

uy(x, y, t) = ky
(
Axe

−ikxx +Bxe
ikxx
) (

Aye
−ikyy +Bye

ikyy
)
eiωt ������


���� 
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��		����
(
1− η

2
i
)
��	 
�� '�
�	��!���
��
�����
��(��! 
�	 )����!�
�� ������

cL =
√

E
ρ(1−ν2)

��
 ��	 
�� 
�	 *���	����� cS =
√

G
ρ
�

���!�	��� �	���! 
��� ��	 
�� "��!���� ����!!��!� +��	���
���!� 
�	 ,�&-� ��&

������ eIn,t 
�� #��������

eIn,t = eIn,kin,t + eIn,pot,t

=
Eh

4(1− ν2)

(∣∣∣∣∂ux

∂x

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣∂uy

∂y

∣∣∣∣2 + 2ν	
{
(1 + iη)

∂ux

∂x

∂u∗
y

∂y

}
+ ...

1− ν

2

[∣∣∣∣∂ux

∂y

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣∂uy

∂x

∣∣∣∣2
]
+ (1− ν)	

{
(1 + iη)

∂ux

∂y

∂u∗
y

∂x

})
+ ...

ρh

4

(∣∣∣∣∂ux

∂t

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣∂uy

∂t

∣∣∣∣2
)

����.�

��
 ��	 
�� +��	���/�

 �qIn,t = (qIn,x,t, qIn,y,t) 
�� #����������

qIn,x,t =
−Eh

2(1− ν2)
	
(
(1 + iη)

([
∂ux

∂x
+ ν

∂uy

∂y

]
...

∂u∗
x

∂t
+

1− ν

2

[
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x

]
∂u∗

y

∂t

)) ���01�

��


qIn,y,t =
−Eh

2(1− ν2)
	
(
(1 + iη)

([
∂uy

∂y
+ ν

∂ux

∂x

]
...

∂u∗
y

∂t
+

1− v

2

[
∂uy

∂x
+

∂ux

∂y

]
∂u∗

y

∂t

))
.
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 �qIn,t ��
 
�	

+��	���
���!� eIn,t ��	 
�� ���
�� ������!%��� 
�� 5�� !���

�qIn,t = (qIn,x,t, qIn,y,t) = − c2L,S
ωη︸︷︷︸
a

∇eIn,t. ���0��
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��������� ���� ��� ����� �	�� ������������ ���	������ ��� ���������������	�

���� 	����� ���� ��� ����������� ��� �� ���  ����������� ��!����� ���� ���

"����	�������� ����!���� ���  ����������� ���	������� #$� ��� %����!� �����

������ ������ ���� �	��������	� ���&��� ������������ ��� '���		�(��	����� ���

��� )��������	������

*��  �������	������ �������� ��! ������� ����	��� ��� +�������� ��� ���

�������(���	������ *������$����	 ������� ����  ����� ���� �����  ����������

���,&�	�� ��� 	������ ��� ������- ��� ������ ��������	�� )��������������	�!���

��� ���������� *����� ��� �������� ��� ��� ��� .&��� ��� 
����� ���  ������

����� �$���� "����������� ��� "����	�������� 	������	��� ����� �����

*�� '���		�(��	����� ����� ���&�����	 ��� ����	�� ��������� ���� ���	 ���

 ������/�����	����� ����� ������ ���  ������������,&�	� ������	�� ��� ��

���	 ���� �������� *���� 0�����	����� ������� ���	 �� ���!������ �������

�������	� ���  ������������,&�	�� ��������!������ ��� ��� '���		�(��	�����

���� ��	�������� #����������� �����  ����� ��� ��� 
����������� φx = ∂uz

∂x

��� φy = ∂uz

∂y
� ���� ����� #����������� �� ���� ��	������	� $���!$	��� ���

������� ���	 ����� 
���������� �� ���&�����	� "����������� φx = ∂uz

∂x
+ γxz

��� φy = ∂uz

∂y
+ γyz� ����	� �� ��� )��������	����� ���$�����	���� ����� *��

%����!� �����"����	�������� ���� !$� ��� '���		�(��	����� ����	 ��� +����

�	�����1���� ������� %������

Dc∇4uz + ρh
∂2uz

∂t2
= PK(x, y, t) 23�456

��� ��� 7���8����� Dc = D (1 + iη) = Eh3

12(1−v2)
(1 + iη) ��� �����  �������!�

PK ����	�������

)�� ��� ������ ������� �������� ������� �������� *&�-!���� "�����	�&�������

��� 9�	!����� ��� �&�����	�� )�������� �� ���  ����������� $��� ���� ����

����&���

ā =

∫ x+λ
2

x−λ
2

∫ y+λ
2

y−λ
2

a(x, y) dxdy 23�446
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ēK,t =
Eh3

3(1− v2)

(∣∣∣∣∂ūz

∂x

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣∂ūz

∂y

∣∣∣∣2 + 2v	
{
(1 + iη)

∂ūz

∂x

∂ū∗
z

∂y

}
...

... +2(1− v)

∣∣∣∣ ∂2ūz

∂x∂y

∣∣∣∣2
)

+
ρh

4

∣∣∣∣∂ūz

∂t

∣∣∣∣2
������

�
� �

��	
���� �̄qK,t = (q̄K,x,t, q̄K,y,t)

q̄K,x,t =
1

2
	
(
Dc

(
∂

∂x
Δūz

∂ū∗
z

∂t
−
[
∂2ūz

∂x2
+ v

∂2ūz

∂y2

]
∂2ū∗

z

∂x∂t

... − (1− v)
∂2ūz

∂x∂y

∂2ū∗
z

∂y∂t

)) ������

q̄K,y,t =
1

2
	
(
Dc

(
∂

∂y
Δūz

∂ū∗
z

∂t
−
[
∂2ūz

∂y2
+ v

∂2ūz

∂x2

]
∂2ū∗

z

∂y∂t

... − (1− v)
∂2ūz

∂y∂x

∂2ū∗
z

∂x∂t

)) ������

�
���� ��� �
�������
� �
� ���
� �
�
����	 ���!

�

�̄qK,t = − c2

ωη︸︷︷︸
a

∇ēK,t ������
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√
ω2Eh2
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	� ����� cM = ∂ω
∂�{k} �� 
��
��

 	��� -�� �
� 0
��

���� kM 	
 �
� +	
��	
 

,�
��	


k2
M =

ρh3ω2

24Dc

+
ρω2

2κ2Gc

±
√(

ρh3ω2

24Dc

+
ρω2

2κ2Gc

)2

+
ρhω2

Dc

����1�

"	� κ = π2/12 
��	'� �	�� �	
 #��$$

�
����	
�	�!
	� �
� �	
�
�
��

 23�. 3�4

cM =
∂ω

∂	{kM} ����5�

=
2	{kM}(

ρh3

12D
+ ρ

κ2G

)
ω ±

(
2
[
ρh3

24D
− ρ

2κ2G

]2
ω2+ ρh

D

)
√[

ρh3

24D
− ρ

2κ2G

]2
ω2+ ρh

D

. ������
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�%�$	�

�%�
�%��
 K ��
�	��#�� cF luid =
√
K/ρ� �� �� �
����� #���� "���	 

#	���� �&�
���	��! '���� ��� ���	�����
�	������ �� (����
��) )� ��� ����	��

��
�
�
������� ��	 �����

 *%���������
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�� 
����� ��� ���
$	������� +�
 


����
�	������ �� ����� ��� �
��� ����

��� (�����! ��	 �������! ��	� ���

��	 ,�
��%
�) (
������� ��
��	������ -�
��)
��� �
� ��� ���$����� +�	#���

��
 ������
 )� ��������! ��� ��	�� �	���)��� ����
 ���$����
��	�
 �� ��	

,�
��%
�) (
������� ��	��#
��������� '����(
1 + τR

∂

∂t

)
∇2p− 1

c2F luid

∂2p

∂t2
= −ρF luid

∂q(x, y, z, t)

∂t
, ./�0/1

�%��� p ��� �	��#! ρF luid ��� ������ ��
 �
����
 ��� q(x, y, z, t) ��� ��	� 

����
��	� ��	
��

�� ����	��� �
� τR ��� 2�
�&���%�
)���! ��� ��� ��� ��	 ���

3	������ ��
 �#�
��
���� ������
 �
� ��� �� ��)������ )�	 ���$���� η = ωτR
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)��� �
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�	������ ��	 ��	�� ����� +�

�� �� 

���%����! ��
 )�	 ��
��)���#��%� ��	 ��� �	��#

p(x, y, z, t) = exp(iωt)
∏

j={x,y,z}

(
Aje

−ikjj +Bje
ikjj
)

./�051

���	�� +����	��� �%
�� ��
 ��	 ������� ����	 ��	����� ���$���� η 
 1 ���

��	 ��'����%� ��	 +�

��)��
 ��	 �#�
��
���� +�

� kF luid =
√

k2
x + k2

y + k2
z ���

�$$	%&�����%� ��
 ���$����
��	�
 �%�
√
1 + iη ≈ (1− iη

2

)
� �����

 ���
�	

6%	��

��)����� ��� ��� �%	��
� ��	 ��� )���
��� �������
��� ���	���������

eF luid,t =
1

4

(
1

ρc2
|p|2 + ρ

[|vx|2 + |vy|2 + |vz|2
])

, ./�071
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 p �	� ��� ���	���� �v = (vx, vy, vz) ����������	 ��	�� �	�

��	 �	��������� �qF luid,t = (qF luid,x,t, qF luid,y,t, qF luid,z,t)

qF luid,x,t =
1

2
	{ρv∗x} ������

qF luid,y,t =
1

2
	{ρv∗y} ������

qF luid,z,t =
1

2
	{ρv∗z} ������

����� ��� ���������	  �!!���	� ���� ��	� "����	��	�� �λ = (λx, λy, λz) ��!

ā =

∫ x+λx
2

x−λx
2

∫ y+
λy
2

y−λy
2

∫ z+λz
2

z−λz
2

a (x, y, z) dxdydz, ����#�
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�v =
i

ρω
∇p ����(�

��� ����	���!� )�*����	� *������	 �	��������� ������ % ������ �	� �	�����%

����!� ����+�

�̄qF luid,t = − c2

ηω︸︷︷︸
a

∇ēF luid,t. ������


$��! ��! ��� ,�����!�	� ��� �$���!-.�.�*�/����	 0$�$��!��� a 1�� ��� �2� %

)$��������	!� �)$�
�	� 0�$!!�	� 3$4�!�!�	� $�����������	� 5� ��	�	 6���%

����
 ���� ��� ��
�		!	���� ��� $��1��������	 ,�����!�	� ������ 0$�$��!�� *�

���$	��	� 1���! �� '����	�!! ��7�� ��	� 8��$���	1$���	��

����� ������	
�����
� 
	� �����	�	��	������
�
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π̄in,t = −aΔēt + ηωēt ����7�
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c2WT

ωη
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π̄in,t = −c2WT

ηω
Δēt + ηωēt ������
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�6����������,���� cL =
√

E
ρ

+6
	�6�	,���� cT =
√

G
ρ

�����,��������������	���
 cBEB
= 2
√

ω2Eh2

12(1−ν2)ρ

�����,�����
�	
����	 cBTS
= ∂ω

∂�{k}

��
����

�6����������,���� cL =
√

E
ρ(1−ν2)

+6
	�6�	,���� cT =
√

GJ
ρIP

�����,�����
����	� cK = 2
√

ω2Eh2

12(1−ν2)ρ

�����,�����
���
� cM = ∂ω
∂�{k}

�
������

�6����������,���� cF =
√

K
ρ
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π̄in,t �→ πin  �� ēt �→ e! #�� " -�
�����	 �����������
���� �� ��� ��)���	��	

.������� -/�	�

πin = −c2WT

ηω
Δe+ ηωe. &��'�(
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τinc,refl/trans =
Qrefl/trans

Qinc

=
Q−

Q+
&��'8(

����

��	� ���! #�
��� ��� 2�	�)
���� "#������ ��� .��������	���9 �� Q+ ���	

Qinc ��	 ���-�
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�  �� ��� .��������	���9 �� Q− ���	 Qrefl/trans ��	
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���⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q−
1

Q−
2
���

Q−
m+n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

τ1,1 τ2,1 · · · τn+m,1

τ1,2 τ2,2 · · · τn+m,2

���
���

� � �
���

τ1,n+m τ2,n+m · · · τn+m,n+m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
τ∈[0,1]n×m

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q+
1

Q+
2
���

Q+
m+n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . ������

��� �������
��	 �		������ ��� ������	���
����	 ���� ��� ������ �	��
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�	� ��� ������	��
���� ���  ���"�����	�	 ����!

��	��
-��	 ��	��� .������	��	 ����"��	 &	�����*���! �	� &	�������"�
�  �	

���	�����	��� .����
�	� �	� �����	 ����
  �� ��� ��
�������
�	 .��"������	�

(���� ��	���	�	 ������	��
-�� ��%��%'��
�


'� (��� �����	
-�!�����/�"�� &	�������"�
� �	 ��	�� .���������	
 �	 ��	��

������	���
���� ���
 ��� )����
��	����	��� �&	���- )����
��	 0��	"�����

e = e+ + e−, ������

����� ��"� ��� �����
� &	�������"�
� e ��� )���� ��� &	�������"�
� ��� ��	%��!

��	��	 1���� e+ �	� ��� ���%����	��	 1���� e− ����
����	 �#��
� ��� 1��
���	

���
 %'� ��	 2��
�� ��� &	�����*����� �q ��� 2��
������
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�q = �q + + �q −. ����3�

��� &	�����*��� ������ �	
����	����
�
�� 1����	 �#��
 ��"� ���	%���� ��� ��4�!
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�#�� ���"������	

q = q+ − q− ����5�

= cWT e
+ − cWT e

−, ����6�
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Q = Q+ −Q− 
�����

= (I − τ) Q+ 
�����

��� ����� ��� �	���� ��� ��	�
��

�������������� τ ��� ��� �������
�	����

I 	�� ��� ����� ����!��"�

 ��� ����	������� #���� �����������

$�� ���!��%����� &�'(�� ������ 	�
 &�����	!� �%� ��� )�
�����*��! ��� +�,, 
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QBalken = qBalken,�n [W ] 
�����

QP latte = qP latte,�n ∂Ac [W ] 
���9�

QF luid = qF luid,�n Ac [W ] 
�����

	�!�!�*��� $�� 	� ��� +�,,���! *������!��� )	����?���
������
"1��� �
� �����

Ac ��� ��� @	�� ∂Ac !�!�*��� $�� A��������! ��� +�,,���!
����� �%� ���

+	��!����� ��� /����� ��� 0�1������,,���!�� 6��� �	�����!��� 	�
�%������
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����� 
������	
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�
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q
+
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e

q
−
P latt
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����
Lc

QBalken =
qBalken,Anfang + qBalken,Ende

Lc

[W/m]

QP latte = qP latte,�n [W/m]

QF luid = qF luid,�n hKF [W/m]

qBalken,Anfang

qBalken,Ende

hKF

cWT,P latte eP latte = q+P latte + q−P latte

= Q+
P latte +Q−

P latte = (I + τ) Q+
P latte.



(
QP latte1

QP latte2

)
= (I − τ)(I + τ)−1 . . .

. . . ·
(

cWT,P latte1 0

0 cWT,P latte2

)(
eP latte1

eP latte2

)
.

q+F luid, q−F luid
q+P latte, q−P latte

�
�
��

�
�
���

QP latte

QP latte =
1

Sc

∫
Γc

qP latte,n dΓc

[
W/m2

]
QF luid

qF luid,n

QF luid = qF luid,n

[
W/m2

]
.
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��∫
ΓC

cWT,P latte eP latte dΓc =

∫
Γc

cWT,P latte e
+
P latte︸ ︷︷ ︸

q+

dΓc + . . .

+

∫
Γc

cWT,P latte e
−
P latte︸ ︷︷ ︸

q−

dΓc ������

= Sc ·
(
Q+

P latte +Q−
P latte

)
������

= Sc · (I + τ) Q+
P latte ������

cWT,F luid eF luid = q+F luid + q−F luid ������

= Q+
F luid +Q−

F luid = (I + τ) Q+
F luid, ������

����� τ ∈ [0, 1]2 ���  !���" ��� #�!��$�������%��&
������ !�� ��������
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��-���(
QP latte

QF luid

)
= (I − τ)(I + τ)−1 . . .

. . . ·
(

cWT,Platte

Sc
0

0 cWT,F luid

)( ∫
Γc
eP latte dΓc

eF luid

)
. ������
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(
QF luid1

QF luid2

)
= (I − τ)(I + τ)−1 . . .

. . . ·
(

cWT,F luid1 0

0 cWT,F luid2

)(
eF luid1

eF luid2

)
. ����:�
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πin = − c2

ωη
Δe+ ωηe ���0��

��� '1�	!����� +�� 
���	 �'��� 2'�����	����
���	������ .���� ����	*�	+	����

! � ���0�� �	� �	��� 3�
����4�	 � φ ∈ C∞
0 (Ω)5 ��� 6��� ��� $��	�$	�  ��


���	� �	/����+	��$���� ���4�	 ��� �	� 4 �*�4��� 3�'���5 ��� "�������	 �

�$�� ��
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�����$	�� Ω ⊆ R
3 ���	$� �	�
 �	� 
������� � ��∫

Ω

πinφ dΩ =

∫
Ω

− c2

ωη
Δeφ+ ωηeφ dΩ. ���0��

.�� ������ 3��� �	�
�� ,��	����� �	�� �	� ��� ,����
���� 7��+ ����� ���∫
Ω

πinφ dΩ =

∫
Ω

c2

ωη
∇e · ∇φ+ ωηeφ dΩ . . .

. . . −
∫
∂Ω

c2

ωη
∇e · �n φ dΩ ���0��

=

∫
Ω

c2

ωη
∇e · ∇φ+ ωηeφ dΩ +

∫
∂Ω

�q�nφ dΩ︸ ︷︷ ︸
ã(e,φ)

���0(�

��� +� �	��� 
	�	����� �� ã : H1
0 (Ω) × C∞

0 (Ω) → R; (x, y) �→ ã(x, y) +�
���

�������

�5 � $�	 H1
0 (Ω) ��� 8	�$������� ����� �	����� 
������ �	/����+	���

$���� ���4�	 ��� �	� 4 �*�4��� 3�'��� $�
����	$��

.	� 
������� � �� ��� �����
�
	
���	����� ���0(� �	�� �	��	��� ��� ���

���� �� �**� 9	�	���� .�$�	 
	�� �	� 3�
����4�	 � φ ∈ C∞
0 (Ω) ��� �	� :;�


���
���4�	 � e ∈ H1
0 (Ω) ��� �	��� ����	����	���
	 ����� 3�	�����

Sn = span
{
φ̃1, φ̃2, ...φ̃N

}
⊂ C∞

0 (Ω) ⊂ H1
0 (Ω) ���0<�



��

�� ����	�	
�
�� 
��
	 �	
 ���	������	��
� φ̃k k = 1, ..., N �
� �
��������
� ���

�	
 	� �	
�
� ���
	� �
������
�
� ��

�����
� �	�
��
 �	�	�
 ��
�
��
 �	�� 

!
�
 �
�	
�	�
 "
��# ��� $%����������	�� �	
�
� &���
� 	�� ��� $	�
������	#

���	�� �
� ���	�'
����
� �����
�����

φ(Ω) =
N∑
j=1

λjφ̃j (� )*+

e(Ω) =
N∑
j=1

ejφ̃j. (� ),+

-���� �	��
��
� �
� ��� �	
�
� 
���	��#�	�
��	����
� "
	����� ����	�	
��
�

�����	�� (� ),+ 	� �	
 ���
���
 ���� (� ).+ 
��	�� �	��∫
Ω

πinφ̃kdΩ =

∫
Ω

c2

ωη

(
∇

n∑
j=1

ejφ̃j

)
· ∇φ̃k + . . .

+ ωηeφ̃k dΩ +

∫
∂Ω

�q�nφ̃k dΩ ∀ k = 1, ..., N. (� )/+

0	
��
	 
���
� ��� "
�������	��
� �	
 ���	�'
����
� '�� Sn '
�

��
� 1�

�	
 �
�
������
� 	� ����
��
� �� '
�
	�����
� 	�� ��� 2��
����	����
�	
� Ω

	� "
	��
��
�� ��� �
�� �	������
 �	
�
��
� �
��
�� {Em ⊆ Ω : Em ∩ En = ∅
∀m �= n ∧⋃n En = Ω}� �� �
����� ��
� �	
�
 "
	��
��
� �� 	��
��	
�
� 3
	#

�
��	� �	�� �	
 ��� �
� �	
�
��
� �
4�	
��
� �	�	�
��
� �����������	��
� φ̃i

∀ i = 1, ..., N ��� ��� �	��
	��'	
�
�� [−1, 1]2 ���������	
��� �� �	
 ���
��#

�	
���� ��� 5
��������	6 �� '
�
	�����
� 

7�� "����������	�� �
� 5
�	
�
 Ek ⊆ Ω ��� ��� �	��
	��'	
�
�� 	�� �
� -	�#

�
������	����

ΨEk
: [−1, 1]2 → Ek ⊆ Ω; (ξ, ζ) �→ (x, y) = �aξζ +�bξ + �cζ + �d (� ))+

�	� �xi ∈ Ek ��� i = 1, ..., 4 ���

�a =
1

4
(�x1 + �x3 − �x4 − �x2) (� 899+

�b =
1

4
(�x3 + �x4 − �x1 − �x2) (� 898+

�c =
1

4
(�x2 + �x3 − �x1 − �x4) (� 89�+

�d =
1

4
(�x1 + �x2 − �x3 − �x4) (� 89�+



��

�� ������	��
 ����
�� ������� ���� 	����� 	�� �������������� Nk,j : [−1, 1]2 →
[0, 1] ; (ξ, ζ) �→ Nk,j (ξ, ζ) ��� k = 1, ..., N

Nk,1(ξ, ζ) =
1

4
(1− ξ)(1− ζ) ��
����

Nk,2(ξ, ζ) =
1

4
(1− ξ)(1 + ζ) ��
�� �

Nk,3(ξ, ζ) =
1

4
(1 + ξ)(1 + ζ) ��
��!�

Nk,4(ξ, ζ) =
1

4
(1 + ξ)(1− ζ) ��
��"�

	�� ��#���
��� ������� $#������% 	���� &�'��� 	
� $�������(�
	�
� [−1, 1]2 ���


)�� &�
������
���� 	�� *�����
������������� ��� �� +���#	��� �
, �������


�x1

�x2

�x3

�x4 (−1,−1)

(−1, 1) (1, 1)

(1,−1)

ζ

ξ

y

x

+���#	��� �
,- .���	��
�����
������
���� 
�� 	
� $�������(�
	�
�

/� 	�� ����
��� ���� ��
0,� �#���������� ��� 1�	�� 
�� 	
� $�������(�
	�
�

��	������� 2������ 	������������% ��� 	�� &�
������
������
�� 3� 4 
������5

	��
 ������� ���	�� 	�� *������� ��	 	�� )�������
���� 	�� 6
�����
������

DTk 	�� )�7�����8������ ΨEk
���'9 :#������� ��
00� ���;����

(
∂
∂ξ

∂
∂ζ

)
=

(
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

)
︸ ︷︷ ︸

DTk∈R2x2

(
∂
∂x
∂
∂y

)
⇒ DT−1

k

(
∂
∂ξ

∂
∂ζ

)
=

(
∂
∂x
∂
∂y

)
. ��
��,�

<��
�����
����	 ������ ���� ��� ���� =���>'������������� ��� ����� 2���5

�������#����� Ω =
⋃

k Ek ��	 ����� ?����� $#������ 
#� &����������� φ̃l ���



��

l = 1, ..., N ���∫
Ω

πinφ̃l dΩ =
∑
k

∫
Ek

πinφ̃l dEk

=
∑
k

∫
Ek

c2

ωη

(
∇(x,y)

n∑
j=1

ejφ̃j

)
·
(
∇(x,y)φ̃l

)
dEk . . .

+
∑
k

∫
Ek

ωηejφ̃jφ̃l dEk . . .

+

∫
∂Ek

�q�nφ̃l dEk ∀l = 1, ..., N ���	
��


�� �������������� ���������∑
k

∫
[−1,1]2

πinNl det (DTk) d [−1, 1]2 = . . .

c2

ωη
·
∑
k

∫
[−1,1]2

(
DT−1

k ∇(ξ,ζ),k

n∑
j=1

ejNj

)
. . .

· (DT−1
k ∇(ξ,ζ),kNl

)
+ ωηejNjNl det (DTk) d [−1, 1]2

+
∑
k

∫
∂[−1,1]2

�q�n (ξ, ζ)Nl det (DTk) d∂ [−1, 1]2 ∀l = 1, ..., N, ���		
�

����� DTk ��
 ∇(ξ,ζ),k 
�� ������������������������ 
�� � ��� !������� �� 

���������� "���� ������ ������ �#� 
��� 
����������� ���������� ��� ����� $� 

%��
��&���������

'�� 
�� ��������� ���		
� ����� 
����� 
�� ������� �����������(���� 
�� )������ 

*����� )������� +����
� �#� ��� !��������������∫
[−1,1]2

πinNi det (DTk) d [−1, 1]2︸ ︷︷ ︸
FEk

=
c2

ωη
. . .

·
∫
[−1,1]2

4∑
j=1

(
DT−1

k ∇(ξ,ζ),kejNj

) · (DT−1
k ∇(ξ,ζ),kNi

)
det (DTk) d [−1, 1]2

︸ ︷︷ ︸
DNNEk ·e

+ωη

∫
[−1,1]2

4∑
j=1

ejNjNi det (DTk) d [−1, 1]2

︸ ︷︷ ︸
NNEk ·e

+

∫
∂[−1,1]2

�q�n (ξ, ζ)Ni det (DTk) d∂ [−1, 1]2︸ ︷︷ ︸
QEk

∀i = 1, ..., 4 �������



FEk =
c2

ωη
DNNEke+ ωηNNEke+QEk .

FEk

DNNEk NNEk QEk

F =
c2

ωη
DNNe+ ωηNNe+Q,

Q

K = c2

ωη
DNN + ωηNN



(
QL

QM

)
= J

(
eL

eM

)
.

eL eM QL QM

Lc

QL1 =

∫
Lc

φ̃L1qL dLc

QL2 =

∫
Lc

φ̃L2qL dLc.



⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

QL1

QL2

QM1

QM2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

j11
Lc

6

[
2 1

1 2

]
j12

Lc

6

[
2 1

1 2

]

j21
Lc

6

[
2 1

1 2

]
j22

Lc

6

[
2 1

1 2

]
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

eL1

eL2

eM1

eM2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

J

(
qF luid dSc

qP latte dΓc

)
= J

(
eF luid dSc

eP latte dΓc

)

BE1,1

BE1,2

BE1,3

BE2,1

BE2,4

BE2,3

BE2,2



��

������	
����
��� φ̃k �����������

QF luid =

∫
Sc

φ̃F luid j1,1 eF luid dS +

∫
Γc

φ̃P latte j1,2 eP latte dΓ �������

QP latte =

∫
Sc

φ̃F luid j2,1 eF luid dS +

∫
Γc

φ̃P latte j2,2 eP latte dΓ, �������


� ��� ������ �
	 ��� �� ��� �
���
�� �����������  ������
���� �
 �����!

"��# BE1,j 
�� BE2,j 	�� j = 1, 2, 3, 4� $
�%" &�
'����
� ��� (������)�������

e =
∑4

k=1 φ̃kek �
	 ��� �(!*�
� ��� �
���
������������ �� ���  ���%"
����

������� ! ������� ������� ��%"

QBE1,j
=

4∑
k=1

∫
Sc

φ̃BE1,j
φ̃BE1,j

j1,1 dS . . .

+
4∑

k=1

∫
Γc

φ̃BE2,j
φ̃BE2,j

j1,2 dΓ �������

QBE2,j
=

4∑
k=1

∫
Sc

φ̃BE1,j
φ̃BE1,j

j2,1 dS . . .

+
4∑

k=1

∫
Γc

φ̃BE2,j
φ̃BE2,j

j2,2 dΓ �������


�� �
�%" +����	
�����
� �
	 ��� �
��	
����
��� φ̃k �→ Nk �
 ����� ��� $��!

���������
�� �����������  ���%"
��

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

QBE1,1

QBE1,2

QBE1,3

QBE1,4

QBE2,1

QBE2,2

QBE2,3

QBE2,4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

(
j11

Sc

36
KMF luid j12

Γc

24
KMP latte

j21
Sc

36
KMF luid j22

Γc

24
KMP latte

)
︸ ︷︷ ︸

J̃

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

eBE1,1

eBE1,2

eBE1,3

eBE1,4

eBE2,1

eBE2,2

eBE2,3

eBE2,4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�������



J̃

KMF luid =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

4 2 1 2

2 4 2 1

1 2 4 2

2 1 2 4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

KMP latte =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

4 1 0 1

1 4 1 0

0 1 4 1

1 0 1 4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .



��

������� �	
� ����
������� ��� ��������

���������	
� ��
���	�
�

���		������		����������� Lc

6

[
2 1

1 2

]

���		��	�
� ��
 ��� ���		������
���������� Γc

24

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

4 1 0 1

1 4 1 0

0 1 4 1

1 0 1 4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

���
�	�
� ��
 ��� ���		������
���������� Sc

36

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

4 2 1 2

2 4 2 1

1 2 4 2

2 1 2 4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦



������� �

	�
�����
����
�� ��


������������ �������

�� ��� ����	

 ��� �
�
����� �� ��� ������

�
������	�� ������ �	 ���
���

��� 	�� ���
� ���
�������� ��� �� ���!
�"��� 
	# "$�%��&� �$����� �	 '!���

%�'#��( ��#$��� �� ���
�� )
%���� ���� ��
�*
� 
��
�� ����
 �$����
 !�
������


	
 ����� ������

�
�������� +	
,������  ����� ��� #'� ��� -������	�� ���

�

�
������	�� �$� ������� .$�
	

���	���� 	����
	���� �!
�����/��� 
���

������ .
�����,�
"�������� ���
�������� ��� ������$������
����	�� 	�� 0�����

%���
��$� ��� ����!��

� 
	#��#'���� �'� ���
� ��
�*
�� �
� �$���
� ���� .����

1����	�� ��
 #'� ��� �
�
�����
�	���� ��� ������� �$����
 �	�����#'����

��� �����	���
�� 
�� �������
����

�'� �
�
�����
�	���� ��� ����������������������������$��  ��� ���� 
	
 ���

��� 2	!
*
��� !�
�������� 3�
�
��	"�	�( ���� 2�
��%�
���( ��� ����� 	��

�$���
� ����1������ 4�� ��������
��� ����
���	��  ��� ��� ��� ���
����!	��
�

!

������ �*�
��
���� 2�� ���	��
������	�� ����������� -����	 ������ ����

�	����
��� 56
	�� ������
 �������$�� 	�� ���� 
�
�*��
��� 56
	��� +	� .��

��1����	�� ��� ���� �
� ��� �!������ ���
�� ���� .��#
���� �
���
������ �'�

��� ��
�*
�� �� )
%���� �  ��� 
���
 ���
�
 ����1������ �$���� ��� ������

��
 3�
�!��
%��� #'� ��� �������	�� ��� ��� ���� ����� ���� 
��
����� ���#
���

���
����� 7	
��
��
��� 2�
��%�
��� ��� ����� 4��"� �$� h = 5 �� 	�� ���

89



��

��� ������	
��� �
� Lx = Ly = 1000 ��� �� ������� ������ �	���� �����

���� ����
������ ����� 
���
�
��	 ��� �	������
��� �
� F = 1 � ��� ���

���  ��!���� �
� f = 2000 "�� #��� �$��� ��� ��� ��������� ��� % %&�

'�����	������� (��)*+ �
� ����� ,��-����������������������� ���� ��� ������
.�

/��
��� cK = 619, 4 �0�1 ����� ,��-����������������������� ���� ��� &���	���

/��
��� cM = 611, 1 �0� �
��� ����� #
�2���� �
� η = 2% ��� ω = 2πf � #��

3���4������� ���� ��� �$� ��� 5�		���62 ��� '������		�� ��������$���1 �� ���

��������� ����� 
���
�
��	 ��� �	������
��� ������

#�� '���������	������� ����� ������������ ������������ �	���� (���*+ ��� ���

������	
���� Lx ��� Ly ���� �����	� ��� ������������	
���

uz(x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

pm,n(t)Mm,n(x, y) (*�7+

��	8�� ������1 �
-�� ��� &
��� Mn,m(x, y) ��� ��� �
��	�� �������2���
���

����
��� pm,n(t) �����

Mm,n(x, y) = sin(
mπx

Lx

) sin(
nπy

Ly

) (*��+

pm,n(t) =
Fm,n exp iωt

ω2
m,n − ω2 + iηω2

m,n

(*�*+

����-�� ���� 97:;� #�� �
��	� 2������		� ����
������ <��� �� ��� =��		� (x0, y0)

��� �����

Fm,n =
4

ρhLxLy

FinMm,n(x0, y0) (*��+

��� ����� ���������� ����� Fin -�������-��� 5�������� ���� ��� %�������!����

��� ��� ������������ �	���� �����

ωm,n =

√
D

ρh

[(
mπ

Lx

)2

+

(
nπ

Ly

)2
]

(*�>+

����-��� &����	�� ��� ?������������	��� (*�7+ ���� ��� 3�������-����� ���

������������ �	���� -�������-��� =�� 	����� ���� �����	� @	������� (���>+ ��

%������������� ���������� #� ��� =���	2	���� ������� ��	����� ���1 ��	� �$� ���

3�������-����� ��� ��� ?��� ��� �	���� ∂Ω = ∂ [0, Lx]× ∂ [0, Ly]

uz|∂Ω = 0 (*�)+



�q�n �n

�q�n|∂Ω = 0.

πin

F = 1

πin =
1

2
	
{
�F · �v ∗

}
.

�q = −a∇e

·∗



��

��������	�
 ��� 
����������	�

δ(Lx
2
,
Ly
2
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∂�n
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∂[0,Lx]×∂[0,Ly ]
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Ly
2

) =
Eh3

12(1− v2)
(1 + iη)∇4uz + ρh

∂2uz

∂t2
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uz|∂[0,Lx]×[0,Ly ]
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��������� �� ����� $�	�����	 b̃ = ωη !�
������

����

� )�	
��

πin =
c2WT

ωη
Δe + ωηe 12�324

πin =
c2WT

b̃
Δe + b̃e. 12�3�4

��
 ����	 �����	��  %����	��� 
�	 "	�#���! ω �→ λω 	�
�����	�� ��
� 
�� 
���

��� ��
)�	%����� )�� ��
 ����	 �����	��  %����	��� 
�	 ���'���� η �→ λη�

5��	��� �
� !� ��������& 
�

 �� 6����
��! !� 7������
����� ��
  ��)�	)�����


��
� 8��������� �+	 /����)����� ����� �	�+��� 
��
& 
� ��� 
��
�� 9������-'

���� :�
�	��� 
�	 "	�#���! ��������
 
�� ��
�	������
��
��)��
��%��� ��	���


�	�� ;� �����
��� 2�<2 
��
 
�� ���	���
������ ��� 
�	 $������
��������� ���

����	 %��
������ ��
�	������
��
��)��
��%��� �+	 ��	
����
��� "	�#���!�� ��

	��������	 6	0=���	
���� 
�	��
������ ����	 /�	+�%
��������� 
�	 /�!������

!)�
���� "	�#���! ��
 ���'���� �	%��	� 
��� ��� 
��%��
�
 ���	��������� ���

!�������
�	 "	�#���!�



��

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
0

2

4

6

8

·10−2

��������	�
����� �

�

�
�
��

	
��

	�
�
��

��
�


�
�

� ���� ��
� ���� ��
� ����� ��
� ����� ��
� ����� ��

���	����
  !� " �	�#�$$ ��� %��&����

��� ������	
	��
�	�
���

'�	 ��� ��$������
 �	��$ �%�()(�����$ �*���� �	� �%�()'�$	$���
���� ��)

$�	

�� �+�
�	��� ��$
�,� �	��� �����$����	��� ��� -���	�.��$���.�	����


*$$�� 
�.���� /���	������ 0�����! 1�� 2����	3�	����
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	������� (�����	���� n(ω)

	� �(����/��� �	$ ��� %��&���� f ! -�$ ������ =�	���	�
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√
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N ∈ N
≥2

Prefl/trans

Pinc

τ̃inc,refl/trans =
Prefl/trans

Pinc

.

j



�a = (ux, uy, uz, θj)

�bj = (ux,j, uy,j, uz,j)

�FLokal
j = (Tj, Nj, Sj,Mj)

Ej hj νj

ρj

DjΔ
2uz,j + ρjüz,j = 0 Dj =

Ej · hj
3

12(1− ν2
j )
,

Mj = Dj(
∂2uz,j

∂y2j
+ νj

∂2uz,j

∂x2
j

),

Ejhj

1− ν2
j

∂2ux,j

∂x2
j

Ejhj

2(1 + νj)

∂2ux,j

∂y2j
+

Ejhj

2(1− vj)

∂2uy,j

∂yj∂xj

− ρjüx,j,

Ejhj

1− ν2
j

∂2uy,j

∂y2j

Ejhj

2(1 + νj)

∂2uy,j

∂x2
j

+
Ejhj

2(1− νj)

∂2ux,j

∂yj∂xj

− ρjüy,j,

Nj =
Ejhj

1− ν2
j

(
∂uy,j

∂yj
+ νj

∂ux,j

∂xj

),

Tj =
Ejhj

2(1− νj)
(
∂uy,j

∂xj

+
∂ux,j

∂yj
).

Sj = −Dj

[
∂3uz,j

∂y3j
+ (2− νj)

∂2uz,j

∂yj∂y2j

]
.
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Rj =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 cos(αj) − sin(αj) 0

0 sin(αj) cos(αj) 0

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ R

4×4 �� !"

	�������#��� $��� 	�
 ������
 ��%����&���
��
�'����� �F lokal
j = (Tj, Nj, . . .

Sj,Mj)
T �
	 	�
 ������
 '��
������
�
(����� �bj = (uj, vj, wj, θj)

T ������ 
���

������
 Rj 	�� )��

��������
 �
 	�
 ������� ����	�
���

�
���

�FGobal
j = Rj · �FLokal

j �� *�"

�bLokalj = RT
j · �a Global. �� **"

+�
 	�� ,���� 	�� ��%����&���
��
�'������
 �Fj �
 	�� ��--��
�
��
�� 	��

.�������
 �
	 	���� ��
� ��
%������� +
����
� 	�� ����
 ������ ��
�
 ������
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��-
 �
�
���� 	�
 0�
���
�
���

N∑
j=1

Rj · �FLokal
j = Rm

�fm.︸ ︷︷ ︸
������������ �	
��

�� *1"

+
��
����
 ∃Kj ∈ R
4×4 ��� Kj

�bj = �FLokal
j 2 	�

 ����

N∑
j=1

RjKjR
T
j �a = Rm

�fm. �� *3"

&�� 	��
�� 0������
� �4

�
 	�� '��
������
��
 �
 	�� ��--��
�
��
�� ���

����
�� ���	�
 �
	 	���� ���
����
 	�� +�-����	�
 5�	�
 /����
��-
 �
 	�


����������
 ������
 

���������� 	�� 
���
� �

6�� 7�����
�
� 	�� )��

��

��

���8���
��
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+

��� ���
� /����
 ���������� :�
� ��� 	�� ��--��
�
��
�� ��
�����
	� /����

��� 	�� ;��� exp(−ikx + iμy + iωt) +�����
	 	�� ��
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 	�� ��--�

��
�
��
�� ��� 	�� ����	�
���
���
� ���� 	���� 	�� �	�
��
��� /����
���� k �


<�������
� �#� ���� ��
�����
	�
 �
	 ��
�����
	�
 /����
 5�	�� ������ 	�� +��

�%
������� exp(−ikx+ iωt) /�������
 ���� �
 	�� =�+��%
������� exp(μy) �#�



��

��� ��������� 	�����
���� �
 ������������� ��� ��� ���������� ����
 �
� ���

	��������� kB,j

μ2
B,j = k2 ± k2

B,j ��
 kB,j =

(
ρjω

2

hjDj

) 1
4

������

��� ��
����
����� �������� 
�� ��� 	������
�!
���

uz,j =
2∑

n=1

αBn,je
−ikxj+μBn,jyj . ����"�

#
� $�����
�� ����"� ����
 ����!
 ��� ������� $�����
������
�� ��� ��� %��&

����� 
�� ued
z,j 
�� ��� '�
�
��� θedj �
� ��� (����
�������� ��
 yj = 0(

ued
z,j

θedj

)
=

(
1 1

μB1,j μB1,j

)(
αB1,j

αB2,j

)
e−ikx+iωt. ������

)�� ������� $�����
������
�� ��� (�*�
� 
�� +����
� �
� ��� (����
��������

��
 ���� (�� ���
��� ��� $�����
���� ����� & ���,� 
�� ������(
Sj

Mj

)
= −DjK̃ ·

(
ued
z,j

θedj

)
��
 ����-�

K̃ =

⎛
⎝ μ3

B1,j
μB2,j

−μ3
B2,j

μB1,j

μB2,j
−μB1,j

(νj − 2) k2 +
(μ2

B2,j
+μ2

B1,j
)(1+μB2,j

μB1,j)
−μ2

B2,j
−μ2

B1,j

μB2,jμB1,j + k2νj − (μB1,j + μB2,j)

⎞
⎠ . ����,�

)�� �������
�� ��� .�&/����&%������� 
���� �� ��� (����
�������� ��
 ������

�
� �������
�� ��� ����������� ��� ��� 	��������� �� 0&'���

�� ���
�� ���

��� 1����& 
�� 2����

���������� ��� 	�����������

μ2
L,j = k2 − k2

L,j ��
 k2
L,j =

ρjω
2(1− νj)

2

Ejhj

����3�

μ2
S,j = k2 − k2

S,j ��
 k2
S,j =

2ρjω
2(1 + νj)

Ejhj

. ���45�
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� ���� �
���(
ux,j

uy,j

)
=

{
αL,j

(
k

iμL,j

)
eμL,jy + αS,j

(
iμS,j

−k

)
eμS,jy

}
e−ikx+iωt ���4��

���� �� 
�� �
� ����� & ���,� ����� ���4�� ������ ��
 yj = 0 ��� ��!���� %��&

����� 
���� �
� ��� (����
��������(
ued
x,j

ued
y,j

)
=

(
k iμS,j

iμL,j −k

)(
αL,j

αS,j

)
e(−ikx+iωt) ���44�
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����(
Tj

Nj

)
=

Ejhj

k2 − μS,jμL,j

·M
(

ued
x,j

ued
y,j

)
������
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��

M =

⎛
⎝ − (μ2

S,j−k2)μL,j

2(1+νj)
− ik(k2+μ2

S,j

2(1+νj)
+

iμS,jμL,jk

1+νj

− ik(μ2
L,j−ν2j k

2

(1−ν2j )
− iμS,jμL,jk

1+νj

μS,j(−μ2
L,j+νjk

2

(1−ν2j )
+

k2μS,j

1+νj

⎞
⎠ . ������

��
 ������ ��� ����� �����!����� ���"�� ��� ��� ��
������ �
��� �fm ��� ��


#����� m �$
 %���� &������!' (� )��������� *$
 ����� #����� �
��)� ��� ����

�
��� �Fm �→ �Fm − �FLoad
m ��� ���� +�
�� ��)��� �bm �→ �bm −�bLoadm , -��� � �$


��� �	����������., /� �
. ��� 0����-���� �������

�Fm = Km
�bm − �fm ��� �fm = Km

�bLoadm − FLoad
m ����1�

��2���
� ���� 3�14� 5�� �
�6�� �FLoad
m ��� �bLoadm ��
 ������������ �)���� &����

��� 7�'������ α ��� 8�������-��
�� φ ���� -������!'.�'�(�2�� � 5��� �$ 
� )��

0����-����� ��� μ = ikB sin(φ) ��� k = kB cos(φ) (�

�bLoadm =

(
uLoad,ed
z,m

θLoad,edm

)
=

(
α

αikB sin(φ)

)
������

�FLoad
m =

(
SLoad,ed
m

MLoad,ed
m

)
=

(
−αDm [μ3 − (2− νm)k

2μ]

αDm(μ
2 − νmk

2)

)
, ����9�

)�� �	����������-����� ��� μ = ikL sin(φ) ��� k = kL cos(φ) (�

�bLoadm =

(
uLoad,ed
x,m

uLoad,ed
y,m

)
=

(
αk

αiμ

)
����:�

�FLoad
m =

(
TLoad,ed
m

NLoad,ed
m

)
=

(
αEmhmkμ

1+νm
αiEmhm(μ2−νmk2

1−ν2m

)
����;�

��� )�� /� �
-����� ��� μ = ikS sin(φ) ��� k = kS cos(φ) (�

�bLoadm =

(
uLoad,ed
x,m

uLoad,ed
y,m

)
=

(
αiμ

−αk

)
����<�

�F [Load
m =

(
TLoad,ed
m

NLoad,ed
m

)
=

(
αiEmhm(μ2+k2

2(1+νm)

−αEmhmkμ
1+νm

)
. ����"�



��

���������� 	�� 
������
������������� ��������

�������	
 ��	 
�	 �
�����
�	 α ��	�����	
��� ������������ �	
 ���	�
�������

��� �����	 ����� 
�
 ��	�������	��� φ 
�� �	����	
�	 ����� ��	
 
�� �����	����

����������	  �����	��	 �	 
�� !���	 "����� 
������

PBj
=

ρjω
3α2

Bj
hj

kBj

sin(φ) #$%�&'

PLj
=

1

2
ρjω

3α2
Lj
hjk sin(φ) #$%��'

PSj
=

1

2
ρjω

3α2
Sj
hjkSj

sin(φ) #$%�$'

�� (�����	�	% )�� *��	�
�����	���+���	��	 τ̃inc,refl/trans (φ) =
Prefl/trans(φ)

Pinc(φ)

��	
 ��	����(�,	���� "���
����% )� �-� 
�� ���������� �	��	
�	� ��	 )���

������
 �	��	�

�	 ���
� ��� ���,������ -(�� ���� ��	�������	��� φ ∈ [0◦, 180◦]

�����
������ �� 
�����	

τinc,refl/trans =

∫ 180◦

0◦
τ̃inc,refl/trans (φ) dφ =

∫ 180◦

0◦

Prefl/trans (φ)

Pinc (φ)
dφ. #$%�.'

/������ 
����� 
�0���	 *��	�
�����	����+���	��	 ��	
 
�� 1	��������	�	 
��

2�(�����
� �	 
�� �3�/ ����������% )�� �����	 ���� �� ��	�� *��	�
�����	�
��

���4 τ ����

�	�����	� ������ �-� !�
�� 2�(�����
���� (i, j) 
�� �	
���
�����	

5�����	��(������	��	 (�������(�% )�� 2����������	� 
�� �����	���� 
�� !�����

����	 "����� ��� 
������ B �-� 6������ S �-� 2����� �	
 L �-�  �	����
�	�������	

�	����(�	

τ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

τBj ,Bj
τBj ,Lj

τBj ,Sj
τBj ,Bi

τBj ,Li
τBj ,Si

τLj ,Bj
τLj ,Lj

τLj ,Sj
τLj ,Bi

τLj ,Li
τLj ,Si

τSj ,Bj
τSj ,Lj

τSj ,Sj
τSj ,Bi

τSj ,Li
τSj ,Si

τBi,Bj
τBi,Lj

τBi,Sj
τBi,Bi

τBi,Li
τBi,Si

τLi,Bj
τLi,Lj

τLi,Sj
τLi,Bi

τLi,Li
τLi,Si

τSi,Bj
τSi,Lj

τSi,Sj
τSi,Bi

τSi,Li
τSi,Si

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ [0, 1]6×6. #$%��'

��������������� ����� ����������

1	 
�
 ���������	 �(���	��� ��� 
�� *������ 
�� *��	�
�����	����+���	��	

�-� ��	�  �	��	������	� 
�� �	��������
�����	 "�����	 (�������(�	� ������ �	


����
 7	����(���	��� �	 
�� �3�/ ��� ��	 *���(������� �	��	
�	� �	
��%

�	��	
�	��(�������� 
�� *������ 
�� *��	�
�����	����+���	��	 �	�(�,	���



L = 666 h = 1

F = 1 f = 2000

τ ∈ [0, 1]9×9

�

	
�

[0◦, 90◦]
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�� ����� 	
�����

�� �� ��� ������
��������� ������ �
 �����
��
��� ��
� ���

�
� ��!"#������!������������� �� ��
 �#$$�
�������� 
� ��� �
� �� 
�� "#!

����� ��� %��&��� �
������ '���  (�
� �


N∑
j=1

RjKjR
T�a = Rm

�fm ⇒ �B −
N∑
j=1

R̃jKjR̃
T
j �a = R̃m

�fm, ���)��

�#*�� ��
 +�&�#
 �B = (Bx, By, Bz,mx,my,mz) ��� �
� �� 
�� "#����� ���

%��&��� �	
��
!%�
�#
���!%��&��� �������� '�
 +�
�����*
���,�&�#
 ��
� 
�

��� +�
�
���
���� �� -! 
�� .!/����
�� �
�����
� �aglobal → �̃aglobal = (u, v, w, . . .

φx, φy, φz) 
�� ��� /#����#�����
�0 �

�� R̃j ∈ R
6×4

R̃j =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 cos(θj) − sin(θj) 0

0 sin(θj) cos(θj) 0

0 yj sin(θj)− zj cos(θj) yj cos(θj) + zj sin(θj) 1

zj − z0 0 0 0

y0 − yj 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, ���)1�

�#*�� yj, zj ∈ R ��� '�2�
��� ��� �#$$�
���$
�&��� ,#� ��#���
������ 3����
!

$
�&� ��� %��&��4
�
��������� *���������� '�� %�
����
�� �����
 5
��������!

#��&#�6������� �
 #��� *�� �
 ��� %�
(�&�������
�� ��
 �
���������� 5�
��

�

�� ��� %��&�� ����#� �
 7*������� ������

����������	
�
� �

�� ���������� �
� ������
��
��� �����


	��� 8!3�

&�

 *�������� �
� ���� 4
��
�������� 3����$������ ��� ����
 ���!

�������� ,#� 9������ L = 1 � 
�� ����
 '��&� ,#� h = 4 �� ��� �����

,�
���� ����� %��&�� �
 ��
 �#$$�
�������� ����� ��� 5����#����� 7
 ���

:������
����
� ���� ��� �
������#
������ ;
��������
��� <0��
�� 7**���
�� ���

����� ����������� ��� 8!3�

&�

 ��� 
�� #��� ,�
���� ����� %��&�� �� ��


+�
*���
�������� ��
 *����� :������ �#��� ��� 7�
��
���$
�&��
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��
�

���������� �	� 
���
�

τ̃�����

τ̃�����

τ̃�����

τ̃�����

τ̃�����

τ̃�����

��������� ���� ����	��		���	����������� ��� �� ���!�""����

#�� ����	��		���	����������� 	��� �$� ��� �������	
����� [0◦, 90◦] �����	������

%������ ����� 	�&' ���� ��	�������� �����������	��		��� ��� ����'������ ����

����	
����� ��	 (�'� 90◦� �	 ������ '�'� )�*�������� τ̃B1,B1 ���+ ��� ����'����

�� ����	��		����� τ̃B1,B2 $�����'��� #�� ,������ 	��� ��� ����� -�.������� �'�

�� /��	���������  ����� 0��������� ��12 	&'
3&'�� ��	��"�3�� ��	 ��� ����� -�

.������� ��� /��	���������  ����� 0��������� ���2� #��	 ��������+ ��		 ���&'

����� ��	3����&'��  ����� 
������ ������� ����	�������� 
���+ 
�	 ��������	

���&' ��� ��4�	�� ����	��		���	����������� �� ������� ��5 �� �������� �	��

#�����&' �	�+ ��		 ���&' ���  ����
����� ��� %��"����� ��� ������� ����	����

����� ���� ��*������� 
���� 6�� 85◦ ��	 90◦ ��'7'�� 	�&' ��� ����	��		����� ��

��� 8��������9����� τ̃B1,L2 ��� τ̃B1,S2 + �� 	�&' ���  ����
����� ��� ����� ��'��

�� 	�����&'��� �������	
����� ��		�� �� -������������ ��� .&'��
����� ��
���

�����

#�� ������� ���*�		 ��� ������ :������� ��	 ����	��		���	����������� τPP

��� τPBP ��� ��� �,�:� ���&'���� �	� ��� ������	 ����� ���'���	��������

���������� #�� �������	���	���� πin ���'3�� ��	 .&'
������	/��'����� ���

.������� ��� 	���� 
3�� ��� ���*�		 ��� ����	��		���	����������� ���&'

�����	&'�����&'� �������	���	������ /���3�	&'��

;���� 6��
������ ��� ��4�	�� ����	��		���	����������� ������ 	�&' ���� �����

���/��������� ��� ��� ��	����� -�.�������� ��	 6������&'	���'��� �$� ��� 6��



τPP τPBP

τB1,L1 3 · 10−4 3 · 10−4

τB1,S1 3 · 10−4 3 · 10−4

τB1,B1 75 · 10−2 96 · 10−2

τB1,L2 16 · 10−4 16 · 10−4

τB1,S2 26 · 10−4 25 · 10−4

τB1,B2 24 · 10−2 4 · 10−2

eges =

2 ekin

10−7 2
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���
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��
��������� ���������������� ��� ����� ��
 ��� ���
�����
����

���� ��� ��
 ��
�
��
 ��� ���������� �����
� �	������� ��
 �������
��
�����

�� ����
 	��������� �����
���� ��� ��
 ��
�
��
 !"
 ��� #����$��� ����

��
 �	��
�������
��������� �� ����� �!�%�%����� �"���� $����$���� $�


��
�
��
 ��� !����
�������� ��������
� ��� ��� ��
 ��
�
��
 ��
������ ��
�

��� !"
 ��� �� ��� �	��������� � � & ��� � ' � ��
���������� !�������
�
��
�

(��������	�$�������� ������ ��� ��
��������� ��� �����$��
���
�� �"
 ���

)
�����������
��*$������ ������ (���������+�� 

��� ��
 ,���
���
 -.'� &./ ���� ����+������ (��������	�$�������� $�������

!���� ��� ��
�
��
 	�
����� ��� $� ����
 (�����������
�0

τ =

(
1− τP latte,F luid τF luid,P latte

τP latte,F luid 1− τF luid,P latte

)
1' &23

�"�
��� ��	�� ��� )
�����������
��*$������ "	�
 ��� 4������ ρP latte� ρF luid�

��� ���	
������������������
����� cP latte� cF luid� ��� ��
���������
�5���$ f

��� ��� �	��
����
�� σ ��� (��*$������

τP latte,F luid =
2βσ

2 + βσ
1' '63

τF luid,P latte = β
c2F luid σ

c2P latte f h
1' '73

β =
ρF luid cF luid

ρP latte cP latte

1' '�3

��8���
� ���� �� ��� 9���������� 1' '63 � 1' '�3 $�
 ��
������� ��
 )
����

��������
��*$������ ��� ���������:���� ��
 �	��
��������
�� σ ��� ��	�
�����


;�
�����
 4�
 �	��
����
�� σ �"
 	����	��� 9�����
��� ��� ��8���
� ���

σ =
PRad

ρF luidcF luidS 〈v̄2〉 =
�	����
����� ,�������

v2�,�������
. 1' '&3

4�� v2�,������� ������ ���
 ����� ��$�����
� $�
 ����������� �	����
������ ,����

���� PRad ��
 4����
 ��$�����
� 	����
��	� ��� �	����
����� ,������� �����

(��	����
����
� ��� ��
 �������� �	��
���<���� S ��� 
������� ����� $�������

����������� 5���
�������� �������� 〈v̄2〉 %�� $���������
 !
�5���$ ����
�

���� ��� �	����
����� ,������� ��� ��� v2�,������� ��� ������ σ
f→∞→ 1 ���� 4��

��
������� ���
 �����$��� ��� �	��
����
���� 
��� 	�� 
�����0�� %�������

	����	�� 
�����$��
� ���� 



��

����� ����	
��
	
� ����	 ��
�	
������� ��
���

�� �����	
�
�
����
� ��� 
��
� ����������������������� ����
��
�
� ��

����
�� ��� ��
 ���������� �
�  !���"
���"�
� ���#
����$ %�
���� #��� �
�

 !���"
���"� 
��
� �
�
�
����
� &�"��
 !
��"�
�
�� �
� �� ��
�
�  �!
�� '��
���

����
�� �#
� "�"�(����

�  ��)��
� 
�����
�� #���* ��� ���"�
�  ��"�� ���


��  !��
)������"��"��$

+
� ���������	
 ��
��
 ������ ,-.� �/� ��0 !
��
�
�!� ��
 	
�
�
���� �
�

 !���"
���"�
� 
��
� �
�
�
����
� "���
���� 
���"�
��
�"�
��
� &�"��
 ��� 
��
�

�� 1
����� �����������
� "��
�
��
� 
"�������

� ��"��$ +
� ���"�
 "�"�

�(����

  ��"�� !
�
�
�
� "�� 2�����"�
 �
� ���
����
�

φm,n(x, y) = sin

(
mπx

Lx

)
sin

(
nπy

Ly

)
3.$..4

�
� �
�
�
����
� &�"��
 ��� �
� �"��
��)��
� Lx� Ly ��� ��� �
� ���
��

����
�� m,n = 1, 2, 3, ... ��
  !���"
���"�
 ��� 5
�
 
���
��
 ���


σm,n =
64k2LxLy

π6m2n2
· · ·

∫ 2π

0

∫ 2π

0

⎡
⎣MUG (mod2 (n) ,mod2 (m))[(

α
mπ

)2 − 1
] [(

β
nπ

)2 − 1
]
⎤
⎦2

sin (θ) dθdφ, ������

���	
 mod2 �
	 ���
����
���
�� �
� ���
� 2 �	����	
�� 
�� �
	 �
���
�� MUG

�	���

MUG =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(0, 0) sin
(
α
2

)
sin
(
β
2

)
(1, 0) cos

(
α
2

)
sin
(
β
2

)
(0, 1) sin

(
α
2

)
cos
(
β
2

)
(1, 1) cos

(
α
2

)
cos
(
β
2

) ������

�
� α = kLx sin(θ) cos(θ) β = kLy sin(φ) sin(φ) 
�� k = 2πf/cF luid �	!�
	��


��� "
��� �
	 �	�
���	�	 #
��	 �	� �����	� $�����������	 σn,m ������ 	��
��

�
�� �	� �	����	 $����������� �


σ =

∑M
m=1

∑N
n=1 σm,n

[
(ω2

m,n − ω2)2 + η2ω4
m,n

]−1∑M
m=1

∑N
n=1

[
(ω2

m,n − ω2)2 + η2ω4
m,n

] , ����%�

���	
 �
	 &
�	�'�	(
	��	� �	� �	���	��
�	� )����	 �
���

ωm,n =

√
D

ρP latteh

[
(
mπ

Lx

)2 + (
nπ

Ly

)2
]

����*�
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������� ���	
 ��
 ���� ���
������	 ������ ��
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��� ��
 �
������ f ��
	�� 	�� ��	�� ��� �� ����
 ������
������ ��� fMod

��
�����������
 ���
��
 ���� � ����� ����� 	�� �����!����� fMod = 2f 
 ��


���	
������� "������  �� NMod = MMod ��	 wNMod,NMod
= 2πfMod ����

N(fMod) = NMod =
Lx

π

√
πfMod

√
ρP latteh
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����
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����
6 �
��������
���� ��� ��
 �
���� ����� �	� 	�
 
����������� "�����

n = m = 1 �� ��
 �� #�
��% ��
���� 	�� "����� ��� ��� +�������
����
  ��

	�
 ����
����
������ fEKF = cF luid/(2
√
S)
 ,�
 ����
����
�	 ��
 	�����

�
��������
���� ��
	 ��
������ 	�
��

σKolbenstrahler =

(
f

fEKF

)2

=
4S

c2F luid

f 2 ∀f ∈ [0, fEKF ]. #�
27%

• +�
����������
����
����� 	�� +�����	����
������ fc �
89�
 ��� 	�� +�������
����
����
������

���' ����� ��� 	�� +�������
�����
���� 	�
 +�
����������
����
 ,�� +���&

��	����
������ ��� 	�� �
������ ��� 	�
 	�� ������������!��� �� 	�
 :�
��&

��
 �	�������  �� 	�
 ;������!��� � ����������� ��	�� ���
 6� 	���� 

)�����	 �

����� 	�� ���
������
�
����� �� 	�� ���������� ��	�� ���

��<� � 
 ��
 	����� ��
���� ��� 	�
 ����
����
�	  ������

σ =
λ2
c

S
g1(α) +

λc

S
g2(α) #�
2=%

�����!����

 ,�� "�
� ���
 ���	 ������� 	�
�� α =
√
f/fc' 	�� ;��&

����!��� λc =
2π

cFluid

√
D

ρPlatteh
��
 +�����	����
������ fc =

c2Fluid

2π

√
hρPlatte

D
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�����

g1(α) =

{
8(1−2α2)

π4α
√
1−α2 �	
 f ≤ fc/2

0 �	
 f > fc/2
��
���

���

g2(α) =
1

4π2

(1− α2) ln(1+α
1−α

) + 2α

(1− α2)3/2
. ��
���

• ������������
����
�� ��
 ���� ��
 �����������
������ �f ≈ fc� ���� �	
 ���  ���
!���
!�

��� ����
���

σ =

√
Lx

λc

+

√
Ly

λc

. ��
���

• "�
���� ��
 #�����  ���
!�����
�� ��$ "�
���� ��
 #�����  ���
!����� ��
� ��
  ���
!���
!� ����
 ��%

������� !����������� &�!��� !�����$$��' ��� !���
����� ����� �!� (!%

)�$�$ !� ��
 �����������
������ 	��
������� �!
�

σ = min

{
1√

1− fc/f
,

√
Lx

λc

+

√
Ly

λc

}
��
���

��� ���� ���������� $�� ���������
 *
������ !�+$,������� ����� - !���%

��
�' �! �	
 f → ∞ ����
√
1− fc/f

−1 → 1


.�� #�
���������� (������� ��
 "�
������� ���  ���
!���
!��� ���� $�� "/(%

��� */(%"�
��������� ��� 0�!�������� #�
�����������!���
���  ��!���� ����


����#!������ &
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��������' �$ ��� 1	�� �����
  ������ ��

,
	���
 2���
 ����
 /�������!�
����� �
����� ���� ��� !�����
!���� 3�������

��� ��� ��!�
!������ 4�������' ��� ��$  ���
!���
!� �	�
��
 *	
 5��� (������

���� ��  �������0��� ��� ��$�
������  ���!���� ���  ��!�� ��
 ��
��������

*
�������� !���,!��� ��� ����� ������ �$ ����
���� *
��������
���� ��� Δf =

100 6� ��� �� Δf = 1000 6� �$ ����� *
��������
����
  �� (����� ����� ����

��������� !���
!������ ��!�
!������ 4�!��,�!��� $�� ��� �!���������� Lx =

Ly = 20 �$ ��� ����
 .��0� #�� h = 1 $$
 .�� "�
���������
�������� ��
���

��  �������� �
-� $�� ��� ������ !�!�+�������  ������� #�
�������
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�������� ���� 
����������� ! "������#� ��� ����#������$�������

%�� $����� ��� ��� 
��#�&�	���������	 	����� '��� ��� ����$��� �������	!

�����#� ���� ���� (���������$$���� )$ ������� �������	�����#� �*��������


�+��#������ 	+��#��� ��� 
��#�&�	�������&�	�� ��� ��� ���$������������


��&�	�� ��� ��� ��� ���� ������� '����#�&�	� ��� ��!����#����� ��� $�!

����� ����,���#��� 
����	 �$ -�������	 	�� ���. ��� ������ ������#�&�	�� ���

	����$����� �������	 �&���� ��#� ���������� ���� ����#������/�������� �����!

��� ��� )$ �������	�����#� �$ ��� 0���	����	�������	 ������#������ ��#� ���

������ ��� ��*�$�$� ��+�� ��� 0���	����	�������	� %�� $����� 
����	 	����

�$ "������#� 	�$ 
��#�&�	���������	 ���� �������	/���#�������� %� ��#� ���

0���	����	�������	�� ��� fc, Kirchhoff = 12053 �	 ��� fc, Mindlin = 12460 �	

��1����. ��� ��� "���&����� ��� 2#�+��������$3������� 	�� 4��������#5� ��!

����� 2�$�� ���� ��� 
��+��5����� �����#����#� ��� 
������������� 	+��#���

������ ������ 
��&�	�� ��������� ������� %�� ���������#�� 
��#�&�	���������	

��� �� ��$ �����#� �$ ��� 0���	����	�������	 ����5 3���$�������&���� ���

������ ��$�� ���� �������� 2#�&�	���� �'� ������ �����#� ������ ������ 
����	

/��$����� +������ %�� ���!����#������� +����� �������� ��� ��$����#���


��+����� ��� ��� �6 5�	 ���#����'���� 7������� ��� 0���	����	�������	

�&���� ��#� ��� $�� ��� ��� ����#����� 
����������� ��,$3�����#� ����� ��



Lx = Ly = . . .

h = 1

20×20×200

◦

0, 8

eGes = ekin + epot ≈ 2 · epot
ekin = 0, 8 · epot
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�$ ���)����
 #��$���� �����
	�
 � �+ ,��
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�� -���������� 
�� *�	�
#����)� 
�� ,������� 
��������� ����
��
����� 
�� *�-�

�������	�
 FEMt $�.�� 
�$ ,������� 	�
 �)	����� '��� 
�� 
�$���� (����)�


��������� ����
�������	 
�� *�-� 	�
 �*�-��������	�
��/ FEMt, ΔxBE

	�
 EFEM  %��$� ���
�� ����
�������	$ .��$�� 0����$����
� ��� ±1 
� �	� 

%� 
�� %��$����	�
 �#	$��$���� �������	�
$��
����$$� �	$ 1�'�
�� 
�� 2����

$��������#��� ��� �� %�,���� ��$	���$���� �$�/ ���
� ���� %�3������ 
�� 	�����

$����
������ ��
�� 	�
 
���� 
�
��$����
�� ��,���	�
�� *'� �#	$��$��� *�	��


� $��
 
�� 4��������/ %�	�#� 	�
 ����
��
�������
�� ��� 
�� ��,	
$.�����

p0 = 2 · 10−5 �� 	�
 v0 = 5 · 10−8 �/$ �'� 5	�� $�.�� e0 = 10−12 6/�2 �'� 
��

����
��
����� �� *�	�
 
�3����� 

%�	�#��
�� LP = 10 log10(
p2t
p20

) 7� +89

4���������
�� LV = 10 log10(
v2t
v20

) 7� +�9

�*�-���
�� LEFEM = 10 log10(
et
e0
) 7� +�9
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�� *�������
��+ Z0 = ρF luidcF luid 	�
 
�� ,-	����

���+ ������������ 	�
 (�����)���� ����
��
����� 
��� �'� 
�� +������� 
���������

����
��
����� �� ��	�
 eF luid =
ρFluid

2
|v|2" .��)�) �'��� +	 
�� /�����	�
�� �'�


�� ��
��	������	�
��

LEFEM = 10 log10

(
et
e0

)
0!"#�1

= 10 log10(
v20ρF luid

e0

|vt|2
v20

) 0!"231

= 10 log10(
v20ρF luid

e0
) + LV 0!"2�1

= 10 log10(
p20

Z0e0cF luid

) + LP . 0!"2�1

������� ��	
�������
 ��� ����	
� ������

.� 
�� ��)����	�
 
�) � )�����
��
�) �'� ���� 4���+��� ��� 5 ��67���� �����

������� �)� 	�
 �'� (�����8� /��������� 
�
� ��������) 
	��� �����8�������

+	  �)������ �)�9 �	)) 
��)�� ��������� ��) �:
����� ������-	���� ��
�)��

��� ;��
��" .��) �+'
���� �)� 
�� ���6	)) 
��)�) ���������) �	� 
�� 
�)����

����
���������	�
9  �)��
��) �����
��
) �'� 
�� ��� 
�� <��	(�	� 
�(��������

*����7�9 +	 ����=)����� ��39 ��9 ���"
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��� ���� 	���
�� ��
	���
�� ��� �����
�	��
��� σ → λσ ��	�� 

� ������ � ������

τp,ac → λτp,ac, �
 βσ 
 2 
�� ������

τac,p → λτac,p. ������

�
 β 
	�  
������ ��� ��!���� 
�� �
������
������!�"����������� ��� #�����

��$����� ���% &���� ��!� ��� '��

����&
�� ��� ��� �
		 βσ 
 2 (��

β =
cF luidρF luid

cP latteρP latte

. ����)�

*
���	� �� ��!� 
( ��� 	��!���� �	
��% �
� (�� ����� +���,	����(,-�� �!�"����

.	
��� �����
�����% ��� ������  
������ ������!���� �	���� ��� ��� /����
�����

&"��!��� 0
�� 
�� ��
�	 	���� β ��� 1�
2���
��� .���	�(���		
���� ��� 3�3#

��� β ≤ 5 · 10−4� �
 ��� 4����"�		�� ��� �
������
������!�"��������� +�� ���

.	
������!�� 
�� ��� ���5
��& 
��,���% ��� ���� ����� �!��,��� 
���������

��� ��!� 

� ��� ���������!��� 4���
!��
�� �������� 	���
�� 6
�
((���
��

&"��!��� �����
�	��
� 
�� 3��������!���% ����,���� ��!� �����
		� �
�!� 3�3#�

4���!��
����� 3��� �( 6����
( 1
����7�(�� 
�������� 5

��
���!�� ��
�	�

1	
���% ��� (�� ����� 0
�� ����		��� 8
+��,� �����
�����% ��� (�� ��� 3�3# ���

��!���� "������ *������ �
�� ���� '
��
���� ��� �����
�	��
��� �( 4����!� +��[
0, 5

2

]
���� ���� '��,����
�� ��� ����	�!��� .
�
(���� ��
��� /� ��� 9
��		� ��:

���� ��� ��(����	��� 3��������!�����+�

� ��� 8
+��,� 
�� ��� �
&
���7����

�����
�	��
� 
������� ��� 	���
�� 6
�
((���
�� &"��!��� �����
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3��������!��� �( �	
�� ����,���� ��!� �� ������ 4���!��
���������������

9
��		� ��:; 0���
��� 3��<
�� ��� �����
�	��
���

�����
�	��
� σ 0 0, 5 1, 0 1, 5 2, 0 2, 5

3��������!��� 10−7 J
m3 �%��� �%��� �%��� �%=:� �%=�= �%=��
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���	
 ��������� ����������

��� +��
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�
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10 log10 (7) = 8, 5
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�!���' (��� ��� 
����������� �!"�� 	)����)�!�� ����"����' ������� ���� !�

�!�!��� �*���� (!� σ = 1 �����*���� )�����' ������ �!� ����"������+������	

�!���!"���� ���, !��$ �-� �!��� 
��"�*�	��� ���� �!� ����.�!�"�� 
//�� !(��!�

���+��(�� ��� 
��"��!�� #$�$� ���� �!� �����������"�*�	��� &�� fcalc ≥ 1.5fc

�������-�	��� &��)����� )�����$

��������	
� �

�� ���

�������
��
 �������

�

0( �!� 1�12 ��"� +-� ��(/�� � ���!�����������3�������!���� 	� &��!4	!����'

)!�� !� �!���( 0�������"��!�� �!� ��!�/!�� ���������$ 3� �!��� ��+���+-�����

	.�!���!�"��� 5�&!�*� (!� �!��( 6��"�(����� &�� �7%% (( ��� �!��� �8�� &��

�9%% (( ��4���� �!"� �!�� ���"�������� ���������� ΩS (!� ��( 6��"�(�����

&�� DS = 800 (( ��� �!��� �8�� &�� HS = 1000 (($ 6!� ���������� )!��

�� ��� ������ ��*"�� (!� �!��� 5��+� &�� � : ��� �!��� �������	 &�� �%%%

�	 ��������$ 6!� 2�����;*"�� ��� �!� �����/����� ��� ���������� �!�� (!�

��( ���!� ����//���$ 6!� *�,���� <*���� ��� 5�&!�*� ΩF \ΩS �!�� �"��������

(�����!���' �$�$ ∀�x ∈ ∂ΩF !�� �!� =���;*"����"������ �v !� <!"����� ��� *�,����

:��(���� �n ����' ∂�v/∂�n = 0$ 6�� 
�+��� ��� 5�&!�*� !�� !� 
��!����� #$��

�����������$
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	��
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�	�������� ��	 #��� ��� $%���������	������

��� ��	 ������� ��� ����
��	����	
��� ��&�	��� ��� ��� #�����'���	����� ���

(	������ ��� ��� )��*�	����*�	������ �� ����	��
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��� �����		
���
 ��� ����

��� ��	 ��������� ��� ������������������������ ��
 ��� �����+��������
����

,-�./0 ��������� ��	 ��!��	 ��	 ���������������� F ����� ��� 1������	����
c2

ωη
DNN ��� ωηNN �  �	
� �	�2����� ��	 )����������	�� Q 
���� ��� �����

���������	�� K

F =

(
c2

ωη
DNN + ωηNN −Q

)
︸ ︷︷ ︸

K

· e ,3�40

F = K · e. ,3�-0

5�	 ������� ��	 ����	��
��� $%�����*�	
��	�� ��� ��	 ������ ��� 	
	��
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��	 �����+������������ �� ���	�
����� �� ����� ��� �	��������	���� �����	��
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(�������������� 
7	 9����  ��!	������	�������!� �	�� �	��������	���� �7	 ���
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K

Fluid1 Fluid2

K

Fluidj − Biege Biege − Fluidj j = 1, 2

NP latten NF luid

3 ·NP latten+1 ·NF liuid

K



K−KT

Uk = span
〈
�b− A�x0, ...,



��

Ak−1
(
�b− A�x0

)〉
��� ����	
�� �����
����������� A�x = �b ��
��
���� ��� ����

�������� ��� ��
�	

��� ��� O(n) ��� ��
 �����
�
���	
� ������ ����	
 ��� ��


�� 	
� ��
 !��
	������" �	 ��� #���� !��
	�������

��� ���  ���� ���
�
 $	����

%�&��
 ��� �
���%�'���

	����  � �����
�
� ���� �����
 �����
�
���	
� &	��

��
�
 ����� (����	
� ��� ��
�	

��� %�

����
� )�
����

$�&��#����
��� �
	�������%�
�	

�� *$�+����
�	

��,

������ ��
�	

�� �	���
� 	�� ��
 �
����
�
�&�
���� ��� -	�� �����
�	

����

����
����� &.���� ��� ������ ��
�	

�� ��	���������
������ 	���
����� ������

��
�	

�� ����� � �/��%	����  � ��� ��������� ���
	��%�� ��
�	

�� ���� ����

�������� O(n) ��� ����� ����	
�� �����
�
���	
��

0�	�
��
��� +����
�	

�� *+�����
�	

��,

�	� +�����
�	

�� ��� ���� ��)	������ ��� $�+����
�	

���" ��� ��� ���

1������� ����2 ��
� )�
���� ������ ��
�	

�� ��� �����	��� ��

 ����	����

$�&��#����
��� ��	�������
��� �
	�������%�
�	

�� *$�+��3�$���
�	

��,

4�� ��
���
 �	� +�����
�	

��  � ��	�������
�� ��� �	� $�+��3�$���
�	

���

5���� ���
  �
 %�
�����
��� ��	������� ��� ���� ��
�����
� ���%�
��� ��������

0�	���1��������������
��� *061���
�	

��,

$�� ��� 061���
�	

�� 
��� ��
� ��� 6��
��� ��
 &�������� 0�	�
	�� ���

1������� ��� $�+����
�	

��� ��� %�
�����
� ��� ��	�������" )���� 	���
�����

���� ��
������7��� ���%�
��� 	���
����

������� ����	
����
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�����������" )���
�� ��)�
� 	�� %�������� �� 	�� 	��
 	�� �8���

����� �� 6	�
� �� 	�)����	
 ���� 9��
��� )�
� ��� 6	�
�� �� ���� ���&� ����
�

�
����&��	�
�� L ��� �� ���� 
��
�� ���
� �
����&��	�
�� R  �
����� 5���� ���


2���� ���� ��	������%������
��� ��	��" ��� �� ����
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���	������	�
�� P  ��



A P · A = L · R L R

O(n2)
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 "� !#"��

�����
���������� "!� #��


�����
������	 
�!�" !��!�

�����
��
��	
�	������ ���� "
 �

$�� %���� %��&��������
 '(��
&�%�������
 ��
� �
 ������� �	� ��
��)����)� ���

*�)��
���� ��� '(��
& ��� �+�����������
 ��� �����
 ������� ���&�������,

-���� ��
� ������%� ������
� %�
 TOL = 10−6 &�-.��� -����	

������� �	�� *�)��
�����
 ��� '(��
&�%�������


��&�������� �������
����
� �����������


/��� 0�1 /��� 0�1

'2 1, 020 13, 592

3�*�� 0, 094 0, 171

4�53 0, 236 0, 418

6�* 0, 252 0, 445

53� 0, 286 0, 526

4�53���4 0, 385 0, 708

78� ��� ��
���
�
 ������ ��� �7��, ��� ��� ������ ��� �+���������9 �8�:

��
, ��
� ��� *�)��
�����
 �
 ������� �	! ���&�������	
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������� �	�
 ���
�������� ��� �����������

����������� �������������� ���
��������

����  �! ����  �!

�������� ��� "�#������� ���

$���������������������% 72 257

&����
���% ����������������'������� 908 537

(����� ��� �����)�������������� 103 86

(����� ��� �����)����������� 456 3840

���������������*�##���% 18 46

$�� ���
�������� ��� +,���% ��� �-���������) ���� .����
/������ %����% ��

0��%����
 ��� (��/��� ��� ������ ��� ������� �	�	 $�� (��/�
� ��� +,�

���%�.����
���� ��� .�� �����%��������� &�������% �1� ��� &����
���%������

��� %������� 2�����������3 ������������ ���%���� ��� %����%�� (���
� .��

����
����%�����	

��� �����	
�����	�
����

"� *�#���� 4 ��� ��� 5�������% ��� &�/�%��%�%����
��%�� 64	��73 64	�873 64	9�7

��� 64	�47 ��� �����&����%����
��% 64	8�7 ����� ���������� 0������������

%�� %����%�3 /���
� ��� �)���� ����%�����
��.��������% 
������
��� %�� �##���

)������	 $�� ����� �� ������ 5������#���� ���%� ��� ��� �����������% ��� 2���

�����������% ��� ��� *��.��%�����%����
����� ��� ����	

����� ����	
��

���

� 	
� �����
�������

����

5� ��� �����%����
� $���
�1
���% ����� ��������
�� ���������� ����� ��������

��� 2������� ���
�����������3 ���� ������ /�
���:����� ����	 ��� ��������
��

2������ ��� /�
���:�����  ;�!3 /���

• ���� +,���% �)�������3

• ����� ��������% ��� ���

• ����� ��������� �����% .�� ��� 2��������� ��
<�%�	
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�
� S =
⋃N

i=1 Si �	� �
�	
�	�
� '��
�
��	��
� �
� &���$��
�
 	�� �����

πin︸︷︷︸
������������	
��

=
−c2

ωη
Δe+ ηωe

︸ ︷︷ ︸
�
��
��	
�� �� ��� �
����	����

+
N∑

i,j=1

�q�n |∂Si∩∂Sj︸ ︷︷ ︸
���
����
�� �������� ��� �
����	����

() *+

�
�
�
� ,��
� �
� -�$�	�
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� ��
��	
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���1
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�	�����
� ���
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���� 
�
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πin (�x) =
−c2

ωη
Δe (�x) + ηωe (�x) + �q�n (�x)|∂Si

∀�x ∈ Si () �+

∇�q�n : ∂Si → R; �x �→ �q�n (�x) < ∞. () )+
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� 6������� 78� �	
 �	� �
� �
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 ��� �
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� 9:); �	
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�
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��
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�� �
��
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�
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� BLF : H × H → R 
�7
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� LF : H → R 
�7 H 
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� ��
�
�� u ∈ H 
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��� 78�

�
� BLF (u, v) = LF (v) ∀v ∈ H �	�� 
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Lu = −
d∑

i,k=1

∂

∂xi

(
ai,k

∂

∂xk

u

)
+ a0u () >+

�
�� �� 
	�
� �
� �!�"�?
�	���
	����� 0@�	�
�
��
� 6-
�
���

Lu = −∑d
i=1 b1

∂2

∂x2
i
u+ b0u () A+

= −b1Δu+ b0u () B+
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a(u, v) =

∫
Ω

(
b1

d∑
i,k=1

∇u · ∇v + b0uv

)
dΩ. #���$

%�
 ����� "���
��	��	� �������&'�� ����(
���� ��� SΔxy� ����
 ��� !)��
�
� �
�

!�
���
�����
 ��	 *+��
� �,	 ��� -	�.����
����
� ��	 !�!/�"�����������
�

��	�� ��
 ��
� 0�
 *�)�/���	��� ��� ��
��	� ��
�
��
�� ��
 ��
 ��� L2�

�����	(	����
 〈·, ·〉L2(Ω) ����.�
 ��	��

LF (v) =

∫
Ω

πinv dΩ = 〈πin, v〉L2(Ω) . #��12$

!�
� "���
��	��	� ���'
 �������&'�� ����(
���� 3145 ��� ��
�� 6��.�	
	��� 6�

��

 ��� ���� ��� ��	 "���
��	��	� �	��.�
�� �7�
����
	�) (���
�0 �� 
�
 ��


�
� �����
�� "���
��
��
 ��
 C1, C2 ∈ R
+ �	�,��
 ��
�8

|a(u, v)| ≤ C1 ‖u‖ ‖v‖ ∀u, v ∈ H #��11$

a(v, v) ≥ C2 ‖v‖2 ∀v ∈ H. #��19$
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 ��	�� ��� !�
�,�	�
� ��	 !
�	���
�	� ‖v‖E =
√

a(v, v) �����

��	�� ��� :;��0���
� ��	 <�	��
 31�� =�5 ��� SΔxy (Ω) = span
{
φ̃1, φ̃1, ..., φ̃N

}
��
 ��
  
�
�
 !���

�
 φ̃i �
� ��� ��.���0	��� H1
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a (e, φ) = 〈πin, φ〉L2(SΔxy) ∀φ ∈ SΔxy #��14$

a (eΔxy, φ) = 〈πin, φ〉L2(SΔxy) ∀φ ∈ SΔxy #��1=$

a (e− eΔxy, φ) = 0 ∀φ ∈ SΔxy #��1�$
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������������ a (·, ·) ��� ��� L2�������������
 〈·, ·〉L2(SΔxy) ������
���
� ��� 
!�

��"# ����!���
 ������ ������������
 ��� $��� ‖·‖L2(SΔxy) =
√
〈·, ·〉L2(SΔxy) ���

%�����
������ SΔxy (Ω)�

&�
#���� ��� ������������ a(·, ·) '��� ��������� ��� ����������� ‖·‖E ()�*�+

��
����


‖φ‖E =
√
a(φ, φ) ∀φ ∈ SΔxy. ()�*�+

,���"#��� ()�*)+ !���
- ���� eΔxy ��� &�����������.���
��� ��!����"# ���

����������� ��
� ��� /��0�����! ��� 1���
��������
��2����#���� ����'���


��� ��� �����
��"#� ��3����
�������"#��� ��
 ���"# ��� 4���� 0�� 5�� 67)8 ���

��"#��
�

����� ��� ���

,������ ��� ���� ����"#� 9�� �����
��"#� ������������ a ��� H1(Ω)- ��� :���

����� �����"# �"#'�"# ��3����!�������� 1���
����� ��� Ω- ��
 SΔxy ⊆ H1(Ω)�

1����� ����� e ��� eΔxy 4;������ ��� �"#'�"#�� 1��� �� H1 (Ω) �!'� �� SΔxy�

���� ���
 ��
 C3 ∈ R
+

‖e− eΔxy‖H1(Ω) ≤ C3 inf
φΔxy∈SΔxy

‖e− φΔxy‖H1(Ω) . ()�*<+

���
���
 ��� ���� �������� =��"# 
!��� ��� ‖e− φΔxy‖H1(Ω)- �����!���
 ���

4���� 0�� 5�� ��� /��0�����!� ����
!
 ��� eΔxy ���"# ����� �������� >��


�������
�� eI =
∑n

i=1 e(Zi)φi(�x) ��
 ��� /��
������
�� Z1, ...Zn- ���� ����

=��"# 
!��� ��� ��� H1�$��� ��
 C4 ∈ R
+

‖e− eI‖H1(Ω) ≤ C4 (Δxy)k ‖e‖Hk+1(Ω) ()�*?+

#�������
�
 '����� 6*)- 7)8� Δxy ��
 ��� &�9 ��� ��� 1���#��
 ��� ������
���������

��� �����  @�����
��
�� 2����"��!�������� ��
����"#
 Δxy ��� /��
��� ��� ���

2����"��������
��� &�
 ��� ���������� =���
! ������  @�����
��
�� ���������

���
 ��
 C5 ∈ R
+ ��� ��� L2�$���

‖e− eI‖L2(Ω) ≤ C5Δxy. ()�*�+

���"# ����� =��"# 
!��� ��
 ��� /��0�����! ��� ����������
� �A�
��� �����

"#��
� 1�� ��� �������� =���
! �� �����"� ��� 2����"� ��
 k = 1 ��� ����




��

����� �	
 ���
��	�� ������ �
� ��������������	�� ��� �
� L2������

������������	�
��

�
� �	���

���
  �������� ��� �
� ��������������	�� ! "���� ��� ���� ‖·‖#
����
 ��� �
� $%
	�� eΔxy 
� &"�'��
�!�
� ��� (

!���


��	�� �������� )��
��

�	�� �
� CKO ∈ R
≥0 �
��*

‖e− eΔxy‖ ≤ CKO (Δxy)k . ���+,�
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−c2

ηω
Δe+ ηωe = δ0 (�x) �
� e : R2 → R

+ : �x �→ e (�x) ���+��

	�� �
��� �
���
�
�����	�� 
� �	��.	�!� δ0 (�x) ����� �
� ��� -�	�
������
����

���
�� ·̂ �
� ���
��	��(−c2

ηω
|�y|2 + ηω

)
ê (�y) = δ̂0 (�y) . ���++�

(
� 
����
� -�	�
������
������
�� ·̌ ���
"� �
� $%
	�� e (�x) 
� R
2

e (�x) =
δ0(�x)

2π
B̌ ���+:�

B̌ =

(
− c2

ηω
|�y (�x)|2 + ηω

)−1

. ���+<�
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B (�x) = 2π−1

∫ ∞

0

e−tηω

(∫
R2

ei〈�x,�y〉−t(−c
ηω )

2|�y|2dy
)
dt ������

��� ��� ���������(−c2

ηω
|�y|2 + ηω

)−1

=

∫ ∞

0

e
−t

(
−c2

ηω
|�y|2+ηω

)
dt. ���� �

!�	����� ������ ����������� �
��	 ��� "�"�#	��$�� �
���������� %
� e (�x) �� R
2

e (�x) =
1

4π
(

c
ηω

)2
∫ ∞

0

e
−tηω− |�x|2

4t( c
η )

2

t
dt. ����&�

��� ����� '�����	�"������� �� (���)���	 ��	 ��� "�"�#	��$�� *+���� ��� ,��-

�����	�"�����$���� �� R
2 �"��"��#���	���$�� ,�� .���"�� ��� '��������$�	� ���

�x = (x, y) ∈ R
2 ��	 y = 0 ��	 �� /00������ �� �"����	���	� /� /��������-

)���	 ����	 ��$� ��� !"1���� ��	 ����� �� "��� 2�$�	����� ����$��34����

'������"0�"��5 ��� �0���"��� ���$� ��� ��������� �q = − cWT

ωη
∇e 0��	3	��	 �����

,���� *+���� ���	 "��������� ��� �� 6�0��	 Ω = R
2 ��� ��	 �
��	 ��$�	 ��� ���

7
�%������"�"�#��� ���"����������
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/00������ �� ; /�"�#	��$�� *+���� ��� '�'!-�"�������$����

/�� /���������0���)��� ��� ��� 7
�%������	��
��� ���� ���� <�"��"	��$�� =	"��-

)�"		� ��	 ��� 7"�	���3��� L = 1 � ��� ����� ,�$�� %
� h = 4 �� ��-

	����$�	� ,���� >�"		� ��	 ���$� ���� '�����	��"�	 �� !�		��)���	 ��	 �����
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�������� 	
� f = 1000 �� ��
���
� ��� �� ��� �������������� ��
�����
��

���� ���� �� ��������� ���� ����
������ ���� ����� �q�n (�x) = 0  !� �x ∈ ∂Ω "��

Ω = [−L/2, L/2] × [−L/2, L/2]� �!� ��� #
�	��
�������������
�� $���� ���

�� ����������� 
����� %� ������&���
 "�� ��� '�����$���� 	
� Δxy = 5 ""

���������� ������� ������� �� ���� �" ���� ������������ (������������
��
� )�

*������ +�, ���� ���  !� ��� #
�	��
���	�������� �����
��

���� '�����$�����

��� ������������� -����.����� �� 
��������

/�� #
�	��
������
��� ���
�  !� ��� ��
��
..����� -0���"� "�� �������� 1�����

���"����� �" /������ ��� (������ ���� ������� #
�	��
��� O(1) 2+�3�4� /����


��� �� ������ ��"�������� 5��������
�� �� !���.�! ��� )� 6�������
 +�7 ���

��� ������	� ������ ���!
���� ��� %� ������&���
 ���
�������� 8��������� ����

���� ������� ��� ���� ������������ ������
� ���
� !
�� �" ��� #
�	��
���
���

���
 �� 	�������������

*������ +�,9 '�����$����� ������������ ������

'�����$���� :"; 6����� ��� #�
��� 6����� ��� ���"����

3<=> 212 = 441 202 = 400

3<,> 412 = 1681 402 = 1600

3<?> 812 = 6561 802 = 6400

3<3>> 1012 = 10201 1002 = 10000

3<3=> 1212 = 14641 1202 = 14400

3<3@> 1612 = 25921 1602 = 25600

3<=>> 2002 = 40401 2002 = 40000

/�� 6�������
 +�7 ���
�� ���� ���� ��� *���� ��� ������	�� ������� �� ��� ������

��� ������
� 
��������� ��� ���� �
"�� ���� ������� #
�	��
��� 	
����
�� �!�

��
��
..���� A
����� �������
� ���� �
"�� ��� #
�	��
���
�����
 O (1)�
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&�� ���'�(��% ��!�""�
��% )���

 �%� ��% )���

 ����� *+#���!��� ���
��  ��

����
���� ,�-� &% ��%���� ��% ���� #��%$%��
��. ��� �

� �� ��� �
��(��� ��""+


���%
���� 
���������� ��������� %���� �/� ��� ��������� �����(������� ���+

�� ���� 0
���� 
����� 
�� ����� &������%!��'� �������� ��� ��� ��%����� '/�

�����%(����
�(�� ������������ ��
12 *���

� ��� �� 3� ��  �� ��'���� 
4%���

eΔxyref 
�� ��� '���%��� ����������� ��� Δxyref = 1/100 
 ��%��

��

*���

� ���� ������������ *+#���!���

����������� 	
� �� ��
 ��� ������ �� ��
 ��� &
�
����

�5�� 3 · 112 = 363 3 · 102 = 300

�5�� 3 · 212 = 1323 3 · 202 = 1200

�5,� 3 · 412 = 4963 3 · 402 = 4800

�56� 3 · 812 = 19683 3 · 802 = 19200

�5��� 3 · 1012 = 30603 3 · 1002 = 30000

����
���� ��6  ���� ����'�

% ���� 
������ ��������� ��% 7��'�����%� 8�� ��+

%�����
∥∥∥eΔxy − eΔxyref

∥∥∥ ∝ Δxy %��� ���1����� "��"�������
  �� �����������

Δxy� 8�� 
������ ��������� ������� ��� %�(� %�
�� ����'�

% '/� ���%� ��!�"+

"�
�� #���!��� ��%�1�����
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�

����	���	� ������	 ��� 	��	� �	�����	���� ����� ��	 ����	����	 ���	����

�	� ����	�� ��	 ���	����� �	� ���� ��
 ��
 �	!	 "	�
	���	�# $�%����	
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����# ��� 	%	�
���� "	�	������ ��	�	� ��%	��� ��	 ������	���� ��	�

�	� �	����	 '()* ���� �� 	��	
 �� +�
� �%������	��	� �����
����
	�� ���

	��	� �� ,���	� �	������	� $�����	����� ������	
-����

��� �����	
��
� ��
�� �������
�	��
���

.	� 	��	� ������$��������/��	������� 
�� 	��	
 �	����	� ����� ��� ��	 �-���

��  ���� ��
 ��	 $������� �	����� ���	��� ���� ��	 ������$��������0�  ����

�� �	� ���� 
�� 	��	
 �	����	� ����� ������	��� 1�	�%	� ��	�� �	� ����� ��


�	� ��	���	�����
������ ��� �	� $������� �� ��� �����# %	��� ��	�	 0�  ����

������������ ����	�	� �����	 %	������	� �����

����� �����	
����
�� ��� ����	
������������

����������	
�� ��� 
������������� ��	������

��	 �
 ����	��	� %	�����	%	�	� �	�����	� ����	� �
 ���
	� �	� �����������

 ��2	��	� �3�$ '()* �� 4���

	���%	�� 
�� �	
 �����	%�	� 
-� $���	
���	��

�5�����	�� ��� �������	�������� $�� �	� 6	�������	� 7���	����5� ���
�����

89:



2 × 1, 7 × 0, 8

231

10 30

52



[0, 25] 10

30 rAbstand >
λ
4

850 280

51, 2

[850, 25.000]

[0, 10]

214 50%
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K (K) = 29181

α = 1



ηF luid = 5 · 10−4

[3, 25]

ω = 1

[
1
2
, 4
]
%¸
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πin,j =
1
2
	
{
�Fj · �vj∗

}
�#� j = 1, 2, ..., 6 ������	�� ���
�	$ �#� %�
�	 ����&�	'�

�(������� ����� ��	 ��&������ ����	���� ��� )���� �	
 *��	�

�$ ��� ����
����
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�����% 	� �� ���"# ��� ���������'� �� ��� ��(����"#�� �'����% ��) ��� 
��������

�������� ��'�(� ���&�������� #���� �*����% 	����� ����� 
��������� ��#� ����

+���������((������ 
�� ,'����� ��� ������"#� 	�� 
��������"#�� �� ��� �����

��� ����������� ���% ���� �( �������������� ��� -��)����������� �����.�����

!�� �'����� /�����(�����	 ��� 0'� ��� ����(��� 1������� ��#2���� ��� ���

,������"# 	�� 
�)������ ��� 	�����"# ��� �2�(��"# ��(�������� 
��������"#���

�� ��� ��"#� ����������� ��� 0'� ��� �'������ �'����� 
3����� �����4�����

��)������ ��) ������ ����5��� .���� ��� ���&������ ��� 1�(�����'��������

����� (�� ��� ������� �	��� ��� 1"#���������#���� ������
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 ��� ���
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(����� ��� (�� ��� ��&'������ ��������� ��"#� (*���"#� !�� 	�����"# ��(���

����� 
��������"#�� ���� )6� 7���� ��������� ����� ��� ����#(� ��� 8����

0����	 	&��"#�� �'���������� ��� �������"#�� 
��������"#�� epot = ekin (��

eges,t = 2ekin = 2ρ
4
|v|2 �����((� &������ !���� 9�*:� (6:�� �2�(��"# 6���

���� �������2��� ��(������ &�����% �( ����� �������"#����� ,������"#�&���

	� ��#������ !� ��� ���������"#� 1"#����� |v|2 ��#� ����� 0'� ��� �2�(��"#��

/'����'� ��#2���% ��� ��� 
��������"#�� eges,t 6��� ��� ����0��)�#��� (�� ���



ηF luid = 5 · 10−4

7, 8 · 10−14

1, 5 · 10−13

1, 99 · 10−13
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�
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2× 3× 0, 5

πin = 1
2
	
{
�F · �v∗

}



η = 1%

α = 1

ηF luid = 5 · 10−4
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Ausbildung    
      

2003 Abitur, Gymnasium Sachsenwald 

2004 – 2010 Technische Universität München 

 Hauptfach: Mathematik 

 Abschluss: Diplom 

 

Berufliche Erfahrung 
 

2011 – 2015 Novicos GmbH 
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