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Einleitung

V orgegeben sei eine inkompressible, zähigkeitsfreie Grund-
strömung. G€I6umt wird nam einem Weg zur numerismen Be-
stimmung

1. der Störströmung, welme sich durm Anwesenhei,t eines
bewegten Körpers der Grundströmung überlagert,

2. der Kraftwirkungen (Kraft und Moment) der resultie-
renden Um strömung auf den Körper.

Im Falle rotationsfreier Strömung können beide Teile der
Aufgabe zusammenhängend gelöst werden. Als begrifflimes
Hilfsmittel dienen uns dabei spezielle Fortsetzungen der
Strömung in das Körperinnere, welme, als Dipolverteilungen
aufgefaßt, die äußere Störströmung erzeugen. Die Anforde-
rungen an die Strömung im Inneren können durm eine Inte-
gralgleimung ausgedrückt werden.

Für die Kraftwirkungen (Kraft und Moment), welme die
Flüssigkeit auf den Körper ausübt, finden wir eine Darstel-
lung aus der Euler-Gleimung für den Druckgradienten im
Inneren. Sie können ausgedrückt werden durm die ungestörte
und die fortgesetzte resultierende Strömung im Körperinneren.
Für die Kraft finden wir daraus eine Darstellung durm die
Intensität der Singularitäten, welme den Körper erzeugen und
die u n g e s t ö r t e Grundströmung in ihrer Umgebung. Durm
den übergang zu allgemeineren Singularitätensystemen kön-
nen wir die Formel von Taylor [15] über den Zusammenhang
von Kelvinimpuls und Dipolmoment verallgemeinern. Für das
Moment finden wir eine entspremende Darstellung nur für
spemelle Dipolverteilungen, welme den oben erwähnten Strö-
mungsfortsetzungen entspremen; durch diese können aber
dann alle Kraftwirkungen direkt ausgedrückt werden.

Dies steht im Einklang mit Ergebniissen von Cummins [2],
welcher die Kraftwirkungen auf Körper untersudlte, welche
si,m durch dis k r e t e Singularitätensysteme darstellen lassen.

Die Verallgemeinerung der älteren Ergebnisse von Lagally
[6] auf instationäre Umströmungen gelang ihm nur für die

Kraft; d. h. aber, daß im a 11gern ein en bei vorgegebenen
Singularitäten der instationäre Anteil des Momentes erst
nach Ermittlung der Kontur des dargestellten Körpers be-
remnet werden kann.

Indem wir die Kraftwirkungen durm eine fortgesetzte
innere Strömung ausdrücken, können wir den Anteil der un-
gestörten Strömung abspalten und damit die Ergebnisse von
Tollmien [18] für s.mwam gekrümmte Strömungen und ihre
Ergänzungen durdt Pistolesi [13] verifizieren. Dabei zeigt sich,
daß Tollmiens Ansätze für das Moment im Falle des Ellip-
soids durchaus vollständig sind.

Unsere Untersuchung bestätigt, daß zur Bestimmung des
Gesmwindigkeitspotentials und des daraus abgeleiteten Kel-
vinimpulses an ei n erStelle stets die Auflösung einer Inte-
gralgleimung erforderlid1 wird; eine direkte Bestimmung die-

ser Größen - und damit der Kraftwirkungen - durm Qua-
dratur würde implizit aud1 einer direkten Auflösung der Inte-
gralgleimung gleimkommen.
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Für die numerisme Behandlung der Integralgleichung für
die räumlime Dipolverteilung werden zwei versd1iedene An-
sätze vorgesmlagen, aus denen fiir konkrete Probleme An.
näherungsverfahren entwickelt werden können.

Von Rubbert [14] wurde ein Verfahren angegeben, den Kel-
vinimpuls auf direktem Wege aus der Körperform zu berech.
nen; ebenfalls wurde von ihm ein Verfahren zur direkten Be.
stimmung des Gesmwindigkeitspotentials aus der Körperform
angekündigt.

Wir können im folgenden bestätigen, da.ß die von Rubbert
angegebene Methode sich im Falle der Kugel und des Kreis.
zylinders, allgemein sogar bei jedem Ellipsoid, mit Erfolg
anwenden läßt. Aus den bekannten Lösungen dieser Fälle wird
nämlim ersid1tlich, daß die zu behandelnde vektorielle Inte-
gralgleimung wegen der speziellen Wahl des Grundgebietes
in gewissem Sinne entartet, daß sie nämlim durch die Lösung
einer linearen Gleichung, d. h. durdt eine konstante Vektor-
verteilung befriedigt werden kann. Eine Ausdehnung des An-
satzes von Rubbert auf a 11 gern ein er e Körper erscheint
nidlt gerechtfertigt. Für den von Rubbert untersumten Form-
tensor offenbart sich stattdessen seine Bedeutung im Kleinen,
nämlich bei der Behandlung eines räumlichen uneigentlichen
Integrals.

Der Vers um, unser Verfahren auf Grundströmungen mit
Rotationen auszudehnen, stößt schon bei der Ermittlung der
StörstrÖIDung auf Sdtwieri'gkeiten. Zwar lä,ß,t sich in vollkom-
men analoger Weise eine Potentiallösung angeben, welme in
überlagerung zur Grundströmung die kinematisd1en Bedin.
gungen an der Körperoberfläme erfmlt und in großer Ent-
fernung abklingt; es lä.ßt sich jedodJ. offenbar nidlt sicherstel.
len, daß die resultierende Strömung substantiell-rotations.
erhailtend wird; nur in diesem Falle aber kann ohne ein-
geprägte Kräfte ein DrUlCkgradient existieren, d. h. der von
Euler eingeführte Ausdruck für den Druckgradienten wirklich
rotationsfrei sein; eben auf dieser Annahme aber baut sich
unser Verfahren auf.

Allgemeine Voraussetzungen, Bezeichnungen

Für die Oberflämen der Körper, auf welche sim die fol-
gende Theorw erstre<ken 8011, setzen wir voraus, da,ß sie für
die auftretenden Randwerte des Potentials bzw. seiner Nor-
malableitung eine eindeutige, singularitätenfreie Fortsetzung
des Potentials ins Innere gestatten, d. h. da,ß die Dirichletsme
bzw. Neumannsdw Randwirtaufgabe eindeutig lösbar ist.
Weiter nehmen wir für die Oberflächen an, daß sie die Um-
wand1ung von Oberfiäd1enintegralen in Gebietsintegrale ge-
statten, wenn der Integrand am Rande stetig und innen stetig
differenzierbar ist und in vektora:lgebraischer Form den Nor-
malenvektor als Faktor enthält; hinreimend hierfür ist, daß
die Oberfläd1.e fast überall eine stetige Normale hat [11].
Unter dieser Voraussetzung gilt folgende Verallgemeinerung
des Satzes von GalJiSs [4], von der im folgenden häufig Ge-
brauch gemamt wird:

1) Vorgetragen vor dem Internationalen Kongreß tür angewandte
Mech.anik, stresa IfHW.
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3. Te n s 0 ren
I - Einheitstensor
r - Ableitungsaffinor einer schwach gekrümmten

Strömung
A - Formtensor eines Körpers bezüglich seines Form-

schwerpunktes
.\. - Formtensor eines Körpers bezüglich eines Punktes

mit Ortsvektor
'

tJbersicht der wichtigsten Bezeichnungen
l.Skalare
D - Dimensionszahl
dS - Oberflächenelement
dSk - Kugeloberflächenelement

S" -
2D-1 ,,- Oberfläche von Einheitskugel bzw. -kreis

o - Oberftächenquellbelegung

- räumliche Quellbelegung
- Geschwindigkeitspotential der Störströmung

- Beschleunigungspotential gemäß (6.14)

= :r-r' - Abstand
- Potentialfunktion einer Quelle
- ElJipsoidhalbmesser

- Halbmesser eines dazu konfokalen Ellipsoids

::~ - Volumen verhältnis

- Distributionen

- Winkelvariable

- elliptische Koordinate gemäß (3. 1)

- Funktion gemäß (3.4a, b)

- Koeffizienten der hydrodynamischen Masse

- Koeffizienten des hydrodynamischen Trägheits-
momentes

- polares Trägheitsmoment

- Druck

- Dichte

- Körpervolumen

- Verhältnis gemäß (3.3)

2. Ve k tor e 11

- Ortsvektor des Körperpunktes

" - Ortsvektor des Aufpunktes

'" - Orts vektor bezüglich des Körperformschwerpunktes

- Translatlonsgeschwindigkeit
ro - Rotationsgeschwindigkeit

- äußere Normale

h' - ungestörte Grundströmung
'.t~ - resultierende Strömung
;p

- von der Flüssigkeit auf den Körper ausgeübte Kraft
'.In - von der Flüssigkeit auf den Körper ausgeübtes

Moment

-'k -
Keivinimpuls gemäß (8.9a)

_' - Impuls gemäß (7.17)
:D~ - Kelvindrehimpuls gemäß (8.9b)
:>\, - Drehimpuls gemäß (7.21)

"' - kontinuierlich verteilter Dipolvektor

m'" - Dipolvektor, der (2.10) genügt
11I",) - Dipolvektor mit ('7' m.)

= 0
v - Dift'erentialoperator

Es sei iT (11, b. r. . . . 11, . . .) ein vektoralgebraisches Pro-
dukt, das an einer Stelle als Faktor den Normalenvektor 11,

im übrigen ortsabhängige Vektoren 11,b, 1', . . . enthält. Ferner
seien SI und S~ zwei geschlossene Flächen, welche fast über-
all eine stetige äußere Normale n haben und SI schließe die
Fläche S2 ein. Dann gilt, falls alle Ortsfunktionen im Raum
V zwischen SI und S2 stetig differenzierbar sind und die Rand-
werte sletig annehmen,
piT (a, b, 1', . . . 11 . , .) d S,

SI _
= J iT (a, b, 1', . . .--' . . .) d\-'

'" ~ iT (a, b, 1', . . . 11 . . .) d S~ .
S2

Das Symbol bezeichnet hierbei den Differentialoperator
V, die Überstreichung soll bedeuten, daß V auf alle ortsab-
hängigen Faktoren von 1t (auch die vor V stehenden) nach der
Produktregel anzuwenden ist. Die obige Formel besagt dann,
dafJ die Integration auf eine kleinere Fläche "zusammen-
gezogen" werden darf. wenn man zum Ausgleich ein Volu-
menintegral über den Raum zwis<hen den Flächen hinzu-

nimmt, für welches man dS durch dV und n durch V zu er-
setzen hat. Insbesondere gilt der Satz auch, wenn S2 ver-
schwindet; das Volumenintegral ist dann über den gesamten
von SI eingeschlossenen Raum auszudehnen.

Um die auftretenden mehrfachen Vektorprodukte mit
einem Minimum an Symbolen darsteJlen zu können, unter-
scheiden wir im folgcnden die verschiedenen vektor algebra-
ischen Produkte nur durch die Art der Klammer, durch welche
beide Faktoren zusammengefaßt sind. Der Inhalt einer run-
den Klammer () ist stets ein Skalar, der einer eclcigen Klam-
mer [] stets ein Vektor. Für die Darstellung dyadischer Pro-
dukte wird eine fett gedruckte Klammer () verwendet, falls
der dyadische Charakter der Größe betont werden soll, wobei
wir unter den Darstellungen {ab! c = (cb) a = (ca) b =
a (bc) = b (ar) wählen können. Der Inhalt einer ge s c h w ei f-

te n Klammer { } kann von beliebigem Charakter sein_

Ist der Operator V nicht überstrichen, so soll er stets nur
auf den folgenden Faktor oder Klammerausdruck angewandt
werden. In Sonderfällen sind die Faktoren durch Überstrei-
chen gekennzeichnet, auf welehe die V -Operation erstreckt
werden soll.

In der folgenden Darstellung werden drei- und zweidimen-
sionale Strömungen gemeinsam behandelt. Eine zweidimen-
sionale Strömung ist dadurch ausgezeichnet, daß der Strö-
mungsverlauf in allen zu einer'liegebenen Ebene parallelen
~benen derselben ist, und da.ß die Strömungskomponenten

senkrecht zu diesen Ebenen verschwinden; die Strömung kann
dann im ebenen Koordinatensystem eindeutig beschrieben
werden. Wäbrcnd nun einige der im folgenden benutzten Be-
griffe sowohl im Raum wie in der Ebene definiert sind (etwa
Abstand, Dichte, Gebiet nsw.), miissen wir anderen Begriffen
des Raumes noch eine spezielle analoge Bedeutung im zwei-
dimensionalen Fall zuordnen, um beide Fälle in gemeinsamer
Terminologie behandeln zu können. So wollen wir in gewis-
sen Fällen aueh den Rand des zweidimensionalen Quer-
schnitts, der einen zylindrischen Körper repräsentiert. als
Körperober f I ä c he bezeichnen.

Unter "Kraft" und "Moment" wollen wir im zweidimensio-
nalen Fall Kraft bzw_ Moment pro Längeneinheit dieses un-
endlich ausgedehnten Zylinders verstehen; weitere Begriffs-
erweiterungen ergeben sich sinngemäß.

,J. Die Smrstrihnung und ihre Darstellungen

1. Allgemeine Darstellungen
des Geschwilldigkeitspotelltials

Jede inkompressible Grundströmung ro kann durch Super-
position einer Potentialströmung so modifiziert werden, daß
die resultierende Strömung als Um strömung eines vor-
gegebenen, beliebig bewegten starren Körpers erscheint. Ver-
langen wir, daß die überlagerte Strömung und ihr Potential <r
mit zunehmender Entfernung abklingt, so gestattet [5] das
Potential nach der Greenschen Formel die Darstellung

cp = -
1 fG (I1VCP) dS +

1

S
cP (I1vG) dS. (1.1)

So . So

Hierbei gilt im Falle drei- bzw. zweidimensionaler Strömung
G = l/R bzw. G = In l/R, wobei R = [r - r' der Abstand
vom Körperpunkt r' zum Aufpunkt r des Potentials ist; So =
41t bzw. 21t ist die Oberfläche von Einheitskugel bzw. Ein-
heitskreis. Weiter ist n der nach außen gerichtete Vektor der
Normalen und dS das Element der Körperoberfläme S.

Der erste Summand entspricht einer Quellbelegung von S
mit einer Ergiebigkeit - (I1v<r); der zweite einer Dipolver-
teilung auf S vom Moment I1cp; - d. h., der erste Term bringt
den Einfluß der Normalgeschwindigkeit auf S, der zweite den
der Tangentialgeschwindigkeit, welche durch Vorgabe von Cf
anf S bestimmt wird.
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Die kinematisrne Bedingung, daß S als OberfIäme des star-

ren Körpers nimt durmfIossen wird, kann durm

(!~I"t'1n) = 0 (1. 2)

ausgedrückt werden, wenn !\el = ll\et ~,- '\7IV ist, wobei

Wre! die ungestörte Strömung relativ zum Körper und - '\7 ff'
die überlagerte Strömung darstellt.

Es sei nun <ri ein Potential, das in dem von S einges.chlos-
senen Gebiet V definiert und differenzierbar ist und stetig auf
S die Werte von <r annimmt.

Dann erhalten wir aus (1. 1) und (1. 2)

<r = --
1

f
(Wrell1) GdS +

1

f
<ri(nvG) dS (1. 3)

So . So .
und durm Anwendung des Satzes von Gauss daraus

<r = - 1-
5

(l1\el '\7G) dV +
1 \(V<Pi'\7G) dV, (1.4)

So S" .'
da für die Grundströmung die Divergenz ('\71ßrt.d ver-
schwindet.

(1. 4) kann aufgefaßt werden als Erzeugung von <raus einer
räumlimen Dipolverteilung vom Moment

m=Wrel+V<ri (1.5)

in der Form <r = ~!,-
5

(111'\7) GdV ; (1. 6)
So

dem ist äquivalent eine Quelldarstellung

<P=
1

5
(11111)GdS -_!~~ \G (\,701)dV (1. 7)

So S" .'
aus einer Oherfiäm.enquellbelegung der Ergiebigkeit

o = (I11n) (1. 8)

auf S und einer räumlirnen Quellverteilung der Ergiebigkeit
q = - (\,7111). (1.9)

Aus (1.2) und (1. 8) folgt

0= (nV<ri) - (nV<r) , (1.10)
d. h. die Quellbelegung bestimmt in bekannter Weise den
Sprung der Normalgesmwindigkeiten auf der Flädle S.

über die Existenz der ef7.eugenden Dipolverteilung m zu
vorgegebenen lI3rel kommen wir damit zu folgenden Aus-
sagen:

1. Die Lösbarkeit des DiridtletsdJen Randwertproblems
(Vorgabe von <Piauf S) bedingt, daß es zu jeder QueIl-
verteilung q in V eine <r erzeugende DipolverteHung 111
gibt mit (VI11) = - q und

[VI11] = - [VWrel] (1.11)
insbesondere gibt es eine Verteilung 1110mit(Vl11o) = O.

2. Die LÖ8barkeit der Neumannsdlen Randwertaufgabe
(Vorgabe von (nV<Pi) auf S) bedingt, daß es dann aurn
zu jeder in V vorgegebenen Strömung u eine <Pdarstel-
lende Dipolverteilung 111gibt mit [vm] = [vu]-
- [\7WretJ und (\7111)= (vu) .

Divergenz und Rotation von m können also im Inneren frei
vorgegeben werden, wenn wir (I11n)offenhalten.

Ist die Grundströmung 21\el relativ zum Körper zeit-
abhängig, so gilt wegen (1. 2), (1. 5), (1. 6) daS8elbe für <p,0
und m. Bezeidlllen wir die Zeitableitungen dieser Größen in
einem körperfeeten Ort durm einen aufgesetzten Punkt, so hat
cp die Bedeutung eines Besdt:leunigungspotentials der Stör-
strömung relativ zu einem körperfesten Bezugssystem. Ins-
besonders erhalten wir analog zu (1. 7)

cf = -~
S

~GdS- _!~~'
S

qGdV (1.12)
So So

mit 0 = (~m) und - q= (\7';') . (1.13)
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2. Die Intregalhedingung räumlicher Uipol-
verteilungen

Wenn die Störströmung - V<Pi in V aus der Belegung 0
auf S und der Quellverteilung q in V erzeugt wird, wenn also

1

J

. 1 r
\7 <Pi= '\7, (J' GdS +,

' I q GdV

S"
:0;0 .

gilt, so folgt daraus wegen (1. 8), (1. 9), (1. 5) für die innere
Relativströmung 'Breii = - 111 die Beziehung

(2.1)

= It\e\ + V
1

5
(11'.Ureli)GdS - '\7

1

5
(V'l.\elj) GdV .

So So
(2.2a)

Schon unter der scltwamen Voraussetzung, daß q = (v'Breli)
besmränkt und integrierbar ist, kann gezeigt werden, daß der
letzte Summand vOn (2.1) bzw. (2.2a) in V gleichmäßig stetig
ist, und daß die v-Operation mit der Integration vertauscht
werden darf [3]. Wegen (1. 10) folgt, daß bei Erfüllung von
(2.2a) die äußere Strömung

~rel = IDrel + V 1'
5

(n:B/'(.li)GdS - V ~ \(v'Brcli) GdV
So S",

(2.2b)
die Bedingung (:Breln) = 0 erfüllt und damit die gesumte
Relativströmung außerhalb des Körpers durm (2.2b) dar-
gestellt werden klllnn; äquivalent zu (2. 2b) ist

:Brei = Wrel + V 1~_

5
(:BreliV) GdV , (2.2c)

S"
wobei ~reli hier die Dipolverteilung m* = - 'Er"]i bestimmt.
Alle Dipolverteilungen m, weld1e einer inneren Strömung
~reli entsprechen, weldle (2.2a) geniigt, wollen wir im fol-
genden mit einem * kennzei.mnen. Die Verteilungen sind
durch die Bedingung (1. 11) charakterisiert.

Als Lösung der DiridtletsdJen Randwertaufgabe existiert
nun insbesondere eine Fortsetzung ({Joivon <Pin V, für welme
1\<Poi= 0 gilt und damit aurn q = (V~reli) versrnwindet.
Oie zugehörige Dipolverteilung 01,,* genügt dann der Glei-
chung

1

J

.
111,,* = - lßrel + 'v (111,,*n)GdS .

So

Durm skalare Multiplikation mit n folgt daraus für die Quell-
belegung

0" = (1110*n) die Integralgleimung

00 = - (n Wre]) + (n \7)
1_

5 0" GdS

"'.jo
wobei im zweiten Summanden der Grenzwert des Gradienten
bei Annäherung von innen zu verstehen ist; wegen (1. 10)
können wir gleirnwertig sdtreiben

00 = - (n IDrel) + (nv)
1

5
00 GdS + ~Oo~

So 2

wenn wir jetzt den Mittelwert des Gradienten bei Annäherung
von beiden Seiten verstehen wollen.

(2.3)

(2.4a)

(2.4b)

Der Typ der Integralgleirnung (2.4b) ist im Rahmen der
klaslli8d1en Potentialtheorie eingehend untersudtt worden [3J,
[5]. Es wurde gezeigt, daß die zugehörige homogene Glei-
mung keine nidtttriviale Lösung zuläßt, und daß der drei-
fadt iterierte Kern besdtränkt ist und damit die Gleidtung im
AnwenduDgsbereidl der Fredholm.sdten Theorie liegt.

Wegen der singulären Stelle des Kerns an der Stelle R = 0,
dem Sprung des Gradienten auf S und wegen der Notwendig.
keit der Integration über gekrümmte Fläclten ist die Integral.
gleidumg (2. <tob)nur sdtwier'ig mit numerisrnen Methoden zu
behandeln. Es wird deshalb im folgenden eine Integralglei-
mung für eine räumlidJe Dipolverteilung im Inneren auf.
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gestellt und auf ihre Lösbarkeit untersudlt. Wir werden spä-
ter sehen, d~ß die Lösungen dieser Gleidmng sim aum da-
durm vor Oberftämenquellbelegungen auszeidmen, daß sie
unmittelbar die Berochnung aller Kraftwirkungen auf den
Körper gestatten.

Wir gehen aus von einer BetrachtUng der Integralbedin-
gung (2.2a), welche für die Dipolverteilung 01* lautet

m* = -Wre1 + \i'~
S

(01*n) Gd'S- yL~
S

(ym*) GdV.
So ,So

(2.5)

Diese Gleimung läßt sim unter Abspaltung der Singulari-
tät bei R = 0 so umformen, daiB rochts ein Gebietsintegral
über V auftritt. Der Term, den wir als Beitrag der singulären
Stelie dem Volumenintegral hinzufügen, hängt dabei ab von
der Wahl des Umgebungssystems mit dem wir die Stelle
R = 0 von der Integration aussd1ließen.

Betrachten wir vorerst als Umgebungen U, eines inneren
Punktes r kugelförmige Bereiche R < e mit OberftäclJe 5,
und untersumen den Au:sdrudc 1/50 Y S (an) GdS, für den

Fall, daß a ein in U, konstanter Vektor ist. Bei Einführung
von Kugelkoordinaten R, e, Ip bzw. Polarkoordinaten R, e,

o wobei der Winkel e gegen die Richtung von a gemessen
,rd, so daß (an) = Ia Icos e gilt -, folgt mit G = 1/R

bzw. G = In 1/R

1 1
Y (an) GdS, u ID j = - cos e sin ~ di} dlp

~ 4n
(2.6a)

1
= Ia In cos e dit

2n

unabhängig vom Radius e; es ergibt sim dann

bzw. (2.6b)

11

~o
Y

S
(an) GdS. = ;

-

S
cos2 e sine de = la (2.7a)

o
:an

bzw.
~o

y
S

(an) GdS, =
2~ S

cos2 e de = 10 . (2.7b)

o

Wenden wir die V-Operation nidit auf die Koordinaten
des Aufpunktes r, sondern die des Punktes r' an, über den
inte.griert wird, so haben wir, da G eine Funktion der Koordi-
natendifferenzen von rund r' ist, auf den rednen Seiten von

7a, b) das Vorzeidien zu wechseln, wir erhalten

~
S

(an) y GdS, =
_ a

.
So D

wenn D die Dimensionszahl, d. h. 3 bzw. 2 ist. Wenn 01* in
U, nur linear von 010, dem Wert für R = 0, abweimt, ver-
sd1windet aus Symmetrie gründen der Beitrag dieser Abwei-
mung, für eine allgemeine Verteilung m* gilt damit

(2.7c)

-~- s
(m*n)yGdS, = ---~() + 0 «(;2). (2.8)

So D

Wenden wir jetzt den Satz von Gauss auf die rechte Seite
der Gleidiung (2.5) und auf das Gebiet zwiJsdIen Sund S,
an, so ergibt sich

m*
m* = -1ßrel +

D

S
1

f
(o1*Y)Y GdV-

So .
S ,

S ,
1

S
(ym*) \i'GdV + 0 «(;2)

So

bzw. bei Grenziiber gang e -+ 0

(2.9)

.

1
(m*y)\i'GdV,

m* 1
m* = - W I + -. - +re

D So
wobei das Symbol ~ in Analogie zum Caudtyhauptwert den
Grenzwert des Integrals bei Auslassung kugel- bzw. kreis-
förmiger Umgebungen der singulären Stelle R = 0 bedeutet.

Den Kern der Integralbedingung (2.10) können wir nam
Dmchführung der Differentiation als Dyade ausdrüdcen. Sei
rO der Einheitsvektor der Riditung vom Punkt r zum Punkt
r', so finden wir für den Kern die Darstellung:

(2.10)

_ (yyG) = (y rO _) =.J.. (I _D (rOrO») (2.11)
RD-l RD

wenn die fettgedrudcten Klammern 0 die dyadiidIe Ver-
lmüpfung darstellen und I der Einheitstensor ist.

3. Oie Umströmung eines bewegten Ellipsoids

Im Falle eines Ellipsoids, das sich gegen ruhende Grund-
strömung bewegt, wurde das Potential der Störströmung von
Clehsdt explizit angegeben [7], [19]. Für Bewegung längs bzw.
um eine Haupt~se ersdreint es aLs Produkt einer Funktion
der elJiptisdten Koordinate A.und einem Monom der karte-
s~sd1en Koordinaten bezüglich der Ellipsoidhauptamsen. Eine
vektorielle Darstellung der Umströmung wird daraUii im fol-
genden entwidce1t:

Es seien a, b, c die Halb~sen des Ellipsoids, x, y, z die
entsprechenden kartesisd1en Koordinaten des Aufpunktes P
bezüglim des Mittelpunktes. Das konfokale Ellipsoid durm
P mit Halbamsen A, B, C bestimmt die eU~ptisd1e Koordi-
nate A.von P als Differenz korrespondierender Halbachien-
quadrate:

A.= A2 - a2 = B2- b2 = C2- c2. (3.1)

Für Translation mit c längs der a-Achse lautet das Gesd1win-
d'igkeitspotential, wenn ro der Ortsvektor vom MittelpWlkt
aus ist:

Ip = _Ö
.~(A, B, C) (cro) (3.2&)

2 - a (a, b, c)

und für Rotation mit (J)um diese Achse gilt

Ip = /) .. a(~,A,B)-=(J.JIJ!_C~A.L._1 (J)Iyz (3.2b)
2 - E {a (c, a, b) - a (b, c, a)}

hierbei ist /) =
_Il~~_

das Verhältnis der Volumina der Ellip-
ABC

soide und
b2 + Cl

E = - ; (3.3)
b2 - c2

die Funktion a dreier Argumente ist gegeben durch

a (x, y, z) = xyz
S (~+l)~;(;~-f A.~(Z2+ Ä)'j,

. (3.4a)

o

Im ebenen Fall gilt mit y -+ 00 :

2z
a (x, 00, z) = (3. .h)

x+z
Die Bildung von y Ip erfolgt nam der Produktregel, wobei

einmal y in kartesisd1en, einmal y in Ellipsoidkoordinaten
zu bilden ist. Der Gradient von Ä verläuft in Rim'tung der
Normalen, als Maßstabsfaktor ist die partielle Ablehun" nam

1
Ä nom mit U = -.- -. zu multiplizieren [12].

iar/al.I
Nun gilt für die Normale n des Ellipsoi<is mit Halbachiien

ABC in P (r, (J) in A-Richtung)
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(ln)
== (2 A'}'-J U (ero)
yZ

( 1 1
)

(o>ron) = - U --- 1001

2 CI BI
_ yZ

(
1 1 )

BI+CI
(oor n) = - U - + - 1001 = (ooron) (3.5c)o

2 CI BI BI_CI

wenn [0 der an der x, y-Ebene gespiegelte Vektor ro ist, d. h.

ro habe die Koordinaten x, y, -z.

Unter AusnUltzung dieser Relationen erhalten wir für die
Translation

1
- \7ep = 6 [2 (cn) n - a (A, B, C) c] (3.6a)

2 - a (a, b, c)

und spezielil auf der Oberflädte S de8 UDlströmten Ellipsoids

- \7ep = - k"c + (1 + k,,) (co) n (3.6b)

k = a (a, b, c) (3.7)
" 2 - a (a, b, c)

woraus die Erfüllung der Oberßädtenbedingung (\7 epn) =
- (CO)ersichtlich ist; man eckennt

k" als Maß der "über.
gesdliwlindigkeit" auf der durdt (cn) = 0 gegebenen Haupt-
spantellipse.

Für die Rotation erhalten wir

_\7ep = 6 [2 (ooron)n-
2-E {a (c, a, b) -a (b, c, a)}

- {a (C,A, B) -a (B,C, A)} [00[0]]

(3.58)

(3.5b)

mit

(3.8a)

und speziell auf S

- \7ep = - E k,,' [rotoJ+ { 1 + EI k'} (ooron)n (3.8b)

k ' =
a (c, a, b) - a (b, c, a)

" E {2 - E {a (c, a, b) - a (b, c, a) }}
Unter Berü~8idttigtmg von (3.5c) erkennt man, daß (3.8b)

die Oberßämenbedingung (\7epn) = - (oo[on) erfüllt; k,,' be-

stimmt die relative Umströmung auf der durdt (oo[on) = 0
gegebenen Äquatorellipse.

Durdt Vergleidte der Formeln (3.6a) und (3.6b) bzw.
(3.8a) und (3.8b) erkennt man, da!ß auBerhalb jedes kon-
fokalen EUipsoids die Umströmung die8elbe wäre, wenn sidt
dieses Ellipsoid als starrer Körper mit der korrespondieren.
den Translationsgesmwindigkeit

- 1 2 - a (A, B, C)
c=- c

Ö 2 - a (a, b, c)
bzw. mit der korrespondierenden Winkelgesdtwindigkeit

- 1 2 - E {a (C, A, B) - a (B,A, C)}
00= - 00

Ö 2-E {a (c, a, b) -a (b,c, a)}

mit (3.9)

(3.10a)

(3. lOb)

bewegt; es folgt daraus ga,nz allgemein, daß wir zu jeder Sin-
gulariUitenvertJeilung im Inneren des Ellipsoids eine kor-
respondierende auf einem kleineren konfokalen EUipsoid an-
geben können, weldlle dieselbe Umströmung von S erzeugt,
iJ1l8besondere können wir zu jeder VolumendipolverteHung
eine entspredJ.ende auf der Zentraltffiipsenßame angeben.

Die Darstellungen (3.6b) und (3.8b) madten es einfad1,
die Quellbelegung C10auf der Körperobertläd1e und die zu-
gehörige der Integralgleidtung (2.3) genügende Dipolvertei-
lung mo* zu finden. Wenn wir setzen

- \7epi = - k", c (3.1h)

bzw. - \7epi = - E k,,' [oot;;] (3.11b)

d. h. wenn wir die zweiten Summanden von (3.6b) und (3.8b)
im Inneren fortlassen, so ist diese Strömung divergenz- und
rotationsfrei und ihre tangentialen Komponenten fallen auf
S mi't der äußeren Strömung zusammen; dadurdt ist die innere
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Ström\lll1g eindeutig bestimmt. Die Ergiebigkeit der Quell-
belegung ergibt sich aus der Differenz der Normalkomponen-
ten zu

(Jo = {1 + k",} (cn) (3. 12a)

bzw. C10= {1 + E2 kx'} (ooron) (3. 12b)

sie ist also beim Ellipsoid den Normalkomponenten der Kör-
perbewegung k 0 n s t a n t proportional.

Für die Dipolvertei1ung ergibt sim aus (3. lla), (3. Ilb) und
(2.4a)

mo* = c + k" c (3. 13a)

mo* = [oor]+ E k,,' [ooroJ. (3. 13b)
erfüllen übrigens aum die Dipolverteilungen

m = {I + E2k,,'} [ooro] (3. 14a)

1 -
m =-- {I + E2k,,'} [oor,,] (3. 14b)

E

sowie geeignete Linearkombinationen die Bedingung (mn)
= C10und leisten damit die Erzeugung der Umströmung; da
sie jedodt nidt,t unmittelbar die von ihnen induzierte innere
Relativströmung erkennen lassen, sind diese Verteilungen für
d~e Untenumungen von Kraftwirkungen weniger geeignet,
wie wir später erkennen werden.

bzw.

Wegen (2.4c)

und

4. Der Formtensor und seine Bedeutung
für das Geschwindigkeits(eld

Wir haben im letzten Absamitt die Darstellung der Um-
strömung der Ell'ipsoiide ausführlim behandelt, um einerseits
an einem Beispiel die Bedeutung der Großen 00 und mo* zu
zeigen, anderel"seits aber aum um herauszustellen, daß beim
Ellipsoid besonders einfadIe Beziehungen erfüllt sind, wo-
durdt überhaupt die Auffindung des Oescltwindigkeitspoten-
tials und seine Darstellung durclt explizite Funktionen der
Koordinaten möglim wird. Diese Sonderstellung der Ellip-
soide rnamt sich speziell bemerkbar bei der Untersuchung der
Integralgleimung (2.3) für die Dipolverteilung 01*, wenn wir
den Fall konstanter Relativströmung Wre1 betrachten.

Setzen wir in diese Gleidtung die Lösung (3. 13a) ein,
nämlich

m* = {1 + k",} c (4.1)

weldte wir für die Translation des ELlipsoids längs der
a-Hauptadtse gefunden hatten, so erhalten wir die Identität

- 1 + k"
S

1
{1 + k,,} c = c - (co) \7 dS (4.2)

4n R

wobei über die Ell'ipsoidtläme S integriert wird. Diese Rela-
tion muß nun aber, da m* im Inneren konstant ist, unabhän-
gig sein von der Lage des Aufpunktes r, von dem die Distanz
R gemessen wird, solange r im Inneren bleibt. Nam der U111-
formung

ifk"
c = - 41;t-

S
(co) \7 ..~_. dS (4.3')

lißt sich die redtte Seite darstellen als Produkt von c mit
dem Tensor

A = --~-
S

(\7G, n) dS (4.4)
So

der durm Integration der Dyade (\7G, n) über die Körper-
oberßäclte entsteht mit G = l/R. Wir erhalten

k",--c = Ac (4.5a)
1 + k"

Der Tensor A wUl"de von Rubbert [14] im dreidimensionalen
FaU als Formtensor des Körpers - bezügliclJ des Aufpunk-
tes r - eingeführt. Liegt nun c in Richtung der b. hzw.
c-Adtse, so gilt analog
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k
~C~Al
1 + ky
kz

---c = Ac
1+ kz

wobei die Größen ky, kz sim aus dem Ausdru~ (3.6) mit

(3.3) durm zyklisdte Vertausdmng von a, b, c bilden. Aus

der Orthogonalität der Hauptarosen des Ellipsoids folgt, daß

A ein symmetriJsdter Tensor ist - wie Rubbert aum allge-

mein gezeigt hat - und da,ß seine marakteristisdten Zahlen

1.\,1.2und 1.3gegeben sind durd1

_ kx ky _ kx
1.\-- ~ =--- ~ - ----

l+kx l+ky l+kz
Während bei allgemeinen Körpern der Formtensor A stets

von der Wahl des Aufpunktes r abhängen wird, muß er nun

weg,en (4.5a, b, c) bei Ellipsoiden und ihren Entartungen, den

unendlimen langen elliptisd1enZylindern, konstant sein.Dies

lä'ßt sim für die Kugel - nam einer Berimtigung von Rub-

berts BeredInungen - und für den Zylinder redInerisro

verifizieren; und zwar gilt hier A = liD I.

(.(. Sb)

bzw. (4. Sc)

(4.6)

Die Summe der marakteristisdten Zahlen, d. h. die Spur

von A, ergibt sim als Skalarprodukt der dyadisd1en Fak-

oren zu

spur {A} = - ~-
S

(nV'G) dS (4.7)
So

Liegt r im Inneren, so ist der Beitrag einer Umgebung U, von

r aus der Integration auszunehmen, es gilt wegen V'G =

oG 1
= n--. = - -- n auf S, dann

oR RD-1

spur {A} = -~
S

(nV'G)dS,= 1. (4.8a)
So

Dieses von Rubbert aufgestellte Spurtheorem gilt also aum im

zweidimensionalen Fall.

Liegt der Aufpunkt nimt im Inneren, so folgt

spur {A} = -~
S
~GdV = 0 (4.8b)

So
Durd1 Einsetzen von (4.4) erhalten wir mit 21\el = - C aus

(2.4) die Beziehung

m* = c + Am*

woraus bei Existenz des Inversen

m* = (I-A)-1c

(4.9)

(4.10)

folgt.

Indem wir num diese Darstellung des Dipolvektors in

V' IV = V'-~-

S
(m* n)GdS (4.11)

So

einsetzen, erhalten wir durd1

V' IV= ACr) (I- A)-1c (4.12)

eine direkte Darste~lung von V' IV dunn den au8erhalb von

S orts abhängigen Formtensor A(r) und seinenWert A

im Inneren.

Der Kelvinimpuls 3k, dar,gestellt durd1

3k=-SQV'IVdV (4.13)
(vgl.8.9a) erlaubt somit beim Ellipsoid die Darstellung

Jk = - A (I -
A)-1 c

S QdV

welme auf anderem We.ge von Rubbert gefunden wurde. Die

Formeln (4.10), (4.12) und (4.13) gelten offenbar für die

Translation aller Körper, für welche der Formtensor, wie

beim Ellipsoid, vom Bezugspunkt unabhängig ist.Die Inte-

gralgleimung (2.4) wird dann durd1 die Lösung der linearen

Vektorgleiroung (4.9) befriedigt, so daß (4.10) eine räumlim

konstanteLö.Uil1Iilt; umgekehrt folgt, daß A konstant sein
muß, wenn (2.4) für beliebig geriduete c sich durdt konstante
Dipolverteilul1ien m* befriedigen lä8t.

Rubbert hat die Relation (4.13) für allgemein geformte
Körper hergeleitet und kommt dadurdt zu einer Einteilung
a1l1erKörper in Klassen, die bezüglim ihres Trigheitsverhal-
tens durm je ein äquivalentes Ellipsoid vertreten werden
können. Die Relation (4.13) kann nun aber nur gelten für
Körper, deren Formtensor koJllltant ist, da andernfalls eine
Abhängigkeit des koordina ten in variant ,definierten
Kelvinimpulses von der Wahl des Koordinaten-Anfangs-
punktes folgen müßte. Im allgemeinen Fall liegt eine Unab-
hängigkeit des Tensors A von r aber nidtt vor, was man z. B.
im Falle eines Würf~s einfadt feststellen kann.

5. We8e zur numeri.men Behandlung
der DipolverteiluD8

Es wird im folgenden versudtt, die Integralgleimung (2.10)

m* 1

~
m* = - :rorel+ ~

- - (m*V') V'GdV (5.1)
D So

durm ein lineares Glemung88yetem für dIe Dipolverteilung
m* zu approximieren, indem das Integral durm einen geeig-
neten Summenausrlrudc ersetzt wird, der nur den Wert von m*
an gewissen Punkten enthält. Die Verwendung einer Quadra-
turformel, etwa der von GaulS, verspridtt hier keinen Vorteil,
da der Integrand entweder nidtt besd1ränkt oder, falls wir
ihn in einer Umgebung der singulären Stelle gleim Null
setzen, nm. mehr stetig iwt. Wir werden stattdessen das
Körperinnere in eine Anzahl von Zellen unterteilen und für
den Beitrag dieeer ZeUen zum Integral angenäherte Ausdrü~e
so festsetzen. da'ß die Summe der Beiträge mit zunehmender
Verfeinerung der Unterteilung gegen das Integral konvergiert.
Bei vorgegebener Zellenzahl wird dann die Güte der Approxi-
mation wesentlidt abhingen von der Wahl der Zellen und der
zugehörigen AU1Idrü~e.

Wir kamen von (2.5) zur Integralgleimung (2.10) dU1"d1
Betram:tung eines Systems kOMentrisd1.er kugelförmiger Um-
gebungen U, vom Radius E der singulären Stelle R = O.
Wählen wir für die Umgehungen eine andere Form, etwa die
eines Würfels, 80 wird der Grenzwert des Volumenintegrals
i. a. anders alllfallen, d. h. es mUS ein anderer Term ergänzt
werden, um die Integrale in (2.5) zu ersetzen.

Für jede Umgeb1ll1C U. mit ObertlidJe S. und maximalem
Durd1messer 2 E gilt gleidtwertig mit (5.1)

s

m* = - :rorel- ~
S

(m*V') 'V GdV +
So

8,
s.

+ V'~
S

(m* n) GdS, - V' ~
S

(V'm*) GdV (5.2)
So So

und bei Stetigkeit vonm* folgt daraus
s

m* = - :rorel- ~
S

(m.V') V'GdV + Am* + 0 (E) (5.3)
So

s.
wenn Ader - ähnlimkeitsinvariante - FormtenllOrdesUm-
gebung88Y18tem ist; wir erhalten d'amit nam Grenzübergang

S

m* = - :rorel+ Am*-lim...o ~
S

(m.V') V'GdV (5.4)
So

s ,
In dieser Formel offenbart 8id1 eine Bedeutung des Form-

tensors im kleinen: Der Unter8dUed der Ergebnisse versebie-
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Typische Fälle für Inneren Strömungsverlauf

Translation, Quellbelegung
auf Oberftäche

Translation, Quellbelegung
auf konfokalem Elllpsoid

Rotation, innere Strömung
konstanter Wirbelstärke,

Quellbelecung auf der
Oberftäche
m -(ror,,]

Rotation, Quellbeiegung auf
Oberftiche
m - (roF,,]

Rotation, Quellbelegung auf
konfokalem Elllpsoid

dener GrellZÜbel'gänge für das Volumenintegral an der singu-
lären Stelle drü~t sid1 im Unterscltied der Formtensoren des
benutzten Umgebungssystems aus.

Für kugelförmige Umgebungen ergab sid1

A = ~I (5.5)
D

AUISdem Spurtheorem (4.8) folgt, daß diese Relation aud1
für alle Körper mit den Symmetrieeigenscltaften des Würfels

- und des Quadrats im ebenen Falle - gilt.

Bei Einteilung des Körpers in N kugel- oder würfelähnlid1e
Zellen kommen wir damit zu dem Ansatz;

mK* = - 21\el+ ~ mk* - -~- ~ gi (mi* V) VG (5.6)
D So i=j::K

(K = I, . . . N)
wenn gi das Volumen der i-ten Zelle und mi* der Wert im
Zellenmittelpunkt ri ist; explizit lauten diese Gleicl1Ungen mit
RjK = Irj-rKI und D = 2 bzw. 3

mK* = - Wrel +
~

mK* + 21-DJt

N
~RiK-(D+2) {RiK2mi*-D(mj,ri-rK) {ri-rK}!

i=j::K (5.7)
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Es gibt nod1 eine andere MögHdtk"it, die Integmlglcichnnß
(5.1) anzunähem, die sidt von der Formel (5.6) wesentlich
unterscheidet. Wir haben gesehen (3.13), daß für Ellipsoide
die Integralgleid1Ung im Falle konstanter Anströmung durch
eine räumlid! konstante Dipolverteilung m* befriedigt wird.
Gehen wir von der Annahme aus, daß sid! die Komponenten
von m* im Vergleid! zu den übrigen Faktoren des Integranden
in einer Zelle nur wenig ändern, so liegt es nahe, für eine
Zelle zu setzen

-~-
S

(m*V) VGdVi= mj* -~
S

(VVG)dVi = AiK nJj*

So So
(5.8)

wobei mt der Wert von mi im Zellensmwerpunkt und AiK
der Formtensor der Zelle bezüglid1 eines Aufpunktes rK ist;

- diese Ersetzung red1tfertigt sid! durro den Mitte)wertsatz
der Integralreronung.

Wir erhalten damit das Gleid1ungssystem
N

mK* = -Wre1 + ~AiKmt
1

(K = 1, .. .. N) (5.9)

Da der Formtensor des Gesamtkörpers gleid! der Summe
der Formtensoren der Körperzellen ist, ergibt sid!, daß für
Ellipsoide mit - Wre1 = C dieser Ansatz stets exakt erfülh

D
wird von der Lösung m* = c, und zwar unabhängig

D-l
von der Wahl der Zelleneinteilung.

Es ist deshalb zu vermuten, daß für ellipwidähnlid1e Kör-
per der Ansatz (5.9) bei gleid1er Zellenzahl eine bessere An-
näherung liefert als der Ansatz (5.6). Dafür ergibt si.ch aber
die Scltwierigkeit in der Aufstellung der Formtensoren für
die im allgemeinen nid1t eben begrenzten Randzellen. Für
Quader- und Red1te~zeHen läßt siro aber der Ausdruck für
den Formtensor in gesmlossener Form gewinnen.

Betracltten wir nun den Fall eines Red1teckes und nehmen
wir an, daß der Koordinatenul'sprung im Aufpunkt liegt, fiir
den wir den Formtensor bered1nen. Die Ecken des Reclttecks
seien durd1 die Wertepaare (Xl, yl); (X2, yl); (Xl, Y2) und
(X2,Y2)gegeben, es sei X2> Xl und Y2> YI. Zu betrachten i.~t
der Tensor

A = -~-
S

(n ~ dS
2 Jt R2

(.5. 10)

Sind i und j d'ie Einheitsvektoren der x- bzw. y-Rirotung, so
daß r = xi + yj gilt, so erhalten wir folgende Komponenten-
zerlegung von A

Y2

A = (ii)
_1_

S {
--_!-~~-

2 Jt y2 + x22 y2

Yl

(5.11)
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Durchführung der IntegratiO'n ergibt:

.. 1 I Y2 . Yt Y2 YI
}

A = (11) -- are tg--- - arc tg _0 arc tg + are tgm-- +2 Jt 1 X2 X2 Xl Xl

.. 1
{

x2 x~ xl xl

}
+ (IJ) - are tg --- are tg -~ - are tg--+ are tg - +

2 Jt Y2 Yt Y2 YI

+ {(ij) + (ii)}
1

! in {(Y22+ Xt2) (Yt2 + xl)}
4Jt

--In {(Xt2 + Y12) (X22 + Y22) n (5.12)

Die FaktO'ren vO'n (ii) und (ii) entsprochen den Winkeln,
unter denen die Seiten des Rechtec:ks vO'm Aufpunkt aus ge-
sehen werden. Für ein Rechteck der Seitenlänge 2a, 2b ergibt
Einsetzen vO'n (5. 12) in (5.9) für die KompO'nente von mK in
Anströmrichtung

die Gleichung
(6.4)

Wir wollen nun die rernte Seite von (6.1) durch die Daten
der Relativströmung aUS><!rücken. Spalten wir diese Gleidmng
auf in

-- \1 Y- = 'BI + (l' + [wr], \1) 'B + ('Brel\1) 'B (6.5)
Q

sO' ergibt die Summe der beiden ersten Terme die Änderung
von 'B auf einem körperfesten Punkt, der dritte Term bringt
den Einflui/3 der Relativströmung. Die körperfeste Änderung
von 'B läßt si,rn nun andrerseits darstellen aus der Zeitablei-
tung der Relativströmung in körperfestem Bezugssystem, ihrer
Änderung infolge der Drehung und die Beschleunigung des
körperfesten Punktes, sO' daß wir erhalt611

. . 2 b. L
N. J (Yi + b--YK) Yi-b-YK

(mKI) = (CI) + are tg--- (mK I) + (mi I) are tg - are tg--~ -
Jt 2 2 Jt i =1=K l (Xi + a - XK) Xi + a - xK

Yi -- b - YK Yi + b - YKl
- are tg + are tg---~-- +

xi - a - XK xi -- a-- XK 1

+ 41Jt f (md) In {t~-i_~ ~;:~-~~ --~-~~~~~~;:+-t ~~: ~~::-:;--:~;:~}

Wegen der ni,rnt eindeutigen Fortsetzung des PO'tentials Ip
in das Innere, aus der wir die Integralbedingung (5.1) ent-
wickelten, werden wir im allgemeinen nirnt erwarten können,
daß versrniedene Näherungsausdrücke für die rechte Seite
von (5.1) mit abnehmendem maximalen Zellendurrnmesser
zu denselben inneren Strömungen führen; für unsere Auf-
gabensteIlung ist es aber auch vO'llkommen ausreichend, wenn
die aus den approximativen DipO'lverteilw1gen berechneten
Ausdrücke für die Kraftwirkungen bzw. für die äußere Um-
strömung gegen die exakten Werte konvergieren.

11. Kraftwirkungen

b. Der Euler-Druckgradient und seine
Transfonnation

Zur Berechnung der Kraftwirkungen gehen wir aus von der
Eulerschen Darstellung des Druckgradienten in kräftefreier,
",kompressibler Flüssigkeit [7]:

\7
p DJ2J (P

"-'- 7 '1'-v = 0=-<-\+(-<-'\)-<-' (6.1)
Q Dt

welche den Gradienten des auf die Dirnte Q bezogenen Druk-
kes p der suhstantiellen Besrnleunigung des Flüssigkeits-
elementes glei,rnsetzt. Der Index I bedeutet hier die partielle
Ableitung narn der Zeit in einem ruhenden Bezugssystem.

Die Gleichung (6.1) setzt voraus, daß die rechte Seite tat-
sächlich ein Gradient ist, d. h., dalß ihre RO'tation verschwin-
det; andernfalls könnte die Strömung nur unter dem Einfluß
nichtkonservativer Kräfte existieren. Bei Potentialströmungen
ist dies stets gesichert und der Druck kann sogar explizit
durrn die Bernoulligleichung ausgedrückt werden.

Wir betrachten im folgenden einen Körper, der sirn mit Ge-
schwindigkeit l' seines geometrischen Smwerpunktes und Win-
kelgesrnwindigkeit w bewegt gegen ein Bezugs,system, in dem
(6.1) gilt; die StrömungsgesclJwindigkeit relativ zum Körper

ist dann

~rel = 'B -l' - [wr] (6.2)

wenn r der OrtsvektOT vom SclJwerpunkt zum Aufpunkt ist.
Für die Rotation der Relativströmung gilt dann wegen

[\1[wrJ] = w (\1r) - (w\1) r = 2 w (6.3)

(5.13)

(K ==1, . . . N)

'Bt + (c + [wr], \1) 'B =

= 'trel + [w'-Bred+ l't + [wtr] + [w [wrJ] (6.6)

wobei ein aufgesetzter Punkt wie in (1. 12) die Zeitableitung
in einem sich mit dem Körper stationär bewegenden System
bezeichnet. Da weiter gilt

('BreI\1) 'B = ('-BreI)\1 {c -+-[wr] + 'BreI} =

= [w'Bred + ('Brcl\1) 'Brcl (6.7)

erhalten wir schließlich

--- \1
p

= <Ere! + (-Urel\1) (.ure!+ ct +Q

+, [WI r] + [w [mr]] + 2 [(I) 'Bred . (6.8)

Wir sehen damit, daß im bewegten Bezugssystem im Aus-
druck (6.1) norn die Beschleunigung des Körperpunktes gegen
das Ausgangssystem und die Coriolisbescl11eunigung 2 [w'l3red

zur substantiellen Relativbeschleunigung <.Urelhinzukommt.

Ist nun die Bedingung

['-Bret[v'-B]] = 0

erfüllt, so gilt wegen (6.4)

'B \7 'B + [2W,'BI-ei] = \7 .l'-BreI_,___'.:[jreJL( rel V
)

rel V
2

(6.9)

(6.10)

und damit muß aurn die Summe der restlimen Terme von
(6.6) einen Gradienten darstellen; da die Rotation von ct und
[w [wrJ] verschwindet, muß gelten

(6.11)

und wir dürfen ein verallgemeinertes Beschleunigungspoten-
tial 'IjIeinführen dmrn

ct + [m [wrJ] + 'trel + [Wtr] = - V'IjI (6.12)

woraus dann folgt, da:ß

- \1l = V
(~-~ 'Brei).

- \1\jJ . (6.13)
Q 2

Die Funktion \jJ kann dann durch geeignete Wahl einer
additiven Konstanten 80 bestimmt werden, daß

- 141 - Schiffstechnik Bd. 7 - 1960 - Heft 38



L = 'i'_ (<.arei'~rel) (6.14)
(I 2

gilt. Die Darstellung (6.14) für den Druci: iet für die Beredt-
nung der Kraftwirkungen auf den Körper dadurm bes<mders
ausgezeidmet, daß

'i' eine stetlige Fortt!etzung in das Körper-
innere zuliilßt, und daß der zweite Term wegen ('Brei n) = 0
auf S besonders einfadt umzuformen ist.

Wir werden im folgenden von der Rel.,tion (6. 14) und da.
mit von der Bedingung (6. 9) nur auf der Körperoberilädte
Gebraudt zu madten haben.

Im ebenen Fall mÜMen wir mit (6.9) verlangen, daß auf
S die Rotation der Strömung 'B versmwindet, 80bald 'Brei
4= 0 ist; im riumlidten Fall braudten wir nur vorauszlJ8et.
zen, daß etwa auf S existierende Wirbel die RidttUl1l von 'Brei
haben (Beltrami.StrÖlnong) ; sie verlaufen damit wegen
('13reln) = 0 in der Oberilädte.

7. Kraft und Moment

Kraft und Moment, wekhe die Flüssigkeit als "hydro.
dynamisd1e Reaktion" auf den Körper aU!8übt, stellen ,im
dar durm

l' = - J pndS (7.1)
:m =-Jp[rn]dS. (7.2)

Ist awf S (6. 1 und (6.9) erfüllt, so können wir (6. 14) be-
nutzen, müssen aber beadtten, daiB die äußere Relativ.
strömung 'Brei einzusetzen ist; wir werden dann (7.1) und
(7.2) ausdrüclten durdt innere Relativströmungen, welme
durdt Quellbelegungen 0 der Oberftädte und Quellverteilun.
gen q im Inneren erzeugt werden. Es gilt dann

on = 'Brei - 'Brei i , (7.3)

wenn 'Breli = 2IJ.el + \7lpi (7.4)

in Analogie zu (1. 2) die resultierende RelativstrÖmung im
Inneren ist; (der Index i wird im folgenden nur verwandt,
wenn eine Untersd1eidung gegen die äußere Strömung not-
wendig ist). Es folgt atU! (1.2), daß 0 = - (n'Breli)wird. Da.
mit erhalten wir

('Brei 'Brei) ('Breli 'Breli) ( m' ) m
-- n = n - n""rel' ""rel'-

2 2
1 1

(7.5)
('Brelj 'Breli) m m 0 {m m }n - (n .ureli) .ureli- - ""rel + ""reli

2 2
weiter ist nadt dem Satz von GaUS

S
('Brelj 'Brelj)

S
m m

2
ndS - (n.urelj) ""relj 4S =

= - S
'Brelj ('V'Brelj) d,v -

S
['Brelj [\7'13reld] dV, (7.6)

so daß wir erhalten

S
('Brei 'Brei)

S
(J

{tTt m }-- ndS = - - ""rel + ""relj dS-
2 2 (7.7)

-
S

q 'Breli dV + [200 f 'Breli dV
]

- f ['Brelj [\7'13]) dV .

Setzen wir nom (7.4) ein, so ergibt sidt hiermit

f ('Bre~'Brei) ndS = -
S

(J IDrel dS -
S

q IDreldV +

+ [200
S

'13reljdV
]
-

S
['13relj [\7:8)] dV +

+S; {\7lpi+\7Ip}dS+J_\7lpidV. (7.8)

Sd:tlffstechnik Bd. 7 - 1180- Heft .

Die Umformungen (7. 5) bleiben erhalten, wenn wir vekto.
riell von links mit dem Ortsvektor r multi)?lizieren. Außerdem
gilt analog (7.6), da [\7r] identisd1 versd1windet,

S
('13reli 'Breli)

S
m m

2
[rn] dS - (n""reli) [r""reld dS =

-
S

q [r'13re\j]dV +
S

[r['Breli [\7'13reli]) ]dV (7.9)

und wir erhalten in Analogie zu (7. 7)

S
('13re~'Brei) [rn] dS = -

S
(J [rIDrel] dS -

S
q [rlI\ed dV -

- 2
S

[r [oo'Bre1d] dV -
S

[r ['13rel [\7'B]] ]dV +

+S
(J[r, \71p + \7lpi] dS +

S
q [rvlpj] dV . (7.10)

In den Au:&driid.en (7.8) und (7. 10) gelangt man zu einer
Vereinfa<hung, wenn man berüd.sid1tigt, daß die wechsel.
seitigen Kräfte zwisdten zwei Quellpunkten denselben Betrag
und dieselbe WirkungsLinie, aber entgegengesetzte Richtung
haben. Deshalb (d. h. weil die Funktion G in (1. 7) eine gerade
Funktion der Koordinatendifferenzen ist) verschwindet a for.
tiori das Integral der Wirkung eines Quellsystems auf sich
se}bst als Beitrag zu resultierenden Kraft. und Momentwir.
kungen. Es muß also gelten

J (J Vlpi dS + J (J \71p dS + 2 J q Vlpi dV = 0 (7.11a)

J 0 [r\7lpj] dS + J (J [rvlpd dS + 2 Sq (rvlpd dV = 0
(7.11b)

d. h. die letzten Terme von (7.8) und (7.10) leisten insgesamt
keinen Beitrag.

Mit (7.4) gilt audt

~rel = Wrel - V<P

~reli = Wrel - V<Pi .
(7.12a)

(7.12b)

Wir können dann wegen (1. 12)
'I' so zu einer Funktion 'I';

in das Innere fortsetzen, dlllß 'l'i = 'I' auf S gilt und

- V'I'i = ct + [00[oor]] + [ootr] + Wrel- V<Pi' (7.13)

Dann erhalten wir durdt Anwendung des Satzes von Gauß
auf (7.1) und (7.2) unter Berüd.sidttigung von (7.8), (7.10),
(7. 11a, b) WIld (7.13)

l' = J Q {:Brei + (Brei V) IDrel + Ct + 2 [oo'Bre1J} dV

- J (I ['Bredv'B]] dV . (7. 14)

Der letzte Term drüd.t ,im ebenen Fall die Kraft auf eint,
Wirbelverteilung nadt Kutta-Joukowski aus.

Da nun
[\7~reI1 = [vIDred = -200 + [v':Bj (7.1;))

ist, können wir dafür vereinfad1end schreiben

'P= S
(I 'trel dV +

S
Q (VIDrel) 'Brei dV + d~~" (7.161

wobei (vWrel) den Ableitungsaffinor der ungeslörten Grund-
strömung darstellt und Jo definiert ist durm

Jo = J Q C dV . (7.
) 7)

(Wird nimt der Körper, sondern die ungestörte Strömung bp-

sd11eunigt,so versmwindet dJo/dt; ~rel nimmt mit lL\el die.
selben Werte an.)

Für das Moment erhalten wir, wenn wir beamten, oal3

(v'BreI! [rIDrel] = (7.18)
(rIDred (v'13rel) + [r, ('13relV) IDreI1+ [':Brei2i\etl

ist auf analogem Wege)
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Jll =
S

Q [r, ':BreI + ('Ure1\7) Wre1+ [ro[ror]] +

+ [Wt r] + 2 [w~red] dV +
S

Q [~rel Wre1] dV -

-
S

Q [r [~rel [\7~])] dV (7.19)

bzw.

M =
S

Q [r~red dV +
S

Q [r, (\71l3rel) ~red dV +

+
d:V_,,-

+ S
Q [~rel21\ed dV (7.20)

dt

wobei :V 0 definiert ist dur,eh
:VO = I Q [r [ror]) dV (7.21)

so daß gilt
d:V .
---" = :Vo+ [w:Vo].

dt

Durch die Formeln (7.16) und (7.20) sind Kraft und Mo-
ment ausgedrückt dureh die ungestörte und die gestörte Rela-
tivströmung im Inneren und die Trägheitsterme eines starren
TTörpers der Dichte Q.

(7. 22)

8. Kelvinimpuls und Kelvindrehimpuls

Im folgenden wollen wir Kraft und Moment ausdrücken
dUJ'{'h die ungestörte Grundströmung und die Störströmung
- \7!p; wir benutzen dazu die Relationen (6.2) und (1. 2),
d. h.

~rel = Wre1- \7!p
1l3re1= W - c- [rot].

In Abwesenheit des bewegten Körpers ergibt die
integration über S mit \7!p = 0 nam (5. 1) die Kraft

Vw = S Q Wt dV + J Q (W\7) WdV

und das Moment
111w = I Q [r Wd dV + J Q [c, (W\7)1l3] dV

da weiter gilt

(~rel\7) 21\el = (~rel\7) (Iß
- c - [ror])

= (~rel\7) Iß-[ro~rel] (8.5)
erhalten wir durm Einsetzen von (8.1) und (8.2.) in (7.14)

V = 'Pw - S Q \71jJ dV - [ro S Q \7!p dV]

- SQ (\7!p\7) IßdV . (8.6)
Bei Herleitung der entspred1enden Formel für das Moment

aus (7.19) ergibt sieh unter Benutzung der Jacobi-Identität

[\7!p[ror]) + [w[r\7!p]] + [r [\7!pw]]= 0 (8.7)
auf analogem Wege
111= 111w- SQ [r\7!jJ]dV -.f Q [ro [r\7!p]] dV
- [c.r Q\7!pdV] -.f Q[r, (\7!p\7) W] dV - S Q[\7!p, W] dV

(8.8)
In diesen Formeln empfiehlt sim die Einführung der Größen

Jk = -J Q\7!p dV (Kelvinimpuls) (8.9a)
und:t\ = -SQ [r\7!p] dV (Kelvindrehimpuls) (8.9b)
Durch Einsetzen erhalten wir

1\ = 'Pw + ~K + [roJk] -.fQ (\7!p\7) WdV (8.10)

111= :JRw + :Dk + [w:Vd

+ [cJk] -SQ [r, (\7!p\7) W] dV + JQ [W\7!p] dV (8.11)

(8.1)
(8.2)

Druck-

(8.3)

(8.4]

Die Formeln lassen erkennen, daiß das dynamisdIe Verhal-
ten des Körpers in ruhender Grundströmnug (W = 0) dUM
die Kelvinimpulsgrößen und ihre Zeitableitungen bestimmt
wird. Von Kird1hoff [7] wurden in diesem Falle die Gleimun-
gen (8.10) und (8.11) gewonnen aus Energieansätzen, wobei

Jk und :Vk definiert waren durm

Jit = -JQ!P n dS (8. 12a)
'.Dk= -SQ!P [rn] dS (8. 12b)

Eine Deutung dieser Größen als Impuls bzw. Drehimpuls der
- unendlidt aUllgedehnten -Flüssigkeit, weldte den Körper
umgibt, ist nur möglid1 bei Wabl spezieller Grenzübergänge
bei der Ausdehnung des Integrationsberei.ms, wie Tollmien
gezeigt hat [1], [17]. Die Einführung innerer Strömungen
als Hilfsmittel unserer Untersumung erlaubt die Deutung
(8. 9a, b) als ImpulsgröBen der Strömung im Inneren.

Für das Ellipsoid in Tral18lationsbewegung längs der
a.Achse ergibt 8idt aus (2.11a)

Jk = - ks: cJQ dV , '.Dk = 0
und damit 'P = -klO ctSQdV

Bei Rotation um dieselbe Adtse wird

Jk = 0, '.Dk= -J QE kx' [r [ror]] dV = - (J) kx' QJu
(8.15)

wenn Ju das polare geometrisd1e Trägheitsmoment bezüglim
der a-Adtse ist.

Es ergibt sidt weiter
m = -k' Q(J)tJu (8.16)

Aus (8.14) und (8.16) wird die Bedeutung von kx und kx' als
Koeffizienten von hydrodynamisdler Zusatzmasse bzw. Zusatz-
trägheitsmoment ersidnlidt.

(8.13)

(8.14)

9. Oar8tellung des Kelvinimpul8es
aus Reihenentwicklun~en de8 Potential8

Als harmon:isdIe, im Unendlidten versmwindende Funktion
gestattet !p in genügend großer Entfernung eine Entwiddung
nam negativen Potenzen der Distanz R vom Koordinaten-
ursprung; die Entwiddungskoeffizienten ,sind die Kugel- bzw.
Kreisfunktionen, welche die Darstellung auf den Flächen
R = const. leisten. Au8erhalb und auf jeder derartigen
Flädle, weldte den Körper einsdl1ießt, ist !p regulär und die
Entwicklung gleidtmißig konvergent.

DM Flächenintegral, welches den Kelvinimpuls ausdrückt,
liilßt sidt nun auf die Integration über eine Fläme Sk mit
R = const. zurückf.ühren und damit in Beziehung setzen
mit den Koeffizienten der Entwicklung.

Es gUt nämlidt, unabhängig vom Bezugspunkt des Orts-
vektol\s r,

JIp n dSk -Ir (n\7!p) dSk =
Slt

= J!P n dS -Sqn\7!p) dS -Jr~!p dV (9.1)
S

wie aus der Anwendung des Satzes von Gauß auf die linke
Seite folgt. Weiter gilt aber, da auf S (n\7!p) = (nWrel) ist,

Ir (n\7!p) dS = Jr (Wre1n) dS = SWrel dV (9.2)
und da weiter ~!p außerhalb von S verschwindet, erhalten wir

I!p n ciS= fIl\el dV + J{ Ipn - r (n\7!p)} dSk (9.3)
Im dreidimensionalen Fall können wir die Entwicklung

einsetzen

Ip =
Sl (1p18)

+ ~R- (,,+1)Sv (!p,8) (9.4)
RI ,,=2

im zweidimensionalen Fall

. 1Ip = (Al COS8 + Bl sm 8) ~ +
R

00

+ ~ R- (AvC08 v 8 + B.sin v 8) (9.5)
,,=2

Beziehen wir den Ort8'Vektor r auf den Ursprung der Entwick-
lung, so gilt auf Sk

und

r = Rn

qn\7lp) = (R ~;)n

(9.6)

(9.7)
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Da nun die Komponenten des Normalvektors Kugelfunk-
tionen erster Ordnung bzw. Winkelfunktionen der Elementar-
periode 2 3t sind, leistet wegen der Orthogonalitätsrelationen
der Kugel- bzw. Kreisfunktionen nur der zweite Term von
(9.4) br;w. (9.5) einen Beitrag zur Integration über Sk in
(9.3). Dieser zweite Term läßt sich mit Hilfe eines geeig-

I
neten Dipolvektors a ausdrüddich aI8--- (a\7G) und es wird

So
unter Beachtung von (2.7c) und (9.7)

1

S
{(a\7G) n - r (n\7) (a\7G)} dSk = - DA a

So

--D --a (9.8)
D

damit folgt a~ (9.3)
J<Pn dS

""'
a --smr"l dV (9.9)

bzw. mit ~rel = Wrel- \7<p
S~re! dV = -- a (9.10)

Der Kelvinimpuls wird also allein durch den Dipolterm der
Entwiddung bestimmt; die Beziehung (9.10) ist äquivalent
der GleidtUng ~rel = - m für kontinuierliche Dipolvertei-
lungen.

Die Beiträge der Entwicklungskoeffizienten \'on (9.4) Z11
Kraft und Moment bei stationärer GrundstrÖ'lllung und
(0 = 0 wurden von Cummins berechnet, indem er das Poten-
tial der Grundströmung ebenfalls nam Kugelfunktionen ent-
wickelte. Kraft und Moment ersdteinen dann als Bilinear-
formen korrespondierender Entwiddungskoeffizienten des
Grundpotentials und des Störpotentials. Für instationäre
Strömungen läßt sich das Moment nicht mehr allein durcl1
die Terme dieser Entwicklungen ausdrücken.

10. Zusammenhang zwis(~hen Kraftwirkun~en
und darstellenden Singularitäten

Nehmen wir jetzt wieder an, das Potential sei durdl eine
Quellbelegung 0 auf S und eine Quellverteilung q im Inneren
erzeugt. Wir haben (1. 7), (1. 8) gesehen, d8!ß dann je d e
Dipolverteilung m ebenfalls die Darstellung leistet, wenn nur
gilt !T= (mn) und q = - (\7m). Aud1 in diesem Fall läßt
sich der Kelvinimpuls und damit weiter der vollständige Aus-
druck für die Kraft in einfamer Form durch die Singulari-
täten ausdrü<ken. Es gilt

S<pn dS = S\7 <PidV = Jr (11\7 <PJ dS -S ri\<p dV
und mit (nV<p!) =!T + (n\7<p) = 0 + (l1lßrel)
und i\ <p= - q
erhalten wir

S<p11dS = Jr 0 dS + Srq dV + S:illr"1 dV

bzw. S~rel dV = -Sr!T dS -Irq dV
und ausgedrückt durm die Dipolverteilung m wird

S~rBl dV = -Jm dV
in Analogie zu (9.10).

Am (7.8), (7.11a) und (7.14b) erhalten wir

S
(?!reI2~rel) n dS = -

S
aIDrel dS--

- S
q :illreldV -2 [w,

S
rodS +

S
rqdV

J
(10.7)

und für die Dipolverteilung durcl1 Anwendung des Satzes von
GaUIßauf die hier auftretenden Oberflächenintegrale in (10.7)

S
(~r~~~I) I1dS = --

S
(m\7) 113rel dV - 2 [w,

S
mdV].

(10.8)
Damit drückt skh die Gesamtkraft (7.14) aus als

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(lO.S)

(10.6)
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'V = Q { -Jr~dS -!rqdV + 2 [00,JrodS +

+ JrqdV]-Jo'll\eldS-.fqWreld,V} +
~~30 (10.9a)
dt

bzw.

+
dJo

d t
(10.9b)

Aus (IO.9b) sehen wir, daß sich die Kraft aus jeder
Dipolverteilung m ausdrü<ken läßt, welme der Körper erzeugt.
Dasselbe läßt sich analog aum für das Moment bei Trans-
lation in stationärer Relativströmung zeigen. Der Term

JQ [213rel~rel] dV in (7.19) läßt siro im Fall TI\e! = - c ver-

möge (10.4), (10.5) durch die Singularitäten ausdrü<ken. Im
allgemeinen aber dürfen die Sub1!titutionen

und

JQ [r13rel] dV = - JQ[r m] dV

JQ [:illrel ~reil dV = -SQ [Wrel m] dV

(IO.lOa)

(10. lOb)

bei nirotkonstantem Wre1 in (7.20) nur durchgeführt werden,
wenn m= -~rel ist, d. h. wenn m die Überlagerung von
Wrel mit einer Potentialströmung ist; d. h. aber, das Moment
kann im allgemeinen nur dann durm die Dipolverteilung m.
welche den Körper darstellt, ausgedrückt werden, wenn
m = m* der Integralbedingung (2.5) bzw. (2.10) genügt.

11. Kraftwirkun~en bei Körperdarstellung
durch Distributionen

Soweit wir die Kraftwirkungen direkt durm die darstellen-
den Singularitäten ausdrücken können, lassen sicl1 unsere Er-
gebnisse unmittelbar erweitern auf den Fall, daß wir nicht
nur Quell-Senken- oder Dipol-Systeme, sondern allgemeine
Distributionen im Sinne der Theorie von LaUfent Smwartz
[IS] zur Erzeugung der Störströmung zulassen. Ein einfaches
Beispiel liefert die Erzeugung einer Kugel durm einen dis-
kreten Dipol, welche man ansehen kann als Grenzfall kon-
tinuierlicl1 belegter, konzentrismer innerer Kugeln gemäß
(3.10), aber aucl1 als Spezialfall der Entwicklungen (9.4)
bzw. (9.5) nach Differentialoperatoren höherer Ordnung,
weJme sich auf einen Punkt konzentrieren.

Die Verallgemeinerung einer Formel, die für den Fall
stetiger Quellbelegungen q bewiesen ist, auf den Fall aJl-
gemeinerer Distributionen it ergibt siro aus einem Satz, nach
dem auf jedem kompakten Grundgebiet die Menge der be-
liebig oft differenzierbaren Funktionen - und damit erst
recht die der stetigen Funktionen - "überall dicht liegt" im
Raume aller Distributionen auf diesem Grundgebiet. d. 11.,daß
jede Distribution in ihrer Operatoreigensmaft beliebig gut
approximiert werden k8!nn durd1 die Wirkung einer stetigen
Funktion. Folgern wir aus diesem Satz das Prinzip, daß die
abgeleiteten Sätze Gültigkeit behalten, wenn wir formal q
durch it ersetzen, so finden wir damit die Bestätigung von
Formeln, die für den Fall diskreter Distributionen höherer
Ordnung auf anderem Wege von Cummins gefunden worden
sind.

Der Darstellung der Störströmung durch eine Quellhelegung
nach (1. 7)

1
\7<p= - \7fqGdV

So
.

entspricl1t die allgemeinere Darstellung

1
\7 <P= \7 .fit GdV

So

(11.1a)

(11.1b)

durclt eine Distribution it - im Falle der kontinuierlichen
Dipolbelegung ist it = (m\7) einzusetzen.
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Die Differenz ith zweier versmiedener Distributionen, die
außer halb des Körpers dieselbe Störströmung erzeugen, muß
der homogenen Gleichung

_1__
\l Jith GdV = 0

So

genügen für alle Punkte, welche außerhalb von V liegen,
d. h. Ö'hmuß in einem gewissen Sinne "orthogonal" sein zu
allen Funktionen G, welche in V besdlfänkt sind.

(11. 2)

Im Falle des unbewegten Körpers in stationärer Grund.
strömung Werhalten wir aus (IO.9a) für die Kraft die Dar.
stellung

1) = -JQqWdV (11.3a)

welche der Formel von LagalIy (6] in Anwendung auf die
kontinuierlichß Quellverteilung q entspridlt; für die Distri-
bution Ö' ergibt sich damit

(11.3b)

Erlaubt nun die Potentialströmung weine DarsteUung durch
eine Distribution itw, welche in V mit der Nulldistribution
identisch ist, falls also gilt

W=--~-'lJÖ'wGdV' (11.4)
So

mit Vr>V' = 0

so wird der Ausdruck (11. 3b) unabhängig von der Wahl von it,
wenn nur it gemäß (11.1a) eine Darstellung der Störströmung
leistet; denn für jede LÖ8ung ith von (11. 2) folgt aus (11. 4)
durch Einsetzen

(11.5)

d. h. die Distributionen ith, welche als LÖ8ungen der homo-
genen Gleichung (11.2) nur von der Körperform, nicht von w
abhängen, leisten keinen Beitrag zu P.

Für das Moment gilt bei Quellverteilung q

m = -JQq [rW] dV

damit für Distributionendarstellung

(11. 6a)

m = -JQ Ö'[rW] dV (11. 6b)

wobei die Differentialoperatoren von it auch auf den Orts-
vektor r anzuwenden sind; m ist also im allgemeinen nicht
gleich dem Integral des Momentes der Kräfte, die zu (11. 6a)
beitragen. Für den Fall it = (m'l) finden wir unsere Formeln
,7.16) und (7.19) mit m=-:Drel. Dem Ausdruck (11.6b)
ist offenbar nicht unmittelbar anzusehen, daß er für alle
Lösungen it aus (I1.1b) denselben Wert darstellt.

Für den Kelvinimpuls folgt aus der Quelldarstellung (10.5)

~k = JQWrel dV -IQ q r dV (11. 7a)

die entsprechende Distributionendarstellung

~k = JQ ~nJ.el dV - I Q t r dV (11.7b)

Hieraus wird unmittelbar ersiditlich, daß nur Quell- und
Dipolsingularitäten zum Kelvinimpuls beitragen.

Wir können die Ergebnisse der Formeln (11.3b), (11.6b)
und (11. 7b) in die Ausdrücke (8.10) und (8.11) für Kraft
und Moment einsetzen und erhalten damit

l.l = J QWt dV + J itrdV + [O).ritrdVJ -.r Qit WdV
(11.8a)

m = J Q [rWt] dV - ~k - [0)1\]

- J Qit [rW] dV + [c J itrdVJ (11. 8b)

wobei nur 1)k = - J Q'P[rn] dS nicht direkt von Ö', sondern
von dem durch Ö' erzeugten Potential abhängt.

12. Schwach gekrümmte Strömungen

Wir woUen jetzt spe.ziell soldie Grundströmungen ID be.
trachten, welche im Bereich des Körpers so schwad1 gekrümmt
sind, daß ihre Ortsabhängigkeit linear angesetzt werden darf,
etwa in der Form

W = Wo + I'r . (12.1)
Dabei sei r der Ortsvektor bezüglich eines raumfesten Be-

zugspunktes, der momentan mit dem Schwerpunkt des be-
wegten Körpers zusammenfällt; dann ist Wo die ungestörte
Gesdtwindigkeit an diesem Punkt und der Tensor r hat die
Bedeutung des Ableitungsafnnors:

I' = ('lW) . (12.2)

Er ist für die betrad1tete rotations- und quellenfreie Strö-
mung symmetrisch und hat die Spur Null. Es gilt dann

(W'l) W = I'Wo + 1'2r. (12.3)

Bewegt sich der Körper mit c, so wird

Wrel = Wo-c + I'r

:!i\el = - ct + I'c .
Wir erhalten dann aus (8. 10)

1) = 1)w+ 3k + r;Jk (12.6)

mit 1)w = Qrwo S dV und ~k = - J Q \l<p dV

und aus (8.11)

m = mw+ ~k + [C-Wo' 3k]

- J Q {[r,r'l<p] - [I'r, 'l<p]} dV (12.7)

mit mw = J [r, r2r] dV und :Dk= - SQ [r\l!jJJ dV
1)w und mw entsprechen der ungestörten Strömung.

(12.4)

(12.5)

Das Potential <p der Störströmung addiert sid1 aus den An-
teilen der Summanden von (12.4), d. h. es ist

<P = <Po+ <Pt (12.8)

wenn <Podas PQtential zur örtlid1 kOn!ttanten Relativströmung
Wo - C, <Pt das Potential zur Grundströmung rr ist. Das
Potential lj1 entsprimt dann der Funktion <Po bezüglich der
Anströmung (12.5).

Wir nehmen nun insbesondere an, C und c seien Null und
alle die Vektoren seien klein gegen Wo, in denen I' als Faktor
auftritt; dann ist <Pt und lj1 von gleicher Ordnung klein gegen
<poOrdnen wir dann die Summanden von (12.6) und (12.7)
nadi ihrer Größenordnung, so erhalten wir

1) = I'WoS QdV + r3ko + r~kt (12.9)

wobei ;Jko den Kelvinimpuls bezüglich <Po, d. h. bezüglich
der konstanten Anströmung Wo, darstellt. Der Term r~JI<1
entspricht dem Strömungsanteil rr und ist damit von klei-
nerer Ordnung als die ersten bei den Summanden. Verläuft
Wo in Rimtung einer hydrodynamischen TrägheitsaChse und
ist kx der zugehörige Masscnkoeffizient, so ist

3ko = kx Wo J Q dV (12.10)

d. h. in erster Näherung erhalten wir ein AnwaChsen der
"Auftriebskraft" 1)w um den Faktor (1 + kx) unabhängig
von den Riditungen der Hauptadlscn von r.

Für das Moment erhalten wir

:-m = [;JkoWo] +
+ [~\r.tWo] + J Q {[rr, 'l<Po] - [r,r'l<poJ} dV +
+ S Q {[rr, 'l<Pl] - [r, r'l<pt]} dV + .f Q Cr,Pr] dV .

(12.11)

Der erste Summand ist auch bei räumlich konstanter Grund-
strömung von null verschieden, solange nicht Wo in einer
hydrodynamisdten Hauptträgheitsrichtung des Körper liegt.
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Die Terme der zweiten Zeile sind von erster Ordnung klein.
Bereits von Pistolesi [11] wurde gezeigt, daß neben dem ersten
von Tollmien angegebenen Term nod1 weitere von gleimer
Größenordnung auftreten, welme sidt nidtt dunn den Kelvin-
impuls ausdrücken lassen.

Wir sehen aber aus (3.11), daß für alle Ellipsoide die
innere Strömung örtlidt ,konstant angesetzt werden kann, und
wegen der Wahl des Körpersmwerpunktes zum Bezugspunkt
sehen wir unmittelbar, da'ß d,ie Näherung Tollmiens

m = [~ko + ~kl' 21\] (12.12)

für Ellipsoide bis auf Großen höherer Ordnung durmaus
korrekt ist.

(Eingegangen am 8. März 1960)
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