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Einleitung
Vorgegeben sei eine inkompressible, zihigkeitsfreie Grund-
stromung. Gesucht wird nach einem Weg zur numerischen Be-
stimmung
1. der Storstromung, welche sich durch Anwesenheit eines
bewegten Korpers der Grundstrémung iiberlagert,

2. der Kraftwirkungen (Kraft und Moment) der resultie-
renden Umstromung auf den Kérper.

Im Falle rotationsfreier Stromung konnen beide Teile der
Aufgabe zusammenhiingend gelost werden. Als begriffliches
Hilfsmittel dienen uns dabei spezielle Fortsetzungen der
Strémung in das Kérperinnere, welche, als Dipolverteilungen
aufgefaflt, die duBere Stérstrémung erzeugen. Die Anforde-
rungen an die Strémung im Inneren konnen durch eine Inte-
gralgleichung ausgedriickt werden.

Fiir die Kraftwirkungen (Kraft und Moment), welche die
Fliissigkeit auf den Korper ausiibt, finden wir eine Darstel-
lung aus der Euler-Gleichung fiir den Druckgradienten im
Inneren. Sie kénnen ausgedriickt werden durch die ungestérte
und die fortgesetzte resultierende Stromung im Kérperinneren.
Fiir die Kraft finden wir daraus eine Darstellung durch die
Intensitit der Singularititen, welche den Korper erzeugen und
die ungestérte Grundstromung in ihrer Umgebung. Durch
den Ubergang zu allgemeineren Singularititensystemen kén-
nen wir die Formel von Taylor [15] iiber den Zusammenhang
von Kelvinimpuls und Dipolmoment verallgemeinern. Fiir das
Moment finden wir eine entsprechende Darstellung nur fiir
spezielle Dipolverteilungen, welche den oben erwidhnten Stro-
mungsfortsetzungen entsprechen; durch diese konnen aber
dann alle Kraftwirkungen direkt ausgedriickt werden.

Dies steht im Einklang mit Ergebnissen von Cummins [2],
welcher die Kraftwirkungen awf Kérper untersuchte, welche
sich durch diskrete Singularititensysteme darstellen lassen.

Die Verallgemeinerung der dlteren Ergebnisse von Lagally
[6] auf instationdire Umstrémungen gelang ibm nur fiir die
Kraft; d. h. aber, da im allgemeinen bei vorgegebenen
Singularitdten der instationdre Anteil des Momentes erst
nach Ermittlung der Kontur des dargestellien Kdrpers be-
rechnet werden kann.

Indem wir die Kraftwirkungen durch eine {fortgesetzte
innere Strémung ausdriicken, konnen wir den Anteil der un-
gestorten Stromung abspalten und damit die Ergebnisse von
Tollmien {18] fiir schwach gekriimmte Stromungen und ihre
Ergiinzungen durch Pistolesi [13] verifizieren. Dabei zeigt sich,
daB Tollmiens Ansdtze fiir das Moment im Falle des Ellip-
soids durchaus vollstindig sind.

Unsere Untersuchung bestitigt, daB zur Bestimmung des
Geschwindigkeitspotentials und des daraus abgeleiteten Kel-
vinimpulses an einer Stelle stets die Auflésung einer Inte-
gralgleichung erforderlich wird; eine direkte Bestimmung die-
ser GroBlen — und damit der Kraftwirkungen — durch Qua-
dratur wiirde implizit auch einer direkten Auflgsung der Inte-
gralgleichung gleichkommen.
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Fiir die numerische Behandlung der Integralgleichung fiir
die rdumliche Dipolverteilung werden zwei verschiedene An-
sitze vorgeschlagen, aus denen fiir konkrete Probleme An-
niherungsverfahren entwickelt werden konnen.

Von Rubbert [14] wurde ein Verfahren angegeben, den Kel-
vinimpuls auf direktem Wege aus der Kérperform zu berech-
nen; ebenfalls wurde von ihm ein Verfahren zur direkten Be-
stimmung des Geschwindigkeitspotentials aus der Korperform
angekiindigt.

Wir konnen im folgenden bestitigen, dal die von Rubbert
angegebene Methode sich im Falle der Kugel und des Kreis-
zylinders, allgemein sogar bei jedem Ellipsoid, mit Erfolg
anwenden l@Bt. Aus den bekannten Losungen dieser Fille wird
nidmlich ersichtlich, daB die zu behandelnde vektorielle Inte-
gralgleichung wegen der speziellen Wahl des Grundgebietes
in gewissem Sinne entartet, dal sie nimlich durch die Losung
einer linearen Gleichung, d. h. durch eine konstante Vektor-
verteilung befriedigt werden kann. Eine Ausdehnung des An-
satzes von Rubbert auf allgemeinere Korper erscheint
nicht gerechtfertigt. Fiir den von Rubbert untersuchten Form-
tensor offenbart sich stattdessen seine Bedeutung im Kleinen,
ndmlich bei der Behandlung eines riumlichen uneigentlichen
Integrals.

Der Versuch, unser Verfahren auf Grundstromungen mit
Rotationen auszudehnen, stéBt schon bei der Ermittlung der
Storstromung auf Schwierigkeiten. Zwar liit sich in vollkom-
men analoger Weise eine Potentiallésung angeben, welche in
Uberlagerung zur Grundstrémung die kinematischen Bedin-
gungen an der Korperoberfliche erfiillt und in groBer Ent-
fernung abklingt; es ldBt sich jedoch offenbar nicht sicherstel-
len, dal die resultierende Stirémung substantiell-rotations-
erhaltend wird; nur in diesem Falle aber kann ohne ein-
geprigte Krifte ein Druckgradient existieren, d. h. der von
Euler eingefiihrte Ausdruck fiir den Druckgradienten wirklich
rotationsfrei sein; eben auf dieser Annahme aber baut sich
unser Verfahren auf.

Allgemeine Voraussetzungen, Bezeichnungen

Fiir die Oberflichen der Korper, auf welche sich die fol-
gende Theorie erstrecken soll, setzen wir voraus, dafl sie fiir
die auftretenden Randwerte des Potentials bzw. seiner Nor-
malableitung eine eindeutige, singularititenfreie Fortsetzung
des Potentials ins Innere gestatten, d. h. daBl die Dirichletsche
bzw. Neumannsche Randwirtaufgabe eindeutig lésbar ist.
Weiter nehmen wir fiir die Oberflichen an, daf sie die Um-
wandlung von Oberflichenintegralen in Gebietsintegrale ge-
statten, wenn der Integrand am Rande stetig und innen stetig
differenzierbar ist und in vektoralgebraischer Form den Nor-
malenvektor als Faktor enthilt; hinreichend hierfiir ist, daB
die Oberfliche fast iiberall eine stetige Normale hat [11].
Unter dieser Voraussetzung gilt folgende Verallgemeinerung
des Satzes von Gauss {4], von der im folgenden hiufig Ge-
brauch gemacht wird:

1) Vorgetragen vor dem Internationalen Kongrep fiir angewandte
Mechanik, Stresa 1960.
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Es sei a (a, b, ¢, ... n, ., ..) ein vektoralgebraisches Pro-
dukt, das an einer Stelle als Faktor den Normalenvektor n,
im iibrigen ortsabhiingige Vektoren a, b, ¢, . ., enthilt. Ferner
seien S; und S, zwei geschlossene Flichen, welche fast iiber-
all eine stetige duBere Normale n haben und S; schliefie die
Fliche S. ein. Dann gilt, falls alle Ortsfunktionen im Raum
V zwischen S; und S, stetig differenzierbar sind und die Rand-
werte stetig annehmen,
$rqa by, . .. )dS,

S —
= [abe,...% .. 0dV+ ¢ (b, u..
s

2

JdS,.

Das Symbol '/ bezeichnet hierbei den Differentialoperator
V, die Uberstreichung soll bedeuten, daB %/ auf alle ortsab-
hingigen Faktoren von n (auch die vor \/ stehenden) nach der
Produktregel anzuwenden ist. Die obige Formel besagt dann,
dall die Integration auf eine kleinere Fliche ,zusammen-
gezogen® werden darf, wenn man zum Ausgleich ein Volu-
menintegral iiber den Raum zwischen den Flichen hinzu-

nimmt, fiir welches man dS durch dV und » durch Y/ zu er-
setzen hat. Insbesondere gilt der Satz auch, wenn Sp ver-
schwindet; das Volumenintegral ist dann iiber den gesamten
von S, eingeschlossenen Raum auszudehnen.

Um die aufiretenden mehrfachen Vektorprodukte mit
einem Minimum an Symbolen darstellen zu konnen, unter-
scheiden wir im folgenden die verschiedenen vektoralgebra-
ischen Produkte nur durch die Art der Klammer, durch welche
beide Faktoren zusammengefalit sind. Der Inhalt einer run-
den Klammer () ist stets ein Skalar, der einer eckigen Klam-
mer [] stets ein Vektor. Fiir die Darstellung dyadischer Pro-
dukte wird eine fett gedruckte Klammer () verwendet, falls
der dyadische Charakter der GroBle betont werden sol, wobei
wir unter den Darstellungen {abjc¢ = (tb)a = (ca)b =
a (bc) = b (ac) wihlen konnen. Der Inhalt einer geschweif-
ten Klammer { } kann von beliebigem Charakter sein.

Ist der Operator Y/ nicht iiberstrichen, so soll er stets nur
auf den folgenden Faktor oder Klammerausdruck angewandt
werden. In Sonderfillen sind die Faktoren durch Uberstrei-
chen gekennzeichnet, auf welche die Y/-Operation erstreckt
werden soll.

In der folgenden Darstellung werden drei- und zweidimen-
sionale Strémungen gemeinsam behandelt. Eine zweidimen-
sionale Stromung ist dadurch ausgezeichnet, daBl der Stro-
mungsverlauf in allen zu einer gegebenen Ebene parallelen
‘benen derselben ist, und dal} die Stréomungskomponenten
senkrecht zu diesen Ebenen verschwinden; die Strémung kann
dann im ebenen Koordinatensystem eindeutig beschrieben
werden. Wihrend nun einige der im folgenden benutzten Be-
griffe sowohl im Raum wie in der Ebene definiert sind (etwa
Abstand, Dichte, Gebiet usw.), miissen wir anderen Begriffen
des Raumes noch eine spezielle analoge Bedeutung im zwei-
dimensionalen Fall zuordnen, um beide Fille in gemeinsamer
Terminologie behandeln zu kénnen. So wollen wir in gewis-
sen Fillen auch den Rand des zweidimensionalen Quer-
schnitts, der einen zylindrischen Korper reprisentiert, als
Kérperoberfldache bezeichnen.

Unter ,.Kraft” und ,Moment* wollen wir im zweidimensio-
nalen Fall Kraft bzw. Moment pro Liingeneinheit dieses un-
endlich ausgedehnten Zylinders verstehen; weitere Begriffs-
erweiterungen ergeben sich sinngemalf.

Ubersicht der wichtigsten Bezeichnungen
1.Skalare

D — Dimensionszahl

das — Oberflichenelement

ds; — Kugeloberfiichenelement

S, — 2D—1 5 _ Oberfiiiche von Einheitskugel bzw. -kreis
o — Oberflichenquellbelegung
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q — rdumliche Quelilbelegung

¢ — Geschwindigkeitspotential der Stdérstromung

W — Beschleunigungspotential geméif (6.14)

R = ir—1’ - Abstand

G — Potentialfunktion einer Quelle

a,b,c — Ellipsoidhalbmesser

A, B,C — Halbmesser eines dazu konfokalen Ellipsoids

] Aa}l;((:: — Volumenverhiltnis

u, t — Distributionen

2] — Winkelvariable

IS — elliptische Koordinate gemiB (3.1)

a — Funktion gemifli (3.4a, b)

kx — Koeffizienten der hydrodynamischen Masse

k. — Koeffizienten des hydrodynamischen Tragheits-
momentes

Jee — polares Trigheitsmoment

P — Druck

e — Dichte

v — Korpervolumen

E — Verhidltnis gemif (3.3)

2. Vektoren

3 — Ortsvektor des Korperpunktes

13 — Ortsvektor des Aufpunktes

T, — Ortsvektor beziliglich des Korperformschwerpunktes

3 — Translationsgeschwindigkeit

® — Rotationsgeschwindigkeit

n — #uBere Normale

any — ungestorte Grundstromung

B — resultierende Strémung

P — von der Flissigkeit auf den Korper ausgeilbte Kraft

o — von der Fliissigkeit auf den Korper ausgeiibtes
Moment

RN — Kelvinimpuls gemaf (8.9a)

3" — Impuls gemis (7.17)

o — Kelvindrehimpuls geméis (8.9b)

0, — Drehimpuls gemidfB (7.21)

m — kontinuierlich verteilter Dipolvektor

m* - Dipolvektor, der (2.10) genligt

m*, — Dipolvektor mit (Vm*) =0

<7 -~ Differentialoperator

3. Tensoren

I — Einheitstensor

r — Ableitungsaffinor einer schwach gekriimmten
Stromung

A — Formtensor eines Korpers bezliglich seines Form-
schwerpunktes

Ar — Formtensor eines Korpers bezliglich eines Punktes

mit Ortsvektor v

1. Die Stirstromung und ihre Darstellungen

1. Allgemeine Darstellungen
des Geschwindigkeitspotentials

Jede inkompressible Grundstrémung ™ kann durch Super-
position einer Potentialstromung so modifiziert werden, dal3
die resultierende Stréomung als Umstrémung eines vor-
gegebenen, beliebig bewegten starren Korpers erscheint. Ver-
langen wir, daf} die liberlagerte Strémung und ihr Potential ¢
mit zunehmender Entfernung abklingt, so gestattet [5] das
Potential nach der Greenschen Formel die Darstellung

o= —- 1 {‘G mVe) dS + Sl J(p nVvVG6) dS. (1.1)
o v o

Hierbei gilt im Falle drei- bzw. zweidimensionaler Strémung
G = 1/R bzw. G = In 1/R, wobei R = [t —1"| der Abstand
vom Korperpunkt t” zum Aufpunkt r des Potentials ist; S, =
47 bzw. 2x ist die Oberfliche von Einheitskugel bzw. Ein-
heitskreis. Weiter ist 1 der nach aulen gerichtete Vektor der
Normalen und dS das Element der Korperoberfliche S.

Der erste Summand entspricht einer Quellbelegung von S
mit einer Ergiebigkeit — (1\/q); der zweite einer Dipolver-
teilung auf S vom Moment ng; — d. h., der erste Term bringt
den Einflul der Normalgeschwindigkeit auf S, der zweite den
der Tangentialgeschwindigkeit, welche durch Vorgabe von ¢
auf S bestimmt wird.
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Die kinematische Bedingung, daB S als Oberfliche des star-

ren Kérpers nicht durchflossen wird, kann durch
Bram =0 1.2)

ausgedriickt werden, wenn B, = 33 — /¢ ist, wobei
18,., die ungestorte Stromung relativ zum Kérper und — Vg
die iiberlagerte Stromung darstellt.

Es sei nun ; ein Potential, das in dem von S eingeschlos-
senen Gebiet V definiert und differenzierbar ist und stetig auf
S die Werte von ¢ annimmt.

Dann erhalten wir aus (1.1) und (1.2)
1 g 1
= [ (28, m) GaS + { ¢ (TG dS  (1.3)
Se - Se .
und durch Anwendung des Satzes von Gauss daraus

1
= — 5’"j{m""\76) dv + f(chiVG) av., (1.4
da fiir die Grundstromung die Divergenz (V/18,,) ver-
schwindet.

(1. 4) kann aufgefaBt werden als Erzeugung von @ aus einer
raumlichen Dipolverteilung vom Moment

m= 1, + Ve (1.5)
1
in der Form ¢ = fg—'j‘ (mV/) G4V ; (1.6)
0
dem ist dquivalent eine Quelldarstellung
1 1
P = j () GdS — - “G (Vmy dv L7
SO SO b
aus einer Oberflichenquellbelegung der Ergiebigkeit
o = (mn) (1.8)
auf S und einer riumlichen Quellverteilung der Ergiebigkeit
q=—(Vm). (1.9)
Aus (1.2) und (1.8) folgt
o= mVe) —OVg), (1.10)

d. h. die Quellbelegung bestimmt in bekannter Weise den
Sprung der Normalgeschwindigkeiten auf der Fliche S.

Uber die Existenz der erzeugenden Dipolverteilung m zu
vorgegebenen 18, kommen wir damit zu folgenden Aus-
sagen:

1. Die Losbarkeit des Dirichletschen Randwertproblems
(Vorgabe von @; auf S) bedingt, daB es zu jeder Quell-
verteilung q in V eine ¢ erzeugende Dipolverteilung m
gibt mit (/m) = —q und

(Vmj = — (V18] (1.11)

insbesondere gibt es eine Verteilung m, mit(\/m,) = 0.

2. Die Loebarkeit der Neumannschen Randwertaufgabe
(Vorgabe von (n\/q;) auf S) bedingt, daB es dann auch
zu jeder in V vorgegebenen Strémung u eine ¢ darstel-
lende Dipolverteilung m gibt mit [\/m] = [Vu] —
- [vmrel] und (Vm) = (vu) .

Divergenz und Rotation von m konnen also im Inneren frei
vorgegeben werden, wenn wir (mn) offenhalten.

Ist die Grundstromung I8, relativ zum Koérper zeit-
abhingig, so giit wegen (1.2), (1.5), (1.6) dasselbe fiir ¢, o
und m. Bezeichnen wir die Zeitableitungen dieser GroBen in
einem kérperfesten Ort durch einen aufgesetzten Punkt, so hat
¢ die Bedeutung eines Beschleunigungspotentials der Stor-
stromung relativ zu einem korperfesten Bezugssystem. Ins-
besonders erhalten wir analog zu (1.7)

1 (- 1 r-
o= 1 j 6Gas — -1 J’ 4 Gav (1.12)
S, So

mit o=(m und —q=(Vm. (1.13)

Schiffstechnik Bd. 7 — 1960 — Heft 38

2. Die Intregalbedingung riiumlicher Dipol-
verteilungen

Wenn die Stérstromung — “/¢; in V aus der Belegung o
auf S und der Quellverteilung g in V erzeugt wird, wenn also

. 1 )
Vo=V J 6GdS + /- - qudv (2.1)
S S,
gill, so folgt daraus wegen (1.8), (1.9), (1.5) fiir die innere
Relativstromung Byei; = — i die Beziehung

Bl'vli

1 o
gy + 7t j (0 Bre) G —7 j(v%mi) GdV .
S() ‘U

(2.2a)

Schon unter der schwachen Voraussetzung, dal q = (VB

beschrinkt und integrierbar ist, kann gezeigt werden, daB der

letzte Summand von (2.1) bzw. (2.2a) in V gleichmafig stetig

ist, und daB die “/-Operation mit der Integration vertauscht

werden darf {3]. Wegen (1.10) folgt, daB bei Erfiilllung von
(2.2a) die duBere Stromung

1 1
By = W + 7 (0B 65— 7 [ (7Bra) G4V
0
’ (2.2h)
die Bedingung (B,,n) = 0 erfiillt und damit die gesuchte
Relativstromung auBerhalb des Korpers durch (2.2b) dar-
gestellt werden kann; iquivalent zu (2.2b) ist

B = W +V !’”j‘ (Bre; V) GdV, (2.2¢)
Se

wobei Bey; hier die Dipolverteilung m* = — B,y; bestimmt.
Alle Dipolverteilungen m, welche einer inneren Strémung
Brel; entsprechen, welche (2.2a) geniigt, wollen wir im fol-
genden mit einem * kennzeichnen. Die Verteilungen sind
durch die Bedingung (1.11) charakterisiert.

Als Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe existiert
nun insbesondere eine Fortsetzung ¢,; von ¢ in V, fiir welche
Agy; = 0 gilt und damit auch q = (VBrey) verschwindet.
Die zugehdrige Dipolverteilung m * geniigt dann der Glei-
chung

m¥ = __18 ,+ ! \V4 j (m, *n)GdS . 2.3)
S,

Durch skalare Multiplikation mit n folgt daraus fiir die Quell-
belegung o, = (m *n) die Integralgleichung

1
0y = — W,y + (7) - j 0,GdS  (2.4a)
S
o
wobei im zweiten Summanden der Grenzwert des Gradienten
bei Annidherung von innen zu verstehen ist; wegen (1.10)
konnen wir gleichwertig schreiben

1
6, = —u.y + @V): rrjoo Gds + -2 (2. 4b)
Se 2
wenn wir jetzt den Mittelwert des Gradienten bei Anniherung
von beiden Seiten verstehen wollen.

Der Typ der Integralgleichung (2.4b) ist im Rahmen der
klassischen Potentialtheorie eingehend untersucht worden (3],
{5]. Es wurde gereigt, daB die zugehorige homogene Glei-
chung keine nichttriviale Losung zuliBt, und daB der drei-
fach iterierte Kern beschrinkt ist und damit die Gleichung im
Anwendungsbereich der Fredholmschen Theorie liegt.

Wegen der singuliren Stelle des Kerns an der Stelle R = 0,
dem Sprung des Gradienten auf S und wegen der Notwendig-
keit der Integration iiber gekrimmte Flichen ist die Integral-
gleichung (2. 4b) nur schwierig mit numerischen Methoden zu
behandeln. Es wird deshalb im folgenden eine Integralglei-
chung fiir eine rdumliche Dipolverteilung im Inneren auf-
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gestellt und auf ihre Lésbarkeit untersucht. Wir werden spi-
ter sehen, daB die Losungen dieser Gleichung sich auch da-
durch vor Oberflichenquellbelegungen auszeichnen, da sie
unmittelbar die Berechnung aller Kraftwirkungen auf den
Korper gestatten.

Wir gehen aus von einer Betrachtung der Integralbedin-
gung (2. 2a), welche fiir die Dipolverteilung m* lautet

m* = I,y + V ‘l‘fm* w Gas — 1L [ (7w cav
So lSo

(2.5)

Diese Gleichung laBt sich unter Abspaltung der Singulari-

tiit bei R = 0 so umformen, dafl rechts ein Gebietsintegral

iiber V auftritt. Der Term, den wir als Beitrag der singuliren

Stelle dem Volumenintegral hinzufiigen, héngt dabei ab von

der Wahl des Umgebungssystems mit dem wir die Stelle
R = 0 von der Integration ausschlieBen.

Betrachten wir vorerst als Umgebungen U, eines inneren
Punktes r kugelférmige Bereiche R <<t mit Oberfliche S,
und untersuchen den Ausdruck 1/S,V f (an) GdS, fir den
Fall, dal a ein in U, konstanter Vektor ist. Bei Einfiihrung
von Kugelkoordinaten R, ©, ¢ bzw. Polarkoordinaten R, O,

- wobei der Winkel © gegen die Richtung von a gemessen

.rd, so daB (an) = |a|cos @ gilt —, folgt mit G = 1/R
bzw. G = In 1/R

1 V (an) GdS, u[v]=f-1-—cosesin0dﬁdq) (2. 6a)
S, 47
bzw. =la|n L cos B db (2. 6b)
2
unabhidngig vom Radius €; es ergibt sich dann
]
; - VJ' (an) GdS, = - . fj‘cosz BsinB®dO = da  (2.7a)
o 2
o
2
1
bzw, -—- Vj (an) GdS, = »CLJ‘cos’ 0dOe = ta. (2.7b)
Se 2n
0

Wenden wir die \/-Operation nicht auf die Koordinaten
des Aufpunktes r, sondern die des Punktes v’ an, iiber den
integriert wird, so haben wir, da G eine Funktion der Koordi-
natendifferenzen von t und t’ ist, auf den rechten Seiten von

7a,b) das Vorzeichen zu wechseln, wir erhalten

1 a
[ em veas = 2.70)
Se D
wenn D die Dimensionszahl, d. h. 3 bzw. 2 ist. Wenn m* in
U, nur linear von m,, dem Wert fiir R = 0, abweicht, ver-
schwindet aus Symmetriegriinden der Beitrag dieser Abwei-
chung, fiir eine allgemeine Verteilung m* gilt damit
1 m
"“J M*n)VGdS, = — 2 4+ 0 ().  (2.8)
Se D
Wenden wir jetzt den Satz von Gauss auf die rechte Seite

der Gleichung (2.5) und auf das Gebiet zwischen S und S.
an, so ergibt sich

S
*
m* = TR n;) TS {(‘"*V)v GaV —

S0 s

S
- 55 j(Vm*)vch + 0@ 2.9)

bzw. bei Grenziibergang £¢—0
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s
m¥* 1
e § m*¥7)VGdV,  (2.10)
D]

wobei das Symbol ¢ in Analogie zum Cauchyhauptwert den
Grenzwert des Integrals bei Auslassung kugel- bzw. kreis-
formiger Umgebungen der singuliren Stelle R = 0 bedeutet.

Den Kern der Integralbedingung (2.10) konnen wir nach
Durchfiihrung der Differentiation als Dyade ausdriicken. Sei
t° der Einheitsvektor der Richtung vom Punkt r zum Punkt
t', so finden wir fiir den Kern die Darstellung:

—(VVG) = (V li::_l): ;16 (I—D(°r)) @11

wenn die fettgedruckten Klammern () die dyadische Ver-
kniipfung darstellen und I der Einheitstensor ist.

3. Die Umstromung eines bewegten Ellipsoids

Im Falle eines Ellipsoids, das sich gegen ruhende Grund-
stromung bewegt, wurde das Potential der Storstrmung von
Clebsch explizit angegeben {7}, [19]. Fiir Bewegung lings bzw.
um eine Hauptachse erscheint es als Produkt einer Funktion
der elliptischen Koordinate A und einem Monom der karte-
sischen Koordinaten beziiglich der Ellipsoidhauptachsen. Eine
vektorielle Darstellung der Umstromung wird daraus im fol-
genden entwickelt:

Es seien a, b, ¢ die Halbachsen des Ellipsoids, x, y, z die
entsprechenden kartesischen Koordinaten des Aufpunktes P
beziiglich des Mittelpunktes. Das konfokale Ellipsoid durch
P mit Halbachsen A, B, C bestimmt die elliptische Koordi-
nate A von P als Differenz korrespondierender Halbachsen-
quadrate:

A=A%?—a?=B2 b2 =(C2 2, (3.1)
Fiir Translation mit ¢ lings der a-Achse lautet das Geschwin-
digkeitspotential, wenn t, der Ortsvektor vom Mittelpunkt
aus ist:

A BC
¢=—38 S350 {ery) (3. 29)
2-—a(a,b,c)
und fiir Rotation mit ® um diese Achse gilt
a(C,A,B)—a(B,C A
gy SCAB—BOA

2——E{u(c,a,b)——a(b,c,a)}

hierbei ist & = :;:—; das Verhiltnis der Volumina der Ellip-

soide und
bt + ct
E=21%, 3.3)
b2 — ¢
die Funktion o dreier Argumente ist gegeben durch
d
o(x,y,2) = xyz | ——- . (3. 4a)
(x2+ )Y (y2 + 1) (22 + Wy
(¢}
Im ebenen Fall gilt mit y— oo
22
a(x,00,z) = -———, (3. 4b)
x+z

Die Bildung von V¢ erfolgt nach der Produktregel, wobei
einmal V/ in kartesischen, einmal ¥/ in Ellipsoidkoordinaten
zu bilden ist. Der Gradient von A verlduft in Richtung der
Normalen, als MaBstabsfaktor ist die partielle Ableitung nach

A noch mit U~=-— LN
1 3r/3h]

Nun gilt fiir die Normale n des Ellipsoids mit Halbachsen
ABC in P (¢, ® in A-Richtung)

-zu multiplizieren [12].
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(en) = {243} U e, (3.58)
(@t = LU (i—i)lml (3.5b)
2 ¢ B

c B B¢
wenn_l:0 der an der x, y-Ebene gespiegelte Vektor ¢, ist, d. h.
—t‘:, habe die Koordinaten x, v, -z.

Unter Ausnutzung dieser Relationen erhalten wir fiir die
Translation

—_— = ——
ve 2-—a(a,b,c)

und speziell auf der Oberfliche S des umstromten Ellipsoids

- z 1 1 B + Ct
(wr,n) = “)2'— U< + ) o] = (wr,m)  (3.5¢)

[2 () n—a(A,B,C)c] (3.6a)

—Ve=—ke+ (1 +k,)(n)n (3. 6b)
mit k, = M 3.7
2—a(a,b,c)

woraus die Erfiillung der Oberflichenbedingung (Vogn) =
— (en) ersichtlich ist; man erkennt k, als MaB der , Uber-
geschwindigkeit auf der durch (cn) = 0 gegebenen Haupt-
spantellipse.

Fiir die Rotation erhalten wir

_ 8
—Ve 2———E{u(c,a,b)——-u(b,c,a)}

[2 (wr,n) n—

—{a(C,A,B)—a B,C, A)} [or,] ] (3.84)

und speziell auf S
— Vg =—Ek, [or,] + {1+ E*Kk’} (wrn) n (3.8b)

. a(c,a,b)—a(b,c,a)
E{2—E{a(c,ab)—a(bec,a)}}

mit k, =

Unter Beriicksichtigung von (3. 5¢) erkennt man, da8 (3. 8b)
die Oberflichenbedingung (\/gn) = — (0t n) erfiillt; k. be-
stimmt die relative Umstromung auwf der durch (or,n) =0
gegebenen Aquatorellipse.

Durch Vergleiche der Formeln (3.6a) und (3.6b) bzw.
(3.8a) und (3.8b) erkennt man, dafl auBerhalb jedes kon-
fokalen Ellipsoids die Umstromung dieselbe wire, wenn sich
dieses Ellipsoid als starrer Korper mit der korrespondieren-
den Translationsgeschwindigkeit
1 2—a(A,B,Q .

8 2—a(ab,0)
bzw. mit der korrespondierenden Winkelgeschwindigkeit
P _l-z—E{a(C,A,B)—-u(B,A,C)}m

8 2—E{a(c,ab)—a(b,ca)}

bewegt; es folgt daraus ganz allgemein, daB wir zu jeder Sin-
gularititenverteilung im Inneren des Ellipsoids eine kor-
respondierende auf einem kleineren konfokalen Ellipsoid an-
geben kinnen, welche dieselbe Umstromung von S erzeugt,
insbesondere kénnen wir zu jeder Volumendipolverteilung
eine entsprechende auf der Zentralellipsenfliche angeben.

Die Darstellungen (3.6b) und (3.8b) machen es einfach,
die Quellbelegung o, auf der Korperoberfliche und die zu-
gehirige der Integralgleichung (2.3) geniigende Dipolvertei-
lung m,* zu finden. Wenn wir setzen

— Vi = —kt (3.11a)
- vcpl =—E kx, [(1)1:0] (3 llb)
d. h. wenn wir die zweiten Summanden von (3. 6b) und (3. 8b)
im Inneren fortlassen, so ist diese Strémung divergenz- und

rotationsfrei und ihre tangentialen Komponenten fallen auf
S mit der duBeren Stromung zusammen; dadurch ist die innere

3.9

¢ =

(3.10a)

(3.10b)

bzw.
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Stromung eindeutig bestimmt. Die Ergiebigkeit der Quell-
belegung ergibt sich aus der Differenz der Normalkomponen-
ten zu

o, = {1 + k,} (tm) {3.12a)
g, = {1 + E2k,’} (or,m) (3.12h)
sie ist also beim Ellipsoid den Normalkomponenten der Kér-
perbewegung konstant proportional.

Fiir die Dipolverteilung ergibt sich aus (3.11a), (3. 11b) und

(2. 4a)

bzw.

m*=rc+ k¢ (3.13a)

bzw. m* = [or] + Ek,  for,}. (3.13b)

Wegen (2.4c) erfiillen iibrigens auch die Dipolverteilungen

m = {1+ E2k,’} [or,] (3. 14a)

und m= 1 {1+ Ek,) [ory) (3. 14b)
E

sowie geeignete Linearkombinationen die Bedingung (nm)
= g, und leisten damit die Erzeugung der Umstromung; da
sie jedoch nicht unmittelbar die von ihnen induzierte innere
Relativstromung erkennen lassen, sind diese Verteilungen fiir
die Untersuchungen von Kraftwirkungen weniger geeignet,
wie wir spiter erkennen werden.

4. Der Formtensor und seine Bedeutung
fiir das Geschwindigkeitsfeld

Wir haben im letzten Abschnitt die Darstellung der Um-
stromung der Ellipsoide ausfiihrlich behandelt, um einerseits
an einem Beispiel die Bedeutung der Gréflen o, und m * zu
zeigen, andererseits aber auch um herauszustellen, dafl beim
Ellipsoid besonders einfache Beziehungen erfiillt sind, wo-
durch iiberhaupt die Auffindung des Geschwindigkeitspoten-
tials und seine Darstellung durch explizite Funktionen der
Koordinaten mdglich wird. Diese Sonderstellung der Ellip-
soide macht sich speziell bemerkbar bei der Untersuchung der
Integralgleichung (2.3) fiir die Dipolverteilung m*, wenn wir
den Fall konstanter Relativstromung B, betrachten.

Setzen wir in diese Gleichung die Losung (3.13a) ein,
ndmlich

m* = {1 +k }c (4.1

welche wir fiir die Translation des Ellipsoids lings der

a-Hauptachse gefunden hatten, so erhalten wir die Identitdt

{1 +kx}cEc——£zﬂ(~‘j(m)v —;—dS 4.2)
x

wobei iiber die Ellipsoidfliche S integriert wird. Diese Rela-
tion muf nun aber, da m* im Inneren konstant ist, unabhin-
gig sein von der Lage des Aufpunkies v, von dem die Distanz
R gemessen wird, solange ¢ im Inneren bleibt. Nach der Um-
formung

o

(= _LJ )V - ds (4.3)
R

1+ Kk, 47
1dBt sich die rechte Seite darstellen als Produkt von ¢ mit
dem Tensor

1

- y (VG, w) dS (4. 4)

S

der durch Integration der Dyade (\/G,n) iiber die Kérper-
oberfliche entsteht mit G = 1/R. Wir erhalten

_‘>k_x__. c= Ac

1+ ky
Der Tensor A wurde von Rubbert [14] im dreidimensionalen
Fall als Formtensor des Korpers — beziiglich des Aufpunk-
tes t — eingefithrt. Liegt nun ¢ in Richtung der b- hzw.
c-Achse, so gilt analog

(4. 5a)
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—T = At (4.5b)
1+k,
k,
bzw. e c=Ac (4. 5¢)
1+k,

wobei die GriBen ky, k, sich aus dem Ausdruck (3.6) mit
(3.3) durch zyklische Vertauschung ven a, b, ¢ bilden. Aus
der Orthogonalitit der Hauptachsen des Ellipsoids folgt, daB
A ein symmetrischer Tensor ist — wie Rubbert auch allge-
mein gezeigt hat — und daB seine charakteristischen Zahlen
A, Ao und Ay gegeben sind durch
,.,LFL, = Ak_Y_ Ay =
1+ ky 1+ ky 1+k,

Wihrend bei allgemeinen Korpern der Formtensor A stets
von der Wahl des Aufpunktes r abhingen wird, mul er nun
wegen (4.5a, b, c) bei Ellipsoiden und ihren Entartungen, den
unendlichen langen elliptischen Zylindern, konstant sein. Dies
1l@Bt sich fiir die Kugel — nach einer Berichtigung von Rub-
berts Berechnungen — und fiir den Zylinder rechnerisch
verifizieren; und zwar gilt hier A = 1/DL

ky

by = 4.6)

Die Summe der charakteristischen Zahlen, d.h. die Spur
von A, ergibt sich als Skalarprodukt der dyadischen Fak-

orén zu

1
spur {A} = ——S—J mYG) dS 4.7
o
Liegt r im Inneren, so ist der Beitrag einer Umgebung U, von

r aus der Integration auszunehmen, es gilt wegen /G =
n a~G = — _—1—~—n auf S, dann
R RD?
1
spur {A} = —? J‘ (HVG) dS. = 1.
0

(4.8a)

Dieses von Rubbert aufgestellte Spurtheorem gilt also auch im
zweidimensionalen Fall.

Liegt der Aufpunkt nicht im Inneren, so folgt

spur {A} = — —glﬁ J AGdV =0 (4.8b)
o
Durch Einsetzen von (4.4) erhalten wir mit 23,;, = — ¢ aus
(2.4) die Beziehung
m* = ¢ + Am* 4.9
woraus bei Existenz des Inversen
m¥ = ([—A)1¢c (4.10)

folgt.

Indem wir nun diese Darstellung des Dipolvektors in

1
Vo= . (m* n) GdS @.11)
0
einsetzen, erhalten wir durch
Vo = Ay (I—-—A)"‘lt (4.12)

eine direkte Darstellung von V¢ durch den auBerhalb von
S ortsabhingigen Formtensor Ag und seinen Wert A
im Inneren.

Der Kelvinimpuls 3y, dargestellt durch

J=—JfoVeadv (4.13)

(vgl. 8.9a) erlaubt somit beim Ellipsoid die Darstellung
J=—A(@—A)'c[odV

welche auf anderem Wege von Rubbert gefunden wurde. Die
Formeln (4.10), (4.12) und (4.13) gelten offenbar fiir die
Translation aller Korper, fiir welche der Formtensor, wie
beim Ellipsoid, vom Bezugspunkt unabhingig ist. Die Inte-
gralgleichung (2.4) wird dann durch die Losung der linearen
Vektorgleichung (4.9) befriedigt, so daB (4. 10) eine ridumlich
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konstante Losung ist; umgekehrt folgt, daB A konstant sein
muB, wenn (2. 4) fiir beliebig gerichtete ¢ sich durch konstante
Dipolverteilungen m* befriedigen 1i8t.

Rubbert hat die Relation (4.13) fiir allgemein geformte
Korper hergeleitet und kommt dadunch zu einer Einteilung
aller Korper in Klassen, die beziiglich ihres Trigheitsverhal-
tens durch je ein Hquivalentes Ellipsoid vertreten werden
konnen. Die Relation (4.13) kann nun aber nur gelten fiir
Kérper, deren Formtensor konstant ist, da andernfalls eine
Abhidngigkeit des koordinaten invariant definierten
Kelvinimpulses von der Wahl des Koordinaten-Anfangs-
punktes folgen miiite. Im allgemeinen Fall liegt eine Unab-
hiingigkeit des Tensors A von T aber nicht vor, was man z. B.
im Falle eines Wiirfels einfach feststellen kann.

5. Wege zur numerischen Behandlung
der Dipolverteilung

Es wird im folgenden versucht, die Integralgleichung (2.10)
* 1

mt = 9B, + l‘.‘ﬁ___g_gﬁ (M*7) VGV (5.1)
(]

durch ein lineares Gleichungssystem fiir die Dipolverteilung
m* zu approximieren, indem das Integral durch einen geeig-
neten Summenausdruck ersetzt wird, der nur den Wert von m*
an gewissen Punkten enthilt. Die Verwendung einer Quadra-
turformel, etwa der von GauB, verspricht hier keinen Vorteil,
da der Integrand entweder nicht beschrinkt oder, falls wir
ihn in einer Umgebung der singuliren Stelle gleich Null
setzen, nicht mehr stotig ist. Wir werden stattdessen das
Kérperinnere in eine Anzahl von Zellen unterteilen und fiir
den Beitrag dieser Zellen zum Integral angendherte Ausdriicke
so festsetzen, daB die Summe der Beitrige mit zunehmender
Verfeinerung der Unterteilung gegen das Integral konvergiert.
Bei vorgegebener Zellenzahl wird dann die Giite der Approxi-
mation wesentlich abhingen von der Wahl der Zellen und der
zugehorigen Ausdriicke.

Wir kamen von (2.5) zur Integralgleichung (2.10) durch
Betrachtung eines Systems konzentrischer kugelférmiger Um-
gebungen U, vom Radius € der singuliren Stelle R = 0.
Wihlen wir fiir die Umgebungen eine andere Form, etwa die
eines Wiirfels, so wird der Grenzwert des Volumenintegrals
i. a, anders ausfallen, d. h. es muB ein anderer Term ergiinzt
werden, um die Integrale in (2.5) zu ersetzen.

Fiir jede Umgebung U, mit Oberfliche S. und maximalem
Durchmesser 2 e gilt gleichwertig mit (5. 1)
s

l—j m*Y) V GdV 4
¢ s

m* = mrel———

S
+V —Sl— j (m* n) GdS, — —Sl— j‘ (Vm* GdV  (5.2)
(1) o

und bei Stetigkeit von m* folgt daraus
s

Sl ~[(m'V) VGdV + Am* + 0 () (5.3)
¢ S

wenn A der — ihnlichkeitsinvariante — Formtensor des Um-
gebungssystem ist; wir erhalten damit nach Grenziibergang

m* = 2:Brel—‘

s
1
m* = — W + Am* —lim,,, “g“‘j‘(m'V) VGdV (5.4)
o s‘
In dieser Formel offenbart sich eine Bedeutung des Form-
tensors im kleinen: Der Unterschied der Ergebnisse verschie-
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Translation, Quellbelegung
auf Oberfiliche

Translation, Quellbelegung
auf konfokalem Ellipsoid

Rotation, innere Stréomung Rotation, Quellbelegung auf

konstanter Wirbelstirke, Oberfliche
Quellbelegung auf der m ~ [oF]
Oberfiiche
m a [ml“)]

Rotation, Quelibelegung auf
konfokalem Ellipsoid
dener Grenziibergiinge fiir das Volumenintegral an der singu-
ldren Stelle driickt sich im Unterschied der Formtensoren des
benutzten Umgebungssystems aus.

Fiir kugelformige Umgebungen ergab sich
1
= —1 (5.5)
D
Aus dem Spurtheorem (4. 8) folgt, dafl diese Relation auch
fiir alle Korper mit den Symmetrieeigenschaften des Wiirfels
— und des Quadrats im ebenen Falle — gilt.
Bei Einteilung des Korpers in N kugel- oder wiirfelihnliche
Zellen kommen wir damit zu dem Ansatz:

1
mg* = — I, + Hmk'—“’"l“’ EKEI (m*V) VG
K=1,...N

o
wenn g; das Volumen der i-ten Zelle und nm* der Wert im
Zellenmittelpunkt r; ist; explizit lauten diese Gleichungen mit
Rix = |5 ;—rk| und D=2 bzw. 3

(5. 6)

mg* = — Wy + - "‘K‘ + 2 Pg

2 Rix—@+2 {RiKz m*

—D (m;, € —rg) {ri_ rK}}
14K

6.7
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Es gibt noch eine andere Méglichkeit, die Integralglcichung
(5.1) anzundhern, die sich von der Formel (5.6) wesentlich
unterscheidet. Wir haben gesehen (3.13), daB fiir Ellipsoide
die Integralgleichung im Falle konstanter Anstromung durch
eine rdumlich konstante Dipolverteilung m* befriedigt wird.
Gehen wir von der Annahme aus, daB sich die Komponenten
von m¥ im Vergleich zu den iibrigen Faktoren des Integranden
in einer Zelle nur wenig #ndern, so liegt es nahe, fiir eine
Zelle zu setzen

- j (m*V) VGAV, = m* *‘S‘l“ j (VVG)av; = Ay my*

(5.8)

wobei m;* der Wert von m; im Zellenschwerpunkt und Ay
der Formtensor der Zelle beziiglich eines Aufpunktes ry ist;
— diese Ersetzung rechtfertigt sich durch den Mittelwertsatz
der Integralrechnung.

Wir erhalten damit das Gleichungssystem

N
mK*z_‘QBre]-{-leiKml K=1....N) {(5.9)

Da der Formtensor des Gesamtkdrpers gleich der Summe
der Formtensoren der Korperzellen ist, ergibt sich, dafl {fiir
Ellipsoide mit — ¥, = ¢ dieser Ansatz stets exakt erfiillt

wird von der Losung m* = -——- - ¢, und zwar unabhingig

D—1
von der Wahl der Zelleneinteilung.

Es ist deshalb zu vermuten, daB fiir ellipsoiddhnliche Kor-
per der Ansatz (5.9) bei gleicher Zellenzahl eine bessere An-
ndherung liefert als der Ansatz (5.6). Dafiir ergibt sich aber
die Schwierigkeit in der Aufstellung der Formtensoren fiir
die im allgemeinen nicht eben begrenzten Randzellen. Fiir
Quader- und Rechteckzellen 1d8t sich aber der Ausdruck fiir

den Formtensor in geschlossener Form gewinnen.

Betrachten wir nun den Fall eines Rechteckes und nehmen
wir an, daB der Koordinatenursprung im Aufpunkt liegt, fiir
den wir den Formtensor berechnen. Die Ecken des Rechtecks
seien durch die Wertepaare (x1, y1); (x2, y1); (x1, y2} und
(x2, y2) gegeben, es sei x2 = x1 und y2 >> yi. Zu betrachten ist
der Tensor

1 nt
=1 @9, (5.10)
R2
Sind i und | die Einheitsvektoren der x- bzw. y-Richtung, so
daB r = xi + yj gilt, so erhalten wir folgende Komponenten-
zerlegung von A

Yo
o 1 Xg Xy
A = (i) — {—v_~ A»~}dy
2nf yv: 4+ %ty x? +
¥i
X9
|
S R e e L
2 x? + Ygg X2 + Y12
X1
HG) (R
W+W y+n[
I x |
+(||) R e ¥ > {5.11)
2 ) I +y2 2 v:¢
X1
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Durchfithrung der Integration ergibt:

o 1 : :
A = (i) — ’arc tg Y2 are g ' are tg - Y2
2 ﬂ:] X9 Xg Xy Xy

1 ;
+ () — {arc tg —= —arctg * arctg
n

X
- L+ arctg A]} +
Yo Y1 Yo Y1

) 1
+ { (i) + (i)} 4 {0 {(v2? + x2) (s + %D}
T

—1In {(x + vy} (x2® + y2?) }} (5.12)

Die Faktoren von (ii) und (ij) entsprechen den Winkeln,
unter denen die Seiten des Rechtecks vom Aufpunkt aus ge-
sehen werden. Fiir ein Rechteck der Seitenlinge 2a, 2b ergibt
Einsetzen von {5.12) in (5.9) fiir die Komponente von my in
Anstromrichtung

N
(mgi) = (ci) + - - arctg - (mg i) + - (m; 1)
2n 15 l
—b— +b—
—arctg B 2T7VK 4 are tg - iTo YKl
K —a— g ——

N

arctg ——

J(Y1 ~i"b‘—yK)z + (xl”‘a_xK )((yl”‘b"‘_)'l\ 32+ (x4

1
[ m; i) In
+ D miy

Wegen der nicht eindeutigen Fortsetzung des Potentials ¢
in das Innere, aus der wir die Integralbedingung (5.1) ent-
wickelten, werden wir im allgemeinen nicht erwarten kénnen,
daB verschiedene Niherungsausdriicke fiir die rechte Seite
von (5.1) mit abnehmendem maximalen Zellendurchmesser
zu denselben inneren Strémungen fiihren; fiir unsere Auf-
gabenstellung ist es aber auch vollkommen ausreichend, wenn
die aus den approximativen Dipolverteilungen berechneten
Ausdriicke fiir die Kraftwirkungen bzw. fiir die #uflere Um-
stromung gegen die exakten Werte konvergieren.

Il. Kraftwirkungen

6. Der Euler-Druckgradient und seine
Transformation

Zur Berechnung der Kraftwirkungen gehen wir aus von der
Eulerschen Darstellung des Druckgradienten in kriftefreier,
“kompressibler Fliissigkeit {7]:

RV I Dy
0 Dt
welche den Gradienten des auf die Dichte ¢ bezogenen Druk-
kes p der substantiellen Beschleunigung des Fliissigkeits-
elementes gleichsetzt. Der Index ; bedeutet hier die partielle
Ableitung nach der Zeit in einem ruhenden Bezugssystem.
Die Gleichung (6.1) setzt voraus, dall die rechte Seite tat-
sachlich ein Gradient ist, d. h., dafl ihre Rotation verschwin-
det; andernfalls kénnte die Strémung nur unter dem EinfluBl
nichtkonservativer Krifte existieren. Bei Potentialstromungen
ist dies stets gesichert und der Druck kann sogar explizit
durch die Bernoulligleichung ausgedriickt werden.

=B, + (BVY) B {6.1)

Wir betrachten im folgenden einen Korper, der sich mit Ge-
schwindigkeit ¢ seines geometrischen Schwerpunktes und Win-
kelgeschwindigkeit ® bewegt gegen ein Bezugssystem, in dem
(6.1) gilt; die Stromungsgeschwindigkeit relativ zum Kérper
ist dann

Brot = B —c— [o1] (6.2)
wenn t der Ortsvektor vom Schwerpunkt zum Aufpunkt ist.
Fiir die Rotation der Relativstromung gilt dann wegen

[Viot]] = o (Vi) — (@V)t =20 (6.3)
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(i — b — yi)? + (5 —a —x)?) ((y; + b—y)* +

die Gleichung
[VB,e) = [VB]—2w. (6.4)
Wir wollen nun die rechte Seite von (6.1) durch die Daten

der Relativstromung ausdriicken. Spalten wir diese Gleichung
auf in

I v B+ (¢ + [0r], V) B + (B,,V)B
0

(6.5)

so ergibt die Summe der beiden ersten Terme die Anderung
von B auf einem korperfesten Punkt, der dritte Term bringt
den EinfluB der Relativstromung. Die korperfeste Anderung
von B 1dBt sich nun andrerseits darstellen aus der Zeitablei-
tung der Relativstromung in korperfestem Bezugssystem, ihrer
Anderung infolge der Drehung und die Beschleunigung des
kérperfesten Punktes, so dal wir erhalten

(yi + b—yg)
(x; + a—xg)

- XK)2)} (5.13)
(x; + a-—xg)?)
K=1,...N)
B, + (c + [or], V) B =
=B + [0B) + ¢ + [o] + [0 [wr]] (6.6)

wobei ein aufgesetzter Punkt wie in (1.12) die Zeitableitung
in einem sich mit dem Korper stationdr bewegenden System
bezeichnet. Da weiter gilt

(‘Brelv) B = (erel)v {C -+ [ml‘] + %rel} =
= [(.U (IsreI] + (%relv) (Brcl (6- 7)
erhalten wir schliefllich
- \7 = (Brel + lelv drel + ¢+
e
oy ] o [or] + 2 [0 Byl - (6.8)

Wir sehen damit, dafl im bewegten Bezugssystem im Aus-
druck (6.1) noch die Beschleunigung des Korperpunktes gegen
das Ausgangssystem und die Coriolisbeschleunigung 2 [08,]

zur substantiellen Relativbeschleunigung i;rel hinzukommt.

Ist nun die Bedingung

[er(‘l [v%]] =0 (69)
erfiillt, so gilt wegen (6.4)
B, B
((Brelv) qsrel + [2 w, Qgl‘el] = v ( el rell (6 10)

und damit muBl auch die Summe der restlichen Terme von
(6. 6) einen Gradienten darstellen; da die Rotation von ¢, und
[ [wt]] verschwindet, muBl gelten

(V8] = — 20, (6.11)

und wir diirfen ein verallgemeinertes Beschleunigungspoten-
tial 1 einfithren durch

¢ + [0 [ot] + Brg + 1] = =V (6.12)
woraus dann folgt, dal
B
_VLZV ( ~rels rpl) vw (613)
e

Die Funktion 1 kann dann durch geeignete Wahl einer
additiven Konstanten so bestimmt werden, da8
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P Y — jgte\ ’ m:el)
0 2
gilt. Die Darstellung (6.14) fiir den Druck ist fiir die Berech-
nung der Kraftwirkungen auf den Kérper dadurch besonders
ausgezeichnet, daBl 1 eine stetige Fortsetzung in das Korper-
innere zulidBt, und daB der zweite Term wegen (B, n) =0
auf S besonders einfach umzuformen ist.

Wir werden im folgenden von der Relation (6.14) und da-
mit von der Bedingung (6.9) nur anf der Korperoberfliche
Gebrauch zu machen haben.

Im ebenen Fall miissen wir mit (6.9) verlangen, daB auf
S die Rotation der Stromung B verschwindet, sobald B,
=0 ist; im rdumlichen Fall brauchen wir nur vorauszuset-
zen, daB etwa auf S existierende Wirbel die Richtung von B
haben (Beltrami-Strdmung); sie verlaufen damit wegen
(Breyn) = 0 in der Oberfliche.

(6.14)

7. Kraft und Moment

Kraft und Moment, welche die Fliissigkeit als ,hydro-

dynamische Reaktion“ auf den Korper ausiibt, stellen sich
dar durch
P =—fpndS 1.1
M=_—fp[mnm)dS. (1.2)
Ist auf S (6.1 und {6.9) erfiillt, so konnen wir (6.14) be-
nutzen, miissen aber beachten, daB die @uBere Relativ-
stromung B, einzusetzen ist; wir werden dann (7.1) und
(7.2) aunsdriicken durch innere Relativstromungen, welche
durch Quellbelegungen o der Oberfliche und Quellverteilun-
gen q im Inneren erzeugt werden. Es gilt dann
on = %rel"" Qsl‘eli ’ (1.3)
Brey; = Bre + Vi (7.4)
in Analogie zu (1.2) die resultierende Relativstromung im
Inneren ist; (der Index ; wird im folgenden nur verwandt,
wenn eine Unterscheidung gegen die &uBere Stromung not-
wendig ist). Es folgt aus (1.2), daB 0 = — (nBy,)) wird. Da-
mit erhalten wir

((Brel (‘Brel) n o= (%reli 23rali) n
2 2

wenn

— (1Bre1y) Breyy —

—a (n‘Bmi) n -4 —9—,—— n.—o 1gl*eli
2 (1.5)

— Mﬂ n— (n Breli) mreli - —52,_— {%rel + %reli}

weiter ist nach dem Satz von GauB

j‘“{‘?ﬂ?@i‘)‘ ndS — y (“Breli) greli a8 =

= —J‘ﬁreli (Vﬁmli) av ""y[sreli [\793re1;]] dav . (7- 6)

so daB wir erhalten

J W—-—(q;wl B!ﬂl ndsS = ""j"l“ {ﬁtel + r‘Bl"ﬂi} ds —
2 2 (17

_—‘s.q ('Breli dVv + [2 (DJ‘gmli dv ] -j.[%reli [v%]] dv.

Setzen wir noch (7.4) ein, so ergibt sich hiermit

j‘@_m_;gﬂ ndS = __j'., B, ds__jq 9B, dV +
+ [2 m‘yﬁmli av ] —J[%mli (VB av +
+j —;— {V‘Pi + V(p} ds +jq‘7cm dv. (1.8)
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Die Umformungen (7.5) bleiben erhalten, wenn wir vekto-
riell von links mit dem Ortsvektor ¢ multiplizieren. AuBerdem
gilt analog (7.6), da [\/r] identisch verschwindet,

j &“;M ftn] dS “"J' (1 Breyy) [ Brey} dS =

—jq [rﬂreli] dv + J[‘f [%reli [v%reli]] ] dv (1.9
und wir erhalten in Analogie zu (7.7)

J..(_?_"QI_ZM [rn] ds = ""j\a [tmrell ds "'jvq [rmre\] dv —
—ZJ[I [@Brey]] dV — J [r [Brer [V%]]] v +

+ j‘o {r, Vo + Vg1 dS + Jq Ve dv. (1.10)

In den Ausdriicken (7.8) und (7.10) gelangt man zu einer
Vereinfachung, wenn man beriicksichtigt, dafl die wechsel-
seitigen Krifte zwischen zwei Quellpunkten denselben Betrag
und dieselbe Wirkungslinie, aber entgegengesetzte Richtung
haben. Deshalb (d. h. weil die Funktion G in (1. 7) eine gerade
Funktion der Koordinatendifferenzen ist) verschwindet a for-
tiori das Integral der Wirkung eines Quellsystems auf sich
selbst als Beitrag zu resultierenden Kraft- und Momentwir-
kungen. Es mufl also gelten

JoVgidS + foVedS+2fqVeg;dV=0 (7.11a)
JotrVelds + forVe)dS + 2 fq[rVg]dV =0
(7.11b)
d. h. die letzten Terme von (7.8) und (7.10) leisten insgesamt
keinen Beitrag.
Mit (7.4) gilt anch
%rel = mrel - V(P
Q;reli = mrel — vq’l .
Wir konnen dann wegen (1.12) v so zu einer Funktion v,
in das Innere fortsetzen, dafl y; = ¢ auf S gilt und
— V¥ = ¢ + [0 [oc]] + {0r] + By — V. (7.13)
Dann erhalten wir durch Anwendung des Satzes von Gaul}
auf (7.1) und (7.2) unter Beriicksichtigung von (7.8), (7.10),
(1.11a,b) und (7.13)
1) = IQ {%rel + (q}rel v) mrel + €t +2 [m%rel]} dv
— e [Bra [VB]] aV. (1. 14)

Der letzte Term driickt im ebenen Fall die Kraft auf eine
Wirbelverteilung nach Kutta-Joukowski aus.

(7.12a)
(7.12b)

Da nun
(VBal = VBl = —20 + [VE) (1.15)
ist, konnen wir dafiir vereinfachend schreiben
y di\‘i N
I’ = J.Q erel dav + j.Q (vmrel) (B“,] dv -+ ds (7. 16}
t

wobei (V1B,,)) den Ableitungsaffinor der ungestorten Grund-
stromung darstellt und J, definiert ist durch

Y, =focdv. (7.17)
(Wird nicht der Korper, sondern die ungestorte Stromung be-

schleunigt, so verschwindet d3,/dt; %,el nimmt mit I.BN, die-
selben Werte an.)

Fiir das Moment erhalten wir, wenn wir beachten, dai
(Vﬁrel) [tmrel] = (7- 18)
[rmrel] (v%rel) + [r’ (erelv) IBrel] + [(Brel wrol]

ist} auf analogem Wege
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¢ ‘J‘Q [l‘, 'I'Brel + (‘I}re] v) IBrel + [(l) [(ol:]] +
+ [mt t] + 2 [0 QSrel]} dv + j Q[q;relmrell dv —

'—59 [l‘ [qsrel [V(B]]] dv (7.19)

bzw.

M= JQ [rﬁ.rel] dv + J‘Q [r» (vmrel) (Brell dVv +

4D,
+ o +j9 (Bt Bror] AV (7.20)
wobei D, definiert ist durch
D, = f o[t [wr]] AV (7.21)
so dafl gilt
D .
Cld;x =D, + [0D,]. (1.22)
t

Durch die Formeln (7.16) und (7.20) sind Kraft und Mo-
ment ausgedriickt durch die ungestorte und die gestorte Rela-
tivstrémung im Inneren und die Trigheitsterme eines starren
" orpers der Dichte @.

8. Kelvinimpuls und Kelvindrehimpuls

Im folgenden wollen wir Kraft und Moment ausdriicken
durch die ungestérte Grundstrdmung und die Stérstromung
— V@; wir benutzen dazu die Relationen (6.2) und (1.2),

d. h.
KBrel = mrel _ V(P (8- 1)
mrel =W—c— [or] . (8.2)

In Abwesenheit des bewegten Korpers ergibt die Druck-
integration iiber S mit \/¢ = 0 nach (5.1) die Kraft

Pw = [ e, dV + [ o (IBV) Bav (8-3)
und das Moment
My = feltBJdV + folr, (BV) B)dV (8.4
da weiter gilt
((Brelv) II“ml = (%relv) (m—“ ¢ — [wr])
= (erelv) ! [(D %rel] (8 5)

erhalten wir durch Einsetzen von (8.1) und (8.2.) in (7.14)
P=Py—feVodV—[ofeVedV]
—fo (VeV)Wdv. (8.6)
Bei Herleitung der entsprechenden Formel fiir das Moment
aus (7.19) ergibt sich unter Benutzung der Jacobi-Identitit
[Volwt] + [0 [rVel] + [t [Veo]] =0 (8.7)
auf analogem Wege
M =My —fotV§)1dV —fo[o [rVe]] dV
—[cfoVedV] —[e[r, (VoV) ] dV — fo [Ve, ] dV
(8.8)
In diesen Formeln empfiehlt sich die Einfithrung der GréBen

Sk = —JoVedv (Kelvinimpuls) (8.9a)
und Dy = —forVe]dV (Kelvindrehimpuls)  (8.9b)
Durch Einsetzen erhalten wir

P =Py + 3 + (03] —fo (VeV)BdV  (8.10)

M =My + Dy + [0Dy]
+ (3] —Je [r, (VoV) B dV + feo (BV¢] dV 8.11)

Die Formeln lassen erkennen, dal das dynamische Verhal-
ten des Korpers in ruhender Grundstrémnug (38 = 0) durch
die KelvinimpulsgroBen und ihre Zeitableitungen bestimmt
wird. Von Kirchhoff [7] wurden in diesem Falle die Gleichun-
gen (8.10) und (8.11) gewonnen aus Energieansitzen, wobei
3k und Dy definiert waren durch
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I = —fopndS (8.12a)
Dy =—foglm]dS (8.12b)
Eine Deutung dieser GroBen als Impuls bzw. Drehimpuls der
— unendlich ausgedehnten — Fliissigkeit, welche den Kéorper
umgibt, ist nur moglich bei Wahl spezieller Grenziiberginge
bei der Ausdehnung des Integrationsbereichs, wie Tollmien
gezeigt hat [1], [17]. Die Einfilhrung innerer Strémungen
als Hilfsmittel unserer Untersuchung erlaubt die Deutung
(8.9a, b) als ImpulsgriBen der Strémung im Inneren.
Fiir das Ellipsoid in Translationshewegung lings der
a-Achse ergibt sich aus (2.11a)
3k=——kxc."9dvi ®k=0
und damit P=—XkcodV
Bei Rotation um dieselbe Achse wird
Sk =0, gk = "—IQEkx’ [r[or]] AV = — ok 0y
(8.15)

wenn ], das polare geometrische Trigheitsmoment beziiglich
der a-Achse ist.
Es ergibt sich weiter
M=—KowJ: (8.16)
Aus (8.14) und (8.16) wird die Bedeutung von k, und k,’ als
Koeffizienten von hydrodynamischer Zusatzmasse bzw. Zusatz-
trigheitsmoment ersichtlich.

(8.13)
(8.14)

9. Darstellung des Kelvinimpulses
aus Reihenentwicklungen des Potentials

Als harmonische, im Unendlichen verschwindende Funktion
gestattet @ in geniigend groSer Entfernung eine Entwicklung
nach negativen Potenzen der Distanz R vom Koordinaten-
ursprung; die Entwiklungskoeffizienten sind die Kugel- bzw.
Kreisfunktionen, welche die Darstellung auf den Flichen
R = const. leisten. AuBerhalb und auf jeder derartigen
Fliche, welche den Korper einschlieBt, ist ¢ regulir und die
Entwicklung gleichmaBig konvergent.

Das Flachenintegral, welches den Kelvinimpuls ausdriickt,
l1aBt sich nun auf die Integration iiber eine Fliache S, mit
R = const. zuriickfithren und damit in Beziehung setzen
mit den Koeffizienten der Entwicklung.

Es gilt nimlich, unabhingig vom Bezugspunkt des Orts-
vektors r,

JondSy —fr (nVe) dS, =

S
— [on dS—fr (") dS —frAq dV 0.1)
S

wie aus der Anwendung des Satzes von GauB auf die linke

Seite folgt. Weiter gilt aber, da auf S (Vo) = (n2B,,)) ist,

fr V) dS = fr (B m) dS =B, dV  (9.2)

und da weiter Ap auBerhalb von S verschwindet, erhalten wir

JondS =B dV + f{gn—r (nVe}dS, (9.3)

Im dreidimensionalen Fall konnen wir die Entwicklung
einsetzen

s 00
= S ge) + S R-&D Sy (¢, ©) 9.4)
v=2
im zweidimensionalen Fall
¢ = (A1 cos © + B, sin 9) ‘—1;{-1—
+ 2R (A,cosvO + B,sinv Q) 9.5

v=2
Beziehen wir den Ortsvektor r auf den Ursprung der Entwick-

lung, so gilt auf Sy
r = Rn

de¢
Vo) ={R —
t(n\Vg) ( SR)“

9.6)

und 9.7
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Da nun die Komponenten des Normalvektors Kugelfunk-
tionen erster Ordnung bzw. Winkelfunktionen der Elementar-
periode 2 x sind, leistet wegen der Orthogonalitiitsrelationen
der Kugel- bzw. Kreisfunktionen nur der zweite Term von
(9.4) bzw. (9.5) einen Beitrag zur Integration iiber Sy in
9.3). Dieser zweite Term ldfit sich mit Hilfe eines geeig-

1

neten Dipolvektors a ausdriicklich als ‘Sd (a\VG) und es wird
(]

unter Beachtung von (2. 7c) und (9. 7)

; j{mvc) n—t (1Y) @VG)} dS, = —DAa

Qa

- D = —aqa 9.8)
D
damit folgt aus (9.3)
JondS = a—f18,dv 9.9)
bzw. mit Q3rel =W, — Vo
B, dV = —a (9.10)

Der Kelvinimpuls wird also allein durch den Dipolterm der
Entwicklung bestimmt; die Beziehung (9.10) ist dquivalent
der Gleichung B,, = —m fiir kontinuierliche Dipolvertei-
lungen.

Die Beitrige der Entwicklungskoeffizienten von (9.4) zu
Kraft und Moment bei stationdrer Grundstrémung und
® = 0 wurden von Cummins berechnet, indem er das Poten-
tial der Grundstrémung ebenfalls nach Kugelfunktionen ent-
wickelte. Kraft und Moment erscheinen dann als Bilinear-
formen korrespondierender Entwicklungskoeffizienten des
Grundpotentials und des Stérpotentials. Fiir instationire
Stromungen 188t sich das Moment nicht mehr allein durch
die Terme dieser Entwicklungen ausdriicken.

10. Zusammenhang zwischen Kraftwirkungen
und darstellenden Singularitiiten

Nehmen wir jetzt wieder an, das Potential sei durch eine
Quellbelegung ¢ auf S und eine Quellverteilung q im Inneren
erzeugt. Wir haben (1.7), (1.8) gesehen, dal dann jede
Dipolverteilung m ebenfalls die Darstellung leistet, wenn nur
gilt 0 = (mn) und q = — (\/m). Auch in diesem Fall 1dBt
sich der Kelvinimpuls und damit weiter der vollstindige Aus-
druck fiir die Kraft in einfacher Form durch die Singulari-
titen ausdriicken. Es gilt

fonds = [V dV = fr mVg) dS —frApdV  (10.1)
und mit (Vg = o +nVeg) = ¢ + i) (10.2)
und Agp=—gq (10.3)
erhalten wir
foudS ={rodS + frq dV + [28,, 4V (10.4)
bzw. B, dV = —frodS —[rqdV (10.5)
und ausgedriickt durch die Dipolverteilung m wird
B, dV = —fmdVv (10. 6)
in Analogie zu (9. 10).
Aus (7.8), (7.11a) und (7.14b) erhalten wir
J Bret Bre) ndS = — J o8, dS —
2
»-j-q pitI dV~2{m,jrudS +j‘ rqdv] (10.7)

und fiir die Dipolverteilung durch Anwendung des Satzes von
Gaufl auf die hier auftretenden Oberflichenintegrale in (10. 7)

j(gﬂ?.@) ndS = — J‘(mV) B, dV-—2 [m,J‘de] .

2
(10. 8)
Damit driickt sich die Gesamtkraft (7.14) aus als
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P=g{—frodS—frqdV + 2o, freds +

d]
4 frqdV]— 0 T8, dS —fq 2B, dV} + dﬁg
t

(10.9a)
bzw.
. an
P = g {—fmaV + 2 [0 fmdV] —f(m7) B,y dV} + dJ°
t

(10.9b)

Aus (10.9b) seben wir, daB sich die Kraft aus jeder
Dipolverteilung m ausdriicken 1iBt, welche der Korper erzeugt.
Dasselbe 14t sich analog auch fiir das Moment bei Trans-
lation in stationdrer Relativstromung zeigen. Der Term
Jo (3,0 B3 dV in (7.19) 1Bt sich im Fall I, = —c ver-
mége (10.4), (10.5) durch die Singularititen ausdriicken. Im
allgemeinen aber diirfen die Substitutionen

Jo Byl dV = — fo [rm] 4V
.]‘Q [mrel erel] dVv = ”"j‘g [mtel m] dv

(10.10a)

und (10. 10b)

bei nichtkonstantem XB,,; in (7.20) nur durchgefiihrt werden,
wenn m= —B  ist, d. h. wenn m die Uberlagerung von
IB,,; mit einer Potentialstromung ist; d. h. aber, das Moment
kann im allgemeinen nur dann durch die Dipolverteilung m,
welche den Korper darstellt, ausgedriickt werden, wenn
m = m* der Integralbedingung (2.5) bzw. (2.10) geniigt.

11. Kraftwirkungen bei Kérperdarstellung
durch Distributionen

Soweit wir die Kraftwirkungen direkt durch die darstellen-
den Singularititen ausdriicken konnen, lassen sich unsere Er-
gebnisse unmittelbar erweitern auf den Fall, daff wir nicht
nur Quell-Senken- oder Dipol-Systeme, sondern allgemeine
Distributionen im Sinne der Theorie von Laurent Schwartz
[15] zur Erzeugung der StSrstromung zulassen. Ein einfaches
Beispiel liefert die Erzeugung einer Kugel durch einen dis-
kreten Dipol, welche man ansehen kann als Grenzfall kon-
tinuierlich belegter, konzentrischer innerer Kugeln gemil
(3.10), aber auch als Spezialfall der Entwicklungen (9.4)
bzw. (9.5) nach Differentialoperatoren héherer Ordnung,
welche sich auf einen Punkt konzentrieren.

Die Verallgemeinerung einer Formel, die fiir den Fall
stetiger Quellbelegungen q bewiesen ist, auf den Fall all-
gemeinerer Distributionen # ergibt sich aus einem Satz, nach
dem auf jedem kompakten Grundgebiet die Menge der be-
liebig oft differenzierbaren Funktionen — und damit erst
recht die der stetigen Funktionen — ,iiberall dicht liegt* im
Raume aller Distributionen auf diesem Grundgebiet. d. h., daf}
jede Distribution in ihrer Operatoreigenschaft beliebig gut
approximiert werden kann durch die Wirkung einer stetigen
Funktion. Folgern wir aus diesem Satz das Prinzip, da die
abgeleiteten Siitze Giiltigkeit behalten, wenn wir formal q
durch & ersetzen, so finden wir damit die Bestitigung von
Formeln, die fiir den Fall diskreter Distributionen héherer
Ordnung auf anderem Wege von Cummins gefunden worden
sind.

Der Darstellung der Storstromung durch eine Quellbelegnng
nach (1.7)

1
Ve = S VfqGdv (11.1a)
0
entspricht die allgemeinere Darstellung
1
Vo = o V8 Gdv (11.1b)

o
durch eine Distribution 4 — im Falle der kontinuierlichen
Dipolbelegung ist # = (m\/) einzusetzen.
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Die Differenz 8, zweier verschiedener Distributionen, die
auBerhalb des Korpers dieselbe Stérstromung erzeugen, mul
der homogenen Gleichung

sl V{8, GaV = 0 11.2)

(1)
geniigen fiir alle Punkte, welche auBerhalb von V liegen,

d. h. 8, muB in einem gewissen Sinne ,orthogonal®” sein zu
allen Funktionen G, welche in V beschrinkt sind.

Im Falle des unbewegten Korpers in stationdrer Grund-
stromung I8 erhalten wir aus (10.9a) fiir die Kraft die Dar-

stellung
P=—foqIBdV (11.3a)

welche der Formel von Lagally (6] in Anwendung auf die
kontinuierliche Quellverteilung q entspricht; fiir die Distri-
bution ® ergibt sich damit

= [0 #IB4V (11. 3b)

Erlaubt nun die Potentialstrémung w eine Darstellung durch
eine Distribution ¥, welche in V mit der Nulldistribution
identisch ist, falls also gilt

= L Vb, Gav’
S,
mit VAV’ =0
s0 wird der Ausdruck (11.3b) unabhiingig von der Wahl von 1,
wenn nur & gemiB (11.1a) eine Darstellung der Stérstromung
leistet; denn fiir jede Losung ¥, von (11.2) folgt aus (11.4)
durch Einsetzen

(11.4)

—fo 8, AV =10 {11.5)

d. h. die Distributionen ¥, welche als Lisungen der homo-
genen Gleichung (11.2) nur von der Kérperform, nicht von w
abhingen, leisten keinen Beitrag zu P.

Fiir das Moment gilt bei Quellverteilung g

M =-—foq[cIB]dV (11.6a)
damit fiir Distributionendarstellung
M= —JodrIB]dV (11. 6b)

wobei die Differentialoperatoren von # auch auf den Orts-
vektor t anzuwenden sind; I ist also im allgemeinen nicht
gleich dem Integral des Momentes der Krifte, die zu (11.6a)
beitragen. Fiir den Fall & = (mY/) finden wir unsere Formeln
7.16) und (7.19) mit m = —B_,,. Dem Ausdruck (11.6b)
ist offenbar nicht unmittelbar anzusehen, daB er fiir alle
Losungen ¢ aus (11.1b) denselben Wert darstellt.

Fiir den Kelvinimpuls folgt aus der Quelldarstellung (10.5)

Ik = fo B dV—JoqrdV (11.7a)
die entsprechende Distributionendarstellung
Sk = fe B, dV—Jodrav (11.7h)

Hieraus wird unmittelbar ersichtlich, daB nur Quell- und
Dipolsingularititen zum Kelvinimpuls beitragen.

Wir kénnen die Ergebnisse der Formeln (11.3b), (11.6b)
und (11.7b) in die Ausdriicke (8.10) und (8.11) fiir Kraft
und Moment einsetzen und erhalten damit

P=[oWB,dV + [#rdV + [0 f 8rdV] — [ ¢ @ IBAV

(11. 8a)

M = [ o [rIB,) dV — Dy — [0Dy]

—[od [rIB) AV + [c f BrdV]
wobei nur D, = — [ ¢ [tn} dS nicu direkt von ¥, sondern
von dem durch # erzeugten Potential abhiingt.

(11.8b)
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12. Schwach gekriimmte Strémungen

Wir wollen jetzt speziell solche Grundstrémungen B be-
trachten, welche im Bereich des Kérpers so schwach gekriimmt
sind, daB jhre Ortsabhiingigkeit linear angesetzt werden darf,
etwa in der Form

W=, +TIr. (12.1)

Dabei sei t der Ortsvektor beziiglich eines raumfesten Be-

zugspunktes, der momentan mit dem Schwerpunkt des be-

wegten Korpers zusammenfillt; dann ist I8, die ungestorte

Geschwindigkeit an diesem Punkt und der Tensor I' hat die
Bedeutung des Ableitungsaffinors:

I'= (V). (12.2)

Er ist fiir die betrachtete rotations- und quellenfreie Stro-
mung symmetrisch und hat die Spur Null. Es gilt dann

(@BY) B = 3B, + I'*r. (12.3)
Bewegt sich der Kérper mit ¢, so wird
By =W, —c+Tx (12.4)
Wy =—r¢, + I, (12.5)
Wir erhalten dann aus (8.10)

P="P, + J+ I (12.6)
mit P,=el'W, fdvV und J=—foVedV
und aus (8.11)

M =M, + Dy + ¢ —BB,, Il
—Je{lTVel— (s, Ve)}dv  (12.7)

mit M, = f[,T2c]dV und Dy =—fo[rV¢]dV
P, und I, entsprechen der ungestérten Strémung.

Das Potential ¢ der Stirstromung addiert sich aus den An-
teilen der Summanden von (12.4), d. h. es ist

P=9 + P1 (12-8)

wenn ¢, das Potential zur ortlich konstanten Relativstromung
B, —«¢, ¢; das Potential zur Grundstromung I't ist. Das
Potential ¢ entspricht dann der Funktion ¢, beziiglich der
Anstromung (12.5).

Wir nehmen nun insbesondere an, ¢ und ¢ seien Null und
alle die Vektoren seien klein gegen I8, in denen I als Faktor
auftritt; dann ist ¢; und ¢ von gleicher Ordnung klein gegen
®. Ordnen wir dann die Summanden von (12.6) und (12.7)
nach ihrer GroBenordnung, so erhalten wir

(‘p = FQBOIQdV + FSko + P:‘jkl (12.9)

wobei i, den Kelvinimpuls beziiglich ¢,, d.h. beziiglich
der konstanten Anstrémung B, darstelit. Der Term I' j,
entspricht dem Strémungsanteil I't und ist damit von klei-
nerer Ordnung als die ersten beiden Summanden. Verliuft
1B, in Richtung einer hydrodynamischen Trigheitsachse und
ist k, der zugehdrige Massenkoeffizient, so ist

Sko = ky I, fodV (12.10)

d. h. in erster Niherung erhalten wir ein Anwachsen der
wAuftriebskraft® P, um den Faktor (1 + k,) unabhiingig
von den Richtungen der Hauptachsen von T

Fiir das Moment erhalten wir
M = [, B,) +
+ BB, + § e {ITr, Vo] — [r,TV g1} dV +
+ S {(l', Vol — [, TVeq1} dV + f ¢ [r,T2r]qQV .
(12.11)

Der erste Summand ist auch bei riiumlich konstanter Grund-
strémung von null verschieden, solange nicht I3, in einer
hydrodynamischen Haupttriigheitsrichtung des Korper liegt.
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Die Terme der zweiten Zeile sind von erster Ordnung klein.
Bereits von Pistolesi [11] wurde gezeigt, daB neben dem ersten
von Tollmien angegebenen Term noch weitere von gleicher
GroBenordnung auftreten, welche sich nicht durch den Kelvin-
impuls ausdriicken lassen.

Wir sehen aber aus (3.11), da fiir alle Ellipsoide die
innere Stromung orilich konstant angesetzt werden kann, und
wegen der Wahl des Korperschwerpunktes zum Bezugspunkt
sehen wir unmittelbar, daB8 die Naherung Tollmiens

M = [Fxo + Jit» B} (12.12)
fiir Ellipsoide bis auf GrioBen hoherer Ordnung durchaus

korrekt ist.
(Eingegangen am 8. Mirz 1960)
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