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A. Einleitung

Eine eingehende Behandlung des natiirlichen, also unregelmédfigen
Seegangs und der daraus resultierenden Schiffsbewegungen ist erst
seit reichlich einem Jahrzehnt moglich. Das mathematische Modell
wurde von Pierson (1952, 1953, 1955) und St.Denis (1953) eingefiihrt.

Migt man die Erhebung { der Meeresoberflidche an einem bestimmten
Punkt und trégt sie iiber der Zeit auf, so erhdlt man die sog. See-
gangsfunktion {(t). Es ist dies eine zufédllige Funktion, d.h. unter
gleichen #uperen Bedingungen (Windstdrke, Windbahnldnge, geniigende
Winddauer) sind unendlich viele verschiedene Funktionen {(t) mog-
lich und gleich wahrscheinlich. Sie haben jedoch gewisse statisti-
sche Eigenschaften gemeinsam: z.B. sind die Funktionswerte normal-
verteilt mit gleichem Mittelwert und gleicher Varianz.

Man kann auch feststellen, daf die zu einer bestimmten Zeit an ver-
schiedenen Punkten des gleichen Seegangsfeldes gemessenen Erhebun-
gen { die gleichen statistischen Eigenschaften haben. Zufdllige
Prozesse, bei denen die Mittelwerte iiber die Zeit gleich denen iiber
die Glieder des Ensembles, d.h. iiber die verschiedenen Funktionen
zur gleichen Zeit, sind, heifen ergodisch.

In Wirklichkeit #@ndern sich die duBeren Bedingungen mit der Zeit.
Diese Anderungen gehen jedoch so langsam vor sich, daf man die
duperen Verhéltnisse meist iliber kurze Zeitabschnitte (ca. 1/2 - 1 h)
als konstant ansehen kann. Die wdhrend eines solchen Zeitabschnittes
gemessene Funktion {(t) kann man als Ausschnitt einer fiktiven, fiir
-m<L t< +o0 geltenden stationdren zufdlligen Funktion betrachten.

Khnliches wie hier fiir den Seegang gesagt gilt auch fiir die Schiffs-
bewegungen.

Eingehende Aussagen iiber solche zufidllige Funktionen und die Zusam-
menhdnge zwischen zwei solchen Funktionen kénnen mit Hilfe von
Spektren und Kreuzspektren gemacht werden. Uber einige dieser Aus-
sagen gibt die zusammenfassende Arbeit von Bartsch (1959) einen
guten Uberblick. Diese Arbeit wird hier als bekannt vorausgesetzt.
In der vorliegenden Arbeit wird nur auf die Bestimmung der Spektren
und Kreuzspektren und die damit zusammenhingenden Probleme einge-
gangen, da es dariiber keine deutschsprachige Literatur gibt.




Fiir das Folgende wird vorausgesetzt:

a) Der Seegang und die daraus resultierenden Schiffsbewegungen sind

stationdr und ergodisch.

b) Die betrachtete zufidllige Funktion, also die Registrierung des
Seegangs oder der Schiffsbewegung, hat den zeitlichen Mittelwert
Null.

B, Theoretische Zusammenhénge

1, Definition des Spektrums:

Wir gehen zunichst von einer reellen Funktion u(t) mit der Periode
2T aus und entwickeln sie in eine Fourierreihe.

u(t) = u(t+27) = Z: (a, .cosBEﬁ + b .singﬁﬁ)
mit T _jhnt
1
a_ = Re {-,I-,-fu(t).e T .dt}
T

T _;ont
b = -Im {%fu(t).e T .dt}
r

Man kann auch schreiben:

u(t) = u(t+21) = Z o .-cos(2EE — € )

mit o¢_ = a2 + b2 und € = arct 39
n - n n n - gan

Fiir den quadratischen Mittelwert der Funktion
2 1 ! 2
u“(t) =§,F[u (t).dt
-T

erhdlt man mit der obigen Fourierentwicklung

<o

21&):-%-20121

n=1

Der Wert ist unabhéngig von den Phasen €n* Der Beitrag, der von der

Komponente mit der Frequenz fn = %T zu diesem Mittelwert geleistet




12
wird, ist gleich 3%,

Fiir nichtperiodische Funktionen, d.h. Funktionen mit der Periode
T w0, geht die Fouriersumme iiber in das Fourierintegral

o]

u(t) =/ A(£) o127t g¢

-0
mit =)
A(R) = f u(t) e 120t 44
Diese Transformation existiert jedoch nur, wenn u(t) absolut inte-
grabel ist, also

/,u(t)] Jdt < oo

Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, ersetzen wir die Funktion u(t)
durch eine Teilfunktion uT(t) (im Angelsichsischen Truncated Func-
tion genannt), die so definiert ist:

uT(t) u(t) fiir |t]=T

0 fir |t] > T

Damit wird das Fourierintegral

o0 T
Ap(2) = /u,r(t).e'lz"“.dt =[ u(t).e~ 1278t 44
- -T

Nach dem Parsevalschen Theorem gilt

c© T oo
/ u2(t).dt = / u?(t).dt =/| Aq(£)| 2.az
-oo -T -

und, da IAT(I)}Z eine gerade Funktion ist,

T ©
/uz(t).dt = zﬂAT(f)] 2.ar
r 0

Fiir den quadratischen Mittelwert erhdlt man also
2 1 2 _ 1 2
uT(t) = -2-,i,-[u (t).dt = T/IAT(f)I .daf
-T 0

Im periodischen Fall tragen nur die Komponenten mit den diskreten
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Frequenzen fn zu diesem Mittelwert bei, und zwar %ci. Im nichtperi-

odischen Fall leisten alle Komponenten mit den Frequenzen zwischen
0 und c© einen Beitrag. Der Beitrag jeder Komponente ist infinite-
simal klein und betrigt | Ay(f)| %.ar .

Ldpt man T +co gehen, so ergibt sich

ETIRY 1 .2 TAp(0)] 2
u(t) = %Egﬁ u“(t) .dat = %_i;lgo/—r—.df
T 0

Die Spektraldichte ist nun definiert durch

2
| Ap ()] = 2
T 1 -i2nft
0

Der quadratische Mittelwert ist dann gleich dem Integral iiber das
Spektrum:

u2(t) = [ Suu(f).df (2)

0

Der Index uu weist darauf hin, dap das Integral gleich dem Mittel-
wert von u(t).u(t) ist.

Uber die eventuell auftretenden Schwierigkeiten bei der Bestimmung
des obigen Grenzwertes und die in diesem Fall zu beschreitenden
Wege kdnnen entsprechende Fachbiicher befragt werden (z.B. Bendat
(1958) S.44). Im vorliegenden Fall sind sie nicht von Interesse, da
das Spektrum nicht auf diese direkte Methode bestimmt werden soll.

Es sei daraufhingewiesen, daf hier nur positive Frequenzen betrach-
tet werden. Fiir den Fall, daf man auch mit negativen Frequenzen
rechnet, gilt

S u(*1) = 8,,(-1) = -%s

uu f)

uu(

Die Eigenschaften des Spektrums seien noch einmal kurz zusammenge-
fapt:

a) Suu(f) ist nicht negativ

b) Suu(f) ist unabhiingig von Phasenbeziehungen zwischen den Kompo-
nenten der Funktion u(t)




Ferner gilt: Suu(f) = 2%.S

au'®)
Um Schwierigkeiten und Mipverstdndnissen beim Studium der Literatur
vorzubeugen, seien einige kurze Bemerkungen gemacht:

In der elektrotechnischen Literatur wird das Spektrum 'Leistungs-
spektrum' genannt, da es die Leistung darstellt, wenn u(t) ein Strom
ist, der iiber einen Widerstand von 1 & flieft.

In der Seegangsliteratur hat der Name 'Energiespektrum' Eingang ge-
funden, da

-Lé-ﬂ/suu(f).df = Qgﬁ.uz(t)
Q

gleich der mittleren Energie je Flicheneinheit der Meeresoberflédche
ist, wenn u(t) die Seegangsfunktion bedeutet.

Diese unterschiedlichen Bezeichnungen stiften etwas Verwirrung. Da
die Spektraldichte die Dimension der Varianz der Verteilungsdichte
von u(t) multipliziert mit der Zeit hat, wdre es angebracht, das
Spektrum 'Varianzspektrum' zu nennen (denn es stellt ja die Vertei-
lung der Varianz iiber den Frequenzbereich dar), jedoch hat diese
Bezeichnung schon anderweitig Verwendung gefunden. Aus diesem Grund
wird hier nur die Bezeichnung 'Spektrum' verwendet.

Des weiteren ist Vorsicht geboten, da verschiedene Autoren nicht
nur unterschiedliche Bezeichnungen sondern auch verschiedene Defi-
nitionen benutzen, z.B.:

Bartsch r(f)

Rice w(f)
Schlitt S(f)
Tukey P(f)

wobei r(f) = 2w(f) = 25(f) = 4P(f)

(Tukey rechnet mit negativen Frequenzen).

2, Definition der Autokovarianzfunktion:

Die Autokovarianzfunktion ist definiert als

;
R,,(T) = %ilgo—;—f/u(t).u(t+T).dt (3)

Sie ist bei gegebenem uz(t) ein Map dafiir, wie weit alle um T aus-
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einanderliegenden Funktionswerte im Mittel voneinander abhédngen. Die
Autokovarianzfunktion einer harmonischen Funktion ist wieder eine
harmonische Funktion. Phasenbeziehungen zwischen den Komponenten
gehen bei der Berechnung der Autokovarianzfunktion verloren.

Sie hat folgende Eigenschaften:

a) R, (T) ist eine gerade Funktion, also R  (7) = R (-7).

(T).

» — .. >
b) Ruu(f) hat fiir 7 =0 den grdpten Wert, also Ruu(O)._ R,

o) Ruu(r) geht fir 7+ gegen Null.

Fiir die Autokovarianzfunktion wird auch die Bezeichnung 'Autokorre-

lationsfunktion' benutzt.

3. Zusammenhang Spektrum - Autokovarianzfunktion:

Der Zusammenhang zwischen dem Spektrum und der Autokovarianzfunk-
tion ist durch das 'Wiener-Khintchinsche Transformationstheorem'

gegeben:

Syu(t) = z/Ruu(T).e‘iz"“.a«r (4)

mit der Umkehrung

(=]

_ 1 i2nfr
B, (7) = 2/suu(f).e .df

Es mup wieder die Bedingung erfiillt sein:

/[ Ruu(T), dT < o

-0
Da Ruu(r) eine gerade Funktion ist, kann man auch schreiben:

S, (1) = 4/ R (7).cos(2nt7).dv (4a)
(4]

Der Beweis des Transformationstheorems ergibt sich wie folgt:

Mit T
R () = lim l—-/ (t) su(t+1) .4t

-T



wird aus Gleichung (4)

d T
1 -i2nfr
Suu(f) = 2/ lim 2,1,/ u(t) .u(t+7).dt.e At
-0 -T

Multipliziert man das innere Integral mit e-iant.eiznft =1, so

erhdlt man:

nof=

s (2) = / a L u(t).u(“f).eizuft.e-iz'uf(tn’).dt.df
uu T~ T

~ O -T

%/ (). o127t 4o /u(t“_) o 12uf(t+r)

-

"

2
|Ap ()] - s (1)

1 X _
%1?, T'AT(f) ‘AT(f) - Tl_{lg, T uu

Die Berechnung des Spektrums nach Gleichung (4) wird im Gegensatz
zur 'direkten Methode'! nach Gleichung (1) die 'indirekte Methode'

genannt.

4, Definition des Kreuzspektrums:

Zur Beschreibung der Zusammenhinge zwischen zwei Funktionen u(t)
und v(t) benétigt man auBer den Spektren der Funktionen noch das
Kreuzspektrum. Die Definition des Kreuzspektrums ergibt sich analog
zu der des Spektrums:

A’;(ftBT(f)'

Suv(f) = lim T
(5)
. AT(f).B"T(f)
Sva(f) = liu ——
T
mit AT(I) = /.u(t).e-iznft.dt

-7
.
/ v(t) e~ 120Et 44

-T

=)
-3
—
[ ]
~
"
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Die Eigenschaften des Kreuzspektrums sind:

a) Suv(f) ist im allgemeinen komplex.
b) Suv(f) = 0 , wenn u(t) und v(t) unabhéingig voneinander sind.

c) Suv(f) ist unabhédngig von Phasenbeziehungen zwischen den Kompo-
nenten der Funktion u(t) bzw. v(t), enthdlt jedoch Informationen
iiber die Phasendifferenz der entsprechenden Komponenten von u(t)
und v(t).

Ferner gilt: s.__(f)

av 2n.S._(w)

*“av

s _(£) S:u(f) =s_,(-1)

uv(

Das Kreuzspektrum kann in Realteil und Imaginédrteil zerlegt werden:

Sup(f) = € (1) - 1.q,.(2)

Q
—~
]
~—
|

= Re {Suv(f)} heipt Kospektrum

(£) = ~Im {suv(r)] heipt Quadraturspektrum

Es gilt:

Q
—~
o]
~
]

(1)

(1) = —q, (-£) = -q (1)

Cuv(_f) = Cyu

5. Definition der Kovarianzfunktion:

Die Kovarianzfunktion ist ein Map fiir die Abhdngigkeit von zwei ver-
schiedenen Funktionen u(t) und v(t) und ist definiert als

R _(7) = lim-%ﬁliﬁ(t).v(t+r).dt

uv T—+eco
(6)
1 T
Rvu(f) = lim 5% v(t) .u(t+v).dt = Buv(-r)
-T

Die Kovarianzfunktion schlieft die Autokovarianzfunktion als Sonder-
fall ein und hat folgende Eigenschaften:

a) Ruv(r) ist immer kleiner als der grofere der quadratischen Mit-

telwerte von u(t) und v(t), also Ruv(f)‘< Max:{uz(t) ; vz(t)}.
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b) Ruv(r) ist fiir 7 =0 gleich dem Mittelwert der Produkte u(t).v(t),

also Ruv(o) = u(t).v(t).
c) Ruv(f) geht fiir 7— o gegen Null.
d) Ruv(r) = 0 , wenn u(t) und v(t) voneinander unabhiéingig sind.

Fiir die Kovarianzfunktion wird auch die Bezeichnung 'Kreuzkorrela-
tionsfunktion' benutzt.

6., Zusammenhang Kreuzspektrum - Kovarianzfunktion:

Die Wiener-Khintchinschen Beziehungen gelten auch fiir den Zusammen-
hang zwischen dem Kreuzspektrum und der Kovarianzfunktion:

o]
_ -i2nfc
Sur(2) = 2[R, (1) e T (7)
~ 00
mit der Umkehrung
[o0]
1 i2nfr
Ruv(r) = 2[Suv(f). .df
-0

Fiir das Kospektrum bzw. Quadraturspektrum gilt:

Cuv(f) = 2/Ruv('r)cos(2nf'r)d'r = 2/[Ruv(“r) + Rvu(‘r)] cos(2nfr)dr
-mm ow (7a)
qu(f) = %[Ruv(r)sin(anr)dr = Z/qRuv(r) - Rvu(rﬂ sin(2nfr)dr

-0 0

T. Spektrum einer Summe von zwei Funktionen:

Besteht die zu untersuchende Funktion w(t) aus der Summe von zwei
Funktionen u(t) und v(t),

w(t) = u(t) + v(t) ,

so ergibt sich fiir das Spektrum, wie man aus dem Vorangegangenen
leicht ableiten kann:

=+

Cp(2) = /wT(t).e"iz"ft.dt = Ag(£) + By(f)




leg(£)]2 = cp(2) Ch(2) =[Ag(0)]? +|By(0)® + AR(2).BL(£) + Ap(£) .BL(2)

|cg(2)] 2
n 2

sww(r) = 1;100 = Suu(f) + Sw(f) + Suv(f) + sw(r)

S..(2) =8 () +5s_ () + 2,Re{Suv(f)}

(8)
= suu(:t) + va(f) + 2.Cuv(f)

8, Zusammenhang zwischen dem Kreuzspektrum von zwei Funktionen und

dem Kreuzspektrum von deren Ableitungen:

Wenn das Kreuzspektrum zweier Funktionen gesucht ist, die Funktionen
selbst aber nicht bekannt sind sondern nur deren Ableitungen, so
kann man auf die Integration verzichten, da zwischen den Kreuzspek-
tren der Funktionen und deren Ableitungen ein einfacher Zusammenhang
besteht. Man kann natiirlich auch das Kreuzspektrum der Ableitungen
aus dem Kreuzspektrum der Funktionen bestimmen.

Wir gehen aus von der Fourierdarstellung der Funktionen

=]

i
ug(t) = /AT(f).e 2ntt g¢
-
® i2nt
nft
VT(t) = / BT(f) @ odf
- o0

und erhalten fiir die ersten bzw., zweiten Ableitungen

: dug(t) 4 1oLt ® 125t
uT(t) = ——— E-t-[AT(f).e Af = / iZut.AT(f).e .df

at
-0 - 00
. dz“'r(") a2 i2ntt < .2 i2nft
Up(t) = ———— = == [A_(£f).e df = -~/ (20f)“.AL(F) .0 .dt
T 3 5 | Ap T
at dt
-0 - 00
und
dvT(t) *© o

. _ _da_ ignft _ i2ntt
vT(t) = —3F— = dt/BT(f).e JAf = /1zur.BT(f).e .Aaf

-00 - Q0
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a%v, (t) 2 ,° ®
- T d i2ntt 2
v(t)=-———=-——/n (£).e .df:-/(zur) B (£
T 142 qt2/ T T
- a0 - 0
Daraus ergibt sich:
oo o0
/ﬁT(t).e‘ia“It.dt = 12nf.A4(2) /.ﬁT(t).e-iztft.dt =
-0 -0

[+4]
/%T(t).e"iz"”.dt = i252.B,(2) / %T(t).e'”"“.dt =

-
-0

Aus der Definition des Kreuzspektrums

<0 (5]

_ 1/ i2xft - —i2nft
- QO - Q0
1 (= ignft m i2nft
" " » - ®
Sﬁi’,(f) = %_i.foT/uT(t) .e .dt./vT(t) .e .dt
-0 - oo

erhdlt man damit:

1 . x
im E.(—lznf).AT(f).izuf.BT(f)

-

Sav (1)

1
T

Saw(t)

"

—» CO

lim %.[-(-2nf)2].A&(f).[-(znr)z].BT(r)

s..(2) = (2x0)2.s_ (1) i Sga(f) = (2mn)Pls_ (1)

sge(f) = (2nn)tis  (£)

e
w
3
Voo
-
N’
[

Wenn u(t) = v(t) , ergibt sich:
s..(f) = (2n£)2.s_ (¢)
au uu

sga(f) = (2n2)*.s (1)

uu

= (2mf)*.s_ (1)

~(2n1)2.An (1)

~(2x1)2.By(£)

(9)

(9a)
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9. Kreuzspektrum einer Funktion und einer anderen Funktion, von der

nur die Ableitung gegeben ist:

Ist von einer der beiden Funktionen, deren Kreuzspektrum bestimmt
werden soll, nur die Ableitung bekannt, so ergibt sich aus dem vor-
angegangenen Kapitel:

S, (1) = %123%.A;(f).12nr.BT(f)
s, (f) = %ﬁgoé.AT(f).(-ian).B;(I)
su&(f) = iznf.suv(f)
(10)
Séu(f) = -12nr.svu(r)
Fiir das Kospektrum bzw., Quadraturspektrum erhdlt man:
Cu%(f) = 2uf.qu(I) ; Que(f) = -2uf.Cuv(f)
(10a)
Céu(f) = -2uf.Qvu(t) ; Qéu(f) = 2nf.Cvu(f)
Fiir die zweite Ableitung folgt analog:
2
Suv(f) = -(2xnf) .Suv(f)
5 (100)
Svu(f) = -(2nt) .Svu(f)
coo(f) = =(2m)2.c, (£) ;  qu(f) = -(2n8)2.q, (1)
2 5 (10¢)
C;u(f) = -(2xnfr) -Cvu(f) ; Q;u(f) = -(2nf) °Qvu(f)

10. Zusammenhang zwischen den Spektren des Eingangs und des Ausgangs

bei linearen Systemen:

Um den Zusammenhang zwischen dem Spektrum des Seegangs und den Spek-
tren der daraus resultierenden Schiffsbewegungen zu erhalten, gehen
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wir von einem Ersatzsystem (Abb.1) aus, das einen linearen Schwin-
ger darstellt. Die EinfluBfunktion des Systems sei

F(2) = |F(2)] .e12(2)

Ist der Eingang des Systems, also die Erregung, eine harmonische

Funktion u(t) = ﬁ.eiznft , 80 ist der Ausgang, also der Schwingungs-

A eiZuft

weg von M, v(t) = v. . Fiilr die komplexen Amplituden gilt:

A

$ = F(£).3 ; 191 = |F(2)l .| 0}

@ = aro¥ - arci Voreilwinkel von v(t) gegeniiber u(t)

Der komplexen Amplitude einer harmonischen Funktion entspricht bei
einer nichtperiodischen Funktion deren Fouriertransformierte (vgl.
Kapitel 1), so dap sich, wenn u(t) eine nichtperiodische Funktion
ist, ergiht:

B(f) = F(£).A(f) ,

wobei B(f) die Fouriertransformierte von v(t) und A(f) die von u(t)
bedeuten,

Mit Gleichung (1) erhdlt man daraus den Zusammenhang zwischen den
Spektren des Eingangs und Ausgangs zu

S,v(2) = [F(0)] %.s, (2) (11)
) va(f)
IF(f)! = §;;T?7 (118)

Entsprechend gilt fiir die Kreuzspektren:

Suv(f) = Cuv(f) - i.qu(f) = F(t).Suu(f)
x (12)
Svu(f) = Cvu(f) - i.Qvu(f) = F(f).Suu(f)
Daraus folgt:
5] _ [2,(1) + @2 (1)
lF(f)l = Snu(f) = Suu(f) (12a)

(12p)




Fiir die praktische Anwendung ist noch folgender Wert von Bedeutung:

c2 (1) + @2 (1)

Eyw(f) = 5 17778, (D (13)

Dieser Ausdruck, der Kohdrenz genannt wird, gibt né@mlich an, ob und
wie weit es einen Sinn hat, die Einflupfunktion F(f) zu berechnen.
Wie aus den Gleichungen (11a) und (12a) folgt, mup sich fiir stati-
oniire Prozesse, zwischen denen ein linearer Zusammenhang besteht,
die Kohiirenz zu eins und fiir Prozesse, die unabhéingig voneinander
sind, zu Null ergeben. Es héitte also nur einen Sinn, eine Aussage
tiber F(£) zu machen, wenn K = 1 ist. Da in der Praxis einmal die
Funktionen u(t) und v(t) als MeBwerte gegeben und somit immer von
Storungen iiberlagert sind und zum anderen das System meist nur néhe-
rungsweise linear sein wird, muf man sich in der Anwendung mit Kohd-
renzen unter eins zufriedengeben. Gebraduchlich sind Werte bis zu

0,8 - 0,66 herunter.

11. Spektraldichte eines Vorgangs, von dem eine Registrierung end-

licher Lénge vorliegt:

Die im vorangegangenen Teil angegebenen Definitionen und Ableitungen
gelten alle fiir eine zeitliche Ausdehnung des betrachteten Vorgangs
von O bis o0 bzw. von -0 bis +o0, Diese Forderung wird nun nie er-
fiillt sein, da entweder der Vorgang selbst nur eine endliche Zeit
andauert oder aber die Registrierzeit beschrédnkt werden mup.

Im Falle des Seegangs ergibt sich diese Beschrédnkung aus dem Vorgang
selbst. Zu Beginn war die Forderung gestellt worden, daf der Vorgang
stationdr sein soll. Dies wird jedoch nur bei relativ geringer Regi-
strierzeit der Fall sein, da die Meeresoberfldche in steter Wechsel-
beziehung mit der angrenzenden Luft steht.

Liegt eine Registrierung endlicher Lénge Tn vor, so kann die Autoko-
varianzfunktion nur fiir Verschiebungen T berechnet werden, die klei-
ner als Tn sind.

Man erhdlt eine Funktion ﬁuu(T), die wir 'scheinbare' Autokovarianz-
funktion nennen wollen:
Th-v

'iiuu(«r) = -T-:é-?/u(t) u(t+7) .at tir |r|<£ P < T (14)
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mit Tm= maximale Verschiebung.

Um die Fouriertransformation, die von T=-c0 bis T=+c0 zu erstrecken
ist, durchfiihren zu kénnen, obwohl Ruu(T) fiir |T| >T_nicht definiert

ist, filhren wir eine Hilfsfunktion Di(T) ein, fiir die gilt:

Di(O) = 1
Di(T) = Di("'T)
Di("t') =0 fiir ‘T‘ >Tm

Der Index i soll die Form von Di(T) fﬁr|11é;Tm bezeichnen, auf die
im Folgenden noch eingegangen wird.

Mit dieser Hilfsfunktion erhalten wir eine 'modifizierte' Autokova-
rianzfunktion

B (1) = Dy (0) Ey(0)

die fiir - 0o «T<+00 definiert ist, so dap man auf sie die Fourier-
transformation anwenden kann:

(-] @®

E’uu(f) = 4/ guu(f).cos(2nf1’).dr = 4/D1(T) .ﬁuu(fr).cos(znfr).dr
‘Tm ¢}
= 4/ D, (%) B (7). .cos(2ntr) .av (15)

o
4
Was bedeutet nun Suu(f)? Dazu kann man Folgendes iiberlegen:

Da u(t) ergodisch ist, ist fﬁrlT[é;Tm der Erwartungswert der schein-
baren Autokovarianzfunktion ﬁuu(T), also der iiber die Glieder des
Ensembles gebildete Mittelwert, gleich der wahren Autokovarianzfunk-

tion Ruu(T), d.h., der aus einer Registrierung unendlicher Lénge be-
stimmten:

E[Euu(r)] =R (7) tiir |t|< T,

Daraus foigt fiir den Erwartungswert der modifizierten Autokovarianz-
funktion Ruu(f):

g

Damit ergibt sich weiter:
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E[guu(fﬂ = 4/‘Di(T).Ruu(r).cos(Zufr).dr

0
Tm

= 4/-D1(T).Ruu(T).cos(2ufr).dr

(-]

[oo]
Da R (7) = / S, (f) -cos(2ntr).at , wird
[}

Tm ®
4].D1(T).j'Suu(&).oos(zuar).d&.oos(Zutr).dr

o
©o Tm

4j.Suu(a)./‘Di(T).oos(2u£r).cos(2ufT).dr.dE

E[guu(f)]

il

0 Tm

zj.suu(i)./.Di(T).[cos{zu(r-E)r] + cos{2n(f+£)ﬂ].dT.dE

[ 5aa®[oy(2-0) + 65(ee0)] cat

wobei Gi(f) die Fouriertransformation von Di(r) bedeutet:

G,(f) = / D,(7).e" 12T ar

Das nach Gleichung (15) berechnete Spektrum ist eine Abschédtzung

von E[guu(fﬂ . Der Erwartungswert E[guu(fﬂ ist ein mit den Gewichten
[Gi(t-a) + Gi(f+£)] fiber den Frequenzbereich 0<£E <o gebai\’ldeter Mit-
telwert des wahren Spgktrums Suu(f). Deshalb nennt man Suu(f) ‘ge-
gldttetes' Spektrum. Suu(t) wird dem wahren Spektrum umso &hnlicher,
je schmaler der Bereich, iiber den gemittelt wird, d.h. je schmaler
Gi(f) ist. Als Mag fiir die 'effektive Breite' von Gi(f) kann man
nehmen:

) {[@i(r-a) + Gi(f+§ﬂ .dE}z
° f[ei(r-g) + Gi(f+a)]2.dg

(18)

Es ist aber nicht nur die Breite sondern auch die Form von Gi(f) von
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Bedeutung. Gi(f) sollte ndmlich moglichst nie negativ werden, da
sonst negative Spektralwerte auftreten, die physikalisch unsinnig
sind. Da Gi(f) eine Gewichtsfunktion ist, mup noch gelten:

o
/Gi(f).df =1
S oo
Das Problem ist also, eine moglichst zweckmépige Gewichtsfunktion
Gi(f) zu finden.

Im Schrifttum werden eine Reihe solcher Gewichtsfunktionen angege-
ben (Abb.2 a und b), die alle einen Kompromif darstellen. Denn ent-
weder ist der Wert der Funktion in den Nachbarbidndern klein, dann
klingt sie nur langsam ab, oder aber sie klingt schnell ab, dann ist
jedoch der Wert in den Seitenbidndern grofer. Fiir die effektive Breite
dieser Funktionen kann man mit guter N&herung setzen:

Fiir die vorliegenden Probleme soll die von J.von Hann angegebene
Hilfsfunktion (ihre Anwendung wird im Angelsidchsischen 'Hanning' ge-
nannt) benutzt werden:

D(t) = %[1 + cospr (17)
m
mit der Transformation
sin(2®xfT_)
G(£) = 7 n (17a)

2nt - [;ﬂJz.(2u1)3

Diése Funktionen sind in Abb.3 dargestellt.

R g
Fiir die praktische digitale Berechnung von Suu(f) wird im Schrift-
tum vielfach folgende Formel angegeben:

Sau(ty) = 3.8 (2. ) + 15, (2) + 48 ) (18)

uu'’r uu(fr+1
Hier bedeutet
©0 Tm

§uu(f) = 4/ Do(r).ﬁuu(v).cos(zufr).dr = 4]P§uu(T).cos(2ufr).dr (19)

o (<]
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- = i T T Abb.za .
mit D (r) = 1 fir[v|£T und D, (T) =0 tiir 7| =T ( )

Diese Gleichung (18) ergibt sich aus Gleichung (15) wie folgt:
Tm

S, (f) = 4/D1('r) R (7) .cos(2ntT) .av

-]

o0
~ ~J
Da Ruu('l") =] Suu(r).oos(Zuf'r).df , wird

-]

Tm oo
Spa() = 4] D,(0). [ 8,,(2) .con(2x87) .dz.cos(2ntr)
Om o Tm
= 4l.§uu(§)./.Di(r).cos(zuiT).cos(2ufT).dT.d§
= / §uu(§).[Gi(f—a) . Gi(na)] .ag (20)

Schreibt man Gleichung (20) als Summe
R~ M ~
suu(rr) =; Suu(fj).[Gi(fr-fJ) + Gi(rr-»rj)] .Afj ,

80 erhdlt man mit der Gewichtsfunktion von Hann:

~ M . _ £y T T P
§ . 1 - T T ]

S (f ) = S (f)[ Sln[ZI(fr l) lm] Sln[ ( r J) m Af

wer j=o wa ™ 21T(fr-fj)-[%]2-[zw(f,-f,-)]’ 2w (ferip-[ 2] fentaep) |

1 L]
Mit fr-r.Af ’ tJ-J.AfJ und AtJ-Af_ 2Tm ergibt sich daraus:

M
2 ) = S (£). sin(r-j)n__ sin(r+j)=n A
Suu( r) Z: uu( J) {r—j-(r-3)3 ' r+J-(r+J)3 o

Der Klammerausdruck ist gleich Null aufer fiir j=r-1, j=r und j=r+i.
Bestimmt man fiir diese Werte den Grenzwert, so erhdlt man:

R 1 ~ 1 1 ~N
Saulfs) = 35,u(frg) *+ 5.8,,(£,) + 3.8

uu uu(fr+1)

An einem Beispiel 801l nun gezeigt werden, wie sich die 'Glattung'
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auswirkt. Wir wihlen dazu der Einfachheit halber eine periodische

Funktion
u(t) = uo.oos(Ztrot + €)

Die Autokovarianzfunktion dafiir ist:

3 T
R, (T) = lim T- cos(2ut t + €). oos(Zut (t+1) + e] dt
[+
ug
= -2—.009(21101') 0L TL o

Fiir die Spektraldichte ergibt sich:

o«©

2
suu(r) = 2.ub‘/cos(ZufoT).cos(Zufr).dT

“I
o w

.6(1 4 )

(4]

5(f) = Diracsche Deltafunktion .

Ist u(t) nur fir 0<t<T gegeben, so ist die scheinbare Autokovari-
anzfunktion nach Gleichung (14):

~ ug sin[ano(Tn-Tﬂ
R_(7) = ——[cos(2nf T) + cos(2nf T _+2€).
uu 2 o on
2t (T_-7T)
o'’ n
Zur Vereinfachung der Rechnung setzen wir € = % - tfoTn s 80 dap
2 -
L
(1’) .cos(21:f T) 0L T< Tm

Damit ergibt sich nach Gleichung (19):
(2] Tm
Suu(t) = 4/Do('r) .Ruu(‘r) .cos(2nf7) .dT =/ Ruu(T) .cos(2nfT).dT
o (o]
2 sin[zn(r-ro)frm]+ sin[zz(r+fo)Tm]
(-

= u

21(1-10) 2u(f+to)

Statt der Spektrallinie bei f:fo erhdlt man also ein kontinuierli-
ches Spektrum.

Fiir das gegldttete Spektrum nach Gleichung (15) erhdlt man mit der
Hilfsfunktion D(T) nach Gleichung (17):




e P

———

- 22 -

[+ ]

2u3./’D(T).ﬁuu(r).cos(anT).dr

2823

(£)

uu
]
Tm

i.[[i + cos%I].cos(znfoT).cos(anT).dr
m

u

o

uﬁ( sin [2n(2-£ )T ] sin[zu(ftfo)Tm] ]

' + 2 )
2n(£-£ ) -{zm}qzn(r-fo)f 2n(f+1 ) -[;!][2n(f+foﬂ

2

Aus den Abb.4 und 5 ersieht man, dap guu(f) eine bessere Abschédtzung

u ~
o .
des wahren Spektrums Suu(f) = ;—.G(f—fo) darstellt als Suu(t).

12. Konfidenz der berechneten Spektraldichte:

-1
Ein Map fiir die statistische Schwankung von suu(f) ist die Varianz,
bestimmt aus dem Ensemble:

= E{[guu(f) - E{guu(f”lz}

Macht man die Varianz mit dem Quadrat des Mittelwerts dimensionslos,
s0 erhélt man den Variationskoeffizienten

Var[guu(f)]
oo

Unter bestimmten Bedingungen (vgl. Blackman-Tukey (1958)) kann man
setzen:

Var[guu(f)] j/msiu(g).[Gi(f_g) + Gi(f+£)]2.d§
{Elguu(fﬂ}z Tn[[;;u(i).[Gi(f-E) + 6,(2+8) .dg}z
Wenn sich Suu(E) in dem Bereich, in dem [Gi(f—a) + Gi(f+§)] von

Null verschieden ist, nicht sehr stark mit § &ndert , kann man auch
setzen:

Var{guu(f)

{[suu(a).[ei(f-z) + 6, (1+8)] .da}z .
/;ﬁu(a).[ei(f-a) + Gi(f+&)]2-da -

[+]

WV =
e
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Durch den Vergleich der letzten beiden Gleichungen erhdlt man den
Zusammenhang zwischen der Varianz von S (f), der Linge der Regi-
strierung Tn und der Breite von Gi(f) bzw. der maximalen Verschie-

bung 'I‘m zu

Var[S (f)] ~ 3‘_‘. (21)

{ [Suu(tﬂ} Tn’we Tn

=~
Nimmt man nun an, dap Suu(f) sich aus den Spektralwerten s(f) vieler
Teilsohwingungen der gleichen Frequenz f zusammensetzt,

k
S u(1) =; s, (f)
und dap Vs(f) normalverteilt ist, dann folgt, dap g;u(f) nach einer
xz-Verteilung mit dem Freiheitsgrad k verteilt ist.

Fiir die'xz-Verteilung gilt:
2
E[)(k]=k

var [X]= 2K

Var [’(zk] 2k _ 2

{ [Xk” K2 Tk

Damit ergibt sich fiir den Freiheitsgrad der X ~-Verteilung, nach der
(f) verteilt ist (vgl. Gleichung (21)):

T
kK ~ z.-,fl‘ (22)
n
Aus der Liange der Aufzeichnung T und der maximalen Verschiebung T
kann also k bestimmt werden. Damit ist die X —Verteilung bekannt,
und man kann berechnen, wie grof die Schwankungen von S (r) um den

Erwartungswert E[ (I)] mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit sind.

Abb.6 zeigt die auf den Erwartungswert bezogenen Werte, die mit der
Wahrscheinlichkeit p iiberschritten werden, in Abhingigkeit vom Frei-
heitsgrad k.
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C. Bestimmung der Spektren der Schiffsbewegungen

1., Messung der Schiffsbewegungen:

Die Bewegungen des Schiffes werden nach folgendem Prinzip gemessen:
Im Massenmittelpunkt M des Schiffes ist eine B-C-kreiselstabilisier-
te Plattform aufgestellt, deren Liéngsachse mit der des Schiffes zu-
sammenfédllt. Auf dieser Plattform ist in den drei Achsen je ein 1li-
nearer Beschleunigungsmesser befestigt, woraus man die Beschleuni-
gungen des Massenmittelpunktes in den drei Achsen erhdlt. Die Win-
kel der Plattform gegen das Schiff werden durch zwei Potentiometer
gemessen, Der dritte Winkel, der Gierwinkel &, wird vom Kurskreisel
des Schiffes abgenommen. Damit sind die Bewegungen in den sechs
Freiheitsgraden bekannt.

Das Koordinatensystem x-y-z, das der nachfolgenden Rechnung zugrun-
deliegt, zeigt Abb.7. Dieses System ist quasiraumfest, d.h. es wird
mit gleichformiger Geschwindigkeit mit dem Schiff mitbewegt. Macht

das Schiff keine Fahrt, so ist das Koordinatensystem raumfest.

Durch das Prinzip der Plattform ist es bedingt, dap die Komponenten
der Bewegung nicht alle in dem oben definierten Koordinatensystem
gemessen werden konnen., Wir definieren deshalb noch ein System
x'-y'-z', das aus dem ersten durch Drehung um die z-Achse um den
Winkel ¢ hervorgeht, und ein drittes x''-y''-z'', das gegen das
zweite um den Winkel w' um die y'-Achse gedreht ist (Abb.7). Gemes-
sen werden in diesen Systemen folgende Grofen:
ih'l’s;h'd’iM’e’\P,’(P“

Bei den Beschleunigungen wird im Folgenden der Index M der Einfach-
heit halber weggelassen, da es eindeutig ist, dap es sich um die
Beschleunigungen des Massenmittelpunktes M handelt.

Wir erhalten fiir die gesuchten Komponenten:

Tauchbeschleunigung zZ(t) = z'(t)
Léngsbeschleunigung %(t) = %'(t).cosd(t) - ¥'(t).sind(t)
Querbeschleunigung §(t) = ¥'(t).cos®(t) + X' (t).sind(t) (23)

sind(t

SADTL + 8(t)sind(t) tay(t)

Stampfwinkel <y (t) = ﬁf(t)cose(t) + 9" (t)
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Gierwinkel #&(t) = #'(t)

Rollwinkel ¢(t) = ¢"(t)gg:$ t + 8(t)cosd(t)tgy(t) - v (t)sind(t)

Da es sich um kleine Winkel handelt, man also sina = a wund cosa = 1
setzen kann, ergibt sich:

z2(t) = z2'(t)

(1) = 2'(8) - §'(£).8(t)

§(8) = §1(1) + &' ().8(%)

p(t) = Y(8) + 9" (£).8() + v'(t).83(¢) (23a)
8(t) = 9'(t)

p(t) = ¢"(t)

2. Bestimmung der Spektren der Komponenten und der Beziehungen

zwischen den Komponenten:

Die Berechnung der Spektren der Beschleunigungen und Winkel und ihre
Gldttung ergibt sich aus den in Teil B aufgezeigten Zusammenhédngen.

Von den Beziehungen zwischen den Komponenten sind die zwischen
Stampfen und Tauchen bzw. Rollen und Tauchen die wichtigsten.

Man erhdlt fiir Stampfen-Tauchen:

Phase des Tauchens gegeniiber dem Stampfen

Q,5(2)

awz(f) = aretg - E!-T?T

Yz

Kohérenz zwischen Tauchen und Stampfen

2 2
K (1) = cwﬁ(f) + Qwi(f)
yz Syy (2)5,,(D)

Entsprechend ergibt sich fiir Rollen-Tauchen:

Phase des Tauchens gegeniiber dem Rollen

Q,; (%)

- Z
G(pz(f) = arctg - -cl:-(—i-)-

Pz
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Kohdrenz zwischen Tauchen und Rollen

3. Fehlerbetrachtung:

a) Wir betrachten zunéichst die Fehler, die dadurch entstehen, daf
man anstatt der exakten Gleichungen (23) die vereinfachten Glei-
chungen (23a) der Rechnung zugrundelegt. Diese Fehler sind am
gropten, wenn die Komponenten in Phase sind.

Nehmen wir an, daf X und ¥ ungeféhr von gleicher Gréfe sind und
9 = 3y ist, und setzen W,= 9 = 10°, so erhalten wir, da

arc10® = 1,005.s8in10% = 0,99.tg10° und co0s10° = 0,985 ,
als maximale Abweichung von (23a) gegeniiber (23):

Ax(t) = +0,01.%(t)
Ay(t) = +0,02.%(t)
Ay(t) = +0,02.y(t)

Ap(t) £ +0,005.9(t)

b) Es war vorausgesetzt, dap die Komponenten der Schiffsbewegungen
im Massenmittelpunkt gemessen werden. Die Lage dieses Punktes
héngt nun vom jeweiligen Beladungszustand des Schiffes ab. Die
Plattform hingegen muf aus baulichen Griinden einen festen Platz
haben. Dadurch konnen in den Beschleunigungen Fehler auftreten,
die im Folgenden bestimmt werden.

Sind die Koordinaten der Plattform P im schiffsfesten System

1, b und t (Abb.8) und im quasiraumfesten System Xpy Yp und Zps
80 werden die Beschleunigungen um folgende Betrdge zu grof ge-
messen:

Az(t)

yp () - x,.9(t)

Ay (t)

L}

xp.§(t) - zP.ﬁ(t)

83(t) = zp.f(t) - yp.8(¢)
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mit
) n s " '
zp = t.cosy.cosgp + b.cosy.sing - 1l.siny
I
Yp = t.(sin&.sin¢:cos¢" - cosb.sing") + b.(sin&.sinw.sin#’+ cos&cos$)
+ l.sind.cosy’
Xp = t.(cos%.sinwzcosQ" + sind.sing ) + b.(cos&.sin?ﬁsin¢”- sin&cosJ)
+ l.cosd.cosy’
D. Bestimmung des Seegangsspektrums aus den Schiffsbewegungen

Fiir die Bestimmung des Seegangsspektrums aus den Schiffsbewegungen

sind zwei Wege moglich.

a)

Ist die Einfluffunktion F(f) des Schiffes bekannt, so kann das
Seegangsspektrum aus dem Spektrum der Bewegung direkt ermittelt
werden:

Szz(f)
P, (9] 2

SCC(f) =

mit Scc(f) = Seegangsspektrum
Szz(f)
FCz(f)

Spektrum der Tauchbewegung

"

EinfluBfunktion von Seegang-Tauchen

Diese Beziehung gilt natiirlich auch fiir die anderen Bewegungskom-
ponenten.

In der Praxis wird jedoch die Einfluffunktion nur in den selten-
sten Fidllen bekannt sein, so dap dieser Weg meistens ausscheidet.

Eine einfachere Methode wurde durch Tucker (1954) vorgezeichnet.
Die Seegangsfunktion setzt sich ja zusammen aus der Vertikalbe-
wegung eines Punktes D des Schiffes und der WellenhGhe relativ
zum Schiff an diesem Punkt D. Da die Wellen durch das Schiff be-
einfluft werden, muf dieser Punkt an den Schiffsenden liegen, wo
der Seegang noch ungestdrt ist.

Mit Abb.9 ergibt sich fiir die Seegangsfunktion:

t(t) = z(t) + hy(t) - hy(t)
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G(t)

z(t) + hg(t) - hcosy(t) - |e - (Hy - T).tgﬁﬂéﬁl}sinﬁ(t)

z(t) + hG(t) - hocosﬁ(t) - e.sinﬁ(t) + (HM - T)[i - ooswkt)]

z(t) + hG(t) - h, - e.sinqkt) + (HM - HD)[i - oosqkt)]
Mit hG(t) -h = h(t) ergibt sich:

G(t) = z(t) + n(t) - e.siny(t) + (B, - HD)[i - cosﬁ(tﬂ (24)
Da th) ein kleiner Winkel ist, kann man setzen:

t(t) = z(t) + h(t) - e.y(t) (24a)

Der durch den Ubergang von Gleichung (24) auf Gleichung (24a) auf-
tretende Fehler ist gering. Nimmt man wieder einen Winkel \p'=10o an,
so ergibt sich im Fall des Forschungsschiffes (e ~35m, HM-HDFv4m)
ein maximaler Fehler von -0,09m, d.h., die Seegangsfunktion erscheint
um 0,09m zu klein. In Wirklichkeit werden die Fehler wesentlich ge-~
ringer sein, da w'=10° ein selten erreichter Wert ist.

Der Einfluf der Rollbewegung wird dadurch ausgeschaltet, dap h(t)
an Backbord und Steuerbord gemessen und der Mittelwert in die Rech-
nung eingefiihrt wird.

Fiir das Seegangsspektrum ergibt sich also:

Se(f) = 8,,(0) + Sy (1) + ohusyy() + 2.Refs,, (1)] - 2e.mefs, (1)

y
. Ze.Re[Shw(fq

S,z(1) + Sy (1) + e®us,u(2) « 2.0, (1) - 26.C,(1)
(25)
- 2e.0hv(f)




- 20 -

E. Praktischer Rechnungsgang

Die Rechnungen sollen auf einem groferen Digitalrechner durchgefiihrt
werden. Die von den Mepwertgebern gelieferten Gréofen ié(t), ?é(t),
ig(t), ¢é(t), ¢g(t), Gg(t) und hg(t) liegen fiir t=t =n.At (n=0...2N)
als Spannungswerte [Volt] in digitaler Form vor. Sie miissen zunédchst
mit den Eichfunktionen der Mefwertgeber multipliziert werden. Sub-
trahiert man von den so erhaltenen Gréfen i;(t), §é(t), ie(t), ?é(t),
Qe(t), &e(t) und he(t) den jeweiligen Mittelwert, so erhdélt man die
Grogen x'(t), ¥'(t), Z(t), +'(t), ¢(t), #(t) und h(t), aus denen
dann die Komponenten in dem zugrundegelegten Koordinatensystem be-
stimmt werden. Anschliefend werden deren Spektren und Kreuzspektren

berechnet, und zwar Sii’ S?ﬁ’ Sﬁi’ Shh’ q*?’ SVV’ S¢?, Cwi, Q¢i’

und C, .

Coir Uiz Cnz» Cyi hy

Alle Integrationen werden nach der Simpson-Regel durchgefiihrt.

Fiir jede der Komponenten werden noch die Hiufigkeitsfunktion der
Ordinaten und die der Maxima bestimmt.

1. Formeln fiir die digitale Auswertung:

a) Bestimmung der Komponenten:

Gegeben: ag(tn) =8, n=0,1, ... 2N
1. Schritt: a_ = E(a).a n mit E(a) = Eichfunktion des Mef-
g wertgebers

1 N N-f
2. Schritt: a_ = 35(0,5(a,, + anN) + 2.2; 8eon-1 * D 2o2n

n={

3. Schritt: an = aen - aen

Diese Schritte werden fiir alle Grofen durchgefiihrt, so dap man iﬁ,
¥pr 200 98 9,0 8, und h erhdlt.

Nach Gleichung (23a) ergibt sich:
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b) Bestimmung der Autokovarianzfunktion:

fir m = gerade:

m mi2
Run(m.At) = 3(N_ _I'zrl) [ O'S(uoum+ uzN-muZN )+ 2 el uZn—1 uZn+ m-1 + g 2n 2ntm ]

fiir m = ungerade:

n- oM e
1 z
Buu(m‘At) = 3(N- m{—'—) [ 0'5(“oum+ Yo om- u2N~1) +2; Y, Yy tm-t + 2:1 Y u2n+m

Diese Rechnung ist fiir uw=x, y, 2, h,y, ¢', ¢ und m =0, ... 2M

durchzufiihren.

c) Bestimmung des geglédtteten Spektrums:

M
(2m-1) (2m-1)rm
Sy (= 4qut) = %At Ruu(onzgaw([zm-a]m).(wcos Zr;Mi ﬁ).cos ;‘M‘ T
M-1
w w
+|§T‘| Ruu(ZmAt)'(H‘ cos mM )-cos ————mh;

mit r= 0, 1, o0 2M L]

d) Bestimmung der Kovarianzfunktion:

fiir m = gerade:

z
3
£

- N-5
1
R, (m.At) 3(N_%'_)[0:5(“o"m+ Wy VZN)+ 20 u v o Z u,_v ]

n=1{ n={

1 N-F N'an
R m.,At) =
Vu( ) B(N"!zn‘)[OIS(voum+V2N-m uzN)+ Zn'i VZn-' z"+m~’ nZH Zn 2n+m]
fiir m = ungerade:
R ( ) ‘ N'm+‘ N_Dit?
m,At) = — 105 E u v
uv * 3(N-"—"E’—'-)[O' (uavm+ uzN-rn-l VZN-1)+ 2 ' uz.,q Vzn+m-1 M :l:-‘ 2n 2ntm
+3
N-T N--

1 2
Rvu(m.At) = 3(N-.."_'2ﬂ) 0'5(\6um+ VZN-M-‘I uZN-f)+ 2 Z— VZI'I'| u2n+m'f + v2n uan-mJ

n=i ned
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Diese Rechnung ist fiir w=9, y, y', h und v =132 bzw. us=h
und v =¢' und m=0, 1, ... 2M durchzutiihren.

e) Bestimmung des geglidtteten Kreuzspektrums:

M N '
C v (f= -—-—-4MI:At) = %At[ZRuV(OHZ"};‘{RW (f2m-1]4at)+ Rvu([zm'qm)}(f+cos(%§‘lt)cos‘z'z'";)"

H-1
t) {RW(ZmAt)+ Ryu(2m A")}(Hcos %‘I)cos 'lM'-E
m={

r o (2m-)T) .. (2m-1)eT
Uyt D) =%’A*[ng-,{Rw(lZm-*JA*)-Rvu(lzm"JA*)](‘+°°s i T

N-1

+ [Ruv(ZmA’t)-Rvu(ZmAt) v

(1+ cos ™ ) sin —'l'i-]
m=1 M

mit r=0, 1’ s e e 2M .

f) Bestimmung der Hiufigkeitsfunktion der Ordinaten:

Der Bereich, in dem die Ordinaten a, (n=0, 1, ... 2N) liegen, wird
in 2K Klassen eingeteilt, von -K.Aa bis +K.Aa . Die Zahl ik der Or-
dinaten, die in die k-te Klasse (k = -K, -K + 1, ... +K) fallen,
wird angegeben.
8n
1. Schritt: Man bestimmt 2a * streiocht im Ergebnis die Stellen
hinter dem Komma weg und erhélt k.

2. Schritt: ik wird um 1 erhéht.

£) Bestimmung der Ordinaten der Maxima:

Es werden jeweils drei aufeinanderfolgende Werte verglichen. Bedin-
gung fir das Vorliegen eines Maximums ist:

an < Bne1 =3p402

Das Maximum liegt dann zwischen a, und a .0° Da das Intervall At

klein ist im Verhdltnis zur Periode der Harmonischen mit der grépten
Frequenz, kann man als Ndherung fiir die Ordinate des Maximums den

Wert an+1 nehmen.




S e -

T | 2o 2 Al e Bt

T

- 32 -

2. Zusdtzliche Fehler bei der digitalen Methode:

Eine Funktion u(t), deren Spektrum Suu(f) fir f > f, verschwindet,
ist vollsténdig bestimmt durch die Funktionswerte u(ti= i.At), wenn

1 -~ 1
At=_—_-——
2IN 2fM

fN wird Nyquist-Frequenz genannt.

Werden die Funktionswerte in Absténden Atlh-ﬁ%— der Registrierung
M

entnommen, 80 treten in dem daraus berechneten Spektrum Fehler durch
eine 'Spektrumsfaltung' (im Angelséchsischen 'Aliasing' genannt)
auf, Das Spektrum wird bei £ = n.fN gefaltet (Abb.10a). Man er-
hdlt dann (vgl.Abb.10b):

s(f)

i

So(f) + so(sz-f) + so(sz+r) + eee

0

[2¢]
Z; S (2n.2,+2) + 3 S _(2n.f.-f) ,
n'—'

n=1{

wo S(f£) das berechnete und So(f) das wirkliche Spektrum bedeuten.
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