
Entropiebasierte Bewertungskriterien für den
Wärmeübergang in Kraftwerksprozessen und
ihre Relevanz für praktische Anwendungen

Vom Promotionsausschuss der

Technischen Universität Hamburg-Harburg

zur Erlangung des akademischen Grades

Doktor-Ingenieur (Dr.-Ing.)

genehmigte Dissertation

von

Matthis Thorade

aus

Heidelberg

2014



1. Gutachter: Prof. Dr.-Ing. Heinz Herwig

2. Gutachter: Dr.-Ing. Ali Saadat

Prüfungsvorsitzender: Prof. Dr.-Ing. Alfons Kather

Tag der mündlichen Prüfung: 19.11.2014

urn:nbn:de:gbv:830-tubdok-13093



Danksagung

Diese Arbeit entstand während meiner Tätigkeit als wissenschaftlicher Mitar-

beiter in der Sektion Reservoirtechnologien am Helmholtz-Zentrum Potsdam,

Deutsches GeoForschungsZentrum GFZ, sowie am Institut für Thermofluid-

dynamik an der Technischen Universität Hamburg-Harburg. Diese Tätigkeit

wurde finanziert vom Bundesministerium für Bildung und Forschung (Förder-

nummer 03G0767A) und dem Bundesministerium für Umwelt, Naturschutz,

Bau und Reaktorsicherheit (Fördernummer 0325217).

Für die Hilfe und Unterstützung, die ich von verschiedenen Personen erfah-

ren habe, möchte ich mich im Folgenden bedanken.

Sowohl Prof. Dr. Ernst Huenges als auch Prof. Dr.-Ing. Heinz Herwig ist

es gelungen, eine angenehme Arbeitsatmosphäre zu schaffen, in der offene

Diskussionen möglich, alle Fragen erlaubt und interdisziplinäres Arbeiten er-

wünscht sind. Prof. Dr.-Ing. Heinz Herwig und Dr.-Ing. Ali Saadat danke ich für

die Betreuung meiner Arbeit und das in mich gesetzte Vertrauen. Prof. Dr.-Ing.

Alfons Kather danke ich für die Übernahme des Prüfungsvorsitzes. Für die stets

offenen Türen, unkomplizierte Hilfe, fachlichen und unfachlichen Gespräche

danke ich allen meinen Kolleginnen und Kollegen, insbesondere Stephanie

Frick, Stefan Kranz, Dr.-Ing. Henning Francke, PD Dr.-Ing. Oliver Kastner,

Dmitry Naumov, Dr.-Ing. Guido Blöcher, Dr.-Ing. Alireza Hassanzadegan und

Dr.-Ing. Thomas Reinsch.

Meinen Eltern danke ich dafür, dass sie mir meine Ausbildung ermöglicht

und mich in allen Lebenslagen unterstützt und ermutigt haben.

Nora, ohne Dich wäre diese Arbeit nicht möglich gewesen.

3





Inhaltsverzeichnis

1. Einleitung 13

2. Theoretische Grundlagen 17

2.1. Thermodynamik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1.1. Der erste Hauptsatz: Energieerhaltung . . . . . . . . . 17

2.1.2. Der zweite Hauptsatz: Energieentwertung . . . . . . . 19

2.2. Kennzahlen für Wärmeübertrager . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3. Bewertungskriterien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3.1. Bewertungskriterien auf Basis des ersten Hauptsatzes . 28

2.3.2. Bewertungskriterien auf Basis des zweiten Hauptsatzes 29

2.3.3. Ökonomische Bewertung . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3.4. Definition eines entropiebasierten Wirkungsgrades . . 33

3. Modell des Plattenwärmeübertragers 37

3.1. Modell des diskretisierten Kanals . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.1.1. Massenbilanz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1.2. Energiebilanz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1.3. Impulsbilanz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2. Modell der Wand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3. Konfiguration des Plattenwärmeübertragers . . . . . . . . . . 41

3.4. Implementierung in Modelica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4. Korrelationen für Druckverlust und Wärmeübergang 47

4.1. Geometrie der Platte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2. Einphasige Strömung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.2.1. Druckverlust . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.2.2. Wärmeübergang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5



Inhaltsverzeichnis

4.3. Zweiphasige Strömung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.3.1. Druckverlust . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.3.2. Wärmeübergang beim Sieden . . . . . . . . . . . . . . 58

4.3.3. Wärmeübergang beim Kondensieren . . . . . . . . . . 63

4.4. Implementierung in Modelica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

5. Fluideigenschaften 67

5.1. Helmholtz-Energie als kanonische Zustandsgleichung . . . . . 69

5.2. Berechnung der Zustandsgrößen . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.2.1. Zustandsgrößen im Ein-Phasen-Gebiet . . . . . . . . . 72

5.2.2. Zustandsgrößen im Zwei-Phasen-Gebiet . . . . . . . . 77

5.2.3. Zustandsgrößen entlang der Sättigungslinie . . . . . . 80

5.2.4. Abgeleitete Zustandsgrößen im Zwei-Phasen-Gebiet . 81

5.3. Iterative Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.3.1. Iterative Bestimmung des Zwei-Phasen-Gleichgewichts 85

5.3.2. Iterative Bestimmung der Zustandsgrößen . . . . . . . 88

5.4. Hilfsgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.4.1. Dampfdruck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.4.2. Dichte im gesättigten Zustand . . . . . . . . . . . . . . 97

5.5. Transportgrößen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.5.1. Viskosität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.5.2. Wärmeleitfähigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.5.3. Oberflächenspannung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.6. Implementierung in Modelica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

6. Anwendung des Modells und Auswertung 105

6.1. Auslegungspunkt des Forschungskraftwerks als Referenz . . . 105

6.2. Parametervariation und Auswirkung auf die Bewertungszahlen 110

6.2.1. Vorauswahl der Bewertungszahlen . . . . . . . . . . . . 111

6.2.2. Variation der Plattenlänge . . . . . . . . . . . . . . . . 114

6.2.3. Variation des Seitenverhältnisses . . . . . . . . . . . . . 117

6.2.4. Variation des Prägewinkels . . . . . . . . . . . . . . . . 120

6.2.5. Variation der Plattenanzahl . . . . . . . . . . . . . . . . 120

6.2.6. Variation des Wärmekapazitätsstromverhältnisses . . . 122

6



Inhaltsverzeichnis

6.3. Diskussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

7. Zusammenfassung und Ausblick 133

7.1. Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

7.2. Ausblick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

A. Partielle Ableitungen der Zustandsgrößen 139

A.1. Partielle Ableitungen der Helmholtz-Energie . . . . . . . . . . 139

A.2. Alternative Darstellung der partiellen Ableitungen . . . . . . . 141

A.3. Umformungen weiterer partieller Ableitungen . . . . . . . . . 143

B. Parameter für Berechnung der Fluideigenschaften 147

Literaturverzeichnis 151

Abbildungsverzeichnis 179

Tabellenverzeichnis 183

7





Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung Einheit

𝐴 Fläche m2

𝑎̂ Amplitude der Prägung m

2𝑎̂ Prägetiefe m

𝐵𝑃 Plattenbreite m

Bo Boiling-Zahl 1

𝑐 Geschwindigkeit m/s

𝐶̇ Wärmekapazitätsstrom W/K

𝐶∗ Wärmekapazitätsstromverhältnis 1

𝑐p spezifische isobare Wärmekapazität J/(kgK)

𝑐v spezifische isochore Wärmekapazität J/(kgK)

𝐸 Energie J

𝐸̇𝑥 Exergiestrom W

𝐹 Kraft N

𝑓 Reibungsbeiwert nach Fanning 1

𝑓 spezifische Helmholtz-Energie J/kg

𝑔 Erdbeschleunigung m/s2

𝑔 spezifische Gibbs-Energie J/kg

𝐻 Enthalpie J

ℎ spezifische Enthalpie J/kg

Hg Hagen-Zahl 1

𝐾 konvektiver Energietransport J

𝑘𝐴 Übertragungsfähigkeit W/K

𝑘 Wärmedurchgangskoeffizient W/(m2 K)

𝐿𝑃 Plattenlänge m

𝑀 Masse kg

9



Symbolverzeichnis

𝑀̇ Massenstrom kg/s

𝑁 Bewertungszahl 1

𝑛 Anzahl 1

𝑁𝑇𝑈 dimensionslose Übertragungsfähigkeit 1

Nu Nusselt-Zahl 1

𝑃 Leistung W

𝑝 Druck Pa

Pr Prandtl-Zahl 1

𝑄 Wärme J

𝑄̇ Wärmestrom W

𝑞̇ Wärmestromdichte W/m2

𝑅 spezielle Gaskonstante J/(kgK)

Re Reynolds-Zahl 1

𝑆 Entropie J/K

𝑠 spezifische Entropie J/(kgK)

𝑆̇ Entropieproduktion W/K

St Stanton-Zahl 1

𝑇 Temperatur K

𝑡 Zeit s

𝑈 innere Energie J

𝑢 spezifische innere Energie J/kg

𝑉 Volumen m3

𝑣 spezifisches Volumen m3/kg

𝑊 Arbeit J

𝑤 Geschwindigkeit m/s

𝑋 Wellenzahl 1

𝑋𝐿𝑀 Lockhart-Martinelli-Parameter 1

𝑥 Dampfgehalt 1

𝑧 Höhe m

Symbol Bedeutung Einheit

𝛼 Wärmeübergangskoeffizient W/(m2 K)

𝛿 dimensionslose Dichte 1

𝛿 Plattendicke m

10



Symbolverzeichnis

𝜖 Effektivität 1

𝜂 Wirkungsgrad 1

𝜂 dynamische Viskosität Pa s

𝜆 Wärmeleitfähigkeit W/(mK)

Λ Wellenlänge der Prägung m

𝜑 Prägewinkel rad

Φ Flächenvergrößerungsfaktor 1

𝜚 Dichte kg/m3

𝜎 Obeflächenspannung N/m

𝜏 dimensionslose reziproke Temperatur 1

Θ dimensionslose mittlere Temperaturdifferenz 1

𝜉 Druckverlustbeiwert 1

𝜁 Druckverlustbeiwert 1

Symbol Bedeutung

∗ normiert
′ Sättigungszustand flüssig
″ Sättigungszustand gasförmig

0 ideales Gas

0 Referenzzustand

1 heißes Fluid

2 kaltes Fluid

∞ Umgebung

a Eintritt

b Austritt

c Kanal

c kritischer Zustand

cb konvektives Sieden
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1. Einleitung

Wenn ein Energietransport allein aufgrund eines Temperaturunterschieds

stattfindet, so wird dieser Energietransport als Wärme bezeichnet (Herwig

und Kautz 2007). Sinn und Zweck eines Wärmeübertragers ist eben dieser

Energietransport in Form von Wärme. Im Zusammenhang mit thermischen

Kraftwerken und Energiewandlungsprozessen besteht ein großes Interesse

daran, Wärmeübertrager zu optimieren und die darin auftretenden Verluste

zu minimieren. Grundlage für jede Optimierung ist eine Bewertung, wobei un-

terschiedliche Optimierungsziele jeweils entsprechende Bewertungskriterien

erfordern.

Thermodynamisch gesehen sind alle bei der Wärmeübertragung auftreten-

den Verluste Verluste an Reversibilität. Der zweite Hauptsatz der Thermodyna-

mik führt die Größen Entropie und Entropieproduktion ein, mit deren Hilfe

Prozesse hinsichtlich ihrer Reversibilität quantitativ bewertet werden können.

Bei der Anwendung entropiebasierter Bewertungskriterien zur thermodyna-

mischen Optimierung von Wärmeübertragern in thermischen Kraftwerken

ergeben sich folgende Fragen:

1. Welche Einblicke können mit Hilfe der entropiebasierten Bewertung

grundsätzlich gewonnen werden, die ohne diese nicht möglich wären?

2. Welche entropiebasierten Bewertungskriterien sind in der Literatur zu

finden und wie aussagekräftig sind diese Bewertungskriterien? Sind Mo-

difikationen der bestehenden Bewertungskriterien sinnvoll?

3. Welche Relevanz hat entropiebasierte Bewertung für die Praxis? Sind die

mit Hilfe der entropiebasierten Bewertung gewonnenen Einblicke für

Entwurf und Auslegung von Wärmeübertragern hilfreich?
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1. Einleitung

4. Wie überzeugend ist eine konkrete Anwendung und was müsste für eine

größere Akzeptanz getan werden?

Um diese Fragen zu beantworten werden exemplarisch zwei Wärmeüber-

trager modelliert. An diesen Modellen werden Parametervariationen durch-

geführt und der Einfluss auf verschiedene Kennzahlen und entropiebasierte

Bewertungskriterien untersucht. Als Praxisbeispiel dienen dabei zwei Platten-

wärmeübertrager des geothermischen Forschungskraftwerks, das als Teil der

geothermischen Forschungsplattform in Groß-Schönebeck vom Helmholtz-

Zentrum Potsdam, Deutsches GeoForschungsZentrum GFZ, betrieben wird.

Das Kraftwerk und die Forschungsplattform sind in zahlreichen Publikationen

beschrieben, eine Auswahl ist Huenges 2004, 2010, 2011; Saadat et al. 2010;

Frick et al. 2011; Kranz, Saadat et al. 2010; Kranz, Frick et al. 2011; Francke und

Thorade 2010.
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In Kapitel 2 werden zunächst die thermodynamischen Grundlagen der en-

tropiebasierten Bewertung dargestellt und ein Literaturüberblick über exis-

tierende Bewertungskriterien gegeben. Einige grundsätzliche Eigenschaften

dieser Kriterien werden diskutiert und es wird ein zusätzliches neues Kriterium

definiert.

Die Kapitel 3, 4 und 5 beschäftigen sich mit der Modellbildung mit Hilfe der

Programmiersprache Modelica.

In Kapitel 3 werden Modelle für einen Kanal und eine Wand beschrieben,

aus denen dann das Plattenwärmeübertragermodell zusammengesetzt wird.

Die Berechnung des Druckverlusts und des Wärmeübergangskoeffizienten

geschieht dann in einer getrennten Bibliothek, die Berechnung der Fluideigen-

schaften erfolgt in einer weiteren getrennten Bibliothek.

In Kapitel 4 wird die Literatur über empirische Korrelationen zur Berech-

nung von Druckverlust und Wärmeübergang in Plattenwärmeübertragern

zusammengefasst und ausgewertet. Darauf basierend wird eine Korrelation für

einphasige Strömungen ausgewählt und implementiert.

In Kapitel 5 wird beschrieben, wie alle für den Wärmeübergang relevanten

Eigenschaften der beteiligten Fluide berechnet werden können. Für die Berech-

nung der Zustandsgrößen sowie beliebiger Ableitungen der Zustandsgrößen

wird die Helmholtz-Energie-Zustandsgleichung verwendet.

In Kapitel 6 wird das Modell angewendet. Zwei ausgewählte Wärmeübertra-

ger werden zunächst für ihren Auslegungspunkt nachgerechnet. Ausgehend

von diesem Referenzpunkt werden verschiedene Parameter variiert und der

Einfluss auf verschiedenen Kennzahlen sowie auf ausgewählte entropiebasierte

Bewertungszahlen untersucht. Die Vor- und Nachteile der unterschiedlichen

Bewertungszahlen werden diskutiert und die Stärken und Grenzen der entro-

piebasierten Bewertung anhand von Beispielen aufgezeigt.

Die Arbeit wird in Kapitel 7 zusammengefasst.
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2. Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunächst die theoretischen Grundlagen der entropie-

basierten Bewertung beschrieben, insbesondere also der zweite Hauptsatz der

Thermodynamik. Anschließend wird ein Überblick über verschiedene in der

Literatur zu findende Bewertungskriterien gegeben und ein neues Kriterium

definiert.

2.1. Thermodynamik

2.1.1. Der erste Hauptsatz: Energieerhaltung

Ein thermodynamisches System kann Energie in verschiedenen Formen ent-

halten. In dieser Arbeit werden davon nur die kinetische Energie 𝐸kin, die

potentielle Energie 𝐸pot und die innere Energie 𝑈 betrachtet. Alle anderen

Formen kommen nicht vor, oder verändern sich nicht. Die thermodynamische

Gesamtenergie 𝐸 ist die Summe der verschiedenen auftretenden Energiefor-

men

𝐸 = 𝐸kin + 𝐸pot + 𝑈 . (2.1)

Die zentrale Aussage des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik ist es, dass

die thermodynamische Gesamtenergie 𝐸 im Rahmen der klassischen Mechanik

weder verbraucht noch erzeugt werden kann, sondern stets erhalten bleibt.

Der erste Hauptsatz wird deswegen auch als Energieerhaltungssatz bezeichnet.

Dabei ist es möglich, Energie von einer Form in eine andere umzuwandeln;

der erste Hauptsatz behandelt alle Energieformen gleichwertig.

Um die im System vorhandene Gesamtenergie 𝐸 zu ändern, muss Energie

über die Systemgrenze transportiert werden, wobei verschiedene Formen des

17



2. Theoretische Grundlagen

Abbildung 2.1.: Energiebestand und Energietransport, angepasst nach Herwig
und Kautz 2007

Energietransports möglich sind. Von den möglichen Formen des Energietrans-

ports werden hier die Wärme 𝑄, die Arbeit 𝑊 sowie konvektiver Energietrans-

port 𝐾 berücksichtigt. Für das in Abbildung 2.1 gezeigte System lautet der erste

Hauptsatz dann allgemein:

Δ𝐸 = 𝑊 + 𝑄 + 𝐾 . (2.2)

Diese Schreibweise des ersten Hauptsatzes als Bilanz der Energie erfasst beide

oben angesprochenen Aspekte: Auf der linken Seite des Gleichheitszeichens

steht die Gesamtenergie, die sich aus den verschiedenen Energieformen zu-

sammensetzt. Die Energieformen beschreiben den wegunabhängigen Zustand

des Systems. Die Gesamtenergie des Systems kann sich nur durch den Trans-

port von Energie über die Systemgrenze ändern, was durch die Terme auf der

rechten Seite des Gleichheitszeichens beschrieben wird. Diese Größen sind

Prozessgrößen und beschreiben denWeg von einem Zustand zu einem anderen

Zustand.

Als Wärme 𝑄 wird ein Energietransport bezeichnet, wenn er ursächlich und

ausschließlich aufgrund einer Temperaturdifferenz stattfindet. Der Energie-

transport in Form von Wärme kann auf drei Arten stattfinden: Als Wärmelei-

tung, als konvektiver Wärmeübergang und als Wärmestrahlung (Polifke und

18



2.1. Thermodynamik

Kopitz 2009; Baehr und Stephan 2010). In dieser Arbeit werden nur Wärmelei-

tung und konvektiver Wärmeübergang berücksichtigt.

Für offene, durchströmte Systeme ist es zweckmäßig, die Gleichung 2.2 in

die sog. Leistungsform zu bringen, was der mathematischen Operation

𝐸̇ ≡ lim
Δ𝑡→0

Δ𝐸

Δ𝑡
=
d𝐸

d𝑡
(2.3)

entspricht. Die Dimension ist dann Energie pro Zeit, die SI-Einheit ist J/s

bzw. W. Alle anderen Größen werden analog dazu in die Form Änderung pro

Zeiteinheit gebracht

d𝐸

d𝑡
=
d𝑊

d𝑡
+
d𝑄

d𝑡
+
d𝐾

d𝑡
. (2.4)

Wärmeübertrager können in guter Näherung als nach außen adiabat ange-

nommen werden und es wird in Wärmeübertragern keine technische Arbeit

verrichtet. Angewendet auf einen Wärmeübertrager folgt somit aus der Ener-

giebilanz, dass die vom heißen Fluid abgegebene und die vom kalten Fluid

aufgenommene Energie im stationären Fall mengenmäßig identisch sind.

2.1.2. Der zweite Hauptsatz: Energieentwertung

Der erste Hauptsatz bilanziert die Formen der Energie als Zustand und des

Energietransports als Prozess mengenmäßig; die Alltagserfahrung zeigt aber,

dass es außer der Menge nochmindestens eine weitere Eigenschaft gebenmuss,

die dazu führt, dass nicht alle Prozesse, die dem ersten Hauptsatz genügen,

auch durchführbar sind (Lambert 2002). Beispiele für Prozesse, die spontan

und ohne äußeres Einwirken ablaufen sind die Übertragung von Energie in

Form von Wärme von einem System hoher Temperatur auf ein System nied-

riger Temperatur oder die Umwandlung von mechanischer Energie in innere

Energie. Gemäß dem ersten Hauptsatz sind auch die jeweils umgekehrten

Prozesse möglich, allerdings laufen diese nicht spontan ab. Um den Prozess

jeweils umzukehren und den Ausgangszustand wiederherzustellen, muss in

beiden Beispielen die Umgebung auf das System einwirken, wodurch in der

Umgebung zwangsläufig Veränderungen verbleiben. Die Möglichkeit, einen
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2. Theoretische Grundlagen

Prozess umzukehren und das System in den Ausgangszustand zu versetzen,

ohne dass Veränderungen in der Umgebung verbleiben, wird als Reversibilität

bezeichnet; die zuvor als Beispiele genannten Prozesse sind, wie alle realen

Prozesse, irreversibel.

Um diese qualitativen Aussagen zu Reversibilität und Irreversibilität zu quan-

tifizieren, hat Clausius 1850, 1854, 1865 die Größe Entropie eingeführt. Die

Bedeutung dieser Größe ergibt sich aus der Gesamtheit der physikalischen

Sachverhalte, in denen sie eine Rolle spielt (Herwig 2000). An dieser Stelle

wird die Entropie durch folgende fünf Postulate eingeführt (vgl. Baehr und

Kabelac 2009; Herwig und Kautz 2007):

1. Jedes System besitzt eine extensive Zustandsgröße 𝑆, genannt Entropie.

Die Dimension dieser Größe ist Energie/Temperatur, die SI-Einheit J/K.

Dividiert man die Entropie einer Phase durch ihre Masse 𝑀, so erhält

man die spezifische Entropie 𝑠 = 𝑆/𝑀 mit der SI-Einheit J/(kgK).

2. Die Entropie eines Systems ändert sich:

• Durch Energietransport über die Systemgrenze in Form von Wärme,

• durch Materietransport über die Systemgrenze,

• durch Entropieerzeugung infolge irreversibler Prozesse im Inneren

des Systems.

3. Jeder Energietransport über die Systemgrenze in Form von Wärme be-

wirkt im System eine Entropieänderung

𝑆̇𝑄 =∑

𝑖

𝑄̇𝑖

𝑇𝑖
. (2.5)

Dabei ist 𝑇𝑖 die thermodynamische Temperatur an der Stelle der System-

grenze, an der der Energietransport in Form von Wärme stattfindet. Da

die Temperatur stets positiv ist, hat 𝑆̇𝑄 das selbe Vorzeichen wie 𝑄̇.

4. Der Materietransport über die Systemgrenze verursacht die Entropieän-

derung

𝑆̇𝐾 =∑

𝑖

𝑀̇𝑖 ⋅ 𝑠𝑖 . (2.6)
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5. Die durch irreversible Prozesse im Innern des Systems erzeugte Entro-

pie 𝑆̇irr ist stets positiv; sie verschwindet nur im Grenzfall reversibler

Prozesse.

Die Änderung der Entropie eines Systems lässt sich somit als Bilanz

d𝑆

d𝑡
= 𝑆̇𝑄 + 𝑆̇𝐾 + 𝑆̇irr (2.7)

schreiben, mit

𝑆̇irr ≥ 0 . (2.8)

Mit diesen Postulaten lassen sich die zuvor beschriebenen Beispiele genauer

erfassen. Zwar lässt sich jeder spontan ablaufende Prozess prinzipiell umkehren

und der Ausgangszustand des Systems wiederherstellen; um die irreversibel

produzierte Entropie 𝑆̇irr zu kompensieren ist jedoch bei allen realen Prozes-

sen ein zusätzlicher Aufwand an Energie nötig. Die irreversibel produzierte

Entropie 𝑆̇irr ist somit gleichzeitig die Ursache und ein quantitatives Maß für

die Irreversibilität eines Prozesses.

Ein weiterer Aspekt betrifft die „Umwandelbarkeit von Wärme in Arbeit“:

Ein Energietransport in Form von Arbeit ändert, im Gegensatz zu einem Ener-

gietransport in Form von Wärme, nicht die im System vorhandene Entropie.

Deshalb kann kein System stationär, also bei zeitlich konstanter Entropie, in

Form von Wärme zugeführte Energie vollständig in Form von Arbeit abführen.

Um die Entropie konstant zu halten muss immer auch Energie in Form von

Wärme abgeführt werden, wobei die Temperatur der Wärmeabfuhr niedriger

sein muss als die Temperatur der Wärmezufuhr. Diese Energie kann dem Sys-

tem dann nicht mehr in Form von Arbeit entnommen werden. In Kraftwerken

ist das System niedriger Temperatur üblicherweise die Umgebung, so dass der

maximal umwandelbare Anteil der Energie für ein konkretes Kraftwerk von

der Temperatur der Umgebung des Kraftwerks abhängt. Diese Begrenzung gilt

auch für reversibel und verlustfrei arbeitende Systeme und wurde früh von

Carnot 1824 beschrieben. Für den in einer bestimmten Umgebung beliebig

umwandelbaren Anteil einer Energieform prägte Rant 1956 den Begriff Exergie.

In allen realen Systemen treten Irreversibilitäten auf, so dass Entropie erzeugt
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2. Theoretische Grundlagen

wird, die zusätzlich zu der Entropieänderung aufgrund des Energietransports

in Form von Wärme abgeführt werden muss. Dies führt zu einem Verlust an Ex-

ergie, der der Entropieproduktion proportional ist. Ein Verlust an Reversibilität

ist also immer auch ein Verlust an Umwandelbarkeit. Der Proportionalitätsfak-

tor ist die Temperatur der Wärmeabfuhr, in Kraftwerken also üblicherweise die

Umgebungstemperatur 𝑇∞. Die irreversibel produzierte Entropie ist somit die

Ursache und das Maß für die Verluste an Exergie; die Höhe der Exergieverluste

für ein konkretes System ergibt sich dann aus dem Produkt der relevanten Tem-

peratur und der produzierten Entropie 𝑆̇irr. Für diesen schon früh bekannten

Zusammenhang prägte Bejan 1982 den Name Gouy-Stodola-Theorem.

Als Ursachen für die Produktion von Entropie wurden bisher der Temperatur-

unterschied bei der Wärmeübertragung und die Dissipation von mechanischer

Energie genannt, weitere Beispiele sind (vgl. Moran und Shapiro 2009):

• Das ungehinderte Ausströmen eines Gases,

• spontane chemische Reaktionen,

• das Mischen von Fluiden unterschiedlicher Zusammensetzung oder Tem-

peratur,

• plastische Verformung,

• elektrischer Fluss bei Vorhandensein eines Widerstands.

Alle diese Prozesse sind irreversibel; das Maß für den Verlust an Reversibilität

ist die produzierte Entropie. Die größten Beiträge zur Entropieproduktion

in Wärmeübertragern sind die Entropieproduktion aufgrund von Wärmelei-

tung über endliche Temperaturdifferenzen 𝑆̇irr,C und die Entropieproduktion

aufgrund von Dissipation 𝑆̇irr,D, weshalb in der vorliegenden Arbeit nur die-

se beiden Ursachen betrachtet werden. Die insgesamt irreversibel erzeugte

Entropie lässt sich dann schreiben als Summe

𝑆̇irr = 𝑆̇irr,D + 𝑆̇irr,C . (2.9)

Um die Entropieproduktion aufgrund von Temperaturdifferenzen und Dissi-

pation zu berechnen, gibt es grundsätzlich zwei Möglichkeiten: Entweder wird
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2.2. Kennzahlen für Wärmeübertrager

die lokale Entropieproduktion direkt aus den lokalen Temperatur- und Ge-

schwindigkeitsgradienten bestimmt und über das Volumen aufintegriert, oder

die Entropieproduktion wird indirekt bestimmt, indem die Gleichung 2.7 nach

der Entropieproduktion aufgelöst wird und alle restlichen Terme bestimmt

werden (Herwig und Kock 2007).

Um die lokale Entropieproduktion direkt zu berechnen, müssen das Tempe-

raturfeld und das Geschwindigkeitsfeld bestimmt werden, zum Beispiel durch

eine numerische Strömungssimulation. Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass die

Ursachen und der Ort der Entropieproduktion genau benannt werden können.

Als Nachteil ist der hohe Aufwand einer solchen Simulation, besonders für

turbulente Strömungen, zu nennen. Für eine ausführliche Darstellung der

direkten Berechnung der lokalen Entropieproduktion sei verwiesen auf Kock

2003 und Kock und Herwig 2005.

In der vorliegenden Arbeit wird die Entropieproduktion indirekt aus der

Entropiebilanz bestimmt. Für einen nach außen adiabaten Wärmeübertrager

im stationären Zustand gilt

d𝑆

d𝑡
= 0 und 𝑆̇𝑄 = 0 . (2.10)

Die Entropieproduktion lässt sich dann aus der an den Materialtransport über

die Systemgrenze gebundenen Entropieänderung berechnen

𝑆̇irr = −∑

𝑖

𝑀̇𝑖 ⋅ 𝑠𝑖 . (2.11)

2.2. Kennzahlen für Wärmeübertrager

Zur Beschreibung von Wärmeübertragern werden verschiedene Größen und

Kennzahlen verwendet, die an dieser Stelle definiert werden. In Abbildung 2.2

ist exemplarisch dargestellt, wie sich die Temperaturen der Fluide imVerlauf der

Wärmeübertragung ändern. Dabei wird das heiße Fluid als Fluid 1 und das kalte

Fluid als Fluid 2, der Eintrittsquerschnitt mit 𝑎 und der Austrittsquerschnitt

mit 𝑏 bezeichnet. Die Temperaturänderungen Δ𝑇 der beiden Fluide berechnen
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Abbildung 2.2.: Beispiel für die Temperaturänderungen im Verlauf der einpha-
sigen Wärmeübertragung im Gegenstrom

sich dann nach

Δ𝑇1 = 𝑇1a − 𝑇1b (2.12)

Δ𝑇2 = 𝑇2b − 𝑇2a . (2.13)

Die maximal mögliche Temperaturdifferenz besteht zwischen den Temperatu-

ren jeweils am Eintritt:

Δ𝑇max = 𝑇1a − 𝑇2a . (2.14)

Die Temperaturänderungen können entdimensioniert werden, indem sie ins

Verhältnis zur maximalen Temperaturdifferenz gesetzt werden:

𝜖1 =
Δ𝑇1

Δ𝑇max

(2.15)

𝜖2 =
Δ𝑇2

Δ𝑇max

. (2.16)
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Die mittlere Temperaturdifferenz zwischen den Fluiden wird berechnet, indem

die lokale Temperaturdifferenz über die Fläche integriert und durch die gesamte

wärmeübertragende Fläche geteilt wird:

Δ𝑇m =
1

𝐴
∫
𝐴

(𝑇1 − 𝑇2) d𝐴 . (2.17)

Bezogen auf die maximale Temperaturdifferenz ergibt sich die dimensionslose

mittlere Temperaturdifferenz

Θ =
Δ𝑇m

Δ𝑇max

. (2.18)

Das Produkt aus Massenstrom und mittlerer spezifischer Wärmekapazität

𝐶̇1 = 𝑀̇1𝑐̄p,1 (2.19)

𝐶̇2 = 𝑀̇2𝑐̄p,2 (2.20)

wird als Wärmekapazitätsstrom bezeichnet. Wegen

𝑄̇ = 𝐶̇1Δ𝑇1 bzw. Δ𝑇1 = 𝑄̇/𝐶̇1 (2.21)

𝑄̇ = 𝐶̇2Δ𝑇2 bzw. Δ𝑇2 = 𝑄̇/𝐶̇2 (2.22)

entspricht 1/𝐶̇ der Steigung der Linien in Abbildung 2.2.

Das Wärmekapazitätsstromverhältnis 𝐶∗ setzt den niedrigeren Wärmekapa-

zitätsstrom ins Verhältnis zum größeren Wärmekapazitätsstrom:

𝐶∗ =
𝐶̇min

𝐶̇max

=
min(𝐶̇1, 𝐶̇2)

max(𝐶̇1, 𝐶̇2)
, (2.23)

woraus sich ein Wertebereich 0 ≤ 𝐶∗ ≤ 1 ergibt. Für ein ausgeglichenes

Wärmekapazitätsstromverhältnis, entsprechend 𝐶∗ = 1, hätten die Linien in

Abbildung 2.2 die gleiche Steigung, wären also parallel. Für unausgeglichene

Wärmekapazitätsstromverhältnisse 𝐶∗ ≠ 1 sind die Linien nicht parallel, so

dass zwangsläufig Δ𝑇m > 0 ist. Wenn eins der beiden Fluide einen Phasen-

wechsel erfährt, geht der zugehörige Wärmekapazitätsstrom gegen unendlich

und das Wärmekapazitätsstromverhältnis entsprechend gegen Null.
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Das Fluid mit dem niedrigeren Wärmekapazitätsstrom erfährt die größere

Temperaturänderung, maximal die Temperaturänderung Δ𝑇max. Der maximal

übertragbare Wärmestrom lässt sich deshalb nach

𝑄̇𝑚𝑎𝑥 = Δ𝑇max 𝐶̇𝑚𝑖𝑛 (2.24)

berechnen.

Wird die dimensionslose Temperaturänderung des Fluids mit dem geringe-

ren Wärmekapazitätsstrom mit dem entsprechenden Wärmekapazitätsstrom

erweitert

𝜖 =
Δ𝑇Ċmin

Δ𝑇max

=
Δ𝑇Ċmin 𝐶̇𝑚𝑖𝑛

Δ𝑇max 𝐶̇𝑚𝑖𝑛

=
𝑄̇

𝑄̇max

= max(𝜖1, 𝜖2) , (2.25)

so zeigt sich, dass die dimensionslose Temperaturänderung des Fluids mit

dem geringeren Wärmekapazitätsstrom auch als Verhältnis des tatsächlichen

Wärmestroms zum maximal möglichen Wärmestrom interpretiert werden

kann. Die dimensionslose Temperaturänderung des Fluids mit dem geringeren

Wärmekapazitätsstrom wird häufig auch als Effektivität des Wärmeübertragers

bezeichnet. Über die Gleichung

𝑄̇ = 𝑘𝐴 ⋅ Δ𝑇m (2.26)

wird die Übertragungsfähigkeit 𝑘𝐴 bzw. der mittlere Wärmedurchgangskoeffi-

zient 𝑘 definiert. Die Übertragungsfähigkeit kann entdimensioniert werden,

indem durch den Wärmekapazitätsstrom geteilt wird:

𝑁𝑇𝑈1 =
𝑘𝐴

𝐶̇1
(2.27)

𝑁𝑇𝑈2 =
𝑘𝐴

𝐶̇2
. (2.28)

Die dimensionslose Übertragungsfähigkeit𝑁𝑇𝑈 1 kann auch als dimensionslose

1𝑁𝑇𝑈 steht dabei als Abkürzung von Number of Transfer-Units. Diese insbesondere in der
englischsprachigen Literatur weit verbreitete Bezeichnung wurde ursprünglich von Chil-
ton und Colburn 1935 im Zusammenhang mit der Berechnung der Stoffübertragung in
Füllkörperkolonnen eingeführt (Martin 2006b). In der vorliegenden Arbeit wird statt der
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Verweildauer interpretiert werden.Wenn kein Index angegeben ist, bezieht sich

die dimensionslose Übertragungsfähigkeit, wie zuvor auch schon die Effektivi-

tät, auf das Fluid mit dem geringeren Kapazitätsstrom und der entsprechend

größeren Temperaturänderung:

𝑁𝑇𝑈 =
𝑘𝐴

𝐶̇min

= max(𝑁𝑇𝑈1, 𝑁𝑇𝑈2) . (2.29)

Die verschiedenen Kennzahlen sind nicht unabhängig voneinander, es gilt:

Θ =
𝜖1

𝑁𝑇𝑈1

=
𝜖2

𝑁𝑇𝑈2

=
𝜖

𝑁𝑇𝑈
(2.30)

und

𝐶̇1

𝐶̇2
=
𝜖2

𝜖1
=
𝑁𝑇𝑈2

𝑁𝑇𝑈1

. (2.31)

Der funktionale Zusammenhang zwischen 𝜖, 𝑁𝑇𝑈 und 𝐶∗ wird als Betriebs-

charakteristik bezeichnet. Dieser Zusammenhang ist für jede Stromführung un-

terschiedlich; in Abbildung 2.3 ist die Betriebscharakteristik eines Gegenstrom-

Wärmeübertragers dargestellt. Auch für verschiedene weitere Stromführungen

können analytische Funktionen hergeleitet werden (siehe z. B. Roetzel und

Spang 2010a; Kandlikar und Shah 1989a,b). Die Betriebscharakteristik in gra-

phischer oder analytischer Form kann unter anderem zum Nachrechnen und

Entwerfen von Wärmeübertragern verwendet werden. Beim Nachrechnen ist

die Geometrie bzw. die Übertragungsfähigkeit 𝑘𝐴 bzw. 𝑁𝑇𝑈 vorgegeben, be-

rechnet werden soll der Wärmestrom 𝑄̇ bzw. die Effektivität 𝜖, benötigt wird

also die Funktion 𝜖 = 𝜖(𝑁𝑇𝑈). Beim Entwerfen wird der Wärmestrom 𝑄̇ bzw.

die Effektivität 𝜖 vorgegeben, berechnet werden soll die dafür nötige Übertra-

gungsfähigkeit 𝑘𝐴 bzw. 𝑁𝑇𝑈, entsprechend der Funktion 𝑁𝑇𝑈 = 𝑁𝑇𝑈(𝜖).

In dieser Arbeit werden die Kennzahlen nicht für die Berechnung, sondern

ausschließlich zur Beschreibung und Auswertung verwendet.

direkten Übersetzung Anzahl der Übertragungseinheiten die anschaulichere Bezeichnung
dimensionslose Übertragungsfähigkeit verwendet (Baehr und Stephan 2010).
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Abbildung 2.3.: Betriebscharakteristik eines Gegenstrom-Wärmeübertragers.
Die links dargestellte Funktion 𝜖 = 𝜖(𝑁𝑇𝑈) entspricht dabei
dem Nachrechnen; die rechts dargestellte Funktion 𝑁𝑇𝑈 =

𝑁𝑇𝑈(𝜖) entspricht dabei dem Entwerfen eines Wärmeübertra-
gers.

2.3. Bewertungskriterien

2.3.1. Bewertungskriterien auf Basis des ersten Hauptsatzes

In der Literatur finden sich zahlreiche Bewertungskriterien für Wärmeüber-

trager auf Basis des ersten Hauptsatzes. Der Übersichtsartikel von Yilmaz,

Comakli et al. 2005 vergleicht nach eigenen Angaben ungefähr hundert Bewer-

tungskriterien. Viele davon verwenden grundsätzlich den Ansatz, einen ver-

besserten oder zumindest veränderten Wärmeübertrager mit einem Referenz-

Wärmeübertrager zu vergleichen. Bei diesen Vergleichen werden oft entweder

die Pumpleistung oder der Wärmestrom konstant gehalten. Andere Ansät-

ze setzen in unterschiedlichsten Varianten die Änderung der Pumpleistung

und die Änderung des Wärmestroms ins Verhältnis. Im Rahmen dieser Arbeit

werden Bewertungskriterien auf Basis des ersten Hauptsatzes nicht weiter

berücksichtigt.
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2.3.2. Bewertungskriterien auf Basis des zweiten Hauptsatzes

Wie zuvor erwähnt, wurde der zweite Hauptsatz der Thermodynamik von Clau-

sius 1850, 1854, 1865 eingeführt, um Aussagen über die Reversibilität beliebiger

thermodynamischer Prozesse zu quantifizieren. In der Literatur finden sich

zahlreiche Ansätze, um Prozesse im Allgemeinen und den Prozess der Wärme-

übertagung im Speziellen mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes zu bewerten. Für

die Bewertung kann sowohl die irreversibel produzierte Entropie als auch die

verlorene Exergie verwendet werden, eine Diskussion über diese und weitere

Ansätze findet sich z. B. bei Rosen 1999. Einen historischen Überblick über die

Bewertung beliebiger Prozesse unter Verwendung der Exergie geben z. B. Sciub-

ba und Wall 2007. Eine frühe Erwähnung der Idee, die irreversibel produzierte

Entropie als Zielgröße speziell für die Optimierung von Wärmeübertragern zu

verwenden, findet sich bei McClintock 1951.

Wie in Unterabschnitt 2.1.2 besprochen, werden in der vorliegenden Arbeit

zwei Beiträge zur irreversibel produzierten Entropie berücksichtigt:

𝑆̇irr = 𝑆̇irr,D + 𝑆̇irr,C . (2.32)

Der Anteil 𝑆̇irr,D ist bedingt durch Dissipation aufgrund von Fluidreibung, der

Anteil 𝑆̇irr,C lässt sich zurückführen auf das Vorhandensein von Temperatur-

gradienten beim Energietransport in Form von Wärme. Der Anteil 𝑆̇irr,C ist

dem Wärmestrom 𝑄̇ proportional, ein Wärmeübertrager mit hoher Leistung

erzeugt also mehr Entropie als ein Wärmeübertrager mit geringer Leistung; der

Proportionalitätsfaktor hat dabei die Dimension Temperatur. Viele Autoren

verfolgen deshalb den Ansatz, die produzierte Entropie auf den Wärmestrom 𝑄̇

zu beziehen und mit einer noch zu bestimmenden Temperatur zu entdimen-

sionieren. Einen Überblick über verschiedene derart gebildete dimensionslose

Bewertungszahlen geben unter anderem die Veröffentlichungen von Hessel-

greaves 2000, Yilmaz, Sara und Karsli 2001 und Redecker und Herwig 2012; eine

Auswahl ist in Tabelle 2.1 zusammengestellt. Diese Bewertungszahlen lassen

sich nach drei Aspekten unterscheiden:

Erstens wurden zur Entdimensionierung teilweise Temperaturdifferenzen

verwendet, teilweise absolute Temperaturen, weshalb sich die Werte der Be-
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Tabelle 2.1.: Definition verschiedener entropiebasierter Bewertungskriterien

Definition Quelle

𝑁𝐵 =
𝑆̇irr

𝑄̇
Δ𝑇𝐶̇𝑚𝑎𝑥 =

𝑆̇irr

𝐶̇𝑚𝑎𝑥

Bejan 1977

𝑁𝑆 =
𝑆̇irr

𝑄̇
Δ𝑇𝐶̇𝑚𝑖𝑛 =

𝑆̇irr

𝐶̇𝑚𝑖𝑛

Shah und Skiepko 2004

𝑁𝑊 =
𝑆̇irr

𝑄̇
𝑇∞ London und Shah 1983; Witte und Shamsun-

dar 1983; Wenterodt 2013

𝑁𝑋 =
𝑆̇irr

𝑄̇
Δ𝑇max Xu, Yang und Z. Chen 1996

𝑁𝐻 =
𝑆̇irr

𝑄̇
𝑇2𝑎 Hesselgreaves 2000

𝑁𝑂 =
𝑆̇irr

𝑄̇
Δ𝑇m =

𝑆̇irr

𝑘𝐴
Ogiso 2003; Fakheri 2010

wertungszahlen um Größenordnungen unterscheiden.

Zweitens unterscheiden sich die Bewertungszahlen hinsichtlich ihres Ver-

laufs, je nachdemwelche Parameter vorgegeben bzw. konstant gehalten werden.

Bei vorgegebenen Wärmekapazitätsströmen 𝐶̇𝑚𝑖𝑛 oder 𝐶̇𝑚𝑎𝑥 folgt der Verlauf

der Bewertungszahlen 𝑁𝐵 und 𝑁𝑆 jeweils dem Verlauf der dimensionsbehaf-

teten Entropieproduktion 𝑆̇irr; bei konstanter Übertragungsfähigkeit 𝑘𝐴 trifft

dies auf die Bewertungszahl 𝑁𝑂 zu. Die Umgebungstemperatur 𝑇∞ ist von der

übertragenen Leistung unabhängig und wird als konstant angenommen. Bei

vorgegebenen Eintrittstemperaturen gilt dies auch für die Temperatur 𝑇2𝑎 und

die Temperaturdifferenz Δ𝑇max, der Verlauf der Bewertungszahlen 𝑁𝑊, 𝑁𝑋 und

𝑁𝐻 wäre in diesem Fall grundsätzlich identisch.

Der dritte Aspekt betrifft die physikalische Interpretierbarkeit. Grundsätzlich

lässt sich jede Temperatur zur Entdimensionierung verwenden, zum Beispiel

auch die Temperatur 𝑇 = 1K. Eine mit dieser Temperatur gebildete Bewer-

tungszahl wäre dimensionslos, gegenüber dem dimensionsbehafteten Aus-

druck 𝑆̇irr/𝑄̇ ist jedoch kein Mehrwert erkennbar. London und Shah 1983 schla-

gen neben anderen Temperaturen insbesondere die Umgebungstemperatur 𝑇∞

vor, woraus sich im Zusammenhang mit dem zweiten Hauptsatz Möglichkeiten

zur sinnvollen physikalischen Interpretation ergeben: London und Shah 1983
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2.3. Bewertungskriterien

interpretieren das Produkt 𝑆̇irr𝑇∞ gemäß Gouy-Stodola-Theorem als Exergie-

verluststrom; Witte und Shamsundar 1983 bilden mit der Bewertungszahl 𝑁𝑊

einen Wirkungsgrad 𝜂𝑊 = 1−𝑁𝑊. Andererseits kann der Quotient 𝑄̇/𝑇∞ inter-

pretiert werden als die maximale Entropieproduktion, die ein Energiestrom auf

dem Weg seiner vollständigen Entwertung bis auf Umgebungszustand erbrin-

gen könnte. Der Quotient 𝑄̇/𝑇∞ wird deshalb von Wenterodt 2013; Wenterodt

und Herwig 2014 als entropisches Potential bezeichnet. Die Bewertungszahl

𝑁𝑊 gibt dann an, welchen Teil des entropischen Potentials ein bestimmter

Prozess aufbraucht.

Die in Tabelle 2.1 aufgeführten Bewertungszahlen sind teilweise über die

dimensionslosen Kennzahlen miteinander verknüpft. So gilt zum Beispiel:

𝑁𝑂 = 𝑁𝑋 ⋅ Θ mit Θ = Δ𝑇m/Δ𝑇max , (2.33)

𝑁𝐵 = 𝑁𝑆 ⋅ 𝐶
∗ mit 𝐶∗ = 𝐶̇𝑚𝑖𝑛/𝐶̇𝑚𝑎𝑥 , (2.34)

𝑁𝑆 = 𝑁𝑋 ⋅ 𝜖 mit 𝜖 = Δ𝑇𝐶̇𝑚𝑖𝑛/Δ𝑇max . (2.35)

Andere Ansätze zur Entdimensionierung beziehen die Entropieproduktion

auf die Entropieproduktion in einem Referenzprozess (z. B. Bejan und Pfister

1980; Zimparov und Vulchanov 1994):

𝑁𝐴 =
𝑆̇irr

𝑆̇irr,ref
, (2.36)

so dass die Werte 𝑁𝐴 < 1 eine Verbesserung (Augmentation) gegenüber dem

Referenzprozess bedeuten. Wenn als Referenzprozess der Prozess mit der

minimalen Entropieproduktion gewählt wird (siehe z. B. Bejan 1980, 1987,

1996a,b)

𝑁𝐴 =
𝑆̇irr

𝑆̇irr,min

, (2.37)

sind nur Werte 𝑁𝐴 ≥ 1 möglich.

Bewertungskriterien auf Basis des zweiten Hauptsatzes können auch unter

Verwendung der Exergie gebildet werden. Aus der Bilanz der Exergieströme 𝐸̇𝑥
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an den Eintrittsquerschnitten 𝑎 und Austrittsquerschnitten 𝑏 (Baehr 1968)

∑𝐸̇𝑥
𝑖,𝑎 −∑𝐸̇𝑥

𝑖,𝑏 = 𝑇∞𝑆̇irr (2.38)

ergibt sich der Exergieverluststrom, der identisch ist mit dem Produkt aus

Umgebungstemperatur und produzierter Entropie.

Wird die Exergiezunahme des kalten Fluids 𝐸̇𝑥
2 als Nutzen und die Exergie-

abnahme des heißen Fluids 𝐸̇𝑥
1 als Aufwand angesehen, kann ein exergetischer

Wirkungsgrad im Sinne eines Nutzen-zu-Aufwand-Verhältnisses gebildet wer-

den (siehe z. B. Bruges 1959; Mukherjee, Biswas und Nag 1987):

𝜂𝑥 =
𝐸̇𝑥
2

|𝐸̇𝑥
1 |

=
𝐸̇𝑥
2

𝐸̇𝑥
2 + 𝑇∞𝑆̇irr

. (2.39)

Alternativ kann betrachtet werden, welcher Anteil der eintretenden Exergie-

ströme verloren geht (siehe z. B. Sekulić 1986; Sahoo und Das 1994; Das und

Roetzel 1998)

𝑁𝑥
1 =

𝑇∞𝑆̇irr

∑ 𝐸̇𝑥
𝑖,𝑎

, (2.40)

beziehungsweise erhalten bleibt

𝑁𝑥
2 =

∑ 𝐸̇𝑥
𝑖,𝑏

∑ 𝐸̇𝑥
𝑖,𝑎

=
∑ 𝐸̇𝑥

𝑖,𝑎 − 𝑇∞𝑆̇irr

∑ 𝐸̇𝑥
𝑖,𝑎

= 1 − 𝑁𝑥
1 . (2.41)

2.3.3. Ökonomische Bewertung

Ziel der ökonomischen Optimierung ist es, eine bestimmte Aufgabe mit mi-

nimalen Kosten zu erfüllen. Die Kosten werden üblicherweise unterteilt in

Kapitalkosten und Betriebskosten. Als Zielgröße der Optimierung und als Be-

wertungskriterium fungieren die Gesamtkosten, die sich über einen bestimm-

ten Zeitraum ergeben. Zu den Kapitalkosten gehört der Anschaffungspreis

des Wärmeübertragers, der unter anderem von der Fläche abhängt, aber auch

Zinsen auf Kredite oder Investitionen in Reparaturen. Zu den Betriebskosten

gehören z. B. Brennstoffkosten oder Kosten für den Betrieb der Pumpe, also

letztendlich Kosten für die Bereitstellung von Energie. Den unterschiedlichen
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Energieformen werden dabei unterschiedliche Kosten zugewiesen. Alternativ

können den Exergieströmen Kosten zugewiesen werden. Obwohl betragsmäßig

identische Exergieströme thermodynamisch gesehen gleichwertig sind, müssen

ihnen meist unterschiedlich Kosten zugewiesen werden (siehe z. B. Szargut

1967).

Sobald alle spezifischen Kosten ermittelt sind, kann der Einfluss beliebiger

Parameter wie z. B. der Übertragerfläche oder der Strömungsgeschwindigkeit

untersucht und ein Optimum ermittelt werden. In der Literatur finden sich

zahlreiche Beispiele für solche Untersuchungen, als Beispiele seien hier Wang

und Sundén 2003 oder der Abschnitt A 3.5 des VDI-Wärmeatlas 2006 genannt.

Eine ökonomische Bewertung und Optimierung kann nur für konkrete Fälle

und bei Kenntnis aller spezifischen Kosten gelingen. Allein aufgrund schwan-

kender Weltmarktpreise für Rohstoffe wie Titan oder aufgrund schwankender

Zinsen für Kredite ist es schwierig, allgemeingültige Empfehlungen auszuspre-

chen. Im Rahmen dieser Arbeit wird die ökonomische Bewertung nicht weiter

verfolgt.

2.3.4. Definition eines entropiebasierten Wirkungsgrades

Ein weit verbreitetes und anschauliches Konzept zur Bewertung ist der Wir-

kungsgrad mit der allgemeinen Definition

𝜂 =
Nutzen

Aufwand
. (2.42)

Diese Definition wird ergänzt durch den Zusammenhang

Nutzen = Aufwand− Verluste , (2.43)

wodurch gleichzeitig der Aufwand definiert ist als Summe aus Nutzen und Ver-

lusten. Zusammengenommen lässt sich der Wirkungsgrad damit umschreiben

zu

𝜂 =
Nutzen

Nutzen+ Verluste
= 1 −

Verluste

Nutzen+ Verluste
. (2.44)
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Durch diese Formulierung sind folgende Eigenschaften sichergestellt, die als

Eigenschaften jedes sinnvoll definierten Wirkungsgrades angesehen werden

können (Baehr 1968):

1. Der Wertebereich liegt zwischen 0 und 1.

2. Der Höchstwert von 1 beschreibt den idealen Fall, bei dem es einen

Nutzen und keine Verluste gibt.

3. Die Abweichung von 1 ist den Verlusten proportional.

4. Der Mindestwert von 0 beschreibt den schlechtesten Fall, bei dem es

Verluste, aber keinen Nutzen gibt.

Um diese allgemeine Definition auf die Bewertung von Wärmeübertragern

anzuwenden, müssen Nutzen und Verluste definiert werden. Als Maß für die

Verluste soll hier die Entropieproduktion verwendet werden. Eine verlustfreie,

reversible Übertragung von Energie in Form von Wärme bewirkt eine Entro-

pieänderung, die untrennbar mit dem Nutzen verbunden ist und die als Maß

für den Nutzen angesehen werden kann. Mit der Bezeichnung 𝑆̇rev für die-

se minimal nötige Entropieänderung ergibt sich folgende Definition eines

entropiebasierten Wirkungsgrades:

𝜂 =
𝑆̇rev

𝑆̇rev + 𝑆̇irr
= 1 −

𝑆̇irr

𝑆̇rev + 𝑆̇irr
. (2.45)

Auf die Berechnung der irreversibel produzierten Entropie 𝑆̇irr wurde bereits

eingegangen; die Berechnung der mit einem Nutzen verbundenen Entropie-

änderung 𝑆̇rev lässt sich anhand folgender Überlegung durchführen: Die En-

tropieänderung ist reversibel, wenn keine Dissipation stattfindet und keine

Temperaturgradienten vorliegen. Da in realen Prozessen ein Temperaturgradi-

ent vorliegt, ist 𝑆̇rev eine theoretische Vergleichsgröße, zu deren Berechnung

die in dem zu betrachtenden Prozess höchste mögliche Temperatur verwendet

werden sollte. Im Fall eines Wärmeübertragers mit zwei Fluiden ist dies die

Temperatur des heißen Fluids. Dadurch nimmt 𝑆̇rev einen minimalen Wert an,

der ausschließlich auf den Energietransport in Form von Wärme zurückzufüh-

ren ist.
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2.3. Bewertungskriterien

Im realen Prozess tritt das heiße Fluid 1 im Zustand 1𝑎 ein und im Zustand 1𝑏

aus, also mit der spezifischen Entropie 𝑠1𝑏, der spezifischen Enthalpie ℎ1𝑏 und

dem Druck 𝑝1𝑏. Im reversiblen Fall würde das Fluid die identische Änderung

der spezifischen Enthalpie erfahren, aber keine Änderung des Totaldrucks. Bei

konstantem Querschnitt träte das Fluid also mit der spezifischen Entropie

𝑠1𝑏,𝑟𝑒𝑣 = 𝑠 (𝑝1𝑎, ℎ1𝑏) (2.46)

aus. Unter dieser Annahme kann dann die Entropieänderung im reversiblen

Fall zu

𝑆̇rev = 𝑀̇1 (𝑠1𝑎 − 𝑠1𝑏,𝑟𝑒𝑣) (2.47)

berechnet werden.
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3. Modell des

Plattenwärmeübertragers

Sinn und Zweck von Wärmeübertragern ist der Energietransport in Form von

Wärme. In technischen Anwendungen findet der Energietransport meistens

zwischen zwei Fluiden statt, die durch eine Wand getrennt sind. Die Wand

kann auf unterschiedliche Weise gestaltet werden, üblich ist die Ausführung

entweder als Rohr bzw. Rohrbündel oder als profilierte Platte bzw. Plattenpaket.

In dieser Arbeit werden ausschließlich Plattenwärmeübertrager betrachtet.

Die Bücher von Hesselgreaves 2001 oder Wang, Sundén und Manglik 2007

geben darüber einen ausführlichen Überblick und beschreiben außer der Be-

rechnung von Plattenwärmeübertragern für die thermische, hydraulische und

mechanische Auslegung noch weitere, z. B. historische und ökonomische As-

pekte. In dieser Arbeit wird nur auf die Modellbildung zur thermischen und

hydraulischen Berechnung näher eingegangen.

Als Grundelement wird ein einzelner Kanal betrachtet, der von zwei Platten

begrenzt wird. Aus diesem Grundelement kann dann das Modell des gesamten

Wärmeübertragers aufgebaut werden. Die Zahl der Kanäle entspricht dabei

der Zahl der Platten, reduziert um eins, z. B. bilden 40 Platten 39 Kanäle, die

alternierend vom heißen und kalten Fluid durchströmt werden.

3.1. Modell des diskretisierten Kanals

Jeder einzelne Kanal kann nach verschiedenen Methoden diskretisiert werden;

Wendt 2009 z. B. nennt dieMethoden der FinitenDifferenzen, Finiten Elemente

oder Finiten Volumen. In dieser Arbeit wird jeder Kanal nach der Methode

der Finiten Volumen eindimensional entlang der Fließrichtung diskretisiert;
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3. Modell des Plattenwärmeübertragers

dies ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Jedes Volumen wird dabei als homogen

angenommen, die Zustandsgrößen können dann als einzelner Zustandspunkt

dargestellt werden.

Abbildung 3.1.: Diskretisierung des Kanals in finite Volumen

3.1.1. Massenbilanz

Im Volumen 𝑉𝑖 ist zu jedem Zeitpunkt die Masse

𝑀𝑖 = 𝜚𝑖 ⋅ 𝑉𝑖 (3.1)

enthalten. Die Änderung der Masse entspricht der Summe der zu- und abge-

führten Massenströme und wird durch die Massenbilanz erfasst

𝑑𝑀𝑖

𝑑𝑡
=∑𝑀̇ = 𝑀̇𝑎,𝑖 − 𝑀̇𝑏,𝑖 , (3.2)

mit den Indizes a am Eintrittsquerschnitt und b am Austrittsquerschnitt je-

des einzelnen Volumens. Die Dimension der Bilanz ist Masse pro Zeit, die

SI-Einheit ist kg/s. Im stationären Fall sind die zu- und abgeführten Massen-

ströme betraglich identisch, die im Volumen enthaltene Masse ist dann zeitlich

konstant:

𝑑𝑀𝑖

𝑑𝑡
= 0 . (3.3)

3.1.2. Energiebilanz

In Unterabschnitt 2.1.1 wurde die Energiebilanz bereits in allgemeiner Form

vorgestellt. Die im Volumen 𝑉𝑖 enthaltene Gesamtenergie 𝐸𝑖 ändert sich nur
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durch Energietransport über die Systemgrenzen in Form von Arbeit𝑊, Wärme

𝑄 und konvektivem Energietransport 𝐾:

𝑑𝐸𝑖

𝑑𝑡
=
𝑑𝑊𝑖

𝑑𝑡
+
𝑑𝑄𝑖

𝑑𝑡
+
𝑑𝐾𝑖

𝑑𝑡
. (3.4)

Die Dimension der Bilanz ist Energie pro Zeit, die SI-Einheit ist J/s. Die drei

Beiträge lassen sich weiter aufteilen, es gilt

d𝐸𝑖

d𝑡
= [𝑃t,i + 𝑀̇a,i𝑝a,i𝑣a,i − 𝑀̇b,i𝑝b,i𝑣b,i]⏝⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏝

d𝑊𝑖

d𝑡

+ 𝑄̇i⏟
d𝑄𝑖

d𝑡

+ [𝑀̇a,i (𝑢a,i +
𝑐2a,i

2
+ 𝑔𝑧a,i) − 𝑀̇b,i (𝑢b,i +

𝑐2b,i

2
+ 𝑔𝑧b,i)]

⏝⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏝
d𝐾𝑖

d𝑡

,

(3.5)

mit den Indizes a am Eintrittsquerschnitt und b am Austrittsquerschnitt jedes

einzelnen Volumens. Mit der Definition

ℎ ≡ 𝑢 + 𝑝𝑣 (3.6)

wird die Zustandsgröße spezifische Enthalpie eingeführt (vgl. z. B. Herwig

2007), wodurch sich die Schreibweise verkürzt zu

d𝐸𝑖

d𝑡
= 𝑃t,i+𝑄̇i+𝑀̇a,i (ℎa,i +

𝑐2a,i

2
+ 𝑔𝑧a,i)−𝑀̇b,i (ℎb,i +

𝑐2b,i

2
+ 𝑔𝑧b,i) . (3.7)

Eine Zuordnung zu den einzelnen Formen des Energietransports ist dann nur

noch eingeschränkt möglich. Von dieser Bilanz kann auf beiden Seiten des

Gleichheitszeichens die Änderung der kinetischen Energie und der potentiellen

Energie abgezogen werden (vgl. z. B. Anderson 2009):

d𝑈𝑖

d𝑡
= 𝑃t,i + 𝑄̇i + 𝑀̇a,iℎa,i − 𝑀̇b,iℎb,i . (3.8)

Links des Gleichheitszeichens steht dann die Änderung der inneren Energie.

Angewendet auf Wärmeübertrager kann der Term 𝑃t,i zu Null gesetzt werden,

da keine technische Arbeit bzw. Leistung verrichtet wird. Auf die Berechnung
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des Wärmestroms 𝑄̇i mit Hilfe von empirischen Korrelationen wird in Kapitel 4

näher eingegangen.

Im stationären Fall sind zu- und abgeführte Energie betraglich identisch, die

im Volumen enthaltene Energie ist dann zeitlich konstant:

𝑑𝐸𝑖

𝑑𝑡
= 0 . (3.9)

3.1.3. Impulsbilanz

Die Impulsbilanz wird zwischen den Zustandspunkten gebildet, die die ein-

zelnen Volumen repräsentieren. Dies ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Dieser

Impulsbilanz

Kontrollvolumen

Volumen 1 Volumen nVolumen i

p1	

h1

pi-1

hi-1

pi	

hi

pi+1	

hi+1

pn-1	

hn-1

pn	

hn

Ṁa,i Ṁb,iṀa,1 Ṁb,n

Abbildung 3.2.: Versetztes Gitter für die Impulsbilanz

Ansatz des „versetzten Gitters“ wurde u. a. von Harlow und Welch 1965 ver-

wendet und später in vielen Arbeiten übernommen (siehe z. B. Tummescheit

2002; Zaversky et al. 2013). Die Änderung des Impulses ist gleich der Summe

der wirkenden Kräfte:

𝑑𝐼𝑖

𝑑𝑡
=∑𝐹 = 𝑐2𝑖 𝜚𝑖𝐴𝑖 − 𝑐2𝑖+1𝜚𝑖+1𝐴𝑖+1 + 𝑝𝑖𝐴𝑖 − 𝑝𝑖+1𝐴𝑖+1 − 𝐹𝑓 − 𝐹𝑔 . (3.10)

Die Dimension der Bilanz ist Masse mal Geschwindigkeit pro Zeit, die SI-

Einheit ist kgm/s2 bzw. N. Sofern der Querschnitt konstant ist, kann durch

die Querschnittsfläche geteilt werden, dann ist die Einheit entsprechend N/m2

bzw. Pa. Angewendet auf Wärmeübertrager kann die Änderung der Strömungs-

geschwindigkeit vernachlässigt werden. Der Einfluss der Schwerkraft 𝐹g ist

ebenfalls gering. Auf die Berechnung der aus der Fluidreibung resultieren-

den Kraft 𝐹f mit Hilfe von empirischen Korrelationen wird in Kapitel 4 näher
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eingegangen. Im stationären Fall gilt

𝑑𝐼𝑖

𝑑𝑡
= 0 . (3.11)

Wenn im stationären Fall die Änderung der Strömungsgeschwindigkeit und

der Einfluss der Schwerkraft vernachlässigt werden und die Querschnittsfläche

konstant ist, vereinfacht sich die Impulsbilanz zu

𝑝𝑖 − 𝑝𝑖+1 = 𝐹𝑓/𝐴 . (3.12)

3.2. Modell der Wand

Die Wand bzw. Platte zwischen zwei Kanälen wird in die gleiche Anzahl Ele-

mente unterteilt wie die Anzahl der Volumen in den beiden angrenzenden

Kanälen. Jedes einzelne Wandelement ist dann charakterisiert durch Wand-

dicke, Volumen, Wärmekapazität, Wärmeleitfähigkeit und Temperatur. Für

jedes Element wird eine Energiebilanz aufgestellt

𝑑𝐸𝑖

𝑑𝑡
=
𝑑𝑄𝑖

𝑑𝑡
, (3.13)

wobei ein Energietransport nur in Form von Wärme, nicht jedoch konvektiv

oder in Form von Arbeit, stattfindet. Im stationären Fall sind zu- und abgeführ-

te Energie betraglich identisch, die im Element enthaltene Energie ist dann

zeitlich konstant:

𝑑𝐸𝑖

𝑑𝑡
= 0 . (3.14)

3.3. Konfiguration des Plattenwärmeübertragers

Aus den Modellen des Kanals und der Wand kann ein beliebig komplexes Plat-

tenwärmeübertragermodell zusammengesetzt werden. Der einfachste Fall von

nur zwei Kanälen im Gegenstrom ist in Abbildung 3.3 dargestellt. Komplexere

Konfigurationen können nach Gut und Pinto 2003a,b, 2004 durch Angabe

folgender Parameter eindeutig identifiziert werden:
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Volumen 1 Volumen nVolumen i

p1	

h1

pi	

hi

pn	

hn

Ṁa,i Ṁb,iṀa,1 Ṁb,n

Volumen n Volumen 1Volumen i

p1	

h1

pi	

hi

pn	

hn

Ṁb,i Ṁa,iṀb,n Ṁa,1

WÜ Modell WÜ Modell WÜ Modell WÜ Modell WÜ Modell WÜ Modell

WÜ ModellWÜ ModellWÜ ModellWÜ ModellWÜ ModellWÜ Modell

Abbildung 3.3.: Verschaltung der Teilmodelle zu einem Gesamtmodell des Plat-
tenwärmeübertragers

• Anzahl der Kanäle insgesamt,

• Anzahl der Umlenkungen pro Fluid,

• Zuweisung der Fluide zu den Ein- und Auslassstutzen und

• Unterscheidung der Platte nach vertikaler oder diagonaler Fließrichtung.

Der Wärmedurchgangswiderstand, also der Kehrwert des Wärmedurchgangs-

koeffizienten, wird durch den größten Einzelwiderstand dominiert. Wenn die

Wärmeleitfähigkeit des Wandmaterials sehr hoch ist, kann das Modell deshalb

vereinfacht werden, indem die Wand weggelassen wird.

Sofern die Wand aus mehreren Schichten besteht, beispielsweise aufgrund

einer Beschichtung oder Verschmutzung der Platten, kann jede Schicht durch

ein dezidiertes Wandmodell abgebildet werden, dessen Parameter wie Dicke

und Wärmeleitfähigkeit einzeln einstellbar sind.

3.4. Implementierung in Modelica

Die Modelica Standard Library (MSL) beinhaltet ein detailliertes Rohrmodell.

Dieses Modell wurde in einer ersten Version entwickelt von Elmqvist, Tumme-

scheit und Otter 2003, eine weiterentwickelte Version wird beschrieben von

Casella et al. 2006. Die von Franke, Casella, Sielemann et al. 2009 beschriebene
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3.4. Implementierung in Modelica

Abbildung 3.4.: Klassendiagramm DynamicPipe und DynamicChannel

Version erweitert das Rohrmodell um die sogenannten stream-Konnektoren.

Diese Konnektoren wurden im Sprachstandard Modelica 3.1 für die Modellie-

rung des konvektiven Stoff- und Energietransports eingeführt (Franke, Casella,

Otter et al. 2009).

Das Modell des Kanals ist in Anlehnung an dieses Rohrmodell entstanden

und verwendet Teile wieder. Neu hinzugefügt wurden insbesondere die Klasse

PartialCorrugatedChannel, welche die geometrischen Parameter definiert,

sowie die Klassen Martin_1ph und LocalChannelFlowHeatTransfer, die

die Korrelationen für Druckverlust und Wärmeübergang aufrufen. Neu hinzu-

gefügte Klassen sind in den folgenden Abbildungen blau hinterlegt.

Abbildung 3.4 zeigt ein Klassendiagramm des Rohrmodells und des Kanal-

modells im Vergleich; gleichnamige Klassen wurden unmodifiziert wiederver-

wendet. Die abstrakte Klasse PartialTwoPort definiert die Schnittstellen des

Kanals zur nächsten Komponente in Fließrichtung durch zwei FluidPorts

aus der MSL. Als Schnittstelle zur Wand dienen HeatPorts aus der MSL.

Die Massenbilanz und die Energiebilanz sind in der abstrakten Klasse Parti-

alDistributedVolume implementiert. Die Impulsbilanz ist in der abstrakten

Klasse PartialDistributedFlow teilweise implementiert. Die fehlenden Tei-

le, insbesondere der Anteil der auf die Fluidreibung zurückzuführen ist, werden

dann in Klassen hinzugefügt, die die Basisklasse wie in Abbildung 3.5 dargestellt
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3. Modell des Plattenwärmeübertragers

Abbildung 3.5.: Klassendiagramm FlowModel und HeatTransfer

erweitern. Für die Diskretisierung der Impulsbilanz sind verschiedene Varian-

ten implementiert, zwischen denen in der Benutzeroberfläche umgeschaltet

werden kann. Die abstrakte Klasse PartialHeatTransfer stellt ein Grundge-

rüst für Wärmeübergangsmodelle bereit, das durch Erweiterung konkretisiert

wird.

Für alle drei Bilanzen kann getrennt gewählt werden, ob die Bilanz tran-

sient oder stationär gerechnet werden soll, und wie die Bilanz initialisiert

werden soll. Abbildung 3.6 zeigt den entsprechenden Auswahldialog in der

Benutzeroberfläche der Simulationssoftware.

Die geometrischen Parameter des Kanals werden in der abstrakten Klasse

PartialCorrugatedChannel definiert und können, wie in Abbildung 3.7

gezeigt, in der Benutzeroberfläche eingegeben werden.

Für reinen Gegenstrom und reinen Gleichstrom kann die Betriebscharak-

teristik des Wärmeübertragers analytisch berechnet werden; das numerische

Modell des Wärmeübertragers kommt in diesen Fällen zu identischen Ergeb-

nissen. Das Verhalten im Auslegungspunkt wurde mit den Herstellerangaben

verglichen und stimmt mit diesen gut überein.
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3.4. Implementierung in Modelica

Abbildung 3.6.: Auswahldialog für die Dynamik und Initialisierung der Bilan-
zen in der Benutzeroberfläche von Dymola

Abbildung 3.7.: Eingabe der geometrischen Parameter des Plattenwärmeüber-
tragers in der Benutzeroberfläche von Dymola
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4. Korrelationen für Druckverlust und

Wärmeübergang

Die größten Beiträge zur Entropieproduktion inWärmeübertragern sind, wie in

Kapitel 2 angesprochen, bedingt durch die Dissipation aufgrund von Fluidrei-

bung sowie den Energietransport in Form von Wärme bei Vorhandensein

von Temperaturgradienten. Um diese beiden Beiträge berechnen zu können,

werden in diesem Kapitel (größtenteils empirische) Korrelationen für Druck-

verlustkoeffizienten1 und Wärmeübergangskoeffizienten in Plattenwärmeüber-

tragern besprochen. In dieser Arbeit wird keine eigene Korrelation entwickelt,

sondern eine aus der Literatur verwendet. Ausgewählte Literatur ist in Tabel-

le 4.1 zusammengestellt. Aufgelistet sind insbesondere Artikel, die verschiedene

Korrelationen miteinander und mit Messdaten vergleichen.

Ayub 2003 listet einen Überblick existierender Korrelationen auf, vergleicht

und bewertet diese aber nicht. Palm und Claesson 2006, García-Cascales et

al. 2007 und Táboas et al. 2012 stellen jeweils nach einem Literaturüberblick

ausgewählte Korrelationen vor und vergleichen diesemit experimentellenMess-

werten. Dimensionsanalytische Überlegungen finden sich bei Jokar, Hosni und

Eckels 2006 und Lin, Huang und Su 2007. Einen allgemeinen Überblick über

den aktuellen Stand der Plattenwärmeübertrager-Forschung gibt Abu-Khader

2012.

In diesem Kapitel wird zunächst allgemein die Geometrie der Platte beschrie-

ben und anschließend ein Überblick über die verschiedenen in der Literatur

bekannten Korrelationen gegeben. Als Fazit des derzeitigen Wissensstandes

wird nur eine Korrelation für Druckverlust und Wärmeübergang in einphasiger

1Korrekt wären die Bezeichnungen Totaldruckverlust und Totaldruckverlustkoeffizient, diese
Arbeit übernimmt jedoch die in der Literatur üblichen Bezeichnungen Druckverlust und
Druckverlustkoeffizient.
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4. Korrelationen für Druckverlust und Wärmeübergang

Tabelle 4.1.: Ausgewählte Literatur zu Druckverlust und Wärmeübergang in
Plattenwärmeübertragern; Anzahl der betrachteten Korrelationen

Quelle Typ
Einphasig Sieden Kondens.
Δ𝑝 𝛼 Δ𝑝 𝛼 Δ𝑝 𝛼

Thonon et al. 1995 S – – – – – –
Martin 1996 K 1 1 – – – –

Schlünder 1998 S – 1 – – – –
Thonon und Bontemps 2002 K – – – – – 1

Ayub 2003 V – 28 – 1 – –
Palm und Claesson 2006 V 1 2 1 1 – –

García-Cascales et al. 2007 V – 6 – 5 – 5

Lin, Huang und Su 2007 S 1 1 – – – –
Djordjević et al. 2008 E – – – – 1 –

Djordjević und Kabelac 2008 E 1 1 2 1 – –

Dović, Palm und Švaić 2009 K 1 1 – – – –
Táboas et al. 2012 V – – 5 5 – –
Abu-Khader 2012 S – – – – – –

V: Überblick und Vergleich existierender Korrelationen, E: Experimente und Messwerte,

S: Status, Stand der Forschung, Theorie, Sonstiges, K: Entwicklung einer neuen Korrelation.

Strömung als Computercode implementiert und validiert.

4.1. Geometrie der Platte

Obwohl nahezu beliebige Platten-Geometrien denkbar sind, hat sich am Markt

vor allem der in Abbildung 4.1 dargestellte Plattentyp rechteckiger Platten mit

nahezu sinusförmiger Prägung etabliert. Die Platte lässt sich über Breite 𝐵𝑝 und

Länge 𝐿𝑝 beschreiben, die Prägung durch den Prägewinkel 𝜑, die Amplitude 𝑎̂

bzw. Prägetiefe 2𝑎̂ und die Wellenlänge Λ. Typische Werte für die Parameter

der Prägung sind in Tabelle 4.2 zusammengestellt; abweichende Werte sind

möglich, aber wenig verbreitet.

Platten mit Prägewinkeln 𝜑 < 45° und niedrigem Druckverlust werden als

„weiche“ Platten bezeichnet, Platten mit Prägewinkeln 𝜑 > 45° und hohem

Druckverlust werden als „harte“ Platten bezeichnet.

Die tatsächliche wärmeübertragende Oberfläche der Platte 𝐴𝑝 ist aufgrund

der Prägung größer als die entsprechende projizierte Fläche 𝐵𝑝 ⋅ 𝐿𝑝. Der Flä-
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4.1. Geometrie der Platte

Abbildung 4.1.: Platte eines Plattenwärmeübertragers und ihre wichtigsten geo-
metrischen Parameter (angepasst nach Martin 2010)

Tabelle 4.2.: Typische Werte der geometrischen Parameter einer Wärmeüber-
tragerplatte (A. Cooper und Usher 1983; Palm und Claesson 2006;
Wang, Sundén und Manglik 2007)

Parameter Min. Max.

Prägewinkel 𝜑 25° 75°
Prägetiefe 2𝑎̂ 1,2mm 5mm

Wellenlänge Λ 7mm 15mm

Plattendicke 𝛿 0,4mm 1,2mm

Seitenverhältnis 𝐿𝑝/𝐵𝑝 1,8 —

chenvergrößerungsfaktor Φ =
𝐴𝑝

𝐵𝑝𝐿𝑝
lässt sich mit Hilfe der Wellenzahl 𝑋

𝑋 = 𝜋
2𝑎̂

Λ
(4.1)

zu

Φ(𝑋) ≈
1

6
(1 + √1 + 𝑋2 + 4√𝑋2/2) (4.2)
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4. Korrelationen für Druckverlust und Wärmeübergang

berechnen. Für Λ/𝑎̂ = 2𝜋 wird 𝑋 = 1 und Φ ≈ 1,22 und es ergibt sich eine

Oberflächenvergrößerung um 22%, was für technische Platten ein typischer

Wert ist (Martin 2006a).

Die mittlere Querschnittsfläche pro Kanal 𝐴𝑐 berechnet sich ebenfalls aus den

geometrischen Parametern zu

𝐴𝑐 = 2𝑎̂ ⋅ 𝐵𝑝 . (4.3)

Für einen Volumenstrom 𝑉̇

𝑉̇ =
𝑀̇

𝜚
bzw. pro Kanal 𝑉̇𝑐 =

𝑉̇

𝑛𝑐
(4.4)

geteilt durch die Anzahl der parallelen Kanäle 𝑛𝑐 ergibt sich die Strömungsge-

schwindigkeit 𝑤

𝑤 =
𝑉̇𝑐

𝐴𝑐
. (4.5)

4.2. Einphasige Strömung

Für die Berechnung von Druckverlust und Wärmeübergang bei einphasiger

Strömung wird von mehreren Autoren der Ansatz nach Martin 1996, 2006a,

2010 empfohlen (u. a. Palm und Claesson 2006; Djordjević und Kabelac 2008).

García-Cascales et al. 2007 nennen zusätzlich alternative Ansätze, insbesondere

den Ansatz nach Bogaert und Bölcs 1995. Im Folgenden wird der Ansatz nach

Martin beschrieben.

Der hydraulische Durchmesser 𝑑h wird als

𝑑h =
4𝑎̂

Φ
(4.6)

definiert. Andere mögliche Definitionen des hydraulischen Durchmessers wer-

den u. a. von Palm und Claesson 2006 oder Dović, Palm und Švaić 2009 disku-

tiert.

Mit dem hydraulischen Durchmesser werden verschiedene dimensionslose

Kennzahlen definiert, die Druckverlustbeiwerte 𝜁 und 𝜉, die Reynolds-Zahl Re
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4.2. Einphasige Strömung

und die Nusselt-Zahl Nu:

𝜁 =
Δ𝑝

1

2
𝜚𝑤2

und 𝜉 =
Δ𝑝

1

2
𝜚𝑤2

𝑑h

𝐿𝑝
, (4.7)

Re =
𝜚𝑤𝑑h

𝜂
, (4.8)

Nu =
𝛼𝑑h

𝜆
. (4.9)

Der Druckverlustbeiwert 𝜉 ist nach dieser Definition das Vierfache des in der

Literatur ebenfalls häufig verwendeten Reibungsbeiwertes nach Fanning 𝑓:

𝜉 = 4 ⋅ 𝑓 . (4.10)

4.2.1. Druckverlust

In Abhängigkeit des Prägewinkels 𝜑 bildet sich eine von zwei Strömungsfor-

men aus: kreuzende Strömung oder wellige Längsströmung. In den beiden

Grenzfällen 𝜑 = 0° und 𝜑 = 90° stellt sich Längsströmung ein.

Grenzfall 𝜑 = 0°

Die Platten berühren sich auf der ganzen Länge der Platte und formen Ka-

näle in Fließrichtung, so dass sich eine glatte Längsströmung ausbildet. Der

Druckverlustbeiwert kann dann nach

𝜉0 = {

𝐵0

Re
für Re < 2000 (laminar, Poiseulle)

(1,8 log
10
(Re) − 1, 5)

−2
für Re ≥ 2000 (turbulent, Konakov)

(4.11)

berechnet werden (Gnielinski 2007; Kast et al. 2010). Die Konstante 𝐵0 hängt

von der Querschnittsform der Kanäle ab; für runde Rohre wäre 𝐵0 ≈ 64,

was als Mittelwert auch für andere Querschnittsformen verwendet werden

kann (Fischer und Martin 1997).

51



4. Korrelationen für Druckverlust und Wärmeübergang

Grenzfall 𝜑 = 90°

Für 𝜑 = 90° hängt der Druckverlustbeiwert davon ab, ob die Prägungen der

zwei benachbarten Platten in Phase sind oder nicht. Wenn die Prägungen

in Phase sind, berühren sich die Platten nicht und formen einen einzigen

welligen Kanal. Schon bei niedrigen Strömungsgeschwindigkeiten bilden sich

in den Randbereichen des Kanals Sekundärströmungen und Wirbel, die sowohl

Druckverlust als auch Wärmeübergang stark beeinflussen (Focke, Zachariades

und Olivier 1985; Metwally und Manglik 2004). Der Druckverlustbeiwert kann

nach Focke, Zachariades und Olivier 1985 zu

𝜉1,0 = {

𝐵1

Re
+ 𝐶1 für Re < 2000 (laminar, mit Wirbeln)

𝐾1

Re𝑛
für Re ≥ 2000 (turbulent)

(4.12)

berechnet werden. Die Parameter 𝐵1, 𝐶1, 𝐾1 und 𝑛 werden an experimentelle

Daten angepasst; dieWerte sind ungefähr𝐵1 = 597 und 𝐶1 = 3,85 und𝐾1 = 39

und 𝑛 = 0,289 (Martin 1996).

Sind die Prägungen um 180°(= 𝜋) verschoben, ist der Fließweg blockiert, so

dass

𝜉1,𝜋 → ∞ . (4.13)

Der Druckverlustbeiwert im Fall 𝜑 = 90° wird deshalb näherungsweise nach

𝜉1 = 𝑎 ⋅ 𝜉1,0(Re) (4.14)

berechnet mit einem empirischen Faktor 𝑎. Der mögliche Wertebereich ist

1 ≤ 𝑎 ≤ ∞; der tatsächliche Wert muss an experimentelle Daten angepasst

werden. Die für die Entwicklung der Korrelation verwendeten Daten können

mit 𝑎 = 3,8 gut reproduziert werden (Martin 1996).

Fall 0° < 𝜑 < 90°

Für alle Prägewinkel 0° < 𝜑 < 90° berühren sich die Platten nur punktweise

und sowohl kreuzende Strömung als auch wellige Längsströmung können auf-
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Abbildung 4.2.: Druckverlustbeiwert 𝜉 als Funktion des Prägewinkels 𝜑 bei

Re = 2000 und als Funktion der Reynoldszahl Re, berechnet
nach Gleichung 4.16

treten. Die kreuzende Strömung tritt häufiger bei weichen Platten (𝜑 < 45°)

auf, die wellige Längsströmung häufiger bei harten Platten (𝜑 > 45°). Aus der

Verlängerung des Fließwegs, der Zahl der Wendestellen der Fließrichtung und

der Zahl der Kontaktstellen leitet Martin 1996 den Ansatz für den Druckver-

lustbeiwert her:

1

√𝜉
=

cos𝜑

√𝑏 tan𝜑 + 𝑐 sin𝜑 + 𝜉0(Re)/ cos𝜑
+
1 − cos𝜑

√𝜉1(Re)
(4.15)

bzw.

𝜉 = [
cos𝜑

√𝑏 tan𝜑 + 𝑐 sin𝜑 + 𝜉0(Re)/ cos𝜑
+
1 − cos𝜑

√𝜉1(Re)
]

−2

. (4.16)

Die Parameter 𝑏 und 𝑐 werden an experimentelle Daten angepasst; die Werte

sind ungefähr 𝑏 = 0,18 und 𝑐 = 0,36 (Martin 1996). In Abbildung 4.2 ist

der Druckverlustbeiwert als Funktion des Prägewinkels und der Reynoldszahl

dargestellt.
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4. Korrelationen für Druckverlust und Wärmeübergang

4.2.2. Wärmeübergang

Für den Fall einer Strömung mit ausgebildeter hydraulischer Grenzschicht und

nicht-ausgebildeter thermischer Grenzschicht leiten Schlünder 1970; Martin

1996; Schlünder 1998 einen Zusammenhang zwischen Druckverlustbeiwert 𝜉

und Nusselt-Zahl Nu

Nu = 1,615 [
𝜉Re

64

Re Pr 𝑑

𝐿
]

1/3

(4.17)

mit einem charakteristischen Durchmesser 𝑑 und einer noch nicht definierten

charakteristischen Länge 𝐿 her. Da dieser Zusammenhang auf ähnlichen Über-

legungen basiert, wie sie Lévêque 1928 für laminare Rohrströmung angestellt

hat, verwenden sie die Bezeichnung generalisierter Lévêque-Ansatz. Dieser

Ansatz wird von Martin 1996 auf Wärmeübertragerplatten und allgemein peri-

odische Strukturen wie Rohrbündel oder Schüttungen angewendet (Martin

2002). Für die praktische Anwendung werden der theoretische Exponent 1/3

und der theoretische Faktor
1,615

641/3
≈ 0,404 an experimentelle Daten angepasst.

Für Plattenwärmeübertrager wird der Durchmesser 𝑑 gleich dem hydrau-

lischen Durchmesser 𝑑h gesetzt und als charakteristische Länge 𝐿 wird der

Abstand zwischen zwei Kreuzungspunkten gewählt:

𝑑 = 𝑑h (4.18)

𝐿 =
Λ

sin (2𝜑)
(4.19)

und somit

𝑑

𝐿
=
𝑑h

Λ
sin (2𝜑) . (4.20)

Unter Verwendung der Hagen-Zahl Hg, die dem Druckverlust direkt proportio-

nal ist,

𝜉Re2 = 2
𝜚Δ𝑝𝑑3ℎ

𝜂2𝐿𝑝
= 2Hg (4.21)
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Abbildung 4.3.: Normierter Wärmeübergangskoeffizient 𝛼(𝜑)/𝛼(45°) als
Funktion des Prägewinkels 𝜑 bei Re = 2000 und graphische
Darstellung der Gleichung 4.22 bei 𝜑 = 45°

ergibt sich nach Einsetzen

Nu = 𝑐𝑞Pr
1/3 [2Hg sin(2𝜑)]

𝑞
(4.22)

die Nusselt-Korrelation für Plattenwärmeübertrager nach Martin 1996, 2006a,

2010. Dabei wurde der theoretische Exponent durch 𝑞 und der theoretische

Faktor durch 𝑐𝑞 ersetzt und außerdem 𝑑h/Λ in den Faktor integriert. Sowohl

𝑞 als auch 𝑐𝑞 sollten an Messwerte angepasst werden; wenn keine Messwerte

vorhanden sind, können die von Martin 1996 verwendeten Werte 𝑐𝑞 = 0,122

und 𝑞 = 0,374 genutzt werden. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 4.3

dargestellt.

4.3. Zweiphasige Strömung

4.3.1. Druckverlust

Homogenes Modell

Berechnungen nach dem homogenen Modell laufen ähnlich ab wie bei Ein-

phasenströmungen, jedoch unter Verwendung geeignet definierter mittlerer
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4. Korrelationen für Druckverlust und Wärmeübergang

Stoffwerte (Baehr und Stephan 2010). Das homogene Modell ist eine gute Nä-

herung, wenn der Anteil einer der Phasen deutlich überwiegt (z. B. am Auslass

einer Turbine) oder der Dichteunterschied zwischen den Phasen gering ist

(z. B. bei Annäherung an den kritischen Zustand), und die Phasen gleichmäßig

verteilt sind und sich mit gleicher Geschwindigkeit bewegen (kein Schlupf).

Für die Berechnung des Druckverlusts bei einer vollständigen Verdampfung

ist dieses Modell in den meisten Fällen nicht geeignet.

Heterogenes Modell

Beim heterogenen Modell werden beide Phasen getrennt erfasst und können

sich auch mit unterschiedlicher Geschwindigkeit bewegen (Schlupf). Ein ein-

facher und häufig benutzter Ansatz wurde von Lockhart und Martinelli 1949

vorgeschlagen, ursprünglich für waagerechte Rohre. Palm und Claesson 2006

und Táboas et al. 2012 empfehlen diesen Ansatz auch für Plattenwärmeübertra-

ger, jeweils nach Literaturüberblick und Vergleich mit experimentellen Daten.

Der Grundgedanke des Ansatzes ist, den Druckverlust der zweiphasigen

Strömung (two-phase, 𝑡𝑝) über einen Korrekturfaktor aus dem Druckverlust

der einphasigen Strömung (liquid only, 𝑙𝑜, oder vapour only, 𝑣𝑜) zu ermitteln:

Φ2
𝑙𝑜 =

(
d𝑝

d𝐿
)
𝑡𝑝

(
d𝑝

d𝐿
)
𝑙𝑜

und Φ2
𝑣𝑜 =

(
d𝑝

d𝐿
)
𝑡𝑝

(
d𝑝

d𝐿
)
𝑣𝑜

(4.23)

bzw.

(
d𝑝

d𝐿
)

𝑡𝑝

= Φ2
𝑙𝑜 (

d𝑝

d𝐿
)

𝑙𝑜

und (
d𝑝

d𝐿
)

𝑡𝑝

= Φ2
𝑣𝑜 (

d𝑝

d𝐿
)

𝑣𝑜

. (4.24)

Um den KorrekturfaktorΦ𝑙𝑜 oderΦ𝑣𝑜 abzuschätzen, wird der Druckverlust zu-

nächst wie in Unterabschnitt 4.2.1 beschrieben für beide Phasen einzeln berech-

net, und dann ins Verhältnis gesetzt. DieWurzel aus dem Verhältnis der beiden
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4.3. Zweiphasige Strömung

Tabelle 4.3.: Werte für die Konstante 𝐶 der Chisholm-Gleichung (Chisholm
1967)

Dampf Flüssigkeit Index 𝐶

turbulent turbulent tt 20

turbulent laminar tl 12

laminar turbulent lt 10

laminar laminar ll 5

einphasigen Druckverluste ist der sog. Lockhart-Martinelli-Parameter 𝑋𝐿𝑀:

𝑋2
𝐿𝑀 =

(
d𝑝

d𝐿
)
𝑙𝑜

(
d𝑝

d𝐿
)
𝑣𝑜

. (4.25)

Lockhart und Martinelli 1949 haben Φ𝑙𝑜 und Φ𝑣𝑜 als Funktion von 𝑋𝐿𝑀 als

Diagramm dargestellt, aus dem Werte abgelesen werden können (siehe Abbil-

dung 4.4). Chisholm 1967 reproduziert dieses Diagramm durch zwei Funktio-

nen:

Φ2
𝑙𝑜 = 1 +

𝐶

𝑋𝐿𝑀

+
1

𝑋2
𝐿𝑀

(4.26)

und

Φ2
𝑣𝑜 = 1 + 𝐶𝑋𝐿𝑀 + 𝑋2

𝐿𝑀 . (4.27)

Die Konstante 𝐶 hängt von den Strömungsformen der einzelnen Phasen ab,

wobei vier Kombinationen von Strömungsformen möglich sind. Werte für 𝐶

sind für alle vier Kombinationen in Tabelle 4.3 gegeben. Diese Werte wur-

den für glatte Rohre entwickelt und die Literatur ist uneinig, ob sie auch für

Plattenwärmeübertrager gelten. Thonon, Vidil und Marvillet 1995 nennen für

Rohrbündel als „klassischen“ Wert 𝐶 ≈ 8 und verwenden diesen Wert auch

für Sieden und Kondensation in Plattenwärmeübertragern. Tribbe und Müller-

Steinhagen 2001 geben beim Sieden den Bereich 𝐶 ≈ 3,5…15 an. Claesson

2005 empfiehlt beim Sieden unabhängig von den Strömungsformen einen

konstanten Wert 𝐶 ≈ 4,67. Táboas et al. 2012 empfehlen beim Sieden 𝐶 ≈ 3.
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Abbildung 4.4.: Korrekturfaktor Φ für den Druckverlust als Funktion des
Lockhart-Martinelli-Parameters 𝑋𝐿𝑀 (Lockhart und Martinelli
1949), reproduziert mit den Funktionen nach Chisholm 1967

Diese große Bandbreite ist ein Hinweis, dass das Modell nicht alle physika-

lischen Zusammenhänge erfasst. Die Übertragbarkeit ist deshalb nur einge-

schränkt gegeben; ohne Betriebsdaten aus vergleichbaren Situationen kann

keine klare Empfehlung für den Wert von 𝐶 ausgesprochen werden.

4.3.2. Wärmeübergang beim Sieden

Beim Sieden wird einerseits unterschieden zwischen Behältersieden und Strö-

mungssieden, andererseits wird unterschieden zwischen konvektivem Sieden,

Blasensieden und Filmsieden. Beim Sieden in Plattenwäremübertragern han-

delt es sich um Strömungssieden, die relevanten Siedeformen sind konvektives

Sieden und Blasensieden, wobei beide Siedeformen gleichzeitig und überlagert

auftreten können. Der Wärmeübergang beim konvektiven Sieden (convec-

tive boiling, 𝑐𝑏) hängt hauptsächlich vom Massenstrom und Dampfgehalt ab.

Der Wärmeübergang beim Blasensieden (nucleate boiling, 𝑛𝑏) hängt haupt-
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4.3. Zweiphasige Strömung

sächlich von der Wärmestromdichte ab. Beide Siedeformen können zunächst

getrennt modelliert werden, für die Überlagerung bzw. den Übergang der zwei

Siedeformen kann dann getrennt ein Ansatz gewählt werden.

Konvektives Sieden

Beim konvektiven Sieden befindet sich stets ein Flüssigkeitsfilm an der Wand,

die Vorgänge sind dann ähnlich wie beim einphasigen konvektiven Wärme-

übergang. Es wird deshalb der Faktor 𝐹𝑡𝑝 eingeführt, der den Wärmeüber-

gangskoeffizienten 𝛼𝑐𝑏 beim konvektiven Sieden (cb: convective boiling) zum

Wärmeübergangskoeffizienten 𝛼𝑙𝑜 beim einphasigen Sieden (lo: liquid only)

ins Verhältnis setzt:

𝐹𝑡𝑝 =
𝛼𝑐𝑏

𝛼𝑙𝑜
bzw. 𝛼𝑐𝑏 = 𝐹𝑡𝑝 ⋅ 𝛼𝑙𝑜 . (4.28)

Für die Berechnung des einphasigen konvektiven Wärmeübergangskoeffizien-

ten können dann etablierte Korrelationen verwendet werden. Bei gleichbleiben-

dem Massenstrom steigt mit steigendem Dampfgehalt der Volumenstrom und

als Folge auch die Turbulenz, weshalb der Faktor 𝐹𝑡𝑝 meist größer als eins ist.

Für vertikale Rohre entwickeln Steiner und Taborek 1992 einen Ansatz für𝐹𝑡𝑝 in

Funktion von Dampfgehalt und Dichte-Verhältnis, angepasst an umfangreiche

experimentelle Daten. Eine Herleitung für einen simplen, semi-theoretischen

Ansatz findet sich bei J. C. Chen 1966; Bennett und J. C. Chen 1980. Dabei wird

außer den obenstehenden Annahmen zusätzlich angenommen, dass sich der

Wert der Prandtlzahl Pr beim Phasenwechsel nur geringfügig ändert und dass

die Wärmeleitfähigkeit der flüssigen Phase auf die Wärmeleitfähigkeit des

zweiphasigen Fluids den dominierenden Einfluss hat. Der Faktor 𝐹𝑡𝑝 hängt

dann nur von der Steigerung der Reynoldszahl ab:

𝐹𝑡𝑝 = [
Re𝑡𝑝

Re𝑙𝑜
]

𝑞

. (4.29)

J. C. Chen 1966; Bennett und J. C. Chen 1980 geben als Wert für den Exponen-

ten 𝑞 = 0,8 an, weil der einphasige konvektive Wärmeübergangskoeffizient

proportional zu Re0,8 ist. Margat, Thonon und Tadrist 1997 übernehmen diesen
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Ansatz, empfehlen als Exponent jedoch den Wert 𝑞 = 0,5, Táboas et al. 2012

verwenden 𝑞 = 0,2.

Gungor und Winterton 1986 verwenden als Ansatz

𝐹𝑡𝑝 = 1 +
1,37

𝑋
0,86
𝐿𝑀

+ 24000Bo1,16 (4.30)

mit der Boiling-Zahl Bo

Bo =
𝑞̇

𝑀̇(ℎ″ − ℎ′)
. (4.31)

Thonon, Vidil und Marvillet 1995 verwenden als Ansatz

𝐹𝑡𝑝 = 1 +
1,8

𝑋
0,79
𝐿𝑀

. (4.32)

Dieser Ansatz wird von García-Cascales et al. 2007 generalisiert zu

𝐹𝑡𝑝 = (𝑎1 +
𝑎2

𝑋𝐿𝑀

)

𝑎3

, (4.33)

wobei die Parameter 𝑎1, 𝑎2 und 𝑎3 an Messwerte angepasst, die empfohlenen

Werte aber nicht veröffentlicht wurden.

Blasensieden

Beim Blasensieden wird der Hauptteil der Energie in der sogenannten Mikro-

zone, wo die Blasenhaut bzw. Phasengrenze auf die Wand trifft, übertragen.

Die Vorgänge beim Blasensieden sind damit teilweise den Vorgängen beim

Behältersieden ähnlich. Deshalb wird der Faktor 𝑆 eingeführt, der den Wär-

meübergangskoeffizienten 𝛼𝑛𝑏 beim Blasensieden (nb: nucleate boiling) zum

Wärmeübergangskoeffizient 𝛼𝑝𝑏 beim Behältersieden (pb: pool boiling) ins

Verhältnis setzt:

𝑆 =
𝛼𝑛𝑏

𝛼𝑝𝑏
bzw. 𝛼𝑛𝑏 = 𝑆 ⋅ 𝛼𝑝𝑏 . (4.34)
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Die Strömung beim Blasensieden behindert die Blasenbildung, weshalb der

Faktor 𝑆 meist kleiner als eins ist. Für die Berechnung des Wärmeübergangs-

koeffizienten beim Behältersieden können etablierte Korrelationen verwendet

werden, zum Beispiel die Korrelationen von Gorenflo und Kenning 2010 oder

M. G. Cooper 1984a,b.

Als Ansatz für den Faktor 𝑆 verwenden Gungor und Winterton 1986

𝑆 =
1

1 + 1,15 × 10−6Re
1,17
𝑙𝑜 𝐹2

𝑡𝑝

. (4.35)

García-Cascales et al. 2007 verwenden den ähnlichen Ansatz

𝑆 =
1

1 + 𝑎4Re𝑙𝑜𝐹𝑡𝑝
, (4.36)

wobei 𝑎4 an Messwerte angepasst, der Wert jedoch nicht veröffentlicht wurde.

Palm und Claesson 2006 empfehlen, beim derzeitigen Kenntnisstand

𝑆 = 1,5 (4.37)

zu verwenden.

Überlagerung, Übergang

Für den Übergang zwischen den zwei Siedeformen sind verschiedene Varianten

möglich. Für Rohre schlägt Kutateladze 1961 einen asymptotischen Übergang

in der Form

𝛼 = (𝛼𝑛
𝑐𝑏 + 𝛼𝑛

𝑛𝑏)
1/𝑛

(4.38)

vor, dieser Ansatz wurde für Rohre auch in verschiedenen späteren Korrelatio-

nen beibehalten (z.B. Steiner und Taborek 1992; Kind et al. 2010). Durch die

Wahl des Exponenten 𝑛 kann der Übergang (Transition) zwischen den zwei

Regimes variiert werden: Je höher 𝑛, desto härter ist der Übergang, dies ist in

Abbildung 4.5 schematisch dargestellt. Für 𝑛 = 1 vereinfacht sich der Ansatz
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Abbildung 4.5.: Schematische Darstellung der asymptotischen Überlagerung
der Beiträge von konvektivem Sieden und Blasensieden (Ansatz
nach Kutateladze 1961, schematische Darstellung nach Steiner
und Taborek 1992)

zu

𝛼 = 𝛼𝑐𝑏 + 𝛼𝑛𝑏 ; (4.39)

diese Formwird unter anderem von J. C. Chen 1966 für Rohre verwendet. Steiner

und Taborek 1992 verwenden für Rohre 𝑛 = 3. Für Plattenwärmeübertrager

untersuchen García-Cascales et al. 2007 𝑛 = 2 und 𝑛 → ∞. Für 𝑛 → ∞ geht der

Ansatz über in

𝛼 = max {𝛼𝑐𝑏, 𝛼𝑛𝑏} . (4.40)

Nach Thonon, Vidil und Marvillet 1995; Thonon, Feldman et al. 1997 ist

jeweils nur eine Siedeform dominant, als Kriterium welche Siedeform domi-

nant ist schlagen sie das Produkt aus Boiling-Zahl Bo und Lockhart-Martinell-
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Parameter 𝑋𝐿𝑀 vor:

𝛼 = {
𝛼𝑐𝑏 für Bo ⋅ 𝑋𝐿𝑀 < 0,15 × 10−3

𝛼𝑛𝑏 für Bo ⋅ 𝑋𝐿𝑀 ≥ 0,15 × 10−3 .
(4.41)

Einen ähnlichenAnsatz schlagen Táboas et al. 2012 vor, als Kriterium verwenden

sie die Strömungsgeschwindigkeit der Gasphase.

Nach Palm und Claesson 2006 hat stets die Wärmestromdichte einen größe-

ren Einfluss auf den Wärmeübergang als der Volumenstrom, was auf Blasen-

sieden hindeutet. Deshalb schlagen sie vor, die Korrelation nach M. G. Cooper

1984a, multipliziert mit konstantem Faktor 1,5, zu verwenden.

Wie schon zuvor bei den Korrelationen für Druckverlust ist die Literatur un-

einig in den Empfehlungen. Derzeit ist kein allgemeingültiger Ansatz bekannt,

eine Empfehlung für einen der Ansätze könnte nur, jeweils situationsbedingt,

anhand von Betriebsdaten ausgesprochen werden.

4.3.3. Wärmeübergang beim Kondensieren

Einen Überblick über verschiedene Korrelationen geben García-Cascales et al.

2007. Es kann unterschieden werden zwischen schwerkraftgetriebener und

erzwungener Konvektion. Einige Korrelationen berechnen direkt den Wärme-

übergangskoeffizienten als Funktion der Geometrie und Betriebsparameter

(siehe z.B. Kuo et al. 2005). Andere Korrelationen berechnen einen Korrektur-

faktor 𝐹𝑡𝑝, der den Wärmeübergangskoeffizienten bei der Kondensation ins

Verhältnis zum Wärmeübergangskoeffizienten beim einphasigen konvektiven

Wärmeübergang setzt:

𝐹𝑡𝑝 =
𝛼

𝛼𝑙𝑜
bzw. 𝛼 = 𝐹𝑡𝑝 𝛼𝑙𝑜 . (4.42)

Thonon und Bontemps 2002; Thonon 2008 geben einen Ansatz für den

Korrekturfaktor, der für die Kondensation der Kohlenwasserstoffe Propan,

Butan, Pentan und deren Gemische entwickelt wurde:

𝐹𝑡𝑝 = 1564Re−0,76𝑒𝑞 (4.43)
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Abbildung 4.6.: Korrekturfaktor 𝐹𝑡𝑝 für den Wärmeübergangskoeffizienten
beim Kondensieren nach Thonon und Bontemps 2002

mit

Re𝑒𝑞 =
𝑀̇𝑒𝑞𝑑h

𝜂𝑙𝑜
und 𝑀̇𝑒𝑞 = 𝑀̇ [1 − 𝑥 + 𝑥 (

𝜚′

𝜚″
)

1

2

] . (4.44)

Dieser Ansatz ist in Abbildung 4.6 dargestellt.

4.4. Implementierung in Modelica

Vahlenkamp und Wischhusen 2009 haben die Bibliothek FluidDissipati-

on, in der verschiedene Korrelationen für Druckverlust und Wärmeübergang

implementiert sind, erstellt und frei veröffentlicht. Dabei wurde auf ein einheit-

liches Ein- und Ausgabeschema geachtet, damit die Funktionen austauschbar

bleiben:

Alle Druckverlustkorrelationen bekommen als Eingabe den Massenstrom,
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einen Record IN_var, der die Dichte und Viskosität enthält und einen Re-

cord IN_con, der Daten zur Geometrie und andere konstante Werte enthält.

Als Ausgabe wird der Druckverlust in Pa zurückgegeben.

Alle Wärmeübergangskorrelationen bekommen als Eingabe den Massen-

strom, einen Record IN_var, der die Dichte, Viskosität, Wärmekapazität

und Wärmeleitfähigkeit enthält und einen Record IN_con, der Daten zur

Geometrie und andere konstante Werte enthält. Als Ausgabe wird der Wärme-

übergangskoeffizient in W/(m2 K) zurückgegeben.

Die Bibliothek FluidDissipation wurde im Rahmen dieser Arbeit um

zusätzliche Korrelationen nach dem selben Schema erweitert. Weitere Details

zu dieser Bibliothek, zum Beispiel zur numerischen Optimierung, finden sich

in der Veröffentlichung von Vahlenkamp und Wischhusen 2009.

Alle implementierten Korrelationen wurden soweit möglichmit Literaturwer-

ten validiert. Zusätzlich wurden für alle Korrelationen Diagramme erstellt, die

die Ausgabewerte als Funktion der Eingabewerte zeigen, um sicherzustellen,

dass der Verlauf qualitativ richtig ist. Sobald Messwerte aus dem Forschungs-

kraftwerk Groß Schönebeck vorhanden sind, sollten die Korrelationen mit

diesen Werten überprüft und gegebenenfalls die empirischen Parameter der

Korrelationen an die Messwerte angepasst werden.
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Der thermodynamische Zustand eines reinen Fluids oder einer definierten

Mischung von Reinstoffen ist durch Angabe zweier unabhängiger intensiver

Zustandsgrößen eindeutig festgelegt, so dass aus den angegebenen Zustands-

größen bei Kenntnis der entsprechenden Zustandsgleichung alle weiteren

Zustandsgrößen berechnet werden können. Grundsätzlich ist es möglich, für

jeden Zusammenhang zwischen Zustandsgrößen eine eigene Zustandsglei-

chung aufzustellen, z. B. Gleichungen der Art 𝑇 = 𝑇(𝑝, ℎ) oder 𝑐𝑝 = 𝑐𝑝(𝑝, 𝑇).

Drei Zustandsgleichungen haben dabei eine besondere Bedeutung:

• Die thermische Zustandsgleichung verknüpft die Größen Druck, Tempera-

tur und spezifisches Volumen miteinander, z. B. in der Form 𝑝 = 𝑝(𝑇, 𝑣).

Diese Größen sind direkt messbar.

• Die kalorische Zustandsgleichung verknüpft eine „energetische“ kalori-

sche Größe mit zwei Größen aus der thermischen Zustandsgleichung,

z. B. in der Form ℎ = ℎ(𝑝, 𝑇) oder 𝑢 = 𝑢(𝑇, 𝑣).

• Die Entropie-Zustandsgleichung verknüpft die Entropie mit zwei Größen

aus der thermischen Zustandsgleichung, z. B. in der Form 𝑠 = 𝑠(𝑣, 𝑇).

Die besondere Bedeutung dieser drei Zustandsgleichungen besteht darin, dass

bei ihrer Kenntnis das thermodynamische Verhalten des Fluids vollständig

beschrieben ist (Herwig und Kautz 2007). Ausgehend von der Energiebilanz

für ein geschlossenes System gelingt es, die in diesen drei Zustandsgleichungen

enthaltenen Informationen in einer einzigen Gleichung auszudrücken, der sog.

Fundamentalgleichung oder Gibbsschen Fundamentalgleichung (Gibbs 1873):

d𝑢 = 𝑇d𝑠 − 𝑝d𝑣 . (5.1)
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Tabelle 5.1.: Vier Formen der kanonischen Zustandsgleichung (Herwig und
Kautz 2007)

Innere Energie
𝑢 = 𝑢(𝑠, 𝑣)

d𝑢 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑠
)

𝑣

d𝑠 + (
𝜕𝑢

𝜕𝑣
)

𝑠

d𝑣 d𝑢 = 𝑇d𝑠 − 𝑝d𝑣

Enthalpie
ℎ = ℎ(𝑠, 𝑝)

dℎ = (
𝜕ℎ

𝜕𝑠
)

𝑝

d𝑠 + (
𝜕ℎ

𝜕𝑝
)

𝑠

d𝑝 dℎ = 𝑇d𝑠 + 𝑣d𝑝

Helmholtz-Funktion
𝑓 = 𝑓(𝑇, 𝑣)

d𝑓 = (
𝜕𝑓

𝜕𝑇
)

𝑣

d𝑇 + (
𝜕𝑓

𝜕𝑣
)

𝑇

d𝑣 d𝑓 = −𝑠d𝑇 − 𝑝d𝑣

Gibbs-Funktion
𝑔 = 𝑔(𝑝, 𝑇)

d𝑔 = (
𝜕𝑔

𝜕𝑇
)

𝑝

d𝑇 + (
𝜕𝑔

𝜕𝑝
)

𝑇

d𝑝 d𝑔 = −𝑠d𝑇 + 𝑣d𝑝

Aus dem Zusammenhang 𝑢 = 𝑢(𝑠, 𝑣) lassen sich durch Differenzieren und

Substituieren die drei Zustandsgleichungen bilden und alle Zustandsgrößen

berechnen. Es sind in dieser einen Gleichung also alle Informationen enthalten,

die auch in den drei genannten einzelnen Zustandsgleichungen enthalten sind,

weshalb diese Gleichung auch als kanonische Zustandsgleichung bezeichnet

wird. Durch das Auflösen nach einer anderen Größe gehen keine Informatio-

nen verloren, daher sind 𝑠 = 𝑠(𝑢, 𝑣) und 𝑣 = 𝑣(𝑠, 𝑢) ebenfalls kanonische

Zustandsgleichungen.

Mit Hilfe der sog. Legendre-Transformation können aus der Gibbschen Fun-

damentalgleichung weitere kanonische Zustandsgleichungen gewonnen wer-

den. Die Legendre-Transformation ersetzt eine unabhängige Variable durch

ihre konjugierte Variable (Baehr 1998). Zum Beispiel kann die Entropie 𝑠 durch

die Temperatur 𝑇 ersetzt werden, indem von der Fundamentalgleichung die

Identitätsgleichung d(𝑇𝑠) = 𝑇d𝑠 + 𝑠d𝑇 subtrahiert wird. Dies ergibt

d(𝑢 − 𝑇𝑠) = −𝑠d𝑇 − 𝑝d𝑣 . (5.2)

Die dadurch entstehende neue Funktion enthält alle Informationen der Aus-

gangsfunktion und ist ihr somit gleichwertig in dem Sinne, dass aus ihr eben-

falls sämtliche Zustandsgrößen bestimmt werden können. Da die Legendre-
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Transformation beliebig oft angewendet werden kann, sind theoretisch auch

beliebig viele Formen von kanonischen Zustandsgleichungen möglich. Vier

mögliche kanonische Zustandsgleichungen sind in Tabelle 5.1 aufgeführt. In

der Praxis wird von diesen Möglichkeiten fast immer die Helmholtz-Funktion

𝑓 = 𝑓(𝑣, 𝑇) verwendet, weil 𝑇 und 𝑣 als unabhängige Variablen gut experi-

mentell bestimmbar sind und weil durch diese Variablen das gesamte fluide

Zustandsgebiet inklusive des Zwei-Phasen-Gebiets eindeutig beschrieben wer-

den kann (Baehr 1998; Span 2000; Tillner-Roth 1998).

Für die Berechnung von Strömungsprozessen wäre eine kanonische Zustands-

gleichung mit den Variablen (𝑠, ℎ, 𝑝) vorteilhaft (Baehr 1971). Obwohl es prin-

zipiell möglich ist eine solche Zustandsgleichung aufzustellen, ist dies bis auf

wenige Ausnahmen nie versucht worden (Thürmer 1969; Bender 1970; Baehr,

Duicu und Pollak 1973; Dehli 1975; Thorade 2010).

In der Literatur sind sowohl auf theoretischen Überlegungen basierende

prädiktive Helmholtz-Energie-Zustandsgleichungen, wie z.B. Gross und Sa-

dowski 2001, als auch empirische Helmholtz-Energie-Zustandsgleichungen

bekannt. Für Stoffe, für die eine große Zahl genauer Messwerte vorliegt, sind

empirische Zustandsgleichungen derzeit noch genauer. Im Folgenden wird

beschrieben, wie mit Hilfe empirischer Helmholtz-Zustandsgleichungen alle

Zustandsgrößen für Reinstoffe berechnet werden können. Außerdem wird be-

schrieben, wie die Oberflächenspannung und die Transportgrößen Viskosität

und Wärmeleitfähigkeit berechnet werden können.

5.1. Helmholtz-Energie als kanonische

Zustandsgleichung

Die heute in der Literatur bekannten empirischen Multi-Parameter Helmholtz-

Energie-Zustandsgleichungen verwenden einen nahezu einheitlichen funktio-

nalen Ansatz zur Beschreibung der Zustandsfläche, weshalb es gelingt, mit

einem einzigen Algorithmus eine große Zahl von Zustandsgleichungen als

Computerprogramm umzusetzen. Einen geschichtlichen Überblick über die

Entwicklung dieses funktionalen Ansatzes geben unter anderem Baehr 1998,

Span 2000 oder Span, Wagner et al. 2001.
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5. Fluideigenschaften

Die unabhängigen Variablen der Zustandsgleichung werden mit ihren kri-

tischen Werten entdimensioniert, wobei die reziproke Temperatur und die

Dichte, also das reziproke spezifische Volumen, verwendet werden. Die Helm-

holtz-Energie wird mit der spezifischen Gaskonstante und der Temperatur1

entdimensioniert. Die dimensionslose Helmholtz-Energie 𝛼 kann dann in ei-

nen Ideal-Teil 𝛼0 und einen Real- bzw. Residual-Teil 𝛼r aufgeteilt werden, so

dass für beide Anteile getrennt ein funktionaler Ansatz gewählt werden kann:

𝜏 =
𝑇c

𝑇
, 𝛿 =

𝑣c

𝑣
=

𝜚

𝜚c
, 𝛼 =

𝑓

𝑅𝑇
= 𝛼0 + 𝛼r . (5.3)

Der Ideal-Teil der Helmholtz-Energie entsteht aus der thermischen Zustands-

gleichung des idealen Gases und Integration der Wärmekapazität des idealen

Gases über der Temperatur. Aus der thermischen Zustandsgleichung ergeben

sich die logarithmischen Terme. Aus der Integration der Wärmekapazität erge-

ben sich zwei Integrationskonstanten, die in die Summe der polynomischen

Terme aufgenommen werden können. Alle weiteren Terme resultieren aus dem

Ansatz zur Beschreibung der Wärmekapazität des idealen Gases:

𝛼0(𝛿, 𝜏) = log (𝛿)

+

𝑖=𝑛𝐿

∑

𝑖=1

𝑙[𝑖,1] log [𝜏
𝑙[𝑖,2]]

+

𝑖=𝑛𝑃

∑

𝑖=1

𝑝[𝑖,1] ⋅ 𝜏
𝑝[𝑖,2]

+

𝑖=𝑛𝐸

∑

𝑖=1

𝑒[𝑖,1] ⋅ log [1 − exp(𝑒[𝑖,2] ⋅ 𝜏)]

+

𝑖=𝑛𝑆

∑

𝑖=1

𝑠[𝑖,1] ⋅ log |sinh(𝑠[𝑖,2] ⋅ 𝜏)|

−

𝑖=𝑛𝐶

∑

𝑖=1

𝑐[𝑖,1] ⋅ log |cosh(𝑐[𝑖,2] ⋅ 𝜏)| .

(5.4)

1 Baehr 1998 argumentiert deshalb, dass es sich nicht um die Helmholtz-Funktion, sondern
um die Massieu-Funktion handelt.
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5.1. Helmholtz-Energie als kanonische Zustandsgleichung

Die Wärmekapazität des idealen Gases kann durch Polynome, durch sog.

Planck-Einstein-Terme oder durch hyperbolische Terme beschrieben werden.

Die Planck-Einstein-Terme resultieren aus der statistischen Thermodynamik

und der Modell-Vorstellung des idealen Gases als harmonischem Oszillator,

werden jedoch anMesswerte realer Gase bei niedrigen Dichten angepasst (Span

2000). Jaeschke und Schley 1995 schlagen vor, die Wärmekapazität idealer Gase

durch die hyperbolischen Funktionen sinh und cosh zu beschreiben.

Der Real- bzw. Residual-Teil der Helmholtz-Energie kann durch drei Gruppen

von Termen beschrieben werden. Rein polynomische Terme können bereits

große Teile der einphasigen Zustandsfläche qualitativ richtig beschreiben. Eine

zuverlässige Beschreibung inklusive der Sättigungsgrößen gelingt jedoch erst

durch zusätzliche exponentielle Terme, die in ähnlicher Form von Benedict,

Webb und Rubin 1940 eingeführt wurden. Eine Diskussion dieser exponentiel-

len Terme findet sich z. B. bei Tillner-Roth 1998. Um auch die Region in der

Nähe des kritischen Punktes exakt beschreiben zu können, wurden verschiede-

ne Terme eingeführt, von denen hier nur die von Setzmann und Wagner 1991

eingeführte Variante einer zweidimensionalen Gauß-Glocke berücksichtigt

wird:

𝛼r(𝛿, 𝜏) =

𝑖=𝑛𝑃

∑

𝑖=1

𝑝[𝑖,1] ⋅ 𝜏
𝑝[𝑖,2] ⋅ 𝛿𝑝[𝑖,3]

+

𝑖=𝑛𝐵

∑

𝑖=1

𝑏[𝑖,1] ⋅ 𝜏
𝑏[𝑖,2] ⋅ 𝛿𝑏[𝑖,3] ⋅ exp [−𝛿𝑏[𝑖,4]]

+

𝑖=𝑛𝐺

∑

𝑖=1

𝑔[𝑖,1] ⋅ 𝜏
𝑔[𝑖,2] ⋅ 𝛿𝑔[𝑖,3] ⋅ exp [ 𝑔[𝑖,6] ⋅ (𝛿 − 𝑔[𝑖,9])

2

+𝑔[𝑖,7] ⋅ (𝜏 − 𝑔[𝑖,8])
2] .

(5.5)

Die Parameter werden an eine große Anzahl möglichst genauer Messwerte

angepasst (Ahrendts und Baehr 1979a,b; Kabelac 1998). Eine ausführliche Be-

schreibung der einzelnen Terme sowie Details zum Anpassen der Parameter an

Messdaten findet sich unter anderem bei Span 2000, Wagner und Pruß 2002,

Lemmon und Jacobsen 2005 oder Lemmon und Span 2010.
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5. Fluideigenschaften

Tabelle 5.2.: Berechnungsvorschriften für Zustandsgrößen

Größe Berechnungsvorschrift

Druck 𝑝 = 𝜚𝑇𝑅 [1 + 𝛿𝛼r
δ]

spezifische innere Energie 𝑢 = 𝑇𝑅 [𝜏(𝛼0
τ + 𝛼r

τ)]

spezifische Entropie 𝑠 = 𝑅 [𝜏(𝛼0
τ + 𝛼r

τ) − (𝛼0 + 𝛼r)]

spezifische Enthalpie ℎ = 𝑇𝑅 [(1 + 𝛿𝛼r
δ) + 𝜏(𝛼0

τ + 𝛼r
τ)]

spezifische Gibbs-Energie 𝑔 = 𝑇𝑅 [(1 + 𝛿𝛼r
δ) + (𝛼0 + 𝛼r)]

𝛼0
τ= (

𝜕𝛼0

𝜕𝜏
)
𝛿

, 𝛼r
τ= (

𝜕𝛼r

𝜕𝜏
)
𝛿

, 𝛼r
δ= (

𝜕𝛼r

𝜕𝛿
)
𝜏

5.2. Berechnung der Zustandsgrößen

5.2.1. Zustandsgrößen im Ein-Phasen-Gebiet

Sobald der funktionale Zusammenhang zwischen der Helmholtz-Energie und

den unabhängigen Variablen Dichte und Temperatur, beziehungsweise ihren

dimensionslosen Entsprechungen, bekannt ist, können alle weiteren Zustands-

größen im Ein-Phasen-Gebiet daraus berechnet werden. Dazu werden die

Ableitungen der Zustandsgleichung nach ihren unabhängigen Variablen be-

nötigt, also die Ableitungen der Gleichungen 5.4 und 5.5 jeweils nach 𝛿 und

nach 𝜏. Diese Ableitungen sind in der Literatur beschrieben, z. B. Span 2000

und Lemmon, McLinden und Wagner 2009. Alternativ können analytische

Ableitungen der Zustandsgleichung beliebigen Grades mit dem im Anhang,

Abschnitt A.1, gegebenen Computerprogramm berechnet werden.

Die Berechnungsvorschriften anhand derer die Zustandsgrößen berechnet

werden können sind in Tabelle 5.2 zusammengestellt (Baehr und Tillner-Roth

1995; Lemmon, Jacobsen et al. 2000; Span 2000).

Die Ableitungen der Zustandsgrößen nach den unabhängigen Variablen

Dichte und Temperatur können ebenfalls direkt berechnet werden. Die ersten

partiellen Ableitungen sind in Tabelle 5.3, die zweiten partiellen Ableitungen

sind in Tabelle 5.4 zusammengestellt (Thorade und Saadat 2013). Eine alterna-

tive Darstellung der ersten und zweiten partiellen Ableitungen findet sich im

Anhang, im Abschnitt A.2.
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5.2. Berechnung der Zustandsgrößen

Tabelle 5.3.: Berechnungsvorschriften für die partiellen ersten Ableitungen der
Zustandsgrößen nach der Temperatur und der Dichte

Größe Berechnungsvorschrift

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

= 𝜚𝑅 [1 + 𝛿𝛼r
δ − 𝛿𝜏𝛼r

τδ]

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

= 𝑇𝑅 [1 + 2𝛿𝛼r
δ + 𝛿2𝛼r

δδ]

(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

= 𝑅 [−𝜏2(𝛼0
ττ + 𝛼r

ττ)]

(
𝜕𝑢

𝜕𝜚
)

𝑇

=
𝑇𝑅

𝜚
[𝜏𝛿𝛼r

τδ]

(
𝜕𝑠

𝜕𝑇
)

𝜚

=
𝑅

𝑇
[−𝜏2(𝛼0

ττ + 𝛼r
ττ)]

(
𝜕𝑠

𝜕𝜚
)

𝑇

=
𝑅

𝜚
[−(1 + 𝛿𝛼r

δ − 𝛿𝜏𝛼r
τδ)]

(
𝜕ℎ

𝜕𝑇
)

𝜚

= 𝑅 [−𝜏2(𝛼0
ττ + 𝛼r

ττ) + (1 + 𝛿𝛼r
δ − 𝛿𝜏𝛼r

τδ)]

(
𝜕ℎ

𝜕𝜚
)

𝑇

=
𝑇𝑅

𝜚
[𝜏𝛿𝛼r

τδ + 𝛿𝛼r
δ + 𝛿2𝛼r

δδ]

(
𝜕𝑔

𝜕𝑇
)

𝜚

= 𝑅 [−𝜏(𝛼0
τ + 𝛼r

τ) + (𝛼0 + 𝛼r) + (1 + 𝛿𝛼r
δ − 𝛿𝜏𝛼r

τδ)]

(
𝜕𝑔

𝜕𝜚
)

𝑇

=
𝑇𝑅

𝜚
[1 + 2𝛿𝛼r

δ + 𝛿2𝛼r
δδ]

𝛼0
ττ= (

𝜕2𝛼0

𝜕𝜏2
)
𝛿

, 𝛼r
ττ= (

𝜕2𝛼r

𝜕𝜏2
)
𝛿

, 𝛼r
δδ= (

𝜕2𝛼r

𝜕𝛿2
)
𝜏

, 𝛼r
τδ= (

𝜕𝛼r

𝜕𝜏𝜕𝛿
)
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5. Fluideigenschaften

Tabelle 5.4.: Berechnungsvorschriften für die partiellen zweiten Ableitungen
der Zustandsgrößen nach Temperatur und Dichte

Größe Berechnungsvorschrift

(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

=
𝜚𝑅

𝑇
[𝜏2𝛿𝛼r

ττδ]

(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑇

=
𝑇𝑅

𝜚
[2𝛿𝛼r

δ + 4𝛿2𝛼r
δδ + 𝛿3𝛼r

δδδ]

(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) = 𝑅 [1 + 2𝛿𝛼r

δ + 𝛿2𝛼r
δδ − 2𝜏𝛿𝛼r

τδ − 𝜏𝛿2𝛼r
τδδ]

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑇2
)

𝜚

=
𝑅

𝑇
[𝜏3(𝛼0

τττ + 𝛼r
τττ) + 2𝜏2(𝛼0

ττ + 𝛼r
ττ)]

(
𝜕2𝑢

𝜕𝜚2
)

𝑇

=
𝑇𝑅

𝜚2
[𝜏𝛿2𝛼r

τδδ]

(
𝜕2𝑢

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) =

𝑅

𝜚
[−𝜏2𝛿𝛼r

ττδ]

(
𝜕2𝑠

𝜕𝑇2
)

𝜚

=
𝑅

𝑇2
[𝜏3(𝛼0

τττ + 𝛼r
τττ) + 3𝜏2(𝛼0

ττ + 𝛼r
ττ)]

(
𝜕2𝑠

𝜕𝜚2
)

𝑇

=
𝑅

𝜚2
[1 − 𝛿2𝛼r

δδ + 𝜏𝛿2𝛼r
τδδ]

(
𝜕2𝑠

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) =

𝑅

𝑇𝜚
[−𝜏2𝛿𝛼r

ττδ]

(
𝜕2ℎ

𝜕𝑇2
)

𝜚

=
𝑅

𝑇
[𝜏3(𝛼0

τττ + 𝛼r
τττ) + 2𝜏2(𝛼0

ττ + 𝛼r
ττ) + 𝜏2𝛿𝛼r

ττδ]

(
𝜕2ℎ

𝜕𝜚2
)

𝑇

=
𝑇𝑅

𝜚2
[𝜏𝛿2𝛼r

τδδ + 2𝛿2𝛼r
δδ + 𝛿3𝛼r

δδδ]

(
𝜕2ℎ

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) =

𝑅

𝜚
[𝛿2𝛼r

δδ − 𝜏2𝛿𝛼r
ττδ + 𝛿𝛼r

δ − 𝜏𝛿2𝛼r
τδδ − 𝜏𝛿𝛼r

τδ]

(
𝜕2𝑔

𝜕𝑇2
)

𝜚

=
𝑅

𝑇
[𝜏2(𝛼0

ττ + 𝛼r
ττ) + 𝜏2𝛿𝛼r

ττδ]

(
𝜕2𝑔

𝜕𝜚2
)

𝑇

=
𝑇𝑅

𝜚2
[−1 + 3𝛿2𝛼r

δδ + 𝛿3𝛼r
δδδ]

(
𝜕2𝑔

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) =

𝑅

𝜚
[1 + 2𝛿𝛼r

δ − 2𝜏𝛿𝛼r
τδ + 𝛿2𝛼r

δδ − 𝜏𝛿2𝛼r
τδδ]

𝛼0
τττ= (

𝜕2𝛼0

𝜕𝜏3
)
𝛿

, 𝛼r
τττ= (

𝜕2𝛼r

𝜕𝜏3
)
𝛿

, 𝛼r
ττδ= (

𝜕2𝛼r

𝜕𝜏2𝜕𝛿
), 𝛼r

τδδ= (
𝜕𝛼r

𝜕𝜏𝜕𝛿2
), 𝛼r

δδδ= (
𝜕2𝛼r

𝜕𝛿3
)
𝜏
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5.2. Berechnung der Zustandsgrößen

Partielle Ableitungen nach anderen Variablen als den unabhängigen Varia-

blen müssen zunächst umgeformt werden. Dies ist der Fall für verschiedene in

technischen Anwendungen benötigten partiellen Ableitungen; Beispiele für

solche partiellen Ableitungen sind in Tabelle 5.5 zusammengestellt. Das Um-

formen beliebiger partieller Ableitungen geschieht üblicherweise mit Hilfe der

von Bridgman 1914 oder der von Shaw 1935 aufgestellten Tabellen oder indem

die Rechenregeln für Jacobi-Matrizen angewendet werden. Diese Rechenregeln

werden unter anderem von Crawford 1949; Carroll 1965 oder Somerton und

Arnas 1985 beschrieben. An dieser Stelle werden nur die Umformungen be-

schrieben, die sich aus den Jacobi-Matrizen ergeben. Dafür wird eine partielle

Ableitung mit den Variablen 𝑎, 𝑏 und 𝑐 zunächst in Jacobi-Form geschrieben

und erweitert. Es ergibt sich als generellste Umformung

(
𝜕𝑎

𝜕𝑏
)

𝑐

=

(
𝜕𝑎

𝜕𝑥
)

𝑦

(
𝜕𝑐

𝜕𝑦
)

𝑥

− (
𝜕𝑎

𝜕𝑦
)

𝑥

(
𝜕𝑐

𝜕𝑥
)

𝑦

(
𝜕𝑏

𝜕𝑥
)

𝑦

(
𝜕𝑐

𝜕𝑦
)

𝑥

− (
𝜕𝑏

𝜕𝑦
)

𝑥

(
𝜕𝑐

𝜕𝑥
)

𝑦

, (5.6)

die z. B. auch von Wagner und Kretzschmar 2008 genutzt wird. Sofern 𝑎, 𝑏

und/oder 𝑐mit 𝑥 und/oder 𝑦 übereinstimmen, vereinfacht sich die Umformung

zu

(
𝜕𝑥

𝜕𝑏
)

𝑦

= (
𝜕𝑏

𝜕𝑥
)

−1

𝑦

(5.7)

(
𝜕𝑎

𝜕𝑏
)

𝑥

= (
𝜕𝑎

𝜕𝑦
)

𝑥

(
𝜕𝑏

𝜕𝑦
)

−1

𝑥

(5.8)

(
𝜕𝑥

𝜕𝑦
)

𝑐

= −(
𝜕𝑐

𝜕𝑦
)

𝑥

(
𝜕𝑐

𝜕𝑥
)

−1

𝑦

(5.9)

(
𝜕𝑎

𝜕𝑥
)

𝑐

= (
𝜕𝑎

𝜕𝑥
)

𝑦

− (
𝜕𝑎

𝜕𝑦
)

𝑥

(
𝜕𝑐

𝜕𝑥
)

𝑦

(
𝜕𝑐

𝜕𝑦
)

−1

𝑥

. (5.10)

Mit Hilfe dieser Regeln können alle in Tabelle 5.5 genannten partiellen Ablei-

tungen als Kombination von Ableitungen nach den unabhängigen Variablen

der Zustandsgleichung ausgedrückt werden. Weitere Beispiele für Umformun-
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5. Fluideigenschaften

Tabelle 5.5.: Berechnungsvorschriften für abgeleitete Zustandsgrößen für tech-
nische Anwendungen

Größe Definition Transformation

isochore
Wärmekapazität

𝑐𝑣 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝑣

= (
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

isotherme
Kompressibilität

𝜅 = −
1

𝑣
(
𝜕𝑣

𝜕𝑝
)

𝑇

=
1

𝜚
(
𝜕𝜚

𝜕𝑝
)

𝑇

=
1

𝜚
(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

−1

𝑇

isothermer
Drosselkoeffizient

𝛿𝑇 = (
𝜕ℎ

𝜕𝑝
)

𝑇

= (
𝜕ℎ

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

−1

𝑇

isobarer
Ausdehnungskoeff.

𝛽 =
1

𝑣
(
𝜕𝑣

𝜕𝑇
)

𝑝

= −
1

𝜚
(
𝜕𝜚

𝜕𝑇
)

𝑝

=
1

𝜚
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

−1

𝑇

isobare
Wärmekapazität

𝑐𝑝 = (
𝜕ℎ

𝜕𝑇
)

𝑝

= [(
𝜕ℎ

𝜕𝑇
)

𝜚

− (
𝜕ℎ

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

−1

𝑇

]

Schallgeschwindig-
keit

𝑤 = √(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑠

= √(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

− (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑠

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑠

𝜕𝑇
)

−1

𝜚

Joule-Thomson-
Koeffizient

𝜇 = (
𝜕𝑇

𝜕𝑝
)

ℎ

= [(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

− (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕ℎ

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕ℎ

𝜕𝜚
)

−1

𝑇

]

−1

(
𝜕𝑇

𝜕ℎ
)

𝑝

= [(
𝜕ℎ

𝜕𝑇
)

𝜚

− (
𝜕ℎ

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

−1

𝑇

]

−1

(
𝜕𝜚

𝜕𝑝
)

ℎ

= [(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

− (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕ℎ

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕ℎ

𝜕𝑇
)

−1

𝜚

]

−1

(
𝜕𝜚

𝜕ℎ
)

𝑝

= [(
𝜕ℎ

𝜕𝜚
)

𝑇

− (
𝜕ℎ

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

−1

𝜚

]

−1
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gen, auch für partielle zweite Ableitungen, finden sich im Anhang A.3 sowie

bei Thorade und Saadat 2013.

5.2.2. Zustandsgrößen im Zwei-Phasen-Gebiet

Die bisher angegebenen Berechnungsvorschriften für Zustandsgrößen gelten

nur für einphasige Zustände. Im Zwei-Phasen-Gebiet können die Zustands-

größen nicht direkt aus der Helmholtz-Energie-Zustandsgleichung berechnet

werden, stattdessen müssen die Bedingungen für das Phasengleichgewicht

berücksichtigt werden. Das Gleichgewicht zweier Phasen, also z. B. einer gas-

förmigen (”) und einer flüssigen Phase(’), ist durch drei Bedingungen gekenn-

zeichnet, die als

Thermisches Gleichgewicht: Δ𝑇 = (𝑇′ − 𝑇″) = 0 (5.11)

Mechanisches Gleichgewicht: Δ𝑝 = (𝑝′ − 𝑝″) = 0 (5.12)

Stoffliches Gleichgewicht: Δ𝑔 = (𝑔′ − 𝑔″) = 0 (5.13)

bezeichnet werden (Herwig und Kautz 2007; O’Connell und Haile 2005).

Alle drei Teil-Gleichgewichte stellen sich ein, weil so langeAusgleichsprozesse

zwischen den Phasen stattfinden, bis das jeweils treibende Gefälle abgebaut ist:

Das thermische Gleichgewicht stellt sich ein, weil zwischen den Phasen so lange

ein Energietransport in Form von Wärme stattfindet, bis sich die Temperatur

angeglichen hat. Das mechanische Gleichgewicht stellt sich ein, weil zwischen

den Phasen so lange ein Energietransport in Form von Arbeit stattfindet, bis

sich der Druck angeglichen hat. Das stoffliche Gleichgewicht stellt sich ein,

weil zwischen den Phasen so lange ein Stoffaustausch stattfindet, bis sich das

chemische Potential bzw. bei Reinstoffen die Gibbs-Energie angeglichen hat.

Als Folge dieser Ausgleichsprozesse nimmt die Entropie im Gleichgewicht

einen Maximalwert und die Gibbs-Energie sowie die Helmholtz-Energie einen

Minimalwert an (Herwig und Kautz 2007; O’Connell und Haile 2005).

In Abbildung 5.1 ist der Verlauf der Helmholtz-Energie und des daraus be-

rechneten Drucks im Zwei-Phasen-Gebiet mit und ohne Berücksichtigung der

Gleichgewichtsbedingungen dargestellt: Die direkt aus der Zustandsgleichung
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5. Fluideigenschaften

berechneten Zustände sind in blau dargestellt2, die unter Verwendung der

Gleichgewichtsbedingungen berechneten Zustände des stabilen Zwei-Phasen-

Gebiets sind in rot dargestellt. Einphasige Zustände sind in schwarz dargestellt,

Die Berechnung des Gleichgewichts unter Berücksichtigung der Gleichge-

wichtsbedingungen erfolgt üblicherweise iterativ. Eine Beschreibung dieser

iterativen Berechnung erfolgt in Abschnitt 5.3.

Sobald das Gleichgewicht berechnet ist und die Temperatur 𝑇 und die Dich-

ten der beiden gesättigten Phasen 𝜚′ und 𝜚″ bekannt sind, können alle stabilen

zweiphasigen Zustände durch Angabe der Temperatur und des Dampfgehalts

beschrieben werden. Der Dampfgehalt 𝑥 ist durch

𝑥 =
𝑀″

𝑀′ +𝑀″
=

Masse des gesättigten Dampfes

Masse des nassen Dampfes
(5.14)

definiert. Das Volumen des nassen Dampfes setzt sich gemäß

𝑉 = 𝑀′𝑣′ +𝑀″𝑣″ (5.15)

additiv aus den Volumina der siedenden Flüssigkeit und des gesättigten Damp-

fes zusammen. Wegen𝑀 = 𝑀′+𝑀″ und 𝑣 = 𝑉/𝑀 kann diese Gleichung dann

nach dem spezifischen Volumen

𝑣 =
𝑀′

𝑀′ +𝑀″
𝑣′ +

𝑀″

𝑀′ +𝑀″
𝑣″ (5.16)

= (1 − 𝑥)𝑣′ + 𝑥𝑣″ = 𝑣′ + 𝑥(𝑣″ − 𝑣′) (5.17)

2Tatsächlich ist ein idealisierter Verlauf dargestellt, der mit einer Interpolation nach Boltachev
und Baidakov 2006 berechnet wurde, die sicherstellt, dass die erste und zweite Ableitung
der Helmholtz-Energie und des Drucks an der Phasengrenze stetig sind und dass Maxwells
Regel der gleichen Flächen erfüllt ist (Maxwell 1875). Der direkt aus der Zustandsgleichung
berechnete Verlauf hätte mehrere Maxima und Minima. Eine weiterführende Diskussion
findet sich bei Elhassan, Craven und Reuck 1997; Span 2000; Lemmon und Jacobsen 2005.
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Abbildung 5.1.: Unterkritische Isotherme (𝜏 = 1,1052) am Beispiel von n-
Butan. In schwarz sind einphasige Zustände dargestellt, in rot
das stabile Zwei-Phasen-Gleichgewicht, in blau metastabile
bzw. interpolierte Zustände, berechnet mit einer Interpolation
nach Boltachev und Baidakov 2006.
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Tabelle 5.6.: Berechnungsvorschriften für spezifische Zustandsgrößen im Zwei-
Phasen-Gebiet

𝑣 = (1 − 𝑥)𝑣′ + 𝑥𝑣″ = 𝑣′ + 𝑥(𝑣″ − 𝑣′)

𝑢 = (1 − 𝑥)𝑢′ + 𝑥𝑢″ = 𝑢′ + 𝑥(𝑢″ − 𝑢′)

𝑠 = (1 − 𝑥)𝑠′ + 𝑥𝑠″ = 𝑠′ + 𝑥(𝑠″ − 𝑠′)

ℎ = (1 − 𝑥)ℎ′ + 𝑥ℎ″ = ℎ′ + 𝑥(ℎ″ − ℎ′)

𝑔 = (1 − 𝑥)𝑔′ + 𝑥𝑔″ = 𝑔′ + 𝑥(𝑔″ − 𝑔′)

oder nach dem Dampfgehalt

𝑥 =
𝑣 − 𝑣′

𝑣″ − 𝑣′
=

1/𝜚 − 1/𝜚′

1/𝜚″ − 1/𝜚′
(5.18)

aufgelöst werden. Alle anderen spezifischen Größen lassen sich analog dazu

berechnen (Tabelle 5.6). Dabei ist zu beachten, dass die so definierten Grö-

ßen nur dann als einheitliche Größen vorliegen, wenn beide Phasenanteile

kontinuierlich im System verteilt sind, das System somit als homogene Phase

angesehen werden kann. Wenn die Phasen diskontinuierlich vorliegen, stellen

die so berechneten Größen den Mittelwert beider Phasen dar.

5.2.3. Zustandsgrößen entlang der Sättigungslinie

Aus den Zustandsgrößen im gesättigten Zustand kann die Ableitung des Sät-

tigungsdrucks nach der Temperatur entlang der Sättigungslinie berechnet

werden. Dazu wird das stoffliche Gleichgewicht 𝑔′ = 𝑔″ als Gibbs-Funktion

ausgedrückt

−𝑠′d𝑇 + 𝑣′d𝑝 = −𝑠″d𝑇 + 𝑣″d𝑝 ,

woraus sich direkt die Gleichung von Clausius-Clapeyron

(
d𝑝𝑠

d𝑇
) =

𝑠″ − 𝑠′

𝑣″ − 𝑣′
=

1

𝑇

ℎ″ − ℎ′

𝑣″ − 𝑣′
(5.19)

(
d𝑇𝑠

d𝑝
) =

𝑣″ − 𝑣′

𝑠″ − 𝑠′
= 𝑇

𝑣″ − 𝑣′

ℎ″ − ℎ′
(5.20)
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ergibt. Die Ableitung des Sättigungsdrucks nach der Temperatur und die Ablei-

tung der Sättigungstemperatur nach dem Druck können wiederum verwendet

werden, um die Ableitung beliebiger Größen nach der Temperatur oder nach

dem Druck entlang der Sättigungslinie zu berechnen. Die Ableitungen der

Dichte entlang der Sättigungslinie können zum Beispiel gemäß

(
d𝜚

d𝑝
) = (

𝜕𝜚

𝜕𝑝
)

𝑇

+ (
𝜕𝜚

𝜕𝑇
)

𝑝

(
d𝑇𝑠

d𝑝
) (5.21)

(
d𝜚

d𝑇
) = (

𝜕𝜚

𝜕𝑇
)

𝑝

+ (
𝜕𝜚

𝜕𝑝
)

𝑇

(
d𝑝𝑠

d𝑇
) (5.22)

berechnet werden. Die Ableitungen entlang der Sättigungslinie können für ite-

rative Verfahren verwendet werden und sind nötig für die Berechnung abgelei-

teter Zustandsgrößen im Zweiphasengebiet. Ein weiteres Anwendungsbeispiel

ist die Wärmekapazität der gesättigten Flüssigkeit 𝑐𝜎′ die gemäß

𝑐𝜎′ = 𝑇 (
d𝑠′

d𝑇
) (5.23)

definiert ist.

5.2.4. Abgeleitete Zustandsgrößen im Zwei-Phasen-Gebiet

Die in Tabelle 5.5 aufgeführten abgeleiteten Zustandsgrößen für technische

Anwendungen lassen sich teilweise auch im Zwei-Phasen-Gebiet berechnen.

Dabei ist zu beachten, dass Temperatur und Druck im Zwei-Phasen-Gebiet

miteinander gekoppelt sind, weshalb z. B.

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

= 0 oder 𝑐𝑝 = (
𝜕ℎ

𝜕𝑇
)

𝑝

= ∞

die Werte 0 bzw. 1/0 = ∞ annehmen.

Andere abgeleitete Zustandsgrößen wie z. B. die Schallgeschwindigkeit sind

mathematisch definiert und es lässt sich ein endlicher Wert berechnen. Dieser

Wert wird sich jedoch von experimentell gemessenen Werten unterscheiden,

weil der gemessene Wert von der Verteilung der Phasen stark abhängig ist.
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Trotzdem kann es sinnvoll sein, Werte zu berechnen, z. B. um die Stabilität

von numerischen Lösern zu verbessern.

Einzelne Größen wie z. B. die spezifische isochore Wärmekapazität sind auch

im Zwei-Phasen-Gebiet sinnvoll definiert. Um die spezifische isochore Wärme-

kapazität im Zwei-Phasen-Gebiet zu berechnen, wird für 𝑢 die entsprechende

Gleichung aus Tabelle 5.6 eingesetzt und die Terme gemäß Produktregel abge-

leitet:

𝑐𝑣 = (
𝜕 (𝑢′ + 𝑥(𝑢″ − 𝑢′))

𝜕𝑇
)

𝑣

= (
d𝑢′

d𝑇
) + (

𝜕𝑥

𝜕𝑇
)

𝑣

(𝑢″ − 𝑢′) + 𝑥 ((
d𝑢″

d𝑇
) − (

d𝑢′

d𝑇
))

mit

𝑥 =
𝑣 − 𝑣′

𝑣″ − 𝑣′
(5.24)

und

(
𝜕𝑥

𝜕𝑇
)

𝑣

=

−(
d𝑣′

d𝑇
) (𝑣″ − 𝑣′) − (𝑣 − 𝑣′) ((

d𝑣″

d𝑇
) − (

d𝑣′

d𝑇
))

(𝑣″ − 𝑣′)
2

=

(
d𝑣′

d𝑇
) + 𝑥 ((

d𝑣″

d𝑇
) − (

d𝑣′

d𝑇
))

(𝑣′ − 𝑣″)

=

𝑥 (
d𝑣″

d𝑇
) + (1 − 𝑥) (

d𝑣′

d𝑇
)

(𝑣′ − 𝑣″)
.

(5.25)

Alternativ kann die spezifische isochore Wärmekapazität im Zwei-Phasen-

Gebiet als

𝑐𝑣 = 𝑇 (
d𝑠′

d𝑇
) + 𝑇 (

𝜕𝑥

𝜕𝑇
)

𝑣

(𝑠″ − 𝑠′) + 𝑥𝑇 ((
d𝑠″

d𝑇
) − (

d𝑠′

d𝑇
)) ,

ausgedrückt werden, wodurch der Zusammenhang zur Wärmekapazität der
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gesättigten Flüssigkeit 𝑐𝜎′ deutlich wird.

Die partielle Ableitung der Dichte nach dem Druck bei konstanter spezifi-

scher Enthalpie kann nach dem gleichen Schema berechnet werden. Zunächst

wird die Ableitung als Ableitung des spezifischen Volumens umgeschrieben

(
𝜕𝜚

𝜕𝑝
)

ℎ

= −𝜚2 (
𝜕𝑣

𝜕𝑝
)

ℎ

,

und dann gemäß der Produktregel abgeleitet

(
𝜕𝑣

𝜕𝑝
)

ℎ

= (
d𝑣′

d𝑝
) + (

𝜕𝑥

𝜕𝑝
)

ℎ

(𝑣″ − 𝑣′) + 𝑥 ((
d𝑣″

d𝑝
) − (

d𝑣′

d𝑝
)) ,

mit

𝑥 =
ℎ − ℎ′

ℎ″ − ℎ′

und gemäß Kettenregel

(
𝜕𝑥

𝜕𝑝
)

ℎ

=

(
dℎ′

d𝑝
) + 𝑥 ((

dℎ″

d𝑝
) − (

dℎ′

d𝑝
))

(ℎ′ − ℎ″)

=

𝑥 (
dℎ″

d𝑝
) + (1 − 𝑥) (

dℎ′

d𝑝
)

(ℎ′ − ℎ″)
.

(5.26)

Partielle Ableitungen bei konstantem Druck oder konstanter Temperatur

können aus den Sättigungsgrößen berechnet werden:

(
𝜕𝑠

𝜕ℎ
)

𝑇

= (
𝜕𝑠

𝜕ℎ
)

𝑝

=
𝑠″ − 𝑠′

ℎ″ − ℎ′
=

1

𝑇

(
𝜕𝑣

𝜕ℎ
)

𝑝

= (
𝜕𝑣

𝜕ℎ
)

𝑇

=
𝑣″ − 𝑣′

ℎ″ − ℎ′
=

1

𝑇
(
d𝑇𝑠

d𝑝
)

(
𝜕𝜚

𝜕ℎ
)

𝑝

= −𝜚2 (
𝜕𝑣

𝜕ℎ
)

𝑝

= −
𝜚2

𝑇
(
d𝑇𝑠

d𝑝
) .
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5.3. Iterative Verfahren

Die unabhängigen Variablen der Helmholtz-Energie-Zustandsgleichung sind

Temperatur und Dichte. Der thermodynamische Zustand reiner Fluide ist je-

doch auch durch Angabe eines anderen Paares unabhängiger Zustandsgrößen

eindeutig festgelegt; also z. B. durch die Vorgabe von Druck und spezifischer

Enthalpie oder, im Ein-Phasen-Gebiet, durch Vorgabe von Druck und Tempe-

ratur. Der Zusammenhang zwischen den verschiedenen thermodynamischen

Zustandsgrößen ist in der Zustandsgleichung erfasst; diese lässt sich aufgrund

der beschriebenen funktionalen Form jedoch nicht analytisch nach beliebigen

Größen auflösen. Bei Vorgabe anderer Zustandsgrößen als Temperatur und

Dichte müssen Temperatur und Dichte deshalb numerisch bestimmt werden.

Dies geschieht in drei Schritten:

1. Zunächst werden Startwerte für Temperatur und Dichte geschätzt und

damit die vorgegeben Zustandsgrößen berechnet.

2. Damit wird als Residual-Funktion die Differenz aus berechneten Zu-

standsgrößen und vorgegebenen Zustandsgrößen bzw. zwei berechneten

Zustandsgrößen gebildet.

3. Schließlich werden Temperatur und Dichte mittels geeigneter numeri-

scher Verfahren so lange variiert, bis die Nullstelle der Residual-Funktion

gefunden ist bzw. ein geeignetes Konvergenzkriterium erfüllt ist.

Die in der Literatur bekannten Verfahren zur Nullstellensuche lassen sich nach

verschiedenen Kriterien klassifizieren. Zwei wichtige Kriterien sind, ob das

Verfahren eindimensional oder mehrdimensional arbeitet und ob es mit oder

ohne Ableitungen arbeitet.

Die in dieser Arbeit verwendeten eindimensionalen Verfahren sind das Ver-

fahren nach Ridders 1979 und das Newton-Verfahren in Kombination mit

Bisektion, siehe z. B. Press et al. 2007. In der Modelica Standard Library ist das

Verfahren nach Brent 1973 implementiert. Alle drei Verfahren sind Intervall-

schachtelungsverfahren, deshalb wird im ersten Schritt außer Startwerten auch

ein maximales Intervall angegeben. Sofern das zu durchsuchenden Intervall

(genau) eine Nullstelle enthält, wird diese garantiert gefunden.
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Abbildung 5.2.: Druck und spezifische Gibbs-Energie im gesättigten Zustand
als Funktion der gesättigten Dichten am Beispiel von n-Butan

Für die mehrdimensionale Nullstellensuche mit bis zu drei Unbekannten

wurde in dieser Arbeit das Newton-Verfahren implementiert, siehe z. B. Heath

2005; Press et al. 2007; Deuflhard und Hohmann 2008.

5.3.1. Iterative Bestimmung des Zwei-Phasen-Gleichgewichts

Die zu einem Zwei-Phasen-Gleichgewicht zugehörigen Zustandsgrößen im

gesättigten Zustand können berechnet werden, sobald die Temperatur und die

gesättigten Dichten bekannt sind. Dies sind also die jeweils gesuchten Größen.

Für das Bilden der Residual-Funktion lassen sich prinzipiell alle in Unterab-

schnitt 5.2.2 beschriebenen Bedingungen verwenden. Eubank und Hall 1995

verwenden z. B. Maxwells Regel der gleich großen Flächen, Iglesias-Silva et al.

2003 verwenden z. B. das Minimum der Gibbs-Energie.

In dieser Arbeit werden zum Bilden der Residual-Funktion für die iterative

Bestimmung des Zwei-Phasen-Gleichgewichts die Bedingungen für das me-

chanische Gleichgewicht (𝑝″ = 𝑝′) und das stoffliche Gleichgewicht (𝑔″ = 𝑔′)

verwendet. Der Verlauf von 𝑝 und 𝑔 als Funktion der gesättigten Dichten ist in

Abbildung 5.2 dargestellt.

85



5. Fluideigenschaften

Vorgabe der Temperatur 𝑇

Bei Vorgabe der Temperatur sind die gesuchten Größen die beiden gesättigten

Dichten. Deren Berechnung erfolgt in den drei zuvor genannten Schritten:

1. Für die Berechnung der Start-/ Schätzwerte der gesättigten Dichten wer-

den die in Unterabschnitt 5.4.2 beschriebenen Hilfsgleichungen verwen-

det.

2. Die Residual-Funktion wird aus dem mechanischen und stofflichen

Gleichgewicht gebildet.

3. Die Nullstellen der Residual-Funktion werden mit Hilfe eines zweidimen-

sionalen Newton-Verfahrens bestimmt.

Der Ablauf ist schematisch in Abbildung 5.3 dargestellt. In der Umsetzung

𝑇 vorgeben

Schätze
𝜚′(𝑇) und 𝜚"(𝑇)

Berechne
Δ𝑝 = 𝑝(𝑇, 𝜚′) − 𝑝(𝑇, 𝜚")

Δ𝑔 = 𝑔(𝑇, 𝜚′) − 𝑔(𝑇, 𝜚")

Δ𝑝 = 0 und
Δ𝑔 = 0?

Berechne besseres
𝜚′ und 𝜚"

unter Verwendung von
Δ𝑝 und Δ𝑔

und

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

und (
𝜕𝑔

𝜕𝜚
)

𝑇

𝜚′ und 𝜚" gefunden

Nein

Ja

Abbildung 5.3.: Ablaufplan zur iterativen Bestimmung des Zwei-Phasen-Gleich-
gewichts

als Computerprogramm wurden statt Druck und Gibbs-Energie skalierte di-

mensionslose Größen und die entsprechenden Gradienten verwendet, wie von

Akasaka 2008 beschrieben.
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5.3. Iterative Verfahren

In der Nähe des kritischen Punktes und der Tripellinie kann die Konvergenz

durch Einführung eines Dämpfungsfaktors verbessert werden. Der Dämpfungs-

faktor sorgt dafür, dass nicht der volle Newton-Schritt verwendet wird.

Vorgabe der Dichte 𝜚

Bei Vorgabe der Dichte wird diese zunächst mit der Dichte im kritischen

Zustand verglichen: Ist die vorgegebene Dichte größer als die kritische Dichte,

so handelt es sich bei der vorgegebenen Dichte um die Dichte im gesättigten

flüssigen Zustand; die gesuchten Größen sind dann die Temperatur und die

Dichte im gesättigten dampfförmigen Zustand. Ist die vorgegebene Dichte

kleiner als die kritische Dichte, so handelt es sich bei der vorgegebenen Dichte

um die Dichte im gesättigten dampfförmigen Zustand; die gesuchten Größen

sind dann die Temperatur und die Dichte im gesättigten flüssigen Zustand.

Für die Berechnung der Startwerte wird aus den in Unterabschnitt 5.4.2

beschriebenen Hilfsgleichungen zunächst iterativ ein Startwert für die Tempe-

ratur bestimmt und dann mit der Temperatur ein Startwert für die gesuchte

gesättigte Dichte geschätzt.

Die Residual-Funktion wird wie zuvor aus demmechanischen und stofflichen

Gleichgewicht gebildet. Die Nullstelle der Residual-Funktion wird mittels eines

zweidimensionalen Newton-Verfahrens bestimmt.

Vorgabe des Drucks 𝑝

Bei Vorgabe des Drucks sind drei Größen gesucht: Die Temperatur und die

beiden gesättigten Dichten. Für die Berechnung der Startwerte wird aus der in

Unterabschnitt 5.4.1 beschriebenen Hilfsgleichung zunächst iterativ ein Start-

wert für die Temperatur bestimmt und dann mit der Temperatur Startwerte

jeweils für die gesättigten Dichten geschätzt.

Die Residual-Funktion wird aus dem mechanischen und stofflichen Gleich-

gewicht gebildet, wobei aus dem mechanischen Gleichgewicht zwei Teilbedin-

gungen gebildet werden: Der vorgegebene Druck muss sowohl im gesättigten

flüssigen als auch im dampfförmigen Zustand vorherrschen.

Die Nullstelle der Residual-Funktion wird dann mittels eines dreidimensio-

nalen Newton-Verfahrens bestimmt.
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5. Fluideigenschaften

5.3.2. Iterative Bestimmung der Zustandsgrößen

Die unabhängigen Variablen der Helmholtz-Energie-Zustandsgleichung sind

Temperatur und Dichte. Dies sind also die gesuchten Größen. Sobald Tem-

peratur und Dichte bekannt sind, können alle Zustandsgrößen mit den in

Abschnitt 5.2 gegebenen Berechnungsvorschriften aus der Zustandsgleichung

berechnet werden.

Als erster Schritt wird das Zustandsgebiet des Fluids überprüft. Sofern das

Fluid unterkritisch vorliegt, bilden die Werte im Sättigungszustand und die

Gültigkeitsgrenzen der Zustandsgleichung die Grenzen des zu durchsuchenden

Intervalls. Für die Gültigkeitsgrenzen der Zustandsgleichung können, sofern

keine anderen Werte angegeben sind, folgende Werte näherungsweise ange-

nommen werden:

• Für die Dichte als untere Grenze ein sehr kleiner Wert wie z. B. 1 × 10−60,

• als obere Grenze die Dichte der gesättigten Flüssigkeit auf der Tripellinie;

• für die Temperatur als untere Grenze die Tripeltemperatur,

• als obere Grenze die Temperatur bei der die chemische Zersetzung ein-

setzt.

Eine Extrapolation in das Gebiet niedriger Dichten und hoher Temperaturen

bedeutet eine Annäherung an das Verhalten des idealen Gases und ist meistens

unproblematisch. Eine Diskussion des Extraploationsverhaltens findet sich bei

Span und Wagner 1997.

Die Residual-Funktion wird jeweils als Differenz aus berechneten und vorge-

gebenen Zustandsgrößen gebildet.

Vorgabe von Temperatur 𝑇 und Druck 𝑝

Bei Vorgabe von Temperatur und Druck ist die gesuchte Größe die Dichte.

Durch die Angabe von Druck und Temperatur können nur einphasige Zustän-

de eindeutig beschrieben werden. Als erster Schritt wird überprüft, ob das

Fluid flüssig, dampfförmig oder überkritisch vorliegt. Dies ist in Abbildung 5.4

schematisch dargestellt. Dafür wird zunächst die in Unterabschnitt 5.4.1 be-

schriebene Hilfsgleichung verwendet; nur wenn der vorgegebene Druck nah
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5.3. Iterative Verfahren

Eingabe:
𝑝 und 𝑇

Überprüfe
𝑇

Berechne 𝑝s(𝑇)

Überprüfe
𝑝

Flüssigkeit:
𝜚′ ≤ 𝜚 ≤ 𝜚max

Zwei-Phasen-Gebiet:
𝑝 und 𝑇 gekoppelt

Gas:
𝜚min ≤ 𝜚 ≤ 𝜚″

Überkritisch:
𝜚min ≤ 𝜚 ≤ 𝜚max

𝑇 < 𝑇c

𝑝 > 𝑝s

𝑝 = 𝑝s 𝑝 < 𝑝s

𝑇 ≥ 𝑇c

Abbildung 5.4.: Ablaufplan zur Bestimmung des Zustandsgebietes und des zu
durchsuchenden Intervalls bei Vorgabe von Temperatur und
Druck

am geschätzten Sättigungsdruck liegt muss das Zwei-Phasen-Gleichgewicht

aus Konsistenzgründen wie in Unterabschnitt 5.3.1 aus der Zustandsgleichung

berechnet werden. Je nach Zustandsgebiet kann dann das zu durchsuchende

Intervall bestimmt werden, in dem die Dichte liegt.

Als Startwerte können die Werte im gesättigten Zustand oder die kritische

Dichte verwendet werden. Bessere Startwerte können berechnet werden, indem

eine kubische Zustandsgleichung nach der Dichte aufgelöst wird. Span 2000

beschreibt dies am Beispiel der kubischen Zustandsgleichung von Soave 1972.

O’Connell und Haile 2005 beschreiben allgemein, wie kubische Gleichungen

in reduzierte Normalform gebracht und analytisch gelöst werden können.

Verschiedene iterative Verfahren zum Lösen kubischer Gleichungen werden

von Deiters und Macías-Salinas 2014 verglichen und bewertet.

Als Residual-Funktion wird die Differenz aus dem berechneten Druck und
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dem vorgegebenen Druck gebildet:

Δ𝑝 = 𝑝(𝑇, 𝜚) − 𝑝 . (5.27)

Für alle einphasigen Zustände gilt

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

> 0 , (5.28)

so dass die Residual-Funktion streng monoton ist und genau eine Nullstelle

existiert. Die Nullstelle der Residual-Funktion wird mit einer Kombination

aus Newton-Verfahren und Bisektion bestimmt, wobei das Newton-Verfahren

schnelle Konvergenz ermöglicht und die Bisektion als Absicherung Konvergenz

garantiert.

Vorgabe von Temperatur 𝑇 und spezifischer Entropie 𝑠

Bei Vorgabe von Temperatur und spezifischer Entropie ist die gesuchte Größe

die Dichte. Als erster Schritt wird das Zustandsgebiet überprüft. Dies ist in

Abbildung 5.5 schematisch dargestellt. Dazu werden zunächst mit den in

Unterabschnitt 5.4.2 beschriebenen Hilfsgleichungen die gesättigten Dichten

und damit wiederum die gesättigten spezifischen Entropien bestimmt. Wenn

die vorgegebene spezifische Entropie nah an einer der Sättigungsgrenzen liegt,

muss das Zwei-Phasen-Gleichgewicht aus der Zustandsgleichung bestimmt

werden.

Falls die vorgegebene Entropie zwischen der Entropie der gesättigten Flüs-

sigkeit und des gesättigten Gases liegt, liegt das Fluid zweiphasig vor und der

Dampfgehalt x lässt sich gemäß

𝑥 =
𝑠 − 𝑠′

𝑠″ − 𝑠′
(5.29)

aus der Entropie berechnen. Alle anderen Zustandsgrößen lassen sich dann

wiederum aus dem Dampfgehalt und den Sättigungsgrößen berechnen.

Falls das Fluid einphasig vorliegt, wird die Residual-Funktion als Differenz

aus der berechneten spezifischen Entropie und der vorgegebenen spezifischen
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5.3. Iterative Verfahren

Eingabe:
𝑇 und 𝑠

Überprüfe
𝑇

Berechne 𝑠′(𝑇) und 𝑠″(𝑇)

Überprüfe
𝑠

Flüssigkeit:
𝜚′ < 𝜚 ≤ 𝜚max

Zwei-Phasen-Gebiet:
𝑇 = 𝑇s und 𝑥 = 𝑥(𝑠)

Gas:
𝜚min ≤ 𝜚 < 𝜚″

Überkritisch:
𝜚min ≤ 𝜚 ≤ 𝜚max

𝑇 < 𝑇c

𝑠 < 𝑠′

𝑠′ ≤ 𝑠 ≤ 𝑠″ 𝑠 > 𝑠″

𝑇 ≥ 𝑇c

Abbildung 5.5.: Ablaufplan zur Bestimmung des Zustandsgebietes und des zu
durchsuchenden Intervalls bei Vorgabe von Temperatur und
spezifischer Entropie

Entropie gebildet:

Δ𝑠 = 𝑠(𝑇, 𝜚) − 𝑠 . (5.30)

Für alle einphasigen Zustände gilt

(
𝜕𝑠

𝜕𝑣
)

𝑇

> 0 bzw. (
𝜕𝑠

𝜕𝜚
)

𝑇

< 0 , (5.31)

so dass die Residual-Funktion streng monoton ist und genau eine Nullstelle

existiert. Diese Nullstelle kann mit einer Kombination aus Newton-Verfahren

und Bisektion bestimmt werden.
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Eingabe:
𝑝 und 𝜚

Überprüfe
𝑝

Überprüfe
𝜚

Berechne 𝑇s(𝑝) und
𝜚′(𝑝) und 𝜚″(𝑝)

Berechne 𝑇s(𝜚)

Überprüfe
𝜚

Flüssigkeit:
𝑇min ≤ 𝑇 < 𝑇s

Zwei-Phasen-Gebiet:
𝑇 = 𝑇s, 𝑥 = 𝑥(𝜚)

Gas:
𝑇s < 𝑇 ≤ 𝑇max

Überkritisch:
𝑇s < 𝑇 < 𝑇max

Überkritisch:
𝑇min < 𝑇 < 𝑇max

𝑝 < 𝑝c

𝜚 > 𝜚′

𝜚′ ≤ 𝜚 ≤ 𝜚″ 𝜚 < 𝜚″

𝑝 ≥ 𝑝c 𝜚 < 𝜚𝑐

𝜚 ≥ 𝜚𝑐

Abbildung 5.6.: Ablaufplan zur Bestimmung des Zustandsgebietes und des zu
durchsuchenden Intervalls bei Vorgabe von Dichte und Druck

Vorgabe von Dichte 𝜚 und Druck 𝑝

Bei Vorgabe von Dichte und Druck ist die gesuchte Größe die Temperatur.

Als erster Schritt wird das Zustandsgebiet überprüft, dies ist in Abbildung 5.6

schematisch dargestellt. Dafür wird zunächst die in Unterabschnitt 5.4.1 be-

schriebene Hilfsgleichung iterativ gelöst, um die Sättigungstemperatur zu

bestimmen. Mit dieser Temperatur und den in Unterabschnitt 5.4.2 beschrie-

benen Hilfsgleichungen werden die gesättigten Dichten ermittelt. Wenn die

vorgegebene Dichte nah an einer der Sättigungsgrenzen liegt, muss das Zwei-

Phasen-Gleichgewicht aus der Zustandsgleichung bestimmt werden.

Falls die vorgegebene Dichte zwischen der Dichte der gesättigten Flüssig-

keit und des gesättigten Gases liegt, liegt das Fluid zweiphasig vor und der

Dampfgehalt x lässt sich gemäß

𝑥 =
𝑣 − 𝑣′

𝑣″ − 𝑣′
=

1/𝜚 − 1/𝜚′

1/𝜚″ − 1/𝜚′
(5.32)
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5.3. Iterative Verfahren

aus der Dichte berechnen. Alle anderen Zustandsgrößen lassen sich dann

wiederum aus dem Dampfgehalt und den Sättigungsgrößen berechnen.

Für alle einphasigen Zustände können als Startwerte die Sättigungstempe-

ratur oder die kritische Temperatur verwendet werden. Bessere Startwerte

können nach Span 2000 abgeschätzt werden, indem die Zustandsgleichung

von van der Waals nach der Temperatur aufgelöst wird:

𝑇 ≈
(𝑝 + 𝑎𝜚) ⋅ (1/𝜚 − 𝑏)

𝑅

mit 𝑎 =
27

64

𝑅2𝑇2
𝑐

𝑝𝑐
und 𝑏 =

𝑅𝑇𝑐

8𝑝𝑐
.

(5.33)

Die Grenzen des zu durchsuchenden Intervalls werden gebildet aus der

Tripeltemperatur, der Sättigungstemperatur und der Temperatur 𝑇max. Die

Temperatur 𝑇max wird berechnet als das Doppelte des Maximums des Gül-

tigkeitsbereichs der Zustandsgleichung und der Temperatur, die sich aus der

Zustandsgleichung des idealen Gases ergibt:

𝑇max = 2 ⋅ max{
𝑇max,EoS

𝑝/(𝑅𝜚)

. (5.34)

Dadurch ist sichergestellt, dass das zu durchsuchende Intervall auch bei Vorga-

be von hohen Drücken und niedrigen Dichten die gesuchte Temperatur enthält.

Eine Extrapolation in Richtung hoher Temperaturen ist meistens unproblema-

tisch.

Als Residual-Funktion wird die Differenz aus berechnetem und vorgegebe-

nem Druck gebildet:

Δ𝑝 = 𝑝(𝑇, 𝜚) − 𝑝 . (5.35)

Für alle einphasigen Zustände gilt

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

> 0 , (5.36)

so dass die Residual-Funktion streng monoton ist und genau eine Nullstelle
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Eingabe:
𝑝 und ℎ

Überprüfe
𝑝

Berechne
𝑇s(𝑝), 𝜚

′(𝑝), 𝜚″(𝑝)
und ℎ′(𝑝), ℎ″(𝑝)

Überprüfe
ℎ

Flüssigkeit:
𝑇min < 𝑇 < 𝑇s
𝜚s < 𝜚 < 𝜚max

Zwei-Phasen-Gebiet:
𝑇 = 𝑇s und 𝑥 = 𝑥(ℎ)

Gas:
𝑇s < 𝑇 < 𝑇max

𝜚min < 𝜚 < 𝜚s

Überkritisch:
𝑇min < 𝑇 < 𝑇max

𝜚min < 𝜚 < 𝜚max

𝑝 < 𝑝c

ℎ < ℎ′

ℎ′ ≤ ℎ ≤ ℎ″ ℎ > ℎ″

𝑝 ≥ 𝑝c

Abbildung 5.7.: Ablaufplan zur Bestimmung des Zustandsgebietes und des zu
durchsuchenden Intervalls bei Vorgabe von Druck und spezifi-
scher Enthalpie

existiert. Diese Nullstelle wird mit einer Kombination aus Newton-Verfahren

und Bisektion bestimmt.

Vorgabe von Druck 𝑝 und spezifischer Enthalpie ℎ

Bei Vorgabe von Druck und spezifischer Enthalpie sind Temperatur und Dichte

die beiden gesuchten Größen. Als erster Schritt wird das Zustandsgebiet über-

prüft, dies ist in Abbildung 5.7 schematisch dargestellt. Dafür wird zunächst

die in Unterabschnitt 5.4.1 beschriebene Hilfsgleichung iterativ gelöst, um

die Sättigungstemperatur zu bestimmen. Mit dieser Temperatur und den in

Unterabschnitt 5.4.2 beschriebenen Hilfsgleichungen werden die gesättigten

Dichten bestimmt und damit wiederum die gesättigten spezifischen Enthal-

pien bestimmt. Wenn die vorgegebene spezifische Enthalpie nah an einer

der Sättigungsgrenzen liegt, muss das Zwei-Phasen-Gleichgewicht aus der

Zustandsgleichung bestimmt werden.
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Falls das Fluid zweiphasig vorliegt, lässt sich der Dampfgehalt x gemäß

𝑥 =
ℎ − ℎ′

ℎ″ − ℎ′
(5.37)

aus der Enthalpie berechnen. Alle anderen Zustandsgrößen lassen sich dann

wiederum aus dem Dampfgehalt und den Sättigungsgrößen berechnen.

Andernfalls liegt das Fluid einphasig vor und Dichte und Temperatur müssen

iterativ bestimmt werden. Als Startwerte können die Werte im gesättigten

Zustand verwendet werden. Die zweidimensionale Residual-Funktion 𝑓res wird

als Differenz aus den berechneten Zustandsgrößen und den vorgegebenen

Zustandsgrößen gebildet:

𝑓res = {
Δ𝑝

Δℎ
} = {

𝑝(𝑇, 𝜚) − 𝑝

ℎ(𝑇, 𝜚) − ℎ
} . (5.38)

Die Nullstelle der Residual-Funktion kann dann mit einem zweidimensionalen

Newton-Verfahren bestimmt werden.

Vorgabe von Druck 𝑝 und spezifischer Entropie 𝑠

Die Berechnung von Dichte und Temperatur bei Vorgabe von Druck und spe-

zifischer Entropie erfolgt analog zur Berechnung bei Vorgabe von Druck und

spezifischer Enthalpie.

5.4. Hilfsgleichungen

Sofern das Fluid unterkritisch vorliegt, wird bei jeder Invertierung das Zwei-

Phasen-Gleichgewicht berechnet, um zu überprüfen, ob das Fluid als Flüs-

sigkeit, Gas, oder im zweiphasigen Zustand vorliegt. Da die Berechnung des

Zwei-Phasen-Gleichgewichts rechenintensiv ist, werden drei Hilfsgleichungen

gegeben, die für eine erste Überprüfung ausreichend sind. Nur wenn der Zu-

stand sehr nah an einer der Sättigungslinien liegt, muss aus Konsistenzgründen

das Zwei-Phasen-Gleichgewicht aus der Zustandsgleichung ermittelt werden.

Die Hilfsgleichungen berechnen den Sättigungsdruck, die gesättigte flüssige

Dichte und die gesättigte gasförmige Dichte jeweils als Funktion der Tempe-
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Abbildung 5.8.: Dampfdruck als Funktion der Temperatur am Beispiel von
n-Butan

ratur. Aus den Sättigungsdichten und der Temperatur können alle weiteren

Zustandsgrößen im gesättigten Zustand berechnet werden.

Außer für eine erste Überprüfung des Zustandsgebietes können die ge-

sättigten Dichten auch als Startwerte für die Berechnung des Zwei-Phasen-

Gleichgewicht verwendet werden, was das Verfahren beschleunigt und stabiler

macht.

5.4.1. Dampfdruck

Der Dampfdruck steigt mit zunehmender Temperatur steil an, weshalb es sich

anbietet, die Dampfdruckgleichung in der Form

𝑝s ∝ exp (𝑓(𝑇)) bzw. ln (𝑝s) ∝ 𝑓(𝑇) (5.39)

aufzustellen (Baehr und Kabelac 2009). Dieser Zusammenhang ist in Abbil-

dung 5.8 am Beispiel n-Butan graphisch dargestellt. In dieser Arbeit wird die

von Wagner 1974 vorgeschlagene Form der Dampfdruckgleichung

ln (
𝑝s

𝑝c
) =

𝑇c

𝑇
⋅∑𝑎𝑖 (1 −

𝑇

𝑇c
)

𝑛𝑖

(5.40)
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bzw.

𝑝s = 𝑝𝑐 exp [
𝑇c

𝑇
⋅∑𝑎𝑖 (1 −

𝑇

𝑇c
)

𝑛𝑖

] (5.41)

verwendet. Die Parameter 𝑎𝑖 und 𝑛𝑖 werden an experimentelle Messwerte

angepasst, wobei drei bis sechs Terme ausreichen, um alle Messwerte innerhalb

ihrer experimentellen Unsicherheit wiederzugeben.

Für einzelne Stoffe wurde eine analytisch umformbare Form der Dampf-

druckgleichung aufgestellt, z. B. für Wasser (Wagner, J. R. Cooper et al. 2000).

Die hier verwendete Form der Dampfdruckgleichung lässt sich nicht analytisch

nach der Temperatur auflösen. Wenn die Sättigungstemperatur als Funktion

des Drucks gesucht ist, muss diese also iterativ bestimmt werden. Ein Startwert

für die Temperatur kann aus dem ln(𝑝),1/𝑇-Diagramm abgeschätzt werden,

indem zwischen Tripeldruck 𝑝𝑡 und kritischem Druck 𝑝𝑐 linear interpoliert

wird:

𝑇𝑠(𝑝) ≈ [
1

𝑇𝑐
−

1/𝑇𝑡 − 1/𝑇𝑐

ln (𝑝𝑐/𝑝𝑡)
ln (

𝑝

𝑝𝑐
)]

−1

. (5.42)

Ausgehend von diesem Startwert kann dann mit einem gradienten-basierten

Verfahren die Temperatur iterativ bestimmt werden. Dazu wird die Ableitung

der Dampfdruckgleichung benötigt:

(
d𝑝𝑠

d𝑇
) = −𝑝𝑐 exp [

𝑇c

𝑇
⋅∑𝑎𝑖 (1 −

𝑇

𝑇c
)

𝑛𝑖

]

⋅ [
1

𝑇
⋅∑𝑎𝑖𝑛𝑖 (1 −

𝑇

𝑇c
)

𝑛𝑖−1

+
𝑇c

𝑇2
⋅∑𝑎𝑖 (1 −

𝑇

𝑇c
)

𝑛𝑖

] .

5.4.2. Dichte im gesättigten Zustand

Für die Berechnung der Dichte im gesättigten flüssigen und gasförmigen Zu-

stand sind in dieser Arbeit sechs Varianten implementiert, die auch in dem

ComputerprogrammRefProp (Lemmon,Huber undMcLinden 2010) implemen-

tiert sind. Wie zuvor sind die reduzierte Dichte 𝛿 und die reziproke reduzierte
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Abbildung 5.9.: Dichte und Temperatur im Sättigungszustand am Beispiel von

n-Butan. In schwarz dargestellt ist 𝜚𝑟𝑒𝑐 =
1

2
(𝜚″ + 𝜚′)

Temperatur 𝜏 gemäß

𝛿 =
𝜚

𝜚c
𝜏 =

𝑇c

𝑇

definiert. Die reduzierte Dichte 𝛿 im gesättigten Zustand wird dann in zwei

Schritten berechnet:

Θ = {

(1 −
𝑇

𝑇c
) Variante 1,3 oder 5

(1 −
𝑇

𝑇c
)
1/3

Variante 2,4 oder 6

(5.43)
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und

𝛿 =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

1 + ∑𝑎𝑖Θ
𝑛𝑖 Variante 1 oder 2

exp (∑𝑎𝑖Θ
𝑛𝑖) Variante 3 oder 4

exp (𝜏 ∑𝑎𝑖Θ
𝑛𝑖) Variante 5 oder 6.

(5.44)

Die Parameter 𝑎𝑖 und 𝑛𝑖 werden jeweils für die siedende Flüssigkeit und den

gesättigten Dampf an experimentelle Messwerte angepasst, wobei die Summe

üblicherweise drei bis sechs Terme umfasst.

5.5. Transportgrößen

5.5.1. Viskosität

Für die Berechnung der dynamischen Viskosität sind in dieser Arbeit zwei Mo-

delle implementiert, die auch in dem Computerprogramm RefProp (Lemmon,

Huber und McLinden 2010) implementiert sind. Beide Modelle verwenden

die Dichte und die Temperatur als unabhängige Variablen. Das eine Modell

implementiert den von Younglove und Ely 1987 vorgeschlagenen Ansatz. Das

andere Modell generalisiert mehrere Ansätze, die nur leicht voneinander ab-

weichen, darunter die Ansätze von Fenghour et al. 1995, Krauss et al. 1996,

Vogel, Küchenmeister, Bich und Laesecke 1998 und Vogel, Küchenmeister und

Bich 1999.

In beiden Modellen wird die Viskosität 𝜂 in drei Beiträge aufgeteilt: die

Viskosität des verdünnten Gases 𝜂0 („dilute gas“), die Viskosität bei moderaten

Dichten 𝜂1 („initial density“) und die residuale Viskosität 𝜂𝑟:

𝜂 = 𝜂0(𝑇) + 𝜂1(𝜚, 𝑇) + 𝜂𝑟(𝜚, 𝑇) . (5.45)

Für alle drei Beiträge wird dann getrennt ein funktionaler Ansatz gewählt. Die

Viskosität des verdünnten Gases leitet sich aus der kinetischen Gastheorie nach

Chapman und Enskog ab und hängt nur von der Temperatur ab. Das Verhalten

bei moderater Dichte kann nach Friend und Rainwater 1984; Rainwater und
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Friend 1987 ebenfalls semi-theoretisch beschrieben werden. Die Differenz zwi-

schen experimentellen Messwerten und den beiden theoretisch begründeten

Beiträgen wird durch rein empirische Terme beschrieben.

5.5.2. Wärmeleitfähigkeit

Für die Berechnung der Wärmeleitfähigkeit ist in dieser Arbeit das Modell im-

plementiert, das auch in dem Computerprogramm RefProp (Lemmon, Huber

und McLinden 2010) implementiert ist. Als unabhängige Variablen werden die

Dichte und Temperatur verwendet. Die Wärmeleitfähigkeit 𝜆 wird in drei Bei-

träge aufgeteilt: die Wärmeleitfähigkeit des verdünnten Gases 𝜆0, die residuale

Wärmeleitfähigkeit 𝜆𝑟 und den Beitrag zur Wärmeleitfähigkeit in der Nähe

des kritischen Punktes 𝜆𝑐:

𝜆 = 𝜆0(𝑇) + 𝜆𝑟(𝜚, 𝑇) + 𝜆𝑐(𝜚, 𝑇) . (5.46)

Für alle drei Beiträge wird dann getrennt ein funktionaler Ansatz gewählt. Die

Wärmeleitfähigkeit des verdünnten Gases hängt nur von der Temperatur ab

und kann durch ein Polynom zweiten Grades beschrieben werden. Die resi-

duale Wärmeleitfähigkeit kann durch ein Polynom dritten Grades beschrieben

werden, mit Dichte und Temperatur als Variablen. In der Nähe des kritischen

Punktes ist die Wärmeleitfähigkeit deutlich erhöht, dieser Effekt wird durch

den Ansatz von Olchowy und Sengers 1989 beschrieben.

5.5.3. Oberflächenspannung

Die Oberflächenspannung 𝜎 zwischen flüssiger und gasförmiger Phase wird

in dieser Arbeit durch den von Somayajulu 1988 vorgeschlagenen generalisier-

ten Ansatz modelliert. Mit Annäherung an den kritischen Punkt nimmt die

Oberflächenspannung gemäß

𝜎 =∑𝑎𝑖 (1 −
𝑇s

𝑇c
)

𝑛𝑖

(5.47)

ab; Abbildung 5.10 zeigt dies beispielhaft für n-Butan. Die Parameter 𝑎𝑖 und 𝑛𝑖
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Abbildung 5.10.: Oberflächenspannung am Beispiel von n-Butan

wurden von Mulero, Cachadiña und Parra 2012; Mulero, Parra und Cachadiña

2013 an experimentelle Messwerte angepasst, wobei die Summe üblicherweise

zwei bis drei Terme umfasst. Mit nur einem Term und denWerten 𝑎 ≈ 2, 12⋅𝑇𝑛
c

und 𝑛 ≈ 1, 25 ist dieser Ansatz identisch zu dem Ansatz von Van der Waals

1894.

5.6. Implementierung in Modelica

Die Modelica Standard Library (MSL) definiert in der Teilbibliothek Modeli-

ca.Media Schnittstellen für den Zugriff auf Stoffdaten. Diese Teilbibliothek

wurde beschrieben von Elmqvist, Tummescheit und Otter 2003 und basiert

teilweise auf der Arbeit von Tummescheit 2002.

Die im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelte und von Thorade und

Saadat 2012 beschriebene Stoffdatenbibliothek HelmholtzMedia erweitert

die Schnittstelle Modelica.Media.Interfaces.PartialTwoPhaseMedium.

Dies ist in Abbildung 5.11 als Klassendiagramm dargestellt. Alle in der Schnitt-
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5. Fluideigenschaften

Abbildung 5.11.: Klassendiagramm PartialHelmholtzMedium

stelle definierten Funktionen wurden in der Klasse PartialHelmholtzMedi-

um jeweils durch Implementierungen erweitert, die bis auf die Parameter der

Zustandsgleichung vollständig sind. Pro Fluid existiert dann eine Klasse, wel-

che die abstrakte Klasse PartialHelmholtzMedium um eben diese Parameter

erweitert.

Für einenGroßteil der Funktionenwurden zusätzlich inverse Funktionen und

analytische Ableitungen implementiert. Dadurch kann das zu simulierende

Modell vor der Simulation symbolisch vereinfacht werden, was die Stabilität

und Geschwindigkeit des Lösers verbessert.

Bisher sind neun Fluide implementiert: Helium, Ethanol, R134a, Hexame-

thyldisiloxan (MM); die n-Alkane Butan, Pentan, Propan und die Isoalkane

iso-Butan und iso-Pentan. Die fluidspezifischen Parameter können der Litera-

tur entnommen werden, die entsprechende Literatur ist in Anhang B zusam-

mengestellt. Bei den Computerprogrammen RefProp (Lemmon, Huber und
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McLinden 2010) und CoolProp (Bell et al. 2014) gehören Zusammenstellun-

gen dieser Parameter zum Lieferumfang, so dass die Parameter alternativ von

diesen Programmen übernommen werden können. Für die in dieser Arbeit

implementierten Fluide wurden die Parameter von RefProp übernommen.

Alle implementierten Gleichungen wurden validiert, indem die Ergebnisse

mit Werten aus der Literatur sowie mit Ergebnissen aus RefProp (Lemmon,

Huber und McLinden 2010) verglichen wurden. Dafür wurde eine modifizierte

Version von RefProp verwendet, die zusätzlich zu den Ergebnissen auch die

Zwischenergebnisse ausgibt, was die Fehlersuche und Validierung erleichtert3.

Die Gleichungen 5.4 und 5.5 für die Berechnung der Helmholtz-Energie

sowie die partiellen Ableitungen dieser Gleichungen nach der Dichte und

Temperatur wurden an ausgewählten einphasigen Punkten (𝜏 = 0,7…1,5 und

𝛿 = 1/1000…1…3) berechnet und mit Werten verglichen, die mit RefProp

berechnet wurden.

Alle implementierten Zustandsgrößen und abgeleiteten Zustandsgrößen

wurden an ausgewählten einphasigen Punkten berechnet und mit Werten ver-

glichen, die der Literatur entnommen oder die mit RefProp berechnet wurden.

An ausgewählten Punkten wurde das Zwei-Phasen-Gleichgewicht berechnet

und die Werte der Zustandsgrößen im Sättigungszustand mit Werten vergli-

chen, die der Literatur entnommen oder die mit RefProp berechnet wurden.

Zusätzlich wurden diese Werte mit den Werten verglichen, die mit den Hilfs-

gleichungen berechnet wurden.

Alle analytischen Ableitungen wurden mit numerischen Ableitungen vergli-

chen, im Ein-Phasen-Gebiet, entlang der Sättigungslinie und im Zwei-Phasen-

Gebiet.

Die Konvergenz aller iterativen Algorithmen, für die Berechnung des Zwei-

Phasen-Gleichgewichts und für die Berechnung der Zustandsgrößen, wurde

getestet, indem Zustandsgrößen mit Vorgabe von Temperatur und Dichte be-

rechnet wurden und dann mit diesen Zustandsgrößen iterativ Temperatur und

Dichte berechnet wurden.

Die Algorithmen zur Berechnung von Viskosität und Wärmeleitfähigkeit

wurden mit Ergebnissen und Zwischenergebnissen, die mit der modifizierten

3Für die Bereitstellung dieser modifizierten Version möchte ich mich bei Eric W. Lemmon
bedanken.
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Version von RefProp berechnet wurden, validiert.
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6. Anwendung des Modells und

Auswertung

Das in den vorherigen Kapiteln beschriebene Modell wird exemplarisch auf

zwei Plattenwärmeübertrager des geothermischen Forschungskraftwerks in

Groß Schönebeck angewendet. Diese Wärmeübertrager werden zunächst für

ihren Auslegungspunkt nachgerechnet. Anschließend werden verschiedene

geometrische Parameter und ein Betriebsparameter variiert und der Einfluss

auf die in Kapitel 2 beschriebenen Kennzahlen und entropiebasierten Bewer-

tungszahlen untersucht. Die dabei verwendeten Kennzahlen entsprechen der

konventionellen getrennten thermischen und hydraulischen Auslegung. Ziel

der Parametervariation ist es herauszufinden, welche zusätzlichen Informatio-

nen die entropiebasierte Bewertung liefern kann und ob diese für die Praxis

relevant sind.

6.1. Auslegungspunkt des Forschungskraftwerks als

Referenz

Das Kraftwerk ist in Abbildung 6.1 schematisch dargestellt; alle Wärmeüber-

trager des Kraftwerks sind in Tabelle 6.1 aufgeführt. Als Beispiel wurden die

Wärmeübertrager 11W1 und 41W2 ausgewählt, diese sind in der Abbildung und

Tabelle blau hinterlegt.

In verschiedenen Simulationen des Kraftwerkskreislaufs wurden Parameter

wie Frischdampfdruck, Kondensationsdruck oder Arbeitsmittelmassenstrom

optimiert (siehe z. B. Kranz, Saadat et al. 2010; Kranz, Frick et al. 2011). Basierend

auf diesen Simulationen wurden Randbedingungen für die Betriebsparameter

der Wärmeübertrager festgelegt; für die Wärmeübertrager 11W1 und 41W2 sind
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21W1

21W2/3

22W1
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31W2

32W1

41W1

41W2 42W1

Abbildung 6.1.: Vereinfachtes Schema des Forschungskraftwerks mit drei Stu-
fen (Thermalwasser violett, Zwischenkreislaufmedium rot, Ar-
beitsmittel grün, Kühlwasser blau)
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Tabelle 6.1.: Wärmeübertrager im Forschungskraftwerk

Apparat Funktion Bauart

11W1 flüssig-flüssig Platten, gedichtet

21W1 Verdampfer Platten, vollverschweißt
21W2/3 Vorwärmer Platten, gelötet
22W1 Rekuperator, Kondensator Rohrbündel

31W1 Verdampfer runde Platten, vollverschweißt
31W2 Vorwärmer runde Platten, vollverschweißt
32W1 Rekuperator, Kondensator Rohrbündel

41W1 Verdampfer Platten, halbverschweißte Kassetten
41W2 Vorwärmer Platten, halbverschweißte Kassetten
42W1 Kondensator Platten, halbverschweißte Kassetten

Tabelle 6.2.: Vorgaben Betriebsparameter der Plattenwärmeübertrager im Aus-
legungspunkt

Apparat Fluid 𝑀̇ 𝑇𝑎 𝑝𝑎 Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 Sonstige Vorgaben
kg/s ∘C bar bar

11W1
1 TW 22 145 13 1,5

𝐶∗ = 1, Δ𝑇m = 3K
2 ZK 24,3 54,5 11 1,5

41W2
1 ZK 13,3 73 16 0,5

Δ𝑇pinch = 3,5K
2 AM 3,9 26 9 0,3

TW: Thermalwasser, ZK: Zwischenkreislaufmedium, AM: Arbeitsmittel

diese Betriebsparameter in Tabelle 6.2 zusammengestellt.

Die Wärmeübertrager wurden vom Hersteller so ausgelegt, dass die Vor-

gaben für eine gewisse Bandbreite an Betriebsparametern garantiert erfüllt

werden können. Die vom Hersteller ermittelte Geometrie wird im Folgenden

zunächst nachgerechnet, anschließend werden, ausgehend vom Auslegungs-

punkt als Referenz, verschiedene Parameter variiert und der Einfluss auf die

entropiebasierten Bewertungskriterien untersucht.

Mit den in Tabelle 6.2 genannten Vorgaben sind die maximal mögliche Tem-

peraturdifferenz Δ𝑇max, das Wärmekapazitätsstromverhältnis 𝐶∗, die erforder-

liche Leistung 𝑄̇ und die dimensionslosen Temperaturänderungen bzw. die

Effektivität 𝜖 bereits festgelegt. Die erforderliche Übertragungsfähigkeit 𝑘𝐴

kann dann mit Hilfe der logarithmischen Temperaturdifferenz Δ𝑇lm oder aus
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Abbildung 6.2.: Betriebscharakteristik Gegenstrom-Wärmeübertrager. Einge-
zeichnet sind die Betriebszustände für die Wärmeübertrager
11W1 und 41W2 im vorgegebenen Auslegungspunkt

der Betriebscharakteristik abgeschätzt werden. Die Betriebscharakteristik für

Gegenstrom-Wärmeübertrager ist in Abbildung 6.2 als Funktion𝑁𝑇𝑈 = 𝑁𝑇𝑈(𝜖)

dargestellt, eingezeichnet sind die Linien konstanter Wärmekapazitätsstrom-

verhältnisse und die vorgegebenen Betriebspunkte der Wärmeübertrager 11W1

(𝐶∗ = 1) und 41W2 (𝐶∗ = 0.2). Solange das Wärmekapazitätsstromverhältnis

konstant bleibt, kann sich der Betriebspunkt nur auf den eingezeichneten

Linien verschieben. Aus der dimensionslosen Übertragungsfähigkeit 𝑁𝑇𝑈 und

den Wärmekapazitätsströmen ergibt sich die erforderliche Übertragungsfä-

higkeit 𝑘𝐴. Roetzel und Spang 2010b nennen typische Werte für den Wärme-

durchgangskoeffizienten 𝑘mit denen Werte für die erforderliche Fläche 𝐴 grob

abgeschätzt werden können. Ausgehend von dieser groben Schätzung werden

die geometrischen Parameter in einem iterativen Prozess angepasst, bis die

Vorgaben erfüllt sind. Für die genannten Vorgaben hat der Wärmeübertrager-

Hersteller die in Tabelle 6.3 zusammengestellten geometrischen Parameter

ermittelt. Diese Parameter enthalten eine Flächenreserve, damit der Wärme-

übertrager auch bei abweichenden Betriebsparametern sowie im verschmutz-
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Tabelle 6.3.: Geometrische Parameter der Plattenwärmeübertrager im Ausle-
gungspunkt

Apparat Anz. Kanäle Länge Breite Dicke 2𝑎̂ Λ 𝜑

heiß kalt mm mm mm mm mm °

11W1 5x31 5x31 2035 1045 0,7 2,85 15 60

41W2 1x25 1x24 1113 494 0,6 2,9 16 45

2𝑎̂ : Prägetiefe, Λ : Wellenlänge des Prägemusters, 𝜑 : Prägewinkel
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Abbildung 6.3.: Temperaturen im Verlauf der Wärmeübertragung; links der
Wärmeübertrager 11W1, rechts der Wärmeübertrager 41W2; in
rot das heiße Fluid 1, in blau das kalte Fluid 2, in schwarz die
mittlere Temperatur der Wand

ten Zustand die Vorgaben erfüllt.

Die genannten Betriebsparameter und geometrischen Parameter definieren

den Referenzpunkt, auf den später Bezug genommen wird. Die Parameter im

Referenzpunkt werden in denModelica-Modellen derWärmeübertrager hinter-

legt, so dass sich das Verhalten im Referenzpunkt direkt nachrechnen lässt. Als

Ergebnis des Nachrechnens ist in Abbildung 6.3 der Verlauf der Temperaturen

in den Wärmeübertragern 11W1 und 41W2 im Auslegungspunkt dargestellt.

Für den Wärmeübertrager 41W2 ist zusätzlich die mittlere Wandtemperatur

eingezeichnet. Die entsprechenden Kennzahlen sind in Tabelle 6.4 zusam-

mengestellt. Aufgrund der zuvor erwähnten Flächenreserve übererfüllen die

Ergebnisse im Auslegungspunkt die zuvor genannten Vorgaben.
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Tabelle 6.4.: Kennzahlen der Plattenwärmeübertrager imnachgerechnetenAus-
legungspunkt

Apparat 𝑄̇ 𝐶∗ 𝜖 𝑁𝑇𝑈 Δ𝑇m Θ Δ𝑝1 Δ𝑝2
kW — — — K — bar bar

11W1 8180 1 0,966 32,7 2,67 0,0295 1,08 1,08

41W2 450 0,2 0,948 4 11 0,235 0,1 0,03

6.2. Parametervariation und Auswirkung auf die

Bewertungszahlen

Ausgehend vom Auslegungspunkt werden verschiedene Parameter variiert und

der Einfluss auf die Kennzahlen und die entropiebasierten Bewertungskrite-

rien graphisch dargestellt und analysiert. Das Ziel der Untersuchung ist es

herauszufinden, welche zusätzlichen Einblicke die entropiebasierte Bewertung

liefern kann und ob diese Einblicke für Entwurf und Auslegung von Wärme-

übertragern hilfreich sind.

Für die Parametervariation wird das Modell extern angesteuert. Dafür gibt es

grundsätzlich verschiedeneMöglichkeiten, siehe z. B. Fritzson 2004; Åkesson et

al. 2010; Blochwitz et al. 2011; Pfeiffer et al. 2012; Dietl et al. 2014 oder Mehlhase

2014. In dieser Arbeit wird das Programm Matlab verwendet, um die Parameter

vorzugeben und die Simulation zu starten.

Die Untersuchung und Diskussion wird mit Hilfe verschiedener Diagramme

durchgeführt, insbesondere werden zunächst die für die konventionelle Aus-

legung verwendeten und in Abschnitt 2.2 beschriebenen Kennzahlen jeweils

als Funktion des variierten Parameters dargestellt. Anschließend werden die

in Abschnitt 2.3 definierten entropiebasierten Bewertungszahlen als Funktion

des variierten Parameters sowie über der dimensionslosen Übertragungsfähig-

keit 𝑁𝑇𝑈, der Effektivität 𝜖 und der dimensionslosen Temperaturdifferenz Θ

aufgetragen.

Variiert werden die geometrischen Parameter Plattenlänge, Seitenverhältnis,

Prägewinkel und Plattenanzahl, sowie der Betriebsparameter Wärmekapazi-

tätsstromverhältnis. Soweit nicht anders angegeben, werden für alle anderen

Parameter jeweils die Werte im Referenzpunkt verwendet, dies gilt insbesonde-

110



6.2. Parametervariation und Auswirkung auf die Bewertungszahlen

re auch für die Temperaturen 𝑇𝑎 und Drücke 𝑝𝑎 jeweils am Eintrittsquerschnitt.

Alle Variationen wurden für beide Wärmeübertrager 11W1 und 41W2 durch-

geführt, gezeigt werden aber jeweils nur die Diagramme für einen Wärmeüber-

trager, soweit die Ergebnisse in ihrer grundsätzlichen Aussage identisch sind.

Das gleiche gilt für die Parameter Plattenbreite, Prägetiefe und Wellenlänge

der Prägung: Die Parameter wurden variiert, die Variation wird aber nicht

dargestellt, weil sich die grundsätzlichen Aussagen wiederholen.

6.2.1. Vorauswahl der Bewertungszahlen

In Abschnitt 2.3 wurden verschiedene Bewertungszahlen vorgestellt, darunter

verschiedene entropiebasierte Bewertungszahlen. Alle in Tabelle 2.1 aufgeführ-

ten Bewertungszahlen sind in Abbildung 6.4 exemplarisch als Funktion der

normierten Plattenlänge 𝐿𝑃/𝐿𝑃,0, der dimensionslosen Übertragungsfähigkeit

𝑁𝑇𝑈, der Effektivität 𝜖 und der dimensionslosenmittleren Temperaturdifferenz

Θ dargestellt. Wie anhand der Betriebscharakteristik oder der Gleichung

𝜖 = 𝑁𝑇𝑈 ⋅ Θ bzw. Θ =
𝜖

𝑁𝑇𝑈
(6.1)

deutlich wird, sind die drei Kennzahlen eng verknüpft, so dass die in den

Diagrammen enthaltene Information teilweise redundant ist.

In der Abbildung 6.4 sind die absoluten Werte der Bewertungszahlen dar-

gestellt. Wie in Unterabschnitt 2.3.2 angesprochen, unterscheiden sich die

absoluten Werte um Größenordnungen, je nachdem ob Temperaturen oder

Temperaturdifferenzen zur Entdimensionierung verwendet wurden.

In Abbildung 6.5 wurden deshalb alle Bewertungszahlen normiert, indem die

Werte auf den Maximalwert des jeweiligen Kurvenverlaufs bezogen wurden:

𝑁∗ =
𝑁

max(𝑁)
, (6.2)

so dass die normierten Bewertungszahlen im Maximum den Wert 1 erreichen.

Zusätzlich ist die ebenfalls mit demMaximalwert des Kurvenverlaufs normierte
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Abbildung 6.4.: Bewertungszahlen als Funktion der Plattenlänge für den Wär-
meübertrager 41W2

irreversible Entropieproduktion 𝑆̇∗irr eingezeichnet:

𝑆̇∗irr =
𝑆̇irr

max(𝑆̇irr)
. (6.3)

Dadurch wird deutlich, dass, wie bereits in Unterabschnitt 2.3.2 angesprochen,

der Verlauf der Kurven davon abhängt, welche Parameter konstant gehalten
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Abbildung 6.5.: Normierte Bewertungszahlen als Funktion der Plattenlänge
für den Wärmeübertrager 41W2

wurden:

Bei der hier als Beispiel gezeigten Variation der Plattenlänge sind die Wär-

mekapazitätsströme am jeweiligen Eintritt konstant; dies ist auch bei allen

Variationen der Fall, bei denen nur geometrische Parameter variiert wurden.

Der Verlauf der Bewertungszahlen 𝑁𝐵 und 𝑁𝑆 folgt dann dem Verlauf der En-

tropieproduktion 𝑆̇irr, so dass sich die Verläufe der normierten Zahlen 𝑁∗
𝐵, 𝑁

∗
𝑆

und 𝑆̇∗irr nahezu decken. Der sichtbare geringe Unterschied ist auf die Tempe-
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6. Anwendung des Modells und Auswertung

raturabhängigkeit der Wärmekapazitätsströme zurückzuführen.

Die Umgebungstemperatur 𝑇∞ wird als konstant angenommen, ist also insbe-

sondere auch vom Wärmestrom 𝑄̇ unabhängig. Bei der hier gezeigten Variation

eines geometrischen Parameters gilt dies auch für die Temperatur 𝑇2𝑎 und die

Temperaturdifferenz Δ𝑇max, so dass die Verläufe der normierten Bewertungs-

zahlen 𝑁∗
𝑊, 𝑁∗

𝑋 und 𝑁∗
𝐻 zu einer Linie zusammenfallen.

Wie in Unterabschnitt 2.3.2 (Gleichungen 2.33 bis 2.35) beschrieben, gilt

𝑁𝐵 = 𝑁𝑆 ⋅ 𝐶
∗ ,

𝑁𝑆 = 𝑁𝑋 ⋅ 𝜖 und insbesondere

𝑁𝑂 = 𝑁𝑋 ⋅ Θ .

Die dimensionslose mittlere Temperaturdifferenz Θ nimmt mit steigender

dimensionsloser Übertragungsfähigkeit 𝑁𝑇𝑈 ab. Die Bewertungszahl 𝑁𝑂 hat

deswegen erst bei extrem hohen 𝑁𝑇𝑈-Werten ein Minimum, das im hier ge-

zeigten Beispiel außerhalb des untersuchten Bereichs liegt.

Im folgenden Text werden für alle Variationen geometrischer Parameter

nur noch drei ausgewählte Bewertungszahlen dargestellt: die Bewertungszahl

𝑁𝑊, die normierte Entropieproduktion 𝑆̇∗irr und der in Unterabschnitt 2.3.4

definierte Wirkungsgrad 𝜂.

6.2.2. Variation der Plattenlänge

Der Einfluss der Plattenlänge auf verschiedene Kennzahlen bei ansonsten

gleichbleibenden geometrischen Parametern ist in Abbildung 6.6 dargestellt.

Die oberen drei Zeilen stellen die zur thermischen Auslegung verwendeten

Kennzahlen dar, während die unterste Zeile das hydraulische Verhalten ver-

anschaulicht. Die Plattenlänge ist dabei auf die Plattenlänge im zuvor be-

schriebenen Referenzpunkt (gekennzeichnet mit Index 0) bezogen, der Wert

𝐿𝑃/𝐿𝑃,0 = 1 entspricht also dem Referenzpunkt. Die lokalen Wärmedurch-

gangskoeffizienten und lokalen Druckgradienten sind von der Plattenlänge

unabhängig; die Übertragungsfähigkeit 𝑘𝐴, die dimensionslose Übertragungs-

fähigkeit 𝑁𝑇𝑈, der Druckverlust Δ𝑝 und der dimensionslose Druckverlustbei-

wert 𝜁 steigen deshalb linear mit der Plattenlänge. Entsprechend der Betriebs-
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Abbildung 6.6.: Kennzahlen als Funktion der Plattenlänge für den Wärme-
übertrager 41W2 (in rot das heiße Fluid 1, in blau das kalte
Fluid 2)
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Abbildung 6.7.: Bewertungszahlen als Funktion der Plattenlänge für den Wär-
meübertrager 41W2

charakteristik (Abbildung 6.2) steigt mit der dimensionslosen Übertragungs-

fähigkeit 𝑁𝑇𝑈 auch die Effektivität 𝜖 an, und die mittlere Temperaturdiffe-

renz Δ𝑇m bzw. die dimensionslose mittlere Temperaturdifferenz Θ nehmen

ab.

Mit zunehmender Plattenlänge verbessert sich also das thermische Verhalten

(sinkende Temperaturgradienten), während sich das hydraulische Verhalten

verschlechtert (steigende Druckgradienten).

Der Einfluss der Plattenlänge auf die zuvor ausgewählten Bewertungszahlen

ist in Abbildung 6.7 dargestellt. Im Bereich 0…𝑁𝑇𝑈…2 bzw. 0…𝜖 …0,8 steigt

der Wärmestrom 𝑄̇ stark an, als Folge steigt auch die Entropieproduktion steil
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6.2. Parametervariation und Auswirkung auf die Bewertungszahlen

an bis auf ein lokalesMaximum. ImBereich 2…𝑁𝑇𝑈…11 bzw. 0,8… 𝜖 …1 steigt

der Wärmestrom 𝑄̇ weiter an, gleichzeitig nimmt die Differenz zwischen den

mittleren Temperaturen der Fluide 1 und 2 ab, so dass die Entropieproduktion

bei 𝑁𝑇𝑈 ≈ 8 ein lokales Minimum hat. Bei höheren 𝑁𝑇𝑈-Werten steigt die

Entropieproduktion aufgrund der zunehmenden Dissipation wieder an.

Die Bewertungszahl 𝑁𝑊 und der Wirkungsgrad 𝜂 ändern sich mit steigender

Plattenlänge zunächst stark, bei weiter steigenden Plattenlängenwird die Kurve

deutlich flacher. Der Übergang zwischen steilem und flachem Ast des Kurven-

verlaufs ist ungefähr im Referenzpunkt, also bei 𝐿𝑃/𝐿𝑃,0 ≈ 1. Beide Kurven

haben ein sehr flaches Optimum (Minimum bzw. Maximum) bei 𝑁𝑇𝑈 ≈ 11

bzw. 𝐿𝑃/𝐿𝑃,0 ≈ 2,5. Außer diesem flachen Optimum gibt es keine weiteren

lokalen Extrema, weil beide Bewertungszahlen jeweils mit einer Größe entdi-

mensioniert wurden, welche die Leistung des Wärmeübertragers angemessen

abbildet.

6.2.3. Variation des Seitenverhältnisses

Das Produkt aus Plattenlänge und Plattenbreite ergibt die projizierte Plat-

tenfläche. Die Plattenlänge und Plattenbreite wurden so variiert, dass die

Plattenfläche konstant bleibt; also wurde beispielsweise bei Verdoppelung der

Plattenlänge die Plattenbreite halbiert, und somit effektiv das Seitenverhältnis

der Platten variiert.

Der Einfluss der Variation auf die verschiedenen Kennzahlen bei ansons-

ten konstanten Parametern ist in Abbildung 6.8 dargestellt. Mit steigender

Plattenlänge und entsprechend sinkender Plattenbreite nimmt der Strömungs-

querschnitt ab und die Strömungsgeschwindigkeit nimmt zu. Als Folge steigen

sowohl die Druckverluste als auch der Wärmedurchgangskoeffizient an. Da die

Fläche 𝐴 konstant bleibt, ist der Anstieg der Übertragungsfähigkeit 𝑘𝐴 allein

auf den Anstieg des Wärmedurchgangskoeffizienten 𝑘 zurückzuführen.

Die Auswirkung der Variation des Seitenverhältnisses auf die Bewertungszah-

len ist in Abbildung 6.9 dargestellt. Im Referenzpunkt (𝐿𝑃/𝐿𝑃,0 = 1) beträgt das

Seitenverhältnis
𝐿𝑃

𝐵𝑃
=

1113

494
≈ 2,25. Für kürzere, breitere Platten verschlechtern

sich die Werte der Bewertungszahlen 𝑁𝑊 und 𝜂 deutlich; in Richtung längere,

schmalere Platten existiert ein flaches Optimum. Im Optimum beträgt das
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Abbildung 6.8.: Kennzahlen als Funktion des Seitenverhältnisses für den Wär-
meübertrager 41W2 (in rot das heiße Fluid 1, in blau das kalte
Fluid 2)
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Abbildung 6.9.: Bewertungszahlen als Funktion des Seitenverhältnisses für den
Wärmeübertrager 41W2

Seitenverhältnis
𝐿𝑃

𝐵𝑃
≈ 2,25 ⋅ 1,5

2
≈ 5.

Wie zuvor erwähnt enthalten alle vier in Abbildung 6.9 dargestellten Dia-

gramme grundsätzlich die gleichen Informationen; je nachdem welche Größe

auf der Abzisse dargestellt ist ändert sich jedoch die Skalierung des Kurvenver-

laufs. Die beiden oberen Diagramme sind darum besser interpretierbar als die

beiden unteren. Die dimensionslose Übertragungsfähigkeit𝑁𝑇𝑈 hat gegenüber

der direkten Verwendung des variierten Parameters den Vorteil der besseren

Vergleichbarkeit.
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6. Anwendung des Modells und Auswertung

6.2.4. Variation des Prägewinkels

Der Einfluss des Prägewinkels auf die verschiedenen Kennzahlen bei ansonsten

konstanten Parametern ist in Abbildung 6.10 dargestellt. Mit steigendem

Prägewinkel nehmen die Übertragungsfähigkeit und die Druckverluste zu;

„harte“ Platten mit Prägewinkeln 𝜑 > 45° haben also höhere Druckverluste,

aber auch höhere 𝑁𝑇𝑈-Werte als „weiche“ Platten mit Prägewinkeln 𝜑 < 45°.

Die Zunahme der (dimensionslosen) Übertragungsfähigkeit ist für Prägewinkel

15°…𝜑…75° ungefähr linear, was auch zur annähernd linearen Zunahme des

Wärmeübergangskoeffizienten 𝛼 in diesem Bereich passt (siehe Abbildung 4.3).

Die Auswirkung auf die Bewertungszahlen ist in Abbildung 6.11 dargestellt.

Die normierte Entropieproduktion hat ein lokales Maximum, das wie bei der

Variation der Plattenlänge durch die steigende Leistung 𝑄̇ bzw. Effektivität 𝜖

zu erklären ist, sowie ein lokales Minimum bei einem Prägewinkel 𝜑 ≈ 60°.

Die Bewertungszahl 𝑁𝑊 und der Wirkungsgrad 𝜂 haben ein flaches Optimum

(Minimum bzw. Maximum) bei 𝜑 ≈ 70° bzw. bei 𝑁𝑇𝑈 ≈ 5,5.

6.2.5. Variation der Plattenanzahl

Der Einfluss der Plattenanzahl 𝑛𝑃 auf die verschiedenen Kennzahlen bei an-

sonsten konstanten geometrischen Parametern ist in Abbildung 6.12 dargestellt.

Mit steigender Platten- und Kanalanzahl sinkt die Strömungsgeschwindigkeit

und damit sinken auch die Druckverluste. Die Übertragungsfähigkeit steigt mit

zunehmender Fläche an, allerdings langsamer als die Fläche, weil der Wärme-

durchgangskoeffizient sinkt. Als Folge der steigenden Übertragungsfähigkeit

steigt auch die Effektivität, und die mittlere Temperaturdifferenz sinkt.

Sowohl die Druckverluste als auch die Differenz zwischen den mittleren

Temperaturen der Fluide sinken, als Folge sinkt auch die Entropieproduktion.

Alle drei in Abbildung 6.13 dargestellten Bewertungszahlen verbessern sich mit

zunehmender Plattenanzahl: Zunächst ist der Verlauf sehr steil und flacht dann

deutlich ab, bleibt aber fallend. Der Referenzpunkt ist auch hier im Übergang

vom steilen zum flachen Ast.

Bei beliebig hoher Plattenanzahl geht die Entropieproduktion aufgrund von

Dissipation gegen Null. Aufgrund des unausgeglichenen Wärmekapazitäts-
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Abbildung 6.10.: Kennzahlen als Funktion des Prägewinkels für den Wärme-
übertrager 41W2 (in rot das heiße Fluid 1, in blau das kalte
Fluid 2)
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Abbildung 6.11.: Bewertungszahlen als Funktion des Prägewinkels für den Wär-
meübertrager 41W2

stromverhältnisses (hier: 𝐶∗ = 0,2) verbleibt aber zwangsläufig eine Differenz

zwischen den mittleren Temperaturen der Fluide und als Folge eine entspre-

chende Entropieproduktion, die als verbleibende oder remanente Entropiepro-

duktion bezeichnet wird.

6.2.6. Variation des Wärmekapazitätsstromverhältnisses

Bisher wurden ausschließlich geometrische Parameter variiert, an dieser Stel-

le wird nun ein Betriebsparameter variiert, weshalb für diese Variation alle

Bewertungszahlen gezeigt werden. Eine Variation beider Wärmekapazitätsströ-

me gleichzeitig, bei konstantem Wärmekapazitätsstromverhältnis 𝐶∗, hätte
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Abbildung 6.12.: Kennzahlen als Funktion der Plattenanzahl für den Wärme-
übertrager 41W2 (in rot das heiße Fluid 1, in blau das kalte
Fluid 2)
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Abbildung 6.13.: Bewertungszahlen als Funktion der Plattenanzahl für den
Wärmeübertrager 41W2

einen vergleichbaren Kurvenverlauf zur Folge wie die Variation der Platten-

anzahl: Eine Verdoppelung der Plattenanzahl hat z. B. auf den Druckverlust

oder die Übertragungsfähigkeit den gleichen Effekt wie eine Halbierung beider

Wärmekapazitätsströme.

An dieser Stelle wird für den Wärmeübertrager 11W1 bei konstanter Geome-

trie der Wärmekapazitätsstrom des kalten Fluids 2 und somit effektiv das Wär-

mekapazitätsstromverhältnis 𝐶∗ variiert. Dabei wurde der Wärmekapazitäts-

strom 𝐶̇2 so gewählt, dass stets 𝐶̇2 < 𝐶̇1 und somit 𝐶̇𝑚𝑖𝑛 = 𝐶̇2 und 𝐶∗ = 𝐶̇2/𝐶̇1.

Der Einfluss dieser Variation auf die verschiedenen Kennzahlen ist in Ab-

bildung 6.14 dargestellt: Die Druckverluste des kalten Fluids nehmen mit
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Abbildung 6.14.: Kennzahlen als Funktion des Wärmekapazitätsstromverhält-
nises für den Wärmeübertrager 11W1 (in rot das heiße Fluid 1,
in blau das kalte Fluid 2)
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steigendem Wärmekapazitätsstrom zu. Gleichzeitig steigen auch der Wär-

medurchgangskoeffizient und die Übertragungsfähigkeit, die dimensionslose

Übertragungsfähigkeit nimmt jedoch ab. Die dimensionslosen Kennzahlen

sind nicht unabhängig, es gilt

𝐶̇2

𝐶̇1
=
𝜖1

𝜖2
=
𝑁𝑇𝑈1

𝑁𝑇𝑈2

. (6.4)

Bei niedrigen Wärmekapazitätsstromverhältnissen beträgt die Effektivität 𝜖 ≈

1, bei Annäherung an den Referenzpunkt (𝐶∗ = 1) nimmt die Effektivität

geringfügig ab auf 𝜖 = 0,966.

Der Einfluss der Variation auf alle Bewertungszahlen ist in Abbildung 6.15

dargestellt. Der größere Wärmekapazitätsstrom 𝐶̇𝑚𝑎𝑥 ist konstant, der Verlauf

der Bewertungszahl 𝑁𝐵 folgt deshalb dem Verlauf der Entropieproduktion. Der

kleinere Wärmekapazitätsstrom 𝐶̇𝑚𝑖𝑛 wurde variiert und ist nicht konstant, so

dass der Verlauf der Bewertungszahl 𝑁𝑆 nicht dem Verlauf der Entropieproduk-

tion folgt. Stattdessen fallen die Bewertungszahlen 𝑁𝑆 und 𝑁𝑋 im Diagramm

zu einer Linie zusammen, weil 𝑁𝑆 = 𝑁𝑋 ⋅ 𝜖 gilt und der Wert der Effektivität

nahezu 𝜖 = 1 beträgt.

Die Entropieproduktion 𝑆̇irr setzt sich aus zwei Beiträgen zusammen, von de-

nen der Anteil 𝑆̇irr,D auf Dissipation und der Anteil 𝑆̇irr,C auf Energietransport in

Form von Wärme bei Vorhandensein von Temperaturgradienten zurückzufüh-

ren ist. Der Anteil 𝑆̇irr,C steigt mit steigendem Wärmestrom und mit steigender

Differenz zwischen denmittleren Temperaturen der Fluide. Für sehr kleineWer-

te des Wärmekapazitätsstromverhältnisses geht der Wärmestrom und damit

die Entropieproduktion gegen Null. Für Wärmekapazitätsstromverhältnisse

in der Nähe von 𝐶∗ = 1 gleichen sich die dimensionslosen Temperaturände-

rungen aneinander an, es gilt 𝜖1 = 𝜖2. Im Fall des Wärmeübertragers 11W1 gilt

𝜖1 = 𝜖2 ≈ 1, entsprechend ist die Differenz zwischen den mittleren Tempera-

turen der Fluide und damit auch die Entropieproduktion sehr klein. Zwischen

den Werten 𝐶∗ = 0 und 𝐶∗ = 1 hat die Entropieproduktion ein Maximum. Die

Bewertungszahl 𝑁𝑊 nimmt mit steigendem Wärmekapazitätsstromverhältnis

monoton ab.

Der Verlauf der normierten Bewertungszahlen für den Wärmeübertrager
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Abbildung 6.15.: Normierte Bewertungszahlen als Funktion des Wärmekapazi-
tätsstromverhältnises für den Wärmeübertrager 11W1

41W2 ist in Abbildung 6.16 dargestellt. Der Wärmeübertrager 41W2 ist so aus-

gelegt, dass im Referenzpunkt bei 𝐶∗ = 0,2 eine Effektivität von 𝜖 ≈ 0,95

erreicht wird. Bei steigenden Wärmekapazitätsstromverhältnissen nimmt die

Effektivität ab und die dimensionslosen Temperaturänderungen nähern sich

aneinander an; für 𝐶∗ = 1 gilt 𝜖1 = 𝜖2 = 0,62. Die im Vergleich zum Wär-

meübertrager 11W1 niedrigen Werte der Effektivität gehen einher mit einer

vergleichsweise großen Differenz zwischen den mittleren Temperaturen der
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Abbildung 6.16.: Normierte Bewertungszahlen als Funktion des Wärmekapazi-
tätsstromverhältnises für den Wärmeübertrager 41W2

Fluide und entsprechend hoher Entropieproduktion. Die Entropieprodukti-

on steigt mit steigendem Wärmekapazitätsstromverhältnis monoton an. Die

Bewertungszahl 𝑁𝑊 zeigt ein flaches Optimum bei 𝐶∗ ≈ 0,6.
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6.3. Diskussion

Durch Anwendung des Wärmeübertrager-Modells können die Zustandsände-

rungen der Fluide im Verlauf der Wärmeübertragung berechnet werden. Die

Diskretisierung lässt sich dabei beliebig wählen, so dass außer den globalen

Kennzahlen auch quasi-lokale Werte berechnet werden können.

Mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik gelingt es, alle bei

der Wärmeübertragung auftretenden Verluste als Entropieproduktion auszu-

drücken. Dadurch werden die Verluste vergleichbar und können zu einem

einzigen Wert aufaddiert werden, der alle Verluste beinhaltet.

Trotzdem ist die Entropieproduktion allein noch kein Maß für die Quali-

tät des Wärmeübergangs, denn die Entropieproduktion steigt auch mit der

Leistung, wie in Unterabschnitt 6.2.1 gezeigt. Ein Wärmeübertrager mit hoher

Leistung produziert deshalb mehr Entropie, ohne dass der Wärmeübergang als

qualitativ schlechter anzusehen wäre. Die Interpretation wird dadurch schwie-

rig, denn eine Zunahme der Entropieproduktion lässt sich so nicht eindeutig

auf eine Ursache zurückführen. Esmacht deshalb Sinn, die Entropieproduktion

auf eine Vergleichsgröße zu beziehen, die diesen Aspekt abbildet. Aufgrund

der Ergebnisse können zwei Varianten empfohlen werden: Die Bewertungszahl

𝑁𝑊 =
𝑆̇irr

𝑄̇/𝑇∞
(6.5)

bezieht die Entropieproduktion auf den Quotienten aus Wärmestrom und Um-

gebungstemperatur. Der Quotient 𝑄̇/𝑇∞ wird von Wenterodt 2013; Wenterodt

und Herwig 2014 als entropisches Potential bezeichnet und kann interpretiert

werden als die maximale Entropieproduktion, die ein Energiestrom auf dem

Weg seiner vollständigen Entwertung bis auf Umgebungszustand erbringen

könnte. Der in Unterabschnitt 2.3.4 definierte Wirkungsgrad

𝜂 =
𝑆̇irr

𝑆̇irr + 𝑆̇rev
(6.6)

verwendet hingegen die bei einer reversiblen Wärmeübertragung mit identi-

schem Wärmestrom auftretende Entropieänderung 𝑆̇rev als Bezugsgröße. Der
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Vergleich des Verlaufs der Entropieproduktion bzw. der normierten Entro-

pieproduktion mit den Bewertungszahlen 𝑁𝑊 und 𝜂 zeigt, dass die lokalen

Extrema der Entropieproduktion auf die Zunahme des Wärmestroms zurück-

zuführen sind.

Der Einfluss der geometrischen Parameter auf die Bewertungszahlen lässt

sich gut am 𝑁, 𝑁𝑇𝑈-Diagramm, also anhand der Darstellung der Bewertungs-

zahlen, aufgetragen über der dimensionslosen Übertragungsfähigkeit 𝑁𝑇𝑈,

vergleichen. Für fast alle Variationen zeigt sich ein ähnliches Verhalten: Es gibt

ein flaches Optimum und abseits des Optimums steigt in eine Richtung die En-

tropieproduktion aufgrund von Temperaturgradienten, in die andere Richtung

steigt die Entropieproduktion aufgrund von Dissipation. Der Anstieg der Kurve

in Richtung hoher Entropieproduktion aufgrund von Temperaturgradienten

ist dabei steiler als der Anstieg in Richtung hoher Entropieproduktion auf-

grund von Dissipation. Der als Referenz verwendete Auslegungspunkt ist meist

nicht im Optimum, sondern im Übergang vom steilen Ast zum flachen Ast des

Kurvenverlaufs. Im steilen Ast können mit geringen Änderungen große Verbes-

serungen hinsichtlich der Entropieproduktion erreicht werden; im flachen Ast

sind große Änderungen nötig um nur noch geringfügige Verbesserungen zu

erreichen.

Zwei Variationen zeigen kein Optimum: Die Variation der Plattenbreite und

die Variation der Plattenanzahl. In beiden Fällen nehmen die Übertragungs-

fläche und der Strömungsquerschnitt zu, so dass gleichzeitig die Temperatur-

gradienten und die Druckgradienten sinken. Die Plattenbreite wird in vielen

Fällen konstruktiv limitiert sein. Die Frage nach der optimalen Plattenanzahl

lässt sich nur ökonomisch beantworten. Die durch die Entropieproduktion

erfassten Verluste sind hauptsächlich mit den Betriebskosten verbunden, die

Fläche wirkt sich hauptsächlich auf die Investitionskosten aus. Eine Abwägung

kann nur im konkreten Fall bei Kenntnis aller spezifischen Kosten gelingen.

Trotzdem kann die entropiebasierte Bewertung, so wie sie in Abbildung 6.13

dargestellt ist, wertvolle Hinweise geben: Der Kurvenverlauf zeigt auch hier

einen steilen Ast und einen flachen Ast; der Referenzpunkt liegt wie bei den

anderen Variationen im Übergang vom steilen zum flachen Ast.

Die Variationen der Plattenanzahl und des Wärmekapazitätsstromverhältnis-

ses zeigen, dass die Entropieproduktion zu großen Teilen keine Bauteileigen-
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6.3. Diskussion

schaft ist, sondern auch durch die Betriebsparameter bestimmt wird. Bewertet

wird also ein Prozess, nicht eine Komponente. Ein Vergleich zweier Wärme-

übertrager, die z. B. mit unterschiedlichenWärmekapazitätsstromverhältnissen

betrieben werden, hat deshalb nur eingeschränkte Aussagekraft.
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7.1. Zusammenfassung

Umdie in der Einleitung gestellten Fragen zu beantworten, wurden im Rahmen

dieser Arbeit exemplarisch zwei Plattenwärmeübertrager des geothermischen

Forschungskraftwerks in Groß Schönebeck modelliert und an diesen Modellen

Parametervariationen und Analysen durchgeführt. Dafür wurden verschiedene

Werkzeuge geschaffen. Die wesentlichen Beiträge lassen sich entsprechend der

jeweiligen Kapitel zusammenfassen:

Modell des Plattenwärmeübertragers (Kapitel 3)

Basierend auf dem Rohrmodell DynamicPipe aus der Modelica Standard Libra-

ry 3.2.1 wurde einModell für einenKanal eines Plattenwärmeübertragers erstellt.

Zusammen mit einem Wandmodell kann aus diesen beiden Grundelementen

ein beliebig komplexes Plattenwärmeübertragermodell zusammengestellt wer-

den. Das Modell kann transient oder stationär rechnen. Für die Diskretisierung

stehen verschiedene Varianten zur Auswahl, die in verschiedenen Situationen

jeweils numerische Vorteile versprechen.

Das Wärmeübertragermodell greift auf zwei eigenständige Bibliotheken zu,

welche empirische Korrelationen für den Wärmeübergang und den Druckver-

lust sowie Fluideigenschaften bereitstellen.

Korrelationen für Wärmeübergang und Druckverlust (Kapitel 4)

Ein gründlicher Literaturüberblick zeigt die verschiedenen Ansätze zur Berech-

nung von Druckverlust und Wärmeübergang in ein- und mehrphasigen Strö-

mungen auf. Für mehrphasige Strömungen gibt es derzeit viele verschiedenen

Ansätze, die aber jeweils nur eingeschränkt übertragbar sind; für einphasige
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Strömungen gibt es einen Ansatz, mit dem die Mehrheit der Autoren ihre

experimentellen Daten gut reproduzieren konnte. Dieser Ansatz für einphasige

Strömungen wurde exemplarisch implementiert. Dazu wurde die existierende

Bibliothek FluidDissipation erweitert, indem eine bestehende Korrelation

für Druckverlust in einphasigen Strömungen angepasst und eine neue Kor-

relation für den Wärmeübergangskoeffizienten in einphasigen Strömungen

hinzugefügt wurde.

Fluideigenschaften (Kapitel 5)

Zur Berechnung der Eigenschaften von reinen Fluiden wurde die Bibliothek

HelmholtzMedia in Modelica erstellt und unter Modelica-Lizenz freigegeben.

Die Bibliothek implementiert die Helmholtz-Energie-Zustandsgleichung so-

wie verschiedene Hilfsgleichungen und Modelle für Transportgrößen. Aus

der Zustandsgleichung können alle Zustandsgrößen und ihre Ableitungen

berechnet werden. Der thermodynamische Zustand kann durch Vorgabe der

Größen (𝑇, 𝜚), (𝑝, 𝑇), (𝑝, 𝜚), (𝑇, 𝑠), (𝑇, 𝑥), (𝑝, 𝑥), (𝑝, ℎ) oder (𝑝, 𝑠) festgelegt

werden. Das Zwei-Phasen-Gleichgewicht kann durch Vorgabe von 𝑇 oder 𝑝

oder 𝜚 festgelegt werden. Für die iterative Bestimmung des Zustands oder des

Zwei-Phasen-Gleichgewichts wurde ein mehrdimensionales Newton-Verfahren

implementiert. Die Bibliothek ist kompatibel zu den Schnittstellen der Mo-

delica Standard Library 3.2.1 und stellt umfangreiche analytische Ableitungen

und inverse Funktionen bereit, die von geeigneten Lösern dazu verwendet

werden können, das Gleichungssystem symbolisch zu vereinfachen. Bisher

sind neun Fluide implementiert, hauptsächlich potenzielle Arbeitsmittel für

das Forschungskraftwerk in Groß Schönebeck. Weitere Fluide können mit

wenig Aufwand ergänzt werden.

Entropiebasierte Bewertung (Kapitel 2 und Kapitel 6)

In Kapitel 6 wurde das Wärmeübertragermodell angewendet und mit Hilfe

der Bewertungszahlen untersucht, wie der Einfluss verschiedener Parameter

auf das Verhalten des Wärmeübertragers ist. Die in der Einleitung gestellten

Fragen lassen sich damit beantworten:

134



7.1. Zusammenfassung

1. Welche Einblicke können mit Hilfe der entropiebasierten Bewertung

grundsätzlich gewonnen werden, die ohne diese nicht möglich wären?

Indem alle Verluste als Entropieproduktion ausgedrückt werden, werden

die verschiedenen Verluste vergleichbar und können zu einer einzigen

Größe aufaddiert werden. Bisher werden Wärmeübertrager oft getrennt

hydraulisch und thermisch ausgelegt. Diese getrennte Auslegung kann

durch die entropiebasierte Bewertung zusammengeführt und ergänzt

werden.

2. Welche entropiebasierten Bewertungskriterien sind in der Literatur zu

finden und wie aussagekräftig sind diese Bewertungskriterien? Sind Mo-

difikationen der bestehenden Bewertungskriterien sinnvoll?

In Kapitel 2 wurde außer den theoretischenGrundlagen ein Literaturüber-

blick über existierende entropiebasierte Bewertungskriterien gegeben

und die Kriterien unter verschiedenen Aspekten diskutiert. Die Entropie-

produktion sollte auf eine Größe bezogen werden, welche die Leistung

des Wärmeübertragers berücksichtigt. Von den existierenden Kriterien

ist die Bewertungszahl 𝑁𝑊 hervorzuheben, weil sie physikalisch sinnvoll

zu interpretieren ist. Zusätzlich zu den den existierenden Kriterien wurde

als neues Kriterium der Wirkungsgrad 𝜂 vorgeschlagen, der die Entropie-

änderung in einem reversiblen Prozess als Bezugsgröße verwendet.

3. Welche Relevanz hat entropiebasierte Bewertung für die Praxis? Sind die

mit Hilfe der entropiebasierten Bewertung gewonnenen Einblicke für

Entwurf und Auslegung von Wärmeübertragern hilfreich?

Die Darstellung als Diagramm der Bewertungszahlen 𝑁𝑊 oder 𝜂 über der

dimensionslosen Übertragungsfähigkeit 𝑁𝑇𝑈 ist sehr anschaulich: An-

hand der Steigung wird sofort deutlich, in welchem Bereich die Verluste

mit wenig Aufwand verringert werden können, und wo sich eine Verbesse-

rung nur mit hohem Aufwand erreichen lässt. Ausgehend vom Optimum

nehmen die Verluste aufgrund Dissipation oder aufgrund Temperatur-

gradienten zu; der Verlauf in Richtung steigender Temperaturgradienten

ist dabei meist der steilere und sollte entsprechend vermieden werden.

4. Wie überzeugend ist eine konkrete Anwendung und was müsste für eine
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größere Akzeptanz getan werden?

Grundsätzlich kann die entropiebasierte Bewertung sehr anschauliche

zusätzliche Einblicke ermöglichen.Wenn die Zustandsgrößen an den Ein-

und Austrittsquerschnitten des Wärmeübertragers bekannt sind, lassen

sich die Entropieproduktion und darauf basierende Bewertungszahlen

nahezu ohne Mehraufwand berechnen. Für eine größere Akzeptanz wä-

re es hilfreich, wenn Auslegungssoftware zusätzlich zu den bisherigen

Werten auch die entropiebasierten Bewertungszahlen 𝑁𝑊 und 𝜂 ausgibt.

Die Entropieproduktion und somit auch die Bewertungszahlen sind keine

reine Komponenteneigenschaft sondern hängen zu großen Teilen von Betriebs-

parametern ab, die auf Systemebene festgelegt werden. Die entropiebasierte

Bewertung sollte also schon auf Systemebene berücksichtigt werden. Dazu

muss auch auf Systemebene der Zusammenhang zwischen Druckverlust und

Wärmeübergang zumindest qualitativ richtig abgebildet werden.

In den allermeisten Fällen wird das anhand entropiebasierter Bewertung

ermittelte thermodynamische Optimum nicht mit dem ökonomischen Opti-

mum übereinstimmen, wie am Beispiel der Plattenanzahl deutlich wird. Die

entropiebasierte Bewertung kann aber auch in diesen Fällen Hinweise geben,

mit wieviel Aufwand eine Verbesserung erreicht werden kann.

7.2. Ausblick

Die geschaffenen Werkzeuge könnten in Arbeiten zu angrenzenden Fragestel-

lungen wie z. B. Krüger, Mehlhase und Schmitz 2012 oder Jordan und Schmitz

2014 unverändert genutzt oder gegebenenfalls angepasst und erweitert werden

Die Berechnung der Fluideigenschaften nimmt einen erheblichen Teil der

Rechenzeit in Anspruch (Sangi et al. 2014). Diese Berechnungen könnten durch

verschiedene Maßnahmen um mehrere Größenordnungen beschleunigt wer-

den; beispielsweise könnten mit Tabellen und Interpolation bessere Startwerte

bereitgestellt werden. Künftige Versionen der Modelica Standard Library wer-

den neue Schnittstellen für die Berechnung der Fluideigenschaften erhalten,

die den Umgang mit Multi-Komponenten-Multi-Phasen-Fluiden sowie den

Zugriff auf externe Bibliotheken verbessern sollen.
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Das Wärmeübertragermodell kann bereits transient rechnen. Zukünftige

Versionen könnten eine in Abhängigkeit der Betriebsdauer zunehmende Ver-

schmutzung abbilden. Sobald Betriebsdaten vorhanden sind, sollte überprüft

werden, wie gut das Wärmeübertragermodell diese abbilden kann. Ebenfalls

anhand der Betriebsdaten könnten Korrelation für Druckverlust und Wärme-

übergang in mehrphasigen Strömungen angepasst und implementiert werden.

Der Einfluss des Phasenwechsels auf die entropiebasierten Bewertungskrite-

rien sollte untersucht werden.
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A. Partielle Ableitungen der

Zustandsgrößen

A.1. Partielle Ableitungen der Helmholtz-Energie

In Kapitel 5 wurden die Ansätze zur Berechnung der Helmholtz-Energie gege-

ben (Gleichungen 5.4 und 5.5) und erläutert. Die partiellen Ableitungen des

Ideal-Teils 𝛼0 nach der dimensionslosen Dichte 𝛿 berechnen sich nach

𝛼0
δ =

1

𝛿
, 𝛼0

δδ = −
1

𝛿2
, 𝛼0

τδ = 0 .

Alle weiteren Ableitungen des Ideal-Teils und des Residual-Teils können mit

dem auf der folgenden Seite gegebenen Matlab-Skript bis zu beliebigen Graden

symbolisch berechnet werden.
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Derivatives of the Helmholtz energy EoS

% Matthis Thorade, 2012

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

clear all;

% symbolic variables for Helmholtz energy

syms fi fr delta tau;

% symbolic variables for parameters in bank of terms

syms li1 li2 ei1 ei2 ci1 ci2 si1 si2;

syms pi1 pi2 pi3;

syms bi1 bi2 bi3 bi4;

syms gi1 gi2 gi3 gi4 gi5 gi6 gi7 gi8 gi9;

syms ni1 ni2 ni3 ni4 ni5 ni6 ni7 ni8 ni9 ni10 ni11 ni12 Distance Phi;

% terms for ideal Helmholtz energy

logTerms = + li1*log(tau^li2);

idealPolyTerms = + pi1*tau^pi2;

EinsteinTerms = + ei1*log(1 - exp(ei2*tau));

coshTerms = - ci1*log((cosh(ci2*tau)));

sinhTerms = + si1*log((sinh(si2*tau)));

% terms for residual Helmholtz energy

residualPolyTerms = pi1*tau^pi2*delta^pi3;

BWRTerms = bi1*tau^bi2*delta^bi3*exp(-delta^bi4);

GaussTerms = gi1*tau^gi2*delta^gi3*exp(gi6*(delta-gi9)^2 + gi7*(tau-gi8)^2);

Distance = ((1-tau)+ni8*((delta-1)^2)^(1/(2*ni7)))^2 + ni11*((delta-1)^2)^ni12

Phi = exp(-ni9*(delta-1)^2-ni10*(tau-1)^2)

nonAnalyticalTerms = ni1*delta*Distance^ni6*Phi;

%% Helmholtz energy

% fi = +log(delta) +logTerms +idealPolyTerms +EinsteinTerms +coshTerms +sinhTerms;

fi = +EinsteinTerms ;

fi = simplify(fi)

% fr = +residualPolyTerms +BWRTerms +GaussTerms +nonAnalyticalTerms;

fr = +BWRTerms ;

fr = simplify(fr)

%% Helmholtz energy first derivatives

fit = simplify(diff(fi,tau))

frt = simplify(diff(fr,tau))

frd = simplify(diff(fr,delta))

%% Helmholtz energy second derivatives

fitt = simplify(diff(fit,tau))

frtt = simplify(diff(frt,tau))

frtd = simplify(diff(frt,delta))

frdd = simplify(diff(frd,delta))

%% Helmholtz energy third derivatives

fittt = simplify(diff(fitt,tau))

frttt = simplify(diff(frtt,tau))

frttd = simplify(diff(frtd,tau))

frtdd = simplify(diff(frtd,delta))

frddd = simplify(diff(frdd,delta))

Quelltext A.1: Matlab-Skript zur analytischen Ableitung
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A.2. Alternative Darstellung der partiellen Ableitungen

Alle partiellen Ableitungen der Zustandsgrößen nach der Dichte und der Tem-

peratur können direkt berechnet werden; Berechnungsvorschriften sind in

Tabelle 5.3 und Tabelle 5.4 oder bei Thorade und Saadat 2013 gegeben. Alterna-

tiv können alle Ableitungen durch einen Satz an Basis-Ableitungen ausgedrückt

werden. Im Fall der Helmholtz-Energie-Zustandsgleichung bietet es sich an,

die partiellen Ableitungen des Drucks nach der Dichte und der Temperatur

und die partiellen Ableitungen der inneren Energie nach der Temperatur zu

verwenden.

Tabelle A.1.: Alternative Berechnungsvorschriften für die partiellen ersten Ab-
leitungen der Zustandsgrößen nach Temperatur und Dichte

Größe Berechnungsvorschrift

(
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𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑔

𝜕𝑇
)

𝜚

=
1

𝜚
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

− 𝑠

(
𝜕𝑔

𝜕𝜚
)

𝑇

=
1

𝜚
(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇
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A. Partielle Ableitungen der Zustandsgrößen

Tabelle A.2.: Alternative Berechnungsvorschriften für die partiellen zweiten
Ableitungen der Zustandsgrößen nach Temperatur und Dichte

Größe Berechnungsvorschrift

(
𝜕2𝑢

𝜕𝜚2
)

𝑇

= −
𝑇2

𝜚2
(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇 𝜕𝜚
) +

2𝑇

𝜚3
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

+
1

𝜚2
(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

−
2𝑝

𝜚3

(
𝜕2𝑢

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) = −

𝑇

𝜚2
(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕2𝑠

𝜕𝑇2
)

𝜚

=
1

𝑇
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑇2
)

𝜚

−
1

𝑇2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕2𝑠

𝜕𝜚2
)

𝑇

= −
1

𝜚2
(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) +

2

𝜚3
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕2𝑠

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) = −

1

𝜚2
(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕2ℎ

𝜕𝑇2
)

𝜚

= (
𝜕2𝑢

𝜕𝑇2
)

𝜚

+
1

𝜚
(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕2ℎ

𝜕𝜚2
)

𝑇

= −
𝑇

𝜚2
(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) +

1

𝜚
(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑇

−
1

𝜚2
(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

+
2𝑇

𝜚3
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕2ℎ

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) =

1

𝜚
(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) −

1

𝜚2
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

−
𝑇

𝜚2
(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕2𝑔

𝜕𝑇2
)

𝜚

= −
1

𝑇
(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

+
1

𝜚
(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕2𝑔

𝜕𝜚2
)

𝑇

=
1

𝜚
(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑇

−
1

𝜚2
(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕2𝑔

𝜕𝜚 𝜕𝑇
) =

1

𝜚
(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚 𝜕𝑇
)
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A.3. Umformungen weiterer partieller Ableitungen

A.3. Umformungen weiterer partieller Ableitungen

Alle partiellen Ableitungen nach anderen Größen als den unabhängigen Varia-

blen der Zustandsgleichung können wie in Abschnitt 5.2 beschrieben umge-

formtwerden. Alternativ können auch diese partiellen Ableitungen durch einen

Satz an Basis-Ableitungen beschrieben werden. Für eine Auswahl partieller

Ableitungen wird dies im Folgenden dargestellt.

Alternative Darstellung der partiellen Ableitungen für technische

Anwendungen

Siehe auch Tabelle 5.5

(
𝜕ℎ

𝜕𝑝
)

𝑇

=
1

𝜚
−

𝑇

𝜚2
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

/ (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕ℎ

𝜕𝑇
)

𝑝

= (
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

+
𝑇

𝜚2
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

2

𝜚

/ (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑠

= (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

+
𝑇

𝜚2
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

2

𝜚

/ (
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚
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A. Partielle Ableitungen der Zustandsgrößen

(
𝜕𝑇

𝜕𝑝
)

ℎ

=

−𝜚 (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

+ 𝑇 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

𝜚2 (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

+ 𝑇 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

2

𝜚

(
𝜕𝑇

𝜕ℎ
)

𝑝

=

𝜚2 (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

𝜚2 (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

+ 𝑇 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

2

𝜚

(
𝜕𝜚

𝜕𝑝
)

ℎ

=

𝜚 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

+ 𝜚2 (
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

𝜚2 (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

+ 𝑇 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

2

𝜚

(
𝜕𝜚

𝜕ℎ
)

𝑝

=

−𝜚2 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

𝜚2 (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

+ 𝑇 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

2

𝜚
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A.3. Umformungen weiterer partieller Ableitungen

Weitere Ableitungen der thermischen Zustandsgleichung

(
𝜕2𝑇

𝜕𝑝2
)

𝜚

= −(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

−3

𝜚

(
𝜕2𝑇

𝜕𝑝 𝜕𝜚
) = − [(

𝜕2𝑝

𝜕𝑇 𝜕𝜚
) (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

− (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

] (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

−3

𝜚

(
𝜕2𝑇

𝜕𝜚2
)

𝑝

= 2(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇 𝜕𝜚
) (

𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

−2

𝜚

− (
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

2

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

−3

𝜚

− (
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

−1

𝜚

(
𝜕2𝜚

𝜕𝑝2
)

𝑇

= −(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

−3

𝑇

(
𝜕2𝜚

𝜕𝑝 𝜕𝑇
) = − [(

𝜕2𝑝

𝜕𝑇 𝜕𝜚
) (

𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

− (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑇

] (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

−3

𝑇

(
𝜕2𝜚

𝜕𝑇2
)

𝑝

= 2(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇 𝜕𝜚
) (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

−2

𝑇

− (
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

2

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

−3

𝑇

− (
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

−1

𝑇

(
𝜕𝑝

𝜕𝑣
)

𝑇

= −𝜚2 (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

, (
𝜕𝑣

𝜕𝑝
)

𝑇

= −
1

𝜚2
(
𝜕𝜚

𝜕𝑝
)

𝑇

(
𝜕𝑇

𝜕𝑣
)

𝑝

= −𝜚2 (
𝜕𝑇

𝜕𝜚
)

𝑝

, (
𝜕𝑣

𝜕𝑇
)

𝑝

= −
1

𝜚2
(
𝜕𝜚

𝜕𝑇
)

𝑝

(
𝜕2𝑝

𝜕𝑣2
)

𝑇

= 2𝜚3 (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

+ 𝜚4 (
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑇

, (
𝜕2𝑣

𝜕𝑝2
)

𝑇

=
2

𝜚3
(
𝜕𝜚

𝜕𝑝
)

𝑇

−
1

𝜚2
(
𝜕2𝜚

𝜕𝑝2
)

𝑇

(
𝜕2𝑇

𝜕𝑣2
)

𝑝

= 2𝜚3 (
𝜕𝑇

𝜕𝜚
)

𝑝

+ 𝜚4 (
𝜕2𝑇

𝜕𝜚2
)

𝑝

, (
𝜕2𝑣

𝜕𝑇2
)

𝑝

=
2

𝜚3
(
𝜕𝜚

𝜕𝑇
)

𝑝

−
1

𝜚2
(
𝜕2𝜚

𝜕𝑇2
)

𝑝
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A. Partielle Ableitungen der Zustandsgrößen

Weitere Ableitungen der Schallgeschwindigkeit

Siehe z. B. Colonna, N. Nannan et al. 2009; N. Nannan, Guardone und Colonna
2013.

(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑠

= (
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑇

− [(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕2𝑠

𝜕𝜚2
)

𝑇

+ 2(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇𝜕𝜚
) (

𝜕𝑠

𝜕𝜚
)

𝑇

]/ (
𝜕𝑠

𝜕𝑇
)

𝜚

+ [(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕𝑠

𝜕𝜚
)

2

𝑇

+ 2(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑠

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕2𝑠

𝜕𝑇𝜕𝜚
)]/ (

𝜕𝑠

𝜕𝑇
)

2

𝜚

− [(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑠

𝜕𝜚
)

2

𝑇

(
𝜕2𝑠

𝜕𝑇2
)

𝜚

]/ (
𝜕𝑠

𝜕𝑇
)

3

𝜚

(
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑠

= (
𝜕2𝑝

𝜕𝜚2
)

𝑇

−
𝑇

𝜚2
[
2

𝜚
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

2

𝜚

− 3(
𝜕2𝑝

𝜕𝑇𝜕𝜚
) (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

]/ (
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

𝜚

+
𝑇

𝜚4
[3𝑇 (

𝜕2𝑝

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

2

𝜚

+ (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

3

𝜚

]/ (
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

2

𝜚

−
𝑇2

𝜚4
[(
𝜕2𝑢

𝜕𝑇2
)

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

3

𝜚

]/ (
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

3

𝜚

Weitere Ableitungen für CFD/FEM

Siehe z. B. Colonna und Silva 2003.

(
𝜕𝑝

𝜕𝑢
)

𝜚

= (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

−1

𝜚

(
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑢

= (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

− (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑢

𝜕𝜚
)

𝑇

(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

−1

𝜚

= (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑇

+
𝑇

𝜚2
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

2

𝜚

(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

−1

𝜚

−
𝑝

𝜚2
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

−1

𝜚

= (
𝜕𝑝

𝜕𝜚
)

𝑠

−
𝑝

𝜚2
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝜚

(
𝜕𝑢

𝜕𝑇
)

−1

𝜚

146



B. Parameter für Berechnung der

Fluideigenschaften

Die Parameter für die Berechnung der Fluideigenschaften können der in Ta-

belle B.1 zusammengestellten Literatur entnommen werden. Sowohl das Com-

puterprogramm RefProp (Lemmon, Huber und McLinden 2010) als auch das

Computerprogramm CoolProp (Bell et al. 2014) werden mit einer Zusammen-

stellung der Parameter und der verwendeten Literatur ausgeliefert. In dieser

Arbeit wurden die von Lemmon, Huber und McLinden 2010 zusammengestell-

ten Parameter übernommen.

Tabelle B.1.: Literaturüberblick Parameter für Berechnung der Fluideigenschaf-
ten

IUPAC-Name Ethanol

CAS-Nummer 64-17-5

Zustandsgleichung Dillon und Penoncello 2004

Viskosität Kiselev et al. 2005

Wärmeleitfähigkeit —

Oberflächenspannung Mulero, Cachadiña und Parra 2012

IUPAC-Name Helium

CAS-Nummer 7440-59-7

Zustandsgleichung Ortiz-Vega et al. 2013

Viskosität —

Wärmeleitfähigkeit —

Oberflächenspannung Mulero, Cachadiña und Parra 2012

IUPAC-Name Isobutane

CAS-Nummer 75-28-5
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Zustandsgleichung Bücker und Wagner 2006

Viskosität Vogel, Küchenmeister und Bich 2000

Wärmeleitfähigkeit Perkins 2002

Oberflächenspannung Mulero, Cachadiña und Parra 2012

IUPAC-Name Isopentane

CAS-Nummer 78-78-4

Zustandsgleichung Lemmon und Span 2006

Viskosität —

Wärmeleitfähigkeit —

Oberflächenspannung Mulero, Cachadiña und Parra 2012

IUPAC-Name MM

CAS-Nummer 107-46-0

Zustandsgleichung Colonna, N. R. Nannan et al. 2006

Viskosität —

Wärmeleitfähigkeit —

Oberflächenspannung —

IUPAC-Name n-Butane

CAS-Nummer 106-97-8

Zustandsgleichung Bücker und Wagner 2006

Viskosität Vogel, Küchenmeister und Bich 1999

Wärmeleitfähigkeit Ramires et al. 2002

Oberflächenspannung Mulero, Cachadiña und Parra 2012

IUPAC-Name n-Pentane

CAS-Nummer 109-66-0

Zustandsgleichung Span und Wagner 2003; Jaeschke und Schley 1995

Viskosität —

Wärmeleitfähigkeit —

Oberflächenspannung Mulero, Cachadiña und Parra 2012

IUPAC-Name n-Propane

CAS-Nummer 74-98-6

Zustandsgleichung Lemmon, McLinden und Wagner 2009

Viskosität Vogel, Küchenmeister, Bich und Laesecke 1998
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Wärmeleitfähigkeit Marsh, Perkins und Ramires 2002

Oberflächenspannung Mulero, Cachadiña und Parra 2012
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