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Bezeichnungen

Entsprechend dem Aufbau dieser Arbeit werden zuerst die Bezeichnungen für das allgemeine
Wellen-jStrömungsproblem aufgelistet, danach die Bezeichnungen für die Anwendung auf ro-
tationssymmetrische Körper.

Allgemeine Bezeichnungen:

x,y,z
r,e,z
[]<0)
[ ](1)
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Pinsl, P
SB, So, SF

SI

S=
t
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V
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Xj
X(O) X(1)

J ' J
XPj, XCj

F

FL FF,

ß
,

Laplace-Operator

Laplace-Operator in der horizontalen Ebene

kartesische Koordinaten

Zylinderkoordinaten

Bezeichnet eine Größe ohne Meeresströmung

Bezeichnet eine Größe linear in der Meeresströmungsgeschwindigkeit

Maximaler Körperradius

Körperradius an der Stillwasserlinie

Amplitude der harmonischen Elementarwelle

harmonische Wellenkraft in llichtung j

komplexe Amplitude der harmonischen Wellen kraft in llichtung j

Froudezahl; Fn = Uj vf9ä
Beschleunigung infolge Gravitation

Greensche Funktion

Wassertiefe
Amplitudenverteilung für Fernfeldwellen

Imaginärzahl

Wellenzahl, Integrationsvariable

Wellen zahl der harmonischen Elementarwelle

Wellenzahlfunktion für das Diffraktionspotential

Einheitsnormale zu einer Fläche

verallgemeinerte Normalkomponente

Druck

instationärer Druck, komplexe Amplitude des instationären Druckes

Körper-, Wasser-, und Bodenoberflächen

Zylindrische Kontrollfläche außerhalb des Körpers

Zylindrische Kontrollfläche im Unendlichen

Zeit

Meeresströmungsgeschwindigkeit

Geschwindigkeitsvektor der Flüssigkeit

Normalgeschwindigkeit einer Fläche

Dimensionslose Kraft- und Momentkoeffizienten in llichtung j
Komponente von Xj ohne und linear in die Meeresströmung

Komponente von X~1)
J

Funktion für die inhomogene Wasseroberflächenbedingung

lokale und Fernfeldkomponenten von F

Richtung der Meeresströmung gegenüber der positiven x-Achse

Richtung der harmonischen Elementarwelle gegenüber der positiven x-Achse

Winkel zwischen Richtung der Elementarwelle und der Meeresströmung;

,=ß-a
Kronecker-Symbol
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Länge zur Normalisierung der Wellenmomente

Wellenlänge

Wellenparameter; v = w2 /g, Vo = w5/ 9
Dimensionslose Geschwindigkeitsparameter; T = Uw/g, TO= Uwo/g
Wasserdichte

Gesamtgeschwindigkei tspotential,
q,=cp+Urp

Zeit harmonische Komponente von q,

zeit stationäre Komponente von q, für U = 1
Potential der freien harmonischen Elementarwelle

komplexe Amplitude des zeitharmonischen Potentials cp;

</> = A( </>0 + </>7)

Störkomponente von rp infolge der Präsenz des Körpers
komplexe Amplitude von CPofür A = 1
Diffraktionsanteil von</>für A = 1
,/.. _ ,/..(0) +

. ,/..(1)
0/7 - 0/7 ~T00/7

komplexe Amplitude des j-ten Strömungspotentials ohne Strömung; für die
fiktiven Radiationspotentiale ist j=l,. . .6, für das Diffraktionspotential ist j=7

Perturbationskomponente von </>7linear in der Strömungsgeschwindigkeit
partikuläre Fernfeldlösung für </>~1)

dimensionsloser Parameter abhängig von der Wassertiefe
Wellenbegegnungsfrequenz

Wellenkreisfrequenz ohne Meeresströmung

Erhebung der Wasseroberfläche

Erhebung der Wasseroberfläche infolge der zeitstationären Strömung

Erhebung der Wasseroberfläche infolge der harmonischen Elementarwelle

Bezeichnungen für rotationssymmetrische Körper:
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Bezeichnet eine Größe für den Fluidbereich 1
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Koeffizienten für die Lösung des Potentials 1/Jjm im Fernfeld

Lösungskoeffizienten für 1/Jjm im Fluidbereich l, i = 0, ... NI - 1

Lösungskoeffizienten für 1/Jim Fluidbereich l, i = 0,... NI - 1

Koeffizienten für die partikuläre Lösung des Perturbationspotentials
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z- Koordinate der Treppenstufe für Element 1

Höhe des Elementes 1

Hilfsfunktionen für die inhomogene Wasseroberflächenbedingung

Fourier Komponenten von F, FL und FF

Fourier Komponente Fm für Element 1
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Fourierterm in ()
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1 Einleitung

In vielen Meeresgebieten herrschen oft nicht nur eine durch den Wind erzeugte Wellenbewegung
des Wassers vor, sondern auch signifikante Meeres- oder Gezeitenströmungen. Offshorebau-
werke, die in solchen Gebieten installiert sind, werden demzufolge nicht nur Wellen-, sondern
auch kombinierten Wellen- und Strömungseffekten ausgesetzt. Ein analoger Fall ist das lang-
same Schleppen einer Struktur, wie z.B. bei einer Offshore-Installation. In beiden Fällen kann
die der Wellenströmung überlagerte Parallelströmung die auftretenden Wellenkräfte entschei-
dend beeinflussen. Ziel dieser Arbeit ist, die durch eine Strömung erzeugten Veränderungen der
linearen Wellendiffraktionskräfte für eine Klasse von Offshore-Strukturen zu erfassen. Der Be-
griff Strömung bezieht sich hier auf eine translatorische Bewegung des Wassers infloge Meeres-
oder anderen Arten von Parallelströmungen, im Gegensatz zu der rotatorischen Wasserbewe-
gung der Schwerewellen.

Für die lineare hydrodynamische Analyse ohne Strömung sind in den letzten Jahrzehnten meh-
rere potentialtheoretische Verfahren entwickelt worden. Es werden am häufigsten Singula-
ritätenverfahren bzw. Panel-Verfahren verwendet. Bei rotationssymmetrischen Körpern mit
vertikaler Achse, zu denen eine Vielzahl von Offshore-Strukturen gehören, können spezielle
Verfahren angewandt werden, die diese Geometrie ausnutzen. Eine dieser Methoden ist die
sogenannte Makroelementmethode, die von Kokkinowrachos et al. (1980), (1986) entwickelt
wurde.

Bei der Bestimmung der linearen Wellenkräfte auf stationäre Strukturen wird die Wellensteilheit
als klein angenommen und das Problem bezüglich der Wellenamplitude linearisiert. Die erste
Approximation der Effekte der Strömung besteht darin, die zeitstationäre Umströmung des
Körpers ohne Wellen zu berechnen, und diese der ohne Strömung berechneten Wellen strömung
zu überlagern. Diese Methode ergibt aber nicht zufriedenstellende Ergebnisse, denn die Wech-
selwirkung der zwei Strömungsformen ist nicht vernachlässigbar. Aus dieser Wechselwirkung
resultieren für das kombinierte Wellen- jStrömungsproblem kompliziertere Randbedingungen
auf der Wasseroberfläche gegenüber dem Fall ohne Strömung.

Die konsistente Lösung des Wellen- jStrömungsproblems geht von den exakten Randbedingun-
gen für das gesamte Geschwindigkeitspotential aus. Aus der Linearisierung nach der Wellen-
amplitude A resultiert ein in der Strömungsgeschwindigkeit nichtlineares Randwertproblem.
Die Lösung dieses Randwertproblems erfolgt dann durch die Auf teilung der Strömung in einen
stationären Anteil infolge der Parallelströmung und einen zeitharmonischen Anteil infolge der
Wellenerregung. Unter der Annahme einer kleinen Strömungsgeschwindigkeit U werden dann
beide Probleme nach der Strömungsgeschwindigkeit linearisiert. Für die stationäre Strömung
folgt dann die schon erwähnte Umströmung des Körpers ohne Wellen. Für den zeitharmo-
nischen Anteil erscheinen zusätzliche Terme der Ordnung O(AU) in den Randbedingungen
gegenüber dem Fall ohne Strömung. Die Wechselwirkung zwischen Wellen und Strömungen

ist von Peregrine (1976) ausführlich behandelt, und die Aufstellung der in U nichtlinearen
Randbedingungen ist von Newman (1978) beschrieben worden.

In den letzten Jahren sind im Hinblick auf das Verhalten von langsam fahrenden Schiffen von
einigen Autoren Panel-Verfahren für das Wellen- jStrömungsproblem entwickelt worden. Diese
Verfahren basieren auf der Greenschen Funktion für eine pulsierende Quelle in Translation bzw.
ihrer asymptotischen Form für kleine Geschwindigkeiten, deren Anwendung von Grekas (1981)
und Huijsmans und Hermans (1985) untersucht worden ist. Da diese Greensche Funktion
die Randbedingung an der Wasseroberfläche nur im Fernfeld erfüllt, d.h. ohne die Störung
der Parallelströmung durch die Präsenz des Körpers zu berücksichtigen, müssen sowohl die
Körperoberfläche als auch die Wasseroberfläche als Randelemente diskretisiert werden.

Zhao et.al. (1988) und Zhao und Faltinsen (1988, 1989) entwickelten eine Hybrid-Methode, wo-
bei im Nahfeld ein Randelementverfahren und im Fernfeld eine Multipolexpansion der Green-
schen Funktion verwendet wurde.
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Ein Perturbations verfahren wurde von Nossen et al. (1989a,b) und Grue und Palm (1991a,b)
präsentiert. Sie verwendeten eine Perturbationsexpansion der Greenschen Funktion und des
Diffraktionspotentials um die Sströmungsgeschwindigkeit und erhielten daraus Randwertpro-
bleme nullt er und erster Ordnung. Hierdurch wird die Notwendigkeit einer Idealisierung der
Wasseroberfläche als Randelement umgangen. Für das Problem erster Ordnung muß aber die
Lösung nullter Ordnung über die Wasseroberfläche integriert werden.

Eine volle Elimination der Wasseroberfläche von dem Randwertproblem schlug Sclavounous
(1989) vor. Er verwendet ebenfalls eine Perturbationsexpansion des Geschwindigkeitspotentials
um die Vorwärtsgeschwindigkeit. Anhand der Lösung nullt er Ordnung und der Lösung für die
zeitstationäre Strömung werden Greensche Funktionen formuliert, die die Randbedingung an
der Wasseroberfläche im ganzen Fluidbereich erfüllen.

Eine andere Methode, in der die Rankine-Quellen verwendet werden, ist von Takagi (1991)
präsentiert worden. Die Wasseroberflächen- und Abstrahlungsbedingungen werden hier nume-
risch erfüllt.

Weitere Arbeiten auf diesem Gebiet sind von Wang (1988) für die Berechnung des Wellenbildes
langsam fahrender Schiffe sowie von Wu und Eatock Taylor (1990) für die Bestimmung der
Reaktionskräfte auf oszillierende horizontale Zylinder mit kleinen Vorwärtsgeschwindigkeiten
veröffentlicht worden.

In der vorliegende Arbeit wird das Wellen-jStrömungsproblem für rotationssymmetrische Körper
mit vertikaler Achse behandelt und eine Erweiterung des Makroelementverfahrens vorgestellt.
Durch die Ausnutzung der Geometrieeigenschaften dieser Körper läßt sich das dreidimensionale
Problem auf zweidimensionale Probleme reduzieren, für deren Lösungen eine Eigenfunktions-
methode verwendet wird. Dies bedeutet gegenüber den Panel-Verfahren einen Vorteil, da die
rechnerisch aufwendigen Greenschen Funktionen nicht benötigt werden. Die Makroelementme-
thode ist von Thanos (1989) für die Bestimmung von Wellenkräften zweiter Ordnung und von
Zibell (1989) für Mehrkörpersysteme erfolgreich eingesetzt worden.

Im folgenden Abschnitt 2 wird das Randwertproblem für beliebige Körper ausführlich herge-
leitet und beschrieben. Zunächst wird das exakte Problem aufgestellt und dann bezüglich der
Wellenamplitude und der Strömungsgeschwindigkeit linearisiert. Zur Lösung des Randwertpro-
blems kommt eine Perturbationsexpansion des Diffraktionspotentials zum Einsatz. Aus dieser
Expansion resultiert ein Diffraktionsproblem ohne Strömung und eine Randwertaufgabe für ein
Perturabtionspoten tial.

Im dritten Abschnitt wird die Berechnung der harmonischen Wellenkräfte beschrieben. Mit
Hilfe des Greenschen Satzes und fiktiver Abstrahlungspotentiale wird die volle Lösung des Per-
turbationspotentials umgangen. Die ermittelten Ausdrücke für die harmonischen Wellenkräfte
hängen nur von der Lösung ohne Strömung und von der Fernfeldlösung für das Perturbations-
potential ab.

In Abschnitt 4 erfolgt eine Konkretisierung der beschriebenen Lösungsmethodik mittels einer
Fourierexpansion aufrotationssymmetrische Körper. Dabei wird kein Bezug auf eine bestimmte
numerische Methode zur Lösung der dabei entstehenden zweidimensionalen Probleme genom-
men. Die Randwertprobleme für die einzelnen Fourierkomponenten und die Ausdrücke für die
Wellenkräfte auf rotationssymmetrische Körper werden aufgestellt.

Im Abschnitt 5 werden einige allgemeine Lösungen für die Fourierkomponenten dargestellt. Die
für die Makroelementmethode benötigten Eigenfunktionsexpansionen werden kurz formuliert
und die Fernfeldlösungen für die Perturbationskomponente ausführlich hergeleitet.

Eine analytische Lösung für einen sich vom Meeresboden bis zur Wasseroberfläche erstreckenden
vertikalen Zylinder befindet sich im Abschnitt 6.

In Abschnitt 7 wird die Anwendung des Makroelementverfahrens zur Berechnung der Fourier-
komponenten für beliebige rotationssymmetrische Körper beschrieben. Zuerst werden die für
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das Verfahren verwendeten Eigenfunktionsansätze angegeben und die Anwendung eines Ga-
lerkinverfahrens zur Bestimmung der Lösungskoeffizienten demonstriert. Die Formeln für die
Bestimmung der harmonischen Wellenkräfte werden aufgestellt.

Numerische Ergebnisse für den vertikalen Zylinder und einige typische Offshore-Strukturen
werden im Abschnitt 8 dargestellt. Berechnungen für eine schwimmende Halbkugel werden den
Ergebnissen anderer Methoden gegenübergestellt.
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Bild 1: Definitionsskizze, Ansicht von oben

2 Formulierung des Randwertproblems

Für die Formulierung des Randwertproblems wird ein großer, festgehaltenener, rotationssym-
metrischer Körper in flachem Wasser betrachtet, wie in den Bildern 1 und 2 dargestellt. Die-
ser Körper wird einer harmonischen Welle der Amplitude A und Wellenlänge A und einer
parallelen Strömung der Geschwindigkeit U ausgesetzt. Der Winkel ß bezeichnet die Fort-
pflanzungsrichtung der harmonischen Welle bezüglich der positiven x-Achse. Die Richtung der
Parallelströmung wird analog mit dem Winkel a festgelegt. Die Wassertiefe wird als konstant
angenommen und mit h bezeichnet. Die Geschwindigkeit der Strömung wird als konstant über
die Wassertiefe angenommen. Sowohl die dimensionslose Strömungsgeschwindigkeit U/..;gx
auch die Wellensteilheit werden als klein angenommen, d.h. << 1.

Es werden zwei ortsfeste Koordinatensysteme (x, y, z) und (r, e, z) gewählt, deren Ursprünge in
Höhe des Meeresbodens auf der Symmetrieachse des Körpers liegen. Die z-Achse zeigt positiv
nach oben. Die Transformation zwischen dem kartesischen Koordinatensystem (x, y, z) und
dem zylindrischen Koordinatensystem (r, e, z) ist gegeben durch

x = r cose und y = r sin e . (2.1)

Es wäre ohne Verlust der Allgemeingültigkeit möglich, entweder die Wellenrichtung ß oder die
Strömungsrichtung a zu Null zu setzen. Beide werden hier aber beibehalten, damit man dann
für rotationssymmetrische Körper nur die Kräfte bzw. Momente in der y = 0 Ebene herleiten
muß, d.h. die Kräfte in x- und z-Richtungen und das Moment um die y-Achse.

Die ungestörte Wasseroberfläche wird mit z = h definiert und als SF bezeichnet. Die Wellener-
hebung der freien Oberfläche wird mit ((x, y, t) bezeichnet. Die Gleichung der gestörten freien
Oberfläche lautet also z = h + (.

Das Wasser wird als inkompressibel, wirbelfrei und reibungslos angenommen, d.h. es herrscht
eine ideale, potentialtheoretisch beschreibare Strömung. Das gesamte Geschwindigkeitspoten-
tial cp(x,y,z,t), das auch die Parallelströmung umfaßt, muß die Laplace-Gleichung

v2cp = 0 (2.2)

im gesamten Flüssigkeitsbereich erfüllen.

4
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Bild 2: Definitionsskizze, Schnitt bei y = 0 für a = ß = 0

Das Randwertproblem wird in diesem Abschnitt zuerst in kartesischen Koordinaten für beliebige
Körper hergeleitet und dann linearisiert. Die Anwendung auf rotationssymmetrische Körper
erfolgt danach in Zylinderkoordinaten.

2.1 Allgemeine Randbedingungen

Die Bedingung von konstantem Druck auf der Wasseroberfläche ergibt aus der Bernoulli-
Gleichung die dynamische Randbedingung für die Wellenerhebung ( und das Geschwindig-
keitspotential <1>:

1

{
lI 2

}
( = -- <1>t+ -V'<1>. V'<1>- -Ug 2 2 auf z = h + ( . (2.3)

Hier bezeichnet <1>tdie partielle Ableitung von <1>nach der Zeit t. Wo nicht anders bemerkt,
bezeichnet auch im folgenden eine unabhängige Variable als Subskript eine partielle Ableitung
nach dieser Variable. Für die kinematischen Randbedingungen an den Rändern wird zuerst
eine allgemeine Fläche S betrachtet, die durch die Gleichung F(x, y, z, t) = 0 beschrieben wird.
Die Einheitsnormale ii zu dieser Fläche ist dann

_ V'F
n =

IV'FI '

und die Geschwindigkeit der Fläche in Richtung von ii

-Ft
Vn =

IV'FI'

(2.4)

(2.5)

Damit S tatsächlich eine Grenzfläche der Flüssigkeit beschreibt, muß die physikalische Bedin-
gung erfüllt werden, daß es keinen Durchfluß durch S gibt. Mathematisch wird die Normalge-
schwindigkeit der umgebenden Flüssigkeit gleich der der Fläche gesetzt:

v . ii = Vn auf S, (2.6)

wobei v die Geschwindigkeit der Flüssigkeit ist und die Lage von S als zeitabhängig angenom-
men wird. Ersetzt man ii und Vn, so resultiert die Bedingung, daß die substantielle Ableitung
DF/Dt Null sein muß:

v. V'F + Ft = DF
= 0Dt

auf S. (2.7)
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Unter Verwendung des Geschwindigkeitspotentials ergibt sich die allgemeine kinematische Rand-
bedingung für eine Oberfläche:

V'e) . V'F + Ft = 0 auf S. (2.8)

Die kinematische Randbedingung an der freien Wasseroberfläche erhält man durch das Einset-
zen von F = z - h - (:

D((x,y,t) _ e)
Dt - z

Die kinematische und die dynamische Randbedingung an der freien Wasseroberfläche kann man
kombinieren, indem man ( aus (2.3) heranzieht und die substantielle Ableitung auswertet. Es
folgt dann die kombinierte nichtlineare Randbedingung für e):

auf z = h + ( . (2.9)

(:t + V'e) . V')2
e)

+
ge)z = 0 auf z = h + ( , (2.10)

bzw. ausgeschrieben:

1
e)tt + 2V'e)t . V'e) + -V'e). V'(V'e). V'e»)+ ge)z = 02

auf z = h + ( . (2.11)

Diese Bedingung erhält man auch, wenn man die substantielle Ableitung des Druckes an der
freien Oberfläche zu Null setzt.

Der Körper wird als feststehend angenommen, also ist für die benetzte Körperoberfläche SB
die Normalgeschwindigkeit Null. Man erhält dann aus (2.6) für die Randbedingung am Körper

v. Ti= V'e) . Ti= 0 (2.12)

Nach Einführung der Normalableitung

ß

ßn = Ti. V' (2.13)

kann die Körperrandbedingung aufgestellt werden als

ße)
= 0ßn

auf SB. (2.14)

Die Annahme konstanter Wassertiefe ergibt auf ähnliche Weise die Randbedingung am Boden:

ße)
= 0ßz

auf z = 0 . (2.15)

Ferner muß für e) eine geeignete Strahlungsbedingung festgelegt werden, die das richtige Ver-
halten des Geschwindigkeitspotentials weit vom Körper sichert, d.h. daß die Diffraktionswellen
vom Körper weglaufen und weit vom Körper verschwinden. Auf diese Bedingung wird später
näher eingegangen.

2.2 Linearisierung des Randwertproblems

Für die Linearisierung des Problems ist das Geschwindigkeitspotential e) in zwei Teile aufzu-
spalten, und zwar in einen zeitkonstanten Anteil, der aus der Umströmung des Körpers durch
die Parallelströmung resultiert, und einen zeitabhängigen Anteil infolge der Wellenerregung.
Auf Grund dieses Umstandes ergibt sich folgende Schreibweise:

e) = Utp(x,y,z) + t.p(x,y,z,t). (2.16)
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Das zeitstationäre Potential Uq; beschreibt die weit vom Körper herrschende Parallelströmung
und deren Störung durch die Präsenz des Körpers. Entsprechend wird auch q; aufgeteilt:

q;(x, y, z) = (fi(x, y, z) + x cos a + y sin a , (2.17)

- -wobei das Störpotential 4>dipolartig ist und weit vom Körper verschwindet. Obwohl q; und 4>
mit der Parallelgeschwindigkeit U normalisiert werden, also die Dimension einer Länge haben,
werden sie der Einfachheit halber auch als das stationäre Potential bzw. Störpotential bezeich-
net. Um die Notation in einigen Fällen zu vereinfachen, werden sowohl q; als auch (fi in der
folgende Analyse verwendet.

Das zeitabhängige Potential <p(x, y, z, t) beschreibt das freie Wellensystem, das weit vom Körper
herrscht, sowie die Diffraktion der einlaufenden Wellen durch die Präsenz des Körpers und der
zeitstationären Strömung. Die Größenordnung von <pist durch die Wellenamplitude A be-
stimmt, die als klein angenommen wird. Um das Randwertproblem zu linearisieren, verwendet
man die Zerlegung (2.16) in der nichtlinearen Randbedingung (2.11) auf der freien Oberfläche
und vernachlässigt zuerst die Terme, die mindestens der Ordnung A 2 sind. Somit resultiert aus
(2.11)

U2
<Ptt+ g( <pz+ U q;z) + 2U\1 <Pt. \1q; + 2 \1 <P

. \1(\1 q;)2
+ U2\1 q; . \1(\1 <po\1 q;)

U3

+2
\1q;. \1(\1q;)2 = 0 + O(A2) auf z = h + (. (2.18)

Die Erhebung der Wasseroberfläche ergibt sich zu derselben Ordnung aus der impliziten Glei-
chung der dynamischen Randbedingung:

1
{

U2

}
( = -9 <Pt + U\1q;. \1<p+ 2(\12q; - 1) + O(A2) auf z = h + ( . (2.19)

Die Aufteilung in ein zeitstationäres und ein zeitabhängiges Problem erlaubt es, die Lösung
des zeitstationären Potentials q; getrennt zu bestimmen. Mit dem bekannten zeitstationären
Potential stellt (2.18) eine lineare Differentialgleichung mit veränderlichen Koeffizienten für <p
dar. Die Wasseroberflächenbedingung für q; erhält man aus (2.18), indem <pzu Null gesetzt
wird:

U2
-\1q;. \1(\12q;) + gq;z = 0 auf z = h + (. (2.20)
2

Setzt man a = -'Ir, d.h. eine Parallelströmung in der negativen x-Richtung, so stellt (2.20)
die übliche nichtlineare Randbedingung für ein mit der Geschwindigkeit U fahrendes Schiff im
glatten Wasser dar.

Die Wellenerhebung infolge der zeitkonstanten Strömung ist hier mit ( bezeichnet und durch
die implizite Gleichung

-
U2

{ ( 0 0 ) - 1 - 2

}(= -9 cosa
ax + sin a ay 4>+ 2(\14» auf z = h + ( (2.21)

gegeben. Die Randbedingungen für <p werden nun um die zeitstationäre Wasseroberfläche
z = h + ( entwickelt. Hierfür wird die Taylor-Expansion

[I]
z=hH

= [I + (( - ()
~~] z=h+(

+ O(A2) (2.22)

auf die Terme in (2.18) und (2.19) angewandt, die nur von dem stationären Potential abhängen-.:.
Durch diese Taylor-Expansion und die Anwendung der Wasseroberflächenbedingungen für (

7



und rp (siehe Newman (1978)) erhält man für die Wellenerhebung infolge der instationären
Strömung die explizite Formel

( _ ( = <Pt+ UVrp . V<p

9 + U2Vrp' Vrpz
auf z = h + ( . (2.23)

Die kombinierte Wasseroberflächenbedingung für <Pwird zu

U2
<Ptt+ g<pz+ 2UV<pt' Vrp + -V<p' V(Vrp)2 + U2Vrp. V(V<p.Vrp)

2
<Pt + UV rp . V<p

{
_ U3 ß ( _ _ 2)}-

9 + U2Vrp' Vrpz
Ug<pzz+ 2 ßz

V<p' V(V<p) = 0 auf z = h + (. (2.24)

Weit vom Körper hat man ;jJ= ( = 0, und es gilt für die Wellenerhebung

( = ~
[ <Pt + U cos o:<px + U sin o:<py]

9 z=h
für r ---+ 00 (2.25)

und für die Wasseroberflächenbedingung entsprechend (2.10)

(ß ß ß )
2

ßt + UCOS0:ax + U sin 0:ay
<p+ g<pz= 0 auf z = h, r ---+ 00 . (2.26)

Wenn das stationäre Störpotential ;jJ auf der freien Oberfläche vernachlässigt werden kann,
gelten diese Bedingungen im ganzen Fluidbereich, wie zum Beispiel im Falle eines tiefgetauchten
Körpers, wie von Grue und Palm (1985) betrachtet.

Die Bedingungen (2.25) und (2.26) gelten auch im ganzen Fluidbereich für die freie einlaufende
Welle und ergeben die bekannte harmonische Elementarwelle. Bezeichnet man mit (i, y, z)
ein sich mit der Parallelströmung bewegendes Koordinatensystem, so ist die Erhebung der
Elementarwelle durch

(o(i, y, t) = A cos(koi cosß + koYsin ß - wot) (2.27)

gegeben. Hier ist Wo die Wellenkreisfrequenz und ko = 211"/ A die Wellenzahl. Die Wellenkreisfre-
quenz gilt für eine harmonische Welle ohne Strömung und erfüllt die übliche für U = 0 geltende
Dispersionsgleichung

w5 = gko tanh( koh) . (2.28)

Wird nun i durch x - Ut cos 0: und y durch y - Ut sin 0: ersetzt, so erhält man die Gleichung
der in festen Koordinaten beschriebenen Wellenerhebung:

(o(x, y, t) = A cos(kox cos ß + koY sin ß - wt) , (2.29)

wobei w die Begegnungsfrequenz der Welle ist. Es gilt per Definition, daß, der Winkel zwischen
den Wellen- und Strömungsrichtungen ist, d.h.

,=ß-o:, (2.30)

und somit lautet die Beziehung zwischen der Wellenfrequenz Wo und der Wellenbegegnungsfre-
quenz w

w = Wo + Ukocos, . (2.31)

Die Überlagerung der Welle mit der Parallelströmung wirkt sich also nur auf die Begegnungs-
frequenz aus. Das die Elementarwelle beschreibende Geschwindigkeitspotential ergibt sich aus
den Randbedingungen zu

Ag cosh(koz) .
(k x cos ß + koysinß - wt).<p - - \ sm 00-

Wo cosh(koL
(2.32)
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Man setzt nun für das Potential 'P die gleiche harmonischen Zeit abhängigkeit wie für die Ele-
mentarwelle an. Hierfür dient die komplexe Schreibweise

'P(x, y, z, t) = Re {<p(x, y, z )e-iwt}

wobei <pdie komplexe Amplitude von 'P ist. Somit folgt für die Bedingung (2.26)

(-iv + T cos a
:x + T sin a

:y)

2
<p+ v<pz = 0 für z = 0, r -+ 00 , (2.33)

wobei
w2

v=-
9

und
UW

T=-.
9

(2.34)

Die vom Körper erzeugten Wellen müssen diese Bedingung weit vom Körper erfüllen, sowie die
Bedingung, daß sie vom Körper weglaufen und im Unendlichen verschwinden. Solche Wellen-
systeme sind von Eggers (1957) und Becker (1958) beschrieben worden, und Lösungenen für
pulsierende Quellen sind bei Wehausen und Laitone (1960) zu finden. Die Fernfeldbetrachtun-
gen zeigen, daß für größere Strömungsgeschwindigkeiten U, gen au genommen für T > ~,nur
zwei Wellensysteme existieren, die sich stromabwärts von der Störung fortpflanzen. Für T < ~

existieren zwei zusätzliche Wellensysteme, wovon eines sich stromaufwärts fortpflanztl. Die
kompliziertere Strahlungs bedingung tritt also für kleinere Strömungsgeschwindigkeiten auf; sie
verhindert, daß Berechnungsmethoden, die z.B. für schnell fahrende Schiffe entwickelt worden
sind, auch im Bereich kleinerer Froudezahlen einsetzbar sind.

Die Froudezahl wird hier mit Fn = U/ V§7i definiert, wobei als charakteristische Länge der
maximale Durchmesser a des Körpers genommen wird. Für sehr kleine Froudezahlen, d.h.
Fn < < 1 bzw. T < < ~, die zum Beispiel bei Meeresströmungen oder langsam fahrenden
Schiffen auftreten, kann man die komplizierte Randbedingung an der freien Wasseroberfläche
erheblich vereinfachen, indem Terme proportional zu U2 vernachlässigt werden. Diese Annahme
ergibt für das stationäre Strömungspotential anstatt (2.20) die Wasseroberflächenbedingung

<Pz= 0 auf z = h . (2.35)

Da U nur quadratisch in den Wasseroberflächenbedingungen für 4> und ( vorkommt, redu-
ziert sich die stationäre Strömung auf die sogenannte Doppelkörperströmung, d.h. die freie
Oberfläche wird durch eine feste Wand ersetzt oder, anders gesehen, der Raum z < h wird um
die ungestörte Wasseroberfläche gespiegelt; daher der Begriff Doppelkörper.

Die Linearisierung nach der Strömungsgeschwindigkeit ergibt für das zeitabhängige Potential
die wesentlich vereinfachte Randbedingung an der freien Oberfläche

'Ptt + g'Pz + 2UV1'Pt' V1'P - U'Pt'Pzz + O(U2) = 0 auf z = h , (2.36)

wobei die Randbedingung (2.35) verwendet wurde und VI = :x
[ + :yJ der Nabla-Operator

in der horizontalen Ebene ist. Durch Einführung der Zeitabhängigkeit von 'P erhält man die
frequenzabhängige Randbedingung

- v<p + <Pz- 2iTV1<p' V1'P + T<P'Pzz = 0 auf z = h . (2.37)

Diese Vereinfachung hat als Konsequenz, daß die Wasseroberflächenbedingung nun statt zu vier
nur zu einem sich in alle Richtungen fortpflanzenden Wellensystem im Fernfeld führt, wie z.B.
von Wang (1988) gezeigt. Das Fernfeldverhalten wird im nächsten Abschnitt näher behandelt.

1Für T = t existiert in den Lösungen eine Singularität; hier ist U gleich der Gruppengeschwindigkeit der
abgestrahlten Wellen.
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Man setzt nun für 4>die Summe des Elementarwellenpotentials und eines Diffraktionspotentials
ein, also

4>= A(4)o + 4>7), (2.38)

wobei 4>7das Diffraktionspotential infolge einer Elementarwelle der Amplitude Eins ist. Für 4>7
folgen dann die Randbedingung am Körper

84>7 _ _ 84>0

8n
- 8n

auf SB (2.39)

und die Wasseroberflächenbedingung

(-v +
:z) 4>7- 2iT (cos a

:x + sin a :y) 4>7+ iT( 4>zz- 24>x
:x

- 24>y:y)
(4)0 + 4>7) = 0

auf z = h . (2.40)

Nur die ersten zwei Terme in (2.40) tragen zu der Bedingung im Fernfeld bei. Die Begegnungs-
frequenz kann man laut (2.31) durch Wo ersetzen, und es folgt bis zur selben Ordnung

(-Vo + :z) 4>7+ 2iTo(iko cosi- cosa :x - sin a :y) 4>7

(
- -8 -8 )(+ iTo 4>zz- 24>x

8x
- 24>y8y 4>0+ 4>7) = 0 auf z = h. (2.41)

Per Definition gilt
w6 UWo

vo = - und TO = - . (2.42)
9 9

Der erste Term in (2.41) stellt nun die übliche Randbedingung ohne Strömung dar, und alle
Effekte infolge der Strömung sind in den übrigen enthalten. Weit entfernt vom Körper lautet
die nach der Strömungsgeschwindigkeit linearisierte Wasseroberflächenbedingung (vgl. (2.40))

(-v + :z) 4>7- 2iT (cos a :x + sin a :y) 4>7= 0 auf z = h, r -+ 00, (2.43)

bzw. mit TO (vgl. (2.41))

(-vo+ :z) 4>7+2iT(iko4>COSi-cosa:x -sina:y) 4>7=0 aufz=h, r-+oo. (2.44)

Außerdem muß das Potential 4>7neben der Bodenbedingung

84>7 = 08z
auf z = 0 (2.45 )

auch eine geeignete Strahlungsbedingung erfüllen, die sicherstellt, daß es nur vom Körper weg-
laufende Wellen darstellt.

2.3 Perturbationsexpansion

Die Form der Randbedingung an der freien Oberfläche empfiehlt eine Perturbationsexpansion
des Diffraktionspotentials nach der dimensionslosen Strömungsgeschwindigkeit T oder TO um
U = O. Methoden, die eine Expansion um T verwenden, sind von Grue und Palm (1991)

sowie Wu und Eatock Taylor (1990) präsentiert worden. Hier wird eine Expansion nach TO
vorgenommen, um die Strömungs- von den Wellen effekten vollständig trennen zu können. Die
Expansionsgleichung für 4>7lautet

4>7 = 4>~O)
+ iTo4>~l) . (2.46)
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Mit dieser Expansion werden sowohl <p~0)als auch <p~1)unabhängig von der Strömungsgeschwin-
digkeit U, was nicht der Fall wäre, wenn die Expansion um T erfolgt wäre. Auf jeden Fall ist
eine solche Perturbationsexpansion nur für eine endliche Entfernung von dem Körper bzw. dem
Koordinatenursprung gültig, wie später gezeigt wird. Für die harmonischen Wellenkräfte ist
aber die Größe des Geschwindigkeitspotentials nur an der Körperoberfläche von Interesse. Weil
im Nahkörperbereich der Unterschied zwischen <P7und <p~0)klein und von der Ordnung O(U)
ist, eignet sich eine solche Perturbationsexpansion. Im folgenden wird <p~0) als das Diffraktions-

und <p~1)als das Perturbationspotential bezeichnet.

Die Perturbationsexpansion (2.46) wird nun in die Randbedingungen an der freien Wassero-
berfläche und an der benetzten Körperoberfläche eingesetzt, und die Terme werden nach der
Ordnung von TO aufgetrennt. Die Terme nullt er Ordnung in TO ergeben das bekannte lineare
Diffraktionsproblem ohne Strömung:

(-vo + ~ ) <p(0)
= 0ßz 7

ß<p~O) _ _ß<po
ßn -

ßn

Die Terme erster Ordnung in TOergeben dann die Randbedingungen für das Perturbationspo-
tential:

auf z = h , (2.47)

(2.48 )

(- vo +
:z)

<p~1)= (- 2iko cos , + 2 cos a
:x + 2 sin a

:y)
<p~0)

(
- - ß - ß ) ( (0» )+ -<Pzz + 2<pxßx + 2<py

ßy <Po+ <P7

ß<p(
1)

ß: = 0 auf SB. (2.50)

Mit den bekannten Lösungen für rp und <p~0)erhält man nun für <p~1)eine lineare inhomogene
Randbedingung an der freien Wasseroberfläche. Durch Einführung zylindrischer Koordinaten
(r, 0, z) folgt

auf z = h , (2.49)

( ß ) (1) ( . ß sin(O-a) ß ) (0)
-vo+

ßz
<P7 = -2zkocos,+2cos(O-a)ßr -2

r ßO
<P7

( - - ß 4>0 ß ) ( (0» )+ -<Pzz + 2<Prßr + 2;2 ßO <Po+ <P7 auf z = h . (2.51)

Um das Problem zu vervollständigen, werden geeignete Strahlungsbedingungen für die Poten-
tiale <p~0)und <p~1)benötigt. Hierfür dient die Fernfeldbedingung (2.44) für <P7,die in zylindri-
schen Koordinaten

(-vo - 2koTocos, + ~ - 2iTocos(O-a):r) <P7= 0 für z = h, r -+ 00 (2.52)

lautet. Um die Strahlungsbedingung herzuleiten, wird zuerst die Greensche Funktion für eine
pulsierende Quelle in einer langsamen Parallelströmung betrachtet. Die asymptotische Fern-
feldform wurde bis zur Ordnung O(U) für tiefes Wasser und a = ß = 0 von Haskind (1946)
gegeben:

G(r,O,z) = (1- 2TCOSO)J8~V el/(t-2TCOSO)(z-h+ir)+i1l"/4 für r -+ 00 , (2.53)

wobei der Aufpunkt der Quelle bei r = 0 an der ungestörten Wasseroberfläche gesetzt ist.
Anhand dieses Quellenverhaltens ist von Wu und Eatock Taylor (1990) eine Strahlungsbedin-
gung für das Perturbationspotential hergeleitet worden. Für die vorliegende Arbeit muß eine
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neue, erweiterte Strahlungsbedingung aufgestellt werden, und zwar für beliebige Wellen- und
Strömungsrichtungen und eine begrenzte Wassertiefe. Hierfür dient ähnlich (2.53) der Ansatz
für die aysmptotische Form von (h:

eik1(9)r
1>7cx [1 + iTOhl(B)] cosh(kl(B)z) r,; für r ---+00 , (2.54)

wobei hl(B) die Amplitudenverteilung für TO> 0 wiedergibt und kl(B) die Wellenzahlfunktion
ist. Dieser Ansatz erfüllt die Bodenbedingung und stellt für k1 > 0 vom Körper weglaufende
Wellen dar. Aus der Bedingung (2.52) ergibt sich für die Wellenzahl kl(B) die Bedingung

- vo - 2koTocos, + 2Tokl(B) cos(B - a) + kl(B) tanh(kl(B)h) = o. (2.55)

Durch eine Taylor-Expansion nach TOum die Wellenzahl ko erhält man bis zur Ordnung O(U)
die Lösung

2koTo [ ]k1 = ko - ~ cos(B-a) - cos, . (2.56)

Die Tatsache, daß für kl nur eine Lösung existiert, zeigt, daß es jetzt nur ein Wellen system
im Fernfeld gibt. Die dimensionlose Faktor (10 berücksichtigt die begrenzte Wassertiefe und ist
gegeben durch

(10 = koh sech2( koh) + tanh( koh) . (2.57)

Aus dem asymptotischen Verhalten von 1>7nach (2.54) folgt die Strahlungsbedingung in der
Form

ß1>7
= ikl (B)1>7ßr

für r ---+00 . (2.58)

Die Perturbationsexpansion nach TOergibt zuerst aus (2.54) folgende asymptotische Formen:

1>~0) cx
Jr cosh( koz )eikor für r ---+00 , (2.59)

1>~1)cx hl1>~O)+ 2~~0[cos(B-a) _ cos,][ircosh(koz) + zsinh(koz)] e;

für r ---+00. (2.60)

Für 1>~0) gilt dann die übliche Strahlungsbedingung ohne Strömung:

ß-+.(O)

[
. 1

] 1>
(0) _ .

k -+.(0)'1-'7- .k - - 7 - Z 0'1-'7a;:- - . 0
2r

für r ---+00 , (2.61)

wobei der Beitrag O(l/r) weit vom Körper verschwindet. Aus (2.60) resultiert als Strahlungs-
bedingung für 1>~1)folgende Beziehung2 zwischen 1>~0) und 1>~1):

ß -+.(1)

[

1
]

2ko [ ) ]-+.(0)~ = ik - - 1>(1) - - cos (B-a - cos, '1-'7ßr 0
2r 7 (10

= iko1>~1)-
~:

[cos (B-a) - cos,] 1>~0) für r ---+00 . (2.62)

Wie aus (2.60) ersichtlich, wä.chst der Wert für 1>~1)wie ..;r weit vom Körper- ein Resultat, das
offensichtlich nicht realistisch ist. Der Grund hierfür ist, daß die Strömung die Wellenlä.nge der

2Bei Ihrer Radiationsanalyse vernachlässigen Wu und Eatock Taylor (1990) den Beitrag von r-1/2 zu der
Ableitung des Perturbationspotentials. Dadurch erhält ihre (2.62) entsprechende Strahlungsbedingung einen
Faktor zwei vor dem zweiten Term auf der rechte Seite. Da sie aber in ihrer weiteren Analyse ähnliche, im
Fernfeld nicht zu null verschwindende Terme vernachlässigen, (vgl. (3.25)) hat dieser Fehler keine Auswirkung

auf ihre Ergebnisse.
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Diffraktionswellen ändert, d.h. der Parameter TOtaucht als Faktor von r in der asymptotischen
Form von <1>7auf. Die Perturbation infolge der Meeresströmung vergrößert sich also mit rund
der Unterschied zwischen <I>~)und <I>~l)ist eigentlich von der Ordnung O(Ur). Der Ausdruck
<I>~O) + iTo<l>~)liefert also nur für kleine r-Werte, d.h. nahe am Körper, richtige Werte für <1>7.
Da man aber <1>7nur am Körper benötigt, um den instationären Druck und die Wellenkräfte
zu bestimmen, kann die Perturbationsexpansion für diesen Zweck als gültig betrachtet wer-
den. In der Ungültigkeit der Perturbationsexpansion im Fernfeld liegt der Grund für eine als
unrealistisch erscheinende Strahlungsbedingung für das Perturbationspotential <I>~l).

Physikalisch könnte man sich vorstellen, daß die Fernfeld- bzw. Abstrahlungswellen ohne
Strömung Ringwellen darstellen. Durch die Strömung werden die Ringwellen gezerrt- strom-
aufwärts werden die Wellenlängen kürzer und stromabwärts länger. Der Unterschied zwischen
den Ringwellen und den verzerrten Wellen wächst mit der Entfernung vom Körper. Das Pertur-
bationspotential, der diese Diffferenz berücksichtigt, muß also demzufolge auch anwachsen. Zu
seiner Strahlungsbedingung, d.h. die rechte Seite von (2.62), tragen nicht nur die ablaufenden
Perturbationswellen bei (wie im Falle einer Ringwellensystem), sondern auch eine Korrektur
proportional zu <I>~O),die die Verzerrung gegenüber den Ringwellen berücksichtigt. Aus diese
Korrektur folgt das wachsende Verhalten von <I>~).
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3 Ermittlung der harmonischen Wellenkräfte

Die harmonischen Wellenkräfte ergeben sich, indem man den instationären, harmonischen
Druckanteil über die benetzte Oberfläche des Körpers integriert. Aus der Bernoulli-Gleichung
erhält man für den gesamten Druck:

p
p = -pipt - -Vip. Vip + pg(h - z).

2
(3.1)

Durch Zerlegung von ip in zeit harmonische und zeitstationäre Komponenten und Vernachlässi-
gung der Terme der Ordnung O(A2) und O(U2) resultiert

p = -pr.pt - pU(Vr.p. V<p)- pg(h - z). (3.2)

Der letzte Term stellt den hydrostatischen Druck dar, während die ersten beiden Anteile den
instationären, zeitharmonischen Wellendruck wiedergeben. Nach Einführung der Zeit abhängig-
keit von r.pergibt sich für den instationären Druck

P in.1 = Re {p e-iwt} (3.3)

für die komplexe Druckamplitude p folgt

p = p (iw<p - UV<p . V<p) . (3.4)

Durch Substituierung von <pmit der Perturbationsexpansion nach der dimensionslosen Ge-
schwindigkeit TOerhält man für die Druckamplitude bis zur Ordnung O(U A)

-
:A

= -iw(<po + <p~)) + WTO<p~l) + UV(<Po + <p~O)).V<p. (3.5)

Durch das Ersetzen von w durch Wo findet sich schließlich der Ausdruck für die Amplitude des
harmonischen Druckes:

- :A = (-iwo - iU ko cos /)( <Po+ <p~O))+ WOTo<p~l)+ UV( <Po+ <p~O)).V <p. (3.6)

Die Amplitude des instationären Druckes setzt sich aus drei Termen zusammen. Der erste
Term in (3.6) ist gleich dem Druck ohne Meeresströmung plus einer Druckänderung infolge der
veränderten Begegnungsfrequenz (Doppler-Effekt). Der zweite Druckterm entsteht durch die
Perturbationsströmung und der dritte ergibt sich aus einer Konvektion der Diffraktionswellen
mit der Parallelströmung.

Die harmonischen Wellenkräfte ergeben sich aus dem instationären Druck folgendermaßen:

Fj = - JJP insl nj dS,

SB

j = 1,...6. (3.7)

Hierbei bezeichnen Fl,F2 und F3 die Kräfte in der x-, y- und z-Richtung und F4, Fs und
F6 die die Momente um die x-, y- und z-Achse. Entsprechend sind die verallgemeinerten
Normalkomponenten durch

{ :: } = n {:}=rxn (3.8)

gegeben. Hier ist ii der in den Flüssigkeitsbereich hinein zeigende Normalenvektor, und rist der
Ortsvektor vom Momentenbezugspunkt zum jeweiligen Punkt an der Körperoberfläche. Für
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den Momentenbezugspunkt wird hier der Koordinatenursprung angenommen; also lauten die
rotatorischen Normalkomponenten

n4 = yn3 - zn2,
ns = znl - xn3,
n6 = xn2 - ynl.

(3.9)

Für die Wellenkräfte verwendet man die gleiche komplexe Schreibweise wie für den instationären
Druck, also

Fj = Re {Pje-iwt} , j = 1,... 6, (3.10)

wobei Pj die komplexe Wellenkraftamplitude in Richtung j ist. Es folgt dann:

Pj = - 1 1
p nj dS,

SB

j = 1,...6. (3.11)

Die Kraftamplituden Pj erscheinen im folgenden in der Form von dimensionslosen Kraftkoeffi-
zienten Xj, definiert als

~p.
Xj = AJ

20
. (3.12)pg a j

Die Kräfte sind normiert bezüglich der Wellenamplitude A, der Wichte des Wassers pg, dem
maximalen Körperradius a und einer zusätzlichen Länge Oj, z.B. a oder h, die die Momenten-
hebelarme für j = 4,5,6 berücksichtigt (für j = 1,2,3 ist Oj= 1).
Die Kräfte teilen sich entsprechend der Perturbationsexpansion in Kräfte nullt er und erster
Ordnung bezüglich TOauf:

Xj = X;o) + TOXY) . (3.13)

Für die Kräfte ohne Meeresströmung xjO) erhält man nach dem Einsetzen der komplexen
Druckamplitude die bekannte Formel

xjO) = ~~~~ 11 [~o + ~~O)]nj dS.

SB

(3.14)

Analog zu den drei Komponenten der komplexen Druckamplitude erfolgt die Auf teilung von
XY) in drei Kraftkomponenten:

X\l) =
kocos, XJO)+ XPj + XCj.J Vo

(3.15)

Der erste Anteil enthält den Doppler-Effekt, der nur von xjO) abhängt. Die Perturbationskraft-
koeffizienten XPj und die Konvektionskraftkoeffizienten XCj lauten

- Wo

11
(1)

XPj - a2goj ~7 nj dS ,
SB

(3.16)

XCj = _2'~ ~

1
1['\l(~o+~~O)).'\lrp]njdS.

SB

(3.17)

Die Potentiale ~o, ~~O),und rp, die für die Komponenten X;o) und XCj benötigt werden, weisen

bei ihrer Berechnung keine großen numerischen Probleme auf. Das Perturbationspotential aber,
das für XPj benötigt wird, bereitet Schwierigkeiten wegen der komplizierten, nicht homogenen
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Randbedingung an der freien Oberfläche. Deshalb wird hier so vorgegangen, daß das Pertur-
bationspotential </JV) aus den Integralen (3.16) eliminiert wird. Dies geschieht mit Hilfe von
fiktiven Radiationspotentialen, die ohne Schwierigkeit zu berechnen sind. Die Radiationspo-
tentiale werden mit </JjO) für j = 1,...6 bezeichnet, wobei die hochgestellte Null darauf hinweist,
das sie die üblichen Radiationspotentiale ohne Meeresströmung darstellen. Das Radiationspro-
blem im glatten Wasser beim Vorhandensein einer kleinen Parallelströmung wurde von Wu und
Eatock Taylor (1990) mit einer ähnlichen Methode behandelt. Die hier vorgestellte Anwendung
auf die Diffraktionskräfte in flachem Wasser ist neu.

Bewegt sich ein Körper harmonisch in Richtung j, und zwar mit einer Geschwindigkeitsampli-
tude Uj und der Frequenz Wo, so wird das Geschwindigkeitspotential der abgestrahlten Wellen
durch

I.pj = Re{ Uj</JjO)e-iwot} (3.18)

beschrieben. Die komplexen Amplituden der fiktiven Radiationspotentiale </JjO)(die der Einfach-
heit halber auch als Potentiale bezeichnet werden, obwohl sie mit Uj normiert werden) müssen
die gleichen Wasseroberflächen-, Boden-, und Strahlungsbedingungen wie das Diffraktionspo-
tential </J~O) erfüllen. Für die Körperbedingung wird die Normalgeschwindigkeit der Körpero-
berfläche für harmonische Bewegung in Richtung j gesetzt:

Vnj = Ujnj cos(wot) = Re{ nje-iwot} . (3.19)

Die Randbedingungen für die Radiationspotentiale lauten dann

olO)
--L - n. auf SB, (3.20a)

on - J

(-Va + !..- ) </J(.O) = 0 auf SF, (3.20b)OZ J

o</J<'O)
--L = 0 auf So, (3.20c)

OZ

o</JJ

(O)

_
[ ]

'k
1 ",(0)

- 'k
",(0) für r -+ 00 . (3 20d )

or - ~ 0 - 2r 'f'j - ~ O'f'j .

Die Randbedingung auf der Körperoberfläche SB erlaubt es, die Normalkomponenten nj in
(3.16) mit der Normalableitung von </JjO) zu ersetzen. Auf das resultierende Integral kommt
dann der Greensche Satz zur Anwendung. Weil </J~l)und </JjO)die Laplace-Gleichung erfüllen,
folgt aus dem Greenschen Satz für eine geschlossene Fläche S folgende Integralgleichung:

!! {</J(l)O</JjO) _ </J(O)o</JV)

}
dS = O. (3.21)7 on J on

S

Die Fläche S teilt sich in die Körperoberfläche SB, die freie Oberfläche SF, den Boden So
und eine zylindrische Kontrollfläche weit vom Körper S= auf. Es folgt dann für das für XPj
benötigte Integral:

!!</J(l)n' dS = !!</J(.O)
O</J~l)

dS + !! [
</J<'O)

o</JV) _ </J(l)
o</JjO)

]
dS. (3.22 )7 J J on J on 7 on

SB SB SO+SF+Soo

Wegen der Körperrandbedingung für </JV)ist das erste Integral auf der rechten Seite Null,
und infolge der Bodenbedingung verschwindet ebenfalls das Integral über So. Auf der freien
Wasseroberfläche wird die inhomogene Randbedingung für </JV) zuerst als

O</J(l)

- VO</J(l) + ~ = :F auf z = h (3.23)7 OZ
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geschrieben, wobei die Funktion F( r, ()) sich aus der rechten Seite von (2.51) ergibt. Mit ß I ßn

= -ßIßz wird der Integrand auf SF zu

ßA.(1) ß</>(O)
</>jO) ;~

_
</>~1)

ß~ = </>jO)(-VO</>~l) _
F) + VO</>~l)</>jO)= -F</>jO) (3.24)

Auf der Kontrollfläche Soo ist ß/ßn = -ßIßr und es kommen in ähnlicher Weise die Strah-
lungsbedingungen für </>jO)und </>~1)zur Anwendung. Hier muß man aber vorsichtig sein, denn

bei der Strahlungsbedingung (3.20d) für </>jO)wurde ein Term O(l/r) vernachlässigt, der durch

Multiplikation mit </>~1)einen endlichen Beitrag liefert. Berücksichtigt man diesen Term, so
erhält man:

</><'0)
ß</>~l)

_ </>(1)
ß</>jO)

= </><.0) (-iko</>(l) +
2ko

1</>(0)) + [
iko _ ~

]
</>(.0)</>(1)

J ßn 7 ßn J 7 0'0
7 2r J 7

=
2ko

1
</>jO) </>~O)

0'0

auf Soo, (3.25)

wobei
I(()) = cos(() - a) - cos,.

Nach Einsetzen der Integranden in (3.22) folgt

J J </>~l)nj dS = -
J J

F</>jO)dS +
J J

2~0l</>jO)</>~O) dS.

SB SF Soo

(3.26)

(3.27)

Die rechte Seite dieses Ausdruckes hängt nur noch von dem zeitstationären Potential rp und

den Potentialen </>iO) . . . </>~O) ab, wobei rp in der Funktion F enthalten ist.

Für das Integral über Soo verwendet man die asymptotische Form von </>}O), um die Integration
über die Wassertiefe ausführen zu können. Wie für die freie harmonische Welle gilt für den
Verlauf in der z-Richtung weit vom Körper

AO) ( ) _ AO) ( h)
cosh(koz)

'l'J x,y,z - 'l'J x,y, für r ---*00 . (3.28)

Mit dem Resultat
fh (COSh(koz) )

2
dz

_ 0'0

10 cosh( koh)
- 2ko

folgt für das Perturbationsintegral

JJ </>~l)nj dS = - JJF </>jO) dS + f 1 </>jO)</>~O) dl.

SB SF Coo

(3.29)

Hier ist Coo die Schnittkurve zwischen SF und Soo. Auf den ersten Blick scheinen die un-
endlichen Integrale auf der rechten Seite von (3.29) nicht zu konvergieren, da die Integranden
nur wie l/r abklingen und mit r oszillieren. Daß aber die rechte Seite ingesamt konvergiert,
kann gezeigt werden, indem zuerst die Fernfeldform der Funktion F betrachtet wird. Durch
Vernachlässigung der schnell abklingenden Lokalanteile infolge ;jJerhält man aus (2.51)

F( r, ()) = 2 (-iko cos I + cos(()- a)
:r -

sin (~-a)
:()) </>~O)( r, (), h) für r ---*00 . (3.30)

Verwendet man nun die asymptotische Fernfeldform für </>~O),so ergibt sich

F = [2iko/(()) -
cos(()r- a)]

</>~)+ O(1/r2) für r ---*00 . (3.31)
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Ti Ti

TI
T

Bild 3: Definitionsskizze für die Kontrollflächen

Der Fluidbereich wird nun in zwei Bereiche innerhalb und außerhalb einer zylindrischen Kon-
trollfläche SI mit dem Radius TI aufgeteilt, siehe Bild 3. Die Wasseroberflächen innerhalb und
außerhalb werden mit SFl und SF2 bezeichnet. Wählt man TI groß genug (aber endlich), so
lassen sich die asymptotischen Formen für <p~0) und <PjO) auf SF2 anwenden. Mit Too als dem
unendlich großen Radius von Soo resultiert dann für das Integral über SF2

j j F <PjO) dS = -27r COS l' [T<pT
<p~0)

J:~
.

SF2

(3.32)

Nach der Ausführung der Integration über () auf Coo folgt für das Perturbationsintegral (3.29)
der offensichtlich konvergierende Ausdruck

{)<p(0)

jj <pV)-L dS = - jj F<p(O)dS - 27rCOS1'
[

T<P(0)<P~0)
] .

{)n J J r=r[

SB SFl

(3.33)

Obwohl das Perturbationsintegral konvergiert, ist es wegen des unendlichen Integrationsberei-
ches und der Oszillation der Integranden problematisch zu berechnen. In dieser Arbeit wird
der neuer Weg gegangen, das Potential <p~l)in zwei Anteile aufzuteilen: i) in eine partikuläre,
analytisch bestimmbare Lösung, die alle Fernfeldbedingungen erfüllt, und ii) in eine komple-
mentäre Lösung, die die Erfüllung der restlichen Randbedingungen sichert und weit vom Körper
verschwindet. Somit ergibt sich

<p~l) = <Pp + <Pe . (3.34)

Entsprechend teilt man auch die Funktion F in einen Fernfeld- und einen Lokalanteil auf:

F = FF + FL , (3.35)

wobei FF die Gleichung (3.30) auf der gesamten Wasseroberfläche erfüllt und FL die übrigen,
lokalen Terme auf der rechten Seite von (2.51) enthält. Die partikuläre Lösung <PPmuß nun die
Randbedingungen

-W5 {)<pp_ -rF
-<P + - - J

9
p

{)z

{)<pp
= 0{)z

(3.36)

auf So (3.37)

und die Strahlungsbedingung

{)<pp_
°k ,I.. _ ko 1,1..(0)

- - z O'l'p '1'7{)T 0"0
für T ---*00 (3.38)
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auf SF, (3.39)

auf So, (3.40 )

auf SB (3.41)

erfüllen, aber keine Randbedingung am Körper. Die komplementäre Lösung </>cerfüllt dann die
Randbedingungen

-w5 A.. ö</>c_ TL
-o/c + - - .r
9 öz

ö</>c
= 0öz

ö</>c _ _ ö</>p

ön - ön

sowie die homogene Strahlungsbedingung

ö</>c
= iko</>cör

für r -+ 00 . (3.42)

Wegen der einfacheren Randbedingung auf der freien Oberfläche bereitet die Lösung von </>pwe-
nig Schwierigkeiten. Es ist daher ausreichend, den Greenschen Satz nur auf den komplementären

Teil </>canzuwenden. Hierfür bezieht man sich wieder auf die zylindrische Kontrollfläche SI mit
dem Radius rI (Bild 3). In dem Flüssigkeitsbereich innerhalb von SI wendet man wie zuvor
den Greenschen Satz auf die volle Funktion </>~1)an:

JJ </>(1)
ö</>jO)

dS = _
JJ F </>(0) dS _

JJ [
</>(.0)

ö</>V) _ </>(1)
ö</>jO)

]
dS.7 ön J J ön 7 ön

SB SF1 S[

(3.43 )

Für den Bereich außerhalb von SI ergibt der Greensche Satz für </>cund </>jO)

[

ö</>(O)

]JJ </>jO) ~~c - </>c ö~
dS = JJ FL</>jO)dS .

S[ SF2

(3.44)

Hier zeigt die Normale auf SI in beiden Fällen weg vom Körper. Zusammen resultiert dann für
die Perturbationskräfte

XPj = -wo
{JJ F</>(O) dS + JJ [

</>(O)ö</>p _ A..
ö</>jO)

]a2goj J J ön
o/p

ön
SFl S[

dS + J J
FL</>jO)dS}.

SF2

(3.45)

Das Integral über die unendliche Fläche SF2 klingt nun sehr schnell ab und ist wesentlich
leichter zu berechnen als das volle Wasseroberflächenintegral in (3.29). Obwohl für SI eine
zylindrische Fläche angenommen wurde, gilt dieser Ausdruck auch für eine beliebige Fläche SI.
Wird SI gleich der Körperoberfläche gesetzt, so entfällt das Integral über SFt, und man erhält
die alternative Form

XPj = a~;~j {JJ[</>jO)~~ - </>pnj] dS + JJFL(r)</>jO) dS}.

SB SF

(3.46)

Im folgenden wird SI als eine zylindrische Fläche gewählt, deren Radius gleich dem maximalen
Radius des Körpers ist. Für einen vom Meeresboden bis zur Wasseroberfläche sich erstreckenden
vertikalen Zylinder ergibt dies exakt die Gleichung (3.46).
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4 Anwendung auf rotationssymmetrische Körper

Die vorangehende Analyse, die für einen Körper beliebiger Geometrie gilt, wird jetzt auf den
speziellen Fall eines rotationssymmetrischen Körpers mit vertikaler Achse angewandt. Für einen
solchen Körper sind die generalisierten Normalkomponenten der benetzten Körperoberfläche

nr cos (j

nr sin (j

nz

(rnz - znr) sin (j

(znr - rnz) cos (j

o

(4.1)

wobei nr und nz die Normalkomponenten in radialer bzw. vertikaler Richtung sind. Damit
wird die Normalableitung an der Körperoberfläche

:n = ii . V = nr :r + nz :z
. (4.2)

Als erste Konsequenz dieser speziellen Geometrie entfallen die Kräfte X2, X4 und X6. Die
ersten zwei sind mit geeigneter Wahl von a und ß aus Xl und Xs zu berechnen, und X6 ist
natürlich Null. Es müssen also nur die Radiationspotentiale für die Bewegungen in der Ebene
y = 0 berechnet werden, d.h. </>1,</>3und </>s.

Diese Geometrie läßt sich auch weiter gut ausnutzen, da sich die zwei antreibenden Größen,
nämlich die anlaufende harmonische Welle und die Para.llelströmung, ebenfa.lls wie die Körper-
normale in Funktionen von (r,z) und Fourier-Komponenten in (j auftrennen lassen. Für das
Potential der Parallelströmung erhält man sofort in Zylinderkoordinaten

U(x cos a + y sin ß) = Ur cos( (j - a) . (4.3)

Die Potentialamplitude </>0der harmonischen Elementarwelle ergibt sich in Zylinderkoordinaten
zu

</>0=
-ig coshkoz eikorcos(O-ß).
Wo cosh koh

(4.4)

Mit Hilfe einer generierenden Funktion (Abrowitz und Stegun (1953)) läßt sich </>0zur folgenden
unendlichen Fourierreihe umformen:

00

</>o(r,(j,z) = L 1/Jom(r,z)cosm((j-ß).
m=O

(4.5)

Die partiellen Potentiale 1/Jomsind dann

cosh koz
1/Jom = Aom

hk h
Jm(kor)

cos 0
(4.6)

mit den Koeffizienten
-zg

"mAom = - Em Z .
Wo

(4.7)

Per Definition gilt Em = 1 für m = 0, sonst Em = 2, und Jm(x) ist die Besselsche Funktion

erster Art der Ordnung m. Wie sich im folgenden herausstellt, werden für die harmonischen
Kräfte nur die ersten drei Summanden von (4.5) benötigt.

Ebenso wie die inhomogenen Randbedingungen lassen sich auch die Potentialamplituden </>T
und </>psowie rp in entsprechenden Fourierreihen über (j entwickeln. Hierfür betrachtet man
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zuerst im allgemeinen die Expansion der Laplace-Gleichung mittels der Methode der Varia-
blentrennung. In Zylinderkoordinaten lautet die Laplace-Gleichung für das Geschwindigkeits-
potential CJ>

[j2CJ> 10CJ> 02CJ> 1 02CJ>

or2 +;: or + OZ2 + r2 0()2 = O. (4.8)

Als eine allgemeine Lösungsansatz für CJ>,die die Laplace-Gleichung erfüllt, läßt sich folgende
Fourierreihe in () verwenden:

00

CJ>(r, (), z) = L 1/7m(r, z) cos( m()) + 1/7-m( r, z) sin( m()) .
m=O

(4.9)

Die Teilpotentiale ~m(r,z) müssen dann die Laplace-Gleichung in der Form

021/7m
+ ! o1/7m

+
021/7m _ m21/7

- 0or2 r or oz2 r2 m- (4.10)

erfüllen.

Man verwendet nun als Lösungsansätze für die Potentiale diejenigen Fourierkomponenten, die
in den jeweiligen inhomogenen Randbedingungen vorkommen. Durch einen Koeffizientenver-
gleich kann dann für jede Fourierkomponente ~m ein getrenntes Problem inden Koordinaten
(r, z) aufgestellt werden. Somit wird ein dreidimensionales Problem auf eine Serie zweidimen-
sionaler Probleme reduziert. Es werden nun für jedes Potential die Fourierexpansionen und
deren Randbedingungen aufgestellt. Anschließend werden die Formeln für die Kräfte, die auf
einen rotationssymmetrischen Körper wirken, hergeleitet. Die Analyse für die Diffraktions- und
Radiationspotentiale ohne Meeresströmung ist mehrfach in der Literatur zu finden (z.B. Garret
(1971), Mavrakos (1981), u.a.). Die Anwendung auf das vorliegende Wellen-jStrömungspro-
blem erfolgt hier zum ersten Mal.

4.1 Stationäres Potential

Für das stationäre Potential muß lediglich die Para.llelströmung im Fernfeld als eine inhomogene
Randbedingung betrachtet werden; also lautet der Ansatz für ljJ

ljJ = [1/1(r,z)+ r] cos (()-a), (4.11)

bzw. für das Störpotential <I>infolge der Präsenz des Körpers

;jJ = 1/1(r,z)cos(()-a). (4.12)

Neben der Laplace-Gleichung (4.10) für m = 1 muß 1/1die Randbedingungen

01/1 01/1
nr

or + nz oz = -nr auf SB, (4.13a)

01/7
= 0oz (4.13b)

und die Fernfeldbedingung

für r -+ 00 (4.13c)

genügen.
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4.2 Diffraktionspotential ohne Strömung

Für das Potential <p~0)setzt man die gleiche Fourierentwicklung wie für das harmonische Wel-
lenpotential <Poan, also

00

<p~) = L "p7mcos m (O-ß),
m=O

(4.14)

und schreibt für das gesamte Diffraktionspotential ohne Meeresströmung

00

<Po + <p~0) = L "pdmcos m (0- ß) .
m=O

(4.15)

Die Verwendung von sowohl "p7m als auch "pdm, wobei "pdm = "pOm+ "p7m, ist bezüglich der
Notation vorteilhaft. Die Rand- und Strahlungsbedingungen für die partiellen Potentiale "p7m
werden nun zu

Ö"p7m Ö"p7m ö"pOm Ö"pOm ( )nr-a:;:- + nz---a;- = -nr-a:;:- - nz---a;- auf SB, 4.16a

(-vo + :z) "p7m= 0 auf SF, (4.16b)

Ö"p7m ( )---a;- = 0 auf So, 4.16c

Ö~~m = iko"p7m für r --> 00 . (4.16d)

Die Gleichungen (4.16) stellen eine Serie von zweidimensionalen Problemen dar, wovon, wie
oben bemerkt, nur die Lösungen "p70, "p71und "p72für die harmonischen Kräfte benötigt werden.

4.3 Fiktive Radiationspotentiale

Entsprechend den Normalkomponenten in (4.1) erhält man für die drei benötigten Radiations-
potentiale folgende Ansätze:

{

"pu cos 0
",(0) _ ./.
'l'j - '1'30

"pSI cos 0

j = 1

j=3

j=5

(4.17)

Obwohl jeweils nur ein Reihenterm für jedes Potential benötigt wird, wird die Doppelindizierung
mit j und m beibehalten. Dies erfolgt erstens, um eine gleichbleib ende Notation gegenüber "p7m
zu haben, und zweitens, weil sowohl j als auch m für die Lösungen von Bedeutung sind.

Die Rand- und Strahlungsbedingungen für "pu, "p30 und "pSI werden nun zu

{

nr
Ö"pjm _

nz
Ö"pjm

+ nz- öz -
(zn _ rnz)

nr
ör

r

(
2 Ö ) ./. _ 0

-Wo
+

_
'f'jm-

9 öz

Ö"pjm
= 0öz

Ö"pjm
= ikO"pjm

ör
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J = 1
j=3
j=5

auf SB, (4.18a)

auf SF, (4.18b)

auf So, (4.18c)

für r --> 00 . (4.18d)



4.4 Perturbationspotential

Es werden nun die Ansätze (4.5), (4.12) und (4.14) für <Po,4>und <p~O) in die Bedingung (2.51)
für <p~1)an der freien Wasseroberfläche eingesetzt. Daraus ergibt sich für die inhomogene Was-
seroberflächenbedingung folgender Ausdruck:

(
2 0 )

(X)

-Wo
+ oz

<p~1) = L Im cos, cos m( 0 - ß) + 2gm cos (O-a) cos m( 0 - ß)
9 m=O

+2hm sin (O-a) sin m(O - ß) auf SF. (4.19)

Die Hilfsfunktionen Im' gm und hm ergeben sich aus folgenden auf der freien Oberfläche be-
rechneten Ausdrücken:

Im = -2iko'I/J7m auf SF, (4.20a)

( 1- -0 )gm = 'l/J7m,r+ -"2'I/Jzz + 'l/Jr
or

('l/Jom+ 'l/J7m) auf SF, (4.20b)

m m -
hm = - 'l/J7m +"2 'I/J('l/Jom + 'l/J7m)

r r
auf SF. (4.20c)

Hier bezeichnet 'l/J7m,rdie partielle Ableitung von 'l/J7mnach r. Mit Hilfe der trigonometrischen
Identitäten

2 (C?s ) (O-a)
Sin (~~:) m(O-ß) = cos, {cos [(m-1)(O-ß)]:i: cos [(m+1)(O-ß)]}

+ sin, {sin [(m-1)( 0 - ß)] =Fsin [(m+ 1)( 0 - ß)] } (4.21 )

läßt sich die rechte Seite der Wasseroberflächenbedingung zu folgender Fourierreihe umformu-
lieren:

(X) (X)

F(r,O) = cos, L Fm(r) cos [m(O - ß)] + sin, L F-m(r) sin [m(O - ß)] .
m=O m=l

(4.22)

Die einzelnen Fourierkomponenten sind durch

10 + (g + hh

h + (g + hh + 2go
Fm = < (g + hh - 2go

Im + (g + h)m+I + (g - h)m-l

(g + h)mH - (g - h)m-l

m= 0
m= 1
m= -1
m> 1
m< -1

(4.23)

gegeben. Bei der Strahlungsbedingung (2.62) für <p~1) wird ebenso vorgegangen. Nach Einsetzen

der Fourierexpansion für <p~O) wird diese Bedingung zu

(ikO - :r) <p~1) = :: j~)COS(O - a) - cos,] 'l/J7mCOSm(O - ß) für r -+ 00. (4.24)

Eine ähnliche Umformung der trigonometrischen Funktionen wie oben ergibt dann das analoge
Resultat

( 0 )
(X) (X)

iko -
or

<p~1) = cos, L gm(r, z) COS[m(O - ß)] + sin, L g-m(r, z) sin [m(O - ß)],
m=O m=l

(4.25)
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wobei die Funktionen (Im durch folgende Formeln gegeben sind:

ko
(Im =

(10

- 2'I/J70 + 'l/J71

- 2'I/J71 + 'l/J72 + 2'I/J70

'l/Jn - 2'I/J70

-2'I/J7m + 'l/J7,m+l + 'l/J7,m-l

'l/J7,m+1- 'l/J7,m-l

m=O

m= 1

m= -1

m> 1

m< 1

für r -;. 00 . (4.26)

Für die partikuläre Lösung </>p,die die Fernfeldbedingungen erfüllt, wird jetzt als Ansatz die
gleiche Fourierexpansion wie in (4.22) und (4.25) angenommen, also

= =
</>p= cos, L '11mcos [m(9 - ß)] + sin, L 'I1-m sin [m(9 - ß)] .

m=O m=l

(4.27)

Durch einen Koeffizientenvergleich erhält man dann folgende Rand- und Strahlungsbedingungen
für die partiellen Potentiale '11m:

(-va + :z) '11m= Fm auf SF, (4.28a)

8'11m
-a;- = 0 auf So (4.28b)

(iko - :r) '11m= (Im für r -;. 00. (4.28c)

Da die komplementäre Lösung </>cdurch den Greenschen Satz eliminiert wird und nicht be-
stimmt werden muß, wird sie hier nicht weiter behandelt.

4.5 Wellenkräfte

Für die spezielle Geometrie eines vertikalen rotationssymmetrischen Körpers lassen sich die
Ausdrücke für die Wellenkraftkomponenten erheblich vereinfachen. Für das Flächenintegral
einer beliebigen Funktion F über den rotationsymmetrischen Körper gilt im allgemeimen

JJ F dS = lB r
127r

Fd9 ds,

SB

(4.29)

wobei CB die Meridianlinie des Körpers und s seine Bogenkoordinate ist (Bild 4). Der Körper-
radius an der Stillwasserlinie wird mit aB bezeichnet, und der Radius TI (siehe Bild 3) wird
gleich dem maximalen Körperradius a gesetzt. Die Ausdrücke (3.14), (3.17) und (3.45) für die
Kraftkomponenten erhalten dann in Zylinderkoordinaten folgende Form:

xjO) = ~i~o
[

r
[27r

[</>o + </>~O)] nj d9 ds ,
a 9 J JCB Jo

(4.30)

XCj
1 [ [27r

a2wOOj JCB
r

Jo
[V(</>o + </>~O)).V<fi] nj d9 ds, (4.31)

W l
h

1
27r 8</>cO)

XPj = + a (</>p-L - </>c.0)8</>p) d9 dz
a gOj 0 0 8n J 8n

_
:00,

[27r

[

[a
r F( r, 9)</>jO)dr +

[=
r FL( r, 9)</>jO)dr ]

d9.
a 9 J Jo JaB Ja

(4.32)
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z

a r

Bild 4: Integrationskonvention für einen rotationssymmetrischen Körper

Wenn nun die Fourierentwicklungen für <p~O), <p~O) und :F sowie die Ansätze für nj, <P)O) und
tp eingesetzt werden, kann unter Berücksichtigung der Orthogonalität der trigonometrischen

Funktionen die Integration in der Umfangsrichtung ausgeführt werden. Die Kräfte ohne Mee-
reströmung erhält man sofort als

cos ß
[

r1/Jdlnr ds
JCB

2 [
r1/Jdonz ds

JCB

cos ß
[

r1/Jdl(znr - rnz) ds
JCB

j = 1

j=3 (4.33)

j=5

Für die Konvektionskomponenten wird zuerst der Integrand umformuliert zu

V<Pd . V tp =
(Nd ötp

+ ~ Ö<Pdötp
+

Ö<Pdötp

ör ör r2 ö() ö() ö z Öz
00

= ~ L [Hm cos, cos m(() - ß) + H-m sin, sin m(() - ß)] ,
m=O

(4.34)

wobei die Hilfsfunktionen Hm wie folgt lauten:

{
1/J+r - ö -ö

}Ho = ~ + (1/Jr+ 1)
ör + 1/Jzöz

1/Jdl, (4.35a)

2 -

{
- ö -ö }( )HH = r2

(1/J+ r )1/Jd2+ (1/Jr + 1)
ör + 1/Jz

öz
1/Jd2 :I: 21/Jdo , (4.35b)

{
(~+r) - ö -ö

}{ }H::I::m= r2 + (1/Jr + l)ör + 1/Jzöz (m+1)1/Jd,m+1:1:(m-1)1/Jd,m-l' Iml ~ 2. (4.35c)

Die Auswertung der Integrale über () ergibt dann für die Konvektionskomponenten die Ausdrücke

7r cos , cos ß

J
7rsin , sin ß

JXCl = 2 rHl nr ds - 2 rH_l nr ds ,
2a Wo 2a Wo

CB CB

(4.36)

7r cos,

JXC3 = 2 rHonz ds,
a Wo

CB

(4.37)
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7r cos , cos ß

J
7rsin , sin ß

JXcs = 28 r(znr-rnzYH1 ds -
2 28

r(znr-rnzYH_1 ds.
2a sWo a sWo

CB CB

(4.38)

Um die Notation für die Perturbationskomponente zu vereinfachen, definiert man zuerst die
Wasseroberflächenfunktion F* als

{
F(r)

F*(r) = FL(r)
r~a
r>a

(4.39)

und den Operator G("p, 4» als

G("p,4» = "p
~~

- 4>
~~

.

Damit folgt der vereinfachte Ausdruck für XPj

(4.40)

1
h

1
211"

1
=

1
211"

Xpj= w~. G(4)p,4>}O))dOdz- ~o8' r F*4>}O)dOdr.
ag J 0

°
a 9 J aB 0

(4.41)

Durch Einführung der Fourieransätze (4.17) und (4.27) für 4>}0)und 4>pund Ausführung der
Integration über 0 ergeben sich die Resultate

Wo7r cos, cos ß
{ 1

h

1
=

* }
XPj = 28. a G(Wl,,,pjl)dz- rFl"pj1dr

a Jg 0 aB

_ w07rsin,sinß
{ a

[h
G(W_t,,,pjÜdz- 1

=
rF:l"pjldr}a28jg Jo aB

j = 1,S (4.42)

und
2w 7r COS,

{ 1
h

1
=

}XP3 = 0
2 a G(WO, "p30) dz - r F~"p30 dr .

a 9 0 aB

Die Winkel der Wellen- und Strömungsrichtungen lassen sich aus den obigen Gleichungen her-
ausziehen. Es ergeben sich daraus winkelunabhängige Kraftkoeffizienten, die mit ~(O) und
~(l) bezeichnet werden. Somit resultieren für die Wellenerregungskräfte ohne Strömung die
Ausdrücke

(4.43)

{

y(O)
cos ß

X~O)= J
J y(O)

3

und für die Perturbationskorrekturen erhält man

{

Y?) cos, cos ß - Yi1) sin , sin ß

XY) = yjl) cos,

Yi1) cos, cos ß - YP) sin, sin ß

j = 1,S
(4.44)

j=3

j = 1
j=3

j=S

(4.4S)

Die Kraftkoeffizienten YP) setzen sich entsprechend (3.1S) aus folgende Anteilen zusammen:

{

ko (0)

YP) = Vo ~ +
YCj + YPj

YCj + YPj

j = 1,3,S
j = 2,4

(4.46)
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Die winkelunabhängigen Kraftkoeffizienten Yj(O), YCj und YPj folgen direkt aus den obigen
Gleichungen, werden aber hier der Vollständigkeit halber angegeben.

Diffraktionskraftkoeffizienten ohne Meeresströmung:

-iwo~

1 dy,(0) =
_

r'I/Jdlnr s,1 a2g CB
(4047a)

-2iwo~

1 r'I/Jdonz ds,Y
(O) _

3 - a2g
CB

(4047b)

(0)
-

-2iwo~

1Ys - 2
6

r'I/Jdl(znr - rnz) ds.
a 9 S CB

(4047c)

Konvektionskraftkoeffizienten:

Yc 1 = + J r1(Hnrds,
2 2a Wo

CB

(4048a)

YC3 = -i- J r1ionz ds ,a Wo
CB

(4048b)

YS=
~

J (
C4 2a2wo6s

r znr - rnz)1iH ds.

CB

(4048c)

P ert ur ba tionskraftkoeffizien ten:

wo~
{ l

h

j
a

J
OO

L
}Yp1 = ~ a GeWH, 'l/Jll) dz - rFH'l/Jll dr - rF~l'I/Jll dr ,

2 a 9 0 aB a
(4049a)

2wo~
{ l

h

j
a

J
OO

L
}YP3 = ~ a G(Wo,'l/J3o)dz- rFO'I/J30dr- rFO'I/J30dr,

a 9 0 aB a
(4049b)

wo~
{ l

h

j
a

1
00

L
}Yps = 2T a G(W~b'I/Jsddz- rFH'l/JSldr- rFH'l/JSldr.

4 a 9 S 0 aB a
(4049c)
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5 Allgemeine Lösungen

5.1 Lösungen mittels einer Eigenfunktionsexpansion

Es sollen an dieser Stelle allgemeine Lösungen für eine beliebige Fourierkomponente 1/Jm(r, z),
die durch eine Eigenfunktionsexpansion der Laplace-Gleichung erzielt werden kann, entwickelt
werden. Solche Expansionen sind von mehreren Autoren für die Lösung von strömungsmechani-
schen Probleme verwendet worden, z.B. von Kagemoto und Yue (1985) für das hydrodynamische
Verhalten von Mehrkörpersystemen. Da sie auch hier die Basis der eingesetzten numerischen
Methode bilden, wird deren Herleitung kurz behandelt.

Durch eine weitere Anwendung der Methode der Variablentrennung erhält man als allgemeinen
Lösungsansatz für die Funktion 1/Jm(r, z) die unendliche Reihe

00

1/Jm = LRmi(r)Zi(z).
i=O

(5.1)

Die Radialfunktionen Rmi( r) und die Vertikalfunktionen Zi( z) müssen dann die aus der Laplace-
Gleichung resultierende Differentialgleichungen

Z:'(z) = :i:a~ Zi(Z) (5.2)

und
r2R':ni + rR'mi + (:i:a~r2 - m2)Rmi = 0 (5.3)

erfüllen. Hier ist ai ;::: 0 eine beliebige reelle Zahl. Für :i:at =/:- 0 ist (5.3) die Besselsche
bzw. modifizierte Besselsche Differentialgleichung. Abhängig von der rechten Seite von (5.2),
d.h. mit +a~, -a~ oder ai = 0, existieren jeweils zwei mögliche Lösungsformen für Rmi und
Zi. Ein allgemeiner Lösungsansatz für 1/Jmläßt sich also als eine Linearkombination folgender
Eigenfunktionen darstellen:

{
cosh(aiz)

Zi(Z) =
sinh(aiz)

{
cos(aiz)

Zi(Z) =
sin(aiz)

{
Jm(air)

Rmi(r) =
Ym(air)

{
Im(air)Rmi(r) = Km(air)

(5.4a)Für + a~ :

(5.4b)

für ai = 0 : Zi (z) = { ~
{

rm

Rmi(r) = r-m

log(r)
m > 0

m=O

(5.4c)

In (5.4a) ist Ym(r) die Besselsche Funktion zweiter Art; in (5.4b) sind Im(r) und Km(r) die
modifizierten Besselschen Funktionen erster und zweiter Art der Ordnung m. Von allen Radi-
alfunktionen sind nur die Funktionen J m (r) für die zwei Grenzwerte r ---+ 0 und r ---+ 00 endlich.
Die Funktionen Ym (r) werden negativ unendlich für r gegen Null und die Funktionen Im(r )
und Km(r) verhalten sich ähnlich wie er und e-r. Für die Lösungen (5.4b) und (5.4c) ist also
jeweils nur eine der Radialfunktionen zulässig für r gegen Null oder Unendlich.

Die Gewichtungen der in (5.4) angegebenen Lösungsformen und deren Wellenzahlen a ergeben
sich aus den jeweiligen Randbedingungen. Es werden nun zwei Fälle betrachtet, bei denen
homogene Randbedingungen auf zwei horizontalen Flächen vorgegeben sind, wie in Bild 5
dargestellt. Die horizontalen Flächen werden mit Z = d1 und Z = d2 bezeichnet, wobei d2 > d1

ist. Fall i) entspricht einem Wellen problem ohne Strömung mit einer Bodenbedingung bei
Z = d1 und der linearen Wellenbedingung bei Z = d2. Im Fall ii) existiert eine Bodenbedingung
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{}'l/Jm

= 0{}Z

{}'l/Jm
= 0{}Z

Fall i) Fall ii)

Bild 5: Randbedingungen auf den horizontalen Flächen

auf beiden Flächen, was z.B. den Randbedingungen für die stationäre Strömung außerhalb des
maximalen Körperradius entspricht.

Im ersten Fall müssen die Lösungen für Zi(Z) die Differentialgleichungen

(
{}Zi )-VOZi + -{} = 0

Z
z=d2

und ({}Zi ) = 0{}Z z=d1

(5.5)

erfüllen. Es existiert hierfür eine einzige Lösung der Form (5Aa), als Zo(z) bezeichnet, und
unendlich viele der Form (5.4b), die als Zi(Z) mit i> 0 bezeichnet werden. Aus den Randbe-
dingungen folgt

Zo(Z) = cosh ao(z - d1) und Zi>O(Z) = cosai(Z - dJ) (5.6)

wobei sich die Wellenzahlen ai sich aus den impliziten Gleichungen

Vo =
{

ao tanh[ao(d2 - dJ)]

-ai tan[ai(d2 - d1)]

i=O

i>O
(5.7)

ergeben. Für d1 = 0 und d2 = h ist ao gleich der Wellen zahl ko. Die Funktionen Zi sind über
die Wassertiefe (d}, d2) orthogonal zueinander, d.h.

l
d2

l
d2

Zi(Z)Zj(z) dz = bij (Zi(Z))2 dz,
d1 d1

(5.8)

wobei bij das Kronecker-Symbol ist. Mit der Notation (~) für eine beliebige Linearkombination

von zwei Funktionen fund 9 läßt sich die allgemeine Lösung für Fall i) wie folgt schreiben:

'l/Jm = (~:~:~~)) cosh[ao(z-d1)] + t. (~:~~::)) cos[ai(z-dJ)], (5.9)

wobei die ai durch (5.7) gegeben sind.

Im Fall ii) entsprechen die möglichen Z-Lösungen einer Cosinus-Fourierreihe, d.h.

Zi(Z) = COS
i7r(z - dJ)

d2 - d1
i=O,l,.... (5.10)
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Es gilt also eine Lösung der Form (5.4c) für i = 0 und wieder unendlich viele der Form (5.4b).
Die Orthogonalität dieser Funktionen lautet

l
d2 ~

Zi(Z)Zj(z) dz = 6ij-.
d1 fj

(5.11)

Die Eigenfunktionsexpansion in diesem Fall wird dann

( )
00

( )1 Io(air)
1/;0 = log(r) + ~ Ko(air)

cos[ai(z-d1)], (5.12a)

1/;m= (:-:) + t. (~:~c;:::)) cos[ai(z-d1)] m> 0 (5.12b)

mit den Wellenzahlen
i~(z - dd .

ai = ,
d'

Z = 1,2,... . (5.13)
2 - 1

Die zwei oben angegebenen Lösungsansätze (5.9) und (5.12) werden im folgenden herangezogen,
um die zeitstationären und zeitharmonischen Potentiale zu bestimmen. Die Wichtung der
einzelnen Lösungsglieder ergibt sich aus den Randbedingungen an der Körperoberfläche und
den Fernfeldbedingungen. Wegen der Orthogonalität der Vertikalfunktionen eignen sich solche
Ansätze ideal für die Erfüllung von Randbedingungen an vertikalen Rändern.

5.2 Fernfeldlösungen

Es werden nun die asymptotische Fernfeldform für die Fourierkomponente 1/;jm, die die Rand-
und Strahlungsbedingungen weit vom Körper erfüllt, sowie Lösungen für die Perturbations-
komponenten Wm betrachtet. Das allgemein bekannte asymptotische Verhalten für 1/;jm wird
zuerst anhand der im letzten Abschnitt angebenen Lösungen kurz dargestellt. Die Herleitung
der für die Perturbationskräfte benötigten Komponenten Wm wird dann in Detail ausgeführt.

Für 1/;jm gilt aus dem allgemeinen Lösungsansatz (5.9) nur der erste Term im Fernfeld. Die
Radialfunktionen mit Km(r) klingen sehr schnell ab, gelten also nur im Nahbereich. Die mit
r wachsenden Funktionen Im( r) erfüllen die Fernfeldbedingung nicht, sind also nicht zulässig.
Die verbleibenden Besselfunktionen Jm(kor) und Ym(kor) haben die asymptotischen Formen

Jm(kor) =
V k

2
cos(kor - m~/2 - ~/4)

~ or

~ .Ym(kor) = -
k

sm(kor - m~/2 - ~/4)
~ or

für r --* 00 . (5.14)

Daraus folgt, daß die Strahlungs bedingung sich erfüllen läßt, wenn als Radialfunktion die kom-
plexe Hankelfunktion erster Art Hm (kor) verwendet wird:3

Hm(kor) = Jm(kor) + iYm(kor). (5.15)

Die asymptotische Form für 1/;jmerhält damit die bekannte Form

1/;jm = A. H (k )
cosh( koz )

Jm m or ___1..11- L\ für r --* 00 , (5.16)

wobei Ajm komplexe Konstanten sind.

3Üblicherweise wird die Hankelfunktion erster Art mit H!,',) bezeichnet. Auf die HochsteIlung (1) wird aber
hier verzichtet, da diese für die Perturbationsgrößen verwendet wird.
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Aus dem bekannten Fernfeldverhalten von 'l/J7mmüssen nun die partikulären Fernfeldlösungen

'11m für die Perturbationskomponente infolge der Meeresströmung gefunden werden. Hierfür
setzt man die asymptotische Form für 'l/J7min die inhomogene Randbedingung an der freien
Oberfläche ein und vernachlässigt die mit 1[;schnell abklingende Lokalanteile. Die Fernfeldfor-
men der Hilfsfunktionen nach (4.20) werden damit zu

im = -2ikoA7mHm(kor)

gm = koA7mH~(kor)
m

hm = A7m-Hm(kor)r

für r - 00. (5.17)

Mit Hilfe der Rekursionsformel für die Besselschen Funktionen

k
m

Cm(kor)::I: C:n(kor) = CmT1(kor),
or

(5.18)

wobei Cm(x) entweder Jm(x) oder Hm(x) ist, folgt für die Wasseroberflächenfunktionen im
Fernfeld

F -
Fx.m = koAx.mHm(kor).

Die Koeffizienten Ax.m ergeben sich aus A7m folgendermaßen:

(5.19)

A7,lml+! + A7,lml-l
An + 2A70

Am = ~ -2iA70 + An
-2iAn + An - 2A70

-2iA7m + A7,m+! - A7,m-l

m ~-1

m= -1
m=O
m= 1
m? 1

(5.20)

Die inhomogene Bedingung für '11m an der freien Oberfläche wird damit zu

(-va + :z) Wx.m = kOAx.mHm(kor) auf z = h . (5.21)

Definitionsgemäß erfüllt die partikuläre Lösung 4>pden Fernfeldanteil der inhomogene Wasse-
roberflächenbedingung im Flüssigkeitsbereich außerhalb des maximalen Körperradius; also gilt
(5.21) für '11m in demselben Bereich und nicht nur für r - 00.

Für die Strahlungsbedingung erhält man aus (4.25) den ähnlichen Ausdruck

[
OkW _ ßWm

]

_ -iko A H (k )
cosh(koz)

z 0 m
ß

- 2 m Iml or
h(k h)

.
r r_oo 0'0 cos 0

(5.22)

Eine durch Trennung der Variablen erzielte Lösung für '11m, z.B. cosh(kz)Hm(kr), kann die
Randbedingungen am Boden und an der freien Oberfläche nicht erfüllen. Die Wellenzahl k = ko
ergibt die homogene Lösung von (5.21), d.h. ohne Meeresströmung. Andere Werte für k sind
nicht zulässig. Eine geeignete Lösung läßt sich aber aus folgendem Resultat des Residuensatzes
herleiten:

~ 1 Hm(kr)
dk = Hm(kor).

27ri Je k - ko
(5.23)

Der Integrationsweg in der komplexen Ebene schließt die Singularität k = ko, nicht aber k = 0
ein, wie in Bild 6 gezeigt. Hieraus findet sich eine Formulierung für '11,die die Boden- und
Wasseroberflächenbedingungen weit vom Körper erfüllt:

Wx.m=
koAx.m 1 Hm(kr) cosh(kz)

dk.
27ri Je (k - ko)( k sinh( kh) - vo cosh( kh))

(5.24)

31



Imk

o Re k

Bild 6: Integrationsweg für Gleichung (5.23)

Eine Doppelsingularität existiert bei k = ko, die auswert bar wird, indem man zuerst u = k - ko
setzt und dann Neumann's Theorem (Abromowitz und Stegun (1972)) anwendet. Daraus folgt

Wb = ko~~m{~Hm-n(kor)In(r,Z) +
t.( -!)"Hm+n(kor)In(r,Z)} , (5.25)

wobei die Integrale In mit

In= 1 Jn(ur)cosh(koz+uz)du

Je u[(ko + u) sinh(koh + uh) - Vocosh(koh + uh)]
(5.26)

gegeben sind. Durch die Entwicklung der Integrandterme in Laurentreihen und nochmalige
Anwendung des Residuensatzes erhält man

7ri

{

zsinh(koz) - ~ cosh(koz)

In =
0"0

0"0cosh( koh)
~

cosh( koz)

n=O

n=1

n>1

(5.27)

Durch die Vernachlässigung der in 10 erhaltenen homogenen Lösung und der Verwendung einer
Besselschen Rekursionsformel ergibt sich schließlich folgende Lösung für W:i:m:

,TI _ kOA:i:m

{
sinh(koz)

H (k )
cosh(koz)

H '(k )}'I':i:m -
0"0

Z
cosh(koh)

m or + r
cosh(koh)

m or . (5.28)

Diese Lösung läßt sich auch als

W:i: -
koA:i:m Ö

m -
0"0cosh(koh) öko

{cosh(koz)Hm(kor)} (5.29)

darstellen, also als eine Ableitung der asymptotischen Form von 1/Jjmnach ko. Diese Beziehung
läßt sich auch aus den Strahlungs bedingungen herleiten, und durch Einsetzen von (5.28) in
(5.22) zeigt sich, daß die Formulierung (5.28) die Strahlungsbedingungen erfüllt.

32



211"
1--11

ko 1/\ ---tJ- A

z

-
u- a

h

-
r

Bild 7: Geometrie für den vertikalen Zylinder

6 Analytische Lösung für einen vertikalen Zylinder

Der einfachste Fall eines rotationssymmetrischen Körpers ist ein vertikaler Zylinder, der sich
vom Boden bis über die Wasseroberiläche erstreckt (Bild 7). Für die linearen Wellendiffrak-
tionskräfte ohne Meeresströmung existieren für diese Geometrie exakte Lösungen (MacCamy
und Fuchs (1954)), sowie für die Diffraktionskräfte zweiter Ordnung (Thanos (1989)). Eine
analytische Lösung für das hier betrachtete Wellen-jStrömungsproblem wird nun vorgestellt.
Im folgenden werden zuerst die Lösungen für jede der notwendigen Strömungskomponenten und
dann die Ausdrücke für die Wellenkräfte aufgestellt. Wie in dem vorangehenden Abschnitt sind
die Lösungen ohne Meeresströmung bekannt und die für die Perturbationskomponente infolge
der Meeresströmung neu. Der Vollständigkeit halber werden beide im Detail behandelt.

6.1 Potentialausdrücke

Für den vertikalen Zylinder wird die Körperrandbedingung für ij; zu

o1/J
= 0or für r = a, 0 ~ z ~ h, (6.1)

und die zeitinstationäre Strömung wird unabhängig von der z-Koordinate. Die Lösung für ij;
ist die der zweidimensionalen Umströmung eines Kreises mit dem Radius a:

_ a2
1/J=-

r
. (6.2)

Diese Lösung vereinfacht erheblich die Wasseroberilächenbedingung und die Kraftausdrücke,
da alle Ableitungen von ij; nach z entfallen. Durch die vereinfachte Körperform folgen auch
für die Komponenten 1/J7mdirekte Lösungen, und zwar sind diese gleich den asymptotischen
Fernfeldlösungen:

cosh(koz)
1/J7m= A7mHm(kor) - ,- -, .

Aus der Körperrandbedingung

(6.3)

o1/J7m _ _ o1/Jom

or - or für r = a, 0 ~ z ~ h (6.4)

ergeben sich die Koeffizienten A7m zu

A7m = -Ao
J~(koa)

m TTI /, \ (6.5)
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Da die Körperoberfläche des Zylinders keine vertikalen Normalkomponente besitzt, tritt keine
Vertikalkraft auf, und das Diffraktionspotential für Tauchbewegung entfällt. Mit nr = 1 auf
SB werden die Randbedingungen für "pn und "pSIam Körper

Ö"p11
= 1 undör

Ö"pSI
= zör

für r = a, 0 ~ z ~ h . (6.6)

Als Lösungsansätze für "pn und "pSI kommen gemäß der allgemeinen Lösung (5.9) und der
Fernfeldlösung folgende Eigenfunktionsexpansionen zum Tragen:

00

"pjl = L,BjiRIi(r)Zi(z)
i=O

j = 1,5, (6.7)

wobei

{

cosh(koz)

Zier) = cosh(koh)

cos(aiz) {

Hm(kor)
Rmi(r) = Km(air)

Km(aia)

i = 0
(6.8)

i> 0

Die modifizierte Besselsche Funktion K I (air) wird aus numerischen Gründen mit ihrem Wert

auf r = a normalisiert. Nach (5.7) sind die Wellenzahlen aöo durch die impliziten Dispersi-
onsgleichungen

110cos( aih) + ai sin( aih) = 0, i = 1,2,... (6.9)

gegeben. Die Konstanten Bli und BSi ergeben sich aus der Erfüllung der Randbedingung am
vertikalen Rand r = a. Zur Bestimmung derselben wird ein Galerkin- Verfahren verwendet,
wobei als Gewichtsfunktionen für die Randbedingungsfehler die orthogonalen Vertikalfunktio-
nen Zi( z) verwendet werden. Die Anwendung des Galerkin- Verfahrens ergibt z.B. für "pn das
Gleichungssystem:

[h
(Ö"pjl _

1) Z/(z) dz = 0
Jo ör r=a

1 = 0,1,...00. (6.10)

Die Orthogonalität der Z-Funktionen ergibt dann einen Satz entkoppelter Gleichungen für die
Koeffizienten Bli bzw. BSi:

BlO = 2 sinh( koh)
koH~(koa) 2koh + sinh(2koh)

, (6.11)

Bli = 4KI (aia) sin(aih) .
aiK~(aia) 2aih+sin(2aih)'

z> 1, (6.12)

Bso =
4 cosh(koh) 1 + (lloh - 1) cosh( koh)

k5H~(koa) 2koh + sinh(2koh)
, (6.13)

BSi =
-4KI(aia) 1 + (lloh - 1) cos(aih) .

a~K~(aia) 2aih+ sin(2aih)
, z>1. (6.14)

Die partikuläre Lösung für das Perturbationspotential ist durch Gleichung (5.28) gegeben. Mit
Bezug auf die Bezeichnungen für die Radiationspotentiale lassen sich die partikulären Lösungen
als

kOA:l:m
{

- -
}W:l:m= an

Rmo(r)Z(z) + Rm(r)Zo(z) (6.15)

formulieren. Die Koeffizienten A:l:m werden durch (5.20) gegeben, und es gilt per Definition

sinh( koz)
Z(z) = z

cosh(koh)
und Rm = rH~Jkor). (6.16)
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Da die Potentiale 'l/J7mnur die Fernfeldlösungen enthalten und if; einer zweidimensionalen Di-
polströmung gleicht, vereinfachen sich die Funktionen F~ erheblich. Diese werden für die
benötigten Komponenten m = :f:1 zu

L a2

{(
2 ä ) ä

}F:f:l = 2" - -!:} ('l/J02+ 'l/Jn) T 2!:} ('l/Joo + 1/770) .
r r ur ur z=h

(6.17)

Mit Hilfe der Rekursionsformel für die Besselfunktionen erhält man nach dem Einsetzen der
Lösungen für 'l/Joound 'l/J70

L a2
F:f:l = k02" fR23:f: 2ROl} ,r

wobei die Funktion Rmn (r) wie folgt definiert wird:

(6.18)

Rmn(r) = AomJn(kor) + A7mHn(kor). (6.19)

6.2 Wellenkräfte

Die Diffraktionskräfte ohne Meeresströmung folgen aus der Lösung für 'l/Jomund 'l/J7mzu

.

l
h

(0) -~W07l"
Y1 = ['l/Jol(a,z) + 'l/J71(a,z)] dz

ag 0

-271"i

[

J~(koa)
]= koa

tanh(koh) J1(koa) -
Hl'(koa)

Hl(koa) (6.20)

und
.

l
h

(0) -~W07l"
Ys = h

z['l/Jol(a,z)+'l/J71(a,z)]dz
ag 0

-271"i
[ ] [

J~(koa)
]= k5ah

voh - 1 + sech(koh) J1(koa) -
Hl'(koa)

Hl(koa) . (6.21)

Das Wellen moment wird hier bezüglich der Wassertiefe normalisiert. Für die Konvektionskraft-
koeffizienten YCj werden die Hilfsfunktionen 1t:f:l benötigt, die sich für den vertikalen Zylinder
zu

1t:f:1 = 1{'l/J02(a,z)+'l/J72(a,z)}

vereinfachen. Es ergeben sich dann die Formeln

(6.22)

271" l
h

YCI = YC2 = ~ ['l/J02(a,z) + 'l/Jn(a, z)] dz
woa 0

471"i

[

J~(koa)
]= k5a2

J2(koa) -
H2'(koa)

H2(koa) (6.23)

und

271" l
h

YC4 = Ycs = ~
h

z ['l/J02(a, z) + 'l/Jn(a, z)] dz
woa 0

471"i
[ ] [

J~(koa)
]= k5voa2h

voh - 1 + sech(koh) J2(koa) -
H/(koa)

H2(koa) . (6.24)
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Mit aB = a entfällt für die Perturbationskräfte das Integral über die lokale Wasseroberfläche
8F1. Die Perturbationskraftkoeffizienten werden dann für die Zylindergeometrie zu

Wo1r l
h

[
ÖW:!:1

]

Wo1r

1
00

L
Yp1 = - W:!:1-'l/Jn- ö dz-~ rF:!:1'I/Jn(r,h)dr,

2 ag 0 r r=a aga
(6.25)

Wo1r l
h

[
ÖW:!:1

]
Wo1r

1
00

L
YpS=h ZW:l::1-'l/JS1-

Ö
dZ-~

h
rF:!:1'I/JS1(r,h)dr.

4 ag 0 r r=a aga
(6.26)

Die Integrale über die Körperoberfläche können aus den Lösungen für 'l/Jn, 'l/Jsb und W:l::1direkt
ausgewertet werden, während für die unendlichen Wasseroberflächenintegrale eine numerische
Methode benötigt wird. Für die Integrale über die Wassertiefe am Außenrend r = a folgt für
die Horizontalkraft

h

{

-
ÖW:l::1 - RlO Vo - Vo 1 öR1f

[W:!:1 - 'l/Jn- ]
dz = A:!:1 - (koh - - ) + R1- - -BlORlO-Jo ör r=a koao ko koao 2 ör

1 ÖRlO
[

Vo
]

ÖRlO ~ cos( aih)

}
- -4 BlORlO- ö

koh + -
k

(voh - 1) - ko-
ö L..J B1i 2 k2 .

r 0 r
i=1 ai + 0

r=a

Ein ähnlicher Ausdruck resultiert für das Kragmoment. Für die Integrale über die Was sero-
berfläche ergibt sich

(6.27)

1
00

r'I/Jj1F~1 dr = a2kOB"o 1
00 H1(kor)(R23:I: ROt)

a
J dr

a r

00

+a2ko?= Bji cos(aih) 1
00 K1(air)(R23:I: Rod

dr.
1=1 a r

(6.28)

Nur für das erste Integral auf der rechten Seite von (6.28), das nur die Funktionen Jm(kor)
und Hm( kor) enthält, existiert eine analytische Lösung. Für die Summationsintegrale, die
exponentiell abklingen, wird die Koordinatentransformation

1

100 f(r)dr= la f(~) :2du
zusammen mit einer Romberg-Trapez-Methode verwendet.
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Bild 8: Definitionsskizze für die Idealisierung der Meridianlinie eines Rotationskörpers und die
Unterteilung des Fluidbereiches

7 Verfahren für beliebige rotationssymmetrische Körper mit vertikaler Achse

7.1 Allgemeine Beschreibung

Das hier angewandte Verfahren basiert auf dem Ersatz der Meridianlinie des Körpers durch eine
Treppenkurve und einer entsprechenden Unterteilung des Fluidbereichs in Unterbereiche oder
Elemente, wie in Bild 8 gezeigt. Diese sogenannte Makroelementmethode ist von Kokkinowra-
chos et al. (1980), (1986) für die Bestimmung der linearen Diffraktions- und Radiationskräfte,
von Thanos (1989) für die Bestimmung der Wellenkräfte zweiter Ordnung und von Zibell (1989)
für Mehrkörpersysteme erfolgreich eingesetzt worden. Die Berechnung der Fourierkomponente
"pjm ist für jedes dieser Probleme gleich, und auch hier kommt dieselbe Methode zum Einsatz.
Für diese Arbeit wurden die numerische Methode komplett neu programmiert (in FORTRAN)
und die Aufstellung und Lösung des resutierenden Gleichungssystems bezüglich Speicherplatz
und Rechenzeit optimiert. Zur Bestimmung des stationären Störpotentials ijjmußte die nume-
rische Methode etwas modifiziert werden. Die Berechnung der Perturbationskorrekturen für
die harmonischen Wellenkräfte stellt eine Erweiterung der numerischen Methode dar.

Wie für den vertikalen Zylinder wird der Vollständigkeit halber neben der Bestimmung der
Perturbationskräfte sowohl die numerische Methode als auch die Ermittlung der Kräfte ohne
Strömung behandelt.

Durch die Körperidealisierung entstehen Fluidbereiche, die nur durch horizontale und vertikale
Ränder begrenzt sind. Die zugrunde liegende Idee ist, in jedem Fluidbereich Lösungsansätze für
die benötigten Strömungspotentiale zu verwenden, die die Randbedingungen an den jeweiligen
horizontalen Rändern apriori erfüllen. Hierfür dienen die im Abschnitt 5.1 angegebenen Eigen-
funktionsexpansionen. Die Erfüllung der Randbedingungen auf den vertikalen Körperrändern
sowie der Kompatibilitätsbedingungen zwischen benachbarten Elementen erfolgt dann durch
ein Galerkin- Verfahren.

Drei Typen von Fluidbereichen bzw. Elementen entstehen:

i) ein infinites äußeres Element, hier als Element 0 bezeichnet, das sich vom Meeresboben z = 0
bis zu der freien Oberfläche z = h erstreckt, äquivalent dem Fluidbereich für den im letzten
Abschnitt behandelten vertikalen Zylinder,
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ii) Mu obere Elemente, die sich von dem Körperrand z = d1 bis zur Wasseroberfläche z = h
erstrecken und mit positiven Indizierungen bezeichnet werden, und

iii) ML untere Elemente, die sich vom Boden z = 0 bis zum Körperrand z = d-l erstrecken
und mit negativen Indizierungen bezeichnet werden.

Durch die Körperidealisierung resultieren vereinfachte Randbedingungen auf den horizontalen
und vertikalen Flächen der Treppenkurve, die mit SH und Sv bezeichnet werden. Diese sind
für die zeitstationäre Komponente

ö;j,
= 0öz

für die Diffraktionskomponente

Öt/J7m _ _ öt/JOm

öz - öz

und

und

und für die Radiationskomponente

öt/Jn
= 0 .

öz '
Öt/J30

= 1 ;
öz

öt/Jn
= 1 ;ör

Öt/J30
= 0 j

öz

ö;j, _
1

ör
auf Sv , (7.1)

Öt/J7m _ _ Öt/JOm

ör
- ör

auf Sv , (7.2)

Öt/JSl
= -r auf SH,öz

(7.3)

Öt/JSl
= z auf Sv .ör

(7.4)

Für einige der Strömungskomponenten t/Jjm existieren inhomogene Randbedingungen an den
horizontalen Flächen SH, die die Eigenfunktionsexpansionen nicht erfüllen. Diese werden durch
zusätzliche partikuläre Lösungen in den oberen und unteren Elementen erfüllt. Für den Fluid-
bereich 1 gilt demnach:

./,( _
{

Q~m + ql.

'f'Jm
_ Jm

Q~m

1 f= 0

1= 0
(7.5a)

1 = -ML...Mu. (7.5b)

Hier sind Q~m und CJI die Eigenfunktionsexpansionen, die die homogenen Randbedingungen

öQ~m
=

ÖQl
= 0öz öz

(7.6)

an den horizontalen Rändern erfüllen, und q)m sind die partikulären, direkt bestimmbaren
Lösungen für die inhomogene Randbedingung auf SH.

Für jedes Fluidelement gilt für die Eigenfunktionsexpansion folgende Schreibweise:

N,
Q~m= L R~mi(r)ZI(z)

i=o
und

N,
Ql = LR~(r)ZI(z).

i=O
(7.7)

Die Funktionen R;mi und Ri enthalten die zu bestimmenden Konstanten für die Eigenfunk-
tionsexpansionen. Entsprechend den im Abschnitt 5.1 angegebenen Lösungen bestehen diese
Funktionen im allgemeinen aus jeweils zwei Lösungsformen, die mit den Indizierungen A und
B bezeichnet werden. Für das äußere Element sowie für eventuelle innere Elemente, die sich
bis r = 0 erstrecken, existiert nur eine Lösungsform pro Ansatzglied. Die Ansätze für die Ra-
dialfunktionen lauten also
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1 i = 0, 1 < 0

z! _ ~cosh(a~(z- dk))
i = 0, 1 ~0, (7.11)t -

cosh(a~(h - dk))

cos(af(z - dk)) i>O

Für die zeit abhängigen Strömungen hängen nur die Koeffizienten A~jmk und Akjmk von der
Strömungsform (Index j) ab und nicht die R-Funktionen. Dies wirkt sich günstig bei der Be-
stimmung der Koeffizienten aus, da nur ein Gleichungssystem pro Fourier-Komponente m gelöst
werden muß, d.h. 'ljJ3ound 'ljJ7okönnen aus einem Gleichungssystem mit einer Koeffizientenma-
trix und zwei verschiedenen rechten Seiten berechnet werden: entsprechendes gilt für 'ljJ11,'ljJSl
und 'ljJ71.Die A-Koeffizienten hierfür sind alle komplex, während A~k und Akk reell sind.

In (7.7) bezeichnet NI die Anzahl der Reihenglieder für ein Element 1, wobei die gleiche Anzahl
für jeden Elementtyp angenommen wird, d.h. NL Glieder für die unteren Elementen, NI für
das infinite äußere Element und Nu Glieder für die oberen Elemente. Diese Grenzen müssen
so gewählt werden, daß eine hinreichende Genauigkeit der Approximation erreicht wird.

Die partikuläre Fernfeldlösung 4>pgilt nur außerhalb von r = a, d.h. nur im äußeren Element.

Im folgenden Abschnitt werden zuerst die Ansätze für die Radial- und Vertikalfunktionen sowie
die erforderlichen partikulären Lösungen für jeden Elementtyp angegeben. Anschließend wird
die Anwendung der Galerkinmethode zur Bestimmung der A-Koeffizienten kurz beschrieben,
und schließlich werden die Gleichungen zur Ermittlung der Kraftkoeffizienten aufgestellt.

7.2 Lösungsansätze iür die Fourierkomponenten

Für die stationäre Komponente 'Ifi gilt für jeden Elementtyp eine Randbedingung für eine feste
Wand an der oberen und unteren horizontalen Berandung. Es gibt also für jedes Element eine
Eigenfunktionensexpansion der Form (5.12). Die Vertikal- und Radialfunktionen werden wie
folgt definiert:

{

1
Zl-i -

cos(a~(z _ dl))

ak

ll~i =
{

~l(a~r)
K1(a~al) {

:*
llki = II1(a~r)

I1(a~an

i = 0

(7.9)
i>O

wobei
Z1r-1_ _ai -
hl

(7.10)

und ai der äußere Radius des Elements 1 ist.

Für die Fourierkomponenten 'ljJjmgelten für die unteren Elemente dieselbe Randbedingungen
wie für 'Ifi, während für die restlichen Elemente die lineare Wellenbedingung bei z = hund
eine Festwandbedingung bei z = dl erfüllt werden müssen. Zusätzlich gilt im äußeren Element

die Strahlungsbedingung. Es folgen also verschiedene Eigenfunktionsexpansionen für die drei
Elementtypen. Für das äußere infinite Element folgt eine Expansion wie (6.7) für den vertikale~
Zylinder, für die oberen eine Expansion der Form (5.9) und für die unteren ebenso wie für 'IjJ
eine der Form (5.12). Die Vertikalfunktionen lauten

wobei ag der Wellen zahl ko entspricht und a~ = a~ für 1 < 0 gilt. Die sonstigen Wellenzahlen
werden durch die impliziten Gleichungen

Vo = a& tanh( a&hl) und Vo = -a~ tan( a~hl) für i > 0, 1 ~ 0 (7.12)
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bestimmt. Die zugehörigen Radialfunktionen sind:

R 1 .=Amt

1- In (:1 )
(:1 )m

Km(a~r)
Km ( a~ar)

Ym(a~r)
min(Y m(a~al), -1)
Hm(kor)
Hm(koa)

1 m = 0, i = 0, 1< 0

m > 0, i = 0, 1< 0

Im(a~r)

Im(a~an
i>O (7.13)

i = 0, 1 > 0

i = 0, 1= 0

Die Radialfunktionen werden aus numerischen Gründen auf Eins bei r = al oder r = ai
normiert. Wegen des Exponentialverhaltens von Ym(r) bei sehr kleinen Argumenten wird hier
im Gegensatz zum Vertikalzylinder auch die Hankelfunktion normiert. Weil Ym(a~r) für größere
Argumente um Null oszilliert, wird der zur Normalisierungsteiler auf -1 begrenzt.

Für die Erfüllung der inhomogenen Randbedingungen auf den horizontalen Treppenstufen sind
für 1/J7m,1/J30und 1/JSlpartikuläre Lösungen notwendig. Für 1/J7msind diese einfach die Negativen
der Elementarwellenkomponente:

q~m= -1/Jom= -Rom(r)Zg(z) (7.14)

wobei Rom(r) = AomJm(kor). Es gilt also in den oberen und unteren Elementen 1/J~m =
Q~m. Für die Radiationskomponenten erfüllen folgende partikuläre Lösungen die inhomogene
Randbedingungen auf SH:

{

z - h + l/vo
q~o = _r2 + 2z2

4dl

und 1

{

-r(z - h + l/vo)
QSl = r3 - 4rz2

8dl

1>0

1< 0
(7.15)

Die Normalisierung der Radialfunktionen hat zur Folge, daß sich die Fernfeldkoeffizienten Ajm
zu

A
A~jmo

Jm Hm(koa)

ergeben. Mit der Formel (5.28) für die Perturbationskomponenten iJ!m ergeben sich dann die
Lösungskoeffizienten Am aus (5.20).

(7.16)

7.3 Anwendung eines Galerkin-Verfahrens

Hier folgt nur eine kurze Beschreibung der Bestimmung der Koeffizienten für die Eigenfunkti-
onsexpansionen; eine detalliertere Beschreibung ist bei Kokkinowrachos et a1. (1980, 1986) zu
finden. Die Lösung für die Potentialkomponenten 1/Jjm ist von Kokkinowrachos et a1. (1980,
1986) beschrieben worden. Die Lösung für 1j;ist neu hier, folgt aber der Methode für 1/Jjm.

Bei jeder vertikalen Stufe der als Approximation verwendete Treppenkurve4 gilt eine Rand-
bedingung an dem vertikalen Körperrand. Falls die Stufe sich nicht bis z = 0 oder z = h
erstreckt, gelten zusätzlich Kompatibilitätsbedingungen zwischen den zwei aneinander gren-
zenden Fluidelementen. Als Kompatibilitätsbedingungen dienen die Gleichheit des Potentials
und der Normalableitung des Potentials über den vertikalen Rand zwischen den zwei benach-
barten Fluidelementen. Die Anwendung des Galerkin- Verfahrens wird hier für eine obere Stufe

4Bei einer abgestufften zylindrischen Körper wie z.B. einen schwimmenden Zylinder stellt die Treppenkurve
natürlich keine Approximation dar, sondern gleicht exakt der Körperform
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'Ij;/ = 'lj;k dk ~z ~h, (7.17a)

,p' =
{

,p: d/ ~z ~dk
(7.17b)r v.1 dk ~z ~hn

T
h/

1
Bild 9: Rand- und Kompatibilitätsbedingungen bei einer oberem Stufe

der Treppenkurve demonstriert, und zwar für eine beliebige Potentialkomponente 'Ij;. Die In-
dizierungen jm für die Strömungs- und Fourierkomponente (bzw. Überstreichungen bei 1[;)
werden in diesem Abschnitt aus Übersichtsgründen weggelassen.

Die allgemeine Situation ist in Bild 9 für die I-te Stufe bei r = a/ mit den benachbarten
Elementen k und I dargestellt. Es wird angenommen, daß der Körper bezüglich z konvex ist,
also liegt das Element I mit der größeren Höhe außerhalb des Elementes kund k = I + 1.5 Mit

V~ als der erforderlichen Normalableitung auf der vertikalen Treppenstufe, die von (7.1), (7.2)
und (7.4) bestimmt wird, lassen sich die Rand- und Kompatibilitätsbedingungen als

aufstellen. Für das Galerkin- Verfahren dienen die Funktionen Zf als Wichtungen für (7.17a)
über die Höhe des Elements k und die Funktionen ZI für (7.17b) über die Höhe des Elements
I. Daraus ergeben sich folgende Sätze von Gleichungen:

[h('Ij;k(a/,z) _ 'Ij;/(a/,z))Zf dz = 0,
ldk

1
h

1
4

('Ij;~(al, z) - 'Ij;~(a/,z))zI dz + ('Ij;~(a/, z) - v~)zI dz = 0,
4 ~

i = 0, . . . NI - 1 , (7.18a)

i = 0,.. .NI - 1.(7.18b)

Durch das Einsetzen der Lösungsansätze für 'lj;kund 'lj;1folgt ein Satz von 2NI linearen Glei-
chungen für die Koeffizienten A. Übersichtlich lassen sich diese Gleichungen in einer Matrizen-
schreibweise darstellen:

5Die Analyse bleibt trotzdem gleich für einen bezüglich z konkaven Körper, d.h. k = 1- 1.
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Auf der linken Gleichungsseite gilt für die Radialfunktionen

R';ij = R~j(al)'
ÖR~i

I

U.s.w.,kl__ ,DAj -
ÖT r=a,

(7.20)

und für die Integration der Vertika1funktionen

I~.l = - J Z~Z~ dz undtJ t J

hk

Hier bezeichnet Ihl das Integral in positiver Richtung über die Höhe des Elementes 1. Für die
rechte Seite müssen folgende Integrale für die jeweiligen partikulären Funktionen und Randbe-
dingung bestimmt werden:

h!j = hij
[ (Z!)2 dz.

Jhl
(7.21)

J:l = J (ql(az,z)-qk(al,z))Zfdz,

hk

(7.22)

Kfl = J (q:(al, z) - q~(az,z)) Zf dz,

hk

(7.23)

L~ = J (V~ - q~(a1'z)) zf dz.
t,

(7.24 )

Ähnlich wie bei (7.21) bezeichnet Itl das Integral in positiver Richtung über die Höhe der
vertikalen Stufe bei T = al. Die Integrale sind analytisch leicht zu berechnen und werden hier
nicht angegeben. Die Koeffizientenmatrix und die rechte Seite von (7.19) enthalten nur reelle
Terme.

Im Falle ak = 0 (d.h. das Element k erstreckt sich bis zu T = 0) oder hk = 0 (d.h. das Element
k existiert nicht) sind einfach die entsprechende Gleichungssätze zu streichen. Für die unteren
Treppenstufen entsteht genau dasselbe Gleichungssystem, während für die äußere Stufe bei
T = ao = a ein ähnliches Gleichungssystem resultiert. Hier gelten die Randbedingungen

für 0 < z < d_1 , (7.25a)

(7.25b)für d1 < z < h ,

{

"p;1 für 0 < z < d_1

"p~ = V für d_1 < z< d1 . (7.25c)
"p; für d1 < z < h

Als Wichtungsfunktionen dienen nun für (7.25a) die NL Funktionen Z;1, für (7.25b) die Nu
Funktionen Z! und für (7.25c) die NI Funktionen Zr Mit der oben definierten Notation
entsteht dann folgendes Gleichungssystem:

A -1Aj

A -1
Bj

J~O
t
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U,L:
c:

Reelle Bandmatrizen
Rechteckmatrix, teilweise
komplex für 'ljJjm

globale Vektoren der A- Ko-
effizienten und der rechten
Seiten, komplex für 'ljJjm
Untermatrizen für die
einzelnen Stufen

c
A b

A,b:

0:

Bild 10: Aufbau des globalen Gleichungssystems und Unterteilung der Koeffizientenmatrix für
die in Bild 8 dargestellte Treppenkurve ( 5 obere Stufen, 3 untere Stufen)

wobei die lokalen Grenzen für die Indizes i und j in Klammern angegeben sind. Wieder sind
für a::!:1= 0 oder h:!::l = 0 die entsprechenden Gleichungen zu streichen. Das für den Verti-
kalzylinder verwendete Gleichungssystem ist aus dem mittleren Untersatz von Gleichungen zu
erkennen. Für die Potentialkomponente 'ljJjm ergibt nur der hier auftretende Term D~~ einen
komplexen Wert. Dies läßt sich bei der Lösung des Gleichungssystems ausnutzen.

Durch die Zusammenstellung der Galerkin-Gleichungen der einzelnen Stufen entsteht ein glo-
bales Gleichungssystem zur Bestimmung der A-Koeffizienten, dessen Bandbreite von NI, Nu,
und N L, aber nicht von der Anzahl der Elemente abhängt. Aus diesem Grund erhöht sich der
Rechenaufwand nur linear mit der Anzahl der Elemente, aber mit der Anzahl der Lösungsterme
quadratisch. Bei der Lösung des Gleichungssystems erwies es sich bezüglich der Rechnerkapa-
zität (die Berechnungen wurden auf einem DOS- PC durchgefühert) als günstig, die Koeffizien-
tenmatrix in drei teilweise überlappende Teile aufzutrennen, wie in Bild 10 dargestellt. Diese
sind zwei reelle Bandmatrizen mit den Breiten 4NL und 4Nu (unabhängig von der Anzahl der
Elemente) sowie eine quadratische Matrix der Größe 2NL + NI + 2Nu, die nur in einer Spalte
komplexe Werte besitzt.

Bei einem Programmlauf über mehrere Wellenfrequenzen oder -zahlen muß die untere Koeffizi-
entenmatrix nur einmal pro Fourierzahl m berechnet und reduziert werden, da die Koeffizienten
nur von der Körpergeometrie abhängen. Ferner gleicht die untere Matrix für {; der für 'ljJjl.
Da die rechten Seiten aber von der Wellenzahl abhängen, wird eine LU-Zerlegung der unte-
ren Bandmatrix verwendet, um diesen Vorteil bei Körpern mit mehreren unteren Elementen
ausnutzen zu können.

7.4 Ausdrücke für die Kraftkoeffizienten

Aus der Körperidealisierung resultieren die folgenden Ausdrücke für die Integration einer be-
liebigen Funktion 'IjJüber die Treppenkurve in der (r, z)-Ebene:

Lu

J 'ljJnr dl = L (_1)II-AI
J 'ljJA(al,z)dz,

CB I=-LL tl

(7.26a)

J
Mu 1 r*

'ljJnz dl = L
m Ja

I

'ljJ1(r,dl)dr.

C I=-ML
I

B 1;1=0

(7.26b)
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Für das erste Integral wird über die vertikalen Treppenstufen summiert, weil abhängig von
der Körperform ein Element auf 0, 1 oder 2 Seiten an eine vertikalen Stufe grenzen kann.
Die Grenzen Lu und LL bezeichnen die Anzahl der oberen und unteren vertikalen Stufen der
Treppenkurve und .x das der Treppenstufe bei r = al angrenzende Element. Diese drei Größen

können, abhängig von der Form des Körpers, unterschiedlich (bis auf :i:1) von ML, Mu und
1 sein. Wieder bezeichnet Itl die Integration in der positiven z-Richtung über die Stufe bei
r = al. Für das zweite Integral wird über die Elemente selber summiert, wobei ai wieder den
äußeren Radius des Elementes bezeichnet.

Zusammen mit den Lösungsansätzen für die Fourierkomponente 'l/J7mführen diese Formeln
zuerst für die Diffraktionskräfte ohne Strömung zu

y?) =
. Lu N,-l

-Z~1r L (_l)II-,\lal L R~f(al) J Z; dz,ag ,

I=-LL 1=0 t,

(7.27a)

Y3(O) =
Mu N,-l

l
ai-2iW1r L ~ L Zf(dl) rR~Oidr,

a" g 111
'- 0 a,I=-ML 1-

1#0

(7.27b)

. Lu N,-l
YS(O) = ~2Z;01r L (_l)II-,\lal L R~f(al) J zZ; dz

S
I=-LL i=O ~

iW1r
Mu

1
N,-l a*

+ a2gos
I=~L m ~ Zf(dl) 1,' r2 R~li dr.

1#0

(7.27c)

Der Beitrag der Elementarwelle für die Integration über die äußere Treppenstufe ist in

R~i = R~mi(al) + OlOoiOROm(ad (7.28)

enthalten. Die in (7.27) auftretenden Integrale folgen direkt aus den Eigenfunktionsexpansionen
und sind analytisch zu bestimmen. Details sind bei Kokkinowrachos et al. (1986) nachzulesen.

Für die Konvektionskraftkomponente YCj ergeben sich folgende Ausdrücke:

Lu N,-l N,-l

{ }
1r 11_'\1 -,\1 2'\1 I ,\1 ,\1 - I_

2 2 L (-1) al L Ri L 2"R2jAoij + (R2j:i: 2ROj) AOij ,
a Wo "a lI=-LL 1=0 J=O

(7.29a)

Mu 1 a*

{
Q-I

}
1r I r + I -I I

YC3 = a2w L _
1
1

1

[
-Q71 + r(l + Qr)Q71,r dr,

o
I=-ML Jal r z=d,
1#0

(7.29b)

Lu N,-l N,-l

{
Y _ 1r _ 11_'\1 -,\1 2'\1 I ,\1 ,\1-1

c~ - 2a2w 0 L ( 1) a[ L Ri L 2"R2jAlij + (R2j::!: 2Roj )A1ij }o s I L '

,a
l=- L 1=0 J=O

Mu
1 l

a*1r I -I I 2 -I I I

:a2woos
I=~L m a,

{2(r + Q )Q72 + r (1 + Qr)(Q72,r::!: 2Q70,r) t=dldr.

1#0

(7.29c)

Für diese Kraftkomponenten sind nur die Integrale über die vertikalen Flächen analytisch be-
stimmbar. Hieraus resultieren die leicht zu bestimmenden Integrale der vertikalen Eigenfunk-
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tionen:
1 _

J
n-'\'\Anij - Z Zi Zj dz

tl

und -I - J
n-'\ ,\

Anij - Z Zi,z Zj,z dz .
tl

(7.30)

Für die Integration über die horizontalen Ränder ist R~j wie oben definiert und es gilt:

R;I = R;(al) + OiOal. (7.31)

Auf den horizontalen Flächen müssen zum größten Teil Produkte von Besselschen Funktionen
integriert werden, die sich in den meisten Fällen nur numerisch auswerten lassen. Es besteht
also kaum ein Vorteil darin, die Eigenfunktionen einzusetzen und die einzelnen Terme getrennt
zu integrieren. Dies würde vielmehr nur den programmiertechnischen Aufwand erhöhen. Bei
der Anwendung eines Romberg-Extrapolationsverfahrens zusammen mit einer Trapezmethode
(Press et alt (1989)) lassen sich die Integrale sehr genau mit relativ wenigen Auswertungen der
Integranden bestimmen. Da die benötigten Integranden für YC3, YC4 und Ycs zum Teil die
gleichen Funktionen enthalten, werden sie alle gleichzeitig bei jeder Stufe berechnet, was den
Rechenaufwand erheblich reduziert.

Für die Perturbationskoeffizienten YPj resultieren auf der Wasseroberfläche ebenfalls nur nume-
risch zu bestimmende Integrale. Die Ausdrücke für die Perturbationskraftkoeffizienten nehmen
folgende Form an:

{

Mu

1
ao

}

Wo1!" I 1 1
Yp1 = --;;:2 P:ill - L: rF-HQll(r,h) dr - S:ill ,

2 9
1=1 al

(7.32a)

{

Mu

1
ao

}

2Wo1!" I 1 1 1
YP3 = ~ P30 - L: rFo( Q30 + Q30) _ dr - S30 ,

a 9
1=1 al z-h

(7.32b)

{

Mu

1
ao

}

Wo1!" I 1 1 1
Yps = 2"""C PHI - L: r F:il (QSl + QSl) _ dr - SHI .

4 a gvs
1=1 al z-h

(7.32c)

Hier bezeichnet F:n die Funktion Fm für ein oberes Element 1. Weiterhin ist

P:ijm = a lh G('I1:im, QJm)r=adz,

wobei der Operator G verwendet wird, und

S:ijm = 100 rFfmQJm(r,h)dr. (7.34)

Mit den Lösungen für die Perturbationskomponenten '11mund der Notation laut (6.8) und (6.16)
werden die Integrale P:ijm zu

(7.33)

. _ -
{

G(Rm,R~mo) Vo ( voh )N~IG(Rmo,R~mi)COS(aih)

}
P:iJm - aA:im

2 + - 1+. h2(k h) L..J 2 + k2 . (7.35)
0'0 sm O. ai 0

t=1 r=a

Die Funktionen F:n für ein oberes Element 1 ergeben sich aus (4.20) und (4.23) folgendermaßen:

F6 = f6 + gi, Fi = fi + g~+ 2gb, F!..1= g~- 2gb, (7.36)

wobei

f:n = 2ikoROm- 2ikoQ~m(r,h),

g l = _ m R +
öROm

+ [ (
m(r + Q-I ) _ Q~z)Q I + (1 + Q-I ) ÖQ~m

]
m r

Om !} r r2 2 7m r ör
.

U z=h

(7.37a)

(7.37b)
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Wie für die Kraftkomponenten YCj entsteht kaum ein Vorteil aus der getrennten Integration
der Radialfunktionen, da auf jeden Fall eine numerische Methode angewandt werden muß. Die
Lösung der Integrale für die oberen Elemente verwendet dieselben Auswertungen der Radial-
funktionen wie für die Lösung der Integrale für YCj. Beide Lösungen können also gleichzeitig
bestimmt werden. Dadurch läßt sich eine Verringerung des Rechenaufwands erzielen.

Für die unendlichen Integrale S::l:jmexistieren für einige Terme der Intregranden, wie für den
vertikalen Zylinder, analytische Lösungen. Da diese Terme den jeweils am langsamsten ab-
klingenden Teil des Integranden repräsentieren, werden sie aus den Eigenfunktionsexpansionen
herausgezogen und getrennt integriert. Es werden zuerst die folgenden Expansionen im äußeren
Element ohne die Null- bzw. Fernfeldterme definiert:

Nu

QYm = LRJmi(r)Zf(z)
i=1

und
NI

QL = L ll?(r)Z?(z).
i=1

(7.38)

Für die Funktionen F~ im äußeren Element folgen damit die Formeln

-0
L Aokoa

"" :p!..Fm = ~''\..m+ m'r
m = 0,::1:1, (7.39)

wobei

{

R12

Rm = R23 + 2R01

R23 - 2ROl {

- 2ikoQ% + 91

F~ = - 2ikoQo/1+ 92 + 290

92 - 290

m=O

m= 1

m= -1

(7.40)

Die Hilfsfunktionen 9m sind hier durch

9m = [~ (1 +
Aga )QL + (1 _ Aga) ßQo/m

+r2 7m r2 ßr

(m QL _ Q~z ) (QL + Rmm ) +
ßQL

(ßQo/m
+

ßRmm )]r2 2 7m ßr ßr ßr
z=h

(7.41)

gegeben, und die Radialfunktionen Rmn (r) sind wie für den vertikalen Zylinder definiert. Man
erhält dann folgende Formel für die Integrale S::l:jm:

-0

1
00

14mHm(kor)

1
00

{
L L ( ) 0 ( )} ( )S::l:jm= koaAoAjm

a r
dr +

a
r F::l:mQjmr, h + .I:l::mAjmHm kor dr. 7.42

Das erste Integral auf der rechten Seite ist analytisch integrierbar, während für das zweite ein
numerisches Verfahren zur Einsatz kommen muß.
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Bild 11: Winkelunabhängige Kraft- und Momentkoeffizienten YP\ YCj und YPj für emen

vertikalen Zylinder mit h/a = 4.0
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Bild 12: Real- und Imaginärteile der winkelunabhängigen Koeffizienten Y?), Y?) und YP) für
einen vertikalen Zylinder mit h/ a = 4.0
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8 Numerische Ergebnisse

Zuerst wird ein sich vom Boden bis über die Wasseroberfläche erstreckender vertikaler Zylinder
mit einem Tiefgang-Radius- Verhältnis von h/a = 4 betrachtet. Bild 11 zeigt die von den
Wellen- und Strömungsrichtungen unabhängigen Wellenkraftkoeffizienten ~(O), YCj und YPj
(laut den Gleichungen (6.20) bis (6.28)) in Abhängigkeit der normierten Wellen zahl koa. Wie
aus der Gleichung (6.23) ersichtlich, ist die Komponente YCj von der Wassertiefe unabhängig
und nimmt für den Grenzwert ko = 0 den Wert 11'an. Die Perturbationskomponenten YPj
konvergieren schon nach wenigen Termen in den Summen von (6.27) und (6.28). Schon nach
10 Termen ändern sich die Werte weniger als 0.1 %. Die Verläufe der Kurven für die Kraft- und
Momentenkoeffizienten sind einander sehr ähnlich, so daß im folgenden nur die horizontalen
Wellenkräfte betrachtet werden.

Die Real- und Imaginärteile der winkelunabhängigen Koeffizienten yI(O), Y?) und YP) für die

horizontalen Kräfte nullter und erster Ordnung in der Strömungsgeschwindigkeit sind in Bild
12 für den gleichen Zylinder gezeigt.

Die Kraftkoeffizienten XiO) und xil) und die Gesamtkraft Xl für eine Froudezahl von Fn =
:1:0.10 sind in Bild 13a für Wellen und Strömung in positive x-Richtung (a = ß = 0) dargestellt.
Die negative Froudezahl entspricht einer Strömung mit a = 11'. Die Froudezahl Fn = 0.1 ergibt
z.B. für a = 10m eine Strömungsgeschwindigkeit von U = 1 m/s. Die Beziehung zwischen der
Froudezahl und der dimensionslosen Strömungsgeschwindigkeit TOlautet

TO = Fn vi koa tanh( koh ) . (8.1)
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Bild 13: Kraftkoeffizienten xiO), XiI), und Xl für die Froudezahl Fn = :1:0.10 für einen verti-
kalen Zylinder und a = ß = o. a) hja = 4, b) hja = 1.
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Bild 14: Relative Änderung (in Prozent) der Amplitude der Wellenkraft Xl infolge einer Par-
allelströmung Fn = 0.10 für verschiedene Wassertiefen und a = ß = o. a) a = 0, b) a = 7!".

Bei der maximal dargestellten Wellenzahl von koa = 2.0 ist Ta = 0.14 und liegt noch in dem
Gültigkeitsbereich der linearisierten Randbedingungen. Zhao und Faltinsen (1991) geben eine
obere Grenze von ungefähr Ta = 0.15 an. Da die Phase der Perturbations kraft XiI) sich teilweise
sehr von der Phase von xiO) unterscheidet, wird die Amplitude der Gesamtkraft für bestimmte
Wellenzahlen nicht erhöht, sondern gesenkt.

Die gleiche Situation ist in Bild 13b für einen vertikalen Zylinder' mit einem Verhältnis von
hj a = 1 gezeigt.

Der Einfluß der Wassertiefe auf die horizontale Wellen kraft für den vertikalen Zylinder wird
in Bild 14 gezeigt, wobei die Prozentänderungen in der Kraftamplitude infolge der Strömun-
gen Fn = :1:0.10 aufgetragen sind. Mit abnehmender Tiefe nimmt der relative Einfluß der
Parallelströmung zu. Wie erwartet, sind die Effekte infolge der zwei Froudezahlen ungefähr
entgegengesetzt. Die maximale Erhöhun.g der Wellenkraftamplitude liegt bei circa 10% für
hja=0.5.

Als erstes Lösungsbeispiel für beliebige rotationssymmetrische Körper wird ein schwimmender
vertikaler Zylinder mit einem Tiefgang gleich der halben Wassertiefe betrachtet. Bild 15 zeigen
die Amplituden der horizontalen und vertikalen Kräfte für die Froudezahlen Fn = 0 (gleich-
bedeutend mit XJO) ) und Fn = :1:0.10 für zwei hj a-Verhältnisse und a = ß = O. Wieder ist
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Bild 15: Amplituden der Wellen kräfte auf einen schwimmenden Zylinder mit Tiefgang h/2
und Radius a = hund a = h/2 für die Froudezahlen Fn = 0 und :f:0.10 und a = ß = O.
a) Horizontalkraft Xl, b) Vertikalkraft X3.

Bild 16: Konvergenz der Amplituden
der horizontaien und vertikalen Perturbati-
onskräfte xi1) und X~1) auf einen schwim-
menden Zylinder mit Tiefgang h/2 und Ra-
dius a für koa = 0.8 und a = ß = O. NI
und N L bezeichnen die Anzahl der Lösungs-
terme, die für den oberen und den unteren
Fluidbereich verwendet wurden.
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deutlich zu erkennen, daß der Einfluß der Parailelströmung mit abnehmender Tiefe zunimmt.

Die in Bild 15 dargestellten Zahlen wurden mit je 20 Lösungstermen für die Eigenfunktions-
expansionen in dem äußeren und dem unter dem Körper liegenden Fluidbereichen berechnet.
Das Abklingverhalten der Lösungen mit der Anzahl der Lösungsterme ist in Bild 16 darge-
stellt. Hier sind die Amplituden der Perturbationskoeffizienten xi1) und X~l) über die Anzahl
der Lösungskoeffizienten für koa = 0.8 aufgetragen. Während die X?)- Werte sehr schnell und
monoton konvergieren (ab 5 Terme wären sie auf dem gleichen Bild nur als horizontale Gerade
darzustellen), oszillieren die Perturbationsgrößen um ihre asymptotischen Werte und konver-
gieren wesentlich langsamer. Erst ab zirca 20 Termen ist die Konvergenz ausreichend. Die
Perturbationsgrößen sind also sehr empfindlich gegenüber den Lösungen ohne Meeresströmung.
Diese Empfindlichkeit liegt daran, daß für die Perturbationskomponente höhere Ableitungen
der Fourierkomponenten gebraucht werden als für die Größen ohne Strömung.

Als nächstes Beispiel werden einige Ergebnisse für einen auf dem Meeresboden stehenden und
nach oben abgestuften Zylinder gezeigt. Wieder zeigt Bild 17 die Amplituden der horizontalen
und vertikalen Kräfte für die Froudezahlen Fn = 0, :f:0.l0 für zwei verschiedene Wassertiefen
und a = ß = O. Hierfür wurden für jedes Fluidelement wieder 20 Lösungsterme verwendet.

Das Abklingverhalten ist hier ähnlich dem für den schwimmenden Zylinder. Hier scheint die
Parailelströmung einen größeren Einfluß auf die vertikale als auf die horizontale Kraft zu haben.

Ein Vergleich der hier beschriebenen Methode mit den von anderen Autoren erzielten Ergeb-
nissen läßt sich schließlich anhand einer halbgetauchten Kugel darstellen. Es werden hier die
Ableitungen der Amplituden der horizontalen und vertikalen Wellenkräfte nach der Strömungs-
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Bild 17: Amplituden der Wellenkräfte auf einen auf dem Boden stehenden abgestuften Zylinder
für die Froudezahlen Fn = 0 und :1:0.10 und a = ß = o. a) Horizontalkraft Xl, b) Vertikalkraft
X3.
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Bild 18: Ableitungen der Wellenkraftamplituden nach der Strömungsgeschwindigkeit bei U = 0
für eine halbgetauchte Kugel unq unterschiedliche Wassertiefen. Vergleich mit Ergebnissen für
tiefes Wasser von Nossen et al. (i991). a) Horizontalkraft Xl, b) Vertikalkraft X3.

geschwindigkeit U für TO= 0 betrachtet. Die Ableitung der Amplitude von Xj nach U für TO= 0
und XJO) f: 0 läßt sich dimensionslos als

;a;; ßIXjl

1

Re { X\O)cong (x\l» )}
v...g

ßU = Jkoatanh(koh)
J J

1'0=0 IX?)I
(8.2)

schreiben, wobei conj( ) die komplexe Konjugierte bezeichnet. Die Ergebnisse für verschiedene
Wassertiefen sind in Bild 18 für die horizontalen und vertikalen Kräfte aufgetragen. Es gilt hier
wieder a = ß = O. Zum Vergleich sind die Ergebnisse von Nossen et al. (1991), die mit einem
Singularitätsenerfahren für tiefes Wasser erzielt wurden, aufgetragen. Für die horizontale Kraft
ist die Übereinstimmung gut, und die Werte für wachsende Wasser tiefe konvergieren z.B. für
koa = 0.8 bis auf circa 6% gegen die für tiefes Wasser. Bei sehr kleinen Wellenzahlen ist der
Einfluß der Wassertiefe bei h/ a = 5 noch signifikant, also sind die Abweichungen in diesem
Bereich hiermit zu erklären.

Die Ergebnisse für die Ableitung der Amplitude der vertikalen Wellenkraft stimmen weniger
gut überein mit den Tiefwasserergebnissen, zeigen aber einen sehr ähnlichen Verlauf. Bezogen

auf die Spanne der Werte beträgt z.B. der Fehler circa 18% bei koa = 0.8. Lediglich für sehr

kleine und große Wellenzahlen ist die Abweichung ähnlich klein wie für die Horizontalkraft.
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Für die Berechnung der in den Bildern 18 dargestellten Ergebnisse wurde die Halbkugel mit
zehn Stufen idealisiert. Die Anzahl der Lösungsterme betrug NI = 20 und NL = 24. Weder
eine Verfeinerung der Körperidealisierung noch eine Erhöhung der Anzahl der Lösungsterme
erbrachte eine signifikante Änderung der Ergebnisse. Für die Bestimmung der stationären
Strömung und die Kraftkoeffizienten für die erste Frequenz waren circa 190 Sekunden auf einem
386-33 PC-AT notwendig. Für die weiteren Frequenzen waren nur circa 35 Sekunden notwendig,
da für die unteren Elemente keine volle Auflösung der Gleichungssysteme benötigt wurde.

Die Abweichungen bei den horizontalen und vertikalen Kräften lassen sich zum Teil durch die
Empfindlichkeit der Perturbationsgrößen für die ohne Strömung berechneten Fourierkomponen-
ten erklären. In Bild 19 werden die Kraftamplituden ohne Meeresströmung mit denen für tiefes
Wasser verglichen. Wie auch beiKokkinowrochos et al. (1986) gezeigt, konvergiert für Treppen-
stufenhöhe gegen Null und Was~ertiefe gegen unendlich insbesondere die Horizontalkraft nicht
gen au gegen die Lösung für eine Halbkugel (bis circa 5% Fehler). Die Güte der Übereinstim-
mung ist also genau entgegengesetzt wie für die Perturbationsgrößen. Dies ist aber nicht ganz
überraschend, denn für XiO) und Xjl) kommt die Fourierkomponente 'l/J71zum Tragen (bzw.
deren Ableitungen); analoges gilt für xjO) und Xil) bezüglich der Fourierkomponente 'l/J70'Die
Konvergenz für Treppenstufe gegen Null könnte sich bei der Ableitung der Fourierkomponenten

'l/J7mund ;p wesentlich stärker auswirken.

Ein Grund für die bessere Übereinstimmung bei der horizontalen Perturbationskraft könnte
auch in der Erfüllung der Randbedingungen liegen. Auf den horizontalen Treppenstufen werden
die Randbedingungen genau erfüllt, also müssen die Geschwindigkeitskomponente zwangsläufig
andere Werte als für eine schräge Wand haben. Auf der vertikalen Stufen werden dagegen die
Randbedingungen numerisch erfüllt, was effektiv zu einem Abrunden der Ecken führen könnte.

Für rotationssymmetrische Körper, die besser mit einer Treppenkurve zu idealisieren sind, z.B.
abgestufte Zylinder, existiert diese Problematik nicht. Hierfür ist die Makroelementmethode
geeigneter und genauer. Leider sind für solchen Körper keine Vergleichswerte in der Literatur
zu finden. Die hier betrachtete Halbkugel stellt für Panelmethoden, wegen des Fehlens von
Kanten, ein günstiger Berechnungsfall dar, während der gleiche Körper ein sehr ungünstiger
Fall für die Makroelementmethode ist. Der Ergebnissvergleich weist auf eine mögliche Grenze
des Verfahrens für Körper mit schrägen Wänden hin, zeigt aber auch, daß das Makroelement-
verfahren in einem sehr ungünstigen Fall auch befriedigend funktioniert. Für besser geeignete
Körperformen, die viele Offshore-Bauwerke besitzen, kann ein genaueres Verhalten der nume-
rischen Methode erwartet werden.
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9 Zusammenfassung

Kombinierte Wellen- und Strömungseffekte auf Offshorebauwerke können signifikante Verände-
rungen in den hydrodynamischen Kräften verursachen. In dieser Arbeit wurde, basierend auf
dem Makroelementverfahren, eine Methode entwickelt, die die Strömungseinflüsse auf die linea-
ren harmonischen Wellenkräfte auf großvolumige rotationssymmetrische Strukturen berücksich-
tigt. Als Sonderfall wurde auch eine analytische Lösung für einen sich vom Meeresboden bis
über die Wasseroberfläche erstreckenden Zylinder präsentiert.

Für die Berechnung des Wellen-jStrömungsproblems wurde unter der Annahme einer kleinen
Strömungsgeschwindigkeit die Randbedingung an der freien Oberfläche bezüglich der Strömungs-
geschwindigkeit linearisiert. Aus dieser Annahme resultiert eine wesentlich einfachere Randbe-
dingung, und sie ermöglicht die Anwendung einer Perturbationsmethode, um den Strömungs-
einfluß zu berechnen. Hierbei wird die Strömung aufgeteilt in i) eine zeitstationäre Strömung
infolge der Umströmung des Körpers, ii) eine Wellendiffraktionsströmung infolge einer har-
monischen Elementarwelle ohne Strömung und ihre Diffraktion durch den Körper und iii)
eine Perturbationsströmung, dessen Randbedingungen von den ersten zwei Strömungsformen
abhängen.

Das Randwertproblem wurde für beliebige Körper aufgestellt und anschließend mittels Fou-
rierexpansionen in der Umfangsrichtung auf die Klasse der rotationssymmetrischen Körper mit
vertikaler Achse spezialisiert. Aus dieser Entwicklung resultiert statt einem einzigen dreidi-
mensionalen Problem eine Serie von zweidimensionalen Problemen in den Radial- und Verti-
kalkoordinaten für jedes der benötigten Strömungspotentiale.

Für das Potential der Perturbationsströmung wurde eine Fernfeldlösung abgeleitet, die sich ana-
lytisch aus den asymptotischen Fernfeldformen des zeitstationären Potentials und des Diffrakti-
onspotentials bestimmen läßt. Für die Berechnung der Wellenkräfte wurden die Lokalanteile des
Perturbationspotentials über den Greenschen Satz und geeignete fiktive Radiationsspotentiale
eliminiert.

Für einen sich vom Meeresboden bis über die Wasseroberfläche erstreckenden Zylinder beste-
hen das zeitstationäre Potential und das Diffkaktionspotential nur aus ihre Fernfeldformen.
Da für die Radiationspotentiale ebenfalls anlaytische Lösungen möglich sind, lassen sich die
Wellenkräfte für das kombinierte Problem analytisch in Form von unendlichen Summen mit
bekannten Koeffizienten bestimmen.

Die Diffraktions- und Radiationsströmungen werden mittels der sogenannten Makroelementme-
thode berechnet, wobei einige Optimierungen bzgl. Speicherplatz und Rechengeschwindigkeit
vorgenommen wurden. Für die Berechnung der zeitstationären Strömung wurde eine modi-
fizierte Makroelementmethode entwickelt. Für den Einsatz dieser Methode wird die Meridi-
anlinie des Körpers durch eine Treppenkurve approximiert, und der Fluidbereich wird dem-
entsprechend in Elemente unterteilt. Die Bestimmung der benötigten Fourierkomponenten
in den einzelnen Elementen erfolgt durch eine Eigenfunktionsexpansion zusammen mit einer
Galerkinmethode, um die Rand- und Kompatibilitätsbedingungen zu erfüllen. Aus den mit
der Makroelementmethode erzielten Lösungen wurden zusammen mit der Fernfeldlösung die
Ausdrücke für die Perturbationskräfte infolge der Strömung hergeleitet.

Um den Einfluß der Strömung auf die harmonischen Wellenkräfte zu bestimmen, wurden für
einige typische Körperformen numerische Berechnungen durchgeführt. Es zeigte sich, daß
im allgemeinen die Strömungseinflüsse signifikant sind und sich mit abnehmender Wassertiefe
verstärken.

Wegen der infolge der Strömungseffekte zusätzlich benötigten Ableitungen der Strömungspo-
tentiale ist das Konvergenzverhalten der Perturbationskräfte wesentlich schlechter als für die
Diffraktionskräfte ohne Strömung. Wie aber am Beispiel eines schwimmenden Zylinders gezeigt,
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ist die Konvergenz der Lösung mit wachsender Anzahl der Terme der Eigenfunktionsexpansio-
nen trotzdem ausreichend.

Der Einfluß der Ableitungen machte sich bei dem Ergebnisvergleich für eine halbgetauchte Kugel
bemerkbar. Obwohl für die Horizontalkraft gute Übereinstimmung mit publizierten Ergebnissen
erzielt wurde, differieren die Ergebnisse bei der Vertikalkraft. Ein Grund hierfür ist, daß bei
einer Stufenhöhe gegen Null der harmonische Druck nicht genau gegen den Druck an einem
glatten Körper konvergiert. Die Anwendbarkeit der Makroelementmethode für abgerundete
Körper, wie z.B. eine halbgetauchte Kugel, könnte dadurch für das hier behandelte Wellen-
jStrömungsproblem begrenzt sein. Hierbei muß man aber bedenken, daß ein völlig runder
Körper, wie eine halbgetauchte Kugel, sich mit Panelmethoden sehr gut berechnen läßt, für
die Macroelementmethode aber einen sehr ungünstigen Fall darstellt. Von daher kann der
Ergebnisvergleich als befriedigend bezeichnet werden. Für Körperformen, die besser mit einer
Treppenkurve zu approximieren sind und wofür die Makroelementmethode besser geeignet und
wohl genauer ist, sind in der Literatur leider keine Vergleichsergebnisse zu finden.

Zu sinnvollen Erweiterungsarbeiten gehört in erster Linie die Berechnung der Strömungsein-
flüsse auf die linearen Radiationskräfte. Deren Berechnung könnte, wie bei Wu und Eatock
Taylor (1990) gezeigt, in der gleichen Weise wie für die Diffraktonskräfte erfolgen, und stellt
also keine wesentliche Aufwand dar. Die Strömung beinflußt aber am stärksten die mittleren
Driftkräfte zweiter Ordnung (siehe z.B. Grue (1992)). Obwohl in der Amplitude kleiner als die
linearen Kräfte, können die Driftkräfte wegen ihrer gleichbleibenden Richtung größere Bewe-
gungen bei verankerten Strukturen hervorrufen. Deshalb soll eine Bestimmung der Driftkräfte
als Ziel angesehen werden.

Die Berechnung der Driftkräfte würde die volle Lösung des Perturbationsproblems verlangen.
Wegen des Fehlens von Orthogonalitätseigenschaften für die Eigenfunktionen in Radialrich-
tung wäre eine zufriedenstellende Erfüllung der inhomogenen Randbedingung an der Wassero-
berfläche sehr schwierig. Für die Berechnung der Driftkräfte müßte auch eine direkte Methode
verwendet werden, da die Perturbationsexpansion im Fernfeld nicht gültig ist. Dies erschwert
weiter die Lösung, da für die Berechnung der Integrale der Driftkräfte nicht nur über die Glie-
der der Eigenfunktionsexpansion, sondern auch über die Fourierkomponenten summiert werden
müßte.

Diese Schwierigkeiten bei der Berechnung der Driftkräfte, zusammen mit der vielleicht be-
grenzten Genauigkeit der Makroelementmethode für in der Seitenansicht abgerundete Körper,
könnte deren Vorteile bezüglich der Rechenzeit und Geometrieeingabe aufwiegen, besonders bei
der heute verfügbaren Rechenkapazität. Diese Tatsache müßte bei der Entscheidung berück-
sichtigt werden, ob sich eine Erweiterung der Makroelementmethode auf diese Fälle lohnt. Eine
sinnvollere Richtung wäre wohl die Koppelung einer anderen Lösungsmethode im Nahkörper
bereich, z.B. einer Panel- oder FE-Methode, mit der hier formulierte Fernfeldlösung für das
rotationssymmetrische Problem.

53



Literatur

Abramowitz, M. und Stegun, LA. (1965), Handbook of Mathematical Functions, Dover, New
York

Becker, E. (1958), Das Wellenbild einer unter der Oberfläche eines Stromes schwerer Flüssig-
keit pulsierenden Quelle, Z. angew. Math. Mech., Bd. 38, Nr. 9/10, S. 391-399

Eggers, K. (1957), Über das Wellenbild einer pulsierenden Störung in Translation, Schiff und
Hafen 9, S. 874-878

Garret, C.J.R. (1971), Wave forces on a circular dock, J. Fluid Mech. 46, S. 129-139

Grekas, A. (1981), Contribution a l'etude theorique et experimentale des efforts du second
ordre et du comportement dynamic d'une structure marine sollicitee par une houl reguliere
et un courant, These de Docteur Ingenieur, Ecole Nationale Superieure de Mechanique,
Nantes

Grue, J. und Palm, E. (1991a), Wave radiation and wave diffraction from a submerged body
in a uniform current, J. Fluid Mech., Vol. 151, S. 257-278

Grue, J. und Palm, E. (1991b), Currents and wave forces on ships and marine structures,
in Dynamics of Marine Vehicles and Structures in Waves, Elsevier Science Publishers, S.
167-180

Grue, G. (1992), Drift force and drift moment on ships advancing with small speed in oblique
waves, Schiffstechnik, Bd. 39, S. 22-31

Haskind, M.D. (1946), The hydrodynamical theory of the oscillation of a ship in waves, Prik.
Math. Mech., Bd. 10, Nr. 1, S. 33-46, Eng. transl.: Technical Research Bulletin No. 1-12,
SNAME, 1953

Hu, C.S., Eatock Taylor, R. (1989), A small forward speed perturbation method for wave-
body problems, 4th Ind. Workshop on Water Waves and Floating Bodies, 0ystese, S.
97-100

Huijsmans, R.H.M., Hermans, A.J. (1985), A fast algorithm for computation of 3-D ship
motions at moderate forward speed, 4th Ind. Conf. on Numerical Ship Hydrodynamics,
Washington, S. 24-33

Kagemoto, H., Yue, D.K.P. (1986), Interactions among multiple 3-D bodies in water waves;
an exact algebraic method, J.Fluid Mech. 166, S. 189-209

Kokkinowrachos, K., Asorakos, S., and Mavrakos, S. (1980), Bewegung und Belastung grossvo-
lumiger Seebauwerke durch Wellen, Forschungsbericht des Landes Nordrhein- Westfalen,
Nr.2905

Kokkinowrachos, K., Asorakos, S., Mavrakos, S. (1986) Behaviour of vertical bodies of revo-
lution in waves, Ocean Engineering, Vo1.l3, No.6, S. 505-538

MacCamy, R.C., Fuchs, R.A. (1954), Wave forces on piles: a diffraction theory, D.S. Army
Corps of Engineers Beach Erosion Board, Tech. Mem. 69

Mavrakos, S. (1981), Eine lineare Lösung des Oberflächenwellenproblems ausserhalb und
innerhalb rotationssymmetrischer Körper mit verticaler Achse, Dissertation, RWTH Aa-
chen

54



Newman, J.N. (1978), The theory of ship motions, Advances in Applied Mechanics, Vol. 18,
S. 221-283

Nossen, J., Palm, E., und Grue, J. (1989), The forces on arbitrary three-dimensional bodies
in waves at low forward speed, 8th Intl. Conf. on Offshore Mechanics and Arctic Engg.
(OMAE), The Hague, S. 435-440

Nossen, J., Grue, J., und Palm, E. (1991), Wave forces on three dimensional floating bodies
with small forward speed, J. Fluid. Mech., Vol. 227, S. 135-160

Peregrine, D.H. (1976), Interaction of water waves and currents, Advances in Applied Me-
chanics, Vol. 16, S. 9-115

Press, W., Flannery, B., Teukolsky, S., Vetterling, W.T. (1989), Numerical Recipies, Cam-
brige University Press, Cambridge.

Sclavounos, P.D. (1989), The slow-drift wave damping of floating bodies, 4th Workshop on
Water Waves and Floating Bodies, 0ystese, S. 223-226

Takagi, K. (1991), An application of the Rankine source method to the estimation of wave-
current interaction effects, Applied Ocean Research, Vol. 13, Nr. 5, S. 245-253

Thanos, 1. (1989), Wellenkräfte zweiter Ordnung auf Rotationssymmetrische Körper mit
verticaler Achse, Dissertation, RWTH Aachen.

Wehausen, J.W. und Laitone, E.V. (1960), Surface waves, Handbuch der Physik, Vol. IX,
Springer Verlag, Berlin

Wang, H. (1988), Approximate Calculation of Low Forward Speed Ship Radiation and Dif-
fraction Wave Patterns, NRL Memorandum Report 6161, Washington

Wu,G.X., Eatock Taylor,R. (1990), The hydrodynamic force on an oscillating ship with low
forward speed, J. Fluid Mech., Vol. 211, S. 333-353

Zhao, R., Faltinsen, O.M., Krokstad, J.R., Aanesland, V. (1988), Wave-current interaction
effects on large-volume structures, Proceedings of the 5th Intl. Conf. on the Behaviour of
Offshore Structures (BOSS), Trondheim, S. 623-638

Zhao, R., Faltinsen, O.M. (1988), Wave-current interaction effects on large volume structures,
3rd Intl. Workshop on Water Waves and Floating Bodies, Woods Hole, S. 187-190

Zhao, R., Faltinsen, O.M. (1989), Interaction between current, waves and marine structures,
5th Intl. Conf. on Numerical Ship Hydrodynamics, Hiroshima, S. 373-385

Zibell, G. (1989), Effekte der gegenseitigen Beeinflussung bei mehreren Rotationskörpern in
harmonischen Schwerwellen, Dissertation, Institut für Schiffbau, Hamburg

55





Name:

Persönliche Daten:

Geboren:

Staatsangehörigkeit:

Eltern:

Familienstand:

Sch ulbild ung:

1967 - 1975

1975 - 1978

Studium:

Sept. 1978 - April 1984:

Okt. 1984 - Mai 1988:

Berufliche Tätigkeiten:

Sept.-Dez. 1985:

Sept. 1986-Feb. 1987:

Okt. 1986-Juli 1987:

Dez. 1987-Mai 1988:

Juni 1988-Juni 1993:

Lebenslauf

Glenn Maxwell S. Bannister

16. August, 1961 in St. John's, Kanada

Kanadier

Elizabeth Bannister, geb. Harris

G. Fred Bannister

verheiratet mit Ute Bannister, geb. Heidenreich,

1 Kind

Besuch der Morris Academy Grundschule in Mount Pearl,
Kanada

Besuch der Mount Pearl Centml High Schoolin Mount Pearl,
Kanada

Memorial University of Newfoundland, St. John's, Kanada

Abschluß: Bachelor of Engineering (Shipbuilding)

Institut für Schiffbau der Universität Hamburg

Abschluß: Diplom-Ingenieur (Studiengang 'B')

Studentische Hilfskraft bei der Hamburgischen Schiffbauver-
suchsanstalt

Studentische Hilfskraft beim Germanischen Lloyd, Hamburg

Tutor für Festkörper- und Schwingungsmechanik am Insti-
tut für Schiffbau der Universität Hamburg

Studentische Hilfskraft am Arbeitsbereich Meerestechnik I
der TUHH

Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Arbeitsbereich Meeres-
technik I der TUHH




