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Bezeichnungen

Entsprechend dem Aufbau dieser Arbeit werden zuerst die Bezeichnungen fiir das allgemeine
Wellen- /Strémungsproblem aufgelistet, danach die Bezeichnungen fiir die Anwendung auf ro-
tationssymmetrische Korper.

Allgemeine Bezeichnungen:

v Laplace-Operator

Vi Laplace-Operator in der horizontalen Ebene

z,Y,2 kartesische Koordinaten

r, 8,z Zylinderkoordinaten

[1© Bezeichnet eine Gréfie ohne Meeresstromung

[1® Bezeichnet eine Grofe linear in der Meeresstromungsgeschwindigkeit
a Maximaler Kérperradius

ap Korperradius an der Stillwasserlinie

JFF>TTOe ;1:.‘3&’_15

Amplitude der harmonischen Elementarwelle
harmonische Wellenkraft in Richtung j
komplexe Amplitude der harmonischen Wellenkraft in Richtung j
Froudezahl; F;, = U/,/ga

Beschleunigung infolge Gravitation

Greensche Funktion

Wassertiefe

Amplitudenverteilung fiir Fernfeldwellen
Imaginirzahl

Wellenzahl, Integrationsvariable

Wellenzahl der harmonischen Elementarwelle
Wellenzahlfunktion fiir das Diffraktionspotential
Einheitsnormale zu einer Fliche

n; verallgemeinerte Normalkomponente

p Druck

Dinsts D instationdrer Druck, komplexe Amplitude des instationdren Druckes

SB, So, SF Kérper-, Wasser-, und Bodenoberflichen

ST Zylindrische Kontrollfliche auflerhalb des Koérpers

Soo Zylindrische Kontrollifliche im Unendlichen

t Zeit

U Meeresstromungsgeschwindigkeit

0) Geschwindigkeitsvektor der Fliissigkeit

Vo Normalgeschwindigkeit einer Fliche

X; Dimensionslose Kraft- und Momentkoeffizienten in Richtung j

X;O), X;l) Komponente von X; ohne und linear in die Meeresstrémung

Xpj, Xcj Komponente von X;’)

F Funktion fiir die inhomogene Wasseroberflachenbedingung

FL FF lokale und Fernfeldkomponenten von F

o Richtung der Meeresstrémung gegeniiber der positiven z-Achse

I} Richtung der harmonischen Elementarwelle gegeniiber der positiven z-Achse
v Winkel zwischen Richtung der Elementarwelle und der Meeresstrémung;

1T=F-«a
Kronecker-Symbol

ii



d; Lange zur Normalisierung der Wellenmomente

A Wellenlinge
v, 1y Wellenparameter; v = w?/g, vp = wl/g
T,To Dimensionslose Geschwindigkeitsparameter; 7 = Uw/g, 70 = Uwg/g
p Wasserdichte
i) Gesamtgeschwindigkeitspotential,
®=p+Up
v Zeitharmonische Komponente von @
@ zeitstationdre Komponente von & fir U = 1
Yo Potential der freien harmonischen Elementarwelle
¢ komplexe Amplitude des zeitharmonischen Potentials ¢;
. ¢ = A(do + ¢7)
¢ Storkomponente von @ infolge der Prisenz des Korpers
do komplexe Amplitude von g fir A =1
b7 Diffraktionsanteil von ¢ fiir A = 1
b7 = &) + irod)
¢>§~°) komplexe Amplitude des j-ten Strémungspotentials ohne Strémung; fiir die
fiktiven Radiationspotentiale ist j=1,...6, fiir das Diffraktionspotential ist j=7
¢>(71) Perturbationskomponente von ¢7 linear in der Strémungsgeschwindigkeit
& partikuldre Fernfeldl6sung fiir ¢(71)
oo dimensionsloser Parameter abhangig von der Wassertiefe
w Wellenbegegnungsfrequenz
wo Wellenkreisfrequenz ohne Meeresstromung
¢ Erhebung der Wasseroberfliche
¢ Erhebung der Wasseroberfliche infolge der zeitstationidren Stromung
Co Erhebung der Wasseroberfliche infolge der harmonischen Elementarwelle

Bezeichnungen fiir rotationssymmetrische Kérper:

[ Bezeichnet eine Grofe fiir den Fluidbereich [

a,aj Innerer und duBerer Radius des Elementes [

Aom Koeffizienten fiir die Expansion des Elementarwellenpotentials ¢q
Ajm Koeffizienten fiir die Losung des Potentials 9;,, im Fernfeld
AIAjmi’AlBjmi Losungskoeffizienten fiir 1, im Fluidbereich /,2 =0,...N; -1
/iih-,/igi Losungskoeffizienten fiir 4 im Fluidbereich I, i =0,...N; -1

Am Koeffizienten fiir die partikulire Losung des Perturbationspotentials
By;,Bs; Losungskoeffizienten fiir 417 und 5, fiir den vertikalen Zylinder
d; z-Koordinate der Treppenstufe fiir Element [

h Hohe des Elementes [

Jrs Gms hm Hilfsfunktionen fiir die inhomogene Wasseroberflichenbedingung
Frmy FE FE  Fourier Komponenten von F, FL und FF

F Fourier Komponente F,, fiir Element [

Gm Fourierkomponente der inhomogenen Strahlungsbedingung fiir qb(;)
H.n Fourierkomponente des Integralkerns fiir X¢;

G(,¢) Greenscher Operator; G(v¢,¢) = Y, — ¢

m Fourierterm in 6

Ny, N, Normalkomponente der Kérperoberfliche in radialer und vertikaler Richtung
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Anzahl der Losungsterme fiir Fluidelement 1

Anzahl der Lésungsterme fiir die oberen, die unteren und das duflere Fluidele-
ment

partikuldre Losungskomponente fiir 4;,, im Fluidbereich [ # 0
Eigenfunktionsexpansion fiir 1, im Fluidbereich [
Eigenfunktionsexpansion fiir ¢ im Fluidbereich [
Radialfunktionen fiir das harmonische Wellenpotential
Radialfunktionen fiir den vertikalen Zylinder
Radialfunktionen fiir ¥, ¥ im Fluidbereich [

radiale Eigenfunktionen fiir v;,, im Fluidbereich /
radiale Eigenfunktionen fiir 4 im Fluidbereich [
Hilfsfunktion; Ryn(r) = AomIn(kor) + AzmHp(kor)
winkelunabhingige Kraftkoeffizienten

Komponente von Yj(l)

vertikale Eigenfunktionen fiir den vertikalen Zylinder
vertikale Eigenfunktionen fiir 1, %im im Fluidbereich [
Wellenzahlen fiir den Fluidbereich !

Wellenzahlen fiir den vertikalen Zylinder

Integrale der vertikalen Funktionen fiir Y¢;

m-te Fourierkomponente von ¢g

m-te Fourierkomponente von ¢§~°)

Fourierkomponente von ¢ fiir m = 1

m-te Fourierkomponente von ¢,

v



1 Einleitung

In vielen Meeresgebieten herrschen oft nicht nur eine durch den Wind erzeugte Wellenbewegung
des Wassers vor, sondern auch signifikante Meeres- oder Gezeitenstromungen. Offshorebau-
werke, die in solchen Gebieten installiert sind, werden demzufolge nicht nur Wellen-, sondern
auch kombinierten Wellen- und Stromungseffekten ausgesetzt. Ein analoger Fall ist das lang-
same Schleppen einer Struktur, wie z.B. bei einer Offshore-Installation. In beiden Fillen kann
die der Wellenstromung iiberlagerte Parallelstrémung die auftretenden Wellenkrifte entschei-
dend beeinflussen. Ziel dieser Arbeit ist, die durch eine Strémung erzeugten Verianderungen der
linearen Wellendiffraktionskréfte fiir eine Klasse von Offshore-Strukturen zu erfassen. Der Be-
griff Strémung bezieht sich hier auf eine translatorische Bewegung des Wassers infloge Meeres-
oder anderen Arten von Parallelstréomungen, im Gegensatz zu der rotatorischen Wasserbewe-
gung der Schwerewellen.

Fiir die lineare hydrodynamische Analyse ohne Stromung sind in den letzten Jahrzehnten meh-
rere potentialtheoretische Verfahren entwickelt worden. Es werden am héufigsten Singula-
rititenverfahren bzw. Panel-Verfahren verwendet. Bei rotationssymmetrischen Kérpern mit
vertikaler Achse, zu denen eine Vielzahl von Offshore-Strukturen gehoren, konnen spezielle
Verfahren angewandt werden, die diese Geometrie ausnutzen. Eine dieser Methoden ist die
sogenannte Makroelementmethode, die von Kokkinowrachos et al. (1980), (1986) entwickelt
wurde.

Bei der Bestimmung der linearen Wellenkrifte auf stationdre Strukturen wird die Wellensteilheit
als klein angenommen und das Problem beziiglich der Wellenamplitude linearisiert. Die erste
Approximation der Effekte der Stromung besteht darin, die zeitstationire Umstréomung des
Korpers ohne Wellen zu berechnen, und diese der ohne Stromung berechneten Wellenstrémung
zu iiberlagern. Diese Methode ergibt aber nicht zufriedenstellende Ergebnisse, denn die Wech-
selwirkung der zwei Stromungsformen ist nicht vernachlissigbar. Aus dieser Wechselwirkung
resultieren fiir das kombinierte Wellen-/Strémungsproblem kompliziertere Randbedingungen
auf der Wasseroberfliche gegeniiber dem Fall ohne Stréomung.

Die konsistente Losung des Wellen-/Strémungsproblems geht von den exakten Randbedingun-
gen fiir das gesamte Geschwindigkeitspotential aus. Aus der Linearisierung nach der Wellen-
amplitude A resultiert ein in der Stromungsgeschwindigkeit nichtlineares Randwertproblem.
Die Losung dieses Randwertproblems erfolgt dann durch die Aufteilung der Strémung in einen
stationdren Anteil infolge der Parallelstromung und einen zeitharmonischen Anteil infolge der
Wellenerregung. Unter der Annahme einer kleinen Strémungsgeschwindigkeit U werden dann
beide Probleme nach der Stromungsgeschwindigkeit linearisiert. Fiir die stationire Strémung
folgt dann die schon erwidhnte Umstrémung des Korpers ohne Wellen. Fiir den zeitharmo-
nischen Anteil erscheinen zusitzliche Terme der Ordnung O(AU) in den Randbedingungen
gegeniiber dem Fall ohne Stromung. Die Wechselwirkung zwischen Wellen und Strémungen
ist von Peregrine (1976) ausfithrlich behandelt, und die Aufstellung der in U nichtlinearen
Randbedingungen ist von Newman (1978) beschrieben worden.

In den letzten Jahren sind im Hinblick auf das Verhalten von langsam fahrenden Schiffen von
einigen Autoren Panel-Verfahren fiir das Wellen-/Strémungsproblem entwickelt worden. Diese
Verfahren basieren auf der Greenschen Funktion fiir eine pulsierende Quelle in Translation bzw.
ihrer asymptotischen Form fiir kleine Geschwindigkeiten, deren Anwendung von Grekas (1981)
und Huijsmans und Hermans (1985) untersucht worden ist. Da diese Greensche Funktion
die Randbedingung an der Wasseroberfliche nur im Fernfeld erfiillt, d.h. ohne die Stérung
der Parallelstromung durch die Prisenz des Korpers zu beriicksichtigen, miissen sowohl die
Korperoberfliche als auch die Wasseroberfliche als Randelemente diskretisiert werden.

Zhao et.al. (1988) und Zhao und Faltinsen (1988, 1989) entwickelten eine Hybrid-Methode, wo-
bei im Nahfeld ein Randelementverfahren und im Fernfeld eine Multipolexpansion der Green-
schen Funktion verwendet wurde.



Ein Perturbationsverfahren wurde von Nossen et al. (1989a,b) und Grue und Palm (1991a,b)
priasentiert. Sie verwendeten eine Perturbationsexpansion der Greenschen Funktion und des
Diffraktionspotentials um die Sstromungsgeschwindigkeit und erhielten daraus Randwertpro-
bleme nullter und erster Ordnung. Hierdurch wird die Notwendigkeit einer Idealisierung der
Wasseroberfliche als Randelement umgangen. Fiir das Problem erster Ordnung muf} aber die
Lésung nullter Ordnung iiber die Wasseroberfliche integriert werden.

Eine volle Elimination der Wasseroberfliche von dem Randwertproblem schlug Sclavounous
(1989) vor. Er verwendet ebenfalls eine Perturbationsexpansion des Geschwindigkeitspotentials
um die Vorwirtsgeschwindigkeit. Anhand der Lésung nullter Ordnung und der Losung fiir die
zeitstationdre Stromung werden Greensche Funktionen formuliert, die die Randbedingung an
der Wasseroberfliche im ganzen Fluidbereich erfiillen.

FEine andere Methode, in der die Rankine-Quellen verwendet werden, ist von Takagi (1991)
prisentiert worden. Die Wasseroberflichen- und Abstrahlungsbedingungen werden hier nume-
risch erfiillt.

Weitere Arbeiten auf diesem Gebiet sind von Wang (1988) fiir die Berechnung des Wellenbildes
langsam fahrender Schiffe sowie von Wu und Eatock Taylor (1990) fiir die Bestimmung der
Reaktionskrifte auf oszillierende horizontale Zylinder mit kleinen Vorwirtsgeschwindigkeiten
verdffentlicht worden.

In der vorliegende Arbeit wird das Wellen- /Strémungsproblem fiir rotationssymmetrische Korper
mit vertikaler Achse behandelt und eine Erweiterung des Makroelementverfahrens vorgestellt.

Durch die Ausnutzung der Geometrieeigenschaften dieser Korper 148t sich das dreidimensionale

Problem auf zweidimensionale Probleme reduzieren, fiir deren Loésungen eine Eigenfunktions-

methode verwendet wird. Dies bedeutet gegeniiber den Panel-Verfahren einen Vorteil, da die

rechnerisch aufwendigen Greenschen Funktionen nicht benétigt werden. Die Makroelementme-

thode ist von Thanos (1989) fiir die Bestimmung von Wellenkriften zweiter Ordnung und von

Zibell (1989) fiir Mehrkorpersysteme erfolgreich eingesetzt worden.

Im folgenden Abschnitt 2 wird das Randwertproblem fiir beliebige Korper ausfiihrlich herge-
leitet und beschrieben. Zunachst wird das exakte Problem aufgestellt und dann beziiglich der
Wellenamplitude und der Strémungsgeschwindigkeit linearisiert. Zur Lésung des Randwertpro-
blems kommt eine Perturbationsexpansion des Diffraktionspotentials zum Einsatz. Aus dieser
Expansion resultiert ein Diffraktionsproblem ohne Strémung und eine Randwertaufgabe fiir ein
Perturabtionspotential.

Im dritten Abschnitt wird die Berechnung der harmonischen Wellenkrifte beschrieben. Mit
Hilfe des Greenschen Satzes und fiktiver Abstrahlungspotentiale wird die volle Lésung des Per-
turbationspotentials umgangen. Die ermittelten Ausdriicke fiir die harmonischen Wellenkrifte
hdngen nur von der Losung ohne Strémung und von der Fernfeldlésung fiir das Perturbations-
potential ab.

In Abschnitt 4 erfolgt eine Konkretisierung der beschriebenen Lésungsmethodik mittels einer
Fourierexpansion auf rotationssymmetrische Kérper. Dabei wird kein Bezug auf eine bestimmte
numerische Methode zur Losung der dabei entstehenden zweidimensionalen Probleme genom-
men. Die Randwertprobleme fiir die einzelnen Fourierkomponenten und die Ausdriicke fiir die
Wellenkrifte auf rotationssymmetrische Korper werden aufgestellt.

Im Abschnitt 5 werden einige allgemeine Losungen fiir die Fourierkomponenten dargestellt. Die
fiir die Makroelementmethode benétigten Eigenfunktionsexpansionen werden kurz formuliert
und die Fernfeldlosungen fiir die Perturbationskomponente ausfiihrlich hergeleitet.

Eine analytische Losung fiir einen sich vom Meeresboden bis zur Wasseroberfliche erstreckenden
vertikalen Zylinder befindet sich im Abschnitt 6.

In Abschnitt 7 wird die Anwendung des Makroelementverfahrens zur Berechnung der Fourier-
komponenten fiir beliebige rotationssymmetrische Kérper beschrieben. Zuerst werden die fiir



das Verfahren verwendeten Eigenfunktionsansdtze angegeben und die Anwendung eines Ga-
lerkinverfahrens zur Bestimmung der Losungskoeffizienten demonstriert. Die Formeln fiir die
Bestimmung der harmonischen Wellenkrifte werden aufgestellt.

Numerische Ergebnisse fiir den vertikalen Zylinder und einige typische Offshore-Strukturen
werden im Abschnitt 8 dargestellt. Berechnungen fiir eine schwimmende Halbkugel werden den
Ergebnissen anderer Methoden gegeniibergestellt.
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Bild 1: Definitionsskizze, Ansicht von oben

2 Formulierung des Randwertproblems

Fiir die Formulierung des Randwertproblems wird ein grofier, festgehaltenener, rotationssym-
metrischer Kérper in flachem Wasser betrachtet, wie in den Bildern 1 und 2 dargestellt. Die-
ser Korper wird einer harmonischen Welle der Amplitude A und Wellenlange A und einer
parallelen Strémung der Geschwindigkeit U ausgesetzt. Der Winkel 3 bezeichnet die Fort-
pflanzungsrichtung der harmonischen Welle beziiglich der positiven z-Achse. Die Richtung der
Parallelstréomung wird analog mit dem Winkel a festgelegt. Die Wassertiefe wird als konstant
angenommen und mit » bezeichnet. Die Geschwindigkeit der Strémung wird als konstant iiber
die Wassertiefe angenommen. Sowohl die dimensionslose Strémungsgeschwindigkeit U/+/gA
auch die Wellensteilheit werden als klein angenommen, d.h. << 1.

Es werden zwei ortsfeste Koordinatensysteme (z,y, z) und (r, 8, z) gewihlt, deren Urspriinge in
Hohe des Meeresbodens auf der Symmetrieachse des Kérpers liegen. Die z-Achse zeigt positiv
nach oben. Die Transformation zwischen dem kartesischen Koordinatensystem (z,y, 2) und
dem zylindrischen Koordinatensystem (7,0, z) ist gegeben durch

T =rcosf und y=rsind. (2.1)

Es wiére ohne Verlust der Allgemeingiiltigkeit méglich, entweder die Wellenrichtung 8 oder die
Stromungsrichtung o zu Null zu setzen. Beide werden hier aber beibehalten, damit man dann
fiir rotationssymmetrische Koérper nur die Krifte bzw. Momente in der y = 0 Ebene herleiten
muf, d.h. die Kréfte in - und z-Richtungen und das Moment um die y-Achse.

Die ungestorte Wasseroberfliche wird mit 2 = h definiert und als Sg bezeichnet. Die Wellener-
hebung der freien Oberfliche wird mit ((z,y,t) bezeichnet. Die Gleichung der gestorten freien
Oberfliche lautet also z = h + (.

Das Wasser wird als inkompressibel, wirbelfrei und reibungslos angenommen, d.h. es herrscht
eine ideale, potentialtheoretisch beschreibare Stromung. Das gesamte Geschwindigkeitspoten-
tial ®(z,y, z,t), das auch die Parallelstrémung umfafit, mufl die Laplace-Gleichung

V3 =0 (2.2)

im gesamten Fliissigkeitsbereich erfiillen.
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Bild 2: Definitionsskizze, Schnitt bei y = 0 fira =8 =10

Das Randwertproblem wird in diesem Abschnitt zuerst in kartesischen Koordinaten fiir beliebige
Korper hergeleitet und dann linearisiert. Die Anwendung auf rotationssymmetrische Koérper
erfolgt danach in Zylinderkoordinaten.

2.1 Allgemeine Randbedingungen

Die Bedingung von konstantem Druck auf der Wasseroberfliche ergibt aus der Bernoulli-
Gleichung die dynamische Randbedingung fiir die Wellenerhebung { und das Geschwindig-
keitspotential ®:

1 1
CZ—E{(I)t-i-EV‘I)-V@—%Uz} auf z=h+¢(. (2.3)

Hier bezeichnet ®, die partielle Ableitung von ® nach der Zeit t. Wo nicht anders bemerkt,
bezeichnet auch im folgenden eine unabhingige Variable als Subskript eine partielle Ableitung
nach dieser Variable. Fiir die kinematischen Randbedingungen an den Rindern wird zuerst
eine allgemeine Fliche S betrachtet, die durch die Gleichung F(z,y, 2,t) = 0 beschrieben wird.
Die Einheitsnormale 7 zu dieser Fliche ist dann

VF
= — 24
und die Geschwindigkeit der Flache in Richtung von 7
~-F,
A A 2.5

Damit S tatsdchlich eine Grenzfliche der Fliissigkeit beschreibt, mufl die physikalische Bedin-
gung erfiillt werden, daB es keinen Durchflul durch S gibt. Mathematisch wird die Normalge-
schwindigkeit der umgebenden Fliissigkeit gleich der der Fliche gesetzt:

T-1=V, auf 5, (2.6)

wobei ¥ die Geschwindigkeit der Fliissigkeit ist und die Lage von § als zeitabhdngig angenom-
men wird. Ersetzt man 7 und V,, so resultiert die Bedingung, daf§ die substantielle Ableitung
DF/Dt Null sein mu8:

DF

E-VF+Ft:E_0 auf 9. (2.7)



Unter Verwendung des Geschwindigkeitspotentials ergibt sich die allgemeine kinematische Rand-
bedingung fiir eine Oberfliche:

V.- VF+ F, =0 auf 5. (2.8)

Die kinematische Randbedingung an der freien Wasseroberfliche erhilt man durch das Einset-
zenvon FF=2z—h—(:

D
Dz y,t) _ g, auf z=h+C. (2.9)
Dt
Die kinematische und die dynamische Randbedingung an der freien Wasseroberfliche kann man
kombinieren, indem man ¢ aus (2.3) heranzieht und die substantielle Ableitung auswertet. Es
folgt dann die kombinierte nichtlineare Randbedingung fiir ®:

2
(%-{-V@-V) ®+¢g0,=0 auf z=h+(, (2.10)
bzw. ausgeschrieben:
1
®, +2VE, - VO + §V<I>-V(V<I>-V<I>)+g<1>z =0 auf z2=h+¢(. (2.11)

Diese Bedingung erhilt man auch, wenn man die substantielle Ableitung des Druckes an der
freien Oberfliche zu Null setzt.

Der Korper wird als feststehend angenommen, also ist fiir die benetzte Korperoberfliche Sgp
die Normalgeschwindigkeit Null. Man erhilt dann aus (2.6) fiir die Randbedingung am Korper

T-i=V®-7=0 auf Sp. (2.12)

Nach Einfiihrung der Normalableitung

0
- — 7. 2.13
Y (2.13)
kann die Korperrandbedingung aufgestellt werden als
¢
o2 =0 auf Sp. (2.14)
on
Die Annahme konstanter Wassertiefe ergibt auf dhnliche Weise die Randbedingung am Boden:
%? =0 auf z=0. (2.15)

Ferner muf fiir ¢ eine geeignete Strahlungsbedingung festgelegt werden, die das richtige Ver-
halten des Geschwindigkeitspotentials weit vom Korper sichert, d.h. daB die Diffraktionswellen
vom Korper weglaufen und weit vom Korper verschwinden. Auf diese Bedingung wird spéater
niher eingegangen.

2.2 Linearisierung des Randwertproblems

Fiir die Linearisierung des Problems ist das Geschwindigkeitspotential ® in zwei Teile aufzu-
spalten, und zwar in einen zeitkonstanten Anteil, der aus der Umstrémung des Koérpers durch
die Parallelstromung resultiert, und einen zeitabhangigen Anteil infolge der Wellenerregung.
Auf Grund dieses Umstandes ergibt sich folgende Schreibweise:

= Up(z,y,2) + 92,9, 2,1). (2.16)
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Das zeitstationire Potential U@ beschreibt die weit vom Kérper herrschende Parallelstrémung
und deren Storung durch die Présenz des Korpers. Entsprechend wird auch ¢ aufgeteilt:

?(z,y,2) = ¢(z,y,2) + zcosa + ysina, (2.17)

wobei das Storpotential ¢ dipolartig ist und weit vom Korper verschwindet. Obwohl @ und ¢
mit der Parallelgeschwindigkeit U normalisiert werden, also die Dimension einer Lénge haben,
werden sie der Einfachheit halber auch als das stationire Potential bzw. Storpotential bezeich-
net. Um die Notation in einigen Fillen zu vereinfachen, werden sowohl @ als auch ¢ in der
folgende Analyse verwendet.

Das zeitabhingige Potential ¢(z, y, z,t) beschreibt das freie Wellensystem, das weit vom Kérper
herrscht, sowie die Diffraktion der einlaufenden Wellen durch die Prisenz des Kérpers und der
zeitstationdren Stromung. Die Groflenordnung von ¢ ist durch die Wellenamplitude A be-
stimmt, die als klein angenommen wird. Um das Randwertproblem zu linearisieren, verwendet
man die Zerlegung (2.16) in der nichtlinearen Randbedingung (2.11) auf der freien Oberfliche
und vernachlissigt zuerst die Terme, die mindestens der Ordnung A? sind. Somit resultiert aus
(2.11)
U2
e+ 9(p:+U@.)+2UVp - Vo + —

5 Ve -V(Ve)2 +UVe-V(Ve-Ve)

3
+%— Vg -V(V@) =0+ 0(A%) aufz=h+(. (2.18)

Die Erhebung der Wasseroberfliche ergibt sich zu derselben Ordnung aus der impliziten Glei-
chung der dynamischen Randbedingung:

1 2
C:_E {c,pt+UV<,5-V4p+%(V2¢—1)}+0(A2) auf z=h+¢(. (2.19)

Die Aufteilung in ein zeitstationires und ein zeitabhingiges Problem erlaubt es, die Lésung
des zeitstationdren Potentials @ getrennt zu bestimmen. Mit dem bekannten zeitstationiren
Potential stellt (2.18) eine lineare Differentialgleichung mit verinderlichen Koeffizienten fiir ¢
dar. Die Wasseroberflichenbedingung fiir ¢ erhilt man aus (2.18), indem ¢ zu Null gesetzt
wird:
U? -

- Ve V(V33)+ g5, =0 auf 2=h+ (. (2.20)
Setzt man o = —n, d.h. eine Parallelstrémung in der negativen z-Richtung, so stellt (2.20)
die iibliche nichtlineare Randbedingung fiir ein mit der Geschwindigkeit U fahrendes Schiff im
glatten Wasser dar.

Die Wellenerhebung infolge der zeitkonstanten Strémung ist hier mit { bezeichnet und durch
die implizite Gleichung

2
(= —U?{(cosa%+sina(%)$+—;—(V&f} auf z=h+( (2.21)

gegeben. Die Randbedingungen fiir ¢ werden nun um die zeitstationire Wasseroberfliche
z = h + ( entwickelt. Hierfiir wird die Taylor-Expansion

- =02 voun o

auf die Terme in (2.18) und (2.19) angewandt, die nur von dem stationéren Potential abhéngen.
Durch diese Taylor-Expansion und die Anwendung der Wasseroberflichenbedingungen fiir ¢



und @ (siehe Newman (1978)) erhilt man fiir die Wellenerhebung infolge der instationiren
Strémung die explizite Formel

vt +UVp-Vop

— = C. 2.2
T UV Vo, auf z=h+( (2.23)

(-(=
Die kombinierte Wasseroberflichenbedingung fiir ¢ wird zu

o U? ) _ _
u+ g9z + 20UV VG + Vo - V(VE) + UV - V(Y- V)

pe+UVep-Vop _ Us o/ > )
- #7792 9z ’ = =h+(. (2.24
g+ UV@ Ve, Ugpz: + 552 (V<P V(Ve) ) 0 auf z=h+(. (2.24)

Weit vom Korper hat man ¢ = ¢ = 0, und es gilt fiir die Wellenerhebung

(= 5 {cpt + U cos ap, + Usin agoy] . fir r — oo (2.25)

und fiir die Wasseroberflichenbedingung entsprechend (2.10)

2
(%—*—UGOSO[%-}-USina%) ¢+ge,=0 auf z2=h, r—> 0. (2.26)
Wenn das stationdre Stérpotential ¢ auf der freien Oberfliche vernachlissigt werden kann,
gelten diese Bedingungen im ganzen Fluidbereich, wie zum Beispiel im Falle eines tiefgetauchten
Korpers, wie von Grue und Palm (1985) betrachtet.

Die Bedingungen (2.25) und (2.26) gelten auch im ganzen Fluidbereich fiir die freie einlaufende
Welle und ergeben die bekannte harmonische Elementarwelle. Bezeichnet man mit (z,7, 2)
ein sich mit der Parallelstrémung bewegendes Koordinatensystem, so ist die Erhebung der
Elementarwelle durch

Co(Z,7,t) = Acos(koZ cos B + ko sin 8 — wot) (2.27)

gegeben. Hier ist wy die Wellenkreisfrequenz und kg = 27 /A die Wellenzahl. Die Wellenkreisfre-
quenz gilt fiir eine harmonische Welle ohne Strémung und erfiillt die iibliche fiir U = 0 geltende
Dispersionsgleichung

wi = gkotanh(koh) . (2.28)
Wird nun z durch z — Utcos @ und § durch y — Utsin a ersetzt, so erhidlt man die Gleichung
der in festen Koordinaten beschriebenen Wellenerhebung;:

Co(z,y,t) = Acos(koz cos 8 + koysin f — wt), (2.29)

wobei w die Begegnungsfrequenz der Welle ist. Es gilt per Definition, dafl v der Winkel zwischen
den Wellen- und Strémungsrichtungen ist, d.h.

1=p8-a, (2.30)

und somit lautet die Beziehung zwischen der Wellenfrequenz wo und der Wellenbegegnungsfre-

quenz w
w =wg+ Ukgcos~. (2.31)

Die Uberlagerung der Welle mit der Parallelstromung wirkt sich also nur auf die Begegnungs-
frequenz aus. Das die Elementarwelle beschreibende Geschwindigkeitspotential ergibt sich aus
den Randbedingungen zu

_ Ag cosh(koz)

= i in 8 — wt). 2.32
%o wo cosh(koh) sin(koz cos 8 + koysin 8 — wt) (2.32)



Man setzt nun fiir das Potential ¢ die gleiche harmonischen Zeitabhingigkeit wie fiir die Ele-
mentarwelle an. Hierfiir dient die komplexe Schreibweise

¢(2,9,2,t) = Re {¢(z,y,2)e 7'} ,

wobei ¢ die komplexe Amplitude von ¢ ist. Somit folgt fiir die Bedingung (2.26)

2
—il/+rcosai+‘rsina£— o+vd, =0 fir z=0,7 — o0, (2.33)
oz dy

wobei

v=— und T=—. (2.34)

g g

Die vom Kérper erzeugten Wellen miissen diese Bedingung weit vom Korper erfiillen, sowie die
Bedingung, dafl sie vom Korper weglaufen und im Unendlichen verschwinden. Solche Wellen-
systeme sind von Eggers (1957) und Becker (1958) beschrieben worden, und Losungenen fiir
pulsierende Quellen sind bei Wehausen und Laitone (1960) zu finden. Die Fernfeldbetrachtun-
gen zeigen, daf} fiir groBere Stromungsgeschwindigkeiten U, genau genommen fiir 7 > ;11-, nur
zweil Wellensysteme existieren, die sich stromabwirts von der Stérung fortpflanzen. Fir 7 < %
existieren zwei zusitzliche Wellensysteme, wovon eines sich stromaufwirts fortpflanzt!. Die
kompliziertere Strahlungsbedingung tritt also fiir kleinere Strémungsgeschwindigkeiten auf; sie
verhindert, dal Berechnungsmethoden, die z.B. fiir schnell fahrende Schiffe entwickelt worden
sind, auch im Bereich kleinerer Froudezahlen einsetzbar sind.

Die Froudezahl wird hier mit F,, = U/,/ga definiert, wobei als charakteristische Linge der
maximale Durchmesser ¢ des Korpers genommen wird. Fiir sehr kleine Froudezahlen, d.h.
F, << 1 bzw. 7 << i—, die zum Beispiel bei Meeresstromungen oder langsam fahrenden
Schiffen auftreten, kann man die komplizierte Randbedingung an der freien Wasseroberfliche
erheblich vereinfachen, indem Terme proportional zu U? vernachlissigt werden. Diese Annahme
ergibt fiir das stationdre Stromungspotential anstatt (2.20) die Wasseroberflichenbedingung

é.=0 auf z="nh. (2.35)

Da U nur quadratisch in den Wasseroberflichenbedingungen fiir ¢ und { vorkommt, redu-
ziert sich die stationire Stromung auf die sogenannte Doppelkérperstromung, d.h. die freie
Oberfliche wird durch eine feste Wand ersetzt oder, anders gesehen, der Raum z < A wird um
die ungestorte Wasseroberfliche gespiegelt; daher der Begriff Doppelkérper.

Die Linearisierung nach der Strémungsgeschwindigkeit ergibt fiir das zeitabhingige Potential
die wesentlich vereinfachte Randbedingung an der freien Oberfliche

Ptt + 9%z + 2UV1‘Pt ‘ V195 - U‘Pt@zz + O(U2) =0 auf z = h, (2'36)

wobei die Randbedingung (2.35) verwendet wurde und V; = ;9%?-}— (’% j der Nabla-Operator

in der horizontalen Ebene ist. Durch Einfiihrung der Zeitabhingigkeit von ¢ erhilt man die
frequenzabhingige Randbedingung

—vp+ ¢, — 2TV - Vig + 76@,, =0 auf z=h. (2.37)

Diese Vereinfachung hat als Konsequenz, dafl die Wasseroberflichenbedingung nun statt zu vier
nur zu einem sich in alle Richtungen fortpflanzenden Wellensystem im Fernfeld fiihrt, wie z.B.
von Wang (1988) gezeigt. Das Fernfeldverhalten wird im néchsten Abschnitt ndher behandelt.

'Fiir = L existiert in den Losungen eine Singularitit; hier ist U gleich der Gruppengeschwindigkeit der
abgestrahlten Wellen.



Man setzt nun fiir ¢ die Summe des Elementarwellenpotentials und eines Diffraktionspotentials
ein, also

¢ = A(do + ¢7), (2.38)
wobei ¢7 das Diffraktionspotential infolge einer Elementarwelle der Amplitude Eins ist. Fiir ¢7
folgen dann die Randbedingung am Kérper

0¢7 _ _9¢%
3”‘1— = — 6’” auf SB (239)

und die Wasseroberflichenbedingung

(—u + %) ¢7 — 2T (cos a(,% + sin 046%) o7+t ((Bzz - 2‘;59:(‘% - 2‘531%) (d’o + ¢7) =0

auf z=h. (2.40)

Nur die ersten zwei Terme in (2.40) tragen zu der Bedingung im Fernfeld bei. Die Begegnungs-
frequenz kann man laut (2.31) durch wy ersetzen, und es folgt bis zur selben Ordnung

2 . o . 0
(—1/0 + £> b7 + 2o (zko CO8y — €OS a(’?:-v_ — sin a%) b7

+ 70 (q;zz - 24_515% - 20_53,%) (po+d7) =0 auf z=h. (241)

Per Definition gilt
2

Vo = %o und 0 = M.

g g
Der erste Term in (2.41) stellt nun die iibliche Randbedingung ohne Strémung dar, und alle
Effekte infolge der Strémung sind in den iibrigen enthalten. Weit entfernt vom Korper lautet

die nach der Strémungsgeschwindigkeit linearisierte Wasseroberflichenbedingung (vgl. (2.40))

(2.42)

0 . 0 .0 _ _
(—V + E) ¢r — 2T (cos as + sin aa—y) o7 =0 auf 2 =h, r — oo, (2.43)

bzw. mit 7o (vgl. (2.41))

0 .. 0 ) J _
(—1/0 + —(_-);) o7 +2iT (zkmﬁcosv — €Oos a(‘?—z — sin a—a—y) ¢pr=0 aufz=h,r—oco. (2.44)

AuBerdem mufl das Potential ¢7 neben der Bodenbedingung

¢z =0 auf z=10 (2.45)

0z
auch eine geeignete Strahlungsbedingung erfiillen, die sicherstellt, dafl es nur vom Koérper weg-
laufende Wellen darstellt.

2.3 Perturbationsexpansion

Die Form der Randbedingung an der freien Oberfliche empfiehlt eine Perturbationsexpansion
des Diffraktionspotentials nach der dimensionslosen Stromungsgeschwindigkeit 7 oder 75 um
U = 0. Methoden, die eine Expansion um 7 verwenden, sind von Grue und Palm (1991)
sowie Wu und Eatock Taylor (1990) présentiert worden. Hier wird eine Expansion nach 7o
vorgenommen, um die Stromungs- von den Welleneffekten vollstindig trennen zu kénnen. Die
Expansionsgleichung fiir ¢7 lautet

br = 8 4 i), (246)
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Mit dieser Expansion werden sowohl ¢(7°) als auch ¢(71) unabhingig von der Strémungsgeschwin-
digkeit U, was nicht der Fall wire, wenn die Expansion um 7 erfolgt wire. Auf jeden Fall ist
eine solche Perturbationsexpansion nur fiir eine endliche Entfernung von dem Kérper bzw. dem
Koordinatenursprung giiltig, wie spiter gezeigt wird. Fiir die harmonischen Wellenkrifte ist
aber die Grole des Geschwindigkeitspotentials nur an der Korperoberfliche von Interesse. Weil
im Nahkorperbereich der Unterschied zwischen ¢7 und ¢}’ klein und von der Ordnung O(U)
ist, eignet sich eine solche Perturbationsexpansion. Im folgenden wird ¢(7°) als das Diffraktions-
und ¢(71) als das Perturbationspotential bezeichnet.

Die Perturbationsexpansion (2.46) wird nun in die Randbedingungen an der freien Wassero-
berfliche und an der benetzten Kérperoberfliche eingesetzt, und die Terme werden nach der
Ordnung von 7y aufgetrennt. Die Terme nullter Ordnung in 7y ergeben das bekannte lineare
Diffraktionsproblem ohne Strémung;:

( vo + ) & =0 auf z=h, (2.47)
(0)
6;; = %‘i‘) auf Sp. (2.48)

Die Terme erster Ordnung in 7 ergeben dann die Randbedingungen fiir das Perturbationspo-
tential:

9\ o _ . 2 . O\ o
(—VO + 5) y = (—-2zk0 cosy + 2cosaa—z + 2sin aé-; o

+ (—622 + 2@% + 2&,,8%) (¢o + &%) auf z="h, (2.49)

¢(1)
a; =0 auf Sgp. (2.50)

Mit den bekannten Loésungen fiir ¢ und ¢£,°) erhilt man nun fiir ¢(71) eine lineare inhomogene
Randbedingung an der freien Wasseroberfliche. Durch Einfiihrung zylindrischer Koordinaten
(7,8, z) folgt

( vo + ) ¢ = (—2iko cosy + 2 cos(f — a)% — 2§21_£_0__a) 0 ) ¢

0
( boz + 2¢, -+ 2¢—§ %> (d0 + 45) auf z=h. (2.51)
Um das Problem zu vervollstindigen, werden geeignete Strahlungsbedingungen fiir die Poten-
tiale ¢ und ¢ benstigt. Hierfiir dient die Fernfeldbedingung (2.44) fiir ¢7, die in zylindri-
schen Koordinaten

(—VO — 2koTo cosy + 8_62 — 2i19 cos (0—a)(%) ¢7 =10 fir 2=h, r > © (2.52)

lautet. Um die Strahlungsbedingung herzuleiten, wird zuerst die Greensche Funktion fiir eine
pulsierende Quelle in einer langsamen Parallelstrémung betrachtet. Die asymptotische Fern-
feldform wurde bis zur Ordnung O(U) fiir tiefes Wasser und o = § = 0 von Haskind (1946)

gegeben:
G(r,0,z) = (1 — 21 cos 0) L e (1-27 cosb)(a—hir)+ir/4 fir r — oo, (2.53)
wobei der Aufpunkt der Quelle bei » = 0 an der ungestorten Wasseroberfliche gesetzt ist.

Anhand dieses Quellenverhaltens ist von Wu und Eatock Taylor (1990) eine Strahlungsbedin-
gung fiir das Perturbationspotential hergeleitet worden. Fiir die vorliegende Arbeit mufl eine
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neue, erweiterte Strahlungsbedingung aufgestellt werden, und zwar fiir beliebige Wellen- und
Stromungsrichtungen und eine begrenzte Wassertiefe. Hierfiir dient dhnlich (2.53) der Ansatz
fiir die aysmptotische Form von ¢7:

iky (8)r
VT

wobei hy(8) die Amplitudenverteilung fiir 7o > 0 wiedergibt und k() die Wellenzahlfunktion
ist. Dieser Ansatz erfiillt die Bodenbedingung und stellt fiir k&; > 0 vom Korper weglaufende
Wellen dar. Aus der Bedingung (2.52) ergibt sich fiir die Wellenzahl k,(6) die Bedingung

€

¢7 o [1 + itoh1(8)] cosh (k1(6)z2)

fiir 7 — o0, (2.54)

— v — 2koTo cosy + 210k1(8) cos(6 — &) + k1(8) tanh(k,1(8)h) = 0. (2.55)

Durch eine Taylor-Expansion nach 7o um die Wellenzahl kg erhélt man bis zur Ordnung O(U)

die Losung
QkoTo

0o

ky = ko — [cos (0—a) —cosy| . (2.56)

Die Tatsache, dafl fiir ky nur eine Losung existiert, zeigt, daB es jetzt nur ein Wellensystem
im Fernfeld gibt. Die dimensionlose Faktor o beriicksichtigt die begrenzte Wassertiefe und ist

gegeben durch
oo = kohsech?(koh) + tanh(koh) . (2.57)

Aus dem asymptotischen Verhalten von ¢7 nach (2.54) folgt die Strahlungsbedingung in der
Form
opr .

W = lk1(0)¢7 fir r — 0. (258)
Die Perturbationsexpansion nach 7g ergibt zuerst aus (2.54) folgende asymptotische Formen:
1 ikor "
Y o 7 cosh(koz)et* fir r — oo, (2.59)
2ik etkor
) (0) , <Ko N . )
¢y’ x higy’ + p [cos (—a) — cos 7] [zr cosh(koz) + zsmh(koz)] 7
fiir r — oo. (2.60)
Fiir ¢\ gilt dann die iibliche Strahlungsbedingung ohne Strémung:
(0)
6;; = [iko - %] & = ikodl fiir r — oo, (2.61)

wobei der Beitrag O(1/r) weit vom Kérper verschwindet. Aus (2.60) resultiert als Strahlungs-
bedingung fiir ¢$’ folgende Beziehung? zwischen ¢’ und ¢{:

¢y [ 1) oy 2k ©
5 = iko — oW o7 — U—O[cos (—a) - cos'y] o

= ikody) — i—o [cos (—a) — cos ’y] ¢ fir r — o0. (2.62)
0

Wie aus (2.60) ersichtlich, wichst der Wert fiir ¢} wie /7 weit vom Korper— ein Resultat, das
offensichtlich nicht realistisch ist. Der Grund hierfiir ist, da die Strémung die Wellenldnge der

?Bei Threr Radiationsanalyse vernachlissigen Wu und Eatock Taylor (1990) den Beitrag von =2 zu der

Ableitung des Perturbationspotentials. Dadurch erhilt ihre (2.62) entsprechende Strahlungsbedingung einen
Faktor zwei vor dem zweiten Term auf der rechte Seite. Da sie aber in ihrer weiteren Analyse dhnliche, im
Fernfeld nicht zu null verschwindende Terme vernachlissigen, (vgl. (3.25)) hat dieser Fehler keine Auswirkung
auf ihre Ergebnisse.
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Diffraktionswellen dndert, d.h. der Parameter 7y taucht als Faktor von r in der asymptotischen
Form von ¢7 auf. Die Perturbation infolge der Meeresstromung vergroflert sich also mit r und
der Unterschied zwischen @Y’ und ¢4’ ist eigentlich von der Ordnung O(Ur). Der Ausdruck
¢(7°) + i7'0¢(71) liefert also nur fiir kleine r-Werte, d.h. nahe am Korper, richtige Werte fiir ¢-.
Da man aber ¢7 nur am Kérper benétigt, um den instationdren Druck und die Wellenkrifte
zu bestimmen, kann die Perturbationsexpansion fiir diesen Zweck als giiltig betrachtet wer-
den. In der Ungiiltigkeit der Perturbationsexpansion im Fernfeld liegt der Grund fiir eine als
unrealistisch erscheinende Strahlungsbedingung fiir das Perturbationspotential ¢f,1).

Physikalisch konnte man sich vorstellen, da die Fernfeld- bzw. Abstrahlungswellen ohne
Stréomung Ringwellen darstellen. Durch die Stromung werden die Ringwellen gezerrt— strom-
aufwirts werden die Wellenldngen kiirzer und stromabwirts linger. Der Unterschied zwischen
den Ringwellen und den verzerrten Wellen wichst mit der Entfernung vom Kérper. Das Pertur-
bationspotential, der diese Diffferenz beriicksichtigt, muf also demzufolge auch anwachsen. Zu
seiner Strahlungsbedingung, d.h. die rechte Seite von (2.62), tragen nicht nur die ablaufenden
Perturbationswellen bei (wie im Falle einer Ringwellensystem), sondern auch eine Korrektur
proportional zu ¢(7°), die die Verzerrung gegeniiber den Ringwellen beriicksichtigt. Aus diese
Korrektur folgt das wachsende Verhalten von .
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3 Ermittlung der harmonischen Wellenkrifte

Die harmonischen Wellenkréifte ergeben sich, indem man den instationdren, harmonischen
Druckanteil iiber die benetzte Oberfliche des Korpers integriert. Aus der Bernoulli-Gleichung
erhilt man fiir den gesamten Druck:

p=—pd; — gVQ V& + pg(h - 2). (3.1)

Durch Zerlegung von ® in zeitharmonische und zeitstationire Komponenten und Vernachlissi-
gung der Terme der Ordnung O(A?) und O(U?) resultiert

p=—pps — pU(Ve-V@)—pg(h—z). (3.2)

Der letzte Term stellt den hydrostatischen Druck dar, wihrend die ersten beiden Anteile den
instationdren, zeitharmonischen Wellendruck wiedergeben. Nach Einfiihrung der Zeitabhingig-
keit von ¢ ergibt sich fiir den instationiren Druck

Pins = Re{pe ™} ; (3.3)
fiir die komplexe Druckamplitude p folgt
p=p(iwp—UVs-V). (3.4)

Durch Substituierung von ¢ mit der Perturbationsexpansion nach der dimensionslosen Ge-
schwindigkeit 79 erhilt man fiir die Druckamplitude bis zur Ordnung O(U A)

pLA = —iw(¢o + ¢¢) + wrody’ + UV(o + ¢7) -V . (3.5)
Durch das Ersetzen von w durch wy findet sich schliefilich der Ausdruck fiir die Amplitude des
harmonischen Druckes:

- piA = (—iwo — iUko cos ¥)(do + ¢5) + worody’ + UV (o + ¢5)- V@ . (3.6)
Die Amplitude des instationiren Druckes setzt sich aus drei Termen zusammen. Der erste
Term in (3.6) ist gleich dem Druck ohne Meeresstrémung plus einer Druckdnderung infolge der
veranderten Begegnungsfrequenz (Doppler-Effekt). Der zweite Druckterm entsteht durch die
Perturbationsstrémung und der dritte ergibt sich aus einer Konvektion der Diffraktionswellen
mit der Parallelstréomung.

Die harmonischen Wellenkrifte ergeben sich aus dem instationiren Druck folgendermafien:

ijz—//pinstn]’ds, j:].,...6. (3-7)
Sp

Hierbei bezeichnen Fy,Fy und F3 die Krifte in der z-, y- und z-Richtung und Fjy, Fs und
Fy die die Momente um die z-, y- und 2-Achse. Entsprechend sind die verallgemeinerten
Normalkomponenten durch

(3.8)

e
g3 32
N’

1]

S
Y et N
8§ &3
| S

11}

=y

X

S

gegeben. Hier ist 7i der in den Fliissigkeitsbereich hinein zeigende Normalenvektor, und 7 ist der
Ortsvektor vom Momentenbezugspunkt zum jeweiligen Punkt an der Korperoberfliche. Fiir
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den Momentenbezugspunkt wird hier der Koordinatenursprung angenommen; also lauten die
rotatorischen Normalkomponenten

N4 = YN3 — 2N32,
ny = 2N, — N3, (3.9)
Ne = TNy —Yyny.

Fiir die Wellenkréfte verwendet man die gleiche komplexe Schreibweise wie fiir den instationiren
Druck, also
F; = Re {fye—iwt} . j=1,...6, (3.10)

wobei f’] die komplexe Wellenkraftamplitude in Richtung j ist. Es folgt dann:
sz—//ﬁnjds, j=1,...6. (3.11)
Sp

Die Kraftamplituden f’j erscheinen im folgenden in der Form von dimensionslosen Kraftkoeffi-
zienten X, definiert als
F
X, = 21—
7 pgAa?é;

Die Krifte sind normiert beziiglich der Wellenamplitude A, der Wichte des Wassers pg, dem
maximalen Korperradius @ und einer zusitzlichen Linge 6;, z.B. @ oder h, die die Momenten-
hebelarme fiir j = 4, 5,6 beriicksichtigt (fiir j = 1,2,3 ist 6; = 1).

(3.12)

Die Krafte teilen sich entsprechend der Perturbationsexpansion in Krifte nullter und erster
Ordnung beziiglich 7 auf:
Xi=X"+mX®. (3.13)

Fiir die Kréifte ohne Meeresstrémung XJ(~°) erhélt man nach dem Einsetzen der komplexen
Druckamplitude die bekannte Formel

X = / / do+ #”|n; ds. (3.14)

a26

Analog zu den drei Komponenten der komplexen Druckamplitude erfolgt die Aufteilung von
X;l) in drei Kraftkomponenten:

ko cos ko cosy

> X(O) +XPJ -1--)(0_7 (3.15)
0

() _
X;' =

Der erste Anteil enthilt den Doppler-Effekt, der nur von XJ(O) abhingt. Die Perturbationskraft-
koeflizienten Xp; und die Konvektionskraftkoeffizienten X¢; lauten

W
Sp
Xej = o //[V(¢o+¢(7°))'v¢] n;dS. (3.17)
Sp

Die Potentiale ¢q, ¢>5,°), und @, die fiir die Komponenten X ;0) und X¢; bendtigt werden, weisen
bei ihrer Berechnung keine grofien numerischen Probleme auf. Das Perturbationspotential aber,
das fiir Xp; benotigt wird, bereitet Schwierigkeiten wegen der komplizierten, nichthomogenen
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Randbedingung an der freien Oberfliche. Deshalb wird hier so vorgegangen, daBl das Pertur-
bationspotential ¢’ aus den Integralen (3.16) eliminiert wird. Dies geschieht mit Hilfe von
fiktiven Radiationspotentialen, die ohne Schwierigkeit zu berechnen sind. Die Radiationspo-
tentiale werden mit ¢(J-°) fiir j = 1,...6 bezeichnet, wobei die hochgestellte Null darauf hinweist,
das sie die iiblichen Radiationspotentiale ohne Meeresstromung darstellen. Das Radiationspro-
blem im glatten Wasser beim Vorhandensein einer kleinen Parallelstrémung wurde von Wu und
Eatock Taylor (1990) mit einer dhnlichen Methode behandelt. Die hier vorgestellte Anwendung
auf die Diffraktionskréfte in flachem Wasser ist neu.

Bewegt sich ein Koérper harmonisch in Richtung 7, und zwar mit einer Geschwindigkeitsampli-
tude U; und der Frequenz wy, so wird das Geschwindigkeitspotential der abgestrahlten Wellen
durch

0; = Re{Uj¢§.°>e—"“°t} (3.18)

beschrieben. Die komplexen Amplituden der fiktiven Radiationspotentiale ¢>§~°) (die der Einfach-
heit halber auch als Potentiale bezeichnet werden, obwohl sie mit U; normiert werden) miissen
die gleichen Wasseroberflichen-, Boden-, und Strahlungsbedingungen wie das Diffraktionspo-
tential ¢(7°) erfilllen. Fiir die Kérperbedingung wird die Normalgeschwindigkeit der Kérpero-
berfliche fiir harmonische Bewegung in Richtung j gesetzt:

Vnj = Ujnj cos(wot) = Re{nje""“’”} . (3.19)
Die Randbedingungen fiir die Radiationspotentiale lauten dann
a¢(9)
8:» = n; auf Sp, (3.20a)
( v + ) ¢(°) auf Sg, (3.20b)
a¢(_0)
a; =0 auf So, (3.20c)
d¢}” 1

. 0 _ , (0) e

o = [zko - ;] ¢ = zkoqﬁjo fiir r — o0. (3.20d)

Die Randbedingung auf der Korperoberfliche Sp erlaubt es, die Normalkomponenten n; in
(3.16) mit der Normalableitung von ¢§-°) zu ersetzen. Auf das resultierende Integral kommt

dann der Greensche Satz zur Anwendung. Weil ¢(71) und ¢§°) die Laplace-Gleichung erfiillen,
folgt aus dem Greenschen Satz fiir eine geschlossene Fliche S folgende Integralgleichung:

(0) 1

Die Fliche S teilt sich in die Korperoberfliche Sg, die freie Oberfliche Sr, den Boden Sy
und eine zylindrische Kontrollfliche weit vom Koérper So, auf. Es folgt dann fiir das fiir Xp;
benotigte Integral:

/ / #n; dS = / / ¢<°>6¢(71) ds + / / [¢(°>a¢ — ¢ ¢<°>} ds . (3.22)

So+Sr+Sc

Wegen der Kérperrandbedingung fiir ¢(71) ist das erste Integral auf der rechten Seite Null,
und infolge der Bodenbedingung verschwindet ebenfalls das Integral iiber So. Auf der freien
Wasseroberfliche wird die inhomogene Randbedingung fiir ¢>(71) zuerst als

a (1)

32 =F auf z=h (3.23)

- V0¢(71)
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geschrieben, wobei die Funktion F(r,6) sich aus der rechten Seite von (2.51) ergibt. Mit 8/dn
= —0/0z wird der Integrand auf Sr zu

©) 5'4’7 (1)a¢§0) ©) ) (1) 4(0) (©)
¢} T B =¢; (—v0dy — F) + vody; ¢, = —F¢; auf Sp. (3.24)

Auf der Kontrollfliche S, ist 3/0n = —3/0r und es kommen in Zhnlicher Weise die Strah-
lungsbedingungen fiir ¢§°) und ¢>(71) zur Anwendung. Hier mufl man aber vorsichtig sein, denn

bei der Strahlungsbedingung (3.20d) fiir ¢§~°) wurde ein Term O(1/r) vernachlissigt, der durch
Multiplikation mit <;b(71) einen endlichen Beitrag liefert. Beriicksichtigt man diesen Term, so
erhilt man:

[} a 1 a¢(0) 0 . 1 2k 0 1 1
B2 g = g0 (<inod? + 2010 1 [~ 1] ety

- 2’“0 “Df0H  af S, (3.25)

wobei
f(8) = cos(6 — a) — cos 7. (3.26)
Nach Einsetzen der Integranden in (3.22) folgt

/ / #n; dS = — / / F¢Ods + / / 2ko =200 dS . (3.27)

OO

Die rechte Seite dieses Ausdruckes hingt nur noch von dem zeitstationdren Potential @ und
den Potentialen ¢(1°) .. .¢>(7°) ab, wobei @ in der Funktion F enthalten ist.

Fiir das Integral iiber S, verwendet man die asymptotische Form von ¢§~° ), um die Integration
iber die Wassertiefe ausfiihren zu kénnen. Wie fiir die freie harmonische Welle gilt fiir den
Verlauf in der z-Richtung weit vom Kérper

© _ 4 cosh(koz) S
¢_7 (17, yaz) - ¢J (IL‘, y,h)COSh(koh) fir r . (328)

/h cosh(koz)\? dr = 70
s \cosh(koh)) “* 7 2k

folgt fiir das Perturbationsintegral

/ / ¢n; dS = - / / F ¢ dS + f &40 dl. (3.29)

Sp Sp

Mit dem Resultat

Hier ist C,, die Schnittkurve zwischen Sp und S,,. Auf den ersten Blick scheinen die un-
endlichen Integrale auf der rechten Seite von (3.29) nicht zu konvergieren, da die Integranden
nur wie 1/r abklingen und mit r oszillieren. Daf aber die rechte Seite ingesamt konvergiert,
kann gezeigt werden, indem zuerst die Fernfeldform der Funktion F betrachtet wird. Durch
Vernachlissigung der schnell abklingenden Lokalanteile infolge ¢ erhilt man aus (2.51)

sin(f—a) 0
T

F(r,0)=2 (—iko cos ¥ + cos(6 — a)g; ) ¢ (r,0,h) firr — oo. (3.30)

Verwendet man nun die asymptotische Fernfeldform fiir ¢(7°), so ergibt sich

F= [2ik0f(0) “"S(g )] &+ 0(1/r?)  fiir r— 00, (3.31)
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Bild 3: Definitionsskizze fiir die Kontrollflichen

Der Fluidbereich wird nun in zwei Bereiche innerhalb und auflerhalb einer zylindrischen Kon-
trollfliche S; mit dem Radius rj aufgeteilt, siche Bild 3. Die Wasseroberflichen innerhalb und
auflerhalb werden mit Sgy und Sp; bezeichnet. Wahlt man r; groB genug (aber endlich), so
lassen sich die asymptotischen Formen fiir ¢£,°) und ¢>(j°) auf Sgo anwenden. Mit 7., als dem
unendlich grofien Radius von S, resultiert dann fiir das Integral iiber Sg2

//f(f)go) dS = —2mcosvy [r¢§~°)¢(7°)]rw . (3.32)
rr
Sp2

Nach der Ausfiihrung der Integration {iber 8 auf C, folgt fiir das Perturbationsintegral (3.29)
der offensichtlich konvergierende Ausdruck

90'®
/ / ¢ ;’l ds = - / / F¢ dS—27rcos7[r¢§-°)¢(7°)] : (3.33)
r=rp
Sg SF1

Obwohl das Perturbationsintegral konvergiert, ist es wegen des unendlichen Integrationsberei-
ches und der Oszillation der Integranden problematisch zu berechnen. In dieser Arbeit wird
der neuer Weg gegangen, das Potential ¢(71) in zwei Anteile aufzuteilen: i) in eine partikulire,
analytisch bestimmbare Losung, die alle Fernfeldbedingungen erfiillt, und i) in eine komple-
mentére Losung, die die Erfiilllung der restlichen Randbedingungen sichert und weit vom Kérper
verschwindet. Somit ergibt sich

¢ = ¢p + .- (3.34)
Entsprechend teilt man auch die Funktion F in einen Fernfeld- und einen Lokalanteil auf:
.7::]:F+.FL, (335)

wobei FF die Gleichung (3.30) auf der gesamten Wasseroberfliche erfiillt und FZ die iibrigen,
lokalen Terme auf der rechten Seite von (2.51) enthélt. Die partikulire Losung ¢, mufl nun die
Randbedingungen

2
“o ¢ _ o
p ¢y 5 = F auf Sg, (3.36)
3}
% =0 auf So (3.37)
und die Strahlungsbedingung

Oy _ . ko "

8_: = tkopp — a—0f¢>(7°) fir r — oo (3.38)
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erfiillen, aber keine Randbedingung am Korper. Die komplementire Losung ¢, erfiillt dann die
Randbedingungen

; 99,

Lgor Wert it sy, (3.39)
% =0 auf So, (3.40)
aaic = _%(-iﬂ auf Sp (3.41)
sowie die homogene Strahlungsbedingung
%qic = tkod. fiir 7 — oo. (3.42)

Wegen der einfacheren Randbedingung auf der freien Oberfliche bereitet die Lésung von ¢, we-
nig Schwierigkeiten. Esist daher ausreichend, den Greenschen Satz nur auf den komplementaren
Teil ¢. anzuwenden. Hierfiir bezieht man sich wieder auf die zylindrische Kontrollfliche Sy mit
dem Radius r; (Bild 3). In dem Flﬁssigkeitsbereich innerhalb von S; wendet man wie zuvor
den Greenschen Satz auf die volle Funktion ¢(1)

/ / ¢ —- ¢(0) ds = - / / Fé dS ~ / / [¢(°)a¢(l) ity ¢(0)] ds. (3.43)

S

Fir den Bereich auflerhalb von Sy ergibt der Greensche Satz fiir ¢, und ¢§-°)

/ / [ 0% 9¢. _¢ca¢(0)] s = / / FL&P ds . (3.44)

Sp2

Hier zeigt die Normale auf Sy in beiden Fillen weg vom Kérper. Zusammen resultiert dann fiir
die Perturbationskrifte

Xp; = { / / FoPdS + / / [ <°>a¢p ¢,,6¢(0) ds + / / Freo dS} (3.45)

Sr1 Sp2

Das Integral iiber die unendliche Fliche Sgy klingt nun sehr schnell ab und ist wesentlich
leichter zu berechnen als das volle Wasseroberflichenintegral in (3.29). Obwohl fiir Sy eine
zylindrische Fliache angenommen wurde, gilt dieser Ausdruck auch fiir eine beliebige Flache S7.
Wird Sy gleich der Kérperoberfliche gesetzt, so entfillt das Integral iiber Sgy, und man erhilt

die alternative Form
{// ¢‘°)%—¢p J s + //fL(r)cb(") ds} (3.46)

Im folgenden wird S als eine zylindrische Fliche gewihlt, deren Radius gleich dem maximalen
Radius des Korpers ist. Fiir einen vom Meeresboden bis zur Wasseroberfliche sich erstreckenden
vertikalen Zylinder ergibt dies exakt die Gleichung (3.46).
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4 Anwendung auf rotationssymmetrische Kérper

Die vorangehende Analyse, die fiir einen Koérper beliebiger Geometrie gilt, wird jetzt auf den
speziellen Fall eines rotationssymmetrischen Korpers mit vertikaler Achse angewandt. Fiir einen
solchen Korper sind die generalisierten Normalkomponenten der benetzten Kérperoberfliche

4 '

n, cos 6
n, sin @
n:

(4.1)

ﬁr
-

ng = J ™, — 2n, ) sin 8
Zn, — rn, ) cos @

0

\ /

wobei n, und n, die Normalkomponenten in radialer bzw. vertikaler Richtung sind. Damit
wird die Normalableitung an der Kérperoberfliche

d 0 d

— =f-V =n.— —. 4.2

on " "’ar’anaz (4.2)
Als erste Konsequenz dieser speziellen Geometrie entfallen die Krifte X,, X4 und Xg. Die
ersten zwei sind mit geeigneter Wahl von « und 8 aus X; und X5 zu berechnen, und Xg ist
natiirlich Null. Es miissen also nur die Radiationspotentiale fiir die Bewegungen in der Ebene
y = 0 berechnet werden, d.h. ¢, ¢3 und ¢s.

Diese Geometrie 148t sich auch weiter gut ausnutzen, da sich die zwei antreibenden Gréfien,
nadmlich die anlaufende harmonische Welle und die Parallelstrémung, ebenfalls wie die Kérper-
normale in Funktionen von (7,2) und Fourier-Komponenten in  auftrennen lassen. Fiir das
Potential der Parallelstrémung erhilt man sofort in Zylinderkoordinaten

U(zcosa+ ysinfB) = Urcos(d — «). (4.3)

Die Potentialamplitude ¢¢ der harmonischen Elementarwelle ergibt sich in Zylinderkoordinaten

AT
—1g cosh koz tkor cos(8—0)
= —— . 4.4
do wo cosh kgh € (4.4)

Mit Hilfe einer generierenden Funktion (Abrowitz und Stegun (1953)) 148t sich ¢g zur folgenden
unendlichen Fourierreihe umformen:

$o(r,0,2) = Z Yom(r, z) cos m (0—7) . (4.5)

m=0

Die partiellen Potentiale tyq,, sind dann

cosh kgz
_ 4.
¢Om AOm cosh koh Jm(kO"') ( 6)
mit den Koeffizienten .
Aom = = €mi . (47)
Wo

Per Definition gilt €, = 1 fiir m = 0, sonst ¢, = 2, und J,,(z) ist die Besselsche Funktion
erster Art der Ordnung m. Wie sich im folgenden herausstellt, werden fiir die harmonischen
Kréfte nur die ersten drei Summanden von (4.5) benétigt.

Ebenso wie die inhomogenen Randbedingungen lassen sich auch die Potentialamplituden ¢§~°)
und ¢, sowie ¢ in entsprechenden Fourierreihen iiber § entwickeln. Hierfiir betrachtet man
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zuerst im allgemeinen die Expansion der Laplace-Gleichung mittels der Methode der Varia-
blentrennung. In Zylinderkoordinaten lautet die Laplace-Gleichung fiir das Geschwindigkeits-
potential @
?® 109 9’  10°®
oz "7 or T T e T
Als eine allgemeine Losungsansatz fiir ®, die die Laplace-Gleichung erfiillt, 148t sich folgende
Fourierreihe in # verwenden:

0. (4.8)

O(r,0,2) = Z Ym(r, 2) cos(mb) + P_m(r, 2) sin(mb). (4.9)

m=0
Die Teilpotentiale x,,(r, 2) miissen dann die Laplace-Gleichung in der Form

w10y | 0%y m?
52 trar T o2~ qa¥m=0 (4.10)

erfiillen.

Man verwendet nun als Losungsansitze fiir die Potentiale diejenigen Fourierkomponenten, die
in den jeweiligen inhomogenen Randbedingungen vorkommen. Durch einen Koeffizientenver-
gleich kann dann fiir jede Fourierkomponente ., ein getrenntes Problem in-den Koordinaten
(7, z) aufgestellt werden. Somit wird ein dreidimensionales Problem auf eine Serie zweidimen-
sionaler Probleme reduziert. Es werden nun fiir jedes Potential die Fourierexpansionen und
deren Randbedingungen aufgestellt. Anschlielend werden die Formeln fiir die Kréfte, die auf
einen rotationssymmetrischen Kérper wirken, hergeleitet. Die Analyse fiir die Diffraktions- und
Radiationspotentiale ohne Meeresstrémung ist mehrfach in der Literatur zu finden (z.B. Garret
(1971), Mavrakos (1981), u.a.). Die Anwendung auf das vorliegende Wellen-/Strémungspro-
blem erfolgt hier zum ersten Mal.

4.1 Stationires Potential

Fiir das stationdre Potential muf} lediglich die Parallelstromung im Fernfeld als eine inhomogene
Randbedingung betrachtet werden; also lautet der Ansatz fiir @

p= [’JJ(T,Z) + 7‘] cos (6—a), (4.11)

bzw. fiir das Storpotential ¢ infolge der Prisenz des Korpers

é = Y(r,2) cos (0—a) . (4.12)
Neben der Laplace-Gleichung (4.10) fiir m = 1 mu8§ ¢ die Randbedingungen
op 99
nr g + e = M auf Sp, (4.13a)
93
B_f =0 auf Sr, So (4.13b)
und die Fernfeldbedingung
P o rm1/2 fir r — o0 (4.13c)

gentigen.
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4.2 Diffraktionspotential ohne Strémung

Fiir das Potential ¢% setzt man die gleiche Fourierentwicklung wie fiir das harmonische Wel-
lenpotential ¢¢ an, also

¢£70) = Z ¢7m cosm (0—,3) 9 (414)
m=0
und schreibt fiir das gesamte Diffraktionspotential ohne Meeresstréomung
[e ]
$o+ ¢ = > tam cosm (6-P). (4.15)
m=0

Die Verwendung von sowohl %7, als auch tg4,, wobei ¥gm = Yom + 7m, ist beziiglich der
Notation vorteilhaft. Die Rand- und Strahlungsbedingungen fiir die partiellen Potentiale 17,,
werden nun zu

8¢7m a¢7m _ a¢0m _ a'%ZJOm
- + n, 5, —n, £ N, 52 auf Sp, (4.16a)
0
(—Vo + &) Y7 =0 auf Sp, (4.16Db)
Orm
:ﬁ; =0 auf Sop, (4.16¢)
a'g;'” = tkoPrm fir r — oo. (4.164d)

Die Gleichungen (4.16) stellen eine Serie von zweidimensionalen Problemen dar, wovon, wie
oben bemerkt, nur die Lésungen 79, 171 und 72 fiir die harmonischen Krifte benétigt werden.

4.3 Fiktive Radiationspotentiale

Entsprechend den Normalkomponenten in (4.1) erhilt man fiir die drei ben6tigten Radiations-
potentiale folgende Ansitze:

111 cos j=1
80 = { a0 i=3 . (4.17)
1/151 cos 8 ] =5

Obwohl jeweils nur ein Reihenterm fiir jedes Potential benétigt wird, wird die Doppelindizierung
mit j und m beibehalten. Dies erfolgt erstens, um eine gleichbleibende Notation gegeniiber 7,
zu haben, und zweitens, weil sowohl j als auch m fiir die Losungen von Bedeutung sind.

Die Rand- und Strahlungsbedingungen fiir 1, %30 und %5, werden nun zu

_ . ny J=1
n, Biggm +n, agjm ={ n, j=3 auf Sp, (4.183,)
r > - =5
2
W, 0N,
0Yim
g; =0 auf So, (4.18¢)
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4.4 Perturbationspotential

Es werden nun die Ansitze (4.5), (4.12) und (4.14) fiir ¢o, ¢ und ¢ in die Bedingung (2.51)
fiir q,'>(71) an der freien Wasseroberfliche eingesetzt. Daraus ergibt sich fiir die inhomogene Was-
seroberflichenbedingung folgender Ausdruck:
g + 9 40 = i fm cosycosm(8 — B) + 2gm, cos (6—a) cosm(6 — 3)
g 9z) "7 m 087 m

m=0

+2h,, sin (8—a) sin m(8 — 3) auf Sf. (4.19)

Die Hilfsfunktionen f,,, gm und h,, ergeben sich aus folgenden auf der freien Oberfliche be-
rechneten Ausdriicken:

fm = —2ikotrm auf Sr, (4.20a)
1- - 0

Im = Vrmr + (—51&22 + 1/17-5) (Yom + P7m) auf Sp, (4.20b)

hm = ? ¢'7m + g 1)Z(")bOm + ¢7m) auf SF . (420C)

Hier bezeichnet 17, . die partielle Ableitung von %7, nach r. Mit Hilfe der trigonometrischen
Identitaten

2(5) 6-a) (5) m(0=5) = cos7 {cos [(m=1)(6-5)] & cos [(m1)(0- )]}

+ siny {sin [(m—1)(8-8)] F sin [(m+1)(0—,3)]} (4.21)

148t sich die rechte Seite der Wasseroberflichenbedingung zu folgender Fourierreihe umformu-
lieren:

F(r,0) = cosy i Fm(r)cos [m(B — ﬂ)] + siny i F_m(r)sin [m(ﬂ — ﬂ)} . (4.22)

m=0 m=1

Die einzelnen Fourierkomponenten sind durch

[ fo+(9+h) m=0
fH+(g+h)2+ 290 m=1
Fm =4 (9+h)2— 290 m= -1 (4.23)
S+ (g +h)msr + (9= R)m—1 m > 1
L (9 + P)mt1 — (9 — P)m—1 m< —1

gegeben. Bei der Strahlungsbedingung (2.62) fiir (71) wird ebenso vorgegangen. Nach Einsetzen
der Fourierexpansion fiir ¢} wird diese Bedingung zu

(iko — %) PN = f;_z Z [cos(e - a) — cos 7] Yrm cosm(§ — B) fiirr — oo. (4.24)

m=0

Eine dhnliche Umformung der trigonometrischen Funktionen wie oben ergibt dann das analoge
Resultat

(iko — {%) ¢(71) = cos ¥y f: Gm(r,2) cos [m(0 - ﬂ)] + sin 7y i G_m(r,2)sin [m(H - ,B)],
e "= (4.25)
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wobei die Funktionen G,, durch folgende Formeln gegeben sind:

[ —24p70 + P71 m=0 )
ko =271 + Y72 + 2970 m=1
Gm = p Py — 2070 m=-1} firr - o0. (4.26)
—2%7m + Y7,m41 + P7,m—1 m>1
| Y7,mt+1 ~ Y7,m-1 m<1

Fir die partikuldre Losung ¢,, die die Fernfeldbedingungen erfiillt, wird jetzt als Ansatz die
gleiche Fourierexpansion wie in (4.22) und (4.25) angenommen, also

¢p = cos i ¥,, cos [m(o - ﬂ)] + siny io: ¥_,,sin [m(0 - ﬂ)] . (4.27)
m=1

m=0

Durch einen Koeffizientenvergleich erhilt man dann folgende Rand- und Strahlungsbedingungen
fiir die partiellen Potentiale ¥,,:

a
(—V() + 5) U, =Fn auf S, (4.28a)
ov,,
gy =0 auf Sy (428b)
. 0 .
(zko — —) V.. =Gn fir r - . (4.28¢)
or

Da die komplementire Losung ¢¢ durch den Greenschen Satz eliminiert wird und nicht be-
stimmt werden muf}, wird sie hier nicht weiter behandelt.

4.5 Wellenkrifte

Fiir die spezielle Geometrie eines vertikalen rotationssymmetrischen Kérpers lassen sich die
Ausdriicke fiir die Wellenkraftkomponenten erheblich vereinfachen. Fiir das Flichenintegral
einer beliebigen Funktion F iiber den rotationsymmetrischen Kérper gilt im allgemeimen

27
//FdS:/ r/ Fdf ds, (4.29)
Cg 0

Sp

wobei Cp die Meridianlinie des Kérpers und s seine Bogenkoordinate ist (Bild 4). Der Korper-
radius an der Stillwasserlinie wird mit ap bezeichnet, und der Radius ry (siehe Bild 3) wird
gleich dem maximalen Korperradius a gesetzt. Die Ausdriicke (3.14), (3.17) und (3.45) fiir die
Kraftkomponenten erhalten dann in Zylinderkoordinaten folgende Form:

X = ~iwo / 7'/27r [(bo + ¢(°)]n'd0 ds (4.30)
J 0295_,' Cp 0 7 J ’
1 27
- ON . T3 7 -
Xoj = aZiood; /CBT/O [V(¢o+¢7 ) th] n;df ds, (4.31)
h 2m 6¢('0) 9
. _Wo i _ 40 ®p
Xp; = o /0 a /0 (¢ i - #0) db dz
wo 2T a © 0 " ©
—— rF(r,0)¢;” dr + rF(r,0)¢;" dr| db. (4.32)
a g6.7 0 ap a
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Bild 4: Integrationskonvention fiir einen rotationssymmetrischen Korper

Wenn nun die Fourierentwicklungen fiir ¢§)°), ¢(7°) und F sowie die Ansitze fiir n;, qﬁgo) und
@ eingesetzt werden, kann unter Beriicksichtigung der Orthogonalitit der trigonometrischen
Funktionen die Integration in der Umfangsrichtung ausgefiilhrt werden. Die Kréfte ohne Mee-
restrémung erhilt man sofort als

4
cos 3 rpgn, ds j=1
. CB
(0) __ ~WoT / -
0 — 12 rPgon, ds 1=3 . 4.33
= a5\ 2 e, (4.33)
cosﬁ/ rpg(zn, —rn,)ds j=25

. B

Fiir die Konvektionskomponenten wird zuerst der Integrand umformuliert zu

06405 104400 0440p

Voa- Vo= ot m o596t 55 95

1 o0
=3 Z ['Hm cosycosm(f — B) + H_p, sinysinm(8 — §)], (4.34)
=0
wobei die Hilfsfunktionen H,, wie folgt lauten:

(=

Ho = AR KO }w,ﬂ, (4.35)

Hy = ;25 (% + r)vbaz + {(ZET + 1)% + T/;z';—z} (¢d2 * 2¢do) , (4.35b)

Him = {(’“’") DDA e }{<m+1)¢d,m+1i(m—1)zbd,m_l}, m| > 2. (4.35¢)

Die Auswertung der Integrale tiber 6 ergibt dann fiir die Konvektionskomponenten die Ausdriicke

T cos 7y cos 3 7 siny sin 3

Xe1 = Y rHin, ds — a2y rH_in,ds, (4.36)
Cp Cgp
T cos
Xoa = 520 [ rhon. ds, (4.37)
a“lg
Cg
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T COs 7y cos 3
2a2 65wy

7 sin 4 sin 3

Xcs = r(zn,—rn,)Hy ds — r(zn,—rn,)H-1ds. (4.38)

2(12550)0
Cgp Cp

Um die Notation fiir die Perturbationskomponente zu vereinfachen, definiert man zuerst die
Wasseroberflichenfunktion F* als

w N JF(r) r<a
Fi(r) = { FLr)  r>a (4.39)
und den Operator G(¥, @) als
9 9¢
G, ) = Vg — $or. (4.40)
Damit folgt der vereinfachte Ausdruck fir Xp;
Xpj = —2 t T G (¢, 42)d0 dz — —2 / ~, / % F*¢ do dr . (4.41)
agéj o Jo J a g6j ag JoO I

Durch Einfiihrung der Fourieransitze (4.17) und (4.27) fiir ¢§°) und ¢, und Ausfiihrung der
Integration iiber @ ergeben sich die Resultate

h [e o]
Xp; = M{a/ G, v dz - [ rfi"dfjldr}
0 a

a?d;g B

. . h [ole}
_ worsinysin /g ‘1/ G(‘I’—l,?ﬁjl)dz_/ rFlippdry j=1,5 (442)
a26jg 0

ap
und A
2wWoT COS o *
Xp3 = '—Oa2g—7 {a/ G(¥o, ¥30) dz — / rFo¥30 dT} - (4.43)
0 ap

Die Winkel der Wellen- und Strémungsrichtungen lassen sich aus den obigen Gleichungen her-
ausziehen. Es ergeben sich daraus winkelunabhingige Kraftkoeffizienten, die mit Yj(o) und

Y" bezeichnet werden. Somit resultieren fiir die Wellenerregungskrifte ohne Strémung die

Ausdriicke ©
Y cos 8 j=15
X = { ’(0) ' , (4.44)
Y j=3
und fiir die Perturbationskorrekturen erhilt man
Yl(l)cos'ycosﬁ —Y;l)sin'ysinﬁ j=1
X = Y cosy j=3 . (4.45)

YV cosy cos B — Y sin v sin 3 Jj=3

Die Kraftkoeffizienten Yj(l) setzen sich entsprechend (3.15) aus folgende Anteilen zusammen:

vo (4.46)

k .
Y — { OY}(O) +Yc; +Yp; J=13,5
o =

Yo; +Yp; 1=2,4
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Die winkelunabhidngigen Kraftkoefizienten Yj(o), Yc; und Yp, folgen direkt aus den obigen

Gleichungen, werden aber hier der Vollstdndigkeit halber angegeben.

Diffraktionskraftkoeffizienten ohne Meeresstromung:

YO = _“:0”/ rpgn, ds,
ag Cp
© _ —2uwom
YS — T"/)donz dS,
a“g Cp
Y = 2 [ rpa(en, - . ds.
a2gﬁ5 Cg
Konvektionskraftkoeffizienten:
Y ” Hyrn, d
C% m Tit1ny as,
Cp
Yos 271- / rHon, ds,
a“wo
Cp
Y u My d
o5 %t r(zn, — rny)Hyy ds
Cp
Perturbationskraftkoeffizienten:
woT h ¢ ® L
Y= —— a/ G(‘I’:hl,%bu)dz—/ rFi19%11 dr—/ rFgpudr
2 a“qg 0 ap a
2woT h ¢ ® L
Yps = o a/ G(‘I’o,tbso)dz—/ T-7"0¢30d7‘—/ rFo P dr
0 ap a
Y. s = —07 "G d Y s d S A
75 = aigh a A (Vi1,v51)dz — aBT £1¥s1dr — j rFi s dr
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5 Allgemeine Losungen

5.1 Losungen mittels einer Eigenfunktionsexpansion

Es sollen an dieser Stelle allgemeine Losungen fiir eine beliebige Fourierkomponente %,,(r, 2),
die durch eine Eigenfunktionsexpansion der Laplace-Gleichung erzielt werden kann, entwickelt
werden. Solche Expansionen sind von mehreren Autoren fiir die Losung von strémungsmechani-
schen Probleme verwendet worden, z.B. von Kagemoto und Yue (1985) fiir das hydrodynamische
Verhalten von Mehrkérpersystemen. Da sie auch hier die Basis der eingesetzten numerischen
Methode bilden, wird deren Herleitung kurz behandelt.

Durch eine weitere Anwendung der Methode der Variablentrennung erhilt man als allgemeinen
Losungsansatz fiir die Funktion v,(r, 2) die unendliche Reihe

Vm = Z Ryi(r)Zi(2) . (5.1)

Die Radialfunktionen R,,;(r) und die Vertikalfunktionen Z;(2) miissen dann die aus der Laplace-
Gleichung resultierende Differentialgleichungen

Z{(z) = e} Zi(2) (5.2)

und
2RI .+ TR+ (£a?r? —=m®) Ry = 0 (5.3)

erfiillen. Hier ist o; > 0 eine beliebige reelle Zahl. Fiir +a? # 0 ist (5.3) die Besselsche
bzw. modifizierte Besselsche Differentialgleichung. Abhingig von der rechten Seite von (5.2),
d.h. mit +a?, —a? oder o; = 0, existieren jeweils zwei mogliche Losungsformen fiir R,,,; und
Z;. Ein allgemeiner Losungsansatz fiir ¢,, 148t sich also als eine Linearkombination folgender
Eigenfunktionen darstellen:

Fiir 4+ a? : Zi(z) = { :ﬁﬁgz:zg Rpi(r) = { \J(Z((Z:?) ) (5.4a)

fir — a? : Zi(z) = { :1:((212)) Rpi(r) = { II{Tn(&;)) , (5.4b)

fiir a; =0 : Zi(z) = { i Ryi(r)y=¢r™ m>0 . (5.4¢)
log(r) m=0

In (5.4a) ist Y,,(r) die Besselsche Funktion zweiter Art; in (5.4b) sind I, (r) und K,,(r) die
modifizierten Besselschen Funktionen erster und zweiter Art der Ordnung m. Von allen Radi-
alfunktionen sind nur die Funktionen J,,(r) fiir die zwei Grenzwerte r — 0 und r — oo endlich.
Die Funktionen Y,,(r) werden negativ unendlich fiir 7 gegen Null und die Funktionen I,,(7)
und K,,(r) verhalten sich dhnlich wie " und e~". Fiir die Lésungen (5.4b) und (5.4c) ist also
jeweils nur eine der Radialfunktionen zuldssig fiir r gegen Null oder Unendlich.

Die Gewichtungen der in (5.4) angegebenen Losungsformen und deren Wellenzahlen « ergeben
sich aus den jeweiligen Randbedingungen. Es werden nun zwei Fille betrachtet, bei denen
homogene Randbedingungen auf zwei horizontalen Flichen vorgegeben sind, wie in Bild 5
dargestellt. Die horizontalen Flichen werden mit 2 = dy und 2z = d; bezeichnet, wobei dy > d;
ist. Fall i) entspricht einem Wellenproblem ohne Strémung mit einer Bodenbedingung bei
z = dj und der linearen Wellenbedingung bei z = d;. Im Fall 4i) existiert eine Bodenbedingung
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Bild 5: Randbedingungen auf den horizontalen Flichen

auf beiden Flichen, was z.B. den Randbedingungen fiir die stationire Strémung auflerhalb des
maximalen Kérperradius entspricht.

Im ersten Fall miissen die Losungen fiir Z;(2) die Differentialgleichungen

dZ; _ dZ; _
(—VOZi + E)z=d2 =0 und ( 9z )z=d1 =0 (55)

erfiillen. Es existiert hierfiir eine einzige Lésung der Form (5.4a), als Zy(z) bezeichnet, und
unendlich viele der Form (5.4b), die als Z;(z) mit ¢ > 0 bezeichnet werden. Aus den Randbe-
dingungen folgt

Zo(2) = cosh ag(z — d) und Ziso(z) = cosai(z — dy) (5.6)

wobei sich die Wellenzahlen «; sich aus den impliziten Gleichungen

(5.7)

(7)) tanh[ao(d2 — d])] t=0
Vg =
0 —a; tanfa;(dz — dy)] i1>0

ergeben. Fiir dy = 0 und d; = h ist g gleich der Wellenzahl k¢. Die Funktionen Z; sind iiber
die Wassertiefe (d;, d2) orthogonal zueinander, d.h.

da da
/mmmaﬂﬁ(mwa, (5.8)
dy 1
wobei §;; das Kronecker-Symbol ist. Mit der Notation (g ) fiir eine beliebige Linearkombination

von zwei Funktionen f und g 148t sich die allgemeine Losung fiir Fall i) wie folgt schreiben:
Jm (0T 2 Lo (eyr
Ym = (Ym((a(())r))) coshfao(z—dy)] + Z (Km((a,'r))) cos[ei(z—dy1)], (5.9)
i=1

wobei die a; durch (5.7) gegeben sind.
Im Fall i{) entsprechen die moglichen Z-Losungen einer Cosinus-Fourierreihe, d.h.

im(z — dy)

Zi(2) = cos p—

i=0,1,.... (5.10)
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Es gilt also eine Lésung der Form (5.4¢) fiir ¢ = 0 und wieder unendlich viele der Form (5.4b).
Die Orthogonalitit dieser Funktionen lautet

da T
/; Z;(z)Zj(z) dz = 6,'.7’5 . (5.11)

Die Eigenfunktionsexpansion in diesem Fall wird dann

0= (1ogr) + 32 (i) sttt (5.122)

K (o;r)

Ym = ( -m> + Z ( L (i )) cos[oi(z—d;)]  m >0 (5.12b)

mit den Wellenzahlen
_in(z —dy)

al - d2 _ dl ’
Die zwei oben angegebenen Losungsansitze (5.9) und (5.12) werden im folgenden herangezogen,
um die zeitstationdren und zeitharmonischen Potentiale zu bestimmen. Die Wichtung der
einzelnen Lésungsglieder ergibt sich aus den Randbedingungen an der Kérperoberfliche und
den Fernfeldbedingungen. Wegen der Orthogonalitit der Vertikalfunktionen eignen sich solche
Ansitze ideal fiir die Erfiilllung von Randbedingungen an vertikalen Randern.

i=1,2,.... (5.13)

5.2 Fernfeldlosungen

Es werden nun die asymptotische Fernfeldform fiir die Fourierkomponente %;,, die die Rand-
und Strahlungsbedingungen weit vom Kérper erfiillt, sowie Losungen fiir die Perturbations-
komponenten ¥,, betrachtet. Das allgemein bekannte asymptotische Verhalten fiir v;,, wird
zuerst anhand der im letzten Abschnitt angebenen Losungen kurz dargestellt. Die Herleitung
der fiir die Perturbationskrifte benétigten Komponenten ¥,, wird dann in Detail ausgefiihrt.

Fir ;. gilt aus dem allgemeinen Losungsansatz (5.9) nur der erste Term im Fernfeld. Die
Radialfunktionen mit K,,(r) klingen sehr schnell ab, gelten also nur im Nahbereich. Die mit
r wachsenden Funktionen I,,(r) erfiillen die Fernfeldbedingung nicht, sind also nicht zuldssig.
Die verbleibenden Besselfunktionen J,,,(kor) und Y,,(kor) haben die asymptotischen Formen

Im(kor) = 4/ : cos(kor — mn /2 — 7 /4)
Tor fir r — oo0. (5.14)

Y (kor) = ‘/ 7r:0r sin(kor — mn /2 — 7 /4)

Daraus folgt, daB die Strahlungsbedingung sich erfiillen 148t, wenn als Radialfunktion die kom-
plexe Hankelfunktion erster Art H,,(kor) verwendet wird:

H,.(kor) = Jm(kor) + i Y (kor) . (5.15)
Die asymptotische Form fiir v;,, erhdlt damit die bekannte Form

cosh(koz)

m—j fir r — oo 5 (5.16)

"/)j'm = Ajm H, (kOT)

wobei A;,, komplexe Konstanten sind.

3Ublicherweise wird die Hankelfunktion erster Art mit H% bezeichnet. Auf die Hochstellung (1) wird aber
hier verzichtet, da diese fiir die Perturbationsgrofen verwendet wird.

30



Aus dem bekannten Fernfeldverhalten von 7, miissen nun die partikuldren Fernfeldlésungen
¥,, fiir die Perturbationskomponente infolge der Meeresstromung gefunden werden. Hierfiir
setzt man die asymptotische Form fiir 17, in die inhomogene Randbedingung an der freien
Oberfliche ein und vernachlissigt die mit ¢ schnell abklingende Lokalanteile. Die Fernfeldfor-
men der Hilfsfunktionen nach (4.20) werden damit zu

fm = —2ik0A7mHm(k07‘)
9m = k0A7mH:n(k07') fir r — o0. (5.17)
hp = A7m’-’:- H,,(kor)

Mit Hilfe der Rekursionsformel fiir die Besselschen Funktionen

E"lrcm(kor) + ¢! (kor) = Crg1(kor), (5.18)
0

wobei C,(z) entweder J,,,(z) oder H,,(z) ist, folgt fiir die Wasseroberflichenfunktionen im
Fernfeld 3
Fhrn = koArmHp (kor) . (5.19)

Die Koeffizienten Ay, ergeben sich aus Av,, folgendermafen:

(A7 jmi+1 + A7 jm|—1 m < -1
Az9 + 2470 m= -1
Apm = { ~2iA70 + An m =0 . (5.20)
—2tA71 + A7 — 2470 m=1
| —2iA7m + A7m41 — A7m—1 m2>1

Die inhomogene Bedingung fiir ¥,, an der freien Oberfliche wird damit zu

(—Vo + -(.%) Uy = koAgmHp(kor) auf 2 =nh. (5.21)
Definitionsgemaf erfiillt die partikuldre Losung ¢, den Fernfeldanteil der inhomogene Wasse-
roberflichenbedingung im Fliissigkeitsbereich auflerhalb des maximalen Korperradius; also gilt
(5.21) fiir ¥,,, in demselben Bereich und nicht nur fiir r — oo.

Fiir die Strahlungsbedingung erhilt man aus (4.25) den dhnlichen Ausdruck

- cosh(kgz)

) ov,, —ikg
ALY o Hpi (kor) =2 00%)
[zko\ll ]T_,oo A H'ml( 0r)cosh(koh)

67‘ 20’0 (522)

Eine durch Trennung der Variablen erzielte Losung fiir ¥,,, z.B. cosh(kz)H,,(kr), kann die
Randbedingungen am Boden und an der freien Oberfliche nicht erfiillen. Die Wellenzahl k£ = kg
ergibt die homogene Losung von (5.21), d.h. ohne Meeresstromung. Andere Werte fiir k sind
nicht zuldssig. Eine geeignete Losung 148t sich aber aus folgendem Resultat des Residuensatzes
herleiten:

1 Hp(kr) ,

Der Integrationsweg in der komplexen Ebene schliefit die Singularitit k£ = ko, nicht aber £k = 0

ein, wie in Bild 6 gezeigt. Hieraus findet sich eine Formulierung fiir ¥, die die Boden- und
Wasseroberflichenbedingungen weit vom Korper erfiillt:

koA H,,(kr) cosh(kz)
2mi f; (5 ko) (F sinb(kh) — vg cosh(kR)) " (5.24)

‘I’:tm =
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Bild 6: Integrationsweg fiir Gleichung (5.23)

Eine Doppelsingularitit existiert bei k = kg, die auswertbar wird, indem man zuerst v = k — ko
setzt und dann Neumann’s Theorem (Abromowitz und Stegun (1972)) anwendet. Daraus folgt

Uy, = — =1 {Z Hp—n(kor) (7, 2) + Z(“"l)nHm-}—n(kOr)In(T’ 2)} ) (5.25)

27
n=0 n=1

wobei die Integrale I,, mit

I = f J.(ur) cosh(koz + uz) du (5.26)
"7 Jo ul(ko + u) sinh(koh + uh) — vo cosh(koh + uh)] '

gegeben sind. Durch die Entwicklung der Integrandterme in Laurentreihen und nochmalige
Anwendung des Residuensatzes erhilt man

. zsinh(koz) — b cosh(kgz) n=20
I - T oo (5.27)
"= G cosh(koh) 7 cosh(koz) n=1 - .
0 n>1

Durch die Vernachlissigung der in I erhaltenen homogenen Lésung und der Verwendung einer
Besselschen Rekursionsformel ergibt sich schliellich folgende Lésung fiir Wy, :

_ koAim sinh(koz) cosh(koz) ,
Uiy = - {zcosh(koh) Hp(kor) + Tcosh(koh) H,.'(kor) ¢ . (5.28)
Diese Losung 148t sich auch als
¥y, = —FoAin 0 {cosh(koz)H,n (kor)} (5.29)
Am = gg COSh(koh) ak‘o 0 mit0 )

darstellen, also als eine Ableitung der asymptotischen Form von v, nach kq. Diese Beziehung
1Bt sich auch aus den Strahlungsbedingungen herleiten, und durch Einsetzen von (5.28) in
(5.22) zeigt sich, daff die Formulierung (5.28) die Strahlungsbedingungen erfiillt.
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Bild 7: Geometrie fiir den vertikalen Zylinder

6 Analytische Losung fiir einen vertikalen Zylinder

Der einfachste Fall eines rotationssymmetrischen Kérpers ist ein vertikaler Zylinder, der sich
vom Boden bis iiber die Wasseroberfliche erstreckt (Bild 7). Fiir die linearen Wellendiffrak-
tionskrafte ohne Meeresstromung existieren fiir diese Geometrie exakte Losungen (MacCamy
und Fuchs (1954)), sowie fiir die Diffraktionskrifte zweiter Ordnung (Thanos (1989)). Eine
analytische Losung fiir das hier betrachtete Wellen-/Stromungsproblem wird nun vorgestellt.
Im folgenden werden zuerst die Losungen fiir jede der notwendigen Strémungskomponenten und
dann die Ausdriicke fiir die Wellenkrifte aufgestellt. Wie in dem vorangehenden Abschnitt sind
die Losungen ohne Meeresstréomung bekannt und die fiir die Perturbationskomponente infolge
der Meeresstromung neu. Der Vollstindigkeit halber werden beide im Detail behandelt.

6.1 Potentialausdriicke

Fiir den vertikalen Zylinder wird die Koérperrandbedingung fiir ¢ zu
9%
a—zf_)=0 fir r=a,0<2<h, (6.1)
und die zeitinstationire Stromung wird unabhingig von der z-Koordinate. Die Losung fiir ¢
ist die der zweidimensionalen Umstrémung eines Kreises mit dem Radius a:

Y= a; . (6.2)

Diese Losung vereinfacht erheblich die Wasseroberflichenbedingung und die Kraftausdriicke,
da alle Ableitungen von ¢ nach z entfallen. Durch die vereinfachte Kérperform folgen auch
fir die Komponenten 7, direkte Lésungen, und zwar sind diese gleich den asymptotischen

Fernfeldlésungen:
cosh(koz)

m = Aty Hp(kor) ——7—=. 6.3
¥r 4 (kor) cosh(koh) (6:3)
Aus der Korperrandbedingung
a’¢p7m anOm -
= — = < < .
o 5 fir r=a,0<2<h (6.4)
ergeben sich die Koeflizienten Az, zu
J, (koa)
Arn = —Aopn =% . .
Tm Ao ' (koa) (6.5)
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Da die Kérperoberfliche des Zylinders keine vertikalen Normalkomponente besitzt, tritt keine
Vertikalkraft auf, und das Diffraktionspotential fiir Tauchbewegung entfillt. Mit n, = 1 auf
Sp werden die Randbedingungen fiir 1;; und 5; am Korper

%zl und %zz fir r=a,0<2<h. (6.6)

or or

Als Losungsansitze fiir ;17 und 5, kommen gemiB der allgemeinen Losung (5.9) und der
Fernfeldl6sung folgende Eigenfunktionsexpansionen zum Tragen:

b= BjiRu(r)Zi(z) j=1,5, (6.7)
=0
wobei h(koz)
Coshi\KoeZ) H,,.(k =0
Zi(r) = cosh(koh) Rpi(r) = Km((;i:)) Z . (6.8)
cos(a;z) m 1>0

Die modifizierte Besselsche Funktion K;(a;r) wird aus numerischen Griinden mit ihrem Wert
auf r = @ normalisiert. Nach (5.7) sind die Wellenzahlen a;s¢ durch die impliziten Dispersi-

onsgleichungen
vo cos(eh) + a; sin(a;h) = 0, 1=1,2,... (6.9)

gegeben. Die Konstanten By; und Bs; ergeben sich aus der Erfilllung der Randbedingung am
vertikalen Rand r = a. Zur Bestimmung derselben wird ein Galerkin-Verfahren verwendet,
wobei als Gewichtsfunktionen fiir die Randbedingungsfehler die orthogonalen Vertikalfunktio-
nen Z;(z) verwendet werden. Die Anwendung des Galerkin-Verfahrens ergibt z.B. fiir ¢; das
Gleichungssystem:

h .
/ (3%1 _1) Zi(z)dz=0 1=0,1,...00. (6.10)
0 67' r=a

Die Orthogonalitit der Z-Funktionen ergibt dann einen Satz entkoppelter Gleichungen fiir die
Koeflizienten By; bzw. Bs;:

2 sinh(koh)

B1o = 7 (koa) Zhoh + sinh(2koh) °

(6.11)

4K (aja) sin(a;h) )
By; = : , , 12
¥ 7 0K (eya) 2a;h + sin(2a;h) v>1 (6-12)

4 cosh(koh) 1+ (voh — 1) cosh(koh)

Bso = kZH!(koa)  2koh + sinh(2koh)

(6.13)

—4K;(e;a) 1+ (voh — 1) cos(e;h)

Bsi = o?Ki(aia)  20;h +sin(2a;h)

i>1. (6.14)

Die partikuldre Losung fiir das Perturbationspotential ist durch Gleichung (5.28) gegeben. Mit
Bezug auf die Bezeichnungen fiir die Radiationspotentiale lassen sich die partikulidren Losungen
als

im = = {Brno(1)2(2) + Ben(r) Zo(2) } (6.15)
formulieren. Die Koeffizienten Ay,, werden durch (5.20) gegeben, und es gilt per Definition

sinh(ko2)

=\ _ _sinh(ko2) 5 .
Z(2) = zcosh(koh) und R, =rH;, (kor). (6.16)
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Da die Potentiale 7, nur die Fernfeldlésungen enthalten und 4 einer zweidimensionalen Di-
polstrémung gleicht, vereinfachen sich die Funktionen FL erheblich. Diese werden fiir die
benotigten Komponenten m = 1 zu

2
Fh = = { (‘2' - a%j) (Yo2 + ¥72) F 2%(Q/Joo + 1!’70)} . (6.17)

2
r T 2=h

Mit Hilfe der Rekursionsformel fiir die Besselfunktionen erhilt man nach dem Einsetzen der
Lésungen fiir 199 und 79

2
a
Fi = ko—3 {R23 £ 2R}, (6.18)
wobei die Funktion R, (r) wie folgt definiert wird:

Rmn(’l‘) = AomJn(ko'I‘) + A7mHn(k07‘) . (6.19)

6.2 Wellenkrifte

Die Diffraktionskrafte ohne Meeresstromung folgen aus der Losung fiir g, und ¥z, zu

Yo = = | " [Wor(a,2) + pra(a, 2)] dz
= _ki;” tanh(koh) [Jl(koa) - H—E%Hl(koa)] (6.20)
und
Y = "j‘;,‘;” th[wm(a,z)wn(a,z)] dz
- % [voh — 1+ sech(koh)| [Jl(koa) - ﬁ‘%Hl(koa)] . (621)

Das Wellenmoment wird hier beziiglich der Wassertiefe normalisiert. Fiir die Konvektionskraft-
koeffizienten Y, werden die Hilfsfunktionen Hy; ben&tigt, die sich fiir den vertikalen Zylinder
zu

Hir = %{1/102(0,2) + r3(a, Z)} (6.22)

vereinfachen. Es ergeben sich dann die Formeln

27 h
Yor=Ye: = w0a2 /0 [¢02(a,2) + '/’72(“72)] dz
471 '(k'oa)
= = koa) — —2—~ .2
e [JQ( 0a) = i (ko) Ha(koa) (6.23)
und
27 h
Yos =Yes = m A z[¢oz(a, z) + Yr2(a, Z)] dz
o Am [1/ h =1+ sech(k h)] Ta(koa) — 2500 g, 10 (6.24)
= Broath [ N T Hy (hoa) ] '
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Mit ap = a entfillt fiir die Perturbationskrifte das Integral iiber die lokale Wasseroberfliche
Sr1. Die Perturbationskraftkoeffizienten werden dann fiir die Zylindergeometrie zu

h 0o
woT 0V 4, wom L
YP; T /0 [‘I’il ¥ 3 ]T=ad2 ~ 2 /. rFe1u(r, h)dr, (6.25)
h o0
_ wWom B\Ilﬂ WwoT L
Ypi = _agh /0 I:Z\I’il ¢51 ar ]r=ad2 — —azgh i Tf:tl’lﬁm(’r, h) dr. (6.26)

Die Integrale iiber die Korperoberfliche kénnen aus den Lésungen fiir 911, ¥s1, und ¥4, direkt
ausgewertet werden, wihrend fiir die unendlichen Wasseroberflichenintegrale eine numerische
Methode benétigt wird. Fiir die Integrale iiber die Wassertiefe am Auflenrend r = a folgt fiir
die Horizontalkraft

h
0¥+, Ryo OR,
v = k
/0 [ +1 — Y11 R ]madz Aﬂ{koao oh - k +R1k000 BIORIO o

8R10 o aRlo ad cos(a,h)
B h+ — - - E . .
1 10 Ri0—— or [ko + kO(VOh 1) ko ar - By; o? +k2 ) (6.27)
Ein dhnlicher Ausdruck resultiert fiir das Kragmoment. Fiir die Integrale uber die Wassero-

berfliche ergibt sich

o0 o0
/ r¢j1f£1 dr = a2kij0/ Hl(kor)(7i23 + Ro1) dr
+a%kg Z Bji cos(a,h)/ K1(az7')(7323 + ROI) (6.28)
i=1

Nur fiir das erste Integral auf der rechten Seite von (6.28), das nur die Funktionen J,,(kor)
und H,,(kor) enthilt, existiert eine analytische Ldsung. Fiir die Summationsintegrale, die
exponentiell abklingen, wird die Koordinatentransformation

/f(r)dr—/ (1)—du

zusammen mit einer Romberg-Trapez-Methode verwendet.
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Bild 8: Definitionsskizze fiir die Idealisierung der Meridianlinie eines Rotationskorpers und die
Unterteilung des Fluidbereiches

7 Verfahren fiir beliebige rotationssymmetrische Korper mit vertikaler Achse

7.1 Allgemeine Beschreibung

Das hier angewandte Verfahren basiert auf dem Ersatz der Meridianlinie des Korpers durch eine
Treppenkurve und einer entsprechenden Unterteilung des Fluidbereichs in Unterbereiche oder
Elemente, wie in Bild 8 gezeigt. Diese sogenannte Makroelementmethode ist von Kokkinowra-
chos et al. (1980), (1986) fiir die Bestimmung der linearen Diffraktions- und Radiationskrifte,
von Thanos (1989) fiir die Bestimmung der Wellenkrifte zweiter Ordnung und von Zibell (1989)
fiir Mehrkorpersysteme erfolgreich eingesetzt worden. Die Berechnung der Fourierkomponente
%jm ist fiir jedes dieser Probleme gleich, und auch hier kommt dieselbe Methode zum Einsatz.
Fiir diese Arbeit wurden die numerische Methode komplett neu programmiert (in FORTRAN)
und die Aufstellung und Losung des resutierenden Gleichungssystems beziiglich Speicherplatz
und Rechenzeit optimiert. Zur Bestimmung des stationiren Stérpotentials ¥ mufite die nume-
rische Methode etwas modifiziert werden. Die Berechnung der Perturbationskorrekturen fiir
die harmonischen Wellenkréfte stellt eine Erweiterung der numerischen Methode dar.

Wie fiir den vertikalen Zylinder wird der Vollstindigkeit halber neben der Bestimmung der
Perturbationskrifte sowohl die numerische Methode als auch die Ermittlung der Krifte ohne
Stromung behandelt.

Durch die Korperidealisierung entstehen Fluidbereiche, die nur durch horizontale und vertikale
Rénder begrenzt sind. Die zugrunde liegende Idee ist, in jedem Fluidbereich Losungsansitze fiir
die benétigten Stromungspotentiale zu verwenden, die die Randbedingungen an den jeweiligen
horizontalen Réndern a priori erfiillen. Hierfiir dienen die im Abschnitt 5.1 angegebenen Eigen-
funktionsexpansionen. Die Erfiillung der Randbedingungen auf den vertikalen Korperrandern
sowie der Kompatibilititsbedingungen zwischen benachbarten Elementen erfolgt dann durch
ein Galerkin-Verfahren.

Drei Typen von Fluidbereichen bzw. Elementen entstehen:

i) ein infinites dufleres Element, hier als Element 0 bezeichnet, das sich vom Meeresboben z = 0
bis zu der freien Oberfliche z = h erstreckt, dquivalent dem Fluidbereich fiir den im letzten
Abschnitt behandelten vertikalen Zylinder,
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i1) My obere Elemente, die sich von dem Korperrand z = d; bis zur Wasseroberfliche z = h
erstrecken und mit positiven Indizierungen bezeichnet werden, und

i) M, untere Elemente, die sich vom Boden z = 0 bis zum Korperrand z = d_; erstrecken
und mit negativen Indizierungen bezeichnet werden.

Durch die Kérperidealisierung resultieren vereinfachte Randbedingungen auf den horizontalen
und vertikalen Flichen der Treppenkurve, die mit Sy und Sy bezeichnet werden. Diese sind
fiir die zeitstationire Komponente

(Z—f =0 aufSy und %—%— =1 auf Sy, (7.1)
fiir die Diffraktionskomponente
ag:m = _3;52"1 auf Sy und ag;m = _({ﬁabzm auf Sy, (7.2)
und fiir die Radiationskomponente
o1 . Ovs0 . Os1
3, =0; 92 =1; 5, " auf Sy, (7.3)
oY _ OYzo OPs1
o =1; 9% =0; 5y =2 auf Sy . (7.4)

Fir einige der Stromungskomponenten ;,, existieren inhomogene Randbedingungen an den
horizontalen Flichen Sy, die die Eigenfunktionsexpansionen nicht erfiillen. Diese werden durch
zusitzliche partikulire Lésungen in den oberen und unteren Elementen erfiillt. Fiir den Fluid-
bereich [ gilt demnach:

Vim = { f " ) (7.5a)
P = Q' l=-My...My. (7.5b)

Hier sind Qé-m und Q' die Eigenfunktionsexpansionen, die die homogenen Randbedingungen

90 _0Q' _

0z 0z

an den horizontalen Rindern erfiillen, und q}m sind die partikuldren, direkt bestimmbaren
Losungen fiir die inhomogene Randbedingung auf Sg.

0 auf Sy (7.6)

Fiir jedes Fluidelement gilt fiir die Eigenfunktionsexpansion folgende Schreibweise:

N, N,
Qim =Y Rimi(r)Zi(z) wnd  Q'=1" Ri(r)Zi(2). (7.7)

=0 1=0
Die Funktionen R_Ijmi und Ri- enthalten die zu bestimmenden Konstanten fiir die Eigenfunk-
tionsexpansionen. Entsprechend den im Abschnitt 5.1 angegebenen Lésungen bestehen diese
Funktionen im allgemeinen aus jeweils zwei Losungsformen, die mit den Indizierungen A und
B bezeichnet werden. Fiir das duflere Element sowie fiir eventuelle innere Elemente, die sich
bis 7 = 0 erstrecken, existiert nur eine Losungsform pro Ansatzglied. Die Ansitze fiir die Ra-

dialfunktionen lauten also

A% RS AL jmi B firl=0

. o "

R; = { Al Rj; s Rimi = { AbjmiRBpmi fira, =0 . (7.8)
U, i B ! ! !
ARy, + AR, AlAjmiRAmi + AgjmiRpm;  sonst
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Fiir die zeitabhdngigen Strémungen hingen nur die Koeffizienten A£4jmk und AfB jmk von der
Stromungsform (Index j) ab und nicht die R-Funktionen. Dies wirkt sich giinstig bei der Be-
stimmung der Koeffizienten aus, da nur ein Gleichungssystem pro Fourier-Komponente m gel6st
werden muf), d.h. 3¢ und 179 kénnen aus einem Gleichungssystem mit einer Koeffizientenma-
trix und zwei verschiedenen rechten Seiten berechnet werden: entsprechendes gilt fiir 14, ¥51
und 17;. Die A-Koeffizienten hierfiir sind alle komplex, wihrend A%, und Alg, reell sind.

In (7.7) bezeichnet N; die Anzahl der Reihenglieder fiir ein Element [, wobei die gleiche Anzahl
fiir jeden Elementtyp angenommen wird, d.h. Ny Glieder fiir die unteren Elementen, Nj fiir
das infinite duBlere Element und Ny Glieder fiir die oberen Elemente. Diese Grenzen miissen
so gewidhlt werden, dafl eine hinreichende Genauigkeit der Approximation erreicht wird.

Die partikuldre Fernfeldlésung ¢, gilt nur auBerhalb von r = a, d.h. nur im dufleren Element.

Im folgenden Abschnitt werden zuerst die Ansitze fiir die Radial- und Vertikalfunktionen sowie
die erforderlichen partikuldren Losungen fiir jeden Elementtyp angegeben. Anschlieflend wird
die Anwendung der Galerkinmethode zur Bestimmung der A-Koeffizienten kurz beschrieben,
und schliefilich werden die Gleichungen zur Ermittlung der Kraftkoeffizienten aufgestellt.

7.2 Losungsansitze fir die Fourierkomponenten

Fiir die stationire Komponente 9 gilt fiir jeden Elementtyp eine Randbedingung fiir eine feste
Wand an der oberen und unteren horizontalen Berandung. Es gibt also fiir jedes Element eine
Eigenfunktionensexpansion der Form (5.12). Die Vertikal- und Radialfunktionen werden wie
folgt definiert:

ar r

— 1=0
51 ! 5l r ol 9
Z; = y » Rai= Ky(alr) ° Rp; = L(alr) o (7.9
cos(ail(z — d1)) Xu@r) @) 5y
Ki(a;am) Li(aay)
wobei .
_1 T
L D .10
&= (710

und af der duflere Radius des Elements ! ist.

Fiir die Fourierkomponenten 1;,, gelten fiir die unteren Elemente dieselbe Randbedingungen
wie fiir ¢, wihrend fiir die restlichen Elemente die lineare Wellenbedingung bei z = h und
eine Festwandbedingung bei z = d; erfiillt werden miissen. Zusitzlich gilt im duBeren Element
die Strahlungsbedingung. Es folgen also verschiedene Eigenfunktionsexpansionen fiir die drei
Elementtypen. Fiir das duflere infinite Element folgt eine Expansion wie (6.7) fiir den vertikalen
Zylinder, fiir die oberen eine Expansion der Form (5.9) und fiir die unteren ebenso wie fiir 1
eine der Form (5.12). Die Vertikalfunktionen lauten

1 1=0,1<0
h(ef(z — di))
7! = L% k =0,1>0 , 7.11
cosh(ak(h — dy)) £ 20 (1)
cos(ak(z — di)) >0

wobei af der Wellenzahl ko entspricht und o} = &} fiir I < 0 gilt. Die sonstigen Wellenzahlen

werden durch die impliziten Gleichungen

vo = of tanh(ahhy) und vo = —al tan(alhy) fir ¢>0,1>0 (7.12)
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bestimmt. Die zugehorigen Radialfunktionen sind:

'1—ln(—r—) (1 m=0,72=0,1<0
a m
(ﬂ)’” (i) m>0,i=0,1<0
r a;
Km(alr) Ln(alr)
i mi\ { m\“ty -
= —t = =t >0 . (713
RAmt Km(ai'al) ) RBm: Im(aﬁa’[) t ( )
Ym(ai'r)
min(Yn(atar), —1) In(atr) 1=0,1>0
Hm(ko’l‘
{ Hin(koa) . — t=0,1=0
Die Radialfunktionen werden aus numerischen Griinden auf Eins bei r = @; oder r = gqf

normiert. Wegen des Exponentialverhaltens von Y,,(r) bei sehr kleinen Argumenten wird hier
im Gegensatz zum Vertikalzylinder auch die Hankelfunktion normiert. Weil Y,,(alr) fiir grofiere
Argumente um Null oszilliert, wird der zur Normalisierungsteiler auf —1 begrenzt.

Fiir die Erfiillung der inhomogenen Randbedingungen auf den horizontalen Treppenstufen sind
fir Y7, Y30 und s, partikulire Losungen notwendig. Fiir ¥7,, sind diese einfach die Negativen
der Elementarwellenkomponente:

G = —tom = —Rom(r)Z3(2) 1 #0, (7.14)

wobel Rom(r) = AomJm(kor). Es gilt also in den oberen und unteren Elementen ¢(lim =
Q% . Fiir die Radiationskomponenten erfiillen folgende partikulire Losungen die inhomogene
Randbedingungen auf Sg:

z—h+1/1 —r(z —h+ 1/w) 1>0
G0 = § —p2 + 222 und g5 = { 43 _ 42 I<o (7.15)
4d, 8d,

Die Normalisierung der Radialfunktionen hat zur Folge, daB sich die Fernfeldkoeffizienten A;,,
zu
AY
Ai = _~Aym0 7.16
J Hm( kO a) ( )
ergeben. Mit der Formel (5.28) fiir die Perturbationskomponenten ¥,, ergeben sich dann die
Losungskoeffizienten A, aus (5.20).

7.3 Anwendung eines Galerkin-Verfahrens

Hier folgt nur eine kurze Beschreibung der Bestimmung der Koeflizienten fiir die Eigenfunkti-
onsexpansionen; eine detalliertere Beschreibung ist bei Kokkinowrachos et al. (1980, 1986) zu
finden. Die Losung fiir die Potentialkomponenten %;,, ist von Kokkinowrachos et al. (1980,
1986) beschrieben worden. Die Losung fiir ¢ ist neu hier, folgt aber der Methode fiir ¥;y,.

Bei jeder vertikalen Stufe der als Approximation verwendete Treppenkurve?* gilt eine Rand-
bedingung an dem vertikalen K6rperrand. Falls die Stufe sich nicht bis 2 = 0 oder z = h
erstreckt, gelten zusdtzlich Kompatibilititsbedingungen zwischen den zwei aneinander gren-
zenden Fluidelementen. Als Kompatibilititsbedingungen dienen die Gleichheit des Potentials
und der Normalableitung des Potentials iiber den vertikalen Rand zwischen den zwei benach-
barten Fluidelementen. Die Anwendung des Galerkin-Verfahrens wird hier fiir eine obere Stufe

*Bei einer abgestufften zylindrischen Kérper wie z.B. einen schwimmenden Zylinder stellt die Treppenkurve
natiirlich keine Approximation dar, sondern gleicht exakt der Korperform

40



T =aq
I S —‘|[— ——————————— z2=nh
o _ ovk) |
67’1 (‘?cr H Element & hx
P =1 i
hy Element ! Ill'_ ___________ =d
1 ATV VU U e
%=Vi} : ty=h;—hg
(97‘ | J
—J ————————————— < 2=dl

R

Bild 9: Rand- und Kompatibilititsbedingungen bei einer oberern Stufe

der Treppenkurve demonstriert, und zwar fiir eine beliebige Potentialkomponente 1. Die In-
dizierungen jm fiir die Strémungs- und Fourierkomponente (bzw. Uberstreichungen bei )
werden in diesem Abschnitt aus Ubersichtsgriinden weggelassen.

Die allgemeine Situation ist in Bild 9 fiir die I-te Stufe bei r = @; mit den benachbarten
Elementen k£ und ! dargestellt. Es wird angenommen, dafl der Koérper beziiglich z konvex ist,
also liegt das Element [ mit der gréBeren Héhe auBerhalb des Elementes k£ und k£ = [ + 1.5 Mit
V! als der erforderlichen Normalableitung auf der vertikalen Treppenstufe, die von (7.1), (7.2)
und (7.4) bestimmt wird, lassen sich die Rand- und Kompatibilititsbedingungen als

Pl = dp <z<h, (7.172)
PE di <z < dg

Y, = (7.17b)
v} di<z<h

aufstellen. Fiir das Galerkin-Verfahren dienen die Funktionen Z¥ als Wichtungen fiir (7.17a)
iiber die Héhe des Elements k und die Funktionen Z! fiir (7.17b) iiber die Héhe des Elements
l. Daraus ergeben sich folgende Sitze von Gleichungen:

h
/ ($*(a, 2) — Pa, )2 dz =0,  i=0,...Ni—1, (7.18a)
dy

h dx
/ (Bl (ar, 2) — 6@, 2)) 2} d + / (l(ar, 2) = V)2 dz =0, §=0,...N; — 1.(7.18b)
dy dy

Durch das Einsetzen der Losungsansitze fiir 9/ und ' folgt ein Satz von 2N; linearen Glei-
chungen fiir die Koeffizienten A. Ubersichtlich lassen sich diese Gleichungen in einer Matrizen-
schreibweise darstellen:

4 '

[ ] A,’f;j
k. pki k. pki I
< P S (7.19)
L ki l
Jepkl | repk | st pit | sl pu A4 Ko+ L
5Da; | 1iDp; | 6;;D%; | 6;;Dp; 1
L i ABj
~ ) oii=0,..N-1.

*Die Analyse bleibt trotzdem gleich fiir einen beziiglich z konkaven Korper, d.h. k=1—1.
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Auf der linken Gleichungsseite gilt fiir die Radialfunktionen
_ ORj,

kl _ pk kl
RAj = RA]'(GI), DAJ = or r=ay , W.S8.W,, (720)
und fiir die Integration der Vertikalfunktionen
I = - / ZfZ dz  und 6 =6 A (21 d-. (7.21)
(]

hy

Hier bezeichnet |, hy das Integral in positiver Richtung iiber die H6he des Elementes I. Fiir die
rechte Seite miissen folgende Integrale fiir die jeweiligen partikuliren Funktionen und Randbe-
dingung bestimmt werden:

JH = / (¢'(a1,2) - ¢*(@, 2)) 2} dz, (7.22)

hi

Kf‘l = / (qf(a;,z) - qi(az,z)> Z} dz, (7.23)
hi

L= / (Vi - d(ar,2)) 2} dz. (7.24)
4
Ahnlich wie bei (7.21) bezeichnet ft: das Integral in positiver Richtung iiber die Hohe der
vertikalen Stufe bei r = a;. Die Integrale sind analytisch leicht zu berechnen und werden hier
nicht angegeben. Die Koeffizientenmatrix und die rechte Seite von (7.19) enthalten nur reelle
Terme.

Im Falle a; = 0 (d.h. das Element k erstreckt sich bis zu 7 = 0) oder hy = 0 (d.h. das Element
k existiert nicht) sind einfach die entsprechende Gleichungssitze zu streichen. Fiir die unteren
Treppenstufen entsteht genau dasselbe Gleichungssystem, wihrend fiir die dulere Stufe bei
r = ag = a ein dhnliches Gleichungssystem resultiert. Hier gelten die Randbedingungen

Pp~l= 0 fir 0<2<d_q, (7.25a)
pl= 0 fir dy<z<h, (7.25b)

|4 fir d.1<2<4d;. (7.25¢)
Pl fir dy <z<h
Als Wichtungsfunktionen dienen nun fiir (7.25a) die Ny Funktionen Z:', fiir (7.25b) die Ny

Funktionen Z} und fiir (7.25¢) die N; Funktionen Z2. Mit der oben definierten Notation
entsteht dann folgendes Gleichungssystem:

{z/);‘l fir 0<2<dy

( 3

] 7

-1 p-10 -1 p-10 -1 p00

NN | (VLN () Bj Ji

-1 n-10 -1 n-10 0 Nn0o 1 10 1 10 -10

LDy | Li Dy | 65D%; | 1iDs; | LiDp; | ¢ A% b= K77+ , (7.25)
(NeND | (NN | (NGNDL (NENG) | (N Ne) L)+ K)°
Aii' 10
0 0 I}jR‘}{’]- 6,-1J-R}g~ 6}jR}9fy J \ J} ‘
(Nu,N1)|  (Nu,Nu)| (Nu,Nu) Al
5 A Bi
\ /
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U,L : Reelle Bandmatrizen
C:  Rechteckmatrix, teilweise
komplex fiir 9,

A,b : globale Vektoren der A-Ko-
effizienten und der rechten
Seiten, komplex fiir 9,

t:  Untermatrizen fiir die
einzelnen Stufen

L :" J\J \J

Bild 10: Aufbau des globalen Gleichungssystems und Unterteilung der Koeffizientenmatrix fiir
die in Bild 8 dargestellte Treppenkurve ( 5 obere Stufen, 3 untere Stufen)

wobei die lokalen Grenzen fiir die Indizes ¢ und j in Klammern angegeben sind. Wieder sind
fiir a1 = 0 oder hyy = 0 die entsprechenden Gleichungen zu streichen. Das fiir den Verti-
kalzylinder verwendete Gleichungssystem ist aus dem mittleren Untersatz von Gleichungen zu
erkennen. Fiir die Potentialkomponente %;,, ergibt nur der hier auftretende Term D% einen
komplexen Wert. Dies 148t sich bei der Losung des Gleichungssystems ausnutzen.

Durch die Zusammenstellung der Galerkin-Gleichungen der einzelnen Stufen entsteht ein glo-
bales Gleichungssystem zur Bestimmung der A-Koeffizienten, dessen Bandbreite von Nj, Ny,
und Ny, aber nicht von der Anzahl der Elemente abhingt. Aus diesem Grund erhoht sich der
Rechenaufwand nur linear mit der Anzahl der Elemente, aber mit der Anzahl der Lésungsterme
quadratisch. Bei der Losung des Gleichungssystems erwies es sich beziiglich der Rechnerkapa-
zitdt (die Berechnungen wurden auf einem DOS-PC durchgefiihert) als giinstig, die Koeffizien-
tenmatrix in drei teilweise iiberlappende Teile aufzutrennen, wie in Bild 10 dargestellt. Diese
sind zwei reelle Bandmatrizen mit den Breiten 4Ny, und 4Ny (unabhingig von der Anzahl der
Elemente) sowie eine quadratische Matrix der Gré8ie 2N, + N1 + 2Ny, die nur in einer Spalte
komplexe Werte besitzt.

Bei einem Programmlauf iiber mehrere Wellenfrequenzen oder -zahlen muf} die untere Koeffizi-
entenmatrix nur einmal pro Fourierzahl m berechnet und reduziert werden, da die Koeffizienten
nur von der Kérpergeometrie abhingen. Ferner gleicht die untere Matrix fiir ¢ der fiir ;.
Da die rechten Seiten aber von der Wellenzahl abhingen, wird eine LU-Zerlegung der unte-
ren Bandmatrix verwendet, um diesen Vorteil bei Kérpern mit mehreren unteren Elementen
ausnutzen zu konnen.

7.4 Ausdriicke fiir die Kraftkoeflizienten

Aus der Korperidealisierung resultieren die folgenden Ausdriicke fiir die Integration einer be-
liebigen Funktion 1 iiber die Treppenkurve in der (r,z)-Ebene:

I=-Lj

Ly
/ predi= S ()N / WM ay, 2)dz, (7.262)
Cp t

My *
Lo
/ pnodi= Y, o / Wi(r, dp)dr . (7.26b)
Cs =M “

140
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Fiir das erste Integral wird iiber die vertikalen Treppenstufen summiert, weil abhédngig von
der Kérperform ein Element auf 0, 1 oder 2 Seiten an eine vertikalen Stufe grenzen kann.
Die Grenzen Ly und Lj bezeichnen die Anzahl der oberen und unteren vertikalen Stufen der
Treppenkurve und A das der Treppenstufe bei r = a; angrenzende Element. Diese drei Gréfien
kénnen, abhingig von der Form des Kérpers, unterschiedlich (bis auf +1) von My, My und
! sein. Wieder bezeichnet |, 4 die Integration in der positiven z-Richtung iiber die Stufe bei
7 = g;. Fiir das zweite Integral wird iiber die Elemente selber summiert, wobei af wieder den
duBeren Radius des Elementes bezeichnet.

Zusammen mit den Losungsansitzen fiir die Fourierkomponente 7, filhren diese Formeln
zuerst fir die Diffraktionskrifte ohne Stromung zu

YI(O) - —wm Z ( 1)|I z\|al Z RM(GI)/Z’\ dz (7.27&)
I'—-LL 1=0
—2i a;
Yo = —a;‘!‘;—” Z Z 2 (d) / ‘rRL, dr, (7.27b)
i= a
izor 7

—WwT Ly N
Y = 3 (e 3 R (@) / 2Z} dz

a’gés

I=-L; = 0
wr ! P .
arrrs ; Ill Z Z(d,)/al riRL,; dr. (7.27¢)
z;eo

Der Beitrag der Elementarwelle fiir die Integration iiber die dufiere Treppenstufe ist in
R) = R3,.(a) + 610610 Rom (a1) (7.28)

enthalten. Die in (7.27) auftretenden Integrale folgen direkt aus den Eigenfunktionsexpansionen
und sind analytisch zu bestimmen. Details sind bei Kokkinowrachos et al. (1986) nachzulesen.

Fiir die Konvektionskraftkomponente Y¢; ergeben sich folgende Ausdriicke:

-1 Ny—-1
- li=2| Y 2 ~1
Y1 = 2a2w01_2;( 1) Mg 2; R Z { S RYAL; + (R + 2R) )Ao,-j}, (7.29a)
My
T l ay T+ Q
Yos = —/ { Q4 +r(1 4+ QLHQ! ,} dr, 7.29b
3 a2wol=z_;h 1] Jq, n+7( Q) 71 ) ( )
1#0
- ,\l Ni-1 N;—1 9
— by A A
Yci - 2a2w 85 121:: (-1) 2; R; 2; { —R; AhJ + (R%i?Ro )Am}
= L 1= =
T MU
 — 2
2a%wods | & |,| / 2r+QQn +r*(1+Q; )(Qn,iQer)}z___dldr. (7.29¢)
I;éo

Fiir diese Kraftkomponenten sind nur die Integrale iiber die vertikalen Flichen analytisch be-
stimmbar. Hieraus resultieren die leicht zu bestimmenden Integrale der vertikalen Eigenfunk-
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tionen:
i _ n iz { _ A A
A = /z Z27Z;dz  und Am] / 2,77, dz. (7.30)

1] 4

Fiir die Integration iiber die horizontalen Rinder ist R;\n']- wie oben definiert und es gilt:
R,’-\l = R,}‘(az) + 6500 . (7.31)

Auf den horizontalen Flichen miissen zum grofiten Teil Produkte von Besselschen Funktionen
integriert werden, die sich in den meisten Fillen nur numerisch auswerten lassen. Es besteht
also kaum ein Vorteil darin, die Eigenfunktionen einzusetzen und die einzelnen Terme getrennt
zu integrieren. Dies wiirde vielmehr nur den programmiertechnischen Aufwand erhdhen. Bei
der Anwendung eines Romberg—Extrapolationsverfahrens zusammen mit einer Trapezmethode
(Press et al. (1989)) lassen sich die Integrale sehr genau mit relativ wenigen Auswertungen der
Integranden bestimmen. Da die benétigten Integranden fiir Y3, You und Yps zum Teil die
gleichen Funktionen enthalten, werden sie alle gleichzeitig bei jeder Stufe berechnet, was den
Rechenaufwand erheblich reduziert.

Fiir die Perturbationskoeffizienten Yp; resultieren auf der Wasseroberfliche ebenfalls nur nume-
risch zu bestimmende Integrale. Die Ausdriicke fiir die Perturbationskraftkoeffizienten nehmen
folgende Form an:

woT af
Yo = 0 Pinn — Z rFe1Qi1(r, k) dr — S ¢ (7.32a)
Py g
2woT My ra} v .
Yps = —5— Pso - Z 7‘-7:0<Q30 + qso) _dr—"53, (7.32b)
a*g =1 Y z=h
Yps = Pysy — Z/a; rFy (Ql + gt ) dr — Si51 ¢ - (7.32¢)
Py azgg " +1\&%s1 T @51 )

Hier bezeichnet F!, die Funktion JF,, fiir ein oberes Element [. Weiterhin ist

h
P:l:jm = a/ G(‘I’:hmy Q?m)r=ad2, (733)
0
wobei der Operator G verwendet wird, und
o0
Sijm = / rFE Q% (rh) dr. (7.34)

Mit den Losungen fiir die Perturbationskomponenten ¥,, und der Notation laut (6.8) und (6.16)
werden die Integrale Py, zu

N;—1
Pijm = adem {——“—G(RméijO) t o ( sin‘hyzo(’;coh)) Zl G(Rmo’alfjlmi)c%wsmzh) } - (139)
Die Funktionen F/, fiir ein oberes Element [ ergeben sich aus (4.20) und (4.23) folgendermafen:
Fo=Tfot+er, Fi=fite+2e, Fi=g-20, (7.36)
wobei
fl. = 2ikoRom — 2ikoQb,. (7, R), (7.37a)

Q1 (7.37b)

th = =20+ 20 1 [ (B 40 - L2) @+ (14 0H 2

z=h
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Wie fiir die Kraftkomponenten Y¢; entsteht kaum ein Vorteil aus der getrennten Integration
der Radialfunktionen, da auf jeden Fall eine numerische Methode angewandt werden mufl. Die
Losung der Integrale fiir die oberen Elemente verwendet dieselben Auswertungen der Radial-
funktionen wie fiir die Lésung der Integrale fiir Y¢;. Beide Losungen konnen also gleichzeitig
bestimmt werden. Dadurch 148t sich eine Verringerung des Rechenaufwands erzielen.

Fir die unendlichen Integrale S ;. existieren fiir einige Terme der Intregranden, wie fiir den
vertikalen Zylinder, analytische Losungen. Da diese Terme den jeweils am langsamsten ab-
klingenden Teil des Integranden reprisentieren, werden sie aus den Eigenfunktionsexpansionen
herausgezogen und getrennt integriert. Es werden zuerst die folgenden Expansionen im dufleren
Element ohne die Null- bzw. Fernfeldterme definiert:

Ny N,
fn =) RIu(r)Zi(z)  wnd QT =) RIr)ZI(2). (7.38)
=1 =1

Fiir die Funktionen FZ% im duBeren Element folgen damit die Formeln

A%
FL=2000 R 4 F, m=0,41, (7.39)
r
wobei
Ri2 —2ikoQ% + o1 m =20
Rm = ¢ Raz+2Rm F2 = ¢ —2ikoQH + g2 + 290 m=1 (7.40)
R23 —2Rn g2 — 290 m=—1

Die Hilfsfunktionen g¢,, sind hier durch

_|m Ada L Ala 0QL
9m = |:_7'_ (1+'TT>Q7m+(1——T—2—)—a;—+

~ )L oQL [0QL ORmm
(%QL—%)(Q%+RW)+ ;‘?r ( §Zm+ = )] (7.41)
z=h

gegeben, und die Radialfunktionen R,,,(r) sind wie fiir den vertikalen Zylinder definiert. Man
erhilt dann folgende Formel fiir die Integrale Si;y,:

o [P RemHak °°
Saim = koa A2 A, / RimHn(kor) g, / P Fn@bn(r, 1)+ Foy AjHn (hor) Jdr. (7.42)

Das erste Integral auf der rechten Seite ist analytisch integrierbar, wéhrend fiir das zweite ein
numerisches Verfahren zur Einsatz kommen mu8.
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Bild 11: Winkelunabhingige Kraft- und Momentkoeffizienten YJ-(O), Yc; und Yp; fiir einen
vertikalen Zylinder mit h/a = 4.0
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Bild 12: Real- und Imaginirteile der winkelunabhingigen Koeffizienten Yl(o), Yl(l) und Yz,(l) fiir
einen vertikalen Zylinder mit h/a = 4.0

8 Numerische Ergebnisse

Zuerst wird ein sich vom Boden bis iiber die Wasseroberfliche erstreckender vertikaler Zylinder
mit einem Tiefgang-Radius-Verhiltnis von h/a = 4 betrachtet. Bild 11 zeigt die von den
Wellen- und Strémungsrichtungen unabhingigen Wellenkraftkoeffizienten Yj(°), Yc; und Yp;
(laut den Gleichungen (6.20) bis (6.28)) in Abhédngigkeit der normierten Wellenzahl kga. Wie
aus der Gleichung (6.23) ersichtlich, ist die Komponente Y¢; von der Wassertiefe unabhangig
und nimmt fiir den Grenzwert ko = 0 den Wert 7 an. Die Perturbationskomponenten Yp;
konvergieren schon nach wenigen Termen in den Summen von (6.27) und (6.28). Schon nach
10 Termen indern sich die Werte weniger als 0.1%. Die Verldufe der Kurven fiir die Kraft- und
Momentenkoeffizienten sind einander sehr dhnlich, so daff im folgenden nur die horizontalen
Wellenkrifte betrachtet werden.

Die Real- und Imaginarteile der winkelunabhéngigen Koeflizienten Yl(o), Yl(l) und Yg(l) fir die
horizontalen Krifte nullter und erster Ordnung in der Strémungsgeschwindigkeit sind in Bild
12 fiir den gleichen Zylinder gezeigt.

Die Kraftkoeffizienten Xio) und X{l) und die Gesamtkraft X; fiir eine Froudezahl von F, =
+0.10 sind in Bild 13a fiir Wellen und Strémung in positive z-Richtung (a = 8 = 0) dargestellt.
Die negative Froudezahl entspricht einer Stréomung mit « = 7. Die Froudezahl F;, = 0.1 ergibt
z.B. fiir a = 10m eine Stromungsgeschwindigkeit von U = 1 m/s. Die Beziehung zwischen der
Froudezahl und der dimensionslosen Stromungsgeschwindigkeit 79 lautet

7o = Fpa/koatanh(koh). (8.1)
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Bild 13: Kraftkoeffizienten X{”, X{", und X; fiir die Froudezahl F, = +0.10 fiir einen verti-
kalen Zylinder und o = 8 = 0. a) h/a =4, b) h/a = 1.
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Bild 14: Relative Anderung (in Prozent) der Amplitude der Wellenkraft X; infolge einer Par-
allelstrémung F;, = 0.10 fiir verschiedene Wassertiefen und o = 8 =0. a) a =0, b) a = 7.

Bei der maximal dargestellten Wellenzahl von kga = 2.0 ist 79 = 0.14 und liegt noch in dem
Giiltigkeitsbereich der linearisierten Randbedingungen. Zhao und Faltinsen (1991) geben eine
obere Grenze von ungefihr 7o = 0.15 an. Da die Phase der Perturbationskraft XV sich teilweise
sehr von der Phase von X {0) unterscheidet, wird die Amplitude der Gesamtkraft fiir bestimmte

Wellenzahlen nicht erh6ht, sondern gesenkt.

Die gleiche Situation ist in Bild 13b fiir einen vertikalen Zylinder mit einem Verhiltnis von
h/a = 1 gezeigt.

Der Einflul der Wassertiefe auf die horizontale Wellenkraft fiir den vertikalen Zylinder wird
in Bild 14 gezeigt, wobei die Prozentdnderungen in der Kraftamplitude infolge der Stromun-
gen F, = £0.10 aufgetragen sind. Mit abnehmender Tiefe nimmt der relative Einflul der
Parallelstrémung zu. Wie erwartet, sind die Effekte infolge der zwei Froudezahlen ungefihr
entgegengesetzt. Die maximale Erhéhung der Wellenkraftamplitude liegt bei circa 10% fiir
h/a = 0.5.

Als erstes Losungsbeispiel fiir beliebige rotationssymmetrische Kérper wird ein schwimmender
vertikaler Zylinder mit einem Tiefgang gleich der halben Wassertiefe betrachtet. Bild 15 zeigen

die Amplituden der horizontalen und vertikalen Krafte fiir die Froudezahlen F,, = 0 (gleich-
bedeutend mit X;»O) ) und F, = £0.10 fiir zwei h/a-Verhéltnisse und o = = 0. Wieder ist
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Bild 15: Amplituden der Wellenkrifte auf einen schwimmenden Zylinder mit Tiefgang h/2
und Radius @ = h und a = h/2 fiir die Froudezahlen F, = 0 und £0.10 und o = 3 = 0.
a) Horizontalkraft Xy, b) Vertikalkraft Xs. \

Bild 16: Konvergenz der Amplituden 4k
der horizontalen und vertikalen Perturbati-
onskrifte X{" und X§" auf einen schwim- N e )
menden Zylinder mit Tiefgang h/2 und Ra- 2 | 1
dius a fiir kga = 0.8 und @ = 8 = 0. Ny

XYL IX

i 1k h/7a = 2 A
und Ny, bezeichnen die Anzahl der Lésungs- | e e
terme, die fiir den oberen und den unteren 0 * ‘ ‘ '
. . 0 5 10 15 20
Fluidbereich verwendet wurden. NN

deutlich zu erkennen, dafl der EinfluBl der Parallelstrémung mit abnehmender Tiefe zunimmt.

Die in Bild 15 dargestellten Zahlen wurden mit je 20 Losungstermen fiir die Eigenfunktions-
expansionen in dem iufleren und dem umter dem Korper liegenden Fluidbereichen berechnet.
Das Abklingverhalten der Lésungen mit der Anzahl der Losungsterme ist in Bild 16 darge-
stellt. Hier sind die Amplituden der Perturbationskoeffizienten Xil) und X:(;) iiber die Anzahl
der Losungskoeffizienten fiir kga = 0.8 aufgetragen. Wahrend die X;O)-Werte sehr schnell und
monoton konvergieren (ab 5 Terme wiren sie auf dem gleichen Bild nur als horizontale Gerade
darzustellen), oszillieren die Perturbationsgrofien um ihre asymptotischen Werte und konver-
gieren wesentlich langsamer. Erst ab zirca 20 Termen ist die Konvergenz ausreichend. Die
Perturbationsgroflen sind also sehr empfindlich gegeniiber den Losungen ohne Meeresstromung.
Diese Empfindlichkeit liegt daran, daf§ fiir die Perturbationskomponente héhere Ableitungen
der Fourierkomponenten gebraucht werden als fiir die Gré8en ohne Strémung.

Als nichstes Beispiel werden einige Ergebnisse fiir einen auf dem Meeresboden stehenden und
nach oben abgestuften Zylinder gezeigt. Wieder zeigt Bild 17 die Amplituden der horizontalen
und vertikalen Krifte fiir die Froudezahlen F,, = 0, +0.10 fiir zwei verschiedene Wassertiefen
und o = B = 0. Hierfiir wurden fiir jedes Fluidelement wieder 20 Lésungsterme verwendet.
Das Abklingverhalten ist hier dhnlich dem fiir den schwimmenden Zylinder. Hier scheint die
Parallelstrémung einen grofleren EinfluBl auf die vertikale als auf die horizontale Kraft zu haben.

Ein Vergleich der hier beschriebenen Methode mit den von anderen Autoren erzielten Ergeb-
nissen 1a8t sich schliefllich anhand einer halbgetauchten Kugel darstellen. Es werden hier die
Ableitungen der Amplituden der horizontalen und vertikalen Wellenkréfte nach der Strémungs-
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Bild 17: Amplituden der Wellenkréfte auf einen auf dem Boden stehenden abgestuften Zylinder
fiir die Froudezahlen F;, = 0 und £0.10 und a = 8 = 0. a) Horizontalkraft X;, b) Vertikalkraft

Xs.
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Bild 18: Ableitungen der Wellenkraftamplituden nach der Strémungsgeschwindigkeit bei U = 0
fiir eine halbgetauchte Kugel unq unterschiedliche Wassertiefen. Vergleich mit Ergebnissen fiir
tiefes Wasser von Nossen et al. (1991). a) Horizontalkraft X;, b) Vertikalkraft Xs.

geschwindigkeit U fiir 7o = 0 betrachtet. Die Ableitung der Amplitude von X; nach U fiir 7o = 0
und XJ(~°) # 0 148t sich dimensionslos als

(0) (1)
X cong(X; )}

2
|X<.°> (82)
J

) Re
Vag Q'é—XUf—I = v/ koa tanh(koh) {

70=0

schreiben, wobei conj( ) die komplexe Konjugierte bezeichnet. Die Ergebnisse fiir verschiedene
Wassertiefen sind in Bild 18 fiir die horizontalen und vertikalen Krifte aufgetragen. Es gilt hier
wieder @ = # = 0. Zum Vergleich sind die Ergebnisse von Nossen et al. (1991), die mit einem
Singularitatsenerfahren fiir tiefes Wasser erzielt wurden, aufgetragen. Fiir die horizontale Kraft
ist die Ubereinstimmung gut, und die Werte fiir wachsende Wassertiefe konvergieren z.B. fiir
koa = 0.8 bis auf circa 6% gegen die fiir tiefes Wasser. Bei sehr kleinen Wellenzahlen ist der
EinfluB der Wassertiefe bei h/a = 5 noch signifikant, also sind die Abweichungen in diesem
Bereich hiermit zu erkliren.

Die Ergebnisse fiir die Ableitung der Amplitude der vertikalen Wellenkraft stimmen weniger
gut iiberein mit den Tiefwasserergebnissen, zeigen aber einen sehr dhnlichen Verlauf. Bezogen

auf die Spanne der Werte betrigt z.B. der Fehler circa 18% bei koa = 0.8. Lediglich fiir sehr
kleine und grofle Wellenzahlen ist die Abweichung dhnlich klein wie fiir die Horizontalkraft.
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'Fiir die Berechnung der in den Bildern 18 dargestellten Ergebnisse wurde die Halbkugel mit
zehn Stufen idealisiert. Die Anzahl der Losungsterme betrug Ny = 20 und Ny = 24. Weder
eine Verfeinerung der Kérperidealisierung noch eine Erhéhung der Anzahl der Losungsterme
erbrachte eine signifikante Anderung der Ergebnisse. Fiir die Bestimmung der stationiren
Stromung und die Kraftkoeffizienten fiir die erste Frequenz waren circa 190 Sekunden auf einem
386-33 PC-AT notwendig. Fiir die weiteren Frequenzen waren nur circa 35 Sekunden notwendig,
da fiir die unteren Elemente keine volle Auflésung der Gleichungssysteme benétigt wurde.

Die Abweichungen bei den horizontalen und vertikalen Kriften lassen sich zum Teil durch die
Empfindlichkeit der Perturbationsgrofien fiir die ohne Strémung berechneten Fourierkomponen-
ten erkldren. In Bild 19 werden die Kraftamplituden ohne Meeresstrémung mit denen fiir tiefes
Wasser verglichen. Wie auch bei Kokkinowrochos et al. (1986) gezeigt, konvergiert fiir Treppen-
stufenhohe gegen Null und Wassertiefe gegen unendlich insbesondere die Horizontalkraft nicht
genau gegen die Losung fiir eine Halbkugel (bis circa 5% Fehler). Die Giite der Ubereinstim-
mung ist also genau entgegengesetzt wie fiir die Perturbationsgréfen. Dies ist aber nicht ganz
iberraschend, denn fiir X§°) und X:(il) kommt die Fourierkomponente 171 zum Tragen (bzw.
deren Ableitungen); analoges gilt fir X{” und X{" beziiglich der Fourierkomponente 7. Die
Konvergenz fiir Treppenstufe gegen Null kénnte sich bei der Ableitung der Fourierkomponenten
Y7m und 1) wesentlich stirker auswirken.

Ein Grund fiir die bessere Ubereinstimmung bei der horizontalen Perturbationskraft konnte
auch in der Erfiillung der Randbedingungen liegen. Auf den horizontalen Treppenstufen werden
die Randbedingungen genau erfiillt, also miissen die Geschwindigkeitskomponente zwangsldufig
andere Werte als fiir eine schrige Wand haben. Auf der vertikalen Stufen werden dagegen die
Randbedingungen numerisch erfiillt, was effektiv zu einem Abrunden der Ecken fiihren kénnte.

Fiir rotationssymmetrische Korper, die besser mit einer Treppenkurve zu idealisieren sind, z.B.
abgestufte Zylinder, existiert diese Problematik nicht. Hierfiir ist die Makroelementmethode
geeigneter und genauer. Leider sind fiir solchen Koérper keine Vergleichswerte in der Literatur
zu finden. Die hier betrachtete Halbkugel stellt fiir Panelmethoden, wegen des Fehlens von
Kanten, ein giinstiger Berechnungsfall dar, wihrend der gleiche Korper ein sehr ungiinstiger
Fall fiir die Makroelementmethode ist. Der Ergebnissvergleich weist auf eine mégliche Grenze
des Verfahrens fiir Koérper mit schrigen Winden hin, zeigt aber auch, dafl das Makroelement-
verfahren in einem sehr ungilinstigen Fall auch befriedigend funktioniert. Fiir besser geeignete
Korperformen, die viele Offshore-Bauwerke besitzen, kann ein genaueres Verhalten der nume-
rischen Methode erwartet werden.
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9 Zusammenfassung

Kombinierte Wellen- und Strémungseffekte auf Offshorebauwerke kénnen signifikante Verdnde-
rungen in den hydrodynamischen Kréften verursachen. In dieser Arbeit wurde, basierend auf
dem Makroelementverfahren, eine Methode entwickelt, die die Stromungseinfliisse auf die linea-
ren harmonischen Wellenkrifte auf groBvolumige rotationssymmetrische Strukturen beriicksich-
tigt. Als Sonderfall wurde auch eine analytische Lésung fiir einen sich vom Meeresboden bis
iiber die Wasseroberfliche erstreckenden Zylinder prisentiert.

Fiir die Berechnung des Wellen-/Stréomungsproblems wurde unter der Annahme einer kleinen
Strémungsgeschwindigkeit die Randbedingung an der freien Oberfliche beziiglich der Strémungs
geschwindigkeit linearisiert. Aus dieser Annahme resultiert eine wesentlich einfachere Randbe-
dingung, und sie erméglicht die Anwendung einer Perturbationsmethode, um den Strémungs-
einflufl zu berechnen. Hierbei wird die Strémung aufgeteilt in i) eine zeitstationire Stromung
infolge der Umstrémung des Korpers, ii) eine Wellendiffraktionsstrémung infolge einer har-
monischen Elementarwelle ohne Strémung und ihre Diffraktion durch den Koérper und i)
eine Perturbationsstrémung, dessen Randbedingungen von den ersten zwei Stromungsformen
abhingen.

i

Das Randwertproblem wurde fiir beliebige Korper aufgestellt und anschlieffend mittels Fou-
rierexpansionen in der Umfangsrichtung auf die Klasse der rotationssymmetrischen Kérper mit
vertikaler Achse spezialisiert. Aus dieser Entwicklung resultiert statt einem einzigen dreidi-
mensionalen Problem eine Serie von zweidimensionalen Problemen in den Radial- und Verti-
kalkoordinaten fiir jedes der benStigten Strémungspotentiale.

Fiir das Potential der Perturbationsstrémung wurde eine Fernfeldlésung abgeleitet, die sich ana-
lytisch aus den asymptotischen Fernfeldformen des zeitstationiren Potentials und des Diffrakti-
onspotentials bestimmen 148t. Fiir die Berechnung der Wellenkrifte wurden die Lokalanteile des
Perturbationspotentials iiber den Greenschen Satz und geeignete fiktive Radiationsspotentiale
eliminiert.

Fiir einen sich vom Meeresboden bis iiber die Wasseroberfliche erstreckenden Zylinder beste-
hen das zeitstationire Potential und das Diffkaktionspotential nur aus ihre Fernfeldformen.
Da fiir die Radiationspotentiale ebenfalls anlaytische Losungen moglich sind, lassen sich die
Wellenkrifte fiir das kombinierte Problem analytisch in Form von unendlichen Summen mit
bekannten Koeffizienten bestimmen.

Die Diffraktions- und Radiationsstromungen werden mittels der sogenannten Makroelementme-
thode berechnet, wobei einige Optimierungen bzgl. Speicherplatz und Rechengeschwindigkeit
vorgenommen wurden. Fiir die Berechnung der zeitstationdren Strémung wurde eine modi-
fizierte Makroelementmethode entwickelt. Fiir den Einsatz dieser Methode wird die Meridi-
anlinie des Korpers durch eine Treppenkurve approximiert, und der Fluidbereich wird dem-
entsprechend in Elemente unterteilt. Die Bestimmung der benétigten Fourierkomponenten
in den einzelnen Elementen erfolgt durch eine Eigenfunktionsexpansion zusammen mit einer
Galerkinmethode, um die Rand- und Kompatibilititsbedingungen zu erfiillen. Aus den mit
der Makroelementmethode erzielten Losungen wurden zusammen mit der Fernfeldlosung die
Ausdriicke fiir die Perturbationskrafte infolge der Stromung hergeleitet.

Um den Einflul der Strémung auf die harmonischen Wellenkréfte zu bestimmen, wurden fiir
einige typische Korperformen numerische Berechnungen durchgefiihrt. Es zeigte sich, daf$
im allgemeinen die Strémungseinfliisse signifikant sind und sich mit abnehmender Wassertiefe
verstarken.

Wegen der infolge der Stromungseffekte zusédtzlich benotigten Ableitungen der Strémungspo-
tentiale ist das Konvergenzverhalten der Perturbationskrifte wesentlich schlechter als fiir die
Diffraktionskréfte ohne Stromung. Wie aber am Beispiel eines schwimmenden Zylinders gezeigt,
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ist die Konvergenz der Lésung mit wachsender Anzahl der Terme der Eigenfunktionsexpansio-
nen trotzdem ausreichend.

Der Einflu$ der Ableitungen machte sich bei dem Ergebnisvergleich fiir eine halbgetauchte Kugel
bemerkbar. Obwohl fiir die Horizontalkraft gute Ubereinstimmung mit publizierten Ergebnissen
erzielt wurde, differieren die Ergebnisse bei der Vertikalkraft. Ein Grund hierfiir ist, daf§ bei
einer Stufenhohe gegen Null der harmonische Druck nicht genau gegen den Druck an einem
glatten Kérper konvergiert. Die Anwendbarkeit der Makroelementmethode fiir abgerundete
Kérper, wie z.B. eine halbgetauchte Kugel, koénnte dadurch fiir das hier behandelte Wellen-
/Strémungsproblem begrenzt sein. Hierbei mufl man aber bedenken, daf ein véllig runder
Korper, wie eine halbgetauchte Kugel, sich mit Panelmethoden sehr gut berechnen 1aft, fiir
die Macroelementmethode aber einen sehr ungiinstigen Fall darstellt. Von daher kann der
Ergebnisvergleich als befriedigend bezeichnet werden. Fiir Kérperformen, die besser mit einer
Treppenkurve zu approximieren sind und wofiir die Makroelementmethode besser geeignet und
wohl genauer ist, sind in der Literatur leider keine Vergleichsergebnisse zu finden.

Zu sinnvollen Erweiterungsarbeiten gehort in erster Linie die Berechnung der Strémungsein-
fliisse auf die linearen Radiationskrifte. Deren Berechnung kénnte, wie bei Wu und Eatock
Taylor (1990) gezeigt, in der gleichen Weise wie fiir die Diffraktonskréfte erfolgen, und stellt
also keine wesentliche Aufwand dar. Die Stréomung beinfluit aber am stirksten die mittleren
Driftkréfte zweiter Ordnung (siehe z.B. Grue (1992)). Obwohl in der Amplitude kleiner als die
linearen Krifte, konnen die Driftkrifte wegen ihrer gleichbleibenden Richtung grofilere Bewe-
gungen bei verankerten Strukturen hervorrufen. Deshalb soll eine Bestimmung der Driftkrifte
als Ziel angesehen werden.

Die Berechnung der Driftkrifte wiirde die volle Lésung des Perturbationsproblems verlangen.
Wegen des Fehlens von Orthogonalititseigenschaften fiir die Eigenfunktionen in Radialrich-
tung wire eine zufriedenstellende Erfiillung der inhomogenen Randbedingung an der Wassero-
berfliche sehr schwierig. Fiir die Berechnung der Driftkrifte miifite auch eine direkte Methode
verwendet werden, da die Perturbationsexpansion im Fernfeld nicht giiltig ist. Dies erschwert
weiter die Losung, da fiir die Berechnung der Integrale der Driftkréfte nicht nur iiber die Glie-
der der Eigenfunktionsexpansion, sondern auch iiber die Fourierkomponenten summiert werden
miifite.

Diese Schwierigkeiten bei der Berechnung der Driftkrifte, zusammen mit der vielleicht be-
grenzten Genauigkeit der Makroelementmethode fiir in der Seitenansicht abgerundete Koérper,
koénnte deren Vorteile beziiglich der Rechenzeit und Geometrieeingabe aufwiegen, besonders bei
der heute verfiigbaren Rechenkapazitit. Diese Tatsache miifite bei der Entscheidung beriick-
sichtigt werden, ob sich eine Erweiterung der Makroelementmethode auf diese Fille lohnt. Eine
sinnvollere Richtung wire wohl die Koppelung einer anderen Lésungsmethode im Nahkérper
bereich, z.B. einer Panel- oder FE-Methode, mit der hier formulierte Fernfeldlésung fiir das
rotationssymmetrische Problem.
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