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Zasammenfassung. Dic Rechenergebnisse eines Com-
puters approximieren zwar im allgemeinen das tatsiich-
liche Ergebnis recht gut, doch dies muf nicht der Fall
sein. Das Computerergebnis kann prinzipiell beliebig
weit vom wahren Ergebnis entfernt liegen, und es kén-
nen sogar Ergebmisse entstehen, wenn gar keine Losung
existiert. Im vorliegenden Aufsatz wird der Frage nach-
gegangen, wie sichere, also mit Sicherheit richtige Er-
gebnisse auf der Rechenanlage zu erziclen sind. Dabei
werden die wesentlichen Metheden vorgestellt und er-
Iautert. Die besprochenen Verfahren sind sowohl fiir
die mathematische Anwendung von Interesse als auch
fiir ingenieurmiBige numerische Anwendungen.

Schliisselworter: Rundungsfehler, Arithmetik, Genaues
Rechnen, EinschlieBung, Daten-Toleranzen, Intervalle

Summary. The results produced by a computer are in
general fairly good approximations of the exact result;
however, this need not be the case. The result calculated
by the computer can, in fact, be randomly far from the
true result, and results are sometimes even produced
where in fact the given problem has no solution. The
following presents different possibilities to calculate
true results on a computer, i.e., results which are veri-
fied as correct, and introduces the relevant methods and
explanations. The methods presented are of interest for
mathematical application as well as for numerical ap-
plication in technical engineering.
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curacy, Inclusion, Data tolerances, Intervals
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1. Einleitung

Nach der ersten Einfiihrung elektronischer Rechenan-
lagen setzte eine stiirmische Entwicklung auf dem Ge-
biet der numerischen Algorithmen ein. Bei der Imple-
mentierung numerischer Methoden wurden villig neue
Erfahrungen gemacht. Vor der Einfiihrung von Rechen-
anlagen waren Methoden gefragt, die sich in ein még-
lichst einfaches Schema fassen lielen, um dann in Re-
chensilen mit moglichst geringer Fehlerwahrschein-
lichkeit ausgefiihrt werden zu kénnen. fetzt war das
einfache Rechenschema keine conditio sine qua non
mehr; und durch den Wegfall dieser Restriktion wur-
den auch neue Verfahren entdeckt. Aber erst durch die
Einfithrung hoherer Programmiersprachen konnte die
Benutzung von Rechnern grofieren Kreisen getffnet
werden; der Computer wurde gesellschafisfihig.

Etwa zu dieser Zeit wurde auch Kritik laut an den
Ergebnissen von Computerprogrammen. Das Fest-
punktsystem hatte sich (entwickelt aus den Analogrech-
nern} als zu starr erwiesen, und ¢s wurde zum Gleit-
punktsystem iibergegangen. Hierdurch stellten sich
aber auf einmal Fehler ein, die zwar fiir Spezialisten
leicht erklirlich waren, deren Beseitigung jedoch zu-
nichst auller Reichweite lag. Durch Ausloschung und
Rundungsfehler konnte namlich das auf einer Rechen-
anlage erzielte Ergebnis von dem tatsdchlichen Ergeb-
nis beliebig weit abweichen, wie einfache Beispicle wie
etwa

10%.+1—10% oder
9x4....y4+2y2 fﬁr X= 10864,0, Y= 18817,0

zeigen. Im ersten Beispiel entstehen zwei Summanden
(10 +1) und 10%, die in den ersten 20 Dezimalstellen
iibereinstimmen. Auf jeder Rechenanlage mit weniger
als 20 Dezimalen bzw. eine entsprechende Anzah} von
Binidr- oder Hexadezimalziffern in der Mantisse (und
das trifft auf sehr viele zu) mul das Ergebnis der Sub-
traktion O stati 1 sein. Das zweite Beispiel ist dhnlich ge-
lagert, nur nicht mehr ganz so offensichtlich.

Aus der entstandenen Unsicherheit gegeniiber
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Rechnerergebnissen in bestimmten Situationen entstan-
den verschiedene Wege zur Losung. Mit algebraischer,
exakter Rechnung wurde immer mit voller Genauigkeit,
ohne Rundungsfehler perechnet (seminumerische Algo-
rithmen), mit symbolischer Manipulation wurde (in
Verbindung mit exakter Rechnung) versucht, das Er-
gebnis etner Rechnung in geschiossener Form anzuge-
ben, und mit naiver Intervallrechnung wurde versucht,
Ergebnisse in Schranken einzuschlieBen. Aus diesen
Ansitzen entwickelten sich neue Disziplinen, in denen
Mathematik auf dem Rechner betrieben wird. In jing-
ster Zeit kam eine Richtung neuartiger numerischer Al-
gorithmen hinzu, die mit einer einheitlichen Definition
der Gleitpunkt-Arithmetik zunidchst mit herkémmli-
chen Techniken eine Niherung bestimmen und dann
auf der Basis einer EinschlieBungstheorie das richtige
Ergebnis einschlieBen. Die Richtigkeit des Ergebnisses
wird immer automatisch verifiziert.

2. Algebraische Manipulation

Unter ,,Algebraischer Manipulation” (algebraic mani-
pulation) versteht man ganz aligemein das Rechnen in
und das Manipulieren mit mathematischen Rdumen,
also etwa dem Korper der rationalen Zahlen. Dabei
reicht das Manipulieren mit mathematischen Struktu-
ren bereits weit in den Bereich der symbolischen Rech-
nung hinein (weshalb beide als “Symbolische und Alge-
brajsche Manipulation” oft in einem Afemzug genannt
werden). Betrachten wir zunichst das Rechnen in ma-
thematischen Riumen. Die einfachste mathematische
Struktur im Bereich der ,,Algebraischen Manipulation®
ist der Ring der ganzen Zahlen. Das Pridikat Ring heift
im wesenilichen, dall Assoziativ-, Kommutativ- und
Distributivgesetz(e) geiten und dal} zu jedem Element
eine additive Inverse existiert. Allein an der Sprechwei-
se wird sofort klar, daf3 man sich hier von Begriffen wie
Uberlauf* oder , Rundungsfehler zu losen hat: Im
mathematischen Modell gibt es nur ein richtiges Ergeb-
nis und keine (beste) Approximation. Fiir eine interes-
sante und umfassende Einfiilhrung in die ..Symbolische
und Algebraische Manipulation® anf der Basis von Ori-
ginal-Arbeiten siehe [3].

Ein wichtiges Problem bei der Implementierung des
Rechnens im Ring der ganzen Zahlen ist die Darstel-
lung ganzer Zahien auf dem Rechner. Jede Zahl mul ja
immer mit ihrer gesamten Anzahl von Stellen gespei-
chert werden, und das kénnen (im Prinzip) beliebig vie-
le sein. Zur Ldsung des Problems wird die ganze Zahlin
Abschnitte gleicher Stellenzahl geteilt und jeder einzel-
ne solcher Abschnitte als Element einer Liste oder als
Feldelement abgespeichert. Dabei bendtigt man im Fall
des Abspeicherns in einem Feld noch die Anzahl der
Abschnitte.

Betrachten wir ein Beispiel. Es ist

A=301=1-2-3....-29-30=
265252859812191058636308430000000.
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Nehmen wir an, jeder Abschnitt enthdlt fiinf Dezimal-
stellen. Dann wire eine mogliche Darstellung in einer

verketteten Liste
63630 fsaaoo /E

A

i 265

/25285/98121/'91058

3 T T @

Der erste Zeiger ,, 4 “zeigt dabei auf den Anfang der Li-
ste, auf das Flement mit den am meisten signifikanten
Stellen. Die Darstellung in Listen hat (in PASCAL et-
wa) den Vorteil, daf} die Anzahl der Elemente zur Aus-
fithrungszeit vergréBert werden kann, indem Speicher-
platz vom Haldenspeicher (Heap) angefordert wird.
Ein Nachteil ist, daf} die Listen selbst Organisations-
speicherplaiz bendtigen und Sorge zu tragen ist fiir die
Verwaltung des jeweils freien Speichers im System {gar-
bage collection). Auch bei der Speicherung in einem
Feld muf} diese Verwaltung durchgefiihit werden.

Beim Rechnen mit ganzen Zahlen stellt sich heraus,
dafl im Fall von Addition, Subtraktion und Multiplika-
tion es glinstiger ist, die Liste in umgekehrter Reihenfol-
ge aufzubauen. Nur bei der Division ist die oben ange-
gebene Speicherung giinstiger. Deshalb wird oft die
Zahl in ,umgekehrter Reihenfolge™ abgespeichert, so
dal} im obigen Beispiel das erste Listenelement ,,0° ent-
hiilt, das zweite ,,84800“ etc. Diese Moglichkeit hat (al-
lerdings nur unbedeutende) Nachteile bei der Vorzei-
chenbestimmung.

Mathematisch gesehen ist die oben beschriebene
Darstellung ganzer Zahlen eine solche im Zahlsystem
zur Basis 10°, Es ist also

A=ao+ar-B+ay f7+.. .+ ag B mit f=10°
und  ap=0, a;=84800, .. ., a4==265

im obigen Beispiel. Die allgemeine Darstellung eciner
ganzen Zahl Bist

B= 3 b,
i=0
0=|bj<fp fir 0=nundb,+0.

Ist also f=10°, hat B zwischen 5-n-+1 und 6- n Dezi-
malziffern. Die gebriuchlisten Formen der Darstellung
negativer Zahlen sind entweder das Vorzeichen separat
zu speichern oder jeder einzelnen ,.Ziffer”, also jeder
fiinfstelligen Komponente, ein Vorzeichen mitzugeben.
Dabei gilt dann die Vereinbarung, dafl entweder alle
Ziffern nicht-negativ oder alle nicht-positiv sein mis-
sen. LAt man diese letzte Forderung fallen, erhilt man
eine redundante Zahldarstellung, auf die wir gleich
noch zu sprechen kommen.

Die Algorithmen fiir Addition und Subtraktion gan-
zer Zahlen koénnen direkt dem gewdhnlichen Rechnen,
wie man es auf der Schule lernt, nachempfunden wer-
den. Entsteht bei der Addition (oder Subtraktion) zwei-
er Ziffern (im Zahlsystem zur Basis ) eine Ziffer, deren
Betrag grifler oder gleich fist, wird nur der Anteil klei-
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ner als B fiir diese Ziffer genommen und ein Ubertrag
zur nidchsten Ziffer mitgenommen (,,¢ins im Sinn“). In
ungiinstigen Fillen kann sich ein Ubertrag iiber mehre-
re, S-stellige ., Ziffern” fortpflanzen. Fir 4=10"%, im
Zahlensystem zur Basis ff=10° eine 21-stellige Zahl, er-
streckt sich fiir B=A—1 ein Ubertrag iiber 20 Ziffern.
Bei ermneuter Addition C= B+1 (= A) ergibt sich das
gleiche Bild. Um solche, sich fortpflanzenden Ubertri-
ge zu vermetden, kénnen fiir die einzelnen Ziffern un-
terschiedliche Vorzeichen zugelassen werden. In unse-
rem Beispiel wire dann

B=4—1=t00...0 —1

Die Fortpflanzung von Ubertrigen ist dadurch weitge-
hend vermieden, dafiir wird die Zahldarstellung redun-
dant. Denn es ist ()0} —1) = (99999)99999) =
{D(—1X99999), wobei di¢ einzelnen, S-stelligen ,Zif-
fern” jeweils in Klammern geschrieben wurden. Die
weitgehende Vermeidung von Ubertrdgen bei Addition
und Subtraktion wird also durch eine etwas komplizier-
tere Riick-Konvertierung in das gewdhnliche Zahlsy-
stem erkauft. Besonders deutlich wird dies etwa bei (1)
{—99999) { —99999). . .(—99999)=1.

In einer hardwaremiflig verdrahteten Gleitpunki-
Arithmetik einer modernen Grofirechenanlage werden
Ubertriige durch ein sogenanntes ..carry-look-ahead”
zumindest dezimiert (vgl. [17]). Eine andere interessante
Methode, um Ubertriige praktisch ganz zu vermeiden,
ist die redundante Zahldarstellung von Avizienis {siehe
11, auch [17}). Bezeichnet man einen Additionsschritt
oder einen Schritt zur Abarbeitung eines Ubertrages als
Zyklus, so koromt ¢ine Addition bei dieser Art der Zahl-
darstellung mit 2 Zyklen aus. Diese konstante Anzahl
von Zyklen kann durch paralleles Arbeiten erreicht
werden. Die Mdaglichkeit des parallelen Rechnens liegt
in der Zahldarstellung, wodurch diese Avizienissche
Zahldarstellung im Zeitalter der Supercomputer wieder
an Bedeutung gewinnen konnte.

Auch die Multiplikation langer ganzer Zahlen kann,
gemil der iiblichen Art und Weise zu multiplizieren,
programmiert werden. Sind Multiplikand und Multipli-
kator gleich lang und haben beide n Ziffern, so sind ins-
gesamt n? Multiplikationen und n”— I Additionen aus-
zufilhren. Die asymptotische Rechenzeit betrdgt also
0(n?) Operationen (das Landausche ,,0 Symbol be-
schreibt den asympiotischen Wert fiir groBe Werte von
n; dabei spielt ein konstanter Faktor keine Rolle, also
n?=0(n?) und 3 n?=0n? aber 0,0001-n>"1£0(n?),
sondern 0(n>")).

Es gibt Moglichkeiten, groBe Zahlen schneller zu
multiplizieren. Es seien zwel Zahlen, A, B gleicher Lan-
ge gegeben. Dann teile man 4 und Bin Hilften auf:

A ap aq * B by by .

L 1 1 L —— 1 i
Dann ist mit einer geeigneten Potenz §* von f
A=ayg-f*+a; und B=by-f*4+ by, also
A-B= ﬁgﬁo‘ b*2+(aub 1+ a1bg)-ﬁ*+ a4by.
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Dabei sind vier Teilprodukte aghy, aghy, a1bg, a¢by zu
bilden, dic je n?/ 4 Einzelprodukte, also wieder n® insge-
samt erfordern. Karatsuba schlug vor, durch eine ande-
re Produktbildung die Anzahl der Teilprodukte zu ver-
mindern (siche [8]). Er berechnete

CI = aob{), Cz = a;b1 und
G=(ao+as) (bo+by) M

mit apby= G, aoby + aiby= G-G-C und ayby= G. Da-
durch wurden nur 0,75-n* Teilprodukte benétigt auf
Kosten zusitzlicher Additionen. Die Idee von Karat-
suba war nun, diesen Vorgang zu iterieren, d. h. die Teil-
produkte eapby, aby und (ap+ ar)-(ho+ b)) nach dem
gleichen Schema (1) zu berechnen. Er konnte zeigen,
daB mit diesem Verfahren die Rechenzeit

von 0(n?) auf O(#'%6%) = 0(n'"%)

reduziert wird. Fiir cinen Rechner, der 1 Million Opera-
tionen pro Sekunde ausfithrt, ergeben sich demnach
folgende Rechenzeiten:

n normale Karatsuba
Multiplikation
100 10 ms 1,5 ms
1000 T s 57 ms
10000 1,67 min 2.2s

Diesen idealisierten Rechenzeiten ist noch ein ge-
wisser Zusatzaufwand fiir Verwaltung etc. hinzuzurech-
nen. Dieser saldiert in der Praxis tatsfichlich erheblich,
wie aus der folgenden Tabelle ersichtlich:

] norimale Karatsuba
Multiplikation
100 42 ms 30 ms
1000 435 13s
10000 7,2 min 51 s

Die absoluten Rechnerzeiten (hier fiir eine
IBM 3081 Anlage) k&nnten durch Assembiler-Program-
me noch erheblich verbessert werden, die Verhiilinisse
von normaler gegeniiber Karatsuba-Multiplikationen
noch etnmal um den Faktor 2. Die theoretischen und
praktischen Verhilinisse differieren hauptsiichlich we-
gen der zusiitzlichen Additionen im Karatsuba-Algo-
rithmus, wegen des zusitzlichen Speicherbedarfs und
im besonderen wegen des Organisationsaufwands. Die
Vorteiie beginnen in der Praxis etwa ab n=16.

Es gibt noch schnellere Algorithmen zur Multiplika-
tion langer Zahlen. Entsprechend der Methode von Ka-
ratsuba kénnen beide Zahlen in 3 oder 4 oder mehr Tei-
te aufgeteilt werden, und es kénnen allgemeine For-
meln angegeben werden, wie die einzelnen Teile zu
verkniipfen sind, um méglichst viele Multiplikationen
einzusparen. Asymptotisch geschen konnen so Algo-
rithmen angegeben werden, deren Rechenzeit 0(#'*#)
ist fiir jedes £>0. Einen tatsichlichen Zeitgewinn er-
zielt man dabei natiirlich nur fiir recht groBie Zahlen.
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Es geht aber noch schneller. Schonhage und Stras-
sen (siehe |16]) haben einen Algorithmus angegeben mit
der asymptotischen Rechenzeit

O(n-log n-log log n).

Das Verfahren, das die schnelle Fourier-Transfor-
mation benutzt, ist auch insofern von Interesse, da
Cook unter gewissen Voraussetzungen gezeigt hat, daB
eine asymptotische Rechenzeit von mindestens
O( n-log n )

log log n
zur Multiplikation zweier Zahlen der Linge n notwen-
dig ist. Der Faktor fzwischen dem Erreichten und dem
maximal Erreichbaren betrfigt also asymptotisch (log
log »)%. Fiir # = 1000000000000 (also fiir Zahlen mit je
einer Billion Ziffern) etwa ist f=1,16.

Bei der Division von ganzen Zahlen 4, B ist der
Quotient Q und Rest R so zu bestimmen, dalf A=Q-
B+ Rmit 0= R< | Bl falls 4 positivund — | Bl < R<0
falls 4 negativ. Bei der Implementierung ergibt sich die
Schwierigkeit, wie eine Ziffer des Quotienten ,,zu schit-
zen” ist. Bei der Handrechnung kommen ja fiir jede
Quotientenziffer nur die 10 (Dezimal-)Ziffern von 0 bis
9 in Frage, so dal} die richtige leicht zu bestimmen ist.
Fiir #=10° in obigem Beispiel ist aber eine 5stellige
Zahl als ,,Quotientenziffer zu bestimmen. Fafit man
die beiden ersten Ziffern a,,, a,_; des Dividenden zu-
sammen und dividiert durch die erste Ziffer &, des Divi-
SOTS:

=1(am' ﬁ + amﬁl,)/bn.ls

so sollte g.* eine gute Approximation der wirklichen
Ziffer g; des Quotienten sein {/x/ bedeutet die grofite
ganze Zahl kleiner oder gleich x). Setzt man g,*=f—1
falls g¢*® = p, so fanden Pope und Stein, daB nach Nor-
malisierung des Divisors zu b, = §/2 immer gelten muf}

B=EGFE g2

Die geschatzte (in unserem Beispiel 3stellige) Quo-
tientenziffer ist also um maximal 2 falsch. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir die geschitzte Quotientenziffer, ge-
nau richtig, um 1 oder um 2 falsch zu sein, ist dabei
nach Collins/Musser 67%, 32% und 1% (siche [8]).
Nimmt man gar die ersten drei Ziffern des Dividenden
und die ersten zwei Ziffern des Divisors mit, so kann die
geschiitzte Ziffer hichstens um 1 verkehrt sein; und die
Wahrscheinlichkeit, dafi sie falsch ist, liegt bei 1/8, ist
also fast 0 (siche [8]).

Eine andere Moglichkeit der Division ist, zunéchst
eine Approximation der Inversen des Divisors zu be-
stimmen und diese mit dem Dividenden zu multiplizie-
ren. Mit geeigneten Abschitzungen kann man zeigen,
daB der Quotient immer richtig bestimmt wird (trotz der
Approximation der Inversen des Divisors). Fiir groflere
Zahlen ist dieser Algorithmus der gewdhnlichen Divi-
sion tiberlegen.

Alle internen Rechnungen bei der Implementierung
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der Algorithmen zur Verkniipfung ganzer Zahlen sind
ganzzahlige Rechnungen. Das heillt, es entstehen keine
Rundungsfehler, alle internen und externen Ergebnisse
sind mathematisch exakt und richtig.

Bei der praktischen Anwendung (z. B. im GauB-Al-
gorithmus) fillt auf, dal die Division ganzer Zahlen nur
den ganzzahligen Quotienten und Rest liefert. Der ge-
nave Quotient hingegen ist eine rationale Zahl, die als
Paar von ganzen Zahlen dargestellt werden kann. Mit
den ersten drei Grundrechnungsarten fir ganze Zahlen
kénnen die vier Grundrechnungsarten filr rationale
Zahlen erklirt werden:

£+f=£5_i_9f pr_pr.pL_ps
qg=s g5 g5 gs'gs5 gr

Da sich bei jedem Produkt ganzer Zahlen deren
Lingen addieren, verlangt man von rationalen Zahien
asb, daB sie gekiirzt sind, also ggT(a.h)=1, um zu ra-
sches Anwachsen der Zahlentingen zu vermeiden. Fir
die Addition rationaler Zahlen beobachtete Henrici,
dal (ps+gn/qgs bereits gekirzt ist, wenn d =
2eT(q.5) =1 ist. Andernfalls braucht nur ggT(ps/d + gr/
d,d) berechnet zu werden. Was auf den ersten Blick
eher komplizierter aussieht, bringt in der Praxis eine
Verbesserung von 1,5 bis 3. Eine effiziente Methode zur
ggT-Berechnung geht auf D. H. Lehmer zuriick [8].

Mit den bisherigen Vorbereitungen kénnen bereits
die Grundoperationen im Ring Z der ganzen Zahlen
und im Kdrper Qder rationalen Zahlen ausgefithrt wer-
den. Hiermit kdnnen eine Reihe weiterer mathemati-
scher Strukturen exakt auf dem Rechner dargestelit
werden. Im folgenden sei ein Auszug angegeben.

Der Ring der Polynome mit ganzzahligen Koeffi-
zienten wird mit 7] x| bezeichnet, bei rationalen Koeffi-
zienten mit {J x]. Es gibt verschiedene Arten der Spei-
cherung von Polynomen mit Grad ». Betrachten wir ein
Beispiel:

P(x)=3x°-2x>+7.

Entweder werden in einem (n + 2)}-Tupel der Grad und
dann die Koeffizienten abgespeichert:

{5,3,0,0,-2,0,7)

oder ¢s werden zur jeweiligen Potenz die einzelnen Ko-
effizienten abgespeichert:

(5,3,2, —2,0,7).

Da zumindest Polynome in mehreren Variablen haufig
schwach besetzt sind, d.h. wenige Koeffizienten un-
gleich 0 sind, wird bei Polynomen in mehreren Varia-
blen meist die zweite Art der Speicherung bevorzugt.
Das Rechnen mit Polynomen wird nach den mathema-
tischen Regeln implementiert, also

Pe)= 3 prx Q@)= 3 gex'>
P@EQW= T (rg)x und
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mtn i
PO 00="5 ( 3 pa) -
1= J=
mit k=max(m,n) und p;=0 fiir i>m, ;=0 fiir i>n.
Die Division von Polynomen wird gemif der Standard-
Division fiir Polynome implementiert. Wieder gibt es
spezielle, schnellere Algorithmen fiir Muitiplikation
und Division von Polynomen und fiir ggT-Berechnung.
Es war lange Zeit ein offenes Problem, ob Algorith-
men zur Faktorisierung von Polynomen existieren mit
polynomial beschrinkter Rechenzeit in Grad und Lo-
garithmus des Betrags, also

0(n*-og(1 P1)H

fiir pattrliche Zahlen %, / unabhingig von a. Erst in
jlingster Zeit ist dieses Problem von Lenstra/Lenstra/
Lovasz positiv entschieden worden [3].

Polynome mit rationalen Koeffizienten speichert
man entsprechend denen mit ganzzahligen Koeffizien-
ten mit dem Unterschied, dall das kleinste gemeinsame
Vielfache der Nenner nur einmal gespeichert wird mit
entsprechend geiinderten Koeffizienten. Das fithat zu
einer erheblichen Speicherplatzersparnis. Das Rechnen
erfolgt genauso wie mit Polynomen mit ganzzahligen
Koeffizienten.

Rationale Funktionen kdnnen gespeichert werden
als Paar von Polynomen, wobei das Rechnen wieder ge-
miB den mathemaiischen Regeln implementiert wird.

Nach ail diesen Uberlegungen fragt man sich, ob
auch der exakte Umgang mit irrationalen Zahlen auf
dem Rechner mdéglich ist. Ein einfaches Beispiel ist
/2. Bekanntlich gibt es keine zwei ganze Zahlen p,g,
so daB /2 =p/gist, wie man bereits in der Schule be-
weist [18].

D.h., die unendlich vielen Dezimalstellen von \/5
weisen keinerlei Periode auf. Trotzdem ist die Zahl /2
exakt auf dem Rechner darstelibar durch die Informa-
tion, daB /2 die Nulistelle von x? == 2 zwischen 1 und
2 ist. Ist Pein Polynom, welches zwischen den rationa-
len Zahlen a und b genau cine Nullstelle besitzt, wird
also durch das Tripel

(a.b, P) 2)

eine (algebraische) irrationale Zahi charakterisiert. In
unserem Beispiel kann das Polynom dargestellt wer-
den durch {2,1,0, —2), also ﬁ durch (1,2,2,1,0, —2).
Interessanterweise kann man mit diesen Darstellungen
auch rechnen. Summe, Differenz, Produkt und Quo-
tient algebraischer Zahlen sind ja wieder algebraische
Zahlen und durch ein Tripel (2) exakt auf dem Rechner
darstellbar. Somit kénnen also beliebige algebraische
Zahlen auf dem Rechner dargestellt und verkniipft wer-
den, darunter sogar solche, die durch beliebige Wurzeln
und Potenzen rationaler Zahlen nicht ausgedriickt wer-
den konnen (das sind bestimmte Nullstellen von Poly-
nomen fiinften und héheren Grades).

Mit diesen algebraischen Zahlen konnen dann auch
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wieder Polynome gebildet werden, also etwa (\f -
Dx? + /2,1, s sei nochmals betont, daf die Wuorzel-

ausdriicke nichi etwa angeniihert werden, sondern daf3
die exakten, mathematischen Werte auf dem Rechner
wie in (2) reprisentiert werden.

Auf diese Polynome kénnen Verfahren zur Isolie-
rung von Nullstellen angewandt werden (z.B. Sturm-
sche Kette) und damit Schranken fir Nullstellen be-
rechnet werden. Diese Schranken sind dann mit Sicher-
heit richtig fiir das gegebene Ausgangspolynom mit den
algebraischen Zahlkoeffizienten. Eventuelle Rundungs-
oder Konvertierungsfehler, Ausldschungsfehler, gibt es
nichi.

Selbst das Rechnen mit transzendenten Zahlen
kann unter bestimmten Voraussetzungen exaki erfol-
gen. Wahrend bei algebraischen Zahlen jedoch insbe-
sondere die algebraische Abhingigkeit fiir je zwei alge-
braische Zahlen zwingend festgestellt werden kann, ist
kein deterministischer Algorithmus bekannt, der etwa
die algebraische Abhéngigkeit von e und x zeigt oder
widerlegt.

Neben den hier angefiihrten Grundprinzipien gibt
es eine Reihe von Methoden, die hier nicht niher be-
trachtet werden konnen. In ganzzahligen Rechnungen
mit vorwiegend Additionen, Subtraktionen und Multi-
plikationen, wenig Divisionen, Vorzeichen- und ggT-
Berechnungen arbeitet man z. B. vorteithaft mit modu-
larer Arithmetik. Bei der Isolierung komplexer Nullstel-
len wird bei exakter Rechnung Lehmers Methode
interessant usw.

3. Symbelische Manipulation

Die ,Symbolische Manipulation wiire nicht moglich
ohne die ,,Algebraische Manipulation”. Wihrend bei
letzterer z. B. ein Wert zahlenmiBig berechnet wird oder
eine Nullstelle durch Schranken eingeschlossen wird,
zielt die ,,.Symbolische Manipulation™ auf einen formel-
mafigen Ausdruck z B. eines Integralwertes oder auf
die symbolische Faktorzerlegung eines Polynoms.

Der eigentliche Durchbruch der symbolischen Ma-
nipulation kam mit den groflen interaktiven Systemen
wie MACSYMA oder SCRATCHPALD. Dabei spielen
vor allen Dingen eine wesentliche Rolle die symboli-
sche Integration und die Simplifikation symbolischer
Ausdriicke. In jiingerer Zeit sind solche Systeme auch
auf Kleinrechnern verfiigbar (z. B. MuMath).

In den Jahren 1969 und 1970 legte Risch [13] mit
zwel Arbeiten, die die Liouvillesche Theorie benutzen,
den Grundstein zur symbolischen Integration. Ein Bei-
spiel ist etwa die Integration von

1
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entnommen aus einer MACSYMA-Demonstration von
R.J.Fateman {5]). Das Ergebnis nach weniger als 2 Se-
kunden ist
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Insbesondere die zweidimensionale Anzeige im in-
teraktiven System ist sehr hilfreich. Ein Algorithmus zur
automatischen Integration arbeitet in mehreren Stufen.
Zunichst wird ein Satz einfacher Regeln wie Produktin-
tegration usw. angewandt. In viclen Fillen fiihrt dies
bereits zum Erfolg. Andernfalls werden kompliziertere
Regeln wie Substitutionsregel angewandt bis schlief3-
lich hin zum allgemeinen Algorithmus von Risch. Da-
bei kann auch von Integralen nachgewiesen werden,
dal sie nicht in geschlossener Form darstellbar sind, ein
Nachweis, der ochne Rechner oft schwierig ist. Damit
wird der Rechner zum mathematischen Hilfsmittel.

Bei der Differentiation von (4) (nach den iiblichen
Regeln, ein vergleichsweise einfacher Algorithmus)
kann man nicht erwarten, sofort (3) zuriickzuerhalten.
In MACSYMA ergibt sich
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ein Ausdruck, dem nicht ohne weiteres anzusehen ist,
dal er mit (3) identisch ist. Hier kommen die Simplifi-
kations-Algorithmen zur Anwendung. Auf diesem Ge-
biet hat in den letzten Jahren eine lebhafte Forschung
eingesetzt und zu interessanten Ergebnissen gefiihrt;
die Grundlagen zur Simplifikation wurden in der uni-
versellen Algebra geschaffen. Zuniichst mufite definiest
werden, wann ein Ausdruck als ,,einfacher® anzusehen
ist als ein anderer. Dann mulB es Ziel jedes Simplifika-
tions-Algorittumus sein, daB mathematisch dquivalente
Ausdriicke immer auf denselben, ,.einfachsten” Aus-
druck zuriickpefithrt werden. Hier ist leider nicht der
Raum, auf Einzelheiten ndher einzugehen. Das MAC-
SYMA-System vereinfacht (5) tibrigens wieder zu (3).

Obige Beispiele zur symbolischen Iniegration und
Simplifikation sind gerechnet auf einer DEC/VAX
11/780. Doch selbst auf Kleinrechnern, auf Personat
Computern, gibt es Systeme fiir symbolische und alge-
braische Manipulation, wie etwa MuMath. Von einfa-
chen arithmetischen Rechnungen (natiiriich in znendh-
cher Genauigkeit) bietet MuMath auch Gleichungslis-
ser, Integration, Listenverarbeitung etc. Zum Beispiel
errechnet MuMath den exakten Wert des Dreifach-In-
tegrals

)
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schnell zu

a‘b’/16.
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Die Zahl x wird dabei nicht durch eine endliche Zaht
approximiert, sondern als exakte, reelle Zahl behandelt
und im Rechner durch s# PI dargestellt.

Die symbolische Manipulation wird mehr und mehr
zu einem echten Hilfsmittel des Mathematikers. Auf-
wendige Papierrechnungen kénnen schaell und fehler-
frei vom Rechner ausgefiihrt werden. Es geniigt ein
Knopfdruck, um die Nullstellen von x*—1 nicht als
Gleitpunkt-Naherungen, sondern als exakte Werte

fmtnm 1L V3o ~1=i /3

ausgedrckt zu bekommen.

Neben der symbolischen Verarbeitung von Aus-
driicken und der Ausfithrung von Operationen wie In-
tegration gibt es noch andere Anwendungen. Durch die
Zuhilfenahme von Rechenanlagen werden z. B. endli-
che Gruppen berechnet, Differentialgleichungen for-
mal integriert oder sogar mathematische Sitze bewie-
sen. Ein interessantes Beispiel in diesem Zusammen-
hang ist die Quantorenelimination (iiber reell-abge-
schlossenen Korpern). Die Aufgabe ist, aus einer
Formel, bestehend aus Variablen, logischen Verkniip-
fungen und Quantoren, die letzteren zu eliminieren.
Der erste allgemeine Algorithmus hierfar wurde von
Tarski angegeben [19]; in den letzten Jahren hat Collins
f4] einen wesentlich effektiveren angegeben und auch
implementiert. Betrachten wir ein Beispiel (Kahan [6]).
Von einer Ellipse mit Mittelpunkt o, 5 und Halbachsen
¢, dund einem Kreis um den Ursprung mit Radius rsoll
entschieden werden, ob sie sich schneiden oder nicht,
d.h.

2 2
Ty (¥4 =7 A (x;“) + U’;zb) =1). ©)

Ein Algorithmus zur Elimination von Quantoren
macht aus (6) eine Formel, in die man nur noch a, b, ¢,
d, r einzusetzen braucht, um {mit mathematischer Si-
cherheit) festzustellen, ob Ellipse und Kreis sich schnei-
den oder nicht. Man braucht nicht erst auf dem Papier
ein Beispiel fiir (6) durchzurechnen, um die Bedeutung
eines solchen Algorithmus zu erkennen.

Die Symbolische und Algebraische Manipulation
haben sich mittlerweile zu selbstindigen Gebieten ent-
wickelt. In der Behandlung grofier numerischer Probie-
me {number crunching) spielen sie aus naheliegenden
Griinden kaum eine Rolle. Der Speicherplatzbedarf
und die Rechenzeit fiir groBe numerische Probleme ist
enorm und kann durch die exakien Ergebnisse oft nicht
aufgewogen werden.

>

4. Sichere Schranken

in den frithen 60er Jahren wurde mit einem anderen
Zugang versucht, numerische Probleme schnell, ohne
groBen Speicherbedarf und mit Sicherheit (ohne Feh-
ler) zu l6sen: mit naiver Intervallrechnung. Ein Intervall
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ist ein Paar von Zahlen [«, £] mit 4 = b. Die mathemati-
sche Interpretation ist die Menge aller reellen Zahlen x
mit a < b, Intervalle konnen verkniipft werden gemil
den folgenden Regeln:

fa, B1+[c, dl=[a+ ¢, b+ d];

[a! b]—'[C, d1={a—d' b_ C];

[a, bl-[c, d]=[min(a-c, a-d, b-¢, b-d),
max{a-c, a-d, b-¢, b-d)};

la, b)/[c, d)=[min (a/c, a/d, b/¢, b/d),
max (a/c, a/d, b/c, b/d)},

wobei im Fall der Division 0€ {c, d] vorausgesetzt ist.
Fiir Zahlen x € [a, Hlund y € [¢, d] gilt offenbar immer

x*y € [a, bMc, d],

wobei * fiir +, —, -oder / steht (fiir einen Ubersichtsar-
tikel zur Intervallrechnung siehe [11]). Ersetzt man also
in einem Algorithmus alle Zahlen durch Intervalle und
alle Operationen durch die zugehdrigen Intervallopera-
tionen, miissen die Ergebnisintervalle immer die tat-
sdchliche Losung enthalten. Viel bringt diese so ermun-
ternd klingende Aussage unser Problem einer Lésung
zundchst nicht ndher. Denn entweder (bis auf triviale
Probleme) kann die Rechnung nicht bis zu Ende ge-
fithrt werden, weil durch ein Intervall dividiert werden
mufl, welches die Null enthilt, oder die Resultatinter-
valle sind von so groBem Durchmesser, dall sie nur
mehr wenig Aussagekraft besitzen.

Die Intervallrechnung hat sich zwischenzeitlich zu
einer mathematischen Disziplin entwickelt und ist
langst iiber dieses Anfangsstadium hinaus. Wegen der
groBen Ergebnisintervalle der eben beschriebenen soge-
nannten ,naiven Intervallrechnung” trifft man geie-
gentlich noch auf eine gewisse Zuriickhaltung gegen-
iiber den Intervallen per se.

Bei numerischen Problemstellungen, die aus der Pra-
xis kommen, ist die Frage nach der Richtigkeit des Er-
gebnisses oder der Sicherheit ohnehin zu relativieren.
Hiufig sind die Daten des Problems ihrerseits mit Feh-
lern behaftet, so dal} der exakten Lasung des gestellten,
des spezifizierten Problems ein anderer Stellenwert zu-
kommt. Aullerdem miissen die gegebenen Daten zu-
nichst in das Datenformat der verwendeten Maschine
gerundet werden, wodurch sich wrspriinglich gestelltes
und der Rechenanlage spezifiziertes Problem bereits i.a.
unterscheiden. Diese Probleme der Rundung, d.h. der
Verfalschung der Eingabedaten gibt es aufgrund der ex-
akten Darstellung rationaler, algebraischer Zahlen usw.
bei der Symbolischen und Algebraischen Manipula-
tion, wenn iberhaupt, nur in geringerem Mafle.

Die Intervallrechnung bietet fiir diesen Fall die in-
teressante Moglichkeit der Spezifikation von ,,ungenau-
en“ Eingabedaten. Es werden statt Gleitpunktzahlen
dann ganze Intervalle, also Toleranzen fiir die Eingabe-
daten spezifiziert; die Losung umfalit dann die Menge
aller L.6sungen fiir beliebige Daten aus den Ausgangsto-
leranzen. Wie vorhin geschildert, kiinnen v.U. die Er-
gebnisintervalle jedoch recht weit ausfallen.
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Fiir die numerische Losung praktischer Problem-
stellungen kommen noch weitere Fehlerquellen wie
Modelifehler, Diskretisierungsfehler usw. in Betracht.
Fiir die Eingrenzung der Rechnungsfehler withrend ei-
nes Rechenvorgangs wurde die ,, Riickwdrtsanalyse “ent-
wickelt (siche [12]). Die Riickwirtsanalyse fragt, um
wieviel das spezifizierte Problem abgedindert werden
mul}, damit die errechnete Approximation exakte Lo-
sung des perturbierten Problems ist.

Ist die Ldsbarkeit cines gegebenen Problems be-
kannt, 148t diese Sensitivititsanalyse hiufig wichtige
Riickschliisse auf die Empfindlichkeit des Problems ge-
geniiber Datentoleranzen zu und damit darauf, ob die
Problemstellung {iberhaupt sinnvoll ist. Sie ist daher
von wichtiger, praktischer Bedeutung. Die Bestimmung
des absoluten Fehlers einer Naherungslosung oder der
Beweis der Losbarkeit eines gepebenen Problems ist
nicht das Ziel der Riickwirtsanalyse,

In jiingerer Zeit wurden neue Verfahren entwickelt,
um schnell und mit wenig Speicherbedarf sichere Er-
gebnisse zu erhalten. Voraussetzung dafiir war eine sau-
bere Definition der Rechnerarithmetik, wie sie in den
T0er Jahren von Kulisch gegeben wurde. Nachdem frii-
her die Gleitpunkt-Arithmetik mehr oder weniger intui-
tiv implementiert wurde, gibt Kulisch eine umfassende
mathematische Definition der Gleitpunkt-Arithmetik.
Er beschriinkt sich dabei nicht auf die einfach- oder
doppeltlangen Gleitpunktzahlen als Operanden, son-
dern definiert die Gleitpunkt-Arithmetik fiir die im nu-
merischen Rechnen auftretenden Riume (die beiden
rechten Spalten in dem folgenden Schema):

E DO D o S

VR D vD o Vs

MR D MD o MS

PR O IR > D > is
PVYR O V¥R o VD o ivs
PMR > IMR D IMD O IMS
Cc o ch o cs

VC o vCeD D VCS

MC D MCD 2> MCS

PC o Ic o icp o Ics
PVYC o vc o wcp o IVCS
PMC > IMC D IMCD o  IMCS

Dabei bezeichnen R die reellen Zahlen, I die dop-
peltlangen und 5 die einfachlangen Gleitpunktzahlen,
der Pritfix Cdie komplexe Erweiterung, ¥ die Vektoren,
M die Matrizen, Idie Intervallriume und P die Potenz-
mengen iiber den jeweils rechts davon stehenden Riu-
men. Fiir alle Operationen in diesen Réumen wurden
effiziente Implementierungen angegeben. Dabei ist ins-
besondere das genaue Skalaiprodukt hervorzuheben,
das fiir jedes Skalarprodukt aus einfach- oder doppelt-
langen Gleitpunktzahlen die Gleitpunktzahlen (mit Si-
cherheit) berechnet, die dem exakten Ergebnis am
niichsten liegen, und zwar auch, wenn wihrend der Be-
rechnung Uber- oder Unterauf eintriit, das Endergeb-
nis jedoch noch darstellbar ist. Alle Operationen ein-
schlieBlich Skalarprodukt liefern Ergebnisse von maxi-
maler Genauigkeit.
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Es scheint sehr schwierig, wenn nicht gar unmdog-
lich, fir beliebige Skalarprodukte, also insbesondere
Skalarprodukte beliebiger Linge, das Resultat mit ma-
ximaler Genauigkeit in annehmbarer Rechenzeit zu be-
stimmen. Bohlender hat hierfiir verschiedene Algorith-
men angegeben (siehe [2]); nachsiehend soll ein beson-
ders einfacher skizziert werden.

Um die Beschreibung nicht unnétig zu komplizie-
ren, nehmen wir einen dezimalen Rechner an mit 5-stel-
liger Mantisse und Exponentenbereich —99 bis +99.
Eine Gleitpunktzahl auf diesem Rechner hat also die
Gestalt

0, my my my py ms-10°mit 0 < m <9 und
—99 <e<99 7

(moderme Grolirechenanlagen arbeiten meist mit dua-
len oder hexadezimalen Zahlen, doch das macht fiir un-
sere ErOrterungen keinen prinzipiellen Unterschied).
Ein Skalarprodukt allgemeiner Form hat die Gestalt

[#5] b}'{"az b2+ P +a,, b,,ﬂ 21 a,-b,—,
wobei die 4;, b; Gleitpunktzahlen sind. Die gréBte (posi-
tive) Gleitpunktzahl in unserem System ist nach (7)
0,99999-10%, die kieinste (positive, unnormalisierte) ist
0,00001-10~%, Das Produkt zweier positiver Gleit-
punkizahlen liegt daher im Bereich

£,0000000001-10~'%8 | 0.9999800001 - 101%, (8)

Stellt man sich jetzt einen langen Akkumulator von fol-
gender Bauart vor:

§ U Akkumulator m M

+198 Exponent 0 —99

so kann jede Gleitpunkizahl oder auch jedes Produkt
zweier beliebiger Gleitpunkizahlen in diesem Akkumu-
lator an der threm Exponenten entsprechenden Stelle
abgespeichert werden. Der Bereich ,,m*“ bezeichnet da-
bei den Bereich der Mantisse einer Gleitpunktzahl mit
kleinstmoglichen Exponenten, der Bereich ,,M“ den der
Mantisse des Produkts zweier Zahlen mit jeweils klein-
stem Exponenten —99.

Wird der Akkumulator saldierend gestaltet, kdnnen
beliebige Produkte von Gleitpunktzahlen aufaddiert
werden. Es wird schnell klar, daB ein Unterlauf im Ak-
kumulator niemals eintreten kann. Denn die kleinst-
mogliche vorkommende Zahl ungleich 0 in einem Pro-
dukt ist gemaB (8) =0,0000000001-10~ = £ 10-2%

so daB} der Akkumulator als ein Festpunkisystem, jede

Zahl im Akkumulator als ein ganzzahliges Vielfaches
von 10~2® angesehen werden kann. Ein Uberlauf tritt
dagegen schnell ein, wenn etwa die grofite Gleitpunkt-
zahl 0,99999.10°° quadriert und das Produkt zu sich
selbst addiert wird. Dann wird der Exponent grofier als
198.

—198 —208
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Daher ist ein Uberlaufbereich ,,U“ vorgesehen mit,
sagen wir, 20 Ziffern. Um in die erste Ziffer des Uber-
laufbereiches zu gelangen (also zu einer Zahl mit dem
Exponenten 199), ist ein Skalarprodukt mindestens der
Linge 2 notwendig (zum Zwecke des Uberlaufs werden
jaimmer Produkte der groBten Zahlen addiert); um die
zweite Ziffer des Uberlaufs zu erreichen, ist bereits ein
Skalarprodukt mindestens der Liinge 11 erforderlich.
Um schlieBlich einen ,,Uberauf* des Uberlaufberei-
ches zu erzeugen, also eine Zahl mit Exponenten 219, ist
ein Skalarprodukt mindestens der Liange

102% / (0,99999 - 10%%)2> 10!

erforderlich. Nimmt man einen Rechner an, der 1 Milli-
arde Produkte und Additionen in den Akkumulator pro
Sekunde ausfithren kann, so miifite ein solcher Rechner
iiber 30000 Jahre immer die gréBten Gleitpunkizahlen
muitiplizieren und in den Akkumulator addieren, um
diesen schlieBlich zum Uberlauf zu bringen. In prakti-
schen GroBlenordnungen kann man also sagen, daf} je-
des Skalarprodukt im Akkumulator exakt berechnet
wird.

In dem zusitzlichen Bereich ,,8“, dem Statuswort,
kann Information wie das Vorzeichen abgespeichert
werden oder ein Zeiger, von wo bis wo der Akkumula-
tor bisher beschrieben wurde. Die Gleitpunktzahl, die
dem Inhalt des Akkumulators (das ist der exakie Wert
des berechneten Skalarproduktes) am nichsten komint,
wird aus der fithrenden Ziffer (die am weitesten links
stehende Ziffer ungleich Null) und den ihr folgenden
Ziffern leicht ermittelt.

Durch das maximal genaue Skalarprodukt wird der
Ubergang von der genauen Einzeloperation zum ge-
nauen Algorithmus vorbereitet. Denn erstaunlicherwei-
s¢ geniigen im wesentlichen +, —, -, / und das genaue
Skalarprodukt, um in aflen Rdumen (iiber D und 5) der
Tabelle, und das sind einige hundert, die Grundopera-
tionen mit maximaler Genauigkeit zu implementieren.
Es wurde jedoch bereits durch einfache Beispiele wie

102041107

angedeutet, daf trotz maximal genauer Einzeloperatio-
nen das Ergebnis mehrerer, zusammengesetzier Opera-
tionen stark verfilscht werden kann. Die Algorithmen
zur genauen Berechnung von Skalarprodukten liefern
zwar bei beliebig langen Skalarprodukten immer Er-
gebnisse von maximaler Genauigkeit, werden also wie
eine Operation behandelt und maximal genau ausge-
wertet. Das gilt jedoch nur fiir Skalarprodukte, also
Summen von Produkten, aber nicht notwendig fiir an-
dere Kombinationen von Einzeloperationen. Beim
Gaufischen Algorithmus etwa zur Lésung linearer Glei-

chungssysteme treten alle vier Grundrechenarten

+,—, -, / stindig gemischt auf. Trotz maximal genauer
Einzeloperationen kann das Endergebnis beliebig ver-
filscht werden.

Den Ansatz von Kulisch zur Definition der Rech-
nerarithmetik, der bis in das Jahr 1969 zuriickreicht,
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darf man wohl den ersten nennen, der eine Rechner-
arithmetik rigoros theoretisch fundiert und bis zur prak-
tischen Implementierung gefiihrt hat. Vor kurzem hat
der IEEE 754-Standard eine Rechnerarithmetik be-
schrieben. Gegeniiber dem fritheren Zustand, dafl von
den groflen Rechnerherstellern kaum eine klare Stel-
lungnahme iiber die Arbeitsweise der Arithmetik in ih-
ren Anlagen zu erhalien war, ist diese standardmiBige
Festlegung der Arithmetik bereits ein gewaltiger Fort-
schritt. Dadurch wird das Ergebnis jeder einzelnen
Operation exakt vorhersagbar. Leider bleibt dieser An-
satz in punkto Skalarprodukt hinter dem vorhin be-
schriebenen zuriick. Die Definition des internen For-
mats erméglicht zwar prinzipiell die Implementierung
eines langen Akkumulators, zu einer Aufnahme des
Skalarproduktes als fiinfte Operation (neben +, —, -, /)
konnte man sich jedoch nicht entschlieBen.

In jiingerer Zeit wurden Verfahren fiir Standardpro-
bleme der Numerik entwickelt, in denen numerische
Problemstellungen wie lineare Gleichungssysteme als
ganzes betrachtet und gelost werden. Gruadlage der
neuen Verfahren ist eine neue mathematische Theorie,
eine EinschlieBungstheorie [14, 15, 7). Die Sitze der
Theeorie sind so formuliert, daf3 die Richtigkeit der Vor-
aussetzungen auf dem Rechner verifiziert werden kann.
Natiirlich bendtigt man zu dieser Verifikation eine pra-
zis definierte Rechnerarithmetik, vorzugsweise eine sol-
che mit moglichst hoher Genaunijgkett Sind die Voraus-
setzungen eines Satzes der EimschlieBungstheorie erst
einmal verifiziert, gelten seine Folgerungen. Und diese
besagen dann, dal3 die Losung des gestellten Problems
existiert und innerhalb einer berechneten Einschlie-
Bung sogar eindeutig ist. Die Verifikationen der Voraus-
setzungen kann in einfacher oder doppelter Rechenge-
nauigkeit erfolgen.

Diese Algorithmen weisen also zunichst nach, daB
das gegebene Problem l&sbar ist, und berechnen dann
absolute Fehlerschranken fiir die Lésung. Wie oben an-
gedeutet, kdnnen auch mit Toleranzen behafiete Einga-
bedaten direkt verarbeitet werden in geringfiigig héhe-
rer Rechenzeit. Dabei wird dann nachgewiesen, dal
jedes der (unendlich vielen) Probleme innerhalb der To-
leranzen 10sbar ist, und die Losung aller dieser Proble-
me wird eingeschlossen. Dadurch ist in gewisser Weise
auch eine Sensitivitifsanalyse méglich, indem gegebene
Daten mit geringfiigigen Toleranzen versehen werden
{in der Groflenordnung der relativen Rechnungsfehler-
¢inheit), und an den Toleranzen der Lasungsmenge
kann dann die Empfindlichkeit des Problems abgelesen
werden. Diese Art der Sensitivitiitsanalyse unterschei-
det sich von der Monte-Carlo-Methode (hier werden
Daten zufillig aus den Fingabetoleranzen ausgewihit,
das zugehorige Problem gelost und aus der Strevung
der Losungen auf die Empfindlichkeit des Ausgangs-
problems geschlossen) dadurch, daB in einem mathe-
matischen Sinne afle Kombinationen von Eingabedaten
erfaBt werden statt einer Auswahl, andererseits jedoch
Abhiingigkeiten in den Eingabedaten schwicriger zu be-
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rlicksichtigen sind. Dafiir benétigt die Monte-Carlo-
Methode, je nach Anzahl von Testbeispielen, u. U. um
GrofBenordnungen mehr Rechenzeit als die Einschlie-
Bungsalgorithmen.

In den auf der EinschlieBungstheorie beruhenden
Algorithmen wird zunichst eine Approximation fir ei-
ne Losung des gestellten Problems berechnet. Die Ap-
proximation kann mit herkdmmlichen numerischen
Verfahren berechnet werden; es sind keinerlei Voraus-
setzungen an die Genauigkeit der Approximation not-
wendig. Um die berechnete Approximation wird ein
potentielles EinschlieBungsintervall gelegt. Die Ein-
schlieBungstheorie gibt notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir an, dafl die potentielle Einschlie-
Bung korrek: ist. Diese Bedingungen sind auf dem
Rechner tiberpriifbar, und so konnen Ergebnisse auf
dem Rechner verifiziert werden. Solite das erste, poten-
tielle EinschlieBungsintervall sich als nicht korrekt er-
weisen, gibt die EinschlieBungstheorie ein konstrukti-
ves Verfahren an zur Gewinnung neuer Einschliefungs-
intervalle. Dieses Verfahren ist so effizient, dal norma-
lerweise nach 2, spétestens 3 Iterationen eine Einschlie-
Bung erzielt wird. Es kann z. B. fir lineare Gleichungs-
systeme nachgewiesen werden [15], dal genau dann
eine EinschlieBung erzielt wird, wenn die Residuenite-
ration konvergiert. Das ist ein bestmdgliches Ergebnis.
Sollte das gestellte Problem nicht I6sbar sein, wird keine
Einschlieflung berechnet, sondern eine entsprechende
Meldung ausgegeben. Umgekehrt kann in einer Gleit-
punktiteration eine Konvergenz vorgetduscht werden,
wenn in Wirklichkeit gar keine LOsung existiert [14].

Die Sitze der EinschlieBungstheorie wurden zu-
néchst mit Hilfe des Brouwerschen Fixpunktsatzes be-
wiesen. Dementsprechend wurden auch die Einschlie-
fungsmengen als konvex vorausgesetzt. Neuerdings
gelangen die Beweise ohne Zuhilfenahme eines der tra-
ditionellen Fixpunktsitze [15]. Dadurch kénnen die
EinschlieBungsmengen jetzt auch nicht-konvex ausfal-
len.

Die neuen Algorithmen stellen einen Durchbruch
dar. In einfacher oder doppelter Genauigkeit wird in ei-
ner Rechenzeit von der Groflenordnung wie der eines
vergleichbaren Gleitpunkt-Algorithmus die Losung des
gestellten Problems eingeschlossen (letzterer natiirlich
ohne bewiesenermaBen richtige EinschlieBung). Der
entscheidende Unterschied zu den Verfahren der nai-
ven Intervallrechnung ist der folgende: Es wird nicht
von der Problemsteilung ausgehend der Fehler jeder
weiteren Rechenoperation abgeschiitzt und dadurch die
Schranken fiir die Fehler immer weiter vergrébert, son-
dern es wird immer wieder das urspriingliche Problem in
die Rechnung mit einbezogen. Denn das ist die einzige
exakt gegebene Information. Dadurch gelingt es, die
Abschitzungen immer wieder zu verfeinern und
schiiefilich Schranken hoher oder maximaler Genauig-
keit zu erzielen.

Theoretisch sind die neuen Algorithmen um den
konstanten Fakior6 langsamer gegeniiber einem kon-
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ventionellen Algorithmus. Praktisch ist dieser Faktor
von der Hardware-Konfiguration abhiingig und z. B.
auf einem IBM 4361-Prozessor deutlich geringer. Als
Faustregel kénnte man sagen, daB die neuen- Algorith-
men in einfacher Genaunigkeit etwa so viel Zeit benéti-
gen wie ein herkdmmlicher Algorithmus, ausgefithrt in
einfacher und doppelter Genauigkeit. Letzteres Verfah-
ren wird hiufig angewandt, um einen Anhaltspunkt
iiber die Genauigkeit zu gewinnen.

Bei den newen Algorithmen sind die berechneten
Schranken von hoher Genauigkeit, meist sogar von ma-
ximater Genauigkeit, d.h. linke und rechte Grenze aller
Ergebnisintervalle sind aufeinanderfolgende Gleit-
punktzahlen und die EinschlieBungen damit bestmog-
lich. Die bisher ersteiiten Programmpakete umfassen
quadratische, iiber- und unterbestimmte und spérlich
besetzte lineare Gleichungssysteme, Invertierung von
Matrizen, Eigenwertprobleme, Nullstellen von Polyno-
men, nicht-lineare Gleichungssysteme, Auswertung
arithmetischer Awusdriicke (mathematische Funktio-
nen), lineare, quadratische und konvexe Optimierungs-
probleme, numerische Quadratur bis hin zu Anfangs-
und Randwertaufgaben bei gewGhnlichen Differential-
gleichungen. Die Arithmetik und ein Teil der Algorith-
men wurde 1984 von der Firma IBM als Programmpro-
dukt ,, ACRITH* auf den Markt gebracht, von dem im
Oktober 1985 die dritte Fassung angekiindigt wurde.
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