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C.1 Servo-parametrische Regelung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
C.2 Zustandsbeobachtung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
C.3 Normalform-Regelung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

Literaturverzeichnis 143



Verzeichnis der verwendeten

Formelzeichen
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Höhe innerhalb des rechteckigen Kastenprofils
h Vektor der Messdynamik

Normalformtransformation der nicht steuerbaren Systemteile
hi Formfunktion
i imaginäre Zahl
k Polynomgrad
kG Schubkorrekturfaktor
k Element-Steifigkeitsmatrix

Vektor der Koeffizienten der Zustandsrückführung
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rC,L Lagevektor des Containers bzw. der Laufkatze
s Position der Laufkatze
s Vektor der Drehbewegung
t Zeit
u, u′ Eingangsgröße
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β Vektor der Freiheitsgrade des Systemeingangs
δ Dirac-Impuls
δj Realteil des Eigenwertes
ε Vektor der Verzerrungen
φ Pendelwinkel
φA Amplitude der Pendelauslenkung
ϕ Normalformtransformation der steuerbaren Systemteile
γ Kardan-Winkel Gierbewegung



Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen ix

Koeffizient der Mathieuschen Gleichung
γ Vektor der Eigenwerte des steuerbaren Systemteils
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x̃ schiefsymmetrischer Tensor zu einem (3 × 1)-Vektor
X Matrix



Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag zur aktiven Dämpfung von
Lastschwingungen bei Containerkranen. Die Untersuchungen wurden im
Rahmen eines Teilprojekts des DFG-Graduiertenkollegs Seehäfen für Con-
tainerschiffe zukünftiger Generationen durchgeführt, das sich mit den
Herausforderungen beim Hafen-, Kran- und Schiffbau auseinandersetzt.

Bild 1.1: Containerschiff, Kran, Kaianlage

Für die norddeutschen Häfen werden in Zu-
sammenarbeit mit den Hafenbehörden, Be-
treibergesellschaften und den Herstellern
Richtlinien und Methoden für die Anfor-
derungen der Containerschiffe zukünftiger
Generationen entwickelt. Das Bindeglied
von Containerschiff und Hafen ist der Con-
tainerkran. Der Kran diktiert die Rah-
menbedingungen für die Effizienz beim
Transport der Container vom Schiff aufs
Land und umgekehrt. Zwei unterschied-
liche Strukturen moderner Containerkrane
in Hamburg und Bremerhaven werden un-
tersucht. Problematisch beim Container-
umschlag sind Schwingungen der Struktur,
die sich störend auf den Kranführer auswir-
ken, und Lastschwingungen, die den Umschlagbetrieb verzögern. Diese Arbeit analysiert
die Schwingungsprobleme und erarbeitet Methoden zur Dämpfung der Schwingungen.

1.1 Containerumschlag im Hafen

Im Jahr 2010 sind im Hamburger Hafen 96,8% aller Stückgüter in Containern umgeschla-
gen worden. Insgesamt wurden ca. 8 Mio. TEU1 vom Land aufs Schiff oder umgekehrt
transportiert. Das entspricht einem Zugewinn von 1 Mio. TEU gegenüber dem Jahr der
Weltwirtschaftskrise 2009. Im weltweiten Vergleich lag der Hafen Hamburg 2010 auf
Position 15. Lediglich zwei europäische Häfen lagen in dieser Statistik ([26]) vor Hamburg
(Rotterdam und Antwerpen). Alle übrigen Häfen sind in Asien angesiedelt, angeführt

1TEU steht im Englischen für twenty foot equivalent unit und bezeichnet einen Standardcontainer.



2 1.2 Aufbau der Arbeit

von Shanghai (ca. 30 Mio. TEU in 2010). Eine Prognose des Umschlagpotentials für den
Hamburger Hafen aus dem Jahr 2010 schätzt den jährlichen Zuwachs bis 2025 auf 4,4
bis 7,6% ([33]). Dies resultiert in einem Umschlagvolumen von 14,1 bis 22,8 Mio. TEU
für das Jahr 2025. In einem Basisszenario werden für die Jahre 2015 11,1 Mio. TEU,
2020 14,1 Mio. TEU und 2025 18,7 Mio. TEU prognostiziert (6,3% mittleres jährliches
Wachstum).

Die genannten Umschlagzahlen können nur erzielt werden, wenn die technischen und
logistischen Randbedingungen erfüllt sind. Für den Containerkran hat dies zur Folge,
dass die Dimensionen der Kranhöhe und der Kranauslegerlänge die Abmaße der Con-
tainerschiffe überspannen müssen. Große Krane bedingen Strukturverformungen, die als
Strukturschwingungen vom Kranführer wahrgenommen werden. Strukturschwingungen
mit signifikanten Amplituden und Frequenzen unterhalb von 1Hz sind außerordentlich
unangenehm für den Kranführer, der in einer Kabine operiert, angeschlossen an die
Laufkatze am Auslegerbalken. Die detaillierte Untersuchung von modernen charakteri-
stischen Kranstrukturen ist für die Erforschung der Schwingungsursachen erforderlich.
Anschließend sollen Maßnahmen zur Reduzierung der Strukturschwingungen erarbeitet
werden.

Die Höhe des Auslegerbalkens hat direkten Einfluss auf das Schwingungsverhalten der
Last. Idealisiert betrachtet, repräsentiert die angehängte Last ein überdimensionales Pen-
del, dessen Schwingungsdauer sich proportional zur Wurzel der Seillänge verhält. Eine
erhöhte Schwingungsdauer verzögert den Umschlagbetrieb. Bei pendelnder Last (bzw.
Lastaufnahmemittel) ist kein Aufnehmen oder Absetzen der Container möglich. Durch
aktive Dämpfung müssen die Lastschwingungen auf ein tolerierbares Maß herabgesetzt
werden. Während des Umschlagbetriebs können Lastpendelbewegungen in der senkrech-
ten Ebene unterhalb des Auslegerbalkens, in anderen senkrechten Ebenen sowie räumliche
Auslenkungen u. U. auftreten. Regelungsentwürfe für die Reduzierung der Auslenkung
müssen in der Lage sein, alle theoretisch möglichen Lastschwingungen zu behandeln. Der
Kranführer darf durch den Eingriff der Regelung in das Steuersystem des Krans in der
Ausübung seiner Tätigkeit nicht beeinträchtigt werden.

1.2 Aufbau der Arbeit

Der Aufbau der Arbeit greift die Kernprobleme der Struktur- und Lastschwingungen auf.
In Kapitel 2 werden die Strukturschwingungen bei Containerkranen untersucht. Nach der
einleitenden Beschreibung von Containerkranen (Abschnitt 2.1) folgt in Abschnitt 2.2 die
Finite-Elemente-Modellierung von zwei unterschiedlichen modernen Hafenkranen. Die
erarbeiteten Modelle werden mit den Daten der Hersteller, den Eigenschwingungen und
einem bewegte-Last-Modell verifiziert (Abschnitt 2.3), um in der anschließenden Analyse
der Strukturen realistische Ergebnisse für die Ursachenerforschung der Strukturschwin-
gungen zu erzielen, Abschnitt 2.4. Abschließend werden in Abschnitt 2.5 die Erkenntnisse
der Analyse für die Modifikation der Kranstrukturen herangezogen.

Das dritte Kapitel stellt die Struktur-Last-Kopplung dar, die das dynamische Verhal-
ten der Lastschwingungen wiedergibt. Die Bewegungen des Containers, der mit vier
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Seilen unterhalb der Laufkatze aufgehängt ist, werden in Abschnitt 3.1 modelliert. Die
Newton-Euler-Formulierung der Bewegungsgleichungen verwendet die maximale
Anzahl verallgemeinerter Koordinaten eines Starrkörpers. Visko-elastische Seile werden
in Abschnitt 3.2 durch längssteife Seile ersetzt und ergeben ein reduziertes nichtlineares
Modell zur Beschreibung der Lastdynamik. Die Betrachtung des Schwerependels (Ab-
schnitt 3.3) mit veränderlicher (periodischer) Fadenlänge legt das Resonanzphänomen der
nichtlinearen Kopplung dar. Das Systemverhalten mit innerer Resonanz wird durch die
nichtlineare Normalformtransformation der Modellgleichungen untersucht, Abschnitt 3.4.
Am Ende von Kapitel 3 steht die reduzierte Normalform des Hubmechanismus.

Kapitel 4 behandelt Maßnahmen zur aktiven Dämpfung der Lastschwingungen und Ab-
schnitt 4.1 erläutert den Regelungsansatz. Für die Untersuchung der Regelungsentwürfe
wird der Containerbrückenversuchsstand beschrieben (Abschnitt 4.2). Der Entwurf der
servo-parametrischen Regelung ist in Abschnitt 4.3 aufgegriffen und am Versuchsstand un-
tersucht. Ein nichtlinearer Zustandsbeobachter, dokumentiert in Abschnitt 4.4, erweitert
die Funktionalität des Versuchsstands um die geschätzten Zustände der Pendelwinkel und
Winkelgeschwindigkeiten. Darauf aufbauend wird die Normalform-Regelung entworfen,
Abschnitt 4.5. Die Versuchsergebnisse bestätigen die aktive Dämpfung der Lastschwin-
gungen.

1.3 Stand der Technik

Die historische Entwicklung von Containerkranen und die Evolution des vorherr-
schenden Designs ist von Zrnić und Hoffmann [97] dargestellt. Weiterhin beschreiben
Zrnić u. a. [98, 99, 100] den Stand der Technik, Laufkatzkonfigurationen, Umwelteinflüsse
und die Entwicklung der Containerkranindustrie. Die Analyse von Strukturen mit
bewegten Lasten ist in den Ausführungen von Fryba [23], Olsson [71] sowie Wu [95, 96]
behandelt. Alle Autoren formulieren Methoden zur Ermittlung der Strukturschwin-
gungen, hervorgerufen durch bewegte Lasten. Weiterhin befassen sich Dinevski und
Oblak [18] mit der experimentellen und numerischen Analyse der Dynamik von Container-
kranen. Dinevski und Oblak [19] untersuchen die Optimierung der Containerkranstruktur.

Die Modellierung von angehängten Kranlasten wird von Bockstedte [8] für schwebende
Krane ausgeführt. Lee [52] schlägt eine alternative Wahl der verallgemeinerten Koordina-
ten für das Lastschwingungsmodell vor. Zahlreiche Bücher und Artikel über nichtlineare
Dynamik behandeln die Auswirkungen von resonanter Kopplung in unteraktuierten
Systemen. Beispielhaft sind Mettler [62] sowie Nayfeh und Mook [67] aufgeführt, bei
denen dargestellt ist, wie linear unabhängige Bewegungsformen indirekt durch resonante
Kopplung interagieren. Sethna [82] stellt umfangreiche Untersuchungen zu periodisch
erregten autoparametrischen Systemen an. Die Methode der Normalform ist ein gängiges
Verfahren zur vereinfachten Darstellung von nichtlinearen Systemen mit Resonanzen und
wird u. a. bei Arnold [2], Guckenheimer und Holmes [24] sowie Wiggins [93] behandelt.
Krener u. a. [45] untersuchen nichtlineare resonante Systeme mit einer Stellgröße.
Das System wird dafür linear entkoppelt und mit der klassischen Normalformmethode
behandelt.
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Masoud und Nayfeh [59] entwerfen eine Totzeit-behaftete Rückführregelung für die Positi-
on der Laufkatze zur Dämpfung von Lastschwingungen. Sawodny [79] bezieht in den Rege-
lungsentwurf die Veränderungen der Seillänge im Hubsystem während des Lastumschlags
ein. Der resultierende Regler kombiniert Trajektorien-basierte Vorsteuerung der Laufkatze
mit Zustandsrückführung durch Polzuweisung. Flachheitsbasierte Regelungen werden bei
Heyden und Woernle [29] sowie Blajer und Ko lodziejczyk [6, 7] favorisiert. Heyden und
Woernle entwerfen ebenfalls eine kombinierte Vorsteuerung und Rückführregelung zur
Laufkatzpositionierung. Blajer und Ko lodziejczyk erweitern den Formalismus von Hey-
den und Woernle um differential-algebraische Gleichungen für die Navigation der Last
in schwer zugängigen Umgebungen. Abdel-Rahman u. a. [1] stellen einen umfangreichen
Überblick über weitere Regelmechanismen zur Laufkatzpositionierung mit dem Ziel der
Lastschwingungsdämpfung vor. Der Entwurf von Regelungsmechanismen ohne die Ver-
wendung der Laufkatze als Aktuator ist bei Khajepour und Golnaraghi [38] nachzulesen.
Ausgehend von einer inneren Resonanz wird zunächst die Dynamik des Systems mit der
klassischen Normalformmethode untersucht (Khajepour u. a. [39]) und im Anschluss eine
nichtlineare Regelung zur Schwingungsdämpfung entworfen (Khajepour u. a. [40]). Bock-
stedte und Kreuzer [9] greifen diesen Ansatz auf. Sie entwerfen eine Regelung, basierend
auf einer inneren Resonanz, die das Verhalten eines gedämpften Feder-Masse-Schwingers
erzeugt, um den Eingriff in linear nicht steuerbare Bewegungsformen am unteraktuierten
Kransystem zu ermöglichen.



Kapitel 2

Strukturschwingungen bei

Containerkranen

Für die Strukturschwingungsdämpfung wird zunächst auf den allgemeinen Aufbau von
Containerkranen und deren Modellierung eingegangen. Die gewählte Modellierungsme-
thode wird anschließend verifiziert und hinsichtlich auftretender Lasten während eines
Referenz-Containerumschlag-Manövers analysiert. In der Untersuchung werden sowohl
die dynamischen strukturellen Verformungen der Krane als auch deren Einfluss auf die
Kaianlage herausgearbeitet. Die Ergebnisse der Strukturanalyse leiten zur Optimierung
der Krankonstruktion über und neue Resultate werden diskutiert. Den Abschluss des
Kapitels bildet ein Zwischenfazit der strukturellen Untersuchungen.

2.1 Containerkrane

Containerkrane unterstützen seit mehr als 50 Jahren den Containerumschlag im Hafen.
Im Jahr 1956 verkehrte das erste Containerschiff zwischen den USA und Puerto Rico.
Bis dahin sind Waren vornehmlich als Stückgüter transportiert worden, was einen
hohen Aufwand bedeutete und viel Zeit beim Umschlag kostete. Mit dem zunehmenden
weltweiten Transportvolumen von Waren folgte die Standardisierung von Transportboxen
und es entstand die noch heute gültige A-förmige Grundstruktur der Containerkrane.
Im amerikanischen Bundesstaat Kalifornien ist 1959 der weltweit erste Containerkran
in Betrieb genommen worden. Mit diesem speziellen Gerät können ausschließlich
Standardcontainer umgeschlagen werden. Die Vorteile sind die Vereinheitlichung des
Transports der Container vom Schiff aufs Land und umgekehrt sowie die drastische
Verkürzung der Umschlagzeit pro Ware. In den folgenden Jahrzehnten des wirtschaft-
lichen Aufschwungs nahm der weltweite Containertransport kontinuierlich zu, weshalb die
Containerschiffe bis zum Beginn des 21. Jahrhunderts stetige Kapazitätserweiterungen
erfuhren. Die einhergehende Zunahme der Schiffsdimensionen bedeutete gleichermaßen
eine Größenanpassung der Containerkrane. Die grundlegende Struktur der Krane ist
jedoch in diesem Zeitraum nur marginal verändert worden und entspricht nach wie vor
den Entwürfen der Firma Paceco aus dem Jahr 1958. Der Containertransport dominiert
zu Beginn des 21. Jahrhunderts annähernd den gesamten Warentransport. Heutzutage
werden ca. 97% der weltweit umgeschlagenen Waren in Containern abgefertigt.
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Ein aktueller Hafenquerschnitt mit Containerschiff und Containerkran ist in Bild 2.1 skiz-
ziert. In der Darstellung sind die A-Grundform des Krans sowie das signifikante Klassi-
fizierungsmerkmal der wasserseitigen Kranausladung deutlich zu erkennen. Die maximal
wasserseitig vom Ausleger erreichbaren Container charakterisieren die Krangröße. So wer-
den diese Bauwerke entsprechend der umschlagbaren Schiffsklasse eingeordnet. Zurzeit
befinden sich vornehmlich Containerkrane der Panamax-, Post-Panamax sowie Suezmax-
Klasse weltweit im Betrieb.

1.(WS) 1.(LS)

2.

3.

4.

6.

7.

Bild 2.1: Skizze Containerkran im Hafen

Die Krane können hinsichtlich folgender Struktureigenschaften spezifiziert werden (Num-
mern entsprechen den Bezeichnern in Bild 2.1):

1. wasserseitige (WS) und landseitige (LS) Ausladung,

2. Hubhöhe insgesamt,

3. Hubhöhe über Oberkante Kranschiene (OKS),

4. Portalspurweite,

5. Freiraum zwischen Portalstützen (entlang der Kranbahn, nicht dargestellt),

6. Durchfahrhöhe zwischen Portalstützen,

7. Laufkatze.

Die Merkmale für den Betrieb der Containerkrane werden als maximale Geschwindigkeit
der Laufkatze, des Hub- und Senkvorgangs mit bzw. ohne zulässige Last sowie für das
Kranfahrwerk angegeben.
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Umgebungs- und betriebsbedingte Merkmale haben die Weiterentwicklung der Krane
maßgebend dominiert. So sind Containerkrane im Einzugsgebiet von Flughäfen besonders
flach ausgeführt und verzichten auf das Zugbandsystem oberhalb des Auslegers. Das
Maschinenhaus, welches die Winden der Hubvorrichtung und den Katzantrieb bereithält,
kann direkt auf der Laufkatze oder dezentral im Portalbereich1 untergebracht sein. Bei
der dezentralen Lösung wird die Laufkatze mithilfe von Stahlseilen entlang des Auslegers
positioniert. Der Ausleger weist typischerweise eine von zwei möglichen Bauformen auf:
Monobox-Ausleger oder Twinbox-Ausleger. Letzterer verfügt über zwei parallel geführte
Kragarmausleger mit Boxquerschnitt, in dessen Zwischenraum die Laufkatze operiert.
Typischerweise verfügt jeder Containerkran über eine Laufkatze für den Umschlag der
Container vom Schiff zum Land und umgekehrt. Es existieren jedoch vereinzelt auch
Krane mit einer Laufkatze auf der Wasserseite und einer weiteren auf der Landseite,
wobei die LS u. U. sogar vollautomatisch betrieben wird. Allgegenwärtig sind adaptive
Spreader (engl. für Lastaufnahmemittel) für den Transport von ein, zwei bzw. vier
Standardcontainern. Weitere allgemeine Informationen zur Entwicklung und zum Design
von Containerkranen können bei Bhimani und Jordan [5], Zrnić und Hoffmann [97],
sowie Zrnić u. a. [99, 100] nachgeschlagen werden.

Im Rahmen dieser Arbeit ist jeweils ein Kran am Containerterminal Burchardkai (CTB)
in Hamburg und am Containerterminal 4 (CT4) in Bremerhaven näher untersucht wor-
den. Der Containerkran in Hamburg stammt von KOCKS Krane und kann der Post-
Panamax-Klasse zugeordnet werden. Der Kran in Bremerhaven ist der Suezmax-Klasse
zugehörig und wurde von ZPMC hergestellt. Anhand der Kenndaten in Tabelle 2.1 wird
der Dimensionsunterschied deutlich.

Tabelle 2.1: Kenndaten

Merkmal CTB CT4

Ausladung WS 49,5m 62,5m
Ausladung LS 19,0m 25,0m
Hubhöhe insgesamt 56,0m 66,5m
Hubhöhe über OKS 36,0m 43,0m
Portalspurweite 18,0m 30,5m
Maximalhöhe 70,0m 80,0m
Anz. Räder je Fahrwerk 32 32
Gesamtmasse 1230t 1810t
Tragfähigkeit der Hubseile 72t 72t

Der CT4-Kran überragt in fast jeder Kategorie den CTB-Kran, abgesehen von der An-
zahl der Räder je Fahrwerk (32) und der Tragfähigkeit der Seile (72t). Der signifikante
Unterschied der Gesamtmasse bei gleicher Trägfähigkeit ist u. a. der breiteren Spur, der
höheren Bauform sowie der größeren wasserseitigen Ausladung des Containerkrans am
CT4 geschuldet. Darüber hinaus verdeutlicht Bild 2.2 die unterschiedlichen Varianten der
Auslegerform (Monobox-Ausleger/CTB, Twinbox-Ausleger/CT4). Diese Auslegerformen

1Das Portal befindet sich zwischen den Stützen auf Höhe des Auslegers.
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begünstigen jeweils die Verwendung einer Maschinenhauskatze für den KOCKS-Kran
bzw. einer seilgeführten Laufkatze auf dem ZPMC-Kran. Eine erhöhte Laschplattform in
der Nähe des wasserseitigen Fahrwerks ist Teil des Krans in Bremerhaven, wodurch die
Sicherheit des Personals bei der Abfertigung der Container erhöht wird. Beide Container-
krane werden als Anwendungsbeispiele für die folgenden Untersuchungen herangezogen.

x

z
y

x

z
y

Bild 2.2: Schematische Darstellung der Containerkrane am CTB (links) und CT4 (rechts)

2.2 Modellierung

Die Modellierung mechanischer Strukturen wird von der gewählten Formulierung für das
idealisierte System bestimmt. Ein mathematisches Ersatzmodell wird angestrebt, das die
grundlegenden Eigenschaften der mechanischen Struktur widerspiegelt. Für die Unter-
suchung des Bewegungsverhaltens eines Ersatzmodells kommen das Mehrkörpersystem,
das Finite-Elemente-System sowie das Kontinuierliche System in Frage. Das Modell führt
auf Bewegungsgleichungen, für die eine numerische Lösung bestimmt wird. Das komplexe
mechanische Konstrukt von Containerkranen wird nachfolgend mit der Finite-Elemente-
Methode in ein mathematisches Modell überführt und durch zwei Beispiele verdeutlicht.

2.2.1 Finite-Elemente-Methode

Finite Elemente (FE) sind u. a. von Bathe [3] ausführlich vorgestellt und für die Formu-
lierung einer Methode zur Beschreibung technischer Systeme herangezogen worden. Das
Prinzip der virtuellen Verschiebungen bildet die Grundlage der Finite-Elemente-Methode.
Für einen beliebigen dreidimensionalen Körper im Gleichgewicht und mit beliebig kleinen
virtuellen Verschiebungen entspricht die innere virtuelle Arbeit der gleichzeitig anfallenden
äußeren virtuellen Arbeit. Die kinetische Gleichgewichtsbedingung (Bewegungsgleichung)
für N Knoten lautet:

Mÿ + Dẏ + Ky = R. (2.1)

Die globalen Verschiebungsgrößen werden im (3N × 1)-Vektor der Knotenverschiebungen
y = [x1, y1, z1, . . . , xN , yN , zN ]T = [y1, . . . ,yN ]T zusammengefasst. Die (3N × 3N)-
Gesamtmassenmatrix M wird aus den Elementmassenmatrizen M (s) auf der Ba-
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sis des Volumenintegrals über der Multiplikation von Dichte und (h × 3N)-Element-
Interpolationsmatrix H(s) abgebildet:

M =
∑

s

∫

V (s)

ρ(s)H(s)TH(s)dV (s)

︸ ︷︷ ︸
M (s)

. (2.2)

Die Interpolationsmatrix H (s) stellt den Zusammenhang von den h lokalen Elementfrei-
heitsgraden zu den 3N globalen Verschiebungen her:

u(s)(xs,ys,zs) = H(s)(xs,ys,zs)y. (2.3)

Die (3N × 3N)-Steifigkeitsmatrix K beruht auf den (h × 3N)-Element-Verzerrungs-
Verschiebungsmatrizen B(s) sowie den (h× h)-Elastizitätsmatrizen der Elemente C(s):

K =
∑

s

∫

V (s)

B(s)TC(s)B(s)dV (s)

︸ ︷︷ ︸
K(s)

. (2.4)

Ein Zusammenhang vom (h×1)-Vektor der Verzerrungen zu den globalen Verschiebungen
wird analog zu (2.3) ermittelt:

ε(s)(xs,ys,zs) = B(s)(xs,ys,zs)y. (2.5)

Die Element-Elastizitätsmatrix C(s) bezeichnet das Verhältnis vom (h × 1)-Vektor der
Spannungen τ (s) zum Verzerrungsvektor ε(s) eines Elements (Anfangsspannungen τ I(s))

τ (s)(xs,ys,zs) = C(s)(xs,ys,zs) ε
(s) + τ I(s). (2.6)

Mit

D =
∑

s

∫

V (s)

κ(s)H(s)TH(s)dV (s), (2.7)

=
∑

s

(
αRM

(s) + βRK
(s)
)

︸ ︷︷ ︸
D(s)

(2.8)

wird die (3N × 3N)-Dämpfungsmatrix formuliert. In der Anwendung ist es häufig nicht
möglich, eine praktikable Dämpfungskonstante κ(s) zu benennen. Die Beziehung (2.7) wird
daher durch (2.8) ersetzt, welche als Rayleigh-Dämpfung bekannt ist. Die Koeffizienten
der Massen- bzw. Steifigkeitsmatrix αR und βR werden experimentell ermittelt. Der ers-
te Summand aus (2.8) dämpft vorwiegend niederfrequente Verschiebungen, wohingegen
βRK

(s) die hochfrequenten Bewegungsanteile reduziert. Die rechte Seite des inhomogenen
Gleichungssystems (2.1) berücksichtigt den (3N ×1)-Vektor der aufgebrachten Lasten R.
Diese resultieren aus Volumenkräften RB, Oberflächenkräften RS, Kräften aus Anfangs-
spannungen RI und den Einzellasten RC :

R = RB + RS + RI + RC . (2.9)

Die Berechnungsvorschriften für die aufgebrachten Lasten können z. B. Bathe [3]
entnommen werden. Die Differentialgleichung (2.1) zur Beschreibung eines mit finiten
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Elementen diskretisierten Systems ist damit in Kürze dargestellt worden. Zuletzt werden
die bekannten Randbedingungen aufgebracht.

Bisher sind verallgemeinerte Koordinaten u(s) zur Herleitung der Elementmatrizen
verwendet worden. Diese werden nun durch Linearkombinationen der Elementknoten-
punktverschiebungen ersetzt, welche als Interpolations- bzw. Formfunktionen gelten. Die
Interpolation der Element- und Verschiebungskoordinaten durch die Formfunktionen
bildet die Grundlage für die isoparametrische Formulierung der Elementmatrizen.
Eine derartige Formulierung ist besonders geeignet für die Implementierung auf
Digitalrechnern. Isoparametrische Elementmatrizen geben darüber hinaus die Element-
verschiebungen direkt wieder, ohne eine Zwischentransformation über verallgemeinerte
Koordinaten.

Beispielhaft werden die Elementmatrizen eines isoparametrischen zweidimensionalen gera-
den Balkenelements hergeleitet. Der Balken hat einen konstanten rechteckigen Querschnitt
mit der Höhe h und der Breite b. Die Länge beträgt L und die neutrale Faser verläuft ent-
lang der horizontalen x-Achse. In der diskreten Form hat der Balken jeweils einen Knoten
am Anfang (i = I) und am Ende (i = II). Jeder Knoten verfügt über eine translatorische

u
(s)
1,2 sowie eine rotatorische Verschiebungsgröße u

(s)
3,4. Darüber hinaus ist der Balken mit

einer vertikalen Kraft f und einem Moment l beaufschlagt. In der Literatur findet man
die Formfunktionen hi eines ebenen Balkenelements mit zwei Knoten als Funktion der
Variable r ∈ [−1, 1]:

hI =
1

2
(1 − r) , hII =

1

2
(1 + r) . (2.10)

Auf der Basis der Verschiebungsgrößen

y(s) =
[
u
(s)
1 , u

(s)
2 , u

(s)
3 , u

(s)
4

]T
,

u
(s)
1,2 = hIu

(s)
1 + hIIu

(s)
2 , u

(s)
3,4 = hIu

(s)
3 + hIIu

(s)
4 ,

sowie der Interpolationsmatrizen

H1,2 = [hI hII 0 0] , H3,4 = [0 0hI hII ] ,

∂u
(s)
1,2

∂x
= B1,2y,

∂u
(s)
3,4

∂x
= B3,4y,

B1,2 = J−1

[
∂hI
∂r

∂hII
∂r

0 0

]
, B3,4 = J−1

[
0 0

∂hI
∂r

∂hII
∂r

]
,

ermittelt man mit J = (∂x)/(∂r) und det J = 1 die Elementmatrizen

M =

∫ 1

−1

[
H1,2

H3,4

]T [
ρbh 0

0 ρbh3

12

] [
H1,2

H3,4

]
det Jdr, (2.11)

K =EI

∫ 1

−1

BT
3,4B3,4 det Jdr +GAkG

∫ 1

−1

(B1,2 −H3,4)
T (B1,2 −H3,4) det Jdr,

(2.12)

R =

∫ 1

−1

HT
1,2f det Jdr +

∫ 1

−1

HT
3,4l det Jdr. (2.13)
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Bisher nicht erwähnte geometrische und mechanische Balkenparameter sind der Elasti-
zitätsmodul E, das Flächenträgheitsmoment I, der Schubmodul G, die Querschnittsfläche
A, der Schubkorrekturfaktor kG und die Dichte ρ. Die Dämpfungsmatrix D (2.8) wird
hinsichtlich experimenteller Daten bestimmt. Eine Erweiterung dieser Formulierung auf
dreidimensionale isoparametrische Balkenelemente wird analog vorgenommen und kann
in der Literatur nachgeschlagen werden. Ein weiterer Vorteil isoparametrischer Elemente
ist die Berücksichtigung von Schubverformungen. Verformte Querschnittsflächen und eine
veränderte Orientierung bezüglich der neutralen Balkenfaser werden nicht vernachlässigt
und ermöglichen eine ganzheitliche Verformungs- und Verschiebungsanalyse nach Timos-
henko (vgl. Crandall u. a. [16]).

Treten bei der Analyse der Gleichgewichtsbedingungen große Verschiebungen, Dehnun-
gen und Verzerrungen auf, verhält sich das Spannungs-Verzerrungs-Verhältnis nichtline-
ar. Bisher basieren alle angegebenen Gleichungen auf Herleitungen für lineare Finite-
Elemente-Systeme. Diese bilden jedoch gleichzeitig die Grundlage für nichtlineare Be-
wegungsgleichungen derartiger Modelle. Die Interpolationsfunktionen wie auch die Be-
rechnungen gelten für lineare und nichtlineare Gleichgewichtsbedingungen. Lediglich die
Lösung der nichtlinearen Gleichungen fordert die Kenntnis aller Freiheitsgrade bis zum
aktuellen Zeitpunkt t. Damit kann anschließend nach allen unbekannten Variablen für
t+ ∆t im Gleichgewicht aufgelöst werden.

2.2.2 Containerkranmodell

Die Modellierung eines Containerkrans mithilfe eines Finite-Elemente-Modells erfordert
zunächst die Eingabe der Kranstruktur in eine Computerumgebung. Es bietet sich
an, die Geometrie in einer CAE2-Umgebung abzubilden, wie in Bild 2.2 dargestellt.
Dem geometrischen Modell werden anschließend die physikalischen und mechanischen
Eigenschaften des Materials sowie der Krankomponenten zugeordnet. Einige Beispiele
für diese Eigenschaften sind Dichte, Elastizitäts- und Schubmodul der verwendeten
Materialien sowie Querschnittsflächen, Flächenträgheitsmomente und konzentrierte Mas-
sen der Komponenten. Im nächsten Schritt werden die vorliegenden Randbedingungen
aufgebracht, welche Lagerungen abbilden. Feste Einspannungen sind am Containerkran
vor allem im Bereich des Fahrwerks und der Gelenke oberhalb des Auslegers an den
Zugbändern wiederzufinden. Auch die Verbindung des Portals mit dem wasserseitigen
Ausleger ist als Gelenk ausgeführt, um den Ausleger in die vertikale Position überführen
zu können, wenn der Betrieb unterbrochen ist. Nachfolgend wird die Diskretisierung der
Struktur durchgeführt. Aktuell verfügbare Modellierungs- und Analyseprogramme wie
z. B. Abaqus verfügen als Teil der Modellierungsumgebung über Netzgenerierungspro-
gramme, die in der Lage sind, vollautomatisch Finite-Elemente-Gitter von mechanischen
Strukturen zu erzeugen. Wesentliche Grundlage der Netzerstellung ist die Wahl des
Elementtyps für die Diskretisierung des Containerkrans und der Diskretisierungsgrad.
Letzterer gibt die Auflösung der Gesamtstruktur vor, die wiederum Einfluss auf die
Genauigkeit der Lösungen des Gleichungssystems (2.1) hat.

Als Elementtyp für die mathematische Modellierung des Containerkrans werden dreidi-

2CAE steht im Englischen für computer-aided engineering.
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mensionale Balkenelemente gewählt, da die Gesamtstruktur aus zusammengefügten Bal-
ken unterschiedlicher Dimensionen und Querschnitte besteht. Die Unterschiede spiegeln
sich in den physikalischen und mechanischen Eigenschaften der modellierten Elemente
wider, die jedem Element eindeutig zugeordnet werden. Im Vergleich zu einer detaillierte-
ren Modellierung mit Schalenelementen ergeben sich durch die Balkenmodellierung u. a.
folgende Vorteile:

• realitätsnahe Abbildung der Kranstruktur mit Balkenelementen,

• die mechanischen Balkeneigenschaften (Querschnittsfläche, Flächenträgheitsmo-
mente) liegen explizit vor3,

• reduzierter Rechenaufwand für Balkenelemente durch geringere Anzahl der Frei-
heitsgrade.

Im Abschnitt 2.3 wird gezeigt, dass eine eindimensionale Abbildung (Balken) für
dreidimensionale Kontinua (Kran) ohne Einschränkungen möglich ist und damit ein
erhöhter Modellierungsaufwand durch Schalenelemente nicht gerechtfertigt ist. Für
die anschließende Diskretisierung wird in Abaqus das Balkenelement B31H gewählt.
Es wird durch die dreidimensionale lineare (31 ) Formulierung auf der Basis der
Verformungshypothese von Timoshenko charakterisiert, welche Schubverformungen
berücksichtigt. Darüber hinaus folgt dieser Elementtyp einer hybriden (H ) Beschreibung,
die eine Strukturanalyse bei nichtlinearen Verformungen mit z. T. großen Rotationen
von sehr steifen Elementen ermöglicht. Alle aufgelisteten Elementcharakteristika entspre-
chen exakt den Anforderungen, die an die Modellierung von Containerkranen gestellt
werden müssen, um realistische dynamische Verformungsanalysen durchführen zu können.

In Bild 2.3 sind die Containerkrane am CTB und CT4 diskret dargestellt. Alle Knoten
der finiten Elemente sind als solche gekennzeichnet, zusammen mit den Balkenelementen.
Auch die geometrische Struktur ist eindeutig ersichtlich.

x

z
y

x

y
z

Bild 2.3: Diskrete Darstellung der Containerkrane am CTB (links) und CT4 (rechts) mit
finiten Elementen

3Für beide Kranstrukturen liegen exakte Statikmodelle vor, aus denen die Eigenschaften entnommen
werden.



2 Strukturschwingungen bei Containerkranen 13

Auffällig ist die sehr aufwendige Diskretisierung des Kranauslegers, welche die Grundlage
für die spätere Implementierung von zeit- und ortsveränderlichen Lasten darstellt. Dafür
ist es erforderlich, den Ausleger entsprechend der gewählten diskreten Zeitschritte anzu-
passen. Lasten können in Finite-Elemente-Gittern nur an Knoten aufgebracht werden, so
dass bei großen Knotenabständen sprunghafte Lastverschiebungen starke Auswirkungen
auf die Strukturdynamik haben. Ist der Abstand der Knoten ausreichend klein gewählt,
so verhält sich eine bewegte Last quasi-kontinuierlich und so auch die Strukturantwort.
Der Grad der Diskretisierung des Auslegers ist hoch, wohingegen alle weiteren Kompo-
nenten des Krans weniger fein diskretisiert sind. Vergleicht man die Modellierung der
Zugbandsysteme beider Krane, erkennt man, dass bei der CT4-Struktur sehr grob un-
terteilt wurde, im Gegensatz zur CTB-Struktur. Das beruht auf den Erkenntnissen, wel-
che aus der zunächst stattgefundenen Modellierung des Containerkrans am Burchardkai
stammen. Die Untersuchungen (Abschnitt 2.4) werden zeigen, dass eine weniger detail-
lierte Abbildung der Zugbänder keine negativen Auswirkungen auf die Ergebnisse hat.
Des Weiteren erkennt man die für beide Modelle ähnliche Modellierung des Container-
kranfahrwerks, welches den Kran auf den Kranbahnen parallel zu Kaikante positioniert.
Das Kranfahrwerk ist für beide Kranbahnen (WS und LS) als zwei bzw. drei Stützen
ausgeführt, mit orthogonal angeordneten Anschlüssen für die Einspannung in Festlagern.
Der Diskretisierungsgrad ist entsprechend der restlichen Struktur gewählt.

2.3 Verifikation

Die Verifikation der Containerkranmodelle ist maßgebend für die umfangreiche Analyse
der Kranstruktur. Nur eine zutreffende Abbildung der mechanischen Eigenschaften der
Struktur wird realistische Schlüsse über die dynamischen Verformungen der Krane zulas-
sen. Für Containerkrane eignet sich sowohl die Verifikation mittels Eigenschwingungen
und Schwingungsformen, als auch der theoretische Ansatz einer bewegten Last auf einem
Balken. Letzterer konzentriert die Untersuchungen auf den wasserseitigen Ausleger des
Containerkrans, welcher für den Containerumschlag von besonderer Bedeutung ist. Beide
Verfahren werden in diesem Abschnitt vorgestellt und angewendet.

2.3.1 Modalanalyse

Eine Modalanalyse liefert die Eigenschwingungen und Schwingungsformen von dyna-
mischen Systemen und charakterisiert das Bewegungsverhalten des Systems. Für die
Berechnung werden keine äußeren Anregungen durch aufgebrachte Kräfte berücksichtigt.
Lediglich Lagerungen (beschränkte Freiheitsgrade) beeinflussen die Systemdynamik.
Die Amplitude der Schwingungsform, mathematisch dargestellt durch den Eigenvektor,
nimmt üblicherweise in schwingungsfähigen Systemen, so auch für Krane, mit zuneh-
mender Eigenfrequenz ab. Der Anteil der hohen Eigenfrequenzen am Gesamtverhalten
ist folglich gering.

Zur Bestimmung der Eigenfrequenzen und -formen wird das System (2.1) zunächst in die
Zustandsraumdarstellung (x) überführt:

x =

[
y

ẏ

]
, y ∈ R

f , x ∈ R
n=2f . (2.14)
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Die Lagegrößen yj (j = 1, . . . ,f) werden dafür zusammen mit den zeitlichen Ableitungen
ẏj in den Zustandsvektor x integriert. Wie bereits erwähnt, finden äußere Kräfte keine
Berücksichtigung bei der Modalanalyse (R = 0), womit das System durch

ẋ =

[
0 E

−M−1K −M−1D

]

︸ ︷︷ ︸
A

x (2.15)

wiedergegeben wird. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von (2.15) ergeben
gleichzeitig die Eigenwerte (λj) der Systemmatrix A

p(λ) = det (λE −A) , (2.16)

=
1

detM
det
(
Mλ2 + Dλ+ K

)
. (2.17)

Das homogene schwach gedämpfte mechanische System (2.15) hat Eigenwerte der Form

λk = δj ± iωj , δj < 0, ωj 6= 0, k = 1, . . . ,n, (2.18)

mit einem negativen Realteil und einem Imaginärteil ungleich Null. Containerkrane sind
im Allgemeinen strukturell sehr schwach gedämpft, wodurch eine Vernachlässigung der
Dämpfung im Rahmen der Modalanalyse zulässig erscheint. Generell ist bekannt, dass die
Materialdämpfung keinen wesentlichen Einfluss auf die charakteristischen Bewegungen der
Struktur hat. Zusätzliche Dämpfungselemente (wie z. B. Tilger) sind auf den untersuchten
Containerkranen nicht im Einsatz. Das konservative mechanische System (D = 0) wird
durch rein imaginäre Eigenwerte charakterisiert:

λk = ± iωj , ωj > 0. (2.19)

Der Imaginärteil ist positiv und die Frequenz der Eigenschwingung lässt sich ableiten
durch

fj =
ωj

2π
. (2.20)

Mithilfe der Eigenwerte können die Eigenvektoren x̃j =
[
ỹj, λjỹj

]T
aus der charakteris-

tischen Gleichung (D 6= 0)

0 = (λE −A) x̃, (2.21)

=
1

M

(
Mλ2 + Dλ+ K

)
ỹ (2.22)

ermittelt werden. Beschreibt die Eigenschwingung das zeitliche charakteristische Ver-
halten, so vermittelt der Eigenvektor die örtliche Verschiebung der mechanischen Struktur.

Die niedrigsten drei Eigenfrequenzen der Containerkrane am CTB und CT4 sind exempla-
risch in der Tab. 2.2 dargestellt, zusammen mit den zugehörigen verallgemeinerten Massen
(mj). Diese beschreiben die bewegte Masse der zugehörigen Eigenform und bestimmt sich
mittels

Y TMY = diag{mj}, Y =
[
ỹ1 ỹ2 . . . ỹf−1 ỹf

]
. (2.23)
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Aufgebrachte äußere Lasten führen zu Verformungen und Bewegungen der Struktur, die
näherungsweise als Überlagerung der niedrigen Eigenformen dargestellt werden können.
Die Betrachtung der niedrigen Eigenschwingungen mit den zugehörigen Schwingungsfor-
men ist folglich maßgebend für die Analyse der Strukturdynamik.

Tabelle 2.2: Eigenfrequenzen und verallgemeinerte Massen der Containerkrane

CTB f [Hz] mj [103kg]
1 0,33 92,194
2 0,37 211,310
3 0,50 482,090

CT4 f [Hz] mj [103kg]
1 0,33 13,949
2 0,45 18,810
3 0,81 54,233

Die erste und zweite Schwingungsform beider Krane (Zeile 1 und 2 in Tab. 2.2, Bild 2.4)
charakterisiert die Strukturbewegungen in y-Richtung, entlang der Kaikante. Anregungen
in dieser Verformungsrichtung resultieren vornehmlich aus dem Positioniervorgang des
Containerkrans auf den Kranbahnen.

z

y y

z

Bild 2.4: Eigenformen der Containerkrane in Richtung der Kranbahn

Verformungen der Krane hinsichtlich der dritten Schwingungsform verlaufen entlang der
x-Achse, in Richtung des Kranauslegers (Zeile 3 in Tab. 2.2, Bild 2.5). Angeregt durch
bspw. die Beschleunigung der Laufkatze neigt sich die Struktur abwechselnd zum Wasser
hin und wieder weg, entsprechend der Schwingungsdauer, welche aus der Eigenfrequenz
fj resultiert. Diese Schwingungsform wird insbesondere durch den Kranführer wahr-
genommen, der sich im Führerhaus auf der Laufkatze befindet. In Extremfällen führt
das zu einem unangenehmen Empfinden des Kranführers und zur Einschränkung der
Arbeitsfähigkeit.

Ein Abgleich der ermittelten Eigenschwingungen und Schwingungsformen aus Abaqus

fand mit Ergebnissen aus statischen Modellen in Krasta4 statt. Die statischen Kranmo-
delle sind vom Kranhersteller Kocks Krane (CTB) und vom Containerterminalbetreiber
Eurogate5 (CT4) zur Verfügung gestellt worden. Die Abweichungen der Eigenschwin-
gungen der Krane in Krasta und Abaqus (Tab. 2.2) sind kleiner als 2% und damit
akzeptabel.

4Krasta ist eine Modellierungs- und Berechnungsumgebung zur statischen Analyse von Kranen.
5Eurogate Container Terminal Bremerhaven GmbH
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x

z

x

z

Bild 2.5: Eigenformen der Containerkrane in Richtung des Kranauslegers

2.3.2 Bewegte Last

Eine weitere Möglichkeit zur Verifikation der Modellierung in Abschnitt 2.2 stellt
der Abgleich mit einem theoretischen Modell dar. Das Gesamtsystem wird auf den
Auslegerbalken mit zulässigen Randbedingungen reduziert, welcher von der Laufkatze
als zeitveränderliche bewegte Last traversiert wird. Das Modell wird durch eine partielle
Differentialgleichung wiedergegeben und mit ausgewählten Anfangs- sowie Randbedin-
gungen gelöst. Bereits 1849 formulierte Willis [94] eine analytische Lösung für eine große
Last entlang eines dünnen Balkens (Güterzug auf Brücke). Timoshenko [91] widersprach
der Annahme, dass die Gewichtskraft des Balkens viel kleiner als die bewegte Last ist
und löste die neue Problemformulierung. Im Jahr 1972 veröffentlichte Frýba [23] eine
Sammlung von analytischen Lösungen für unterschiedlich gelagerte Balken mit traversie-
renden Lasten (konstant, harmonisch, kontinuierlich). Das klassische Zug-Brücke-Beispiel
wurde von Popp [75] um die Dynamik von Fahrweg-Strukturen im Hinblick auf die
Magnetschwebebahn ergänzt. Bis dahin lieferte die analytische Lösung die Strukturbewe-
gungen bezüglich der wandernden Last. Als Alternative wandte Olsson [71] die Methode
der finiten Elemente auf die Strukturmodellierung des Balkens an. Die Lösung konnte
fortan, unterstützt durch automatisierte Lösungsroutinen, numerisch ermittelt werden.

Im Rahmen der Untersuchungen am Containerkran wird ein bewegte-Last-Modell für den
Kranausleger und die daran aufgehängte Laufkatze erstellt. Die Bewegungen der Struktur
im Bereich des Auslegers sind charakteristisch für derartige Krane und beeinflussen den
Kranführer sowie den Umschlagbetrieb gleichermaßen. Eine partielle Differentialgleichung
für die dynamische transversale Balkenverformung (z) für eine ortsveränderliche (x) Last
(F ) wird in [23] mit

EI
∂z4(x,t)

∂x4
+ µ

∂z2(x,t)

∂t2
+ 2µωb

∂z(x,t)

∂t
= δ(x− v t)F (2.24)

und den zugehörigen Rand- sowie Anfangsbedingungen

z(0,t) = z(L,t) = 0,
∂2z(x,t)

∂x2

∣∣∣∣
x=0,L

= 0,

z(x,0) =
∂z(x,t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0

angegeben. Die Konstanten repräsentieren den Elastizitätsmodul E, das Flächenträg-
heitsmoment I, die Massenverteilung µ und die Kreisfrequenz ωb des Balkens. Die kon-



2 Strukturschwingungen bei Containerkranen 17

zentrierte Last F wird mittels Dirac-Funktion δ und in Abhängigkeit der translatorischen
Geschwindigkeit v aufgeprägt. Für eine analytische Lösung der partiellen Differentialglei-
chung (2.24) ist auf [23] verwiesen. Die Annahmen für die analytische, wie auch für die
numerische Formulierung sind:

• die Balkenstruktur hat keine Einwirkung auf die Lastbewegung,

• Last und Balken sind zu jedem Zeitpunkt fest verbunden,

• es liegt eine zeit- und betragsveränderliche wandernde Last vor und

• die Trajektorie der Last ist bekannt.

Im Folgenden wird der numerische Ansatz basierend auf der Finite-Elemente-
Formulierung herangezogen (vgl. Abschnitt 2.2.1). Neben Olsson [71] verwendet
auch Wu [95, 96] diese Methode zur Untersuchung eines belasteten Balkens. Wu spe-
zifiziert die Annahmen weiter: die zeit- und betragsveränderliche Last ist immer exakt
einem finiten Element zugeordnet. Die Zuordnung variiert mit der Zeit und führt zu
zeitvarianten Systemmatrizen.

Das Modell der bewegten Last auf dem Kranausleger eines Containerkrans ist in Bild 2.6
skizziert. Ein Fest- sowie ein verschiebbares Lager bilden die Randbedingungen für die
Verknüpfung des Auslegers mit der Kranstruktur. Das linke Festlager spiegelt die Ver-
bindung zum Kranportal wider, wohingegen das rechte Loslager die Verbindung mit dem
Zugband gewährleistet. Das Pendel symbolisiert die schwingende angehängte Last, wel-
che über die Laufkatze mit dem Balken verknüpft ist. Eine Geschwindigkeit v verändert
kontinuierlich die Position der Last (linearer Verlauf: xm = v t).

x

v t

L1

L2

g

z

mφ

φ

Bild 2.6: Bewegte Last am Containerkranausleger
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Für die weitere Untersuchung wird die schwingende Last mφ entsprechend der Auslenkung
φ mit der Masse der Laufkatze mL zur äquivalenten bewegten konzentrierten Masse mk

zusammengefasst:

mk = mL +mφ cos2(φ) , (2.25)

φ = φA cos(ωt) . (2.26)

Eine vorgegebene maximale Auslenkung φA und die natürliche Pendelfrequenz
ω =

√
g/Lp bestimmen den Verlauf der schwingenden Last. Es wird angenommen,

dass φA < 20◦, wodurch Beschleunigungsanteile, die vom Drehpunkt weg orientiert sind
(Zentrifugalkraft), vernachlässigt werden können. Gleichzeitig wirkt die Trägheit der Last
in transversaler und longitudinaler Richtung auf die Verbindung von Last und Balken.
Unter den getroffenen Restriktionen wird der Balken mit finiten Elementen diskretisiert,
wobei einem Element die äquivalente Last zugeordnet wird. Bild 2.7 veranschaulicht den
diskreten Containerkranausleger, der mit finiten Elementen der Länge l modelliert wird.

akt. Element s
v

x
(s)
m

z

x

l

xm

L2

Bild 2.7: Diskreter Containerkranausleger mit konzentrierter Last

Die aktuelle Position der äquivalenten Last mk ist mit xm gegeben. Der Bereich der
Last ist in Bild 2.8 vergrößert dargestellt. Im lokalen Koordinatensystem (x(s), z(s)) des
Elements s der ebenen Formulierung hat jedes Element zwei Knoten, welchen wiederum
zwei translatorische und eine rotatorische Verschiebungsgrößen zugeordnet sind (lokale

Kräfte r
(s)
i ). Ein Element hat sechs lokale Freiheitsgrade.

Für die Strukturbewegungen zwischen zwei benachbarten Knoten werden Interpolations-
funktionen herangezogen, wie z. B. in [14] angegeben. Lineare Funktionen werden für
die Verschiebungsgrößen entlang des Balkens verwendet (Index 1 und 4), wohingegen
hermitische Polynome für die verbleibenden Verschiebungsgrößen (Index 2, 3, 5 und 6)
Anwendung finden. Die relative axiale Koordinate ζ und die Ansatzfunktionen werden
wie folgt formuliert:

ζ(t) = x
(s)
m (t)
l
,

N1 = 1 − ζ(t),
N2 = 1 − 3ζ2(t) + 2ζ3(t),
N3 = [ζ(t) − 2ζ2(t) + ζ3(t)] l,
N4 = ζ(t),
N5 = 3ζ2(t) − 2ζ3(t),
N6 = [−ζ2(t) + ζ3(t)] l.

(2.27)
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x(s)

z(s)

v
mku

(s)
1 , r

(s)
1

u
(s)
2 , r

(s)
2

u
(s)
3 , r

(s)
3

u
(s)
4 , r

(s)
4

u
(s)
5 , r

(s)
5

u
(s)
6 , r

(s)
6x

(s)
m

l

Bild 2.8: Aktuelles Balkenelement s mit konzentrierter Last

Die Matrizen des aktuellen finiten Elements für die Masse m, Dämpfung d und Steifigkeit
k können mit (2.27) und

N ′
i =

∂Ni

∂x
=
∂Ni

∂ζ

∂ζ

∂x
=

1

l

∂Ni

∂ζ
, (2.28)

N ′′
i =

∂2Ni

∂x2
=
∂N ′

i

∂x
=

1

l

∂N ′
i

∂ζ
(2.29)

aufgestellt werden:

m = mk




N2
1 0 0 N1N4 0 0

N2
2 N2N3 0 N2N5 N2N6

N2
3 0 N3N5 N3N6

N2
4 0 0

N2
5 N5N6

sym N2
6



, (2.30)

d = 2mkv




0 0 0 0 0 0
0 N2N

′
2 N2N

′
3 0 N2N

′
5 N2N

′
6

0 N3N
′
2 N3N

′
3 0 N3N

′
5 N3N

′
6

0 0 0 0 0 0
0 N5N

′
2 N5N

′
3 0 N5N

′
5 N5N

′
6

0 N6N
′
2 N6N

′
3 0 N6N

′
5 N6N

′
6



, (2.31)

k = mkv
2




0 0 0 0 0 0
0 N2N

′′
2 N2N

′′
3 0 N2N

′′
5 N2N

′′
6

0 N3N
′′
2 N3N

′′
3 0 N3N

′′
5 N3N

′′
6

0 0 0 0 0 0
0 N5N

′′
2 N5N

′′
3 0 N5N

′′
5 N5N

′′
6

0 N6N
′′
2 N6N

′′
3 0 N6N

′′
5 N6N

′′
6



. (2.32)

Die Lösung des lokalen Gleichungssystems

mÿ(s) + dẏ(s) + ky(s) = r, (2.33)

r =
[
r
(s)
1 , r

(s)
2 , r

(s)
3 , r

(s)
4 , r

(s)
5 , r

(s)
6

]T
(2.34)
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ergibt die Elementverschiebungen y(s) =
[
u
(s)
1 , u

(s)
2 , u

(s)
3 , u

(s)
4 , u

(s)
5 , u

(s)
6

]T
. Die Kräfte, durch

die bewegte Last am aktuellen Element aufgebracht, werden direkt aus (2.25) und den
trigonometrischen Beziehungen hergeleitet:

r
(s)
1 = −N1mφg sin(φ) cos(φ) ,

r
(s)
2 = −N2mkg,

r
(s)
3 = −N3mkg,

r
(s)
4 = −N4mφg sin(φ) cos(φ) ,

r
(s)
5 = −N5mkg,

r
(s)
6 = −N6mkg.

(2.35)

Damit sind alle Information zum Einfluss der bewegten Last auf die angrenzenden Knoten
des aktuellen Elements s in (2.33) zusammengefasst. Der globale Verschiebungsvektor y

lautet:

y = [u1, u2, . . . , uf−1, uf ]T . (2.36)

Weiterhin werden die globalen Systemmatrizen des unbelasteten Balkens M und K z. B.
mit der Methode nach Bathe ([3], vgl. Unterabschnitt 2.2.1) zunächst für den gesamten
Kranausleger ohne äquivalente Last aufgestellt. Die lokalen Elementmatrizen (m,k) wer-
den in die globalen Matrizen an der Stelle des aktuellen Elements s integriert. Dabei gilt
es zu beachten, dass die lokalen Eigenschaften (Zeilen- is und Spaltenindex js) in die zu-
gehörigen Zeilen i und Spalten j der Gesamtmatrizen eingebracht werden, entsprechend
der Freiheitsgrade des aktuellen Elements s auf dem sich die äquivalente Last befindet
(is = i− 3 (s− 1), js analog):

M i,j =

{
M i,j + mis,js : 3 (s− 1) < (i,j) ≤ 3 (s+ 1) ,
M i,j : sonst,

(2.37)

Ki,j =

{
Ki,j + kis,js : 3 (s− 1) < (i,j) ≤ 3 (s+ 1) ,
Ki,j : sonst,

(2.38)

(i,j) = 1, . . . ,f.

Für Einzelheiten zur Umsetzung dieser Formulierung wird z. B. auf [28] verwiesen. Die
globalen Dämpfungseigenschaften D (2.8) werden aus den Anteilen der nieder- und hoch-
frequenten Rayleigh-Dämpfung gewonnen. Analog zu (2.37) und (2.38) wird

Di,j =

{
Di,j + dis,js : 3 (s− 1) < (i,j) ≤ 3 (s+ 1) ,
Di,j : sonst,

(2.39)

(i,j) = 1, . . . ,f,

bestimmt. Der globale Lastvektor R enthält neben den lokalen Kräften (2.35) in den
Einträgen des belasteten Elements keine weiteren, von Null verschiedenen Werte:

Ri =

{
Ri + ris : 3 (s− 1) < i ≤ 3 (s+ 1) ,
Ri : sonst,

(2.40)

mit R = 0f×1, i = 1, . . . ,f.



2 Strukturschwingungen bei Containerkranen 21

Im Anschluss werden die Zwangsbedingungen aufgebracht, welche aus dem Fest- und
Loslager resultieren. Die gesperrten Freiheitsgrade werden mitsamt den zugehörigen
Matrixeinträgen aus dem globalen Gleichungssystem gestrichen.

Damit stehen alle notwendigen Informationen für die Verformungsanalyse des Auslegers
mittels bewegter Last zur Verfügung. Das Gleichungssystem (2.1) kann z. B. mit der
direkten Methode nach Newmark gelöst werden. Die Implementierung der Lösungsroutine
muss jedoch in der Lage sein, die zeitvarianten Systemmatrizen vor jedem iterativen
Aufruf zu aktualisieren, entsprechend der aktuellen Position der bewegten Last. Die
Lösung entspricht den longitudinalen (Balkenlängsrichtung), transversalen (orthogonal
zur Balkenlängsrichtung) und Rotationsfreiheitsgraden der einzelnen Knoten entlang
des Containerkranauslegers. Für die Verformungen zwischen den Knoten werden, wie
bereits erläutert, die Interpolationsfunktionen (2.27) verwendet. Eine Implementierung
des Verifikationsmodells mit bewegter Last ist in Matlab vorgenommen und durch die
Ergebnisse in [13] sowie [96] bestätigt worden.

Zunächst soll das Verformungsverhalten des Containerkranauslegers hinsichtlich einer
traversierenden Laufkatze mit angehängter Last mit dem bewegte-Last-Modell verglichen
werden. Dafür wird der Containerkran am Burchardkai in Hamburg herangezogen
(Bild 2.2). Es werden identische Randbedingungen am Kran aufgebracht wie für das
Modell der bewegten Last, vgl. Bild 2.6. Die physikalischen und geometrischen Ei-
genschaften werden ebenfalls vom Kranmodell auf das Verifikationsmodell übertragen.
Alle Parameter für die numerische Untersuchung sind in Tabelle A.1 aufgelistet. Beide
Systemformulierungen werden unabhängig voneinander gelöst. Das Modell der bewegten
Last wird mithilfe von Matlab und der modifizierte CTB-Containerkran in Abaqus

untersucht.

Ein Vergleich der Ergebnisse der transversalen Balkenverformung in der Mitte zwischen
den Lagerungen ist in Bild 2.9 dargestellt. Dabei wird die Laufkatze, respektive die be-
wegte Last, vom Festlager startend auf die Geschwindigkeit v beschleunigt (Beschleu-
nigung a), entlang des Auslegers verfahren und zum Zeitpunkt t = 20,5s am rechten
losen Ende nach einem Bremsvorgang (−a) gestoppt. Die Last schwingt währenddessen
gemäß (2.25) unterhalb des Balkens. Zu Beginn ist die Durchbiegung der dargestellten
Balkenlängsposition z(x = L1/2, t = 0) lediglich durch die statische Verformung, resul-
tierend aus den Gewichtskräften, gekennzeichnet. Mit zunehmender Entfernung der Last
vom Startpunkt nimmt die negative Verformung zu, bis diese bei t = 7,5s das Minimum
erreicht. Zur Zeit t ≈ 13,3s passiert die Laufkatze das rechte Loslager und die transversale
Koordinate ist gleich Null. Am Ende des Positioniervorgangs nimmt die Verformung des
Balkenmittelpunkts zwischen den Lagern zu, da die Last rechts vom Loslager ein Biegemo-
ment auf alle links davon angeordneten Elemente ausübt. Vergleichend kann festgestellt
werden, dass beide Modelle annähernd identische Ergebnisse liefern. Das bewegte-Last-
Modell wird deshalb nachfolgend für die idealisierte Untersuchung des Containerkranaus-
legers während des Containerumschlags verwendet, da der numerische Aufwand für das
Modell deutlich geringer ist. Die übereinstimmenden Resultate beider Modelle bestätigen
die Idealisierung des Auslegers durch das bewegte-Last-Modell und verifizieren die Mo-
dellierung in Abschnitt 2.2.
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Bild 2.9: Transversale Verformung des Kranauslegerpunkts x = L1/2 bei überfahrender
Last

2.4 Strukturanalyse

Zunächst wird in diesem Abschnitt auf die Lösungsmethoden für die Ermittlung der Struk-
turverformungen eingegangen. Im Anschluss werden die Resultate der Strukturantwort
bzgl. des Referenz-Lastumschlagzyklus vorgestellt und bewertet, gefolgt vom Lastabtrag
des Krans auf die Kranbahn, welcher unter dem Begriff der Kaikollektive aufgeführt ist.
Kaikollektive sind gleichbedeutend mit den Reaktionskräften in der Kaianlage, hervorge-
rufen durch die Containerkrane. Die Ergebnisse kommen für die Bemessung der Kaianlage
zum Einsatz und sind hier zunächst nur angegeben, aber nicht ausgewertet. Eine Beur-
teilung der auftretenden Reaktionskräfte kann anhand der Empfehlungen des Arbeitsaus-
schusses für

”
Ufereinfassungen“ Häfen und Wasserstraßen [21] vorgenommen werden.

2.4.1 Lösungsmethoden

Für das vollständige Verständnis der Strukturanalyse wird das verwendete Integrations-
schema zum Lösen der Systemgleichung kurz vorgestellt. Die Ausführungen sind an [3]
angelehnt und können dort, wie auch bei Voß [92], detailliert nachgelesen werden.

Die hergeleitete Bewegungsgleichung (2.1)

Mÿ︸︷︷︸
F I

+ Dẏ︸︷︷︸
FD

+ Ky︸︷︷︸
FE

= R.

zur Beschreibung der Systemdynamik wird folglich gelöst. Sie stellt das Gleichgewicht von
Trägheitskräften F I , Dämpfungskräften FD, elastischen Kräften F E und angreifenden
Kräften R dar. In der ursprünglichen Darstellung (2.1) liegen die einzelnen Kräfte ohne
Darstellung der Zeitabhängigkeit vor. Allgemein betrachtet sind die jeweiligen Komponen-
ten jedoch Veränderliche der Zeit und werden zum Zeitpunkt t ausgewertet. Im statischen
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Fall verschwinden die geschwindigkeits- und beschleunigungsabhängigen Terme und es
bleibt:

Ky = R. (2.41)

Die in (2.41) beschriebenen Gleichgewichtsbedingungen kommen vor allem bei statischen
Belastungsnachweisen für Krane zum Einsatz. Da Strukturschwingungen jedoch in
der Vergangenheit vermehrt zu Problemen beim Containerumschlag, wie auch bei der
Langzeitfestigkeit von Containerkranen geführt haben, ist eine Untersuchung der Struk-
tur unter Berücksichtigung der Trägheits- und Dämpfungskräfte unerlässlich. Generell
bieten sich dafür Verfahren mit Modenüberlagerung und die direkte Integration der
Bewegungsgleichungen an. Direkt weist darauf hin, dass für die Integration und Lösung
des Problems keine Transformation der Gleichungen vorgenommen wird. Es wird direkt
nach den Knotenfreiheitsgraden y gelöst. Liegt ein Gleichungssystem in der vorgestellten
Form vor, wird üblicherweise ein Standardverfahren zur Lösung verwendet ([15]). Bei
Systemen mit Matrizen hoher Bandbreite können angepasste Methoden verwendet
werden, welche die Topologie der Matrizen ausnutzen, um eine effizientere Lösung zu
erhalten. Dieses Verfahren wird als direkte Integration bezeichnet, welches weiterhin in
explizit und implizit differenziert wird. Explizit gibt an, dass eine Annäherung der Lösung
vorgenommen wird, die u. U. zu Problemen der Lösungsstabilität führt. Ein implizites
Verfahren löst die Gleichgewichtsbedingungen eindeutig und findet deshalb Anwendung
bei der Strukturuntersuchung an Containerkranen. Der erhöhte Aufwand der impliziten
Rechnung wird durch die geringe auszuwertende Zeitspanne der Simulationen sowie
durch eine geringe Bandbreite der Systemmatrizen (Modellierung mit Balkenelementen,
vgl. Unterabschnitt 2.2.2) kompensiert.

Das Newmarksche Integrationsschema ist eine implizite Methode, die in Abaqus zur
dynamischen Strukturanalyse bereitsteht, [69]. Die Strukturanalyse der Containerkrane
durch Modenüberlagerung ist ebenso möglich. Weiterhin besteht die Möglichkeit, das
Gleichungssystem (2.1) in die Zustandsraumdarstellung zu überführen, wie in (2.15) an-
gegeben. Diese Transformation bewirkt zunächst eine Verdopplung der Systemordnung
von O(f) zu O(2f = n). Gleichzeitig findet jedoch ein Übergang vom Differentialglei-
chungssystem zweiter Ordnung auf ein System erster Ordnung statt. Dieses wiederum
muss nur noch einmal integriert werden, um die Lösung der Zustandsvariablen zu erhal-
ten. Der Algorithmus von Runge und Kutta [20] oder auch das BDF-Verfahren6 [83] sind
mögliche Lösungsmethoden. Im Unterabschnitt 2.3.2 ist das Modell der bewegten Last zur
Verifikation der Modellierung beschrieben, welches in Matlab als Differentialgleichungs-
system erster Ordnung implementiert ist. Es wird durch das BDF-Verfahren ausgewertet,
welches den expliziten direkten Integrationsverfahren zuzuordnen ist.

2.4.2 Ergebnisse

Die Ergebnisse der Strukturanalyse stellen die Verformung der Krane während des Con-
tainerumschlags dar. Zunächst werden die Finite-Elemente-Modelle der CTB- und CT4-
Krane mittels eines Referenz-Umschlagzyklus analysiert und bewertet, gefolgt von Resul-
taten des bewegte-Last-Modells für unterschiedliche Variationen der Lastparameter.

6BDF steht im Englischen für backward differentiation formulas.
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Containerkrane

Die Containerkrane werden nach dynamischen Gesichtspunkten analysiert. Ein Referenz-
Lastumschlagzyklus repräsentiert die Anregung der Struktur während des Containerum-
schlags. Für zutreffende Aussagen ist ein realitätsnaher Zyklus mit realen kinetischen
Randbedingungen zu verwenden. Die implementierte orts- und zeitveränderliche Last spie-
gelt einen gemittelten Umschlagprozess am modernen Containerkran wider. Der Ablauf
gliedert sich wie folgt (der Index von Zeitpunkt ti korrespondiert mit dem Index der
dargestellten Position Pi in Bild 2.10):

t < t0 : vor Beginn des Lastumschlags,
t0 ≤ t < t1 : Hubwerk hebt das Lastaufnahmemittel (Spreader) von Startposition

P0 mittig im Portal bis P1 an (halbe Hubhöhe),
t1 ≤ t < t2 : Laufkatze verfährt bis zur halben wasserseitigen Ausladung P2,
t2 ≤ t < t3 : Spreader wird bis zum Container (P3) herabgesetzt,
t3 ≤ t < t4 : Anheben des Containers mit Spreader bis P4,
t4 ≤ t < t5 : Container wird durch Laufkatze bis P5 transportiert,
t5 ≤ t ≤ t6 : Absenken des Containers bis zur Zielposition P6.

Bild 2.10 ist eine beispielhafte Darstellung des Umschlagzyklus am CT4-Containerkran,
welche qualitativ auf den CTB-Kran übertragbar ist.

x

z

P0,6

P1,5 P2,4

P3

I II III

Bild 2.10: Referenz-Umschlagzyklus

Die Anregung der Kranstruktur durch die Laufkatze und angehängte Last stellt die äußere
Kraft dar. Am finiten Element s, auf dem sich die Laufkatze aktuell befindet, wird die
Kraft R(s) eingeleitet. Der Kraftvektor wird in die beteiligten Raumrichtungen aufgeteilt.
Die Komponente in y-Richtung hat keinen Anteil an der Anregung, da für diese Untersu-
chung zunächst nur Kräfte in der Ebene aus Kranausleger und Erdbeschleunigungsvektor



2 Strukturschwingungen bei Containerkranen 25

berücksichtigt werden (im Unterabschnitt 2.4.3 werden zudem Lasten in y-Raumrichtung
aufgebracht):

R(s) = [R(s)
x R(s)

y R(s)
z ]T , (2.42)

=







mL (µRg + ẍm)

0
−mLg


 : t0 ≤ t < t3,



mL (µRg + ẍm) −mφg sin(φ) cos(φ)

0
− [mL +mφ cos2(φ)] g


 : t3 ≤ t ≤ t6.

(2.43)

Gleichung (2.43) verdeutlicht, dass für alle Zeiten kleiner als t3 nur die Laufkatze auf
die Struktur wirkt. Beim Positionieren des Lastaufnahmemittels vom Startpunkt P0

zum Aufnahmepunkt des Containers P3 wird der Spreader vernachlässigt. Nach der
Containeraufnahme bewirkt dessen Masse zusammen mit der zeitvarianten Auslenkung
der Last, siehe (2.26), eine Anpassung der äußeren Kräfte der Kranstruktur. Weiterhin
wird angenommen, dass das Abrollen der Räder der Laufkatze auf dem Ausleger durch
eine Reibpaarung mit dem Koeffizienten µR wiedergegeben wird. Die Beschleunigung der
Laufkatze ist mit ẍm angegeben. Für die Hubachsen ist ebenfalls ein Beschleunigungsprofil
hinterlegt. Qualitativ entspricht es dem Profil der Laufkatze, unterscheidet sich allerdings
in den maximal zulässigen Werten für Hub- und Senkvorgänge. Die Werte können den
Spezifikationen von Kranen oder z. B. der Übersicht von Ioannou u. a. [31] entnommen
werden. Die in der vorliegenden Untersuchung verwendeten Werte der Parameter sind
zusammen mit der Trajektorie der Laufkatze im Anhang hinterlegt (Abschnitt A.2,
Bild A.1 und Tab. A.2). Aufgrund der unterschiedlichen Konfigurationen und Geometrien
der untersuchten Krane sind die Massen der Laufkatze sowie die Distanzen der Laufkatze
während eines Lastumschlags verschieden, die kinetischen Limitierungen jedoch identisch.

In Bild 2.10 sind die Testpunkte I, II und III entlang des Auslegers platziert. Die
Punkte I und III repräsentieren den Anfang bzw. das Ende des Auslegers, wobei II in
der Mitte angeordnet ist. Für den Containerumschlag sind die ausgewählten Positionen
von Bedeutung, da sie Aussagen über die Verformungen der Kranstruktur in der Nähe
der Laufkatze zulassen, auf der sich der Kranführer befindet. Bei der Betrachtung der
Bewegungen entlang des Auslegerbalkens (CTB-Kran, x-Richtung, Bild 2.11, Testpunkt
I) ist es hinreichend, einen der drei Testpunkte zu untersuchen, da diese durch die
Konstruktion bedingt gleiche Ergebnisse liefern. Die Darstellung ist in die einzelnen
Lastumschlagphasen unterteilt und man erkennt, dass die betragsmäßig größten Schwin-
gungen aus der Anregung der Laufkatze auf die Struktur entstammen. Bei der Fahrt zur
Wasserseite (t1 ≤ t < t2) bzw. zurück zur Landseite (t4 ≤ t < t5) treten Amplituden von
maximal ±0,035m auf. Zwischen den Fahrmanövern werden die Strukturschwingungen
durch die Materialdämpfung verringert, bis eine erneute Anregung stattfindet.

Für die Bestimmung der Frequenzanteile der Strukturbewegungen werden die Beschleuni-
gungen am Testpunkt I betrachtet, Bild 2.12. Angelehnt an Dinevski und Oblak [18] wird
die diskrete Fourier-Transformation von den Daten in Bild 2.12 ermittelt, um die signi-
fikanten Frequenzen zu identifizieren. Anhand des Amplitudenspektrums der Beschleuni-
gungen am Testpunkt I |X(fẍI

)| in Bild 2.13 ist zu erkennen, dass die Struktur vornehm-
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Bild 2.11: Horizontalverschiebung am Testpunkt I des CTB-Krans

lich mit einer Frequenz von 0,5Hz schwingt. Mit der Modalanalyse ist diese Frequenz als
Eigenschwingung entlang des Auslegers identifiziert worden (Tab. 2.2), die in dieser Unter-
suchung wiederzufinden ist. Höhere Frequenzen spielen keine Rolle. Weiterhin lässt sich
feststellen, dass aufgrund der korrelierenden Ergebnisse aller Testpunkte der Ursprung
der Strukturschwingungen im unteren Bereich der Portalstützen zu finden ist, wie in [65]
detailliert beschrieben und im Rahmen der Strukturmodifikation (Abschnitt 2.5) belegt
wird.
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Bild 2.12: Beschleunigung ẍI (CTB-Kran)
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fẍI
[1/s]

|X
(f

ẍ
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Bild 2.13: Amplitudenspektrum |X(fẍI
)|

der Beschleunigung ẍI (CTB-Kran)

Vertikale Verschiebungen der Kranstruktur (z-Richtung) beeinflussen den Containerum-
schlag und den Kranführer gleichermaßen. Die Dynamik an allen Testpunkten entlang der
Erdbeschleunigung spiegelt den Lastzyklus wider, siehe Bild 2.14. Eine Positionierung der
Laufkatze auf dem wasserseitigen Ausleger bewirkt ein signifikantes Absinken der Test-
punkte II und III, überlagert von Schwingungen. Zum Zeitpunkt t3 wird die Last aufge-
nommen und damit eine zusätzliche Bewegung mit Oszillationen in Richtung der z-Achse
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ausgelöst. Das Rückfahrmanöver (t > t4) kompensiert die Verschiebungen wiederum und
die Auslenkungen an den Testpunkten kehren zurück in die statische Gleichgewichtslage.
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Bild 2.14: Vertikalverschiebungen aller Testpunkte des CTB-Krans

Die maximalen Schwingungsamplituden treten am Ende des Auslegers, am Testpunkt
III, mit ±0,06m auf. Dem entgegen ist die maximale Strukturverschiebung am Testpunkt
II zu beobachten, was auf die Position der Laufkatze während der Containeraufnahme
hinweist. Eine Betrachtung der beteiligten Frequenzen in dieser Richtung weist vor-
nehmlich Schwingungsfrequenzen größer als 1Hz auf (vgl. [65]). Die Entkopplung der
Fahrmanöver von den übrigen Teilprozessen eliminiert die Anregungsanteile der Laufkatze
auf die Struktur, welche für die vertikale Strukturverformung verschwindend gering sind.
Die Lastaufnahme und das Absetzen der Container führt zu großen Verformungen und
höherfrequenten Schwingungen. Die Oszillationen sind stark gedämpft, da sie oberhalb
von 1Hz stattfinden und somit wenig Masse bewegen.

Analog zur Untersuchung des Containerkrans am Terminal Burchardkai wird auch
der Kran am CT4 analysiert. Im Abschnitt 2.1 ist auf die Konstruktionsunterschiede
beider Krane eingegangen worden. Welche Auswirkungen diese auf die dynamische
Strukturantwort haben, wird nachfolgend beschrieben. In Bild 2.15 erkennt man, dass die
maximalen Schwingungsamplituden am Testpunkt I und in x-Richtung lediglich ±0,01m
betragen. Demnach schwingt die Struktur, angeregt durch die Laufkatzbewegung, kaum
und die maximale Strukturantwort wird durch die Lastaufnahme erzielt, anders als beim
CTB-Kran durch die Laufkatze. Das Amplitudenspektrum (Bild 2.16) unterstreicht die
reduzierten Schwingungen und weist auf einen Frequenzbereich unmittelbar unterhalb
der 1Hz-Grenze hin. Der CT4-Kran hat nach Tab. 2.2 eine Eigenschwingung bei 0,81Hz,
die auch aus Bild 2.16 abgeschätzt werden kann.

Die Verformung der Struktur an den Testpunkten I − III in vertikaler Richtung verläuft
ähnlich zum CTB-Kran, vgl. Bilder 2.17 und 2.14. Zunächst stellt sich zu Beginn der
Simulation die statische Gleichgewichtslage ein, gefolgt vom Verfahren der Laufkatze zur
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Bild 2.15: Horizontalverschiebung am Test-
punkt I des CT4-Krans
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Bild 2.16: Amplitudenspektrum |X(fẍI
)|

der Beschleunigung ẍI (CT4-Kran)

Wasserseite. Der Ausleger senkt sich an allen Testpunkten ab. Zum Zeitpunkt t3 wird
der Container angehoben und mit zunehmendem Abstand der Testpunkte vom Portal
nimmt die Durchsenkung durch die angehängte Last zu. Abschließend transportiert die
Laufkatze den Container ins Portal und die vertikale Verformung erreicht erneut die
statische Gleichgewichtslage.
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Bild 2.17: Vertikalverschiebungen aller Testpunkte des CT4-Krans

Die Strukturschwingungen im Bereich des Kranauslegers finden bei der Steuer- und Re-
gelungstechnik der Laufkatze Berücksichtigung, da sie auf die Positionierung von Lauf-
katze und Spreader einwirken. Gleichzeitig dürfen die Schwingungen den Komfort für den
Kranführer auf der Laufkatze nicht beeinträchtigen, siehe Hucho [30]. Das menschliche
Empfinden entscheidet über das Maß der Annehmlichkeit am Arbeitsplatz. Nimmt man
harmonische Strukturbewegungen an, dann bestimmt die Beschleunigungs- üA bzw. die
Schwingungsamplitude uA bei vorherrschender Frequenz f den Komfort der anwesenden
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Personen. Die Schwingungsamplitude wird approximiert durch

uA =
üA

(2πf)2
(2.44)

und in Bild 2.18 für ausgewählte Anteile der Erdbeschleunigung logarithmisch dargestellt.

10−1 100
10−3

10−2

10−1

100

nicht spürbar

0,005g: spürbar

0,015g: lästig
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Bild 2.18: Menschliches Empfinden von Schwingungen, aus Chang [11]

Aus den Simulationsergebnissen der Containerkrane während des Lastumschlags sind ent-
lang des Auslegers Schwingungsamplituden von 0,035m (CTB, f = 0,5Hz) und 0,01m
(CT4, f = 0,81Hz) ersichtlich. In Bild 2.18 werden diese Kenndaten oberhalb der 0,015g-
Linie lokalisiert. Die Schwingungen werden vom Kranführer als lästig empfunden. Das
Empfinden auf dem Containerkran am Burchardkai ist lästiger als in Bremerhaven, so
dass erschwerte Arbeitsbedingungen die Folge sind. Eine Reduzierung der Schwingungs-
amplitude und gleichzeitige Erhöhung der Schwingungsdauer verbessert den Komfort, was
jedoch mit zusätzlichem konstruktivem oder regelungstechnischem Aufwand verbunden
ist.

Bewegte Last

Das bewegte-Last-Modell bildet den Positioniervorgang der Laufkatze auf dem Ausle-
gerbalken ab (Unterabschnitt 2.3.2). Die Analyse des Modells dient zur weiterführenden
Charakterisierung der Struktur. Die Variation der schwingenden Lastmφ und der maxima-
len Schwingungsamplitude φA wird untersucht. Die Kenndaten der Simulationen können
in Tab. A.1 nachgeschlagen werden. Für die nachfolgenden Resultate wird das Lastprofil
verwendet, das bereits bei der Verifikation mittels bewegter Last benutzt wurde. Eine
normierte Darstellung der Verformung des Auslegers an der aktuellen Position der kon-
zentrierten Masse spiegelt Bild 2.19 wider. Die vertikale Verformung verschwindet an den
Lagern (Fest- und Loslager) und strebt gegen ein negatives Maximum am wasserseitigen
Ende des Auslegerbalkens. In der Mitte zwischen den Lagerungen beträgt die Verformung
ca. z = −0,05m. Die Analyse der horizontalen Verformung des Balkens (x-Richtung) an
der Stelle des Loslagers x(x0 = L1) (Bild 2.20) ergibt hochfrequente Normalschwingungen
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durch die Beschleunigung der Laufkatze sowie niederfrequente Schwingungen, hervorge-
rufen durch die schwingende Last (2.25). Weiterhin sind die Auslenkungen entlang des
Auslegers marginal im Vergleich zu den Vertikalverschiebungen.
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Bild 2.19: Vertikalverschiebung durch be-
wegte Last
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Bild 2.20: Horizontalverschiebung am Los-
lager

Im Rahmen der Variation der schwingenden Last, Bild 2.21, werden drei Fälle betrachtet:
keine angehängte Last (mφ = 0kg), halbe zulässige Last (mφ = 35 · 103kg) sowie maximal
zulässige Last (mφ = 70 · 103kg). Zur Verdeutlichung der Ergebnisse der Variation ist
nur der Ausschnitt zwischen den Lagerungen dargestellt. Wie zu erwarten, nimmt die
Durchbiegung mit zunehmender schwingender Last zu. Ohne Container beträgt die
Verformung an der Position der konzentrierten Last z = −0,03m, hervorgerufen durch
die Masse der Laufkatze. Bei maximaler Zuladung mφ = 70 · 103kg erreicht die vertikale
Position z = −0,05m und ein linearer Zusammenhang zwischen angehängter Last und
Durchbiegung ist erkennbar. Der Einfluss von veränderter maximaler Lastauslenkung
φA ∈ [0◦,5◦,10◦,20◦] ist dagegen verschwindend. Die vertikale Verformung wird durch die
angehängte Last dominiert und lediglich die Maximalauslenkung (φA = 20◦) bewirkt
geringe Veränderungen im Verlauf der Verschiebung.

In [49] sind weitere Untersuchungen am bewegte-Last-Modell dokumentiert. Die Varia-
tion der Geschwindigkeit der traversierenden Last sowie die Modifikation der Randbe-
dingungen veranschaulichen zusätzliche Effekte, sind jedoch in diesem Kontext nicht von
Bedeutung. Die dargestellten Ergebnisse der bewegte-Last-Betrachtung sind vor allem
qualitativ zu interpretieren, denn sie vernachlässigen den Einfluss der angeschlossenen
Kranstruktur auf die Dynamik am Ausleger.

2.4.3 Kaikollektive

Bisher wurde das dynamische Kranverhalten während des Containerumschlags analy-
siert. Im Folgenden werden die daraus resultierenden Reaktionskräfte in der Kaianlage
untersucht. Die durch die Positionierung der Laufkatze und den Container aufgebrachten
Lasten treten am Kranausleger auf und werden über das Portal in den Kaiunter-
bau abgeleitet. Belastungen dieser Art sind durch die maximale Tragfähigkeit der
Laufkatze begrenzt und kontinuierlich wiederkehrend. Der Kran ist für diese Belastun-
gen dauerhaft ausgelegt. Betrachtet man dagegen zufällig auftretende Belastungen,
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Bild 2.21: Vertikalverschiebung durch be-
wegte Lasten

0 0,2 0,4 0,6
−6

−4

−2

0

2
·10−2

xm/L2 [-]

z
[m

]

φA = 0◦

φA = 5◦

φA = 10◦

φA = 20◦

Bild 2.22: Vertikalverschiebung durch be-
wegte Last für unterschiedliche Amplitu-
den der Lastauslenkung

wie z. B. Wind, so sind Richtung und Amplitude nicht vorhersehbar. Vor allem die
Amplitude der Windkräfte variiert je nach Wetterlage und Umgebungsbedingungen stark.

Die dynamischen Windlasten, die auf die Kaianlage übertragen werden (Kaikollektive),
sind in diesem Unterabschnitt Gegenstand der Untersuchung. Das Windprofil und die
verwendeten Parameter sind der DIN-Norm 1055-4 [17] entnommen. Eine Windlastnorm
vereinfacht die Realität, um eine Anwendung für Nachweise zu ermöglichen, vernachlässigt
zugleich aber die Abbildung der Physik in den Berechnungen. Der Regelfall für nicht
schwingungsfähige Bauwerke7 in küstennahem Gebiet (Windzone IV) gibt für die mitt-
lere Windgeschwindigkeit für 4m < h < 50m das nachfolgend beschriebene Profil an.
Die Geschwindigkeit v ist abhängig von der Höhe h der angeströmten Krankomponen-
ten. Das Profil berücksichtigt eine Referenz-Windgeschwindigkeit vref = 30m/s, eine
normierende Höhe h0 = 10m, die aktuelle Höhe h und einen Windgeschwindigkeitsex-
ponenten αW = 0,165. Der verwendete Wert von vref (> 100km/h) wird bei orkanartigen
Stürmen verzeichnet und charakterisiert sich durch entwurzelte Bäume sowie verbreitete
Sturmschäden. Daran wird deutlich, welchen Belastungen die Kranstruktur unter diesen
Bedingungen standhält. Weiterhin ist das Windprofil zu einem Zeitpunkt tB mit einer
Böe b(t) der Form einer halben Sinuswelle überlagert, um zeitlich begrenzt eine Maximal-
last wiederzugeben. Die Windgeschwindigkeit v wird als Flächenlast q auf die Struktur
aufgebracht (Dichte der Luft ρ = 1,25kg/m3):

7Hucho [30] beschreibt die Klassifizierung der Schwingungsanfälligkeit von Bauwerken in der DIN-
Norm 1055-4. In den vorliegenden Berechnungen wird vereinfacht vom nicht schwingungsfähigen Fall
ausgegangen.
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v(h,t) = b(t) ṽ(h), (2.45)

= 1,1 · b(t) vref
(
h

h0

)α

W

, (2.46)

q(h,t) =
ρ

2
v2(h,t). (2.47)

Das Windprofil ṽ in (2.45) vernachlässigt Schwingungsanregung durch Wirbel und
zunächst auch durch Böen. Der transiente Verlauf der nachträglich hinzugefügten Böe
ist in Bild 2.23 dargestellt. Nach linearem Auftragen der regulären Windlast ṽ wird zum
Zeitpunkt tB die Überhöhung durch die Böe vorgenommen. Die Dauer der Erhöhung ist
der Schwingungsdauer TB/2 der Krane entlang der Kranbahn entsprechend ausgewählt.
Die Verstärkung ist den in der Windnorm angesetzten Böengeschwindigkeiten für den be-
trachteten Fall angepasst. Bei der Referenzhöhe h0 ist die Böe um 33% überdimensioniert,
was sich mit zunehmender Höhe bis h = 70m der Referenz-Windgeschwindigkeit ṽ an-
gleicht. Bild 2.24 deklariert die Notation für die Auswertung der Reaktionskräfte aus den
dynamischen Belastungen der Krane. Es sind exemplarisch die Reaktionskräfte (Fx, Fy,
Fz) an einer Portalstütze gezeigt, neben der örtlichen Unterteilung in Wasserseite (WS)
und Landseite (LS) sowie links bzw. rechts am Kran, vom Wasser aus betrachtet.

tW tW + 1 tB tB + TB/2
0

1

2,33

t [s]

b(
t)

[-
]

Bild 2.23: Verstärkung der Windlast
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Bild 2.24: Notation für Kaikollektive

Für die Analyse der Kaikollektive am CTB-Kran wird die Windlast in positiver y-Richtung
aufgebracht. Betrachtet man zunächst die Summe aller Reaktionskräfte in den Raumrich-
tungen in Bild 2.25, so bildet Fz = 12 · 106N die Gewichtskraft der Containerbrücke
ab, welche bis zur Simulationszeit t = 1s linear bis zum Maximum aufgebracht wird. In
y-Richtung wird die aufgebrachte Windlast abgetragen, die erst nach tW = 10s linear (wei-
tere 1s) auf den Sollwert aus (2.47) ansteigt. Die Böe tritt zum Zeitpunkt tB = 15,9s auf.
Die Dauer ist entsprechend einer Struktureigenform in y-Richtung mit TB = (1/(2 ·0,37))s
gewählt (Hucho [30] schlägt diese Art der Anregung nach Rausch [77] vor). Nach Abklin-
gen der Böe herrscht erneut die Flächenlast q mit ṽ vor. Die Kraft Fy folgt den Struk-
turverschiebungen des Krans. Jeweils die Hälfte dieser Belastung fällt an der WS und an
der LS an (phasengleich, siehe Bild 2.26). Die Räder des Fahrwerks verteilen die wasser-
bzw. landseitige Last gleichmäßig auf der Kranbahn.
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Bild 2.25: Summe der Kaikollektive durch
Windlast (CTB)
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Bild 2.26: Kaikollektive LS/WS durch
Windlast (CTB)

Ein Blick auf die Reaktionskräfte der einzelnen Portalstützen (Bild 2.27) führt zu weiteren
Erkenntnissen.
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Bild 2.27: Einzel-Kaikollektive durch Windlast (CTB)

Die Kräfte in z-Richtung variieren am stärksten auf der LS, wobei rechts Fz,max(LS,
rechts)= 8 · 106N und links Fz,min(LS, links)= −0,1 · 106N abzulesen sind. Der negative
Wert suggeriert ein kurzzeitiges Abheben dieses Portalbeins. Anhand der Maximal-
formulierung der Windlast wird an der untersuchten Containerbrücke dieser Fall aller
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Voraussicht nach jedoch nicht eintreten.

Im kombinierten Lastfall aus Windlast und Containerumschlag (Lastzyklus nach Unterab-
schnitt 2.4.2) überlagern sich die Effekte der Windlast in y-Richtung und der dynamischen
Last der Laufkatze in der x-z-Ebene. Beide Belastungen werden analog zu den vorange-
gangenen Untersuchungen mit anfänglichen Verzögerungen veranschlagt. Die Ergebnisse
der Kaikollektive durch Windlast während des Containerumschlags zeigt Bild 2.28. De-
tailliertere Betrachtungen können dem angehängten Abschnitt A.2, Bilder A.2 und A.3,
entnommen werden.
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Bild 2.28: Summe der Kaikollektive durch Windlast und Containerumschlag (CTB)

In den beschriebenen Lastfällen bei angreifenden Windlasten fällt auf, dass die Reak-
tionskraft eines Portalbeins kurzzeitig entgegengesetzt der Erdbeschleunigung wirkt.
Damit besteht die Gefahr, dass eine Containerbrücke während des Stillstands (kein
Umschlagbetrieb bei orkanartigem Wind) an einem oder mehreren Portalstützen an-
gehoben wird und muss aus diesem Grund gegen Kippen gesichert werden. Es bieten
sich Sicherungsmaßnahmen am Fahrwerk an, welche z. B. einseitig unter die Kranbahn
greifen (McCarthy und Vazifdar [61]).

In den Simulationen des CT4-Containerkrans mit Windbelastung wird die Anströmrich-
tung variiert. Die Windlast wird von 0◦ bis 180◦ in 45◦-Schritten in Bezug auf die vertikale
z-Achse8 geändert. Der Anfangszustand, 0◦-Anströmrichtung, repräsentiert die Windrich-
tung entlang der positiven x-Achse, wohingegen ein 180◦-Anströmwinkel Wind entgegen-
gesetzt zur positiven x-Achse abbildet. Der Mittelwert 90◦ entspricht folglich der Wind-
richtung parallel zur y-Achse (vgl. Ergebnisse der CTB-Simulation). In den Bildern 2.29
bis 2.31 ist die Kraft in z-Richtung für alle Anströmwinkel identisch. Der Betrag der
Reaktionskraft entgegen der Erdbeschleunigung entspricht in allen Untersuchungen ca.
18 ·106N und impliziert ein Gesamtgewicht des Krans von ca. 1,8 ·106kg. Das Kaikollektiv
in y-Richtung (parallel zur Kaikante, tW = 0s, tB = 6s) verschwindet jeweils bei 0◦ und
180◦. Dies bedeutet, dass bei diesen Anströmwinkeln keine Last in y-Richtung wirkt. De-
mentgegen ist die Kraft Fy bei einem Anströmwinkel von 90◦ maximal. Der Absolutwert
kann mit 3 · 106N entnommen werden und entspricht 1/6 der Gewichtskraft. Entlang des

8Die Symmetrie der Krane bzgl. der x-z-Ebene begünstigt eine einseitige Untersuchung bei Windbe-
lastung.
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Kranauslegers (x) sind die Kaikollektive bei Anströmwinkeln 0◦ und 180◦ betragsmäßig
gleich mit unterschiedlichen Vorzeichen. Die Reaktionskraft Fx bei 0◦ hat ein Betrags-
maximum von 1,4 · 106N. Dreht die Windanströmrichtung, so bewirkt dies ein Absinken
der Kraft, bis Fx bei 90◦ fast verschwunden ist. Die geringe Reaktionskraft in x-Richtung
resultiert aus der strukturellen Asymmetrie bzgl. der y-Achse.
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Bild 2.29: 0◦-Wind (CT4)
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Bild 2.30: 90◦-Wind (CT4)
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Bild 2.31: 180◦-Wind (CT4)

Bild 2.32 illustriert die Reaktionskräfte der einzelnen Einspannungen des Containerkrans
auf der Kaje. Die Summe aller Reaktionskräfte führt wiederum zu Bild 2.30 für eine Wind-
last entlang der negativen y-Achse (90◦). Es fällt auf, dass Fz links geringer ist als rechts,
bedingt durch die Windanströmrichtung. Des Weiteren ist an der Portalstütze auf der lin-
ken Landseite während der Böe kurzzeitig eine negative Fz-Reaktionskraft zu beobachten.
Eine negative Reaktionskraft in vertikaler Richtung impliziert ein abhebendes Portalbein.

Die CT4-Kranstruktur im Vergleich zu dem Containerkran am CTB ist resistenter
gegenüber Schwingungsanregung. Die negative Reaktionskraft der Kaje am linken land-
seitigen Portalbein ist im Betrieb bisher nicht beobachtet worden. Ein möglicher Grund ist
die getrennte Modellierung jeder Portalstütze, welche am realen Kran als landseitiges und
wasserseitiges Fahrwerk ausgeführt sind. Addiert man die Reaktionskräfte beider z. B.
landseitiger Portalstützen, so hebt sich der negative Anteil mit dem größeren positiven
Anteil von Fz rechts auf. Darüber hinaus ist die Böe, wie beschrieben überdimensioniert
und auch die Referenz-Windgeschwindigkeit aus der DIN-Norm ist maximal angesetzt.
Derartige Windgeschwindigkeiten haben üblicherweise schwerwiegende Schäden zur Folge
und dienen in der Simulation zur Einordnung der maximalen Kaikollektive. Letztlich ist
der CT4-Containerkran gegenüber der Windlast weitestgehend robust.

Auf die Auswertung der Kaikollektive mit Windlast beim Containerumschlag wird an
dieser Stelle verzichtet. Die Ergebnisse des Containerkrans am Burchardkai haben die
Überlagerungseffekte verdeutlicht. Zudem trägt die geringere Masse der Laufkatze beim
CT4-Kran (mL = 34 · 103kg) dazu bei, dass die Reaktionskräfte in x- und z-Richtung
im Vergleich zum CTB-Kran abnehmen. Auch auf die Bewertung der Ergebnisse hin-
sichtlich des Kranunterbaus wird verzichtet, da sich die Untersuchungen auf den Kran
und das Umschlagverhalten der Last konzentriert. In den Empfehlungen des Arbeitsaus-
schusses

”
Ufereinfassungen“ Häfen und Seestraßen [21] werden Methoden zur Bemessung
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Bild 2.32: Einzel-Kaikollektive durch 90◦-Wind (CT4)

von Kaianlagen dargelegt, welche u. a. auf den statischen Maximalbelastungen der Kaje
während des Containerumschlags beruhen. Dynamische Reaktionskräfte in der Kaianlage
finden in der EAU (noch) keine Verwendung. Die ermittelten Kaikollektive am CT4 finden
z. B. Anwendung bei Müller [64] für den Nachweis des Tragverhaltens eines optimierten
Hamburger Kaianlagenquerschnitts.

2.5 Strukturmodifikation

Die Ergebnisse der Strukturanalyse haben die Qualität und Quantität der dynamischen
Verformung aufgezeigt. In der anschließenden Diskussion wurde dargelegt, dass u. U. ei-
ne Beeinträchtigung des Containerumschlags stattfindet. Entsprechend der Ursache der
Strukturverformungen müssen Gegenmaßnahmen getroffen werden, um einen reibungslo-
sen Lastumschlag zu gewährleisten. Eine Maßnahme gegen die Strukturanregung durch die
Laufkatze ist eine Anpassung der Beschleunigungstrajektorie an die Struktureigenschaf-
ten. Wird die Beschleunigungsdauer als die halbe Eigenschwingungsdauer der Struktur9

plus Vielfache gewählt, so wird die Last am Ende des Manövers annähernd schwingungs-
frei sein, vorausgesetzt es treten keine Störungen auf (vgl. [98]). Gleichermaßen führt ein
Beschneiden der Beschleunigungsamplituden der Laufkatze zu einer verminderten Struk-
turanregung, beschränkt jedoch ebenso den Umschlagprozess und ist somit nicht tolerier-
bar. Aus diesen Gründen ist es erforderlich, mittels Ursachenanalyse gezielte strukturelle
Modifikationen zu erarbeiten, um die Strukturantwort zu verringern. Herausgearbeite-
te Maßnahmen sind teilweise nicht ohne zusätzliche Untersuchungen anwendbar. Abhilfe
schafft die Anwendung eines Optimierungsverfahrens. Ein deterministisches Suchverfah-

9Die höchste Eigenschwingungsdauer tritt in Richtung der Bewegung der Laufkatze (x) auf.
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ren wird im Verlauf der Optimierung vorgestellt und die erzielten Ergebnisse werden im
Kontext der Ausgangssituation beleuchtet.

2.5.1 Anfangsbedingungen

Die Anfangsbedingungen für die Strukturmodifikation sind nochmals zusammengefasst
aufgelistet. Zunächst werden Beobachtungen angeführt.

• Eine geringe Eigenschwingungsfrequenz entlang des Auslegers (x) und weniger in
vertikaler Verschiebungsrichtung (z) beeinträchtigt den Kranführer und somit den
Umschlag.

• Höhere Schwingungsfrequenzen verringern die Strukturantwort, Dinevski und Ob-
lak [19].

• Die Strukturverformungen während des Containerumschlags folgen der korrespon-
dierenden Eigenform (siehe Bild 2.5) und den Verformungen, welche aus den Ver-
schiebungen des unteren Portals in der Nähe des Kranfahrwerks resultieren.

Abgeleitet aus den Beobachtungen, werden Modifikationen im Bereich der unteren Por-
talstützen formuliert (Bild 2.33):

1. Aussteifungen zwischen vertikalen und horizontalen Balken (im Abstand e vom
Schnittpunkt der Balken) einfügen,

2. Querschnitt der Portalstützen erhöhen (Flächenträgheitsmoment Iy(s),z(s) , Balken-
querschnitt mit Breiten- b und Höhenabmaß h innerhalb des rechteckigen Kasten-
profils sowie außerhalb B und H),

Iy(s) =
H3B − h3b

12
, Iz(s) =

HB3 − hb3

12
. (2.48)

Weitere Modifikationen entstammen der Gegenüberstellung von CTB- und CT4-Kran.
Grundlegend sind am Kran in Bremerhaven geringere Strukturschwingungen zu ver-
zeichnen. Signifikante strukturelle Unterschiede beider Krane sind: Spurbreite, seitli-
che Portalversteifungen, Anzahl der Zugbänder und Mono- bzw. Twinbox-Ausleger. Im
Rahmen der Strukturmodifikation werden die Spurbreite und die Auslegerkonfigurati-
on (Mono-, Twinbox) als unveränderlich betrachtet. Der konstruktive Aufwand für eine
Veränderung entspricht in keinem Maß der reduzierten Strukturantwort. Zusätzliche rea-
lisierbare Veränderungen der Struktur sind seitliche Aussteifungen und Zugbänder (vgl.
CTB- mit CT4-Kran im Bild 2.3):

3. Kreuzversteifung im seitlichen Portal des CTB-Krans (vgl. [19]),

4. zusätzliche Strebe im Zugbandsystem (Bild 2.33).

Alle Veränderungen müssen darüber hinaus den Randbedingungen des Umschlagbetriebs
genügen. Für Modifikationen im unteren Portalbereich bedeutet dies, dass die Höhe des
Durchfahrbereichs für Stelzenkrane10 erhalten bleiben muss. Die optimalen Parameterwer-
te für den Querschnitt der Portalstützen (b, B, h, H) und die Position der Aussteifungen

10Stelzenkrane (engl.: gantry cranes) bewerkstelligen den An- bzw. Abtransport der Container zum
bzw. vom Containerkran.
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Bild 2.33: Strukturmodifikationen am Containerkran (bspw. am CTB-Kran)

im unteren Portal (e) werden durch ein Optimierungsverfahren ermittelt. Die Position
der zusätzlichen seitlichen Aussteifung und des Zugbands (nur CTB) sind konstruktiv
vorgegeben.

2.5.2 Optimierung

Für die Ermittlung der bestmöglichen Parameter stehen die mathematischen Methoden
der Optimierung zur Verfügung. Ein Gütefunktional formuliert das angestrebte Opti-
mum, welches aus der qualitativen Strukturanalyse abgeleitet wird. Weiterhin wertet
eine Empfindlichkeitsanalyse das Funktional und dessen Gradienten (1. Ableitung und
Hesse-Matrix) im Hinblick auf die Optimierungsparameter aus. Letztlich schließt sich
eine allgemeine (nichtlineare) Optimierung der ausgewählten Parameter an. Das be-
schriebene Vorgehen zur Optimierung mechanischer Strukturen folgt den Ausführungen
von Bestle [4].

Man unterscheidet allgemein zwischen Such- und Gradientenstrategien. Die heuristischen
Suchverfahren werden weiterhin in deterministisch und stochastisch unterschieden,
wobei anzumerken ist, dass zufällige Algorithmen nicht zielorientiert sind. Es kann
somit keine vorangehende Abschätzung für den Aufwand dieser Optimierungsmethoden
gemacht werden. Deterministische Verfahren dagegen sind zielorientiert und mit der
Auswertung des Zielfunktionals ist die Richtung zum (lokalen) Optimum vorgegeben.
Die Gradientenstrategien beziehen die erste und zweite Ableitung des Funktionals in
die Optimumsfindung ein. Damit berücksichtigen sie zusätzliche Informationen zur
Beschleunigung der Konvergenz, was den Aufwand jedoch erhöht.

Es folgt eine generelle Darstellung der Optimierungsmethodik für mechanische Systeme
und die Einordnung der Strukturoptimierung an Containerkranen. Zunächst wird die Auf-
gabe formuliert, welche eine umfangreiche Charakterisierung der Dynamik der Struktur
voraussetzt. Das Optimierungsziel - als Gütefunktional bezeichnet - sowie die Nebenbe-
dingungen werden hergeleitet. Für ein skalares nichtlineares Optimierungsproblem muss
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das Gütefunktional f hinsichtlich der zulässigen Parameter p minimiert werden (Neben-
bedingungen g und h):

minf =f(p), p ∈ P =
{
p ∈ R

h | g(p) = 0,h(p) ≤ 0, puk ≤ pk ≤ pok
}
. (2.49)

Im Anwendungsfall kommen ausschließlich explizite Nebenbedingungen zum Einsatz,
welche die geometrischen Randbedingungen für die Optimierung vorgeben. Somit werden
untere (puk) und obere Intervallgrenzen (pok) für den zulässigen Parameterbereich (pk) der
konstruktiven oder physikalischen Grenzen festgesetzt.

Eine Optimierung ist immer auch ein iterativer Prozess, der aus zwei wiederkehrenden
Operationen besteht:

1. Systemanalyse,

2. Parameterschätzung.

Die Systemanalyse charakterisiert das dynamische Mehrkörpersystem-Verhalten für den
aktuellen Parametersatz p und die Parameterschätzung postuliert die zukünftige Wahl
der Parameter, bis ein Abbruchkriterium erfüllt ist.

Für die Minimierung eines Gütefunktionals mit Nebenbedingungen steht eine Auswahl von
Optimierungsverfahren zur Verfügung. Sie sind der realen Problemstellung angepasst und
differenzieren sich durch die Verfahrensordnung (maximaler Grad der Ableitungen) sowie
die Modellordnung (Konvergenzgrad). Beim ausgewählten Algorithmus nach Nelder und
Mead [68] wird die Konvergenz durch gezielte geometrische Operationen gewährleistet.
Die Methode gehört zu der Gruppe der Suchstrategien, welche auf deterministischem
Pfad zum Optimum gelangt. Der auch als Simplex-Verfahren bezeichnete Algorithmus
hat den strikten lokalen Minimierer p∗ in der offenen Umgebung U , womit gilt

f(p∗) < f(p) ∀p ∈ U \ {p∗} . (2.50)

Durch die Wahl beliebiger Anfangswerte p im Entwurfsraum wird sichergestellt, dass
p∗ gleichzeitig das globale Minimum der Optimierung darstellt. Das formelle Vorgehen
der Simplex-Optimierung kann bei Nelder und Mead [68] nachgeschlagen werden.
Wesentliche Bestandteile sind wiederum die Wahl des Gütefunktionals, die Auswertung
der Systemdynamik und der iterative Optimierungsvorgang.

Nachfolgend wird eine kurze Übersicht zur Anwendung der Simplex-Optimierung zur
Strukturverbesserung bei Containerkranen gegeben. Das Gütefunktional entspricht der
niedrigsten Eigenschwingung entlang des Auslegerbalkens

f(p) = fx,min (2.51)

und wird mit (2.16) sowie (2.20) bestimmt. Eine vorangegangene Systemanalyse und die
Diskussion der Anfangsbedingungen haben die zugehörige Schwingungsform als einen Ur-
sprung der Strukturverformungen identifiziert. Das Gütefunktional f ist eine Funktion
des Parametervektors p = [e, b, h, B,H]T mit der relativen Position (e) der Portalver-
steifungen und den Kennwerten des Balkenquerschnitts (b, h, B,H), aber auch abhängig
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von der Systemdynamik, welche die maximale Verformung bedingt. Das gewählte Op-
timierungsverfahren basiert auf einem Simplex, bestehend aus (n + 1) Ecken11, welches
gezielt im aufgespannten Raum positioniert wird. Nach mehreren Iterationen und damit
verbundenen Modifikationen des Simplex wird ein Abbruchkriterium erfüllt, wodurch ei-
ne (lokale) Optimallösung p∗ gefunden ist. Eine Ecke des finalen Simplex spiegelt die
optimale Lösung des Zielfunktionals wider. Die expliziten Nebenbedingungen sind abge-
wandelt als vorangestellte Fehlerbehandlung in die Iteration integriert, um die Gültigkeit
des Entwurfsraums für jeden neuen Parametersatz p(ν) zu validieren. Sollte sich ein Pa-
rameterentwurf nicht im Gültigkeitsbereich des Entwurfsraums befinden, wird ein Alter-
nativentwurf

p(ν+1) = p(ν) + αss
(ν), (2.52)

mit dem zuletzt zulässigen Entwurf p(ν), der Suchrichtung s(ν) und dem Steuerpara-
meter αs vorgenommen. Der Steuerparameter wird kontinuierlich angepasst, bis ein
zulässiger Entwurf gefunden ist. Verschiedene Operationen kommen während der Simplex-
Optimierung zum Einsatz, z. B. Expansion, Spiegelung, Kontraktion oder vollständige
Kontraktion. Sie sind in [4], [68] oder angewendet bei Struck [84] beschrieben. Für
die Strukturverbesserung bei Containerkranen ist der implementierte Algorithmus bei
Modrow [65] hinterlegt. Dort ist auch das verwendete Abbruchkriterium formuliert, wel-
ches auf der bekannten maximalen Strukturversteifung bei maximalen Optimierungspa-
rametern p∗ basiert. Der Verlauf des Gütefunktionals in der Umgebung von p∗ hat bei
der geometrischen Optimierung eine logarithmische Gestalt. Konstante Änderungen der
Parameter bedingen die asymptotische Annäherung zum Optimum. Dies führt zur An-
nahme, dass ein Parametersatz p∗∗ ≈ p∗ existiert, der den Materialeinsatz (Ausschöpfung
der zulässigen Parameterbereiche) wesentlich reduziert. Das Ziel ist nunmehr

f(p∗∗) = cf(p∗), mit c = 0,99. (2.53)

Der Parametersatz p∗∗ charakterisiert 99% des optimalen Strukturverhaltes des Contai-
nerkrans.

2.5.3 Ergebnisse

Die Ergebnisse des Optimierungsverfahrens fließen in die Strukturanalyse beider Con-
tainerkrane ein. Eine endgültige Konfiguration der untersuchten Containerkrane in
Hamburg und Bremerhaven ist in Bild 2.34 ersichtlich.

Beim CTB-Kran in Hamburg kann die charakteristische Eigenschwingung auf f3 = 0,8Hz
erhöht werden, vgl. Tab. 2.2. Die verallgemeinerte Masse dieser Schwingungsform ist nach
der Optimierung auf m3 = 123 · 103kg abgesenkt (25% vom Wert vor der Optimierung).
Der Optimierungsparameter der Position der Portalversteifung e beträgt gleichzeitig 82%
des zulässigen Maximums und führt zu 99% des Optimums der Gütefunktion (2.51).
Am Kran in Bremerhaven (CT4) hat die Optimierung zu einer Eigenschwingung ent-
lang des Auslegerbalkens von f3 = 1,1Hz geführt, bei 93% des e-Parameters und einem
Portalstielquerschnitt von A = BH − bh = 0,215m2 (von maximal 0,22m2). Die verall-
gemeinerte Masse der Eigenschwingung beträgt nach der Optimierung 21 · 103kg (39%).

11Die Dimension des Optimierungsraums wird mit n angegeben.
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Bild 2.34: Optimierte Kranstrukturen (links CTB, rechts CT4)

Am Burchardkai-Kran sind die zusätzlichen Verstrebungen am Ausleger und im seitli-
chen Portal als fixe konstruktive Verbesserungen ebenfalls eingefügt. Beim CT4-Kran
sind diese bereits vor der Optimierung vorhanden. Der Hamburger Containerkran birgt
durch die schmale Portalspurweite (18m) deutlich mehr Potential als der CT4-Kran mit
der 30,5m-Spurbreite. Im Unterabschnitt 2.4.2 sind die Diagramme der Strukturverfor-
mung hinsichtlich eines Referenz-Umschlagzyklus vor der Modifikation zu finden. Durch
die Optimierung wird die maximale Auslenkung entlang des Auslegers am CTB-Kran si-
gnifikant reduziert. Gleichzeitig nimmt die Eigenschwingungsfrequenz zu. Die Bewertung
von Amplitude und Frequenz nach Hucho [30] führt zu einer verbleibenden spürbaren
Beeinträchtigung des Kranführers auf der Laufkatze. Die Arbeitsbedingungen haben sich
durch die getroffenen Maßnahmen verbessert, vgl. Bild 2.18. Ein schnelleres Abklingen
der Strukturschwingungen wird darüber hinaus durch Bild 2.35 belegt.
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Bild 2.35: Horizontalverschiebung am CTB-Kran vor (xI) und nach Optimierung (xI,opt)

Die vertikale Verformung am Ausleger entspricht nun qualitativ der des Auslegers am
CT4-Kran vor der Optimierung. Die Verschiebung der Testpunkte nimmt proportional
zur Entfernung vom Portal zu, siehe Bild 2.17. Quantitativ sind die Auswirkungen der
Optimierung auf die Verschiebungen der CT4-Struktur geringer als beim Containerkran
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am Burchardkai. Die vertikale Verformung während des Umschlagbetriebs wird marginal
reduziert, denn im oberen Portalbereich und am Ausleger werden im Rahmen der Opti-
mierung keine Veränderungen vorgenommen. Weitere Ergebnisse sind im angehängten
Abschnitt A.3, Bilder A.4 und A.5, nachzuschlagen.

Die Resultate des Simplex-Algorithmus sind somit dargestellt. Es muss kritisch angemerkt
werden, dass die strukturellen Modifikationen im unteren Portalbereich (Versteifung) nur
beschränkt praktikabel sind. Durch den Eingriff in den Arbeitsraum der Stelzenkrane wird
diese Maßnahme von Konstrukteuren generell abgelehnt. Alternativ müssen Ersatzmaß-
nahmen ausgewählt werden (bspw. äußere Verstärkung des unteren Portalbereichs, passive
oder aktive Tilgung der Strukturbewegungen auf Höhe des Auslegers), um vergleichbare
Ergebnisse erzielen zu können.

2.6 Fazit der Strukturschwingungen bei Container-

kranen

Die einleitende Betrachtung der Charakteristik von Containerkranen stellt die strukturel-
le Konfiguration von modernen Kranen zum Be- und Entladen von Containerschiffen vor.
Während der vergangenen 50 Jahre ist die Struktur der Krane kontinuierlich gewachsen
und den Anforderungen des Containerumschlags angepasst worden, so dass eine nahezu
einheitliche konstruktive Form entwickelt wurde. Unterscheidungsmerkmale drücken
sich in punktuellen Alternativlösungen und unterschiedlichen Dimensionen aus, wie
z. B. die Portalspurweite, die Auslegerkonfiguration oder auch der Laufkatztyp. Zwei
moderne Containerkrane sind mit ihren Kenndaten hinterlegt und werden im Verlauf
der Arbeit wiederkehrend als Anwendungsbeispiele herangezogen. Die Krane gehören
der Post-Panamax- bzw. der Suezmax-Klasse an und werden in norddeutschen Häfen
betrieben (Hamburg und Bremerhaven).

Zur vollständigen Beschreibung der Systemdynamik der mechanischen Strukturen
benötigt man zunächst ein zutreffendes Modell. Dieses wird auf der Basis von finiten
Elementen für die kontinuierliche Darstellung der Verschiebungen und Verformungen
hergeleitet. Balkenelemente repräsentieren die konstruktiven Elemente der Krane. Eine
Verformungshypothese nach Timoshenko wird angewendet, welche Schubverformungen
innerhalb der Balken berücksichtigt. Weitere verformungsrelevante Elemente (Kran-
fahrwerk, Drehgelenke an den Zugbändern, Gegengewichte am Kranfahrwerk und im
oberen Portal, usw.) sind entsprechend ihrer dynamischen Wirkung im Modell eingefügt.
Materialdämpfung wird nach Rayleigh implementiert und ist realen Schwingungsdaten
vom Kran in Hamburg entnommen. Die gesammelten Informationen resultieren in einem
System von Bewegungsgleichungen.

Realistische Strukturverformungen können erst nach erfolgreicher Verifikation des Modells
garantiert werden. Für die Verifikation der Modellgleichungen werden die Modalanalyse
und das bewegte-Last-Modell herangezogen. Zusätzlich zu den Konstruktionsdaten der
Containerkrane liegen statische Modelle der Hersteller als Krasta-Modelle vor, welche
die Abbildung von Eigenschwingungen und Schwingungsformen ermöglichen. Ein Ab-
gleich mit den ermittelten Strukturschwingungen der Finite-Elemente-Modelle bestätigt
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die Gültigkeit der Modellierung. Weiterhin unterstreicht eine Verformungsanalyse des
Kranauslegers mit bewegter Last die realistische Abbildung der Systemdynamik.

Folglich kann die Strukturanalyse zur Ermittlung der charakteristischen Verformung der
Krane während des Containerumschlags durchgeführt werden. Als äußere Last wird ein
Referenz-Umschlagzyklus für einen Standardcontainer implementiert, der einen Verla-
dezyklus wiedergibt. Resultate der Strukturdynamik sind für maßgebende Positionen
am Kran abgebildet. Es fällt auf, dass vor allem die horizontalen Strukturschwingungen
in Richtung des Auslegerbalkens zu Beeinträchtigungen beim Umschlag führen können.
Vertikalverschiebungen sind nicht störend für den Betrieb. Die Variationen der Last-
parameter liefern Aussagen zur Auswirkung auf die veränderte Strukturbelastung. Das
bewegte-Last-Modell dient als Grundlage. Zusätzlich können den Simulationsergebnissen
der Strukturanalyse Informationen über die Belastung der Kaje entnommen werden. Die
Kaikollektive für Betriebslasten beim Containerumschlag und bei auftretenden Wind-
lasten erlauben Rückschlüsse auf die eingeleiteten Kräfte durch die Krane. Verwendung
finden die Daten bei der Belastbarkeitsabschätzung von bestehenden Kajen sowie bei der
Dimensionierung zukünftiger Kaianlagen.

Ausgewählte Ergebnisse der Strukturuntersuchung bestätigen die Notwendigkeit von Maß-
nahmen zur Schwingungsreduzierung. Ausgehend von der Strukturanalyse werden Modi-
fikationen der Krane betrachtet. Für einen Teil der Modifikationen kommt das Optimie-
rungsverfahren der Simplex-Methode zum Einsatz, welche die optimalen Parameterwer-
te ermittelt. Es kann gezeigt werden, dass insbesondere am CTB-Kran eine signifikante
Strukturschwingungsdämpfung erzielt wird, wohingegen die Struktur des Containerkrans
in Bremerhaven nur minimal modifiziert wird und demnach marginale Schwingungsreduk-
tion zur Folge hat. Aufgrund der Randbedingungen des Containerumschlags sind nicht
alle untersuchten Modifikation ohne Einschränkungen umsetzbar.
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Kapitel 3

Struktur-Last-Kopplung

Im Anschluss an die strukturelle Untersuchung von Containerkranen folgt die eingehende
mathematische und mechanische Betrachtung der Kopplung von Struktur und Last.
Für den Referenz-Umschlagzyklus im Unterabschnitt 2.4.2 ist die angehängte Last
vereinfacht als äußere Kraft am Kranausleger dargestellt worden. Die dynamischen
Einflüsse der Lastbewegung wurden vernachlässigt. Im Folgenden wird der Einfluss
von Lastschwingungen auf die Strukturdynamik untersucht und es werden damit die
Voraussetzungen für die Unterdrückung von Lastschwingungen geschaffen.

Das Kopplungsmodell der Struktur und der Last stellt zum einen den Aufbau am realen
Containerkran dar und zum anderen den Containerbrückenversuchsstand des Instituts,
vgl. Abschnitt 4.2. Maßgebend sind der land- und wasserseitige Containerkranausleger,
die Laufkatze, die Tragseile sowie das Lastaufnahmemittel mit der angehängten Last
(Bild 3.1). Die Laufkatze verfährt entlang des Auslegerbalkens und positioniert das Last-
aufnahmemittel relativ zum Containeraufnahme- bzw. -abladeplatz. Wie bereits erwähnt,
existieren die Varianten der Maschinenhauskatze und der seilgeführten Laufkatze, Zrnić
u. a. [99]. Eine Maschinenhauskatze (CTB-Kran) belastet die Kranstruktur mit bis zu
80 · 103kg. Entsprechend viel Leistung müssen die Antriebe der Laufkatze bereitstellen.
Seilgeführte Laufkatzen (CT4-Kran) führen das Hubwerk nicht mit. Es befindet sich im
hinteren Portalbereich und die Laufkatze verfügt über deutlich weniger bewegte Masse
(34 · 103kg). Die Seilführung vom landseitigen Portal zum wasserseitigen Ausleger ist in
diesem Fall jedoch konstruktiv und wartungstechnisch aufwendiger. Das Hubwerk weist
üblicherweise zwei Seilwinden auf. Auf jeder Seilwinde ist ein Tragseil aufgewickelt, das die
land- bzw. wasserseitige Verbindung mit dem Lastaufnahmemittel herstellt. Eine örtliche
Trennung der vorderen und hinteren Seilwinden ermöglicht theoretisch eine separate An-
steuerung der Tragseile. Praktisch ist diese im Hafenbetrieb nicht umgesetzt. Jedes Seil-
ende ist an einer Lastmessdose befestigt, von dort zum Lastaufnahmemittel, über eine
Umlenkrolle wieder zurück zum Hubwerk und erneut zum Lastaufnahmemittel sowie zum
Hubwerk geführt. Die Kraftmessung bietet die Gelegenheit, jederzeit die angehängte Last
zu ermitteln, was aus sicherheitstechnischen Aspekten umgesetzt wird. Aber auch für
regelungstechnische Anwendungen ist dies von Nutzen, worauf in Abschnitt 4.4 noch
näher eingegangen wird. Die Tragseile bestehen aus Stahl und verfügen über eine speziel-
le Wicklung. Sie müssen eine besonders hohe Zugfestigkeit aufweisen und in hohem Maße
ermüdungsarm sein. Das Lastaufnahmemittel ist die physische Verbindung von den Trag-
seilen und der Last. Es ist mit Umlenkrollen für die Seile und einem Einrastmechanismus
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zum Ankoppeln der Container ausgestattet. Die entstehende Verbindung wird als starr
angesehen, denn es treten keine relativen Verschiebungen und Verdrehungen zwischen
Spreader und Last auf1. Somit sind die Tragseile mechanisch über Drehgelenke mit der
Last verbunden. Die angehängte Last besteht aus einem oder mehreren Standardcontai-
nern, wobei bis zu vier TEU gleichzeitig umgeschlagen werden können, Lind u. a. [53]. Ein
TEU ist mit 6,058m Länge (20ft), 2,438m Breite und 2,591m Höhe genormt. Nachfolgend
werden unterschiedliche Modelle zur Abbildung der charakteristischen Dynamik für die
Struktur-Last-Kopplung diskutiert.

ZugbandAuslegerbalken

Tragseile

Laufkatze

(mit oder ohne Hubwerk)

Container

(inkl. Spreader)

Bild 3.1: Komponenten der Struktur-Last-Kopplung

Ausgehend von der Modellierung der angehängten Last mit elastischen Seilen und
gedämpfter Seildynamik (visko-elastische Seile) wird die Formulierung der nichtli-
nearen Gleichungen schrittweise den Anforderungen angepasst. Längssteife Seile zur
Lastaufhängung werden untersucht, gefolgt von dem Schwerependel mit elastischem Fa-
den. Anhand dieser Modellierungsmethodik wird die Stabilität der Lastschwingungen be-
trachtet mit dem Verweis auf mögliches instabiles Verhalten. Die weiterführende Untersu-
chung des Schwerependels hinsichtlich einer reduzierten Normalform der Systemdynamik
legt die kritischen, die Instabilität verursachenden, Systemkomponenten offen. Eine kurze
Zusammenfassung schließt das Kapitel ab.

3.1 Nichtlineares Modell

Die Modellierung orientiert sich an den Erkenntnissen von Bockstedte [8] zur Dynamik
schwebender Krane. Für die Abbildung der Bewegungen von Aerostaten, welche zur
Beförderung von großen Lasten eingesetzt werden sollen, wird u. a. eine Mehrkörper-
modellierung auf der Basis von Newton-Euler-Gleichungen vorgenommen. Zur mathe-

1Im Gegensatz dazu berücksichtigen Masoud u. a. [60] für ihrem vereinfachten Doppelpendelmodell-
entwurf das Lastaufnahmemittel in Form eines Drehfreiheitsgradmodells für die angeschlossene Last.
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matischen Darstellung eines räumlich pendelnden Körpers am Kran eignet sich die in [8]
vorgeschlagene Methodik hervorragend. Besonders die Formulierung mit visko-elastischen
Seilen findet nachfolgend Anwendung. Die Grundlagen der technischen Dynamik, auf de-
nen die Modellierung aufbaut, sind an Schiehlen [80] angelehnt. In diesem Zusammenhang
wird auf Theis [88] hingewiesen, bei dem sich die Ausführungen zur nichtlinearen Model-
lierung in ähnlicher Form wiederfinden.

3.1.1 Kinematik

Ein mechanisches System, wie z. B. in Bild 3.1 dargestellt, muss zunächst bzgl. der La-
ge der einzelnen p Systemkomponenten im Betrachtungsraum eindeutig beschrieben sein.
Jede Starrkörperbewegung wird mit je drei translatorischen und rotatorischen Verschie-
bungen charakterisiert, so dass für p freie Körper maximal 6p Freiheitsgrade vorhanden
sind. Kinematische Einschränkungen reduzieren die Bewegungsmöglichkeiten, d. h. Bin-
dungen durch Gelenke, Seile usw., um die Anzahl der vorliegenden Zwangsbedingungen
(r). Letztlich ergeben sich

f = 6p− r (3.1)

voneinander unabhängige verallgemeinerte Koordinaten, die im (f × 1)-Vektor y für die
Beschreibung der Lage des Gesamtsystems zusammengefasst werden.

Für den pendelnden Körper am Kran wird angenommen, dass die Laufkatze und der
Container durch die Tragseile verbunden sind, Bild 3.2. Wird weiterhin davon ausgegan-
gen, dass die Trajektorie der Laufkatze vorgegeben wird und demnach die Bewegungen
des Containers keinen Einfluss auf die Laufkatze haben, so folgt p = 1. Die Lage des
Containers ist durch

rC =



x
y
z


 (3.2)

und die Drehungsmatrix

SC = SxSySz, (3.3)

=




1 0 0
0 cos(α) − sin(α)
0 sin(α) cos(α)






cos(β) 0 sin(β)
0 1 0

− sin(β) 0 cos(β)






cos(γ) − sin(γ) 0
sin(γ) cos(γ) 0

0 0 1


 ,

bezüglich der Kardan-Winkel (α, β, γ) eindeutig bestimmt (r = 0). Es liegen im Fall
von elastischen Tragseilen f = 6 Freiheitsgrade vor, die im Vektor y der verallgemeinerten
Koordinaten zusammengefasst werden:

y =




x
y
z
α
β
γ



. (3.4)
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Eine allgemeine Schreibweise für die Lage ri = ri(y) und die Drehungsmatrix Si(y) ver-
deutlicht den Einfluss der verallgemeinerten Koordinaten. Wird die Position der Laufkatze
als gegeben vorausgesetzt, dann gilt

rL =



xL
yL
zL


 =



s
0
0


 , SL = 03×3, (3.5)

wobei die Bewegung entlang des Auslegerbalkens (x-Richtung) mit der Koordinate s be-
schrieben wird.

O

x

y

z g
L

C

rL

rC

α
β

γ

Bild 3.2: Schematische Darstellung für nichtlineares Modell

Mit dem Lagevektor der Last rC und der Drehungsmatrix SC erhält man die translato-
rische und rotatorische Geschwindigkeit des Containers:

vC = ṙC = JT ẏ, (3.6)

ωC = JRẏ, (3.7)

unter Verwendung der Jacobi-Matrizen der Translation JT und der Rotation JR:

JT =
∂rC

∂y
, JR =

∂s

∂y
, mit

∂̃s

∂yj
=
∂SC

∂yj
SC

T . (3.8)

Der Zusammenhang von ∂s und ∂̃s folgt aus einem schiefsymmetrischen (3 × 3)-Tensor
des (3 × 1)-Vektors ∂s. Die Vektoren der Beschleunigung lauten:

aC = r̈C = JT ÿ + KT ẏ, (3.9)

ω̇C = JRÿ + KRẏ, (3.10)

mit den zugehörigen Koeffizientenmatrizen KT,R:

KT =
∂ (JT ẏ)

∂y
, KR =

∂ (JR ẏ)

∂y
. (3.11)
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Generell berücksichtigen (3.11) zusätzlich partielle Geschwindigkeiten und Beschleuni-
gungen, welche in der aktuellen Betrachtung aufgrund fehlender Zwangsbedingungen
entfallen.

Es bietet sich an, den Vektor

r0 = rL − rC (3.12)

für die Beschreibung der Seilgeometrie zu verwenden. Unter Berücksichtigung der Ab-
maße des Containers erhält man die Vektoren vom Containerschwerpunkt zu den Seilan-
knüpfpositionen an den Ecken der oberen Begrenzungsfläche:

d1 =




−aC
−bC
−cC


 , d2 =




aC
−bC
−cC


 , d3 =




aC
bC
−cC


 , d4 =




−aC
bC
−cC


 . (3.13)

Kombiniert man die Vektoren aus (3.12) und (3.13) mit (3.3) sowie den Geometrien vom
Schwerpunkt der Laufkatze zu den korrespondierenden Eckpunkten, so erhält man die
Vektoren der Tragseile ri:

r1 = r0 +




−aL
−bL
cL


− SC d1, r2 = r0 +




aL
−bL
cL


− SC d2, (3.14)

r3 = r0 +



aL
bL
cL


− SC d3, r4 = r0 +




−aL
bL
cL


− SC d4. (3.15)

Bild 3.3 stellt beispielhaft den Vektor r3 des dritten Tragseils dar.
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x

y

z g

aL bL

cL L

aC
bC

cC

C

r4 r2
r1

r3

r0

−d3

Bild 3.3: Geometrische Darstellung für nichtlineares Modell

Der Vektor der jeweiligen Seilgeschwindigkeit ist mit

ṙi = ṙL − JT ẏ − (JR ẏ) × (SC di) , i = 1 . . . 4, (3.16)

angegeben und wird nachfolgend zur Betrachtung der dynamischen Eigenschaften der
Tragseile herangezogen.
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3.1.2 Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen des Systems in Abhängigkeit der verallgemeinerten Koordina-
ten erhält man durch die Kombination der Newtonschen Gleichung

mJT ÿ +mKT ẏ = f e (3.17)

mit der Eulerschen Gleichung

I JRÿ + I KR ẏ + (JR ẏ) × (I JR ẏ) = le, (3.18)

unter Verwendung der Masse des Containers m, des Trägheitstensors I, den Beziehungen
(3.8) und (3.11) sowie den eingeprägten Kräften f e und eingeprägten Momenten le. Die
Newton-Eulerschen Bewegungsgleichungen (3.17) und (3.18) für das betrachtete freie
System lauten zusammengefasst:

M(y) ÿ + k(y,ẏ) = qe(y,ẏ,t), mit (3.19)

M =

[
mJT

I JR

]
, k =

[
mKT ẏ

I KR ẏ + (JR ẏ) × (I JR ẏ)

]
, qe =

[
f e

le

]
.

Vorausgesetzt die Kardan-Winkel (α, β, γ) beschreiben die Drehungen des Hauptach-
sensystems der Last mit den zugehörigen Trägheitsmomenten (Ix, Iy, Iz), folgt daraus der
Trägheitstensor bzgl. des Inertialsystems zu

I = SC



Ix 0 0
0 Iy 0
0 0 Iz


 ST

C . (3.20)

Die eingeprägten Kräfte f e ergeben sich aus der Gewichtskraft des Containers und den
Kräften in den Tragseilen, welche die Verbindung zur Führung durch die Laufkatze her-
stellen. Eingeprägte Momente le bzgl. des Schwerpunktes des Containers resultieren aus
den Seilkräften mit den Hebelarmen di (3.13) (vgl. Bild 3.3):

f e = m




0
0
g


+

4∑

i=1

f i, (3.21)

le =
4∑

i=1

(SC di) × f i. (3.22)

Bockstedte [8] formuliert die Seilkraft f i mit einer elastischen und einer viskosen Kompo-
nente. Die elastische Rückstellkraft berücksichtigt die Steifigkeit von Seilen in Form der
Dehnsteifigkeit EA (Elastizitätsmodul E, Querschnittsfläche A). Die Dämpfungskraft gibt
das abklingende dynamische Verhalten der Seile wieder und begünstigt die numerische Sta-
bilität beim Lösen der Bewegungsgleichungen. Mit DA wird der Proportionalitätsfaktor
für den linear-viskosen Anteil bezeichnet. Theis [88] schlägt für den Dämpfungsterm vor,
einen Projektionsansatz für die Darstellung des Vektors der Seillängenänderung ṙi auf den
Seilvektor ri zu verwenden. Dieses Vorgehen hat numerische Vorteile gegenüber der ur-
sprünglichen Formulierung in [8]. Letztlich entspricht die Seilkraft f i in (3.21) und (3.22)
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der Multiplikation des Einheitsrichtungsvektors des jeweiligen Seils mit dem Summand
aus Rückstell- und Dämpfungskraft:

f i =
ri

‖ri‖

[
EA

li
(‖ri‖ − li) +

DA

li

(
rT
i ṙi

‖ri‖
− l̇i

)]
, i = 1, . . . ,4. (3.23)

Die Größen li und l̇i werden als gegeben betrachtet. Sie repräsentieren die Stellgrößen des
Anwenders ähnlich der Vorgabe der Referenztrajektorie für die Laufkatze. Fasst man die
transponierten Jacobi-Matrizen der Translation und Rotation (3.8) zusammen

J
T

=
[
JT

T JT
R

]
, (3.24)

erhält man die globale transponierte Jacobi-Matrix J
T

. Eine Linksmultiplikation der
Newton-Eulerschen Gleichungen (3.19) mit (3.24)

J
T
M (y) ÿ + J

T
k(y,ẏ) = J

T
qe(y,ẏ,t), (3.25)

überführt in die Form eines idealen gewöhnlichen Gleichungssystems:

M(y) ÿ + k(y,ẏ) = q(y,ẏ,t), mit (3.26)

M = J
T
M , k = J

T
k, q = J

T
qe.

Die Bewegungsgleichungen der pendelnden Last am Kran (3.26) entsprechen einem
(6 × 1)-Gleichungssystem gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Die Zustandsraumdarstellung ergibt sich nach (2.14) mit dem Zustandsvektor

x =
[
x y z α β γ | ẋ ẏ ż α̇ β̇ γ̇

]T
(3.27)

aus (3.26) zu

ẋ =

[
ẏ

M−1(y) (q(y,ẏ,t) − k(y,ẏ))

]
. (3.28)

Das Zustandsraumsystem (3.28) kann in dieser Form mit dem Runge-Kutta-
Algorithmus [20] gelöst werden und die Dynamik der pendelnden Last liegt folglich vor.

Die Vielseitigkeit des nichtlinearen Modells zeichnet sich vor allem durch die Einbin-
dung beliebig orientierter Seile aus. Neben der dargestellten parallelen Seilführung (Bil-
der 3.2 und 3.3) sind geneigte Seilführungen bis hin zur V-förmigen Aufhängung denkbar.
Die eindeutige Darstellung der Nick-, Roll- und Gierbewegung der Last durch die Kar-

dan-Winkel gewährleistet die zuverlässige Abbildung der Lastbewegungen bei auftreten-
den Verdrehungen. Nachteilig wirkt sich die als Differentialgleichung formulierte Seilkraft
(3.23) aus. Die schnelle Seildynamik2 führt zu annähernd sprunghaften Änderungen der
Seilkraft, welche Auswirkungen auf die Lösung der Zustände (3.27) haben und damit u. U.
zu falschen Ergebnissen führen. Außerdem weist die Seilkraft in diesen Fällen unrealistisch
hohe oder niedrige Werte auf, die eine Verwendung z. B. zur Zustandsbeobachtung nicht
zulassen.

2Die Zeitskala der Seillängsdynamik ist um Größenordnungen schneller als die Pendelschwingung der
Last.
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3.2 Reduziertes nichtlineares Modell

Eine eingehende Betrachtung des nichtlinearen Modells (3.26) lässt weitere vereinfachen-
de Annahmen zur Modellreduktion erkennen. In Simulationen wurden lediglich Tragseile
gleicher Länge l betrachtet, bei vollständig paralleler Führung. In der Praxis werden die
Seile ebenfalls synchron betrieben. Die Position der Laufkatze s wird, wie schon in Ab-
schnitt 3.1, als Vorgabe für die Modellierung betrachtet. Gleiches gilt nun auch für die
mittlere Seillänge l. Nick- und Rollbewegungen des Containers treten in dieser Konfi-
guration nicht mehr auf. Eine zusätzliche Beschränkung der Gierschwingungen um die
vertikale Achse führt zu der Betrachtung von längssteifen Seilen. Die Formulierung des
reduzierten nichtlinearen Modells ist motiviert durch Lee [52] und wurde auch in [88]
verwendet.

3.2.1 Kinematik

Entsprechend Bild 3.4 kann der (3 × 1)-Ortsvektor des Containerschwerpunkts rC und
die (3 × 3)-Drehungsmatrix SC für die Seilorientierung durch

rC = rL +




0
0

cL + cC


+ SC




0
0
l


 , (3.29)

SC =




1 0 0
0 cos(θ) sin(θ)
0 − sin(θ) cos(θ)






cos(φ) 0 sin(φ)
0 1 0

− sin(φ) 0 cos(φ)


 , (3.30)

beschrieben werden, unter Zuhilfenahme von (3.5), den halben Höhen der Laufkatze cL
und des Containers cC sowie den Vorgaben s und l. Der Vektor vom Mittelpunkt der
Unterseite der Laufkatze zum Mittelpunkt der Oberseite des Containers in der statischen
Ruhelage und für s = 0 wird durch [0, 0, l]T beschrieben. Die Verschiebung des Contai-
ners bezüglich der Laufkatze wird exakt durch zwei ebene Drehungen wiedergegeben, bei
synchronisierten Seillängen l. Der Größe φ beschreibt den Pendelwinkel in der x-z-Ebene,
θ den Pendelwinkel in der y-z-Ebene. Beide Größen werden ausgehend von der statischen
Ruhelage der Last, bzgl. der vertikalen Achse, abgetragen. Die Lage der hängenden Last
mit längssteifen Seilen am Kran wird durch die verallgemeinerten Koordinaten

y =

[
φ
θ

]
(3.31)

eindeutig beschrieben, bei vorliegenden Zwangsbedingungen s und l.

Der Vektor (3.29) ergibt sich mit (3.30) unter Berücksichtigung der Laufkatzkoordinate s
und der mittleren Seillänge l zu

rC =




s+ l sin(φ)
l cos(φ) sin(θ)

cC + cL + l cos(φ) cos(θ)


 . (3.32)

Die Bedingungen für die Laufkatzkoordinate und die Seillänge sind zeitvariant (s := s(t),
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Bild 3.4: Schematische Darstellung für reduziertes nichtlineares Modell

l := l(t)), was sich in den zeitlichen Ableitungen des Ortsvektors rC auswirkt:

vC = ṙC = JT (y,t) ẏ + vC(y,t) , (3.33)

aC = r̈C = JT (y,t) ÿ + KT (y,t) ẏ + aC(y,t) , (3.34)

mit der partiellen Geschwindigkeit vC und der partiellen Beschleunigung ac:

vC =
∂rC

∂t
=




ṡ+ l̇ sin(φ)

l̇ cos(φ) sin(θ)

l̇ cos(φ) cos(θ)


 , aC =

∂2rC

∂t2
=




s̈+ l̈ sin(φ)

l̈ cos(φ) sin(θ)

l̈ cos(φ) cos(θ)


 . (3.35)

Die Jacobi-Matrix JT und die Koeffizientenmatrix KT der Translation ergeben sich nach
(3.8) sowie (3.11). Durch die Einschränkung der Nick-, Roll- und Gierbewegung ist die
Last stets parallel zur horizontalen x-y-Ebene ausgerichtet, womit auch

JR = 0 → ωC = 0 (3.36)

gilt. Ohne rotatorische Bewegungen reduziert sich das betrachtete System auf das einer
einzelnen Punktmasse. Die gesamte Last konzentriert sich im Schwerpunkt des Containers.

3.2.2 Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen beschreiben die Dynamik einer hängenden Punktmasse am
Kran. Lediglich die Eulersche Gleichung

mJT ÿ +mKT ẏ +maC = f e + f z (3.37)

wird für die Beschreibung der Dynamik benötigt. Zusätzlich zu den eingeprägten Kräften
f e treten Zwangskräfte f z, resultierend aus den Zwangsbedingungen, auf. Eine alternative
Form der Darstellung ist mit

M(y,t) ÿ + k(y,ẏ,t) = qe(y,ẏ,t) + Q(y,t) g, mit (3.38)

M = mJT , k = mKT ẏ +maC , qe = f e, Qg = f z,
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angegeben. Die eingeprägten Kräfte f e entsprechen nun ausschließlich der Gewichtskraft
des Containers

f e = m




0
0
g


 , (3.39)

die Seilkräfte sind nun Zwangskräfte f z:

f z =
4∑

i=1

f i =
4∑

i=1

Fi e, mit e = SC




0
0
−1


 =




− sin(φ)
− cos(φ) sin(θ)
− cos(φ) cos(θ)


 . (3.40)

Mit vier Seilen ist das System statisch überbestimmt, worauf im Unterabschnitt 3.2.3
gesondert eingegangen wird. Der Seilvektor e wird (3.29) entnommen, mit dem jewei-
ligen Betrag der Seilkraft Fi multipliziert und summiert. Die globale transponierte Ja-

cobi-Matrix J
T

besteht in diesem Fall nur aus der transponierten Jacobi-Matrix der
Translation (3.8):

J
T

= JT
T . (3.41)

Eine Linksmultiplikation von (3.41) mit (3.38)

J
T
M (y,t) ÿ + J

T
k(y,ẏ,t) = J

T
qe + J

T
Q(y) g (3.42)

ergibt:

M(y,t) ÿ + k(y,ẏ,t) = q(y,t), mit (3.43)

M = J
T
M , k = J

T
k, q = J

T
qe, J

T
Qg = 0.

Gleichung (3.42) wendet das D’Alembertsche Prinzip an, so dass die Reaktionskräfte g

eliminiert werden. Die Terme der Bewegungsgleichung (3.43) sind:

M =

[
l2m 0

0 l2m cos2(φ)

]
, (3.44)

k =


 l m

(
1
2
l sin(2φ) θ̇2 + 2 φ̇ l̇ + s̈ cos(φ)

)

2 θ̇ l m cos(φ)
(
l̇ cos(φ) − φ̇ l sin(φ)

)

 , (3.45)

q =

[
−l m g cos(θ) sin(φ)
−l m g cos(φ) sin(θ)

]
. (3.46)

Der (n× 1)-Zustandsvektor des Systems ergibt sich wiederum nach (2.14) zu

x =
[
φ θ | φ̇ θ̇

]T
, (3.47)

mit n = 2f und den reduzierten nichtlinearen Bewegungsgleichungen im Zustandsraum:

ẋ =

[
ẏ

M−1(y,t) (q(y,t) − k(y,ẏ,t))

]
. (3.48)
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Es sei noch angemerkt, dass die Beträge der Seilkräfte Fi in (3.40) zunächst nicht einzeln
bestimmt werden können. Zwar ist es möglich, unter Zuhilfenahme von (3.38), folgende
Bedingung abzuleiten:

4∑

i=1

Fi = eT M ÿ︸ ︷︷ ︸
0

+eT k − eT f e, (3.49)

= m
(
l φ̇2 + l θ̇2 cos2(φ) − l̈ − s̈ sin(φ) + g cos(θ) cos(φ)

)
, (3.50)

welche aber bei vier unbekannten Seilkräften Fi keine eindeutige Lösung zulässt. Zu be-
achten ist die Orthogonalität der Kraftrichtung e zur Trägheitskraft M ÿ des globalen
Systems.

3.2.3 Zwangskräfte

Die Zwangskräfte sind aufgrund der statischen Unbestimmtheit des reduzierten Systems
unbekannt. Zur Bestimmung der Seilkräfte muss ein alternativer Lösungsweg gefunden
werden, denn diese Informationen sind für den Entwurf eines Beobachters in Abschnitt 4.4
essentiell.

Mit dem Vektor z = [z1, z2, z3]
T wird eine Transformation der vier Kräfte Fi auf einen

dreidimensionalen Vektor z vorgenommen:

z1 := F1 + F4, z2 := F2 + F3, z3 := F1 + F2. (3.51)

Wendet man anschließend den Drallsatz auf den Container in Bild 3.4 bzgl. seines Schwer-
punktes an, so erhält man je eine Gleichgewichtsbedingung pro Raumrichtung:

∑
Mx = 0 :

z1 + z2 − z3
z3

=
bC cos(φ) cos(θ) − cC cos(φ) sin(θ)

bC cos(φ) cos(θ) + cC cos(φ) sin(θ)
:= Γx, (3.52)

∑
My = 0 :

z2
z1

=
aC cos(φ) cos(θ) − cC sin(φ)

aC cos(φ) cos(θ) + cC sin(φ)
:= Γy, (3.53)

∑
Mz = 0 :

z3 − z1
z3 − z2

=
aC cos(φ) sin(θ) − bC sin(φ)

aC cos(φ) sin(θ) + bC sin(φ)
:= Γz. (3.54)

Man beachte, dass der Ausdruck Γz in (3.54) in der Ruhelage (φ = θ = 0) singulär wird.
Eine stetige Fortsetzung in der Nähe der Singularität ist daher notwendig. Anschließend
wird (3.40) mit (3.51) umformuliert:

f z = (z1 + z2) e → ‖f z‖ = z1 + z2. (3.55)

Der Betrag der Zwangskräfte ‖f z‖ ergibt eine vierte Gleichung, zusätzlich zu (3.52),
(3.53) und (3.54). Zusammengefasst entspricht das dem folgenden Gleichungssystem für
die transformierten Beträge der Seilkräfte:




1 1 0
1 1 − (1 + Γx)
Γy −1 0
1 −Γz Γz − 1




︸ ︷︷ ︸
Γ



z1
z2
z3


 =




‖f z‖
0
0
0


 . (3.56)



56 3.2 Reduziertes nichtlineares Modell

Für eine eindeutige Lösung muss (3.56) orthogonalisiert werden. Dies geschieht mittels
Linksmultiplikation mit der transponierten Matrix ΓT

ΓT Γ



z1
z2
z3


 = ΓT




‖f z‖
0
0
0


 . (3.57)

Der Betrag der Zwangskraft wird abermals mit dem Term eT
(
k − f e

)
substituiert und

man erhält die abgewandelten Seilkräfte z als:

z =
(
ΓT Γ

)−1
ΓT eT

(
k − f e

)
. (3.58)

Die Inverse (ΓT Γ)−1 in (3.58) ist eine Operation auf einer (3 × 3)-Matrix, welche
üblicherweise keine numerischen Probleme darstellt. Der Aufwand ist gering, unter der Be-
dingung, dass eine geeignete stetige Fortsetzung für (3.54) in der Umgebung der Ruhelage
gefunden wird.

3.2.4 Vergleich und Linearisierung

Ein Vergleich von (3.26) mit (3.43) stellt die Leistungsfähigkeit des reduzierten nicht-
linearen Modells gegenüber dem vollständigen nichtlinearen Modell heraus. Die Formu-
lierung mit zwei verallgemeinerten Koordinaten (vier Zustandsgrößen) gegenüber sechs
(12 Zustandsgrößen) verzichtet auf die Darstellung von Nick-, Roll- und Gierbewegungen
der Last. Somit handelt es sich bei (3.43) um Bewegungsgleichungen mit längssteifen
Seilen im Gegensatz zu visko-elastischen Seilen in (3.26). Hinsichtlich eines Referenz-
Umschlagzyklus

s(t) =





0m t < t1s = 6s,
3m
10s

(t− t1s) t1s ≤ t ≤ t2s = 40s,
10,2m t > t2s,

(3.59)

l(t) =





8,3m t < t1l = 1s,
− 4m

10s
(t− t1l) t1l ≤ t ≤ t2l = 16s,

2,3m t2l < t < t3l = 32s,
4m
10s

(t− t3l) t3l ≤ t ≤ t4l = 47s,
8,3m t > t4l,

(3.60)

führen beide Formulierungen auf identische Ergebnisse, Bild 3.5. Der simulierte Con-
tainerumschlag transportiert eine angehängte Last von der Start- zur Zielposition. Die
kartesischen Koordinaten der Last sind jeweils für das vollständige (x-s, z) und reduzierte
nichtlineare Modell (xred-s, zred) abgebildet. Die Koordinaten des Containers werden
von beiden Modellierungen mit annähernd identischen Werten ermittelt. Demnach
bildet auch die reduzierte Formulierung die Lastdynamik eindeutig ab. Die Verwendung
von (3.43) zur weiteren Betrachtung und Analyse ist vorteilhaft, da u. a. der nume-
rische Aufwand gering und die Implementierbarkeit am Versuchsstand gewährleistet sind.

Weiterhin soll die Betrachtung der linearisierten Dynamik des reduzierten Modells zum
ganzheitlichen Systemverständnis beitragen. Dazu untersucht man die geringen Abwei-
chungen ŷ der Istbewegung des Systems y von der Sollbewegung ysoll:

y = ysoll + ŷ, mit ŷ << 1. (3.61)
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Bild 3.5: Vergleich der numerischen Ergebnisse des vollständigen und reduzierten nichtli-
nearen Modells

Setzt man (3.61) in (3.43) ein, führt anschließend eine Taylorsche Reihenentwicklung
bezüglich der abweichenden Dynamik (ŷ) durch und vernachlässigt alle nichtlinearen Ter-
me, erhält man die linearisierten Bewegungsgleichungen zu (3.43). Bild 3.6 stellt die nicht-
lineare sowie die linearisierte Dynamik zu (3.43) dar. Die Trajektorien für Laufkatze und
Seillänge entsprechen (3.59) bzw. (3.60).
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Bild 3.6: Nichtlineare und linearisierte Systemdynamik (φ0 = 10◦, θ̇0 = 5◦/s)

Das Vergleichsergebnis zeigt dramatische Differenzen zwischen Lösungen der reduzierten
nichtlinearen und linearisierten Bewegungsgleichungen. Bereits nach wenigen Sekunden
divergieren die Lösungen beider verallgemeinerten Koordinaten (φ, θ) und der Lineari-
sierungsfehler setzt sich in der Folge fort. Eine linearisierte Darstellung der Modellglei-
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chungen ist demnach nicht geeignet, die Dynamik der angehängten Last am Kran wieder-
zugeben. Zum gleichen Schluss gelangt man für die linearisierte Darstellung der transfor-

mierten Zwangskräfte (3.58). Eine Multiplikation der pseudo-inversen Matrix
(
ΓT Γ

)−1

mit ΓT und der Summe der Seilkräfte entlang des Seilvektors e enthält nichtlineare tri-
gonometrische Terme. Die Entwicklung dieses Ausdrucks in einer Taylor-Reihe und die
Vernachlässigung nichtlinearer Terme wird zu inkonsistenten Zwangskräften führen. Im-
plizit steckt das bereits in den linearisierten Bewegungsgleichungen, welche in der Form
(3.37) die Zwangskräfte berücksichtigen.

3.3 Schwerependel mit elastischem Faden

Ausgehend von der Untersuchung der angehängten Last in Form einer konzentrierten
Masse an einem längssteifen Seil, vgl. Abschnitt 3.2, wird die Analyse auf das Schwe-
rependel mit einem elastischen Faden erweitert. Bei Magnus und Popp [58] finden sich
einige Ausführungen zu dieser Thematik. Das Pendelmodell für die angehängte Last am
Kran birgt vielschichtige dynamische Eigenarten, die durch minimale Veränderung der
Modellgleichung in Erscheinung treten.

Ausgehend vom Schwerependel mit parametrischer Fadenlänge L(t) wird eine Energie-
betrachtung des Systems vorgenommen, um den Energieeintrag durch die variierende
Fadenlänge bemessen zu können. Die Stabilität dieses schwingenden Systems wird an-
schließend untersucht, wobei die Dynamik auf die Mathieusche Differentialgleichung
zurückgeführt werden kann. Eine Formulierung mit elastischem Faden ergibt eine weitere
Differentialgleichung. Letztlich liegen zwei gekoppelte Differentialgleichungen vor, die den
Koppelschwinger des Schwerependels mit elastischem Faden charakterisieren.

3.3.1 Schwerependel mit parametrischer Fadenlänge

Die Länge eines Pendels sei als zeitabhängige Funktion L := L(t) definiert. Ist die
Zeitabhängigkeit zudem periodischer Gestalt und wirkt sie als Anregung auf das
schwingungsfähige System (z. B. Pendel), so spricht man von parametererregten
Schwingungen. Die Erregung findet als Folge zeitabhängiger Parameter Eingang in die
Bewegungsgleichung. Mit der periodischen Anregung zeigen sich die Zusammenhänge
von verschiedenen Schwingungen und periodischen (schwingenden) Parametern, wobei
die Anregungsperiode im Allgemeinen ein Vielfaches der Periode der Eigenschwingung
des Systems ist. Das prominenteste Anwendungsbeispiel ist die Schaukel. Von dieser ist
bekannt, dass sich eine parametrische Anregung in der Ruhelage (kein Schaukeln) nicht
auswirkt. Eine minimale Störung der Ruhelage und gleichzeitige parametrische Anregung
kann zum Anfachen der Schwingungen führen. Die Ruhelage ist demnach instabil. Jedoch
handelt es sich bei dieser Schaukel keinesfalls um eine erzwungene, sondern um eine
rheonome3 (parametrische) Schwingung.

Ermittelt man für das System in Bild 3.7 die zeitliche Änderung des Dralls, so entspricht
dies dem resultierendem äußeren Moment aus Gewichtskraft und Hebelarm (bzgl. des

3Rheonome Schwingungen beschreiben in der technischen Mechanik Systeme mit zeitveränderlichen
Zwangsbedingungen.
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Fixpunktes der Aufhängung):

d

dt

(
mL2φ̇

)
= 2mLL̇φ̇+mL2φ̈ = −mgL sin(φ) . (3.62)

Teilt man (3.62) durch den Faktor mL2, erhält man die Pendelgleichung

φ̈+ 2
L̇

L
φ̇+

g

L
sin(φ) = 0, (3.63)

in der mit L̇(t)/L(t) ein periodischer, parametrisch anregender, Term enthalten ist.

m

L(t)
φ

g

Bild 3.7: Schwerependel mit parametrischer Fadenlänge

3.3.2 Energiebetrachtung

Die Energie im System (3.63) wird mittels Energiesatz für das allgemeine nicht dissipative
Pendel ermittelt:

1

2
mv2 +mgL (1 − cos(φ)) = mgL (1 − cos(φ0)) . (3.64)

Dieser setzt den aktuellen Energiezustand mit der translatorischen Geschwindigkeit v und
der Auslenkung φ ins Verhältnis zur Anfangsenergie hinsichtlich der Anfangsauslenkung
φ0. Nun wird die Schwingungsperiode unterteilt. Zum einen bewegt sich die Punktmasse
in Richtung der Ruhelage φ = 0 mit der maximalen Fadenlänge L1 und zum anderen
entfernt sich die Last von der Ruhelage mit minimaler Länge L2, bis zur maximalen
Auslenkung. Von dort schwingt das Pendel wiederum mit L1 zur Ruhelage hin und nach
dem Passieren der Ruhelage weiter mit L2 zur maximalen Auslenkung. Der Verlauf ist in
Bild 3.8 schematisch dargestellt.

Der Energieeintrag EH durch das Anheben der Last von L1 auf L2 in einer Viertelschwin-
gung ergibt beim Durchqueren der Ruhelage φ = 0:

EH = mgh+
1

2
m
(
v22 − v21

)
, (3.65)

= mg

{
h+ L1 (1 − cos(φ01))

[(
L1

L2

)2

− 1

]}
, (3.66)
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m

L1L2φ

g

Bild 3.8: Schwerependel mit variierender Fadenlänge L1,2

unter Verwendung von vi = Li φ̇i (i ∈ [1,2]) und h = L1 −L2. Es wird angenommen, dass
die Last aus einer Anfangsauslenkung φ01 losgelassen wird. Zu Beginn wird die Energie
im System demnach komplett durch die potentielle Energie repräsentiert. Energieverlust
tritt beim Absenken der Last in den Umkehrpunkten um die Differenz der Längen h auf

ES = mgh cos(φ02) (3.67)

und orientiert sich an der nächsten Anfangsauslenkung φ02 nach einer halben Schwin-
gungsperiode.

Die Differenz von zugeführter (3.66) und abgeführter Energie (3.67) einer Halbschwingung
mit je einem Hub- sowie Senkvorgang

∆E = EH − ES, (3.68)

=
h (L2

1 + L1L2 + L2
2)

L3
2︸ ︷︷ ︸
k

mgL1 (1 − cos(φ01))︸ ︷︷ ︸
E01

(3.69)

ist in der Form (3.69) nur von den geometrischen Größen der Bewegung L1,2 und der
Anfangsauslenkung φ01 abhängig. Der Energiezuwachs durch eine Halbschwingung führt
zum Energiezustand E02 und gleichermaßen zur Energie E0n nach n Halbschwingungen:

E02 = E01 + ∆E, (3.70)

= E01 (1 + k) , (3.71)

E0n = E01 (1 + k)n−1 . (3.72)

Der beschriebene parametrische Wechsel der Fadenlänge Li mit der doppelten Schwin-
gungsfrequenz des Pendels resultiert in einem kontinuierlichen Energieeintrag in das Sys-
tem. Ein Schwerependel mit parametrischer Fadenlänge und dem beschriebenen Bewe-
gungsverhalten ist instabil.

3.3.3 Stabilitätsbetrachtung

In der Stabilitätsbetrachtung wird das System (3.63) in seiner allgemeinen Form unter-
sucht, vgl. Magnus und Popp [58]. Man nähert sich der Systemcharakteristik über die



3 Struktur-Last-Kopplung 61

Differentialgleichung zweiter Ordnung eines 1-Freiheitsgrad-Schwingers:

ẍ+ p1(t) ẋ+ p2(t) x = 0. (3.73)

Die Transformation

x = y exp

(
−1

2

∫
p1(t) dt

)
(3.74)

überführt (3.73) in die Form der Hillschen Differentialgleichung

ÿ + P (t) y = 0, P (t) = p2(t) −
1

2

d

dt
p1(t) −

1

4
p21(t), (3.75)

mit den periodischen Koeffizienten p1, p2 und P . Eine bekannte Lösung von (3.75) ist

y(t) = C1 e
µ1t y1(t) + C2 e

µ2t y2(t). (3.76)

Neben den periodischen Funktionen y1,2 und den Konstanten C1,2, sind die charakte-
ristischen Exponenten µ1,2 maßgebend für die Stabilität der Lösung. Für die in der
Schwingungslehre interessanten Fälle verfügt der charakteristische Exponent über einen
reellen und einen imaginären Anteil. Ist nur ein Realteil positiv, so ist die Lösung (3.76)
instabil. Stabiles Verhalten wird erzielt, wenn alle Realteile kleiner gleich Null sind und
mindestens einer kleiner Null ist. Im Rahmen der Stabilitätsuntersuchung ist besonders
der Übergang von stabil zu instabil entscheidend, so dass periodische (grenzstabile)
Lösungen mit verschwindenden Realteilen µ1,2 = 0 untersucht werden.

Einige periodische Koeffizienten P in der Hillschen Differentialgleichung (3.75) sind ein-
dringender untersucht worden, wobei die spezielle Form

P (t) = P0 + ∆P cos(Ωt) (3.77)

auf die Mathieusche Differentialgleichung führt. Eine weitere Transformation τ = Ωt
erzielt die Normalform der Differentialgleichung in der Mathieuschen Form:

y′′ + (λ+ γ cos(τ)) y = 0, mit λ =
P0

Ω2
und γ =

∆P

Ω2
. (3.78)

Da es sich um eine Transformation der Zeit handelt, wird die zeitliche Ableitung
d/dt = ˙(·) durch das Differential d/dτ = (·)′ nach der dimensionslosen Zeit τ ersetzt.
Strutt und van der Pol [85] haben den Spezialfall (3.77) für (3.75) hinsichtlich der
stabilen und instabilen Parameterbereiche untersucht. Die Ergebnisse fanden Eingang in
das Ince-Strutt-Diagramm in Bild 3.9.

Die Abszisse (λ) beschreibt nach (3.78) die Änderung der Frequenz Ω und die Ordinate
(γ) die Variation der Amplitude ∆P . Das Diagramm ist symmetrisch bzgl. der Abszisse
und deshalb nur für positive γ-Werte abgebildet. Durchgezogene Linien im Diagramm
repräsentieren den Übergang von stabilem zu instabilem Verhalten (grenzstabil). Die Re-
alteile der charakteristischen Exponenten verschwinden auf den Linien. Schraffierte Regio-
nen symbolisieren instabiles Lösungsverhalten der Mathieuschen Differentialgleichung,
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Bild 3.9: Stabilitätskarte nach Ince und Strutt

unschraffierte Regionen stabile Konfigurationen. Instabile Lösungen entlang der Abszisse
(γ = 0) treten bei

λ =
(n

2

)2
, n = 1,2,3, . . . (3.79)

auf. Mit der Stabilitätskarte nach Ince und Strutt werden die Auswirkungen der
Variation von λ und γ verdeutlicht. Diese entsprechen nach (3.76) einer Anpassung der
charakteristischen Exponenten µ1,2 in der Nähe des grenzstabilen Systemverhaltens.

Zunächst betrachtet man die Stabilität entlang der λ-Achse (γ = 0). Mit Ausnahme von
(3.79) ist das System entlang der positiven λ-Achse stabil, für negative λ instabil. Bei
konstantem γ ( 6= 0) und der Variation der Frequenz Ω wechseln sich stabile und insta-
bile Regionen ab. Beginnt die Lösung von (3.78) bspw. in einer instabilen Konfiguration
(λ = 1, γ = 1) und erhöht oder verringert man die Frequenz der parametrischen Anregung
(λ ↑ / ↓), so wird das Verhalten der Lösung u. U. stabil. Im Ince-Strutt-Diagramm
hat sich ein Wechsel aus einem instabilen in einen stabilen Bereich vollzogen. Gleiches
lässt sich für die Variation der normierten Anregungsamplitude γ bei konstantem λ er-
kennen. Der Übergang von stabilem zu instabilem Verhalten (oder anders herum) ist
in dem gewählten Parameterbereich für γ jedoch beschränkter. Generell ist ersichtlich,
dass durch Anpassung der Koeffizienten der parametrischen Anregung eine zunächst in-
stabile Konfiguration stabilisiert werden kann. Für das Beispiel des Schwerependels mit
parametrischer Fadenlänge bedeutet dies, dass eine Stabilisierung der Lastschwingung
durch eine geeignete Wahl der Parameter λ und γ nach Bild 3.9 möglich ist. Klotter [42]
hat darüber hinaus gezeigt, dass die instabilen Regionen der Stabilitätskarte durch die
Berücksichtigung von Dämpfung reduziert werden können.

3.3.4 Koppelschwingungen

Der Einfluss der parametrischen Koeffizienten in einer Schwingungsgleichung wie z. B. in
(3.63) oder (3.78) kann allgemein auch als gekoppelte Schwingungen bezeichnet werden.
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Bei den bisher betrachteten Schwingern ist dies eine einseitige Kopplung. Die periodische
Parameteranregung wirkt sich auf die schwingende Dynamik des Freiheitsgrades aus. Als
Erweiterung werden sich gegenseitig beeinflussende Schwingungen betrachtet, eigentliche
Koppelschwingungen. Die Stärke der Kopplung bestimmt den Beeinflussungsgrad der
Schwingungen untereinander. Generell können die Phänomene von Koppelschwingern
durch Untersuchungen an reduzierten Schwingern (einperiodische Schwingung mit einem
Freiheitsgrad), welche untereinander gekoppelt sind, beleuchtet werden. Mettler [62] hat
u. a. gekoppelte Differentialgleichungen angegeben und untersucht.

Das Schwerependel mit elastischem Faden ist ein solcher Koppelschwinger, Bild 3.10.

c

m

Lφ

g

Bild 3.10: Schwerependel mit elastischem Faden

Elastisches Federverhalten wird über die Steifigkeit c angegeben. Unter Verwendung der
Länge L0 für das Schwerependel in Ruhe können die kinetische und potentielle Energie
ermittelt werden:

Ekin =
1

2
m
(
L2φ̇2 + L̇2

)
, (3.80)

Epot = mgL (1 − cos(φ)) +
1

2
c (L− L0)

2 . (3.81)

Alternativ zur Anwendung des Drallsatzes in (3.62) für die Auslenkung φ und des Im-
pulssatzes für die Fadenlänge L kann man mit den Lagrangeschen Gleichungen zweiter
Art mit (3.80) und (3.81) zu den Bewegungsgleichungen gelangen, siehe Magnus und
Müller [57]. Die vorliegende Pendelgleichung (3.63) wird durch eine differentielle Glei-
chung entlang des Fadens ergänzt:

mL̈+ c (L− L0) −mLφ̇2 +mg (1 − cos(φ)) = 0. (3.82)

Mit der Transformation der Fadenlänge L auf die relative Auslenkung l bzgl. der Länge
in Ruhe L0

L = L0 (1 + l) , (3.83)

der Beschränkung l << 1, sowie den Konstanten

ω2
L =

c

m
, ω2

φ =
g

L0

, (3.84)
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erhält man die transformierten gekoppelten Differentialgleichungen

φ̈+ 2
l̇

1 + l
φ̇+

ω2
φ

1 + l
sin(φ) = 0, (3.85)

l̈ + ω2
Ll − (1 + l) φ̇2 + ω2

φ (1 − cos(φ)) = 0. (3.86)

Beide nichtlineare Bewegungsgleichungen (3.85) und (3.86) enthalten jeweils die verallge-
meinerte Koordinate der anderen Gleichung. Der gegenseitige Einfluss der Schwingungen
ist in Bild 3.11 ersichtlich.
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Bild 3.11: Simulation der gekoppelten nichtlinearen Bewegungsgleichungen (3.63) und
(3.82)

Eine Linearisierung unter Voraussetzung von φ << 1, der bereits getroffenen Annahme
l << 1 → (1 + l) ≈ 1 sowie der einhergehenden Vernachlässigung von nichtlinearen
Termen führt zu vollständig entkoppelten Gleichungen

φ̈+ ω2
φφ = 0, (3.87)

l̈ + ω2
Ll = 0. (3.88)

Da sich das System nach Bild 3.9 insbesondere bei minimal gestörter Ruhelage instabil
verhält, geben die linearen entkoppelten Gleichungen (3.87) und (3.88) die Dynamik des
Schwerependels mit elastischem Faden nicht zuverlässig wieder. Die Kopplung ist durch
die Linearisierung verloren gegangen. Um die Kopplung dennoch zu verdeutlichen, be-
trachtet man die Nachbarbewegungen zum Grundzustand

φ = φ∗ + φ̃, l = l∗ + l̃ (3.89)

und linearisiert hinsichtlich der Nachbarbewegungen (φ̃, l̃), welche signifikant kleiner aus-
fallen, als die Grundbewegungen (φ∗, l∗). Das Ergebnis sind eine gekoppelte sowie eine
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entkoppelte Gleichung:

¨̃φ+ 2
l̇∗

1 + l∗
˙̃φ+

ω2
φ

1 + l∗
φ̃ = 0, (3.90)

¨̃l + ω2
Ll̃ = 0. (3.91)

In der Nachbarbewegung der Auslenkung φ̃ bleibt die Kopplung erhalten, wohingegen
bei der Abweichung l̃ der Einfluss der Auslenkung verschwindet. Beruft man sich auf die
ursprüngliche Form des parametrisch erregten Schwingers (3.73), erkennt man die gemein-

same Struktur der Gleichung mit (3.90). Die Koeffizienten der φ̃ - und ˙̃φ -Terme in (3.90)
sind periodische Parameter mit der Frequenz der Fadenlänge ωL. Mit der partikulären
Lösung für die Grundbewegung des Fadens l = l∗ nach (3.88) (φ = φ∗ = 0)

l = l∗ = l̂ cos(ωL t− ψ) (3.92)

können die parametrischen Koeffizienten p1,2(t) von (3.90) bestimmt werden:

¨̃φ+ p1(t)
˙̃φ+ p2(t) φ̃ = 0, (3.93)

p1(t) = −2 l̂ ωL sin(ωL t− ψ)

1 + l̂ cos(ωL t− ψ)
, p2(t) =

ω2
φ

1 + l̂ cos(ωL t− ψ)
. (3.94)

Die Transformation (3.74) überführt die Differentialgleichung (3.93) in die Hillsche Form.
Mit der Bestimmung des periodischen Parameters P (t) (3.75) erlangt man einen Aus-
druck analog zu (3.77), welcher zur Mathieuschen Differentialgleichung überleitet. In-
stabilitäten treten für ganzzahlige Vielfache der koppelnden Eigenfrequenzen auf, vgl.
(3.79):

λ =

(
ωφ

ωL

)2

↔ ωL =
2ωφ

n
, n = 1,2,3, . . . . (3.95)

Der Beeinflussungsgrad der Koppelschwingungen ist für n = 1 maximal, d. h. ωL = 2ωφ,
und die instabile Region in der Nähe von λ = 1 nimmt für steigende Amplituden der
Anregung l̂ zu (Bild 3.9). Durch die Kopplung der Schwingungen wird die Auslenkung
φ mittels Anregung L angefacht. Es findet ein Energieaustausch von der Längsrichtung
des Fadens in die Richtung des Pendelwinkels (die Gesamtenergie des konservativen Sys-
tems bleibt erhalten) und in umgekehrter Richtung statt. Einmal angestoßen, wird dieser
Hin- und Rücktransport der Energie ohne dissipative Einflüsse nie zum Erliegen kommen
(Bild 3.11). Wie durch die linearisierten Bewegungsgleichungen (3.87), (3.88) dargelegt,
ist die Koppeldynamik nicht mit dem gängigen Verfahren der Betrachtung von kleinen
Bewegungen abzubilden, weshalb im folgenden Abschnitt komplexere Analysemethoden
betrachtet werden sollen4. Mit den hier getroffenen Annahmen ist das dynamische Ver-
halten des Schwerependels mit elastischem Faden vereinfacht durch die Stabilitätskarte
in Bild 3.9 erklärt. Die gekoppelten Differentialgleichungen sind auf eine Differentialglei-
chung mit parametrischer Anregung reduziert worden. Die Stabilitätskarte spiegelt das
Verhalten der Pendelbewegung unabhängig von den Anfangsbedingungen wider.

4Bei der Dynamik des vorliegenden gekoppelten Schwingers handelt es sich nicht um die Überlagerung
von Hauptschwingungen. Vielmehr spielen komplexere Vorgänge der gegenseitigen Beeinflussung eine
Rolle.
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3.4 Modell der Reduzierten Normalform

Die reduzierte Normalform des Schwerependels soll die Kopplung der Differential-
gleichungen (3.63) und (3.82) unter Berücksichtigung der inneren Resonanz ohne die
Einschränkungen aus Abschnitt 3.3 beleuchten. Die Gesamtheit der Koppelgleichungen
wird betrachtet. Ziel der Untersuchung ist die Identifikation der Systemteile, welche für
den Energieaustausch zwischen den beteiligten Bewegungsformen (Moden) verantwortlich
sind. Eine Transformation der Systemgleichungen auf die Normalform ermöglicht nach
Arnold [2], Wiggins [93] oder Guckenheimer und Holmes [24] eine alternative Darstellung
der Dynamik, in der die Kopplungsterme direkt ersichtlich sind.

Die Methodik zur Ermittlung der Normalform wird allgemein dargestellt und anschlie-
ßend auf die Systemdynamik des Raumpendels (räumliches Schwerependel) angewendet.
Abgeleitet von der Struktur der Bewegungsgleichungen wird eine Trennung von aktuierten
und unteraktuierten5 Moden vorgenommen. Dies verringert den Aufwand der analytischen
Operationen und liefert die reduzierte Normalform. Die nachfolgenden Ausführungen sind
hauptsächlich in [76] veröffentlicht und mit Ergänzungen in [47] sowie [46] wiederzufin-
den. Hier wird der Sachverhalt ganzheitlich, inklusive ergänzender Zwischenergebnisse,
dargelegt.

3.4.1 Normalform

Das Lösungsverhalten von nichtlinearen Differentialgleichungen in der Umgebung von
Fixpunkten oder Grenzzykeln kann durch die Transformation der Gleichungen in eine
reduzierte Form abgebildet werden, in der die essentiellen dynamischen Systemeigen-
schaften explizit vorliegen. Diese reduzierte Form wird als Normalform und das Verfahren
zur Ermittlung dieser Darstellung als Normalformmethode bezeichnet. Basierend auf
der Definition eines linearen Operators und dem inneren Produkt im Raum der homo-
genen Polynome im R

n wird die Normalform ermittelt. In der reduzierten Darstellung
finden sich ausschließlich resonante Terme wieder, welche den Kern eines bestimmten
adjungierten linearen Operators im Raum der homogenen Polynome im R

n aufspannen.
Eine ausführliche Darstellung findet sich in den vormals angegebenen Referenzen ([2],
[93], [24]) oder auch bei Olfati-Saber [70], der sich mit der allgemeinen Normalform von
unteraktuierten Systemen befasst.

Betrachtet wird ein autonomes geregeltes nichtlineares System der Form

ẋ(t) = b(x(t)) + σ(x(t))u(t), (3.96)

mit x ∈ R
n, u ∈ R

p (p < n) und den analytischen Funktionen b, σ. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit stellt die Ruhelage b(0) = 0 den nominellen Betriebspunkt ohne Regel-
eingriff dar. Der Ausgangspunkt der Normalformmethode ist ein glattes autonomes Sys-
tem in R

n mit der Ruhelage im Ursprung, welches nach einer Taylor-Reihenentwicklung

5Eine Bewegung wird als unteraktuiert bezeichnet, wenn kein direkter Stelleingriff (Aktor) vorhanden
ist.
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von (3.96) der folgenden Form entspricht:

ẋ = F̃ x + G̃u + b̂(x) + σ̂(x)u, (3.97)

b̂(x) = b[2](x) + b[3](x) + . . . , (3.98)

σ̂(x) = σ[1](x) + σ[2](x) + . . . . (3.99)

Der hochgestellte Index k in b[k] mit k ≥ 2 gibt die Potenz des nichtlinearen homogenen
Polynoms, abhängig von x, an. Ein linearer Anteil b[1] ist bereits durch F̃ x berücksichtigt.
Die entwickelte Systemgleichung (3.97) unterscheidet zwischen linearen F̃ x, G̃u und
nichtlinearen Termen b̂(x), σ̂(x)u. Ein Vektorfeld b[k] in R

n enthält lediglich Terme der
Ordnung k

b[k] =
n∑

i=1

∑

|m|=k

b
[k]
j,m1m2...mn

xm1
1 xm2

2 . . . xmn

n ei, (3.100)

mit dem Einheitsrichtungsvektor ei. Der Ausdruck (3.100) wird als homogenes Vektor-
polynom vom Grad k und der Vektorraum aller homogenen Vektorpolynome vom Grad
k mit n Variablen als Hk

n angegeben.

Der Grundgedanke der Normalformmethode basiert auf einem Wechsel der Variablen von
x zu y durch die Transformation

x = Φ(y) = y + Φ[2](y) + Φ[3](y) + . . . , (3.101)

mit Φ[k](y) ∈ Hk
n. Das sich ergebende System in y ∈ Ψ befindet sich in der Umgebung des

Ursprungs in R
n und ist in seiner Darstellung einfacher als (3.97), wodurch die essentiel-

len dynamischen Eigenschaften besser zu erkennen sind. In der Mathematik wird (3.101)
als bijektive und stetig differenzierbare Abbildung (Diffeomorphismus) bezeichnet, deren
Umkehrabbildung ebenso stetig differenzierbar ist. Angenommen die Normalformreduk-
tion hat bereits bis zur Ordnung k − 1 stattgefunden, dann ergibt sich durch Einsetzen
von (3.101) in (3.97)

ẏ =
[
E + DΦ[k] (y)

]−1 [
F y + F Φ[k] (y) + Gu + b̂ (Φ (y)) + σ̂ (Φ (y)) u

]
.

(3.102)

Als Vereinfachung wird für die Untersuchung von y in der Nähe der Ruhelage
[
E + DΦ[k] (y)

]−1

= E − DΦ[k] (y) + O
(
|y|2k−2

)
(3.103)

als zulässig erachtet, unter Verwendung der n-dimensionalen Einheitsmatrix E und des
Differentialoperators D auf einem Vektorfeld, vgl. (B.1) und (B.2). Das Einsetzen von
(3.103) in (3.102) und Ausdrücken von b̂ sowie σ̂ in formalen Potenzreihen analog zu
(3.98), (3.99) resultiert in:

ẏ =F y + Gu + b[2] (y) + . . .+ b[k−1] (y) + σ[1](y)u + . . .+ σ[k−2](y)u

+
(
b[k](y) + F Φ[k](y) − DΦ[k](y)F y

)
+
(
σ[k−1](y)u− DΦ[k](y)Gu

)

+ O
(
|y,u|k+1

)
. (3.104)
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Eine kompaktere Schreibweise von (3.104) wird mithilfe der Lie-Klammer [·,·] erzielt
(siehe (B.3)):

ẏ =F y + Gu + b[2] (y) + . . .+ b[k−1] (y) + σ[1](y)u + . . .+ σ[k−2](y)u

+
(
b[k](y) +

[
Φ[k](y),F y

])
+
(
σ[k−1](y)u +

[
Φ[k](y),Gu

])

+ O
(
|y,u|k+1

)
(3.105)

und das Einbringen von zusätzlichen Freiheitsgraden in (3.105) durch den Systemeingang

u = α[k](y) + β[k−1](y)v + v (3.106)

führt zur Normalformdarstellung der ursprünglichen Systemdynamik aus (3.97):

ẏ = F y + Gv + b(y) + σ(y)v. (3.107)

Darin enthalten sind die Potenzreihen der resonanten Nichtlinearitäten b(y) und des
Reglereinflusses σ(y)v

b(y) = b[2](y) + b[3](y) + . . . , (3.108)

σ(y)v =
(
σ[1](y) + σ[2](y) + . . .

)
v. (3.109)

Mit der anfänglichen Annahme, dass die Methode der Normalform bereits bis zum Grad
k− 1 durchgeführt worden ist, können folglich die Gleichungen der Ordnung k angegeben
werden:

[
Φ[k](y),F y

]
+ b[k](y) + Gα[k](y) = b[k](y), (3.110)

[
Φ[k](y),Gv

]
+ σ[k−1](y)v + Gβ[k−1](y)v = σ[k−1](y)v. (3.111)

Die Bedingungen (3.110) und (3.111) werden in der Literatur als homologische Glei-
chungen bezeichnet. Sie sind zuerst bei Krener und Kang [44], Talwar und Namachchiva-
ya [86], sowie Talwar u. a. [87] angegeben worden. Mit den homologischen Gleichungen
ist es möglich, die Transformation Φ(y) (3.101) und den Reglereingang u (3.106) so zu
bestimmen, dass möglichst viele Nichtlinearitäten in der Normalform (3.107) verschwin-
den. Die Koeffizienten der Monome vom Grad k werden mit der Lösungsbedingung nach
Elphick u. a. [22] in Hk

n ermittelt. Hauptaufgabe ist die Bestimmung der folgenden Aus-
drücke:

• Ähnlichkeitstransformation Φ(y),

• nichtlineare Normalformterme b[k](y) und Reglereinfluss σ[k−1](y)v,

• Reglerparameter α[k](y) und β[k−1](y).

Zum systematischen Lösen der Bewegungsgleichungen (3.110) und (3.111) wird ein
linearer Vektorraum ausgewählt, zusammen mit einem zugehörigen Operator auf der
Mannigfaltigkeit. Nähere Ausführungen befinden sich in Anhang B. Im bezeichneten
linearen Vektorraum können die homologischen Gleichungen vereinfacht mittels Operatio-
nen der linearen Algebra in einem höherdimensionalen Raum gelöst werden. Gleichzeitig
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wird eine Reduzierung der Problemdimension erzielt. Damit ist das Lösungsverfahren
umrissen. Vor der Anwendung eines weiteren Reduktionsschrittes auf die Normalform-
methode und der anschließenden Betrachtung des Raumpendels werden zunächst noch
einige Annahmen getroffen.

Für eine Reihe technischer Systeme ist eine, vor allem in der Regelungstechnik häufig
verwendete (siehe z. B. Lunze [55]), Trennung von steuerbaren und nicht steuerbaren
Teilsystemen zulässig. In der Mechanik spricht man von unteraktuierten Systemen, bei
denen mindestens eine verallgemeinerte Koordinate nicht direkt von einem Aktor ange-
steuert wird. Um auch transparentere Ausdrücke für die Normalform zu erzielen, wird
der Originalzustand x ∈ R

n in nicht steuerbare xu ∈ R
nu und steuerbare Koordinaten

xc ∈ R
nc unterteilt (nu + nc = n). Die Vektoren in (3.96) werden entsprechend mit

x =

[
xu

xc

]
, (3.112)

b(x) =

[
f(xu,xc)
g(xu,xc)

]
, σ(x) =

[
ν(xu,xc)
µ(xu,xc)

]
(3.113)

wiedergegeben und die Anteile einer Taylor-Reihe in (3.97) mit

F̃ =

[
Ã 0

0 C̃

]
, Ã ∈ R

nu×nu , C̃ ∈ R
nc×nc , G̃ =

[
0

B̃

]
, B̃ ∈ R

nc×p. (3.114)

Das reihenentwickelte Originalsystem (3.97) erscheint mit (3.112), (3.113), (3.114) als

[
ẋu

ẋc

]
=

[
Ã 0

0 C̃

] [
xu

xc

]
+

[
0

B̃

]
u +

[
f(xu,xc)
g(xu,xc)

]
+

[
ν(xu,xc)
µ(xu,xc)

]
u. (3.115)

In gleicher Weise werden die transformierten Größen getrennt dargestellt. Die transfor-
mierten Variablen in separierter Form y = [ξ,η]T enthalten die kritischen linear nicht
steuerbaren ξ sowie die linear steuerbaren Variablen η. Gleichung (3.101) entspricht nun

x =

[
ξ

η

]

︸ ︷︷ ︸
y

+

[
h[k](ξ,η)
ϕ[k](ξ,η)

]

︸ ︷︷ ︸
Φ

[k](y)

, mit h[k] : Rn → R
nu , ϕ[k] : Rn → R

nc , (3.116)

worin h[k] der nichtlinearen Transformation der nicht steuerbaren Variablen vom Grad
k und ϕ[k] der nichtlinearen Transformation der steuerbaren Variablen entsprechen. Bei
Hamzi u. a. [27] findet man eine ähnliche Unterteilung eines geregelten nichtlinearen
Systems mit exakt zwei nicht steuerbaren Moden auf der imaginären Achse. Daher
ist die Untersuchung in [27] auf die Regelung der Bifurkation im Gesamtkontext der
Hopf-Verzweigungen fokussiert und unterscheidet sie folglich von der vorliegenden
allgemeinen Betrachtung.

Substituiert man (3.116) nach (3.110), erhält man durch die Trennung der nicht steuer-
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baren und steuerbaren Variablen zwei Gleichungen:

Ah[k](ξ,η) − ∂h[k]

∂ξ
(ξ,η)Aξ − ∂h[k]

∂η
(ξ,η)C η + f [k](ξ,η) = f[k](ξ,η), (3.117)

C ϕ[k](ξ,η) − ∂ϕ[k]

∂ξ
(ξ,η)Aξ − ∂ϕ[k]

∂η
(ξ,η)C η + g[k](ξ,η) + Bα[k](ξ,η) =

g[k](ξ,η). (3.118)

Die nichtlinearen Ausdrücke f[k] der Normalform können direkt mittels Operationen
der linearen Algebra und basierend auf den Nichtlinearitäten f [k] des Originalsystems
sowie der Transformation h[k] bestimmt werden. Analog erhält man die Normalform-
Nichtlinearitäten g[k] in den steuerbaren Moden, mit der zusätzlichen Flexibilität durch
die Wahl von α[k], das als Parameter des Regeleingriffs u eingeführt wurde. Weitere zwei
Gleichungen folgen aus der zweiten homologischen Gleichung (3.111) mit (3.116):

− ∂h[k]

∂η
(ξ,η)B v + ν [k−1](ξ,η)v = ν [k−1](ξ,η)v, (3.119)

− ∂ϕ[k]

∂η
(ξ,η)B v + Bβ[k−1](ξ,η)v + µ[k−1](ξ,η)v = µ[k−1](ξ,η)v. (3.120)

In Abhängigkeit der nichtlinearen Transformation h[k] des nicht steuerbaren Teilsystems,
des Reglerparameters v und des ursprünglichen bilinearen Terms der Eingangsgröße
ν [k−1] wird der transformierte Term der bilinearen Eingangsgröße ν [k−1] in (3.119)
bestimmt. Der transformierte bilineare Eingangsterm der steuerbaren Variablen µ[k−1]

wird in analoger Weise wie ν [k−1] erwirkt, mit dem zusätzlichen Steuerparameter β[k−1].
Durch eine geeignete Wahl von β[k−1] kann z. B. sichergestellt werden, dass nach (3.120)
keine bilinearen Eingangsterme im steuerbaren Teilsystem entstehen (µ[k−1] = 0).

Die neuen homologischen Gleichungen der unterteilten Systemdynamik (3.117) bis (3.120)
dienen als Ausgangspunkt für die nachstehenden Berechnungen.

3.4.2 Reduzierte Normalform

Ein weitere Reduzierung der Systemdynamik in Normalform (3.107) wird durch die Tren-
nung der nichtlinearen Transformationen h[k], ϕ[k] in der Umgebung der Ruhelage durch-
geführt. Es wird zwischen Monomen mit nicht steuerbaren, steuerbaren und gemischten
Variablen unterschieden (|m| + |q| = k):

h[k](ξ,η) = h(m,0)(ξ) + h(m,q)(ξ,η) + h(0,q)(η), (3.121)

ϕ[k](ξ,η) = ϕ(m,0)(ξ) + ϕ(m,q)(ξ,η) + ϕ(0,q)(η). (3.122)

Die allgemeine Form von h und ϕ für ein nichtlineares Polynom k-ten Grades entspricht:

h(m,q)(ξ,η) =
∑

k

nu∑

i

h
(m,q)
i:m1...mnuq1...qnu

ξm1
1 . . . ξmnu

nu
ηq11 . . . ηqnc

nc
ei, (3.123)

ϕ(m,q)(ξ,η) =
∑

k

nc∑

i

h
(m,q)
i:m1...mnuq1...qnu

ξm1
1 . . . ξmnu

nu
ηq11 . . . ηqnc

nc
ei. (3.124)
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Zusätzliches Sortieren der Nichtlinearitäten f [k], f[k], g[k], g[k] in nicht steuerbare, steuer-
bare und gemischte Anteile sowie die anschließende Substitution zusammen mit (3.121),
(3.122) in die neuen homologischen Gleichungen (3.117) bis (3.120) führt zu vier zunächst
unübersichtlich erscheinenden Gleichungen (im Anhang sind beispielhaft zwei der vier
Gleichungen hinterlegt, (B.10) und (B.11)). Vergleicht man jedoch die gemeinsamen Aus-
drücke der jeweiligen Variablen, so findet man 10 vereinfachte Bedingungen, die un-
abhängig voneinander betrachtet werden sollen. Für die Gleichungen, welche lediglich
nicht steuerbare Variablen ξ berücksichtigen, erhält man:

∂h(m,0)

∂ξ
(ξ)Aξ −Ah(m,0)(ξ) = f (m,0)(ξ) − f(m,0)(ξ), (3.125)

∂ϕ(m,0)

∂ξ
(ξ)Aξ −C ϕ(m,0)(ξ) −Bα(m,0)(ξ) = g(m,0)(ξ) − g(m,0)(ξ). (3.126)

Diese werden mit den Standardmethoden der Normalform gelöst. Im einfachsten Fall hat
F Diagonalgestalt im Raum der komplexen Zahlen. Somit sind A = diag {λ1, . . . ,λnu

},
C = diag {γ1, . . . ,γnc

} und die allgemeinen Resonanzbedingungen können angegeben
werden. Die Resonanzbedingungen geben den Polynomgrad m = |m| der Normalform-
Nichtlinearitäten direkt an und legen dadurch die resonanten Terme in den ursprünglichen
Nichtlinearitäten offen. Basierend auf den Resonanzbedingungen mit dem Skalarprodukt
aus zwei Vektoren 〈·,·〉 und den ursprünglichen Nichtlinearitäten f (m,0), g(m,0) ermittelt
man die nichtlinearen Normalformen f(m,0), g(m,0) sowie die Koeffizienten der Transforma-
tionen

〈λ,m〉 − λs = 0 und h
(m,0)
s:m1...mnu0...0

=
f
(m,0)
s:m1...mnu0...0

〈λ,m〉 − λs
, s = 1,2, . . . ,nu, (3.127)

〈λ,m〉 − γs = 0 und ϕ
(m,0)
s:m1...mnu0...0

=
g
(m,0)
s:m1...mnu0...0

〈λ,m〉 − γs
, s = 1,2, . . . ,nc. (3.128)

Die Transformationen h(m,0), ϕ(m,0) haben keinen Einfluss auf die Regelung. Im Ge-
gensatz dazu kann der Reglerparameter α(m,0) für die Kompensation der Normalform-
Nichtlinearitäten in den steuerbaren Moden η zum Einsatz kommen, vgl. (3.126). Die
übrigen Anteile der Transformation h(m,q), h(0,q), ϕ(m,q), ϕ(0,q) der nicht steuerbaren
und steuerbaren Teilsysteme enthalten die steuerbare Variable η und erfüllen weitere
Lösungsbedingungen. Betrachtet man zunächst die Anteile der Transformation der nicht
steuerbaren Moden mit ausschließlich steuerbaren Variablen h(0,q) so findet man

∂h(0,q)

∂η
(η)C η −Ah(0,q)(η) = f (0,q)(η) − f(0,q)(η), (3.129)

worin die Normalform und die Koeffizienten der Transformation wiederum mittels Reso-
nanzbedingung und ursprünglichen Nichtlinearitäten zu ermitteln sind:

〈γ,q〉 − λs = 0 und h
(0,q)
s:0...0q1...qnc

=
f
(0,q)
s:0...0q1...qnc

〈γ,q〉 − λs
, s = 1,2, . . . ,nc. (3.130)

Weiterhin soll h(0,q) die Bedingung

∂h(0,q)

∂η
(η)B = ν(0,q−1)(η) − ν(0,q−1)(η) (3.131)
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erfüllen, die verschiedene Anteile der Eingangsgrößen berücksichtigt. Für die Transfor-
mation der nicht steuerbaren Moden mit gemischten Variablen h(m,q) extrahiert man aus
(B.10)

∂h(m,q)

∂ξ
(ξ,η)Aξ +

∂h(m,q)

∂η
(ξ,η)C η −Ah(m,q)(ξ,η) = f (m,q)(ξ,η) − f(m,q)(ξ,η),

(3.132)

mit den zugehörigen Gleichungen

〈λ,m〉 + 〈γ,q〉 − λs = 0 und

h(m,q)
s:m1...mnuq1...qnc

=
f
(m,q)
s:m1...mnuq1...qnc

〈λ,m〉 + 〈γ,q〉 − λs
, s = 1,2, . . . ,nu. (3.133)

Eine weitere Bedingung hinsichtlich des Eingangs ist:

∂h(m,q)

∂η
(ξ,η)B = ν(m,q−1)(ξ) − ν(m,q−1)(ξ). (3.134)

Gleichermaßen werden die Transformation der steuerbaren Moden mit steuerbaren und
gemischten Variablen hergeleitet:

∂ϕ(0,q)

∂η
(η)C η −C ϕ(0,q)(η) −Bα(0,q)(η) = g(0,q)(η) − g(0,q)(η), (3.135)

∂ϕ(m,q)

∂ξ
(ξ,η)Aξ +

∂ϕ(m,q)

∂η
(ξ,η)C η −C ϕ(m,q)(ξ,η) −Bα(m,q)(ξ,η)

= g(m,q)(ξ,η) − g(m,q)(ξ,η). (3.136)

Wie zuvor werden die gesuchten Größen ermittelt:

〈γ,q〉 − γs = 0 und ϕ
(0,q)
s:0...0q1...qnc

=
g
(0,q)
s:0...0q1...qnc

〈γ,q〉 − γs
, s = 1,2, . . . ,nc, (3.137)

〈λ,m〉 + 〈γ,q〉 − γs = 0 und

ϕ(m,q)
s:m1...mnuq1...qnc

=
g
(m,q)
s:m1...mnuq1...qnc

〈λ,m〉 + 〈γ,q〉 − γs
, s = 1,2, . . . ,nc. (3.138)

Die verbleibenden zwei Gleichungen (von zehn) sind Eingangsbedingungen an die Trans-
formationsterme der steuerbaren Moden ϕ(0,q), ϕ(m,q):

∂ϕ(0,q)

∂η
(η)B −Bβ(0,q−1)(η) = µ(0,q−1)(η) − µ(0,q−1)(η), (3.139)

∂ϕ(m,q)

∂η
(ξ,η)B −Bβ(m,q−1)(ξ) = µ(m,q−1)(ξ) − µ(m,q−1)(ξ). (3.140)

Der Reglerparameter β(0,q−1) bzw. β(m,q−1) bietet eine Eingriffsmöglichkeit in die
Gleichungen der Transformationen in den steuerbaren Variablen η. Als Ziel eines
Eingriffs kann die Unterdrückung von neuen bilinearen Eingangsgrößen µ(0,q−1), µ(m,q−1)



3 Struktur-Last-Kopplung 73

ausgewiesen werden.

Mit den zehn in diesem Abschnitt hergeleiteten Gleichungen, resultierend aus (3.117) bis
(3.120) und den sortierten Variablen, wird die Normalform für ein autonomes geregeltes
nichtlineares System aus gekoppelten Differentialgleichungen anhand von linearer Algebra
ermittelt. In den häufigsten Fällen führt eine Auswahl aus den zehn Gleichungen bereits
zu den Normalform-transformierten Gleichungen, so dass der Aufwand für die reduzierte
Normalform im Vergleich zur allgemeinen Methode der Normalform drastisch abnimmt.
Ebenso ermöglichen die reduzierten Normalformberechnungen eine separate Transforma-
tion von nicht steuerbarem oder steuerbarem Systemteil, um z. B. nur die Charakteristik
eines Teils des Gesamtsystems zu erhalten. Chen und Della-Dora [12] stellen ebenfalls
Berechnungen zur reduzierten Normalform an. Deren Reduktionsmethode unterscheidet
sich jedoch grundlegend von der hier vorgestellten Methode.

3.4.3 Reduzierte Normalform des Raumpendels

Den Ausgangspunkt für die Bestimmung der reduzierten Normalform des Raumpen-
dels bilden die Differentialgleichungen des räumlichen Schwingers. Im Anschluss folgt die
Transformation der Gleichungen gemäß den Ausführungen des vorangehenden Abschnitts.

Raumpendel

Die Bewegungsgleichungen des Schwerependels (3.63) und (3.82) werden um den
zusätzlichen Freiheitsgrad des Pendelwinkels θ ergänzt. Er beschreibt die Pendelbewe-
gung der Last in der y-z-Ebene hinsichtlich der stabilen Ruhelage des Pendels. Der ur-
sprüngliche Pendelwinkel φ innerhalb der x-z-Ebene verläuft orthogonal zu θ. Die verallge-
meinerten Koordinaten des Raumpendels sind y = [φ, θ, L]T , wie in Bild 3.12 dargestellt.

x

y

z

g

L

m

φ

θ

Bild 3.12: Schematische Darstellung des Raumpendels

Mithilfe der Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art ermittelt man die gekoppelten
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Differentialgleichungen zu

φ̈+ 2
L̇

L
φ̇+ θ̇2 sin(φ) cos(φ) +

g

L
sin(φ) cos(θ) = 0, (3.141)

θ̈ + 2
L̇

L
θ̇ − 2 φ̇ θ̇

sin(φ)

cos(φ)
+
g sin(θ)

L cos(φ)
= 0, (3.142)

L̈− L φ̇2 − L θ̇2 cos2(φ) − g cos(φ) cos(θ) = −F

m
, (3.143)

unter Berücksichtigung der Kraft F im Seil. Die Seillänge der statischen Ruhelage ist L0.
Nimmt man die nachfolgenden Substitutionen in (3.141) bis (3.143) vor

L = L0(1 + l),
1

L
≈ 1

L0

(1 − l),

ω2
φ = ω2

θ =
g

L0

,

F

m
= L0 ω

2
Ll + g,

sin(φ) ≈ φ− φ3

6
, cos(φ) ≈ 1 − φ2

2
,

1

cos(φ)
≈ 1 +

φ2

2

und wendet die Zustandsraumtransformation

φ = ωφx1, φ̇ = ω2
φx2, θ = ωθx3, θ̇ = ω2

θx4, l = ωLx5, l̇ = ω2
Lx6 (3.144)

an, so erhält man die dynamischen Systemgleichungen wie angegeben (Koeffizienten a1...11
im Anhang, (B.12)):

ẋ =




0 ωφ 0 0 0 0
−ωφ 0 0 0 0 0

0 0 0 ωθ 0 0
0 0 −ωθ 0 0 0
0 0 0 0 0 ωL

0 0 0 0 −ωL 0



x +




0
a1x1x5 + a2x2x6

0
a1x3x5 + a2x4x6

0
a9(x

2
2 + x24) + a10(x

2
1 + x23)




+




0
a3x

3
1 + a4x1x

2
3 + a5x1x

2
4 + a6x2x5x6

0
a3x

3
3 + a7x

2
1x3 + a8x1x2x4 + a6x4x5x6

0
a11(x

2
2x5 + x24x5)




+ O
(
|x| ≥ |x|k+1

)
, (3.145)

= F̃ x + b[2](x) + b[3](x) + O
(
|x| ≥ |x|k+1

)
. (3.146)

Ein Reglereingang u ist bisher nicht betrachtet worden. Erweitert man (3.146) um die
Eingangsgrößen u1,2 in den Gleichungen des Seils (ẋ5, ẋ6), so erhält man (bei gleichzeitiger
Vernachlässigung von Termen höherer Ordnung k > 3):

ẋ = F̃ x + b[2](x) + b[3](x) + G̃u, (3.147)

mit G̃ =

[
0

B̃

]
, B̃ =

[
1 0
0 1

]
, u =

[
u1
u2

]
.



3 Struktur-Last-Kopplung 75

Beide Eingänge wirken auf das Seil, wodurch dieser Teil des Systems aktuiert wird. Der
erste Eingang u1 hat Auswirkungen auf die normierte relative Seilgeschwindigkeit ẋ5
und u2 auf die normierte relative Beschleunigung im Seil ẋ6. Anhand von Methoden der
linearen Regelungstechnik ist aus (3.147) zusammen mit (3.114) ersichtlich, dass es sich
bei (Ã, 0) um ein nicht steuerbares und (C̃, B̃) ein steuerbares Teilsystem handelt.
Für eine allgemeine Betrachtung des Raumpendels ist der Eingangsvektor u ∈ R

p=2

zulässig. Am realen System sind Vorgaben für Geschwindigkeit und Beschleunigung in
einer Bewegungsrichtung im Allgemeinen nicht realisierbar.

Das Gleichungssystem (3.147) ist der Ausgangspunkt der reduzierten Normalformuntersu-
chungen am Raumpendel. Es hat die Ordnung n = 6 und den Reglereingang u. Vergleicht
man die kompakte Schreibweise (3.147) mit (3.97), erkennt man die reihenentwickelte
Struktur bis zur Ordnung k = 3. Es liegen lineare Terme F̃ und nichtlineare Terme b̂(x)
vor. Bei der linearen Systemmatrix F̃ fällt sofort die symmetrische Struktur auf. Gucken-
heimer und Holmes [24] schlagen aufgrund dieser Symmetrie einen Koordinatenwechsel
aus dem reellen in den komplexen Zustandsraum vor. Die komplexe Darstellung birgt den
Vorteil, dass die konjugiert komplexen Bewegungsgleichungen direkt aus der Konjugie-
rung der komplexen Bewegungsgleichungen hervorgehen und somit zu unterdrücken sind.
Der rechnerische Aufwand halbiert sich. Mit dem naheliegenden Koordinatenwechsel

x −→ z =




zu1

z̄u1

zu2

z̄u2

zc
z̄c



, z ∈ C

n,

zu1 = x1 + i x2, zu2 = x3 + i x4, zc = x5 + i x6, (3.148)

und unter Berücksichtigung der konjugiert komplexen Größen erhält man

żu1 = − iωφ zu1 + f
[2]
1 (z) + f

[3]
1 (z), (3.149)

żu2 = − iωθ zu2 + f
[2]
2 (z) + f

[3]
2 (z), (3.150)

żc = − iωL zc + g
[2]
1 (z) + g

[3]
1 (z) + u1 + i u2, (3.151)

= − iωL zc + i b1
(
z2u1

+ z2u2
+ z̄2u1

+ z̄2u2

)
+ i b2 (zu1 z̄u1 + zu2 z̄u2)

+ i b3 (zc + z̄c)
(
z2u1

+ z2u2
+ z̄2u1

+ z̄2u2

)
+ i b4 (zc + z̄c) (zu1 z̄u1 + zu2 z̄u2)

+ u1 + i u2. (3.152)

Die Koeffizienten in (3.152) lauten:

b1 =
a10 − a9

4
, b2 =

a9 + a10
2

, b3 = −a11
8
, und b4 =

a11
4
.

Ein Rückblick auf die Herleitung der reduzierten Normalform ruft die Trennung der
nicht steuerbaren und steuerbaren Moden ins Gedächtnis. Diese ist in den komplexen
Bewegungsgleichungen des Systems (3.149) bis (3.151) bereits inbegriffen. Die kom-
plexen Variablen der Auslenkung sind dem nicht steuerbaren Teilsystem zuzuordnen
zu = [zu1 , z̄u1 , zu2 , z̄u2 ]

T , wohingegen zc = [zc, z̄c]
T die steuerbaren Größen darstellt. Der
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lineare Teil des Systems hat eine Diagonalisierung erfahren und das komplexe Gesamt-
system liegt in Anlehnung an (3.115) wie folgt vor:

ż =

[
żu

żc

]
=

[
A 0

0 C

]
z +

[
f [2](z) + f [3](z)
g[2](z) + g[3](z)

]
+

[
0

B

]
u, (3.153)

mit A =

[
A1 0

0 A2

]
, B =

[
1 i
1 −i

]
, ν = µ = 0,

A1 = diag {−iωφ, iωφ} , A2 = diag {−iωθ, iωθ} , C = diag {−iωL, iωL} .

Die Ausführungen zum Schwerependel mit elastischem Faden (Abschnitt 3.3) haben ge-
zeigt, dass eine innere Resonanz im ebenen Schwinger vorliegt. Für einen Beeinflussungs-
grad von n = 1 in (3.95) ergibt sich eine 1:2-Resonanz der Auslenkungen des Pendels mit
den longitudinalen Schwingungen des Fadens:

ωL = 2ωφ.

Das Modell des Raumpendels weist nach Bild 3.12 zwei orthogonale Koordinaten der
Auslenkung auf. Beide verfügen über die innere 1:2-Kopplung mit der Fadenlänge. Die
Bewegungsgleichungen beider Winkel φ und θ in (3.141), (3.142) legen eine weitere inne-
re Kopplung nahe, denn bei beiden findet sich die natürliche Kreisfrequenz des Pendels
ωφ = ωθ wieder. Somit sind die Pendelwinkel zusätzlich durch eine 1:1-Resonanz ver-
knüpft. Im Gesamtsystem des Raumpendels ist letztlich eine 1:1:2 (ωφ : ωθ : ωL) innere
Resonanz vorhanden, welche die Schwingungsfrequenzen der Moden nach ωφ = ωθ = ω
und ωL = 2ω koppelt.

Transformation

Die Transformation des Originalsystems auf die reduzierte Normalform wird exempla-
risch am steuerbaren Teilsystem durchgeführt. Dies verdeutlicht den Vorteil der getrennt
transformierbaren Moden, ohne Beschränkung der allgemeinen Gültigkeit der Bewegungs-
gleichungen. Eine reduzierte Form der Transformation (3.116) wird auf die komplexe Dar-
stellung der Differentialgleichungen des Raumpendels (3.153) angewendet:

x −→ z = Φ(y) = y + Φ[k](y) =

[
ξ

η

]
+

[
0

ϕ[k] (ξ,η)

]
, (3.154)

mit ξ =




ξ1
ξ̄1
ξ2
ξ̄2


 ∈ C

nu=4, η =

[
η
η̄

]
∈ C

nc=2.

In der Komponente der nicht steuerbaren Moden ξ gilt für die nichtlineare Transformati-
on h[k] = 0. Für die Berechnung der transformierten Raumpendelgleichungen betrachtet
man den komplexen Raum der homogenen Polynome in C

n=nu+nc=6 mit den Monomen
ξm1
1 . . . ξ

mnu
nu ηq11 . . . η

qnc
nc = ξm1

1 ξ̄m2
1 ξm3

2 ξ̄m4
2 ηq1 η̄q2 .

Bei Nayfeh und Mook [67] ist im Bezug auf innere Resonanzkopplungen nachzulesen,
dass die dominanten Polynome bei 1:2-Kopplung quadratische und bei 1:1-Kopplung ku-
bische Ordnung haben. Daher behandelt die reduzierte Normalformtransformation des
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Raumpendels mit 1:1:2 innerer Resonanz Nichtlinearitäten bis zur Ordnung k = 3. Das
ursprüngliche Bewegungsverhalten des Systems liegt in (3.153) bereits mit quadratischen
und kubischen nichtlinearen Polynomen vor. Terme höherer Ordnung wirken nicht maß-
gebend auf die Systemdynamik in der Umgebung der Ruhelage des Raumpendels. Die
nichtlineare Transformation der steuerbaren Systemdynamik verfügt ebenfalls über qua-
dratische und kubische Anteile:

ϕ[k] (ξ,η) = ϕ[2] (ξ,η) + ϕ[3] (ξ,η) . (3.155)

Beginnt man an dieser Stelle mit der Transformation durch Einsetzen von (3.154) in
(3.153), erhält man neben linearen Anteilen abermals quadratische und kubische Mono-
me. Die quadratischen Nichtlinearitäten (k = 2) des steuerbaren Teilsystems enthalten
lediglich nicht steuerbare Koordinaten

g[2] (ξ,η) = g(2,0) (ξ) (3.156)

und ein Sortieren der Nichtlinearitäten in nicht steuerbare, steuerbare und gemischte
Monome, analog zu (3.121) und (3.122), entfällt. Aus den zehn Lösungsbedingungen,
welche aus den ursprünglichen homologischen Gleichungen abgeleitet worden sind, gilt es
exakt eine Bedingung zu erfüllen. Für den Fall einer nichtlinearen Transformation des
steuerbaren Subsystems mit nicht steuerbaren quadratischen Variablen kommen (3.126)
mit m = |m| = 2 und (3.128) zum Einsatz (nu = 4, nc = 2):

∂ϕ(2,0)

∂ξ
(ξ)Aξ −C ϕ(2,0)(ξ) −Bα(2,0)(ξ) = g(2,0)(ξ) − g(2,0)(ξ), (3.157)

〈λ,m〉 − γs = 0 und (3.158)

ϕ
(2,0)
s:m1...mnu0...0

=
g
(2,0)
s:m1...mnu0...0

〈λ,m〉 − γs
, s = 1,2. (3.159)

Wählt man den Reglerparameter α(2,0) zu Null, lässt sich (3.157) mit der bekannten
Methodik für die allgemeine Normalform lösen. Die Normalform-Nichtlinearitäten g(2,0)

erhält man mit den Eigenwerten der linearen nicht steuerbaren und steuerbaren Teilsys-
teme

λ =




−iωφ

iωφ

−iωθ

iωθ


 =




−iω
iω
−iω
iω


 , (3.160)

γ =

[
−iωL

iωL

]
=

[
−2 iω
2 iω

]
, (3.161)

aus der Resonanzbedingung (3.158), vgl. die Diagonalgestalt von A und C in (3.153).
Für s = 1 ist

〈λ,m〉 − γ1 = 0 ↔ iω (2 −m1 +m2 −m3 +m4) = 0,

↔ m1∧ 3 = 2, m2,4 = 0, (q1,2 = 0) ,

→ ξm1
1 ξ̄m2

1 ξm3
2 ξ̄m4

2 ηq1 η̄q2 = ξ21 ∧ ξ22 .
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Die Bedingung ist für alle m erfüllt, welche resonante Monome der Ordnung m = 2 erge-
ben. Anders ausgedrückt sind alle Monome der ursprünglichen Nichtlinearitäten auch re-
sonante Normalform-Monome, deren Exponentialordnung die Resonanzbedingung erfüllt.
Alle übrigen ursprünglichen Nichtlinearitäten sind nicht resonant und verschwinden durch
die Normalformtransformation. Sie haben keinen signifikanten Einfluss auf die Systemdy-
namik. Die Gleichung zur Ermittlung der Koeffizienten (3.159) der Normalformtransfor-
mation benutzt die Koeffizienten der nicht resonanten Monome. Bezogen auf das Raum-
pendel erhält man für die koppelnden Monome

g
(2,0)
1 (ξ) = i b1

(
ξ21 + ξ22

)
, (3.162)

g
(2,0)
2 (ξ) = g

(2,0)
1 (ξ) = −i b1

(
ξ̄21 + ξ̄22

)
(3.163)

und

ϕ
(2,0)
1 (ξ) =

b1
4ω

(
ξ̄21 + ξ̄22

)
+

b2
2ω

(
ξ1 ξ̄1 + ξ2 ξ̄2

)
, (3.164)

ϕ
(2,0)
2 (ξ) = ϕ

(2,0)
1 (ξ) =

b1
4ω

(
ξ21 + ξ22

)
+

b2
2ω

(
ξ1 ξ̄1 + ξ2 ξ̄2

)
(3.165)

für die Einträge der Normalformtransformation der steuerbaren Moden.

Die Untersuchung der komplexen Bewegungsgleichung (3.152) hinsichtlich kubischer
Nichtlinearitäten (k = 3) ergibt gemischte Monome mit m = 2 und q = 1, welche auch in
der Darstellung in Normalformkoordinaten y vorkommen:

g[3] (ξ,η) = g(2,1) (ξ,η) . (3.166)

Mit (3.166) kommen die Bedingungen (3.136) sowie (3.140) zur Ermittlung von den ku-
bischen resonanten Monomen und deren Transformation zum Einsatz:

∂ϕ(2,1)

∂ξ
(ξ,η)Aξ +

∂ϕ(2,1)

∂η
(ξ,η)C η −C ϕ(2,1)(ξ,η) −Bα(2,1)(ξ,η)

= g(2,1)(ξ,η) − g(2,1)(ξ,η), (3.167)

∂ϕ(2,1)

∂η
(ξ,η)B −Bβ(2,0)(ξ) = µ(2,0)(ξ) − µ(2,0)(ξ). (3.168)

Die neue Resonanzbedingung und die Gleichung für die Koeffizienten der kubischen Trans-
formation der steuerbaren Moden werden aus (3.167) für α(2,1) = 0 ermittelt

〈λ,m〉 + 〈γ,q〉 − γs = 0 und (3.169)

ϕ(2,1)
s:m1...mnuq1...qnc

=
g
(2,1)
s:m1...mnuq1...qnc

〈λ,m〉 + 〈γ,q〉 − γs
, s = 1,2. (3.170)

Sie führen in gleicher Art und Weise wie bei den quadratischen Termen zu den resonanten
kubischen Monomen

g
(2,1)
1 (ξ,η) = i b4

(
ξ1 ξ̄1 η + ξ2 ξ̄2 η

)
, (3.171)

g
(2,1)
2 (ξ,η) = g

(2,1)
1 (ξ,η) = −i b4

(
ξ1 ξ̄1 η̄ + ξ2 ξ̄2 η̄

)
(3.172)
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sowie den kubischen Transformationstermen

ϕ
(2,1)
1 (ξ,η) = η

[
b3
2ω

(
ξ̄21 + ξ̄22 − ξ21 − ξ22

)]

+ η̄

[
b3
2ω

(
ξ21 + ξ22 +

ξ̄21
3

+
ξ̄22
3

)
+

b4
4ω

(
ξ1 ξ̄1 + ξ2 ξ̄2

)
]
, (3.173)

ϕ
(2,1)
2 (ξ,η) = ϕ

(2,1)
1 (ξ,η). (3.174)

In der Eingangsbedingung (3.168) wird der freie Reglerparameter β(2,0) für die Unter-
drückung von neuen bilinearen Eingangstermen µ(2,0) verwendet, denn ursprüngliche bili-
neare Eingangsmonome µ(2,0)(ξ) treten gemäß (3.152) nicht auf. Somit folgt eine Berech-
nungsvorschrift für den Reglerparameter

∂ϕ(2,1)

∂η
(ξ,η)B −Bβ(2,0)(ξ) = 0 ↔ β(2,0)(ξ) = B−1 ∂ϕ

(2,1)

∂η
(ξ,η)B, (3.175)

mit der komplexen Eingangsmatrix B aus (3.153).

Es bleibt zusammengefasst festzuhalten, dass die nicht steuerbare Systemdynamik un-
verändert erhalten geblieben ist

ξ̇1 = −iω ξ1 + f
[2]
1 (ξ,η) + f

[3]
1 (ξ,η), (3.176)

ξ̇2 = −iω ξ2 + f
[2]
2 (ξ,η) + f

[3]
2 (ξ,η) (3.177)

und die reduzierte Normalform des steuerbaren Teilsystems in der Form

η̇ = −2 iω η + g
[2]
1 (ξ) + g

[3]
1 (ξ,η) + v1 + i v2 (3.178)

aus den ursprünglichen Systemgleichungen (3.149) bis (3.151) und der reduzierten Nor-
malformtransformation

Φ(y) =

[
ξ

η

]
+

[
0

ϕ(2,0) (ξ) + ϕ(2,1) (ξ,η)

]
(3.179)

hervorgegangen ist. Aus lediglich drei Bedingungen (3.157), (3.167) sowie (3.168) können
die resonanten Nichtlinearitäten g[2,3], die Transformationsterme ϕ[2,3] und die Bedin-
gung an den allgemeinen Reglerparameter β(2,0) (3.175) des Raumpendels bestimmt
werden. Anhand der resonanten Monome in (3.178) kann der Einfluss der koppelnden
Koordinatenrichtungen in der Hubbewegung direkt angegeben werden. Es ist gelungen,
den steuerbaren Teil des Raumpendels in eine Systembeschreibung zu überführen, welche
die innere Resonanz mit den verknüpften Bewegungen berücksichtigt. Durch ähnliches
Vorgehen sind die nicht steuerbaren Bewegungen gleichermaßen auf die reduzierte
Normalform transformierbar. Das jedoch spielt im Kontext des Regler-Entwurfs in
Kap. 4 keine Rolle und wird an dieser Stelle übergangen.

Zur Verifikation der ermittelten reduzierten Normalform in (3.178) wird eine
Rücktransformation aus der komplexen Normalformdarstellung y in den Zustands-
raum x vorgenommen. Die inverse Transformation wird gemäß dem Satz der implizi-
ten Funktionen durchgeführt, nachzulesen u. a. bei Kuznetsov [51]. Anschließend wird
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das rücktransformierte System (ohne Reglereingang: u = 0) der reduzierten Normal-
form mit der ursprünglichen Dynamik der normierten relativen Seilbewegung verglichen.
Bild 3.13 stellt die untransformierten Pendelwinkel φ und θ (oben) zusammen mit der
Seilbewegung für das originale und Normalform-transformierte Teilsystem dar (unten).
Beide Kurven der relativen Seillänge sind annähernd identisch. Die Abweichungen sind
vernachlässigbar und haben ihren Ursprung in der Normalformberechnung bis zur Ord-
nung k = 3. Nichtlinearitäten höherer Ordnung werden abgeschnitten. Man spricht auch
von identischen steuerbaren Teilsystemen vor und nach der Normalformtransformation
(3.179). Durch die abgeschnittenen Nichtlinearitäten höherer Ordnung als k = 3 wird
die Normalform streng betrachtet zu ŷ, welches minimal von y abweicht. Murdock [66]
vermutet, dass für die Existenz von ε0 > 0, c > 0 sowie T > 0, so dass 0 < ε < ε0 gilt,
jede Lösung ŷ(t) mit ‖ŷ(0)‖ ≤ ε sich in der Umgebung von y(t) befindet. Die Differenz
‖y(t) − ŷ(t)‖ ≤ cεk ist verschwindend gering, so lange ‖ŷ(t)‖ ≤ 2ε und 0 ≤ t ≤ T/ε erfüllt
sind. Weiterführende Fehlerbetrachtungen sind bei Krener [43] zu finden. Die numerischen
Ergebnisse in Bild 3.13 bestätigen diese Ausführungen zur Bestimmung der reduzierten
Normalform der steuerbaren Bewegung des Raumpendels. Umfangreiche Betrachtungen
zum Raumpendel mit elastischem Faden hat u. a. Lynch [56] angestellt.
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Bild 3.13: Oben: Pendelwinkel; unten: normierte relative Seillängskoordinate (Originalsy-
stem vs. reduzierte Normalform); Parameter: L0 = 6m, φ0 = 10◦, φ̇0 = 5◦/s, θ0 = 5◦, θ̇0 =
10◦/s

3.5 Fazit der Struktur-Last-Kopplung

In diesem Kapitel liegt der Schwerpunkt auf der mechanischen Kopplung von Container-
kranstruktur und angehängter Last. Die Modellierung der Laufkatze am Kranausleger,
des umgeschlagenen Containers und der Tragseile stehen im Zentrum der Untersuchun-
gen. Das Ziel ist die Charakterisierung des dynamischen Einflusses der angehängten
Last auf die Strukturdynamik von Kranen sowie die Erarbeitung von umfangreichem
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Systemverständnis für die gezielte Dämpfung der Lastschwingungen im nachfolgenden
Kapitel.

Ein nichtlineares Modell mit sechs verallgemeinerten Koordinaten, basierend auf trans-
latorischen Freiheitsgraden (x, y, z) und Kardan-Winkeln (α, β, γ), beschreibt die
Dynamik der Last ohne Einschränkungen. Mittels Newton-Euler-Gleichungen werden
aus den kinematischen Beziehungen des Mehrkörpermodells die Bewegungsgleichungen
für die Lastbewegung hergeleitet. Hervorzuheben ist die Formulierung der eingeprägten
Kräfte der Tragseile. Sie beruht auf der visko-elastischen Beschreibung der Seildynamik,
welche im Regelfall für den zeitlichen Verlauf zügig abklingt, gleichzeitig aber auch zu
unstetigen Seilkräften in Extremsituationen führt. Ein Vorteil der Modellierung ist die
Flexibilität der Tragseilführung. Es können beliebige Konfigurationen eingestellt werden
und die Bewegungsgleichungen geben in jedem Fall die Dynamik zuverlässig wieder.

Die Untersuchungen des nichtlinearen Modells mit visko-elastischen Seilen haben lediglich
geringe Nick- und Rollbewegungen während eines Referenz-Umschlagzyklus erkennen
lassen. Die Beschränkung dieser Freiheitsgrade, zusammen mit der Vernachlässigung
von Gierbewegungen, führt zu parallelen längssteifen Seilen. Werden weiterhin die
mittlere Seillänge und die Position der Laufkatze als Eingaben für das Modell betrach-
tet, ist die Bewegung des angehängten Containers eindeutig durch zwei orthogonale
Auslenkungen erfasst. Die Anzahl der verallgemeinerten Koordinaten des reduzierten
nichtlinearen Modells ist von sechs auf zwei reduziert und die numerischen Probleme
der visko-elastischen Seile sind behoben worden. Abermals werden die nichtlinearen
Bewegungsgleichungen mit der Newton-Euler-Methode hergeleitet, welche konkret
die Dynamik einer konzentrierten Masse des Containers aufgehängt an einem mittleren
Tragseil abbildet. Für die Ermittlung der Zwangskräfte wird eine Transformation der
Seilkräfte in einen dreidimensionalen Unterraum vorgenommen. Eine direkte Bestim-
mung aus den Bewegungsgleichungen ist aufgrund der überbestimmten Gleichungen nicht
möglich. Im numerischen Vergleich des reduzierten nichtlinearen und eines linearisierten
Modells wird deutlich, dass die lineare Systembeschreibung nicht in der Lage ist, die
Lastdynamik exakt wiederzugeben.

Das Schwerependel mit elastischem Faden führt die Analyse der konzentrierten aus-
gelenkten Last fort. Der Schwerpunkt liegt zunächst auf ebenen Bewegungen mit
veränderlicher Länge des mittleren Tragseils. Eine Betrachtung mit parametrischer
Fadenlänge beschreibt eine periodische Anregung der Pendelbewegung, gefolgt von
einer Energiebetrachtung, mit dem Resultat des kontinuierlichen Energieeintrags in das
schwingende System. Die Auslenkung der Last nimmt fortlaufend zu. Das Systemverhal-
ten ist instabil. Eine Überführung der Pendelgleichung in die Form der Mathieuschen
Differentialgleichung vermittelt einen Einblick in das Übergangsverhalten von stabiler
zu instabiler Dynamik. Die kopplungsstärkste Instabilität der Lastschwingung tritt bei
doppelter Anregungsfrequenz der parametrischen Fadenlänge im Vergleich zur Schwin-
gungsperiode auf. Eine Analyse beider gekoppelter Differentialgleichungen (Pendel und
Faden) ist nicht ohne Weiteres möglich. Die geschickte Wahl von Annahmen führt wie-
derum zu einer Bewegungsgleichung der pendelnden Last mit periodischen Koeffizienten
in Abhängigkeit der Fadenlänge.
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Für die Charakterisierung der Kopplung von mehreren Differentialgleichungen wird die
reduzierte Normalformmethode eingesetzt. Ausgehend von der bekannten Methodik
der Normalform für autonome geregelte nichtlineare Systeme transformiert man das
aktuierte Teilsystem des Tragseils eines Raumpendels auf die reduzierte Normalform.
Diese identifiziert die maßgebenden quadratischen und kubischen Nichtlinearitäten
der Koordinatenkopplung in den Gleichungen als resonante Monome. Das reduzier-
te Normalform-Verfahren eignet sich in besonderem Maße für die Betrachtung von
unteraktuierten Systemen und die Trennung der Transformation in linear steuerbare
sowie linear nicht steuerbare Subsysteme verletzt die allgemeine Gültigkeit nicht. Unter
Berücksichtigung der inneren 1:1:2-Resonanz des Raumpendels ist der Einfluss der
Pendelwinkel in der Fadengleichung durch die reduzierte Normalform direkt angegeben.

Das abgeschlossene Kapitel vermittelt ausgehend von der umfangreichen nichtlinearen
Modellierung des Mehrkörpermodells und der anschließenden schrittweisen Vereinfachung
des Systems eine ganzheitliche Veranschaulichung der Dynamik sowie der vorliegenden
Resonanz-Phänomene.



Kapitel 4

Lastschwingungsdämpfung bei

Containerkranen

Die Lastschwingungsdämpfung bei Containerkranen beruht auf inneren Resonanzen des
unteraktuierten Kopplungsmodells der Struktur mit der Last. Auf die Ansteuerung der
Laufkatze wird verzichtet. Im Grundlagen-Abschnitt wird zunächst die innere Reso-
nanz mit der Hubbewegung der Last für den Regelungsansatz motiviert, gefolgt vom
Ausschluss der Strukturanregungen durch den Eingriff in die Seillänge. Der Container-
brückenversuchstand am Institut für Mechanik und Meerestechnik bietet die Plattform
zur Validierung. Es werden Aufbau und Systemkomponenten ansatzweise beschrieben,
um im Anschluss den Entwurf der servo-parametrischen Regelung am Versuchsstand zu
untersuchen. Die Erweiterung des Versuchsaufbaus wird durch einen Zustandsbeobach-
ter erzielt. Dieser basiert auf dem reduzierten nichtlinearen Modell aus Abschnitt 3.2 in
einer stochastischen Form und folgt dem Formalismus des Unscented Kalman-Filter.
Die zusätzlich gewonnenen Informationen der Lastauslenkung dienen einer neuen Rege-
lung, entworfen mit den Erkenntnissen der reduzierten Normalform. Alle dokumentierten
Regelungsentwürfe werden am Containerbrückenversuchsstand validiert. Die Ergebnisse
werden dargestellt und diskutiert.

4.1 Grundlagen

Eine Dämpfung der Lastschwingungen bei konstanter Position der Laufkatze, d. h. der
Fixpunkt der pendelnden Last verändert seine Position entlang des Auslegers während
des Regeleingriffs nicht, muss das Hubwerk als Aktuator verwenden. Auf Mechanismen
zur Lastpendeldämpfung durch die gezielte Positionierung der Laufkatze ist im Rahmen
der Darstellung des Stands der Technik hingewiesen worden, vgl. Abschnitt 1.3. Das be-
trachtete unteraktuierte System stellt keinen direkten Eingriff in den Koordinaten der
Lastauslenkung zur Verfügung. Aus den Untersuchungen der Mathieuschen Differential-
gleichung, der Koppelschwingungen und der reduzierten Normalform des Raumpendels ist
jedoch hervorgegangen, dass innere Resonanzen eine Kopplung von Fadenlänge mit den
Auslenkungen erzeugen. Durch Ausnutzen dieser Instabilitäten im Bereich der Resonanz
wird die Seillänge gezielt periodisch verändert, um über die Kopplung Energie aus der
Pendel- in die Hubbewegung zu transformieren. Dieser Ansatz der indirekten Regelung
wird im Anschluss verdeutlicht. Besinnt man sich auf die wesentliche Strukturdynamik der
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Containerkrane in Abschnitt 2.4, so stellt sich die Frage nach dem Einfluss des Lastpen-
delns auf die Strukturschwingungen. Dieser Fragestellung wird ansatzweise nachgegangen.

4.1.1 Regelungsansatz

Der Regelungsansatz greift auf die Energiebetrachtung des Schwerependels mit elas-
tischem Faden im Unterabschnitt 3.3.2 zurück. Der Unterschied besteht in der Umkehrung
der Pendelbewegung. Auf eine maximale Anfangsauslenkung φ01 mit der Fadenlänge L2

folgt beim Durchschreiten der Ruhelage φ = 0 das Absenken der Last auf die Länge L1

und das Fortsetzen der Bewegung bis zur erneuten Auslenkung φ02. Nach einer Halb-
schwingung folgt das Anheben der Last um h = L1 −L2 und nach einer weiteren Viertel-
schwingung ein erneutes Absenken. Die Bewegung ist in Bild 4.1 hinterlegt und entspricht
dem entgegengesetzten Verlauf von Bild 3.8.

m

L1L2φ

g

Bild 4.1: Schwerependel mit invers variierender Fadenlänge L1,2

Entsprechend den Betrachtungen der Energiezunahme im System, wird mit den Glei-
chungen der quadrierten Winkelgeschwindigkeiten

φ̇2
2 =

2g

L2

(1 − cos(φ01)) , (4.1)

φ̇2
1 =

2g

L1

(1 − cos(φ02)) , (4.2)

unter Verwendung von vi = Li φ̇i, dem Drallsatz bzgl. der Ruhelage und (4.1), (4.2)

mL2
1 φ̇1 = mL2

2 φ̇2 ↔ L3
1 (1 − cos(φ02)) = L3

2 (1 − cos(φ01)) , (4.3)

ein Ausdruck für den Betrag der Energie beim Absenken der Last in der Umgebung der
Ruhelage ermittelt:

ES = mgh+
1

2
m
(
v22 − v21

)
, (4.4)

= mg

{
h+ L2 (1 − cos(φ01))

[(
1 − L2

L1

)2
]}

. (4.5)
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Beim Anheben der Last in der Maximalauslenkung φ02 nach einer Halbschwingung ent-
fallen die Winkelgeschwindigkeiten (φ̇1 = φ̇2 = 0) und der Energieausdruck beim Heben
ergibt sich zu:

EH = mgh cos(φ02) . (4.6)

Die Energiedifferenz vom Hub- und Senkvorgang wird mit (3.68) als

∆E = − h (L2
1 + L1L2 + L2

2)

L3
1︸ ︷︷ ︸
k̂

mgL2 (1 − cos(φ01))︸ ︷︷ ︸
Ê01

(4.7)

bestimmt. Das negative Produkt aus geometrischem Faktor k̂ und Anfangsenergie Ê01

verdeutlicht eine negative Bilanz der Systemenergie während einer Halbschwingung. Die
Gesamtenergie des Schwerependels mit elastischem Faden nach einer halben Schwingungs-
periode, gemäß (3.70), und n Halbschwingungen ergibt:

Ê02 = Ê01

(
1 − k̂

)
, (4.8)

Ê0n = Ê01

(
1 − k̂

)n−1

. (4.9)

Nach (4.9) nimmt die Energie im System ab, die Lastschwingungen des Containers sind
gedämpft, obwohl es sich um ein konservatives Modell handelt. Die innere Kopplung der
Auslenkung mit der parametrischen Fadenlänge führt bei entsprechender Einstellung zur
Verringerung der Lastschwingungen. Khajepour und Golnaraghi [38] sowie Khajepour
u. a. [40] stellen am Beispiel eines belasteten Kragbalkens und unter Nutzung einer
inneren Resonanz dar, wie die ortsveränderliche Belastung in der Nähe des freien
Balkenendes zur Dämpfung der Vertikalschwingungen des Gesamtsystems beiträgt. Auch
dabei findet ein Energietransfer von einer unteraktuierten zu einer aktuierten Koordinate
statt.

Eine alternative Betrachtung ist anhand der Pendelgleichung (3.63) möglich. Zur Veran-
schaulichung ist diese erneut angegeben:

φ̈+ 2
L̇

L
φ̇+

g

L
sin(φ) = 0.

Als parametrische Anregung ist der Koeffizient 2L̇/L der Winkelgeschwindigkeit φ̇
identifiziert worden, der generell als Dämpfung gekennzeichnet ist. In der Umgebung
von maximalen Auslenkungen φ0n kehrt sich die Bewegungsrichtung der Last um, die
Winkelgeschwindigkeit φ̇ ist demnach Null. Die parametrische Anregung hat somit
keinen Einfluss auf die Pendelgleichung und die Fadenlänge kann ohne koppelnden
Einfluss von L1 zu L2 verkürzt werden (vgl. Bild 4.1). Beim Durchschreiten der Ruhelage
ist die Geschwindigkeit wiederum maximal, die Fadenlängenänderung koppelt in die
Auslenkung ein, so dass ein Absenken der Last maximal positiv dämpft, wie auch in
Bild 4.1 dargestellt. Diese Argumentation wird durch die obige Energiebetrachtung
bestätigt.
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Falls es möglich ist, eine Regelung zu entwerfen, die das beschriebene Verhalten der Fa-
denlänge nachbildet, so kann die Lastschwingung gedämpft werden. Zwei ausgewählte
Regelungen verwenden innere Resonanzen zur Dämpfung von Lastbewegungen, siehe Ab-
schnitte 4.3 und 4.5.

4.1.2 Einfluss des Lastpendelns auf Strukturschwingungen

Nimmt man eine parallele und längssteife Seilaufhängung der Last an, so kann der Ein-
fluss des Lastpendelns auf die Strukturschwingungen bewertet werden. Ein Vergleich der
strukturellen Eigenschwingung ωz in vertikaler Richtung mit der Kreisfrequenz der schwin-
genden Last ωφ gibt an, ob u. U. eine Resonanzkopplung ωz = 2η ωφ stattfindet. Der
Bewertungsindex η ist in [8] eingeführt worden und stellt die Güte der Resonanzkopplung
in der Umgebung von η = 1 beim maximalen Energietransport dar. Zur Bestimmung der
strukturellen Eigenschwingungen wird das Finite-Elemente-Modell des Containerkrans am
Burchardkai aus Unterabschnitt 2.2.2 durch eine angehängte Last am land- bzw. wasser-
seitigen Ausleger an der Position xm ergänzt (vergleichbar mit Bild 2.6) und eine Modal-
analyse durchgeführt (vgl. Unterabschnitt 2.3.1). Die Strukturbewegungen während des
Containerumschlags resultieren aus den Hauptschwingungen der jeweiligen Kranstruktur.
Bild 4.2 vermittelt einen Eindruck über die Veränderung der ersten Schwingungsfrequen-
zen der CTB-Kranstruktur für veränderte Positionen xm der angehängten Last am Aus-
leger. Weitere Variationen der Parameter des angehängten Pendels (Masse der Last, Stei-
figkeit der Aufhängung) führten zu vergleichbar geringen Veränderungen der Frequenzen,
weshalb auf die Darstellung verzichtet wird. Die geringste Eigenschwingung in vertikaler
Richtung wird mit ωz = 2π fz bezeichnet und die korrespondierende Eigenschwingung
bedingt strukturelle Verformungen bei vorhandenen Lastschwingungen, welche die Reso-
nanzbedingung (ωz = 2η ωφ) erfüllen. Eine Untersuchung der Kopplung hinsichtlich der
Seillänge im Resonanzfall ergibt:

2π fz = 2η ωφ, ω2
φ =

g

L
↔ L =

η2 g

π2 f 2
z

. (4.10)

Mit den Werten der veränderlichen Schwingungsfrequenz fz aus Bild 4.2 ist die resonante
Länge der Lastaufhängung (4.10) in Bild 4.3 angegeben. Für drei unterschiedliche Güten η
fällt auf, dass L in keinem Fall den Wert 1,5m überschreitet. Diese Länge im Vergleich zur
Hubhöhe realer Containerkrane von über 50m (Tab. 2.1) wird als sehr gering eingestuft
und kommt im regulären Umschlagbetrieb nicht vor. Eine Anregung der Strukturdynamik
durch resonante Lastschwingungen ist demnach auszuschließen. Der Gebrauch der inneren
Kopplung von Hub- und Lastbewegung wird durch keine strukturdynamischen Effekte
beschränkt, weshalb mit dem vorgestellten Regelungsansatz fortgefahren werden kann
(siehe auch [48]).

4.2 Containerbrückenversuchsstand

Der Containerbrückenversuchsstand ist speziell für die Untersuchungen zur aktiven
Dämpfung von Lastschwingungen bei Containerkranen entwickelt und installiert worden.
Einige Ausführungen zum mechanischen Aufbau und der Steuerung verdeutlichen die
Funktionalität sowie das Anwendungsfeld der Versuchseinrichtung. Vertiefende Beschrei-
bungen des Aufbaus, elektronischer Komponenten sowie programmiertechnischer Aspekte
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Bild 4.3: Pendellänge L im Resonanzfall
ωz = 2 η ωφ für diverse Lastpositionen xm

zur Inbetriebnahme des Containerbrückenversuchsstands können bei Borrmann [10] ent-
nommen werden.

4.2.1 Mechanischer Aufbau

Der mechanische Aufbau des Containerbrückenversuchsstands am Institut für Mechanik
und Meerestechnik ist in Bild 4.4 wiedergegeben. Zwei parallele Führungsschienen für die
Laufkatze sind an der Hallendecke montiert. Die verbleibende Höhe von 11m stellt die ma-
ximale Hubhöhe des Versuchsstands dar, bei einer Länge der Führungsschienen von 15m.
Aufgrund eines weiteren Deckenkrans beträgt der Verfahrweg im Betrieb 13m. Der an-
gehängte Modellcontainer wiegt ca. 30kg, wobei der Versuchsstand für 150kg Maximallast
ausgelegt worden ist.

Führungsschienen

Antriebsmotor

der Laufkatze

LaufkatzeAntriebsmotor mit Winde

Bild 4.4: Schematische Darstellung des Containerbrückenversuchsstands

Die Laufkatze wird von zwei permanent-erregten Synchronservomotoren mit Raupenan-
trieb bewegt. Ein vorgespannter Zahnriemen greift direkt in die Zahnstangen ein, wel-
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che auf der Gesamtlänge der Führungsschienen angebracht sind. Die Leistung je An-
trieb ist mit 0,88kW (1,4Nm bei 6000U/min) angegeben. Für bestmöglichen Gleich-
lauf werden beide Motoren im Synchronbetrieb angesteuert. Es wird eine Beschleuni-
gung von 4m/s2 erreicht, bei 30kg angehängter Last sowie 270kg Laufkatzgewicht. Die
Höchstgeschwindigkeit beträgt 3m/s. Moderne Laufkatzen auf Containerkranen erzielen
maximal 4m/s. Reale Hubwerke verfügen, wie bereits erwähnt, über zwei (gelegentlich
vier) Winden zum Anheben und Absenken der Container, wohingegen am Container-
brückenversuchsstand je eine Winde pro Hubseil existiert, so dass weitere vier Synchron-
servomotoren verbaut worden sind. Dieser Aufbau ermöglicht eine getrennte Ansteuerung
der Seile für maximale Flexibilität bei der Lastpendeldämpfung. Die Winden schließen
direkt am Getriebe der Servomotoren an, die eine leistungsstärkere Variante der Lauf-
katzantriebe sind (1,41kW bzw. 3Nm bei 6000U/min). Alle Motoren sind mit angeschlos-
senen Planetenradgetrieben zur Drehzahlanpassung sowie Absolutgeber und Haltebremse
ausgestattet. An den Ecken der Oberfläche des Modellcontainers befindet sich je eine Um-
lenkrolle. Jedes Hubseil wird von der Winde kommend über zwei Rollen der Seilführung
auf der Laufkatze nach unten geführt, dort umgelenkt und wiederum nach oben geleitet,
über zwei weitere Rollen, um an einem Kraftsensor fest angeknüpft zu enden. Jeder Kraft-
sensor verfügt über einen Messbereich bis 100N, einen Festanschlag und einen angeschlos-
senen Messverstärker mit Analog-digital-Wandler. Durch die gewählte Seilkonfiguration
entspricht die Ausführung im Labor der Seilführung bei realen Containerkranen. Die inne-
ren Neigungsrollen für die vertikale Seilführung wurden auf einem gemeinsamen Rahmen
montiert und sind drehbar gelagert. Die Neigung der Rollen folgt der Auslenkung des Seils
durch die Bewegung der Last, besonders bei Lastbewegungen außerhalb der Halbebene
unterhalb der Führungsschienen. Das Seil verharrt in allen Betriebssituationen auf den
Rollen. Die Geschwindigkeit beim Anheben und Absenken des Containers beträgt bis zu
3m/s, exakt wie bei Kranen im Hafen.

4.2.2 Steuerung

Die Steuerung der Einrichtung wird gemäß Bild 4.5 über Mehrachssteuereinheit, Echtzeit-
Industriecomputer, Benutzercomputer und Messverstärker der Sensoren vorgenommen.

Mess-
verstärker

Steuer-
einheit

Echtzeit-
computer

Benutzer-
computer

process field bus

local area network

Bild 4.5: Komponenten und Kommunikation der Steuerung

Der Benutzer ist im Netzwerk (local area network, Abk.: LAN) mit dem Echtzeit-
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Computer und der Steuereinheit verbunden. Die Kommunikation im Betrieb zwischen
der Steuereinheit und dem Echtzeitcomputer findet nach dem offenem Feldbusstandard
process field bus (Abk.: Profibus) statt. Die Messwerte der Kraftsensoren sowie aller
Motoren und die Stellsignale werden ausgetauscht. Alle Motoren des Hubwerks und der
Laufkatze werden von einer Siemens SIMOTION D435 Steuereinheit betrieben, in
Kombination mit Siemens SINAMICS S120 Leistungselektronikkomponenten. Die
SIMOTION D435 ist das Kernstück des Versuchsstands und speziell für Mehrachs-
anwendungen konzipiert. Diese Kombination aus Steuerung und Antrieb enthält die
Prozessoreinheit (control unit), die Einspeiseeinheit, das Leistungsteil, Netzfilter sowie die
Synchronservomotoren. In der Prozessoreinheit werden die definierten Funktionalitäten
verwaltet und die Steuerbefehle verarbeitet. Mit Structured Text (SC) entwickelte
Technologieobjekte werden ähnlich wie bei der Programmiersprache Pascal für die
SPS1 übersetzt und von den angesteuerten Komponenten ausgeführt.

Die Benutzervorgaben, die Verarbeitung von Messsignalen und Reglervorgaben an das
System werden über ein zentralisiertes Programm gesteuert, entwickelt mit National

Instruments LabVIEW. Implementiert auf einem Echtzeit-Industriecomputer können
vielschichtige Reglerstrukturen am Containerbrückenversuchsstand getestet werden. Der
Programmablauf während des geregelten Betriebs wird ausschließlich vom Echtzeitcom-
puter vorgegeben. Der vorgelagerte Regelungsentwurf findet üblicherweise auf dem Be-
nutzercomputer statt, unterteilt in drei Phasen:

1. Entwurf und Simulation z. B. mit MATLAB von MathWorks,

2. Übersetzen der MATLAB-Skripte in C-Code und Kompilieren der Regelung zu
einer dynamischen Bibliothek (dynamic link library, Abk.: dll),

3. Bibliothek in LabVIEW-Schnittstelle einbinden.

An den Benutzercomputer werden fortlaufend die angeforderten Ausgaben übermittelt.
Debugging-Funktionalitäten sind ebenso verfügbar. Die Taktrate der Regelungen ist
mit 200Hz begrenzt, bedingt durch die Profibus-Kommunikation der Hardware. Die
Übertragung der Kraftmesswerte, Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung aller
sechs Motoren verläuft via Profibus an das Hauptprogramm auf dem Echtzeitcomputer,
das die Steuerbefehle gleichfalls über das Profibus-Protokoll an die Motoren absetzt.
Der digitale Signalverstärker der Kraftmessungen verknüpft alle vier Sensorwerte und
versendet diese gebündelt.

Der beschriebene Aufbau verfügt über keine Sensorik zur Erfassung der Containerauslen-
kung aus der Ruhelage. Regelmechanismen können ohne eine Erweiterung des bestehenden
Messsystems, durch z. B. eine rechnergestützte Beobachtung von Zuständen, lediglich auf
die Kraftmessungen zur qualitativen Bestimmung der Auslenkung zurückgreifen.

4.3 Servo-parametrische Regelung

Die servo-parametrische Regelung ist in [8], motiviert durch den Entwurf des Modal Coup-
ling Control in [39, 40], hergeleitet worden. Die Validierung an einer aufgehängten Kugel,

1SPS ist die Abkürzung von Speicherprogrammierbare Steuerung.
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dessen Seillänge mittels Hubmodulation variierte, wurde von Hackbarth [25] vorgenom-
men. Die Grundzüge der servo-parametrischen Regelung werden erneut aufgegriffen, um
das Design mit einer alternativen formellen Herangehensweise zu bestätigen. Ergebnisse
am Containerbrückenversuchsstand validieren die alternative Entwurfsmethode und lie-
fern grundlegende Informationen zum geregelten Systemverhalten. Im Hinblick auf kom-
plexere Regelungsentwürfe eignet sich der Entwurf hervorragend zur anschaulichen Dar-
stellung der Grundeigenschaften des geregelten Schwerependels mit elastischem Faden.

4.3.1 Design

Das Design der Regelung basiert auf der Erfüllung der Resonanzbedingung zwischen
den gekoppelten Bewegungen. Energie wird von der ausgelenkten Last zur Hubbewe-
gung transferiert und eine aktive Dissipation in Richtung des Reglereingriffs führt zum
gedämpften Verhalten der Lastbewegung. Bockstedte fundiert den Entwurf der Regelung
auf der Kraft F im Seil, um Rückschlüsse auf die Auslenkung der Last, des linear nicht
steuerbaren Teilsystems, zu ziehen. Es wird nachfolgend gezeigt, dass ein Entwurf mit der
Seilgleichung (3.82) genauso zielführend ist. Die Dynamik des Seils am Schwerependel ist
erneut angegeben:

mL̈+ c (L− L0) −mLφ̇2 +mg (1 − cos(φ)) = 0.

Normiert man die Seilgleichung mit der Last m, substituiert die normierte Steifigkeit mit
der quadrierten Schwingungsfrequenz des Seils c/m = ω2

L und transformiert das Resultat
in die Zustandsraumdarstellung, so ergibt sich:

ẋT =

[
0 1

−ω2
L 0

]

︸ ︷︷ ︸
AT

xT +

[
0
1

]

︸ ︷︷ ︸
BT

[
Lφ̇2 + g (cos(φ) − 1)

]

︸ ︷︷ ︸
u′

, (4.11)

mit xT =

[
L− L0

L̇− L̇ref

]
. (4.12)

Das System in (4.11) liegt bereits in der Regelungsnormalform vor, mit der Systemmatrix
AT , dem Eingangsvektor BT sowie dem Eingang u′. Ist dies nicht der Fall, so muss
das allgemeine System im Zustandsraum mit einer Transformation x = T xT in die
Regelungsnormalform überführt werden (hier: T = E → x = xT ).

Eine gezielte Polzuweisung in einem Regelkreis verändert die Eigenwerte des Gesamtsy-
stems (z. B. Lunze [55]). Da die Eigenwerte maßgebend für die Dynamik des Gesamtsy-
stems sind, kann durch die Anpassung der Reglerparameter stabiles Verhalten erzwungen
werden. Die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises sollen sich in der linken Halb-
ebene der komplexen Ebene befinden. Ausgehend von der linearen Regelstrecke AT x

wird für das vorliegende System (4.11) ein dominantes Polpaar in der linken Halbebe-
ne angestrebt. Es ist zu beachten, dass nicht jede numerische Variante des Polpaares zu
realisierbaren Größen der Systemdynamik führt. Begrenzungen der Stellgrößen limitieren
bspw. die Auswahl. Zusätzlich ist erforderlich, dass alle Zustände bekannt sind. Am Con-
tainerbrückenversuchsstand trifft das am linear steuerbaren Teilsystem des Seils zu. Die
Pole werden durch gezieltes Verändern der Eigenwerte platziert. Der Eingang u′ wird mit

u = u′ − kT xT (4.13)
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in (4.11) ersetzt und führt mit k = [k0,k1]
T zu

ẋT =
(
AT −BT kT

)
xT + BT u

′, (4.14)

=

[
0 1

−a0 − k0 −a1 − k1

]

︸ ︷︷ ︸
A∗

xT +

[
0
1

]
u′. (4.15)

Die Parameter ai entstammen der Systemmatrix AT und lauten a0 = ω2
L sowie a1 = 0.

Für den geschlossenen Regelkreis ist mit (4.14) bzw. (4.15) die Zustandsraumdarstellung
bestimmt. Das charakteristische Polynom der veränderten Systemmatrix A∗ stellt die
neuen Eigenwerte des komplexen Polpaares dar:

p(λ) = det
(
λE −AT + BT kT

)
= 0, (4.16)

welche dem Verhalten eines gedämpften Feder-Masse-Schwingers mit einem Freiheitsgrad
(Bild 4.6) gerecht werden sollen.
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φ

g

Bild 4.6: Gedämpftes Schwerependel mit elastischem Faden

Ein solcher Schwinger mit der Federsteifigkeit c und der Dämpferkonstante d wird mit
den Umformungen in [57] durch ein konjugiert komplexes Polpaar δ1 ± iω1 im charakte-
ristischen Polynom beschrieben:

p(λ) = (λ− δ1 − iω1) (λ− δ1 + iω1) . (4.17)

Der Koeffizientenvergleich von (4.17) mit (4.16) ergibt die benötigte Zustandsrückführung

− kT xT = −
[
δ21 + ω2

1 − ω2
L

−2δ1

]T
xT (4.18)

und letztlich die Repräsentation des angestrebten geschlossenen Regelkreises:

ẋT =

[
0 1

− (δ21 + ω2
1) 2δ1

]
xT +

[
0
1

]
u′. (4.19)
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Die Schwingungsfrequenz des (schwach) gedämpften Feder-Masse-Schwingers ist mit ωL =√
δ21 + ω2

1 angegeben und muss die Resonanzbedingung ωL = 2ωφ erfüllen (ωφ =
√
g/L0).

Bockstedte [8] hat unter Verwendung des Lehrschen Dämpfungsmaßes

D =
−δ1√
δ21 + ω2

1

(4.20)

die Parameter δ1 und ω1 für den geschlossenen Regelkreis

δ1 = −2

√
g D2

L0 (1 − 2D2)
, ω1 = 2

√
g (1 −D2)

L0 (1 − 2D2)
(4.21)

ermittelt. Der Real- und Imaginärteil (4.21) des konjugiert komplexen Polpaares sind von
der Dämpfung D und der Referenzseillänge L0 abhängig. Während des Containerum-
schlags wird die Referenzseillänge L0 für t = 0 durch eine Referenzgeschwindigkeit L̇ref

gemäß L0(t) = L̇ref t+ L0 angepasst. Weiterhin findet man in [8] einen realen Pol δ2 mit

δ2 < 0/s und |δ2| >>
√
δ21 + ω2

1, der links des Polpaares in der komplexen Halbebene wie-
derzufinden ist. Dieser gewährleistet die asymptotische Stabilität des Schwingers im realen
gestörten Regelkreis des Versuchsstands. Das modifizierte charakteristische Polynom in
Anlehnung an (4.17) entspricht:

p(λ) = (λ− δ1 − iω1) (λ− δ1 + iω1) (λ− δ2) . (4.22)

Der Koeffizientenvergleich von (4.22) mit der erweiterten Zustandsraumdarstellung von
(4.15) für xT ∈ R

3 ergibt das Zustandsraummodell des geschlossenen Regelkreises

ẋT =




0 1 0
0 0 1

δ2 (δ21 + ω2
1) − (δ21 + ω2

1 + 2δ1δ2) 2δ1 + δ2


xT , (4.23)

mit xT =




L− L0

L̇− L̇ref

L̈− u′


 . (4.24)

Zusätzlich wird ein Korrekturfaktor κ eingeführt, der in die Resonanzbedingung

ωL = 2κωφ (4.25)

eingeht. Die ursprüngliche 1:2-Abstimmung der gekoppelten Schwingungen ist hinsicht-
lich der linearisierten Schwingungsformen ausgerichtet worden. Mit dem Korrekturfaktor
κ wird die Resonanzbedingung für den nichtlinearen leicht gedämpften Feder-Masse-
Schwinger angeglichen. Bild 4.7 stellt das numerische Ergebnis als x-z-Trajektorie des
geregelten Schwerependels mit elastischem Faden dar. Ausgehend vom Anfangszustand
[φ0, φ̇0, L0, L̇0]

T = [0rad, 0,45rad/s, 5m, 0m/s]T wird das ausgelenkte Schwerependel
durch die Resonanzbedingung (4.25), die Dämpfung D (4.20), den realen Pol δ2
und den Korrekturfaktor κ auf der angegebenen Trajektorie in der Ebene bewegt.
Die servo-parametrische Regelung erzwingt durch die periodische Veränderung der
Seillänge den Energietransfer von der Lastauslenkung zur Hubbewegung bei gleichzeitiger
Energiedissipation. Die Lastauslenkung und die Seillängenänderung nehmen ab. Das un-
teraktuierte Schwerependel wird über die innere Kopplung aktiv gedämpft. Der Einfluss
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der Reglerparameter D und κ ist bereits in [8, 25] untersucht worden. Zusammengefasst
ist hervorzuheben, dass die Dämpfung ausreichend Dynamik der Hubbewegung zulas-
sen soll, bei rechtzeitiger Kompensation des Aktuatoreingriffs (siehe Abschnitt C.1).
Der Korrekturfaktor erweist sich für Werte leicht oberhalb von κ = 1 am wirkungsvollsten.

Die Betrachtung der Energie verdeutlicht das Maß der Lastschwingungdämpfung. Kine-
tische Energie (3.80) und potentielle Energie (3.81) ergeben summiert die Gesamtenergie
des Schwerependels mit elastischem Faden:

E =
1

2
m
(
L2φ̇2 + L̇2

)
+mgL (1 − cos(φ)) +

1

2
c (L− L0)

2 . (4.26)

Mit der Substitution von L = L0(1 + l) und c = ω2
Lm in (4.26) erhält man

E =
1

2
m
[
L2
0 (1 + l)2 φ̇2 + L2

0l̇
2
]

+mgL0 (1 + l) (1 − cos(φ)) +
1

2
mω2

LL
2
0l

2, (4.27)

= E(φ,φ̇,l,l̇),

unter Verwendung der normierten relativen Länge l und der Kreisfrequenz des Seils ωL.
Interessiert ausschließlich die Energie der Pendelbewegung bzw. der Hubbewegung, werden
die nicht relevanten Größen in (4.27) zu Null gesetzt:

Eφ =
E(φ,φ̇,0,0)

m
=

1

2
L2
0φ̇

2 + gL0 (1 − cos(φ)) , (4.28)

El =
E(0,0,l,l̇)

m
=

1

2
L2
0l̇

2 +
1

2
ω2
LL

2
0l

2. (4.29)

Weiterhin sind die Ausdrücke (4.28) und (4.29) hinsichtlich der angehängten Last m
normiert. In Bild 4.8 sind Eφ und El für die geregelte numerische Lastbewegung aus
Bild 4.7 sowie für eine ungeregelte numerische Lastbewegung gezeigt.
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Bild 4.7: Numerisches Ergebnis als Trajek-
torie der geregelten Lastbewegung: δ2 =
4/s, D = 0,15, κ = 1,025, L0 = 5m, L̇ref =
0m/s
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Bild 4.8: Normierte Energien der Pendel-
und Hubbewegung bei geregelter, vgl.
Bild 4.7, und ungeregelter Lastbewegung



94 4.3 Servo-parametrische Regelung

Die Energie der Pendelbewegung Eφ nimmt fortlaufend ab, hervorgerufen durch die reso-
nante Schwingung des Seils. Dafür wird zunächst Energie in die Seilbewegung eingebracht,
El nimmt zu. Im weiteren Verlauf nimmt El wieder ab, die Hubbewegung ist gedämpft und
die Lastschwingungen klingen beständig ab. Beim ungeregelten Schwingen der Last wird
in die Seilrichtung nicht eingegriffen (El = 0m2/s2) und die Energie der Pendelbewegung
Eφ ist konstant. Die Last schwingt ungedämpft.

4.3.2 Ergebnisse

Die Ergebnisse der Untersuchungen am Containerbrückenversuchsstand stellen erstmalig
das geregelte Verhalten eines ausgelenkten Containers dar, aufgehängt an vier Seilen
(siehe Versuchsstandbeschreibung in Abschnitt 4.2). Bisherige experimentelle Unter-
suchungen beschränken sich auf eine einzeln aufgehängte Masse ([8, 25]). Nachfolgend
werden verschiedene Szenarien der aktiven Dämpfung von Lastschwingungen mit und
ohne Hubbewegung diskutiert.

Zunächst werden die Parameter der numerischen Untersuchung aus Bild 4.7 für die servo-
parametrische Regelung am ausgelenkten Container angewendet.
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Bild 4.9: Zeitverläufe der Pendelwinkel φ und der Stellgröße L̇ für geregelte Lastbewegung:
δ2 = 4/s, D = 0,15, κ = 1,025, L0 = 5m, L̇ref = 0m/s

Die Auslenkung des Containermittelpunkts ist für den geregelten (φ) und ungeregelten
(φref ) Vorgang zusammen mit der Seillängenänderung L̇ wiedergegeben. Beim ungeregel-
ten Vorgang führt die Luftreibung automatisch zum Abklingen der Containerschwingung.
Man beobachtet gleichmäßiges Abklingen in φ über der Zeit. Der Aktuator erzeugt
zunächst die resonante Schwingung mit der Frequenz ωL und entzieht durch Zunahme
der Amplitude von L̇ ein Teil der Energie der Lastschwingung. Anschließend dominiert
die Dämpfung in Seilrichtung. Die Hubschwingung nimmt ab und die gekoppelte
Lastschwingungsdämpfung ist weniger wirkungsvoll als zu Beginn. Vergleicht man die
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Ausführungen zum Regelungsansatz (Abschnitt 4.1) mit der variierenden Fadenlänge L1,2

(Bild 4.1), so ergeben sich Analogien zu Bild 4.9. Beim Durchschreiten der Ruhelage wird
der Container abgesenkt (L̇ > 0) und in den Punkten der maximalen bzw. minimalen
Auslenkung angehoben (L̇ < 0). Die Energie im gekoppelten System nimmt kontinuierlich
ab, belegbar durch (4.9) und dem gedämpften Pendelwinkel φ in Bild 4.9.

Eine veränderte und variierende Anfangskonfiguration wird in Bild 4.10 mit modifizier-
ten Reglerparametern angestrengt. Die Referenzlänge des Fadens beträgt L0 = 6m, die
Anfangsauslenkung φ0,1 = 0,2rad bzw. φ0,2 = 0,3rad und die Dämpfung D = 0,03. Der
zusätzliche Pol δ2 = 3,5/s unterliegt einer minimalen Veränderung. Es werden die jewei-
ligen Verläufe der Containerauslenkung φ1,2 bzgl. der Referenzbewegung sowie die Werte
der Seillängenänderung gezeigt.
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Bild 4.10: Zeitverläufe der Pendelwinkel φ1,2 und der Stellgröße L̇1,2 für geregelte Lastbe-
wegung: δ2 = 3,5/s, D = 0,03, κ = 1,025, L0 = 6m, L̇ref = 0m/s

Die servo-parametrische Regelung greift im aktuellen Szenario erst mit Erreichen der
maximalen Anfangsauslenkung in das System ein. Beim Vergleich von unterschiedlichen
Anfangsauslenkungen des Containers ist ersichtlich, dass eine reduzierte Dynamik
gleichzeitig zu einem reduzierten Eingriff in Seilrichtung führt. Während der Stelleingriff
in φ1 (Bild 4.10, links) |L̇1| = 0,5m nicht überschreitet und der Pendelwinkel φ1 im
Vergleich zur Referenz φ1,ref moderat abnimmt, sind Stellgröße und Dämpfung der
Containerschwingung bei φ2 (Bild 4.10, rechts) größer. Das Stellsignal u′ in (4.11)
verdeutlicht den Unterschied. Eine höhere Anfangsauslenkung φ0,2 > φ0,1 hat höhere
Winkelgeschwindigkeiten φ̇2 zur Folge und resultiert in einer zunehmenden Stellgröße.

Als nächstes wird der schwingende Container mit zeitvarianter Referenzseillänge un-
tersucht. Dies repräsentiert das Anheben bzw. Absenken der Last während des Um-
schlags. Zunächst wird der ungeregelte Vorgang mit konstanter Seillängenänderung
L̇ref = −0,2m/s beginnend bei [φ0, φ̇0, L0, L̇0]

T = [0rad, 0,35rad/s, 7m, 0m/s]T betrach-
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tet. Bild 4.11, links, stellt die ebene Trajektorie des Containermittelpunkts während der
Operation dar. Das positive und negative Betragsmaximum der ersten Auslenkung bzgl.
des Fixpunktes der Lastaufhängung ist mit unterbrochenen Linien angedeutet und dient
zur Orientierung für folgende Auslenkungsvorgänge. Der Pendelwinkel φ (rechts oben)
nimmt kontinuierlich zu; die Hubgeschwindigkeit L̇ (rechts unten) ist dabei nach dem
Anfahren konstant.
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Bild 4.11: Trajektorie und Zeitverläufe des Pendelwinkels φ sowie der Stellgröße L̇ für
ungeregelte Lastbewegung mit Hub: L0 = 7m, L̇ref = −0,2m/s

Die Problematik beim Anheben der Last ist offensichtlich. Während der Huboperation
nimmt die Seillänge ab und die Schwingungsfrequenz ωφ zu. Der Vorgang ist instabil,
wie bereits anhand von (3.66) und (4.6) beim Energieeintrag durch Anheben der Last
diskutiert worden ist.

Führt man die Huboperation mit servo-parametrischer Regelung aus, so stellt sich erneut
oszillierendes Verhalten der Seillänge ein, Bild 4.12. Der dargestellte Vorgang ist eine
Superposition der Bilder 4.9 und 4.11. Die Variation der Stellgröße (Bild 4.12, rechts
unten) erzwingt das resonante Schwingen der Seillänge, welches die Energieabnahme
in der Bewegung des ausgelenkten Containers zur Folge hat. Der Mittelwert von L̇ ist
negativ und der Container wird angehoben. Die Zeit zum Erreichen der z = 4m-Grenze
beträgt ca. 20s. Sie liegt über der benötigten Zeit bei konstantem Hub. Am Pendelwinkel
(Bild 4.12, rechts oben) sind die gedämpften Lastschwingungen erkennbar, bei gleichzeiti-
gem Anheben. Mit der servo-parametrischen Regelung wird die ausgelenkte Last indirekt
aktiv gedämpft (vgl. Bild 4.11), für konstante und zeitveränderliche Referenzfadenlängen.

Beschränkend auf die Dämpfung wirken sich geringe Lastbewegungen aus, denn
der Energietransfer über die innere Kopplung erfordert ein Mindestmaß an Dy-
namik. Dies wird durch den Vorgang in Bild 4.13 mit L̇ref = −0,2m/s und
[φ0, φ̇0, L0, L̇0]

T = [0,15rad, 0rad/s, 8m, 0m/s]T bestätigt. Im Vergleich zu Bild 4.12
führt die geringe Anfangsauslenkung zu reduzierten Amplituden des Pendelwinkels sowie
der Winkelgeschwindigkeit und folglich zur reduzierten Stellgröße (Bild 4.13, rechts
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Bild 4.12: Trajektorie und Zeitverläufe des Pendelwinkels φ sowie der Stellgröße L̇ für ge-
regelte Lastbewegung mit Hub: δ2 = 4/s, D = 0,15, κ = 1,025, L0 = 7m, L̇ref = −0,2m/s

unten), obwohl die Dämpfung D = 0,03 deutlich geringer ausfällt. Die unterbrochenen
Begrenzungslinien belegen die konstante maximale Auslenkung des Containers während
des Hubvorgangs.
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Bild 4.13: Trajektorie und Zeitverläufe des Pendelwinkels φ sowie der Stellgröße L̇ für
geregelte Lastbewegung mit Hub: δ2 = 3,5/s, D = 0,03, κ = 1,025, L0 = 8m, L̇ref =
−0,2m/s

Der Entwurf einer servo-parametrischen Regelung nutzt die innere Resonanz im Koppel-
schwinger zur indirekten Dämpfung der Lastschwingung. Ein gedämpfter Feder-Masse-
Schwinger ist die Grundlage für den Regler. Lediglich die Dämpfung D steht als Parame-
ter für die Regelung zur Verfügung, denn die Federsteifigkeit c wird für die Erfüllung der
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Resonanzbedingung herangezogen. Bei geringen Pendelwinkeln reicht die innere Kopplung
nicht aus, um hinreichend Energie zu übertragen. Der Vorteil des vorgestellten Entwurfs
ist das Minimum an Informationen zum Schwingungsverhalten der Last. Die Größe u′

spiegelt die spezifische Kraft im Seil minus der Beschleunigung wider. Somit kann der
Summand der Eingangsgröße als

u′ = Lφ̇2 + g (cos(φ) − 1) =
F −mg

m
+ L̈, (4.30)

unter Verwendung der bekannten Größen (vgl. Abschnitt 4.2) der Seilkraft F = c(L−L0)+
mg und der Seilbeschleunigung L̈ (3.82), wiedergegeben werden. Sensoren zur Erfassung
von φ und φ̇ sind nicht notwendig.

4.4 Zustandsbeobachter

Ein Zustandsbeobachter stellt eine Erweiterung für den Containerbrückenversuchsstand
dar (Abschnitt 4.2). Die exakte Bestimmung des Systemverhaltens während des Betriebs
einer realen Einrichtung ist u. U. sehr kostenintensiv (Vielzahl von Sensoren) und häufig
nicht praktikabel (keine Sensorinstallation möglich). Deshalb sind Messwerte oft nur be-
grenzt verfügbar. Als alternative Methode zur Informationsgewinnung bietet sich die Ver-
wendung eines Zustandsbeobachters an. Dieser verfügt über ein Modell der Regelstrecke
sowie der verwendeten Sensoren. Im Beobachter wird die Systemdynamik in Abhängigkeit
der vorhandenen Messungen parallel zur realen Einrichtung bestimmt. Alle berechneten
Größen, die geschätzten Zustände des Systems, stehen z. B. für die Weiterbehandlung in
einer Regelung zur Verfügung. Für den Beobachterentwurf wird auf die Modellierung des
reduzierten nichtlinearen Modells zurückgegriffen (Abschnitt 3.2). Das Modell der Strecke
ist in (3.48), das der Sensoren in (3.58) angegeben. Im Rahmen der Modellierung ist fest-
gestellt worden, dass die Systemdynamik nichtlineares Verhalten aufweist, weshalb ein
Beobachter zur nichtlinearen Zustandsschätzung herangezogen wird. Das kontinuierlich-
diskrete Unscented Kalman-Filter erfüllt diese Voraussetzung. Nach dem Entwurf des
Zustandsbeobachters für den Containerbrückenversuchsstand wird das verwendete Un-
scented Kalman-Filter dargestellt. Diese Ausführungen folgen den Untersuchungen von
Theis [88]. Zur Validierung des implementierten Beobachters diente ein Messsystem, wel-
ches über optische Marken und eine Kamera verfügt. Die Ergebnisse werden für die Fälle
der ungeregelten und geregelten Systemdynamik diskutiert. Für die Umsetzung am Ver-
suchsstand wird auf Panigrahy [73] verwiesen, sowie auf Mishra [63] und [50] für die
Validierung der Ergebnisse.

4.4.1 Design

Das Design des Zustandsbeobachters baut auf den Modellen des Systems und der Sensorik
auf. Eine Beobachtung des Systems liefert die geschätzten Zustände x̂, die zu den realen
Zuständen x konvergieren, wenn die realen Messwerte z von den geschätzten ẑ erreicht
werden. Das Systemmodell unterliegt der Annahme, dass es das reale System abbildet.
Ein Überblick über die Zusammenhänge gewährt Bild 4.14. Die Stellgröße wird auf das
System und das Modell des Systems angewendet. Informationen zum Systemverhalten
werden vom Sensor aufgenommen und in den Zustandsbeobachter weitergeleitet. Dort
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wird die Differenz des realen und geschätzten Messwerts verstärkt und an das Systemmo-
dell übergeben. Die geschätzten Zustände stehen nach der Auswertung der modellierten
Systemdynamik zum Abgriff bereit. Eine Weiterverarbeitung der geschätzten Zustände
bspw. zur Regelung des realen Systems ist nahe liegend und folgt u. a. bei der Validierung
des Zustandsbeobachters. Zusätzlich ist davon auszugehen, dass reale Systeme und Sen-
soren Störungen ausgesetzt sind, die als Prozess- w und Messrauschen v berücksichtigt
werden.

Stellgröße System Sensor

Rückführ-
verstärkung

System-
modell

Sensor-
model

realer
Zustand

reale
Messung

−

geschätzte
Messung

geschätzter Zustand

Prozess-
rauschen

Mess-
rauschen

Zustandsbeobachter

Bild 4.14: Strecke mit Zustandsbeobachter

Die allgemeinen Filtergleichungen in Anlehnung an (3.48) und (3.58) lauten:

ẋ = f (x,u) + w, (4.31)

zk = hk (xk,uk) + vk. (4.32)

Die Zustände x ∈ R
n (zeitdiskret: xk, zk ∈ R

m) in (3.47) entstammen den verallge-
meinerten Koordinaten y = [φ, θ]T . Entgegen der Modellierung werden die bisher als
Zwangsbedingungen betrachtete Laufkatzposition s und Seillänge l als Stellgröße für das
System angesehen. Dazu gehören neben den zeitvarianten Größen s(t) und l(t) auch deren
erste und zweite Ableitung. Die Stellgröße

u =
[
l, l̇, l̈, s, ṡ, s̈

]T
(4.33)

für das allgemeine nichtlineare System (4.31), (4.32) repräsentiert die Trajektorie der
Containerbewegung, vorgegeben vom Benutzer. Im Zustandsbeobachter, Bild 4.14,
werden zwei Funktionen ausgeführt. Der Prädiktor schätzt kontinuierlich die Zustände
des Systems und der Korrektor modifiziert die aktuelle Schätzung unter Verwendung der
vorliegenden diskreten Messwerte. Für den Betrieb von Versuchseinrichtungen ist erstre-
benswert, dass der Prädiktor (quasi-) kontinuierlich operiert, um zu jedem Zeitpunkt
aktuelle Informationen zum Verhalten des Systems vorliegen zu haben. Messungen sind
dagegen üblicherweise in diskreten Zeitabständen verfügbar, die häufig einem Vielfachen
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der Berechnungsdauer der Systemdynamik entsprechen. Liegen zum aktuellen Zeitpunkt
keine Messwerte vor, wird ausschließlich der Prädiktor ausgeführt. Der Korrektor wird
im nächstmöglichen Durchlauf einbezogen, sobald neue Informationen vorliegen.

Die Wahl des Verfahrens zur Zustandsbeobachtung ist direkt vom Modell des Systems
und der Sensorik abhängig. Besteht die Möglichkeit, das Systemmodell lokal um einen
Betriebspunkt oder global zu linearisieren, favorisiert man lineare Filtermethoden, nach-
zuschlagen bei Kalman [37] und Luenberger [54]. Der Versuch, das reduzierte nichtlineare
System- und Sensormodell zu linearisieren, ist aus den in Abschnitt 3.2 aufgeführten
Gründen gescheitert, weshalb auf eine nichtlineare Beobachterstruktur zurückgegriffen
wird. Die Methodik des Unscented Kalman-Filters basiert auf vollständig nichtlinearen
Gleichungen zum Schätzen der Zustände.

4.4.2 Unscented Kalman-Filter

Das Unscented Kalman-Filter ist vor dem Hintergrund der linearen Filtermethoden von
Kalman und Luenberger vergleichsweise neu. Die Schätzung der Zustände beruht auf
deterministischen (n × 1)-Sigma-Punkten Xi (i = 0, . . . ,2n), angewendet auf die nichtli-
nearen Gleichungen der Modelle des Systems und der Sensoren. Die Sigma-Punkte bilden
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustände ab, ähnlich zum klassischen Kalman-
Filter ([37]). Es wird zunächst die Anwendung der Sigma-Punkte auf (4.31) und (4.32)
aufgezeigt, als Unscented Transformation bezeichnet, gefolgt von der Herleitung der Fil-
tergleichungen zur Zustandsbeobachtung.

Unscented Transformation

Die verwendete Sigma-Punkt-Methode ist die Scaled Unscented Transformation, ent-
wickelt von Julier [35]. Um einen generellen Überblick zu erhalten, überführt man (4.31)
und (4.32) in einen stochastischen Prozess:

ẋp = f (xp) + w, (4.34)

zk = hk (xp,k) + vk. (4.35)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des stochastischen (n × 1)-Prozesses xp ∼ N (x̂,P xx)
wird durch den Mittelwert x̂ und die Kovarianz P xx beschrieben. Es wird davon ausge-
gangen, dass die (p×1)-Stellgröße u und die (m×1)-Messgröße zk jederzeit bekannt sind.
Um der Notation von Julier zu folgen ist es zulässig, den Vektor der Eingangsgrößen u als
festen Bestandteil des Systems zu erachten und folglich in (4.34) sowie (4.35) nicht explizit
anzugeben. Der Zufallsprozess xp wird weiterhin als Satz aus (2n+ 1) Sigma-Punkten X

(xp ∼ X ) mit dem zentralen Sigma-Punkt X 0 = x̂ dargestellt2:

X =
[
x̂ . . . x̂

]
+
√
n+ λ

[
0

√
Pxx −√

Pxx

]
. (4.36)

Mit der Dimension n des Zufallsprozesses und der Skalierung λ wird der Satz von Sigma-
Punkten generiert, der den stochastischen Prozess beschreibt. Gleichung (4.36) verwendet

2Die Wurzel der positiv-definiten Kovarianzmatrix P xx kann bspw. durch die Cholesky- oder Sin-
gulärwertzerlegung berechnet werden.
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die Matrix-Schreibweise von Särkkä [78]. Die i-te Spalte der Sigma-Punkt-Matrix X ver-
weist auf den i-ten Sigma-Punkt X i. Definiert man die Gewichtungsfaktoren

wm =
[
Wm

0 W1 . . . W2n

]T
, mit (4.37)

Wm
0 =

λ

n+ λ
,

W c
0 =

(
λ

n+ λ
+ 1 − α2 + β

)
,

Wi =
1

2 (n+ λ)
, i = 1, . . . ,2n,

unter Zuhilfenahme der Sigma-Punkt-Parameter α und β (vgl. [35]), erhält man Aus-
drücke für den Mittelwert

x̂ = Wm
0 X 0 +

2n∑

i=1

Wi X i (4.38)

und die Kovarianz

P xx = W c
0 (X 0 − x̂) (X 0 − x̂)T +

2n∑

i=1

Wi (X i − x̂) (X i − x̂)T . (4.39)

Die Darstellung der Gewichtungen in einer Matrix lautet:

W =

(
E −

[
wm . . . wm

])




W c
0 0 0 0

0 W1 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 W2n



(
E −

[
wm . . . wm

])T
.

(4.40)

Weiterhin werden die Sigma-Punkte

X =
[
X 0 . . . X 2n

]
(4.41)

mittels (nichtlinearer) Transformation g in den Satz Y überführt:

X
g7→ Y : Y =

[
g(X 0) . . . g(X 2n)

]
=
[
Y0 . . . Y2n

]
. (4.42)

Die (2n + 1) transformierten Sigma-Punkte Y werden spaltenweise transformiert. Der
neue Mittelwert ŷ, die Kovarianz P yy sowie die Korrelationen P xy und P yx werden mit
(4.40) bis (4.42) ermittelt:

ŷ ≈ Y wm, (4.43)

P yy ≈ Y W Y
T , (4.44)

P xy ≈ X W Y
T , (4.45)

P yx ≈ Y W X
T . (4.46)
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Damit ist ein kurzer Einblick in den mathematischen Formalismus der Scaled Unscented
Transformation gewährt worden. Ausführlichere Darstellungen und Anmerkungen sind
den angegebenen Referenzen zu entnehmen. Die Genauigkeit der Transformation ist von
der Anzahl der Sigma-Punkte abhängig. Eine größere Anzahl (> 2n+ 1) führt zu Ergeb-
nissen mit erhöhter Genauigkeit, erfordert aber auch erhöhten Aufwand. Auf der Basis
von (2n+1) Sigma-Punkten ist die Zustandsbeobachtung durch das Unscented Kalman-
Filter ausreichend genau, verglichen mit Ergebnissen des Erweiterten Kalman-Filters3,
siehe Julier und Uhlmann [36]. Eine Erhöhung der Genauigkeit wird durch die Anpassung
der Skalierung λ erzielt.

Filtergleichungen

Die Unscented Transformation ist das Grundgerüst der Filtergleichungen. Der
kontinuierlich-diskrete Filteralgorithmus verwendet die stetige Systembeschreibung (4.34)
sowie das unstetige Sensormodell (4.35). Ausgehend vom aktuellen geschätzten Mittelwert
x̂k−1|+ und den zugeordneten Sigma-Punkten

X1 =
[
x̂k−1|+ . . . x̂k−1|+

]
+
√
n+ λ

[
0
√
P xx,k−1|+ −

√
P xx,k−1|+

]
, (4.47)

erhält man die Wahrscheinlichkeitsverteilung X1 der Systemdynamik f

Y1 = f(X1) . (4.48)

Die nichtlineare Näherung der Ableitungen von Mittelwert und Kovarianz werden durch

˙̂x = Y1 w
m, (4.49)

Ṗ = Y1 W X
T
1 + X 1 W Y

T
1 + Q (4.50)

bestimmt, mithilfe der Kovarianz des Prozessrauschens Q. Die Integration beider Aus-
drücke (4.49) und (4.50) hinsichtlich der Zeit tk−1 bis tk beginnend bei x̂k−1|+ bzw. P k−1|+

x̂k|− =

∫ tk

tk−1

˙̂x dt mit x̂0 = x̂k−1|+, (4.51)

P xx,k|− =

∫ tk

tk−1

Ṗ dt mit P 0 = P k−1|+, (4.52)

resultiert in den geschätzten Größen des Prädiktors x̂k|− sowie P xx,k|−, auch als a priori -
Werte bezeichnet. Diese finden wiederum Verwendung für den Sigma-Punkt-Satz

X2 =
[
x̂k|− . . . x̂k|−

]
+
√
n+ λ

[
0
√

P xx,k|− −
√

P xx,k|−

]
, (4.53)

zum Abbilden des Sensormodells hk als stochastische Größe:

Y2 = hk(X2) . (4.54)

Die Kalman-Verstärkung, definiert durch

Kk = X 2 W Y
T
2

(
Y2 W Y

T
2 + R

)−1
, (4.55)

3Das Erweiterte Kalman-Filter findet häufig für nichtlineare Systemmodelle Anwendung.
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berücksichtigt die a priori Sigma-Punkte X 2, die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Messwerte Y2 sowie die Kovarianz des Messrauschens R. Der Korrektor liefert die a
posteriori -Schätzungen des Mittelwerts sowie der Kovarianz der Zustände:

x̂k|+ = x̂k|− + Kk (zk −Y2 w
m) , (4.56)

P xx,k|+ = P xx,k|− −Kk

(
Y2 W X

T
2

)
. (4.57)

Liegt ein realer Messwert zk zum Zeitpunkt tk vor, so werden die a priori -Schätzungen
durch (4.56) und (4.57) modifiziert und als a posteriori -Größen ausgegeben.

Zur Veranschaulichung der vorgestellten Filterung sind die Gleichungen für das reduzier-
te nichtlineare Modell des Containerbrückenversuchsstands (Abschnitt 3.2) implementiert
worden. Die Mittelwerte der geschätzten Zustände x̂ repräsentieren die verallgemeinerten
Koordinaten y. Für numerische Untersuchungen wird angenommen, dass die Seilkräfte
zk mit einer Frequenz von 10Hz gemessen werden. Der Prädiktor wird mit einer Takt-
frequenz von 100Hz ausgeführt. Beide Taktraten können unabhängig voneinander an die
Anforderungen der realen Versuchseinrichtung angepasst werden. Bild 4.15 stellt die nu-
merisch ermittelten (links) und geschätzten (rechts) Zustände der Pendelwinkel dar. Die
Zustände (φ, θ) vermitteln den idealen Verlauf der ausgelenkten Last. Im Verlauf über
den Anfangszeitraum von t = 0s bis t = 1s ist das Vorgehen der Zustandsbeobachtung
ersichtlich. Von den Ausführungen zur Unscented Transformation ist bekannt, dass die
Beobachtung die Mittelwerte x̂ und Kovarianzen P xx

x̂ = [φ̂, θ̂,
˙̂
φ,

˙̂
θ]T ,

P xx =




σ2
φ 0 0 0

0 σ2
θ 0 0

0 0 σ2
φ̇

0

0 0 0 σ2
θ̇




abbildet (Standardabweichung σ).
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Bild 4.15: Numerischer Vergleich idealer (links) und geschätzter (rechts) Pendelwinkel

Man registriert eine eindeutige Korrelation zwischen den idealen und beobachteten
Zuständen. Die Anfangsbedingungen für die numerische Untersuchung sind identisch mit
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denen aus Bild 3.6, wobei die Anfangsbedingungen des Zustandsbeobachters absichtlich
mit Null initiiert worden sind:

φ̂0 = θ̂0 = 0◦,
˙̂
φ0 =

˙̂
θ0 = 0◦/s,

σφ,0 = σθ,0 =
1◦

180◦
π, σφ̇,0 = σθ̇,0 =

0,5◦s−1

180◦
π.

Die Werte der Beobachterparameter und der Kovarianzmatrizen des Prozess- sowie
Messrauschens sind:

α = 0,5, β = 2, λ = −3,25,

Q =




(
0,1◦s−1

180◦
π
)2

0 0 0

0
(

0,1◦s−1

180◦
π
)2

0 0

0 0
(

0,1◦s−2

180◦
π
)2

0

0 0 0
(

0,1◦s−2

180◦
π
)2




,

R =




(0,2N)2 0 0

0 (0,2N)2 0

0 0 (0,2N)2


 .

Zum Zeitpunkt t1 = 0,1s des ersten Messwertes z1 gleicht der Korrektor die bisheri-
gen a priori -Schätzungen mit der Kalman-Verstärkung (4.55) an den idealen Verlauf
an. Zwischen den Stützmessungen schätzt der Prädiktor den Verlauf der Zustände, dem
Systemmodell (4.49) und (4.51) entsprechend. Da es sich um eine Zustandsbeobachtung,
basierend auf dem idealen simulierten Verlauf der Containerbewegung, handelt, wird der
entworfene Zustandsbeobachter als nächstes am Containerbrückenversuchsstand validiert.

4.4.3 Validierung

Für die Validierung des Beobachterentwurfs ist ein zuverlässiges Referenz-Messsystem
erforderlich. Die Vergleichsmessungen zu den geschätzten Zuständen x̂ müssen aus-
reichend genau sein, nicht aber, wie die Schätzungen, innerhalb des Zeitraums einer
Auswertung vorliegen. Bei der Inbetriebnahme des Zustandsbeobachters am Container-
brückenversuchsstand werden die Referenz-Informationen der Zustände einmalig zum
Einstellen der vorhandenen Beobachterparameter verwendet. Im Anschluss müssen die
geschätzten Zustände mit den Vergleichsmessungen übereinstimmen, um folglich ohne
Referenz-Sensorik und mit drastisch reduziertem Aufwand die Versuchseinrichtung zu be-
treiben. Die Validierung des Zustandsbeobachters wird mittels eines optischen Messsys-
tems vorgenommen, bestehend aus einer Kamera (Basler A602F, 656×491 Bildpunkte)
mit Objektiv (Computa, Brennweite f = 5mm), der elektronischen Bildauswertung sowie
der Berechnung von ebenen Koordinaten ausgewählter Merkmale im Bild. Das Verfahren
ist bei Pick [74] für Stereokameras dokumentiert, welches die planaren Informationen von
mehreren Kameras überlagert und als Ergebnis eine bewegte Szene im Raum darstellt. Bei
der Verwendung einer Kamera werden ausschließlich zweidimensionale Informationen auf-
gezeichnet. Für den Vergleich der geschätzten Zustände mit dem Referenzsystem dienen
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ebene Bewegungen des angehängten Containers. Bild 4.16 stellt den in φ-Richtung ausge-
lenkten Container dar, zusammen mit der Ebene der Schwerpunktbewegungen sowie ei-
ner parallel verschobenen Ebene (grau schattiert). Der Verschiebungsvektor in y-Richtung
lautet:

r∆y = [0, − bC , 0]T . (4.58)

Die schattierte Fläche enthält die Trajektorien der seitlichen Begrenzungsfläche des Con-
tainers, auf der vier kugelförmige Merkmale befestigt sind. Die Merkmale verfügen jeweils
über eine leistungsstarke LED4, deren Licht homogen von der Kugeloberfläche abstrahlt
(Details zum Aufbau in [74]). Kugelförmige Merkmale haben den Vorteil, dass sie im
dreidimensionalen Raum von Kameras als Kreis identifiziert werden. Eine (umgekehrt)
T-förmige Anordnung, Bild 4.16, ermöglicht die eindeutige Zuordnung der Ausrichtung
des Containers im Gegensatz zu gleichverteilten Marken. Die LEDs gewährleisten einen
signifikanten Helligkeitsunterschied zwischen den Merkmalen und den umgebenden Ele-
menten, so dass durch die Ermittlung der Trajektorie der Marken mittels geometrischer
Operationen gleichzeitig die Bewegung des Containerschwerpunkts vorliegt.

O

x
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z g

bC

C

s

l

φ

x
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z

s

l

C ′
S ∆z

cC

cL

φ

Bild 4.16: Schematische Darstellung der Kameraebene

Die identifizierten Merkmale werden durch aufeinander folgende Transformationen aus
den Pixelkoordinaten5, in Sensorkoordinaten, weiter in Kamerakoordinaten, bis zu Welt-
koordinaten in ihren Positionen erfasst ([74]). Das Weltkoordinatensystem O (x,y,z) spie-
gelt die Bewegung der Marken innerhalb der schattierten Fläche wider. Über die bekannten
Positionen der Markierungen an der seitlichen Containerbegrenzung ermittelt man letzt-
lich den Flächenschwerpunkt S des durch die Marken aufgespannten gleichschenkligen
Dreiecks. Bezeichnet ∆z die Strecke vom Flächenschwerpunkt S der Marken zum Punkt

4LED steht im Englischen für light-emitting diode.
5Pixel entstammt dem englischen Wort picture und ist ein Synonym für den Bildpunkt.
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C ′, so erhält man mit (4.58) die räumlichen Koordinaten der Bewegung des Container-
schwerpunkts

rC =




xS
−bC
zS




︸ ︷︷ ︸
rS

−




0
−bC

0


+




0
0

−∆z


 . (4.59)

In (4.59) liegt zugrunde, dass sich der Flächenschwerpunkt rS unterhalb von rC befindet.
Die Berechnungsvorschrift für den Vergleichsmesswert φkam lautet:

φkam = tan−1

(
xS − s

zS − ∆z − cC − cL

)
. (4.60)

Der Nenner in (4.60) entspricht in der Ruhelage (φkam = 0) exakt der Seillänge l. Im
Zähler wird die Position der Laufkatze s von der Koordinate xS abgezogen. Die ra-
diale Referenzgeschwindigkeit φ̇kam erhält man durch numerische Differentiation von φkam.

Als erstes Szenario ist das kontinuierliche Pendeln des Containers untersucht worden. Der
Container wird mit einer Seillänge L0 = 5m ausgelenkt. Die geschätzten Zustände (̂·) und
die gemessenen Referenzgrößen (kam) sind in Bild 4.17 gegenübergestellt.
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Bild 4.17: Vergleich von geschätzten und gemessenen Zuständen am pendelnden Container

Die Parameter (α, β, λ), der Anfangszustand des Beobachters (φ̂0,
˙̂
φ0, σ

2
φ,0, σ

2
φ̇,0

) und die

Kovarianz des Messrauschens R sind identisch mit den Werten zu Bild 4.15. In der Kovari-
anzmatrix des Prozessrauschens für den Beobachterbetrieb am Versuchsstand sind leichte
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Modifikationen zu verzeichnen:

Q =




(
0,1◦s−1

180◦
π
)2

0 0 0

0
(

0,1◦s−1

180◦
π
)2

0 0

0 0
(

0,2◦s−2

180◦
π
)2

0

0 0 0
(

0,2◦s−2

180◦
π
)2




.

Im Verlauf der Auslenkung (Bild 4.17, oben) ist kein Unterschied zwischen der geschätzten
φ̂ und gemessenen Größe φkam ersichtlich. Bei der Winkelgeschwindigkeit (Bild 4.17,
unten) sind nur minimale Unterschiede in den Amplituden zu verzeichnen, die Phase ist
identisch. Das pendelnde Verhalten des Containers wird somit einwandfrei vom Zustands-
beobachter wiedergegeben. In Abschnitt C.2, Bild C.2, ist außerdem die Validierung eines
Referenz-Umschlagzyklus hinterlegt.

Der Containerbrückenversuchstand ist entwickelt worden, um Regelungsstrategien zur
Lastschwingungsdämpfung zu testen. In der Übersicht zur Versuchsstrecke mit Zustands-
beobachter (Bild 4.14) wird zusätzlich eine Regelung an die Stellgröße angeschlossen, siehe
Bild 4.18. Innerhalb der Regelung wird die Stellgröße mit einer weiteren Größe kombiniert,
die auf den geschätzten Zuständen basiert.

Stellgröße Regelung System Sensor

Rückführ-
verstärkung

System-
modell

Sensor-
model

realer
Zustand

reale
Messung

−

geschätzte
Messung

geschätzter Zustand

Prozess-
rauschen

Mess-
rauschen

Zustandsbeobachter

Bild 4.18: Geregelte Strecke mit Zustandsbeobachter

Eine bereits dargelegte Regelungsstrategie ist die servo-parametrische Regelung, vgl. Ab-
schnitt 4.3. Diese verzichtet auf die Auswertung der zur Verfügung stehenden geschätzten
Zustände, verwendet aber die gemessenen Seilkräfte als Indikator für die Auslenkung des
Containers. Der Vorgang des pendelnden Containers mit servo-parametrischer Regelung
in Bild 4.9 ist von der Kamera aufgezeichnet und im Anschluss ausgewertet worden.
Der erneute Vergleich von Beobachtung und Messung in Bild 4.19 belegt, dass auch
beim aktiven Eingriff in die Systemdynamik durch geregelte Seillängenänderungen (L̇ in
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Bild 4.9) die Ergebnisse des Zustandsbeobachters zutreffen.

Am Containerbrückenversuchsstand sind auch Regelungsstrategien für die Position der
Laufkatze umsetzbar. Exemplarisch für zahlreiche Methoden ist der Entwurf von Sawod-
ny [79] untersucht und am Versuchsstand umgesetzt worden. Das Achsreglermodul für
die Krankatzbewegung besteht aus je einer Vorsteuerung für die Stellgröße und die Cou-

lombsche Reibung, einer Zustandsregelung durch Polvorgabe sowie einem Beobachter.
Der ursprüngliche Beobachter ist durch das Unscented Kalman-Filter ersetzt worden.
Als letztes Szenario wird eine Referenz-Umschlagtrajektorie aus [63] als Vorsteuerung für
die Achsregelung der Krankatzbewegung nach [79] herangezogen. In dieser Operation ver-
einen sich die Stellgrößen in s- und l-Richtung mit dem Stellsignal an die Laufkatze aus
der Polzuweisung im Zustandsregler. Maximale Dynamik im Bewegungsablauf des Con-
tainerumschlags ist zu erwarten. Bild 4.20 belegt den erfolgreichen Einsatz der Regelung,
denn minimale Containerauslenkungen sind zu verzeichnen. Die Schätzwerte des Pendel-
winkels und der Winkelgeschwindigkeit weisen kaum Unterschiede zu den Messungen der
Kamera auf, wodurch auch im letzten Testfall eine positive Validierung stattfindet (vgl.
Abschnitt C.2, Bild C.3).
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Bild 4.19: Vergleich von geschätzten und
gemessenen Zuständen am ausgelenkten
Container mit servo-parametrischer Rege-
lung
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Bild 4.20: Vergleich von geschätzten und
gemessenen Zuständen am umgeschlage-
nen Container mit Achsreglermodul für die
Krankatzbewegung

Abschließend ist festzuhalten, dass die Zustandsbeobachtung am Container-
brückenversuchsstand für Lastbewegungen in der Ebene unterhalb der Laufkatze
für verschiedene Testfälle erfolgreich durchgeführt worden ist. Es wird angenommen,
dass der zweite Pendelwinkel des Containers θ sowie überlagerte Schwingungen in φ-
und θ-Richtung auf gleiche Art und Weise zu validieren sind. Der Installations- und
Auswertungsaufwand eines Stereokamera-Referenzsystems ist deutlich höher als für das
vorgestellte System, weshalb auf die Umsetzung verzichtet worden ist. Nachfolgend
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werden die geschätzten Zustände als vorliegende Messungen betrachtet und ohne
ausgewiesene Kennzeichnung der Schätzung (̂·) behandelt.

4.5 Normalform-Regelung

Das Design der Normalform-Regelung greift auf die reduzierte Normalform des Hub-
mechanismus zurück. Die geschätzten Zustände des Unscented Kalman-Filters werden
als gegeben vorausgesetzt. Der Regelungsentwurf wird nachfolgend analysiert und am
Containerbrückenversuchsstand umgesetzt. Ausgewählte Ergebnisse sind dargestellt und
diskutiert.

4.5.1 Design

Die reduzierte Normalform des steuerbaren Systemteils η̇ des Raumpendels mit elas-
tischem Faden und Stellsignal (3.178) ist der Ausgangspunkt des Entwurfs der
Normalform-Regelung:

η̇ = −2iω η + g
[2]
1 (ξ) + g

[3]
1 (ξ,η) + v, mit v = v1 + i v2. (4.61)

Mithilfe der resonanten Kopplungsmonome g
[2]
1 in (3.162) und g

[3]
1 in (3.171) wird Bewe-

gungsenergie aus den nicht steuerbaren in die steuerbare Systemkomponente übertragen
und dort gedämpft. Indirekt führt dieser Vorgang zur Dämpfung der Containerschwin-
gungen, wie bereits ansatzweise durch die servo-parametrische Regelung aufgezeigt wor-
den ist (Abschnitt 4.3). Die begrenzte Flexibilität des servo-parametrischen Entwurfs
durch die Nachbildung eines gedämpften Feder-Masse-Schwingers beschränkt das reso-
nante Dämpfungsverhalten. Daher beschreibt der Abschnitt der Normalform-Regelung
einen allgemeingültigen und einen implementierbaren Entwurf einer Regelungsstrategie,
die direkt bei der inneren Resonanz in (4.61) ansetzt. Es sei angemerkt, dass (4.61) die
angestrebte nichtlineare Differentialgleichung des Aktuators darstellt. Die ursprüngliche
Bewegungsgleichung wird allerdings mit (3.152) wiedergegeben

żc = − 2iω zc + i b1
(
z2u1

+ z2u2
+ z̄2u1

+ z̄2u2

)
+ i b2 (zu1 z̄u1 + zu2 z̄u2)

+ i b3 (zc + z̄c)
(
z2u1

+ z2u2
+ z̄2u1

+ z̄2u2

)
+ i b4 (zc + z̄c) (zu1 z̄u1 + zu2 z̄u2) + u.

(4.62)

Ausgehend von der Darstellung in reduzierter Normalform wird der Reglerausgang v ent-
worfen. Idealerweise überführt der Stelleingriff u = u1 + i u2 das steuerbare Teilsystem
(4.62) in die Form (4.61), so dass ausschließlich die nichtlinearen resonanten Kopplungs-
monome und die gewünschten Regelgrößen vorliegen (lineare Größen bleiben ebenfalls
erhalten). Formell betrachtet steht die Normalform-Regelung in keinem Zusammenhang
mit der Regelungsnormalform (siehe bspw. [55]). Vielmehr entstammt die verwendete
Bezeichnung der zugrunde liegenden nichtlinearen Normalformtransformation der Diffe-
rentialgleichungen des steuerbaren Systemteils.

Allgemeingültiger Entwurf

Der allgemeingültige Entwurf der Regelgröße u unterliegt keiner Beschränkung und lautet:

v = d η + i e2
(
ξ21 + ξ22

)
+ i e3

(
ξ1ξ̄1η + ξ2ξ̄2η

)
+ i α̃[3](y). (4.63)
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Das Stellsignal enthält die Dämpfung d, die Verstärkungen für quadratische e2 und ku-
bische Koppelterme e3 sowie die Störungskompensationen für quadratische und kubische
Nichtlinearitäten α̃[3]. Der Dämpfungsterm dη ist für die Dissipation der Bewegungsener-
gie im Seil zuständig, nachdem die natürliche und zusätzlich verstärkte Kopplung (e2,3)
diese aus den nicht steuerbaren in die steuerbare Systemkomponente transferiert hat. Bei
den Monomen der Verstärkungsterme findet man die resonanten Nichtlinearitäten aus
(3.178) bzw. (3.162) und (3.171) wieder. Die Inverse der Transformation (3.179)

[
ξ

η

]
=

[
zu

zc

]
−
[

0

ϕ(2,0)(zu) + ϕ(2,1)(zu,zc)

]
, (4.64)

angewendet auf die Regelgröße (4.63) und für u in (4.62) substituiert, ergibt die Appro-
ximation des geregelten Originalsystems bis zur Ordnung O(k = 3). Sortiert man die
vorliegenden komplexen Ausdrücke nach resonanten und nicht resonanten Termen, erhält
man die Kompensationsgröße

i α̃[3](z) = d
(
ϕ
(2,0)
1 (zu) + ϕ

(2,1)
1 (zu,zc)

)
− i b1

(
z̄2u1 + z̄2u2

)

− i (b2 + b4 z̄c) (zu1z̄u1 + zu2z̄u2) − i b3 (zc + z̄c)
(
z2u1 + z2u2 + z̄2u1 + z̄2u2

)
,

(4.65)

welche die negativen nicht resonanten Nichtlinearitäten enthält. Alle Größen, die nicht
zur inneren Kopplung beitragen, werden ausgelöscht. Der verbleibende steuerbare Teil
des Raumpendels mit elastischem Faden lautet:

żc = (d− 2iω) zc + i (b1 + e2)
(
z2u1 + z2u2

)
+ i (b4 + e3) zc (zu1z̄u1 + zu2z̄u2) . (4.66)

Gleichung (4.66) besteht aus einem linearen Term mit zusätzlicher Dämpfung sowie reso-
nanter Monome des ursprünglichen Systems und der Regelgröße u. Das geregelte steuer-
bare Teilsystem (4.66) entspricht der Zielvorgabe (4.61) in Normalformkoordinaten. Die
Rücktransformation von (4.63), nach dem inversen Koordinatenwechsel (4.64), in den Zu-
standsraum ergibt die Stellgrößen u1,2 für die ursprünglichen Systemgleichungen (3.147):

u1 = d x5 +

(
a9 − a10

2
− 2e2

)
(x1x2 + x3x4)

−
(a11

4
+ e3

)
x6
(
x21 + x22 + x23 + x24

)
, (4.67)

u2 = d x6 +

(
e2 −

a9 + 3a10
4

+ e3x5 +
a11
4
x5

)(
x21 + x23

)

+

(
−e2 −

3a9 + a10
4

+ e3x5 −
3a11

4
x5

)(
x22 + x24

)
. (4.68)

Die lineare Dämpfung (dx5,6) ist in (4.67), (4.68) neben den Verstärkungen für die Kopp-
lung (Summanden mit e2,3) und den übrigen Kompensationstermen wiederzufinden.

Realisierbarer Entwurf

Der realisierbare Entwurf muss den Anforderungen des Containerbrückenversuchstands
genügen. Das bedeutet, der steuerbare Teil des Raumpendels ist die einzige Möglichkeit,
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Stellgrößen in das System einzubringen. Bei nur einem Aktuator in Seilrichtung ist es
unmöglich, gleichzeitig Stellgrößen für die Geschwindigkeit u1 und die Beschleunigung u2
vorzugeben. Im geregelten ursprünglichen System (3.147) kann folglich entweder die Seil-
geschwindigkeit (ẋ5 = l̇/ωL) oder Seilbeschleunigung (ẋ6 = l̈/ω2

L) geregelt werden. Für
den Entwurf der realisierbaren Normalform-Regelung wird der Systemeingang in die nor-
mierte Beschleunigung des Seils ẋ6 gewählt (u1 = 0, u2 6= 0). Die realisierbare Stellgröße

v = i u2 =
d

2
(η + η̄) + i

e2
2

(
ξ21 + ξ̄21 + ξ22 + ξ̄22

)

+ i
e3
2

(
ξ1ξ̄1η + ξ1ξ̄1η̄ + ξ2ξ̄2η + ξ2ξ̄2η̄

)
+ i α̃[3](y), (4.69)

enthält ausschließlich u2 und ausschließlich reale Ausdrücke. Wie beim allgemeingültigen
Entwurf werden auch beim realisierbaren Entwurf die Dämpfung d, Kopplungsverstärkung
e2,3 und die Störkompensation α̃[3] eingebracht. Eine Substitution der invers transformier-
ten Regelgröße (4.69) (mit (4.64)) in (4.62) identifiziert die realen Störgrößen:

i α̃[3](z) = −i b2 (zu1z̄u1 + zu2z̄u2) . (4.70)

Die Beschränkung der realen Stellgrößen wirkt sich auch auf die Störgrößenkompensation
α̃[k] aus, so dass (4.70) deutlich weniger nicht resonante Nichtlinearitäten auslöscht
als (4.65). Nicht alle störenden Größen werden kompensiert. Einige verbleiben im ur-
sprünglichen System und werden nicht durch das Regelsignal ausgeglichen. Die realisier-
bare Regelung im Zustandsraum lautet:

u1 = 0, (4.71)

u2 = d x6 +

(
d
a10 − a9

8ω
− d

a11
6ω

x5

)
(x1x2 + x3x4)

+

(
e2 −

a9 + a10
2

+ e3x5 − d
a11
48ω

x6

)(
x21 + x23

)

+

(
−e2 −

a9 + a10
2

+ e3x5 + 7d
a11
48ω

x6

)(
x22 + x24

)
. (4.72)

Numerische Simulation

Die numerischen Simulationen vermitteln einen ersten Eindruck der Auswirkungen der
Normalform-Regelung auf das Raumpendel mit elastischem Faden. Für die Untersu-
chungen wird die Taylor-Reihenentwicklung des Systems (3.147) mit dem Regelein-
griff (4.67), (4.68) verwendet. Zu Beginn wird eine ebene Bewegung des Raumpendels
mit Auslenkung in φ-Richtung und L̇ref = 0m/s betrachtet. Der zweite Pendelwinkel
ist nicht angeregt (θ0 = θ̇0 = 0). In Bild 4.21 sind die Pendelwinkel φ, θ zusammen
mit der normierten relativen Seillänge l = (L − L0)/L0 abgebildet. Die nichtlineare Re-
gelung in Seilrichtung reagiert auf die radiale Auslenkung und Winkelgeschwindigkeit
der Last. Die resonante Kopplung der Pendel- mit der Seilbewegung überträgt Ener-
gie und der gedämpfte Aktuator dissipiert sie (Bild 4.21, oben). Die Reglerparameter
d = −1/s sowie e2 = −10/s2 sind willkürlich gewählt, werden im Rahmen der Ana-
lyse der Normalform-Regelung (Abschnitt 4.5.2) aber noch den Anforderungen entspre-
chend eingestellt. Der Verstärkungsparameter für die kubischen Nichtlinearitäten wird



112 4.5 Normalform-Regelung

vernachlässigt (e3 = 0/s3), denn durch die Beschränkung der θ-Koordinate ist das Raum-
pendel in die Form des Schwerependels (3.63), (3.82) überführt worden. Die innere 1:2-
Resonanz macht die Betrachtung der kubischen Systemteile hinfällig, weshalb diese in
(4.67), (4.68) zu Null gesetzt werden. Ohne die Beschränkung des zweiten Pendelwinkels
θ und unter Berücksichtigung von kubischen Nichtlinearitäten (1:1:2 innere Resonanz) re-
sultiert die geregelte Systemdynamik im Verhalten in Bild 4.22. Unterschiede zum ebenen
Fall sind vorhanden. Man erkennt verringertes Dämpfungsvermögen der Pendelbewegun-
gen, denn die Oszillationen des Aktuators verschwinden für t > 10s (Bild 4.22, unten). Die
Ursache der unwirksamen Stellgröße liegt im konstanten Phasenversatz der Pendelwinkel
(Bild 4.22, oben). Die 1:1-Kopplung der nicht steuerbaren Systemteile führt bereits nach
5s zu Kreisbewegungen der Last um die Ruhelage, wodurch sich die Terme der gekop-
pelten Pendelwinkel und Winkelgeschwindigkeiten in der Stellgröße gegenseitig aufheben.
Die Summe der Nichtlinearitäten im geregelten System ergibt Null. Untersuchungen mit
veränderten Anfangsbedingungen führen qualitativ zu gleichen Ergebnissen. Es zeigt sich
die begrenzte Wirksamkeit der Normalform-Regelung durch die innere 1:1-Resonanz. Bei-
de nicht steuerbaren Koordinaten wirken zu gleichen Anteilen auf die Stellgrößen, so dass
die Dämpfung einer Auslenkung zur Anregung der anderen Auslenkung führt6.
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Bild 4.21: Ebene Bewegung des Raumpen-
dels mit Normalform-Regelung: L0 = 6m,
φ0 = 10◦, φ̇0 = 5◦/s, d = −1/s, e2 =
−10/s2, e3 = 0/s3
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Bild 4.22: Räumliche Bewegung des Raum-
pendels mit Normalform-Regelung: L0 =
6m, φ0 = 10◦, φ̇0 = 5◦/s, θ0 = 5◦, θ̇0 =
10◦/s, d = −1/s, e2 = −10/s2, e3 = −10/s3

Für die Analyse der Normalform-Regelung wird die geregelte ebene Bewegung des Raum-
pendels (Schwerependel) mit elastischem Faden untersucht. Die wesentlichen Eigenschaf-
ten sind am reduzierten Problem direkt zugänglich und ein Vergleich mit der servo-
parametrischen Regelung nahe liegend. Der Containerbrückenversuchsstand ist generell
für räumliche Pendelbewegungen ausgelegt. Zunächst ist ausschließlich der ebene Betrieb

6Liegt zwischen beiden Pendelwinkeln keine konstante Phasendifferenz ungleich Null und ungleich
180◦ vor, handelt es sich um eine ebene Bewegung des Raumpendels.
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des Zustandsbeobachters validiert worden, weshalb die Normalform-Regelung auf diesen
Bereich beschränkt wird.

4.5.2 Analyse

Als Voraussetzung für den Entwurf einer Regelung wird die Steuer- und Beobachtbarkeit
des Systems dargelegt. Die Stabilitätsanalyse der Regelung des steuerbaren Systemteils
schließt sich an. Für den stabilen Betrieb der Regelung müssen die Reglerparameter ein-
gestellt werden. Parameterstudien liefern eine Vielzahl an Informationen zum geregelten
Systemverhalten und sind für die Wahl der Parameterwerte herangezogen worden.

Steuer- und Beobachtbarkeit

Die Steuer- und Beobachtbarkeit müssen für den wirkungsvollen Einsatz von Reglern ge-
geben sein. Üblicherweise findet die Überprüfung dieser Kriterien vor dem Regelungsent-
wurf statt. In diesem Fall ist durch die servo-parametrische Regelung (Abschnitt 4.3) sowie
durch den Zustandsbeobachter (Abschnitt 4.4) vorab belegt worden, dass das Schwere-
bzw. Raumpendel mit elastischem Faden steuer- und beobachtbar ist. Für die formelle
Überprüfung wird eine reduzierte Form des Raumpendels, das Schwerependel, mit elas-
tischem Faden herangezogen. Angelehnt an den Aufbau des Versuchsstands mit Pendel-
winkel φ und normierter relativer Seillänge l = L/L0 − 1 resultieren die gekoppelten
Differentialgleichungen (3.63), (3.82) im Zustandsraumsystem




φ̇

φ̈

l̇

l̈




︸ ︷︷ ︸
x

=




φ̇

−2 l̇
1+l
φ̇− ω2

φ

1+l
sin(φ)

l̇

(1 + l)φ̇2 − ω2
Ll − ω2

φ (1 − cos(φ))


+




0
0
0
1


 u

︸ ︷︷ ︸
f(x,u)

. (4.73)

Das Quadrat der Kreisfrequenz der Seilschwingungen folgt aus der normierten Federstei-
figkeit ω2

L = c/m und die Stellgröße u spiegelt den realisierbaren Entwurf der Normalform-
Regelung (4.72) mit Nichtlinearitäten der Ordnung O(k = 2) wider:

u = d l̇ + 4 e2

(
φ2 − φ̇2

ω2
φ

)
− 1

4

(
ω2
φφ

2 + φ̇2
)
− 3

16
d φ φ̇. (4.74)

Die Kopplungsverstärkung e3 und die kubischen Monome finden keine Verwendung. Das
System (4.73) wird in allgemeiner Form

ẋ = f(x,u), (4.75)

y = h(x,u) (4.76)

und unter der Annahme, dass die normierte Seillängenänderung y = h(x) = l̇ als skalare
Ausgangsgröße zur Verfügung steht, um den Arbeitspunkt x0 linearisiert. Das zeitinvari-
ante lineare System

ẋ = Ax + Bu, (4.77)

y = C x + Du (4.78)
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wird anschließend mit den Kriterien von Kalman betrachtet (z. B. bei Lunze [55]).
Verfügt die (n×m)-Steuerbarkeitsmatrix

SS =
[
B AB A2B . . . A(n−1)B

]
(4.79)

über den vollen Spaltenrang Rang(SS) = n und die (m× n)-Beobachtbarkeitsmatrix

SB =




C

CA

C2A
...

C(n−1)A




(4.80)

über den vollen Zeilenrang Rang(SB) = n, ist das System linear steuer- und beobachtbar.
Für (4.75), (4.76) kann gezeigt werden, dass weder die Steuerbarkeitsmatrix SS noch die
Beobachtbarkeitsmatrix SB den vollen Rang haben. Das System ist linear nicht steuerbar
und auch linear nicht beobachtbar. Eine Untersuchung nach Gilbert (vgl. Lunze [55]),
bei der jedem Zustand eine Eigenform zugeordnet wird, identifiziert den linear steuer-
und beobachtbaren Unterraum der Hubbewegung (l, l̇). Dies bestätigt die in (3.113)
vorweggenommene Aufteilung des Zustandsvektors in linear steuer- und nicht steuerbare
Anteile. Für das vorliegende gekoppelte nichtlineare System sind die linearen Methoden
der Steuer- und Beobachtbarkeit nicht hinreichend. Eine erweiterte Betrachtung für
nichtlineare Systeme ist erforderlich.

Die Systembeschreibung (4.75) wird als affines System

ẋ = f(x) +

p∑

i=1

gi(x) ui, mit p = 1 → u1 = u, (4.81)

g1(x) = g1 =




0
0
0
1


 , f(x) =




φ̇

−2 l̇
1+l
φ̇− ω2

φ

1+l
sin(φ)

l̇

(1 + l)φ̇2 − ω2
Ll − ω2

φ (1 − cos(φ))


 ,

umgeschrieben. Bei Isidori [32] ist angegeben, dass Steuerbarkeit für nichtlineare Systeme
nur bei driftfreien (f(x) = 0) Beschreibungen (4.81) ausgewiesen werden kann. Unter der
Berücksichtigung von Drifttermen ist die lokale Erreichbarkeit als abgeschwächte Form
der Steuerbarkeit nachweisbar. Die Erreichbarkeitsmatrix des nichtlinearen Systems ist
definiert durch

SS =
[
g1 . . . g2

[
gi, gj

]
. . . adk

gi
gj . . . [f , gi] . . . adk

f gi . . .
]
, (4.82)

adk
f gi =

[
f , adk−1

f gi

]
, ad1

f gi = [f , gi] ,

ausgedrückt mit (wiederholten) Lie-Klammern. Für das gegebene affine System (4.81)
bestimmt man

SS =
[
g1 [f , g1] ad2

f g1 ad3
f g1

]
. (4.83)
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Der Rang der Erreichbarkeitsmatrix Rang(SS) = n ist vollständig, bei φ 6= 0, φ̇ 6= 0.
Das Schwerependel mit geregeltem elastischem Faden ist bei ausgelenkter Last lokal
erreichbar. Befindet sich der Container in Ruhe (φ = φ̇ = 0), ist Rang(SS) = 2 und
(4.81) nicht lokal erreichbar.

Für die Analyse der lokalen Beobachtbarkeit des nichtlinearen Systems (4.75), (4.76) ver-
nachlässigt man die Störung u. Ist ein ungestörtes System beobachtbar, so kann auch der
Nachweis für das gestörte System erbracht werden. Der skalare Ausgang beträgt aber-
mals h(x) = l̇. Die lokale Beobachtbarkeitsmatrix in der Umgebung des Arbeitspunkts
x0 lautet:

SB(x0) =
∂q(x0)

∂x

∣∣∣∣
x=x0

, (4.84)

q(x0) =




h
L1
f h

L2
f h
...

Ln−1
f h



, Ln−1

f h = L1
f Ln−2

f h, L1
f h =

∂h

∂x
f .

Es kann gezeigt werden, dass lokale Beobachtbarkeit vorliegt (Rang(SB) = n), wenn der
Container sich nicht im Zustand [0, 0, l, l̇]T befindet. Tritt dieser Fall ein, ist ein Zustand
x0 nicht eindeutig einer Messung h(x0) zuzuordnen und das System ist nicht lokal beob-
achtbar.

Stabilität

Das dynamische Verhalten des geregelten Systems muss stabil sein und daher ist die Stabi-
litätsanalyse der Regelung unbedingt notwendig. Lineare Systeme werden durch die Posi-
tion der Eigenwerte in der komplexen Ebene charakterisiert. Befinden sich alle Eigenwerte
des Gesamtsystems (geregelte Strecke mit Rückführung) in der linken Halbebene, ist das
Gesamtübertragungsverhalten global asymptotisch stabil. Sind die Eigenwerte konjugiert
komplex und befinden sich auf der imaginären Achse (Realteile gleich Null), handelt es
sich um ein grenzstabiles System. Der Stabilitätsnachweis geregelter nichtlinearer Systeme
erfordert die Berücksichtigung der Nichtlinearitäten. Die direkte Methode nach Ljapu-

nov bietet sich an. Existiert eine positiv-definite Ljapunov-Funktion V (x) : Rn → R für
ein autonomes nichtlineares System ẋ = f(x) mit der Ruhelage x = 0 in einer Umgebung
U

V (0) = 0, (4.85)

V (x) > 0, ∀x ∈ U \ {0}, (4.86)

welche stetig differenzierbar und negativ-definit in der ersten Ableitung ist

V̇ (0) = 0, (4.87)

V̇ (x) =
d

dt
V (x) = ∇V ẋ =

∂V

∂x
f(x), (4.88)

V̇ (x) < 0, ∀x ∈ U , (4.89)
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so verhält sich ẋ = f(x) asymptotisch stabil. Für negativ-semidefinite Werte der abgelei-
teten Ljapunov-Funktion (V̇ (x) ≤ 0) ist das Verhalten lokal stabil. Die Eingangsgröße u
ist im System f(x) inbegriffen. Untersucht man die Zustandsraumdarstellung des Raum-
pendels (3.147) mit dem allgemeingültigen Reglergesetz (4.67), (4.68) und beschränkt den
Zustandsvektor auf x = [x1, x2, x3, x4]

T = [φ/ωφ, φ̇/ω
2
φ, l/ωL, l̇/ω

2
L]T sowie die Regelung

auf die Darstellung des Schwerependels bis zur Ordnung O(2), erhält man

ẋ =




0 ωφ 0 0
−ωφ 0 0 0

0 0 0 ωL

0 0 −ωL 0


x +




0
a1x1x3 + a2x2x4

0
a9x

2
2 + a10x

2
1




+




0
0

d x3 +
(
a9−a10

2
− 2e2

)
x1x2

d x4 +
(
e2 − a9+3a10

4

)
x21 +

(
−e2 − 3a9+a10

4

)
x22


 (4.90)

als Ausgangspunkt der Stabilitätsuntersuchung. Über das ungeregelte Schwerependel ist
bekannt, dass es sich aufgrund der konservativen Systemgleichungen grenzstabil verhält.
Für den Nachweis verwendet man den Ausdruck der Energie des ungeregelten Systems als
Ljapunov-Funktion V (x) = E. Die Ableitung erzielt V̇ (x) = 0. Das Schwerependel mit
elastischem Faden ist grenzstabil. Fügt man die Terme der Dämpfung d (d < 0/s) hinzu,
erhält man eine positiv-definite Ljapunov-Funktion und eine negativ-definite Ableitung
der Ljapunov-Funktion. Das gedämpfte Schwerependel mit elastischem Faden ist asym-
ptotisch stabil. Bei der Betrachtung des Gesamtsystems (4.90) kann gezeigt werden, dass
in der Ableitung V̇ (x) neben quadratischen auch kubische Terme auftreten, die eine ein-
deutige Zuordnung der Vorzeichen verhindert. Bedingung (4.89) wird nicht erfüllt und der
Energieansatz als Ljapunov-Funktion genügt nicht für den Stabilitätsnachweis zu (4.90).

Die linearen Terme in (4.90) weisen auf die Existenz eines konjugiert komplexen Polpaars
(±iωφ) im linear nicht steuerbaren Teil und eines konjugiert komplexen Polpaars mit ne-
gativem Realteil (d± iωL) für d < 0/s im steuerbaren Teil hin. Getrennt betrachtet liegen
ein grenzstabiler und ein asymptotisch stabiler Systemteil vor, ohne Berücksichtigung der
Nichtlinearitäten. Bei Khalil [41] findet man einen Ansatz zur Stabilitätsbetrachtung von
gekoppelten Systemen. Der Einfluss der koppelnden Nichtlinearitäten findet Eingang in
die Herleitung einer Ljapunov-Funktion für das Stabilitätsverhalten des Gesamtsystems.
Das gekoppelte System (4.90) wird durch

ẋi = f i(xi) + gi(x), i = 1, 2, (4.91)

mit

x1 =

[
x11
x12

]
=

[
φ/ωφ

φ̇/ω2
φ

]
, x2 =

[
x21
x22

]
=

[
l/ωL

l̇/ω2
L

]
,

f 1(x1) =

[
ωφ x12
−ωφ x11

]
, f 2(x2) =

[
d x21 + ωL x22
d x22 − ωL x21

]
,

g1(x) =

[
0

a1x11x21 + a2x12x22

]
,

g2(x) =

[ (
a9−a10

2
− 2e2

)
x11x12(

e2 − a9−a10
4

)
x211 +

(
−e2 − a10−a9

4

)
x212

]
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wiedergegeben. Das umsortierte System (4.91) verfügt über eine Ruhelage im Ursprung
ẋi = f i(0) + gi(0) = 0. Zunächst ignoriert man die Koppelterme gi und untersucht die
Stabilität in der Umgebung der Ruhelage anhand der isolierten Systeme

ẋi = f i(xi). (4.92)

Mit der Wahl

Vi(xi) =
1

2
xT
i xi (4.93)

und der zugehörigen Ableitung V̇i(xi) nach (4.88) bestimmt man eine grenzstabile Ljapu-

nov-Funktion V1(x1) sowie eine asymptotisch stabile Ljapunov-Funktion V2(x2). Darauf
aufbauend wird, unter Berücksichtigung der Kopplung, eine Ljapunov-Funktion

V (x) =
m∑

i=1

ci Vi(xi), m = 2, (4.94)

für das Gesamtsystem mit positiven Konstanten ci ermittelt. Die Ableitung entlang der
Trajektorien von (4.91)

V̇ (x) =
m∑

i=1

ci

[
∂Vi
∂t

+
∂Vi
∂xi

f i(xi) +
∂Vi
∂xi

gi(x)

]
(4.95)

erfüllt für die ersten beiden Summanden die Bedingung (4.89) (negativ-semidefinit), denn
die isolierten Ljapunov-Funktionen Vi(xi) sind (grenz-)stabil. Der dritte Summand in
(4.95)

∂Vi
∂xi

gi(x)

ist nicht eindeutig festgelegt. Nimmt man an, dass dieser eine positive obere Grenze γij
nicht überschreitet und die Summe (4.95) stets negativ ausfällt, erhält man den Nachweis
der asymptotischen Stabilität des geregelten Systems (4.90). Mit positiven Konstanten
(αi, βi) und kontinuierlichen Vektoren χi erhält man die Ungleichung

V̇ (x) ≤ −1

2
χT
(
CS + STC

)
χ → CS + STC > 0. (4.96)

In (4.96) sind die Vektoren χ = [χ1, . . . ,χm]T , die Diagonalmatrix C = diag {c1, . . . , cm}
sowie die (m×m)-Matrix S mit den Elementen

sij =

{
αi − βiγii, i = j,
−βiγij, i 6= j

enthalten. Existiert eine positiv-definite Diagonalmatrix C, welche die Ungleichung CS+
STC > 0 erfüllt, erhält man den Stabilitätsbereich des Gesamtsystems

Ωs = {x ∈ R
n|V (x) ≤ s} . (4.97)
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Für das geregelte Schwerependel mit elastischem Faden erzielt man

Ω7/50 =

{
x ∈ R

4|
(
x211 + x212

)
+

25

7

(
x221 + x222

)
≤ 1s2

}
,

mit d ∈ [−10, − 1] /s, e2 ∈ [−10, − 1] /s2, ωφ = ω = 3/s, ωL = 2ωφ.

Da der Stabilitätsbereich aus Minimum- und Maximumabschätzungen verschiedener Ter-
me des Kandidaten der Ljapunov-Funktion (4.94) und seiner Ableitung hervorging, stellt
er die minimale Mannigfaltigkeit der Stabilität dar. Schränkt man die zulässigen Intervalle
der Reglerparameter d und e2 ein, führt das zu einem größeren Stabilitätsbereich. Weitere
Methoden für den Entwurf von Ljapunov-Funktionen sind bei Schultz [81] vorgestellt
(Methode von Aizerman, Methode von Szego, Variable-Gradienten-Methode), von denen
keine in der Lage ist, das Ergebnis der Stabilitätsuntersuchung für gekoppelte Systeme
(4.91) bis (4.97) nachzubilden. In [72] ist ein numerischer Ansatz zur Ermittlung von
V (x) verfolgt worden. Eine ausreichend große Anzahl numerischer Simulationsergebnisse
mit variierenden Anfangsbedingungen x0 = [φ0, φ̇0, l0, l̇0]

T und Reglerparametern (d, e2)
dient als Basis für einen Optimierungsalgorithmus. Der Algorithmus strebt nach Koeffizi-
enten c̃i in V (x) =

∑
c̃i x

m1
1 xm2

2 xm3
3 xm4

4 (|m| = 4), mit denen die Anforderungen (4.86)
und (4.89) erfüllt werden. Eine Näherungslösung ist angegeben, die mit Ausnahme we-
niger Abweichungen Stabilität nachweist. Grundlegend wird die Aussage getroffen, dass
stabiles Systemverhalten für negative Werte d < 0/s und e2 < 0/s2 erreicht wird.

Reglerparameter

Die maßgebenden Parameter für den geregelten Betrieb des simulierten Systems (4.90)
und am Containerbrückenversuchsstand (4.73) sind die Dämpfung d der Hubbewegung so-
wie die Kopplungsverstärkung e2. Die Kreisfrequenzen (ωL, ωφ) sind durch die natürliche

Frequenz des Pendels ωφ =
√
g/L0 (idealisierte Annahme) und die Resonanzbedin-

gung ωL = 2ωφ festgelegt. Zur Bestimmung von Erfolg versprechender Parameter-
kombinationen (d, e2) wurden in [72] Simulationen mit (4.73) für Referenzseillängen
L0 ∈ {2, 4, 6, 8, 10}m und Anfangsenergien Eφ0 ∈ [1, 5]m2/s2 für alle ganzzahligen Kom-
binationen von d ∈ [−5, 0]/s mit e2 ∈ [−15, 0]/s2 ausgewertet. Die Anfangsenergie Eφ0

entspricht der normierten Energie (4.28) der ausgelenkten Last bei konstanter Seillänge.
Es hat sich gezeigt, dass Variationen von L0 keine Auswirkungen haben, unterschied-
liche Anfangsenergien Eφ0 hingegen Einfluss auf das Systemverhalten nehmen. Hohe An-
fangsenergien erfordern andere Kombinationen von d und e2 als geringe Energiezustände
zu Beginn der Simulation. Statische Parameter liefern z. B. bei kleinem Eφ0 minimale
Dämpfung der Pendelbewegung über die resonante Kopplung. Bei maximalem Eφ0 er-
reicht die Hubbewegung sofort die Begrenzung der Stellgröße L̇max. Zur Behandlung dieser
Problematik eignet sich die adaptive Anpassung der Kopplungsverstärkung e2, während
die Normalform-Regelung aktiv ist. Die Dämpfung wird als konstanter negativer Wert
d = −2/s festgelegt. Eine Laufzeitanpassung von e2 ermöglicht einen direkten Eingriff in
die resonante Kopplung und somit in den Energietransport von der Pendelbewegung in
die Hubbewegung. Die normierte Bewegungsenergie der Hubbewegung (4.29) wird für die
Berücksichtigung der maximalen Stellgröße lmax herangezogen:

e2 = e2,1 + (e2,0 − e2,1) min

{
1,

El

El(l = lmax, l̇ = 0)

}α

. (4.98)
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Die Verstärkung ist ausschließlich im Intervall e2 ∈ [e2,0, e2,1]/s
2 zulässig. Der Exponent

α spiegelt das Anstiegsverhalten der Verstärkung e2, abhängig vom Energieverhältnis
El/El(l = lmax, l̇ = 0), wider. Approximiert man die Hubbewegung mit einer Sinus-
schwingung l = lmax sin(ωL t) und legt die maximal zulässige Stellgröße lmax = 0,1 fest,
so ergeben sich mit

Lmax = L0 (1 + lmax) , L̇max = 2
√
gL0 lmax, L̈max = 4 g lmax,

die physikalischen Grenzen L̇max ≈ 2m/s und L̈max ≈ 4m/s2. Nachfolgend werden die
Reglerparameter am Containerbrückenversuchsstand getestet und bewertet.

Zur Robustheit der Regelstrecke sei angemerkt, dass Normalschwingungen der Seile durch
den Zustandsbeobachter Eingang in die Regelung finden. Durch rasches Abklingen führen
sie zu keinen signifikanten Störungen der Regelung. Weiterhin treten Totzeiten bei der
Signalübertragung und der Auswertung der Zustandsbeobachtung auf, die bei geringer
Dämpfung (d = −1/s) zu instabilen Hubbewegungen führen. Die gewählte Dämpfung
d = −2/s kompensiert diesen Störeinfluss (vgl. [72]).

4.5.3 Ergebnisse

Die Ergebnisse der Normalform-Regelung am Containerbrückenversuchsstand sind mit
dem realisierbaren Entwurf (4.72) bzw. (4.74) erzielt worden. Es wurden ausschließlich
ebene Lastbewegungen aufgezeichnet, um auf die validierte Zustandsbeobachtung
(Abschnitt 4.4) des Pendelwinkels φ und der Winkelgeschwindigkeit φ̇ zurückgreifen zu
können. Zu Beginn wird der Einfluss der Reglerparameter untersucht. Die Referenz-
seillänge L0 ist konstant, vertikale Stellgrößen sind nicht vorgesehen (L̇ref = 0m/s).
Die Normalform-Regelung wird bei erstmaligem Erreichen der maximalen Auslenkung
aktiviert (φ0 6= 0◦, φ̇0 = 0◦/s). Die Dämpfung ist mit d = −2/s festgesetzt. Eine negative
Verdopplung der Kopplungsverstärkung e2 = −1/s2 auf e2 = −2/s2 bewirkt eine erhöhte
Stellgröße L̇ (Bild 4.23, unten) sowie die Verstärkung der Kopplung von Last- und
Hubbewegung. Dies wiederum überführt mehr Bewegungsenergie in die Hubbewegung,
in der sie anschließend dissipiert wird. Mit e2 = −2/s2 wird eine erhöhte Dämpfung
der Containerauslenkung erzielt (Bild 4.23, oben). Die Stellgröße L̇ verbleibt in beiden
Fällen unterhalb der Begrenzung L̇max = 2m/s. Insofern nicht anders angegeben, wird
bei allen Versuchen die normierte relative Stellgrößenbeschränkung lmax = 0,1 verwendet.
Neben den geregelten Szenarien ist immer die Referenzschwingung des ungeregelt
schwingenden Containers dargestellt. Das abklingende Verhalten ohne Regelung wird
dem Energieverlust durch den Luftwiderstand am bewegten Container zugeschrieben.
Die Differenz der geregelten Schwingungsamplituden im Hinblick auf den ungeregelten
Verlauf weist auf aktive Dämpfung der Lastschwingungen hin.

Ersetzt man die statische Kopplungsverstärkung e2 mit der adaptiven Bestimmung
(4.98) auf dem Intervall e2 ∈ [e2,0, e2,1]/s

2, ergibt sich mit e2,0 = −5/s2 und e2,1 = 0/s2

der Verlauf der Lastauslenkung und Stellgröße in Bild 4.24. Gegenübergestellt sind die
Ergebnisse der statischen Normalform-Regelung (e2 = −2/s2) mit der adaptiven. Die
Anfangsbedingungen (φ0, φ̇0) und die statische Verstärkung sind so gewählt, dass stabiles
Gesamtverhalten mit statischer Normalform-Regelung gewährleistet wird. Im Stellsignal
L̇ ist der verstärkende Einfluss des adaptiven e2 von Beginn an ersichtlich. Die adaptive
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Bild 4.23: Zeitverläufe des Pendelwinkels φ und der Stellgröße L̇ für verschiedene
Kopplungsverstärkungen bei statischer Normalform-Regelung: L0 = 6m, φ0 = 0,2rad ·
180◦/π, d = −2/s, e2 = [−2,− 1]/s2

Stellgröße behält über den gesamten Zeitraum ein erhöhtes Niveau im Vergleich zur
statischen Stellgröße bei (Bild 4.24, unten). Folglich wird im adaptiven Prozess mehr
Energie aus der Pendelbewegung dissipiert (Bild 4.24, oben).
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Bild 4.24: Zeitverläufe des Pendelwinkels φ und der Stellgröße L̇ für statische und adap-
tive Normalform-Regelung: L0 = 6m, φ0 = 0,2rad · 180◦/π, d = −2/s, e2(statisch) =
−2/s2, e2(adaptiv) ∈ [−5,0]/s2

Die Begrenzung der Stellgröße wird kurz überschritten, ohne Auswirkungen auf die
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Stabilität der Hubbewegung (d = −2/s). Die adaptive Normalform-Regelung ist wir-
kungsvoller als die statische Variante und verfügt darüber hinaus über den Vorteil der
Stabilisierung der Hubbewegung, die bei statischem e2 nicht für alle Anfangsbedingungen
gewährleistet werden kann (vgl. Wahl der Reglerparameter). Der Exponent in (4.98)
wird in den Versuchen als α = 4 verwendet.

Konzentriert man sich auf den Einfluss der Dämpfung d = [−3, − 2]/s bei reduzierter
adaptiver Kopplungsverstärkung e2 ∈ [−1, 0]/s2, erweist sich eine geringere Dämpfung
d = −3/s als nachteilig für den Energietransfer zwischen den koppelnden Bewegungen.
Mit der vormals festgelegten Dämpfung d = −2/s ist bei geringer Kopplungsverstärkung
e2 etwas mehr Lastschwingungsdämpfung in φ zu erzielen (Bild 4.25, oben). Ausschlag-
gebend ist die erhöhte Stellgröße, siehe Bild 4.25 (unten).
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Bild 4.25: Zeitverläufe der Lastauslenkung φ und der Stellgröße L̇ für verschiedene
Dämpfungen bei adaptiver Normalform-Regelung: L0 = 6m, φ0 = 0,2rad · 180◦/π, d =
[−3,− 2]/s, e2 ∈ [−1,0]/s2

Unter Einbeziehung der servo-parametrischen Regelung aus Abschnitt 4.3 erhält man die
Darstellung in Bild 4.26. Dem servo-parametrischen Entwurf (SP) gelingt eine Reduzie-
rung der Lastauslenkung im Vergleich zum ungeregelten Verhalten. Durch Ausnutzen der
gesamten Bandbreite der Stellgröße L̇ (Bild 4.26, unten) erzielt die Normalform-Regelung
(NF) eine nochmals herabgesetzte Auslenkung des Containers. Die Wirkung des adaptiven
Verstärkungsparameters e2 der Normalform-Regelung ist wiedergegeben. Im angehängten
Abschnitt C.3 ist mit Bild C.4 ein vergleichbarer Versuch dokumentiert.



122 4.5 Normalform-Regelung

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
−20

−10

0

10

20

φ
[◦

]

SP NF(adaptiv) ungeregelt

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
−2

0

2

t [s]

L̇
[m
/s

]

SP
NF(adaptiv)

Bild 4.26: Zeitverläufe des Pendelwinkels φ und der Stellgröße L̇ für servo-parametrische
(SP) und adaptive Normalform-Regelung (NF): L0 = 6m, φ0 = 0,2rad · 180◦/π, SP: δ2 =
3,5/s, D = 0,03, κ = 1,025,NF: d = −2/s, e2 ∈ [−5,0]/s2

Mit der Betrachtung der Energien der Pendel- und Hubbewegung, (4.28) und (4.29),
für den ungeregelten und die geregelten Vorgänge in Bild 4.26 werden die bisherigen
Beobachtungen bestätigt. Die maximale Dämpfung der Pendelbewegung wird durch die
Normalform-Regelung erzielt, die Energie Eφ in Bild 4.27 ist minimal.
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Bild 4.27: Normierte Energien der Pendel- und Hubbewegung bei geregelter (SP und NF),
vgl. Bild 4.26, und ungeregelter Lastbewegung

Die ungeregelte Lastschwingung wird ausschließlich durch den Luftwiderstand gedämpft,
in Seilrichtung liegt keine Bewegung vor (El = 0m2/s2). Der pendelnde Container
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mit servo-parametrischer Regelung wird ebenfalls gedämpft. Die zugehörige Energie
der Pendelbewegung liegt zwischen dem ungeregelten und dem Normalform-geregelten
Ergebnis. Beim Vergleich der Energien der Hubbewegung ist der Unterschied zwischen
beiden Regelungen ersichtlich. Die Normalform-Regelung bringt deutlich mehr Energie
in Seilrichtung auf, dadurch wird die Kopplung mit der Pendelbewegung verstärkt und
mehr Energie wird anschließend in der Hubbewegung dissipiert.

Beim Containerumschlag ist es nicht nur erforderlich, schwingende Lasten hinsichtlich ei-
ner festen Referenzseillänge L0 zu dämpfen. Wird der pendelnde Container bspw. während
des Anhebens aktiv gedämpft, kann der Umschlag ohne Rücksicht auf die Lastschwin-
gungen fortgeführt werden. Es wird eine Referenzhubgeschwindigkeit L̇ref = −0,2m/s
vorgegeben, welche die Referenzseillänge L0(t) = L̇ref t + L0(t = 0) kontinuierlich an-
passt. Die zeitveränderliche Größe L0(t) wird in der Resonanzbedingung ωL = 2ωφ mit

ωφ =
√
g/L0(t) und in beiden Regelungsentwürfen berücksichtigt. Ohne Regelung nimmt

die Auslenkung φ über einen Zeitraum von 25s und eine Distanz von 5m zu, währenddessen
die Schwingungsdauer abnimmt, vgl. Bild 4.28 (rechts oben). Mit servo-parametrischer
Regelung gelingt es, die Zunahme der Containerauslenkung bei konstanter Referenzhub-
geschwindigkeit zu beschränken. Die Normalform-Regelung erzielt durch einen erhöhten
Stelleingriff in L̇ (Bild 4.28, rechts unten) einen maximierten Energietransport aus der
Pendel- in die Hubbewegung. Dort wird die Energie gedämpft. Das Normalform-geregelte
Hubszenario weist nach 25s die geringste radiale als auch translatorische Auslenkung auf,
vgl. Bild 4.28 (links).
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Bild 4.28: Trajektorien und Zeitverläufe des Pendelwinkels φ sowie der Stellgröße L̇ für
servo-parametrische (SP) und adaptive Normalform-Regelung (NF): L0 = 8m, L̇ref =
−0,2m/s, φ0 = 0,15rad · 180◦/π, SP: δ2 = 3,5/s, D = 0,03, κ = 1,025,NF: d = −2/s, e2 ∈
[−3,0]/s2
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4.6 Fazit der Lastschwingungsdämpfung bei Contai-

nerkranen

Motiviert durch die Stabilitätsuntersuchungen des elastischen Schwerependels anhand der
Mathieuschen Differentialgleichung wird das Regelungskonzept entworfen. Das Ausnut-
zen der inneren 1:2-Resonanz des gekoppelten Schwingers bietet eine Eingriffsmöglichkeit
in die linear nicht steuerbaren Lastschwingungen. Durch die Energiebetrachtung des
Schwerependels mit veränderlicher Fadenlänge und invertierter Bewegungsrichtung zu
Unterabschnitt 3.3.2 wird die Abnahme der Schwingungsenergie mit zunehmender Anzahl
der Schwingungsperioden deutlich. Die Hubbewegung findet mit doppelter Frequenz im
Vergleich zur Pendelbewegung statt. Strukturanregungen sind durch die auftretenden
Hubschwingungen nicht zu erwarten, da diese ausschließlich geringere Seillängen als 1,5m
voraussetzen.

Die Versuchseinrichtung für das Lastschwingungsverhalten bei Containerkranen im
Institut für Mechanik und Meerestechnik ist kurz vorgestellt. Der mechanische Aufbau
verdeutlicht die Abbildung des wasser- und landseitigen Auslegerbalkens mit daran
befindlicher Laufkatze im Maßstab 1:6. Bei der Steuerung wurde auf Hochleistungs-
komponenten der Industrie zurückgegriffen. Eine Vielzahl von bereitstehenden Ein- und
Ausgängen am System garantiert maximale Flexibilität beim Regelungsentwurf.

Der Entwurf des servo-parametrischen Reglers beruht auf der Nachbildung eines
gedämpften Feder-Masse-Schwingers durch die Hubbewegung. Die Feder stellt das
Resonanzverhältnis ein und der Dämpfer bewältigt die Dissipation der transferierten Be-
wegungsenergie. Bockstedte [8] formuliert einen Entwurf, der lediglich mit der Messgröße
der summierten Seilkräfte operiert. Als Nachteil stellt sich die begrenzte Wirksamkeit der
Regelung bei geringen Containerschwingungen heraus. Die natürliche innere Kopplung
leitet nicht ausreichend Energie in die Hubbewegung ab.

Zusätzlich zu den vorhandenen Kraftmessungen an den Seilen der Containeraufhängung
sollten weitere Systemzustände mittels Zustandsbeobachtung zur Verfügung gestellt
werden. Für das unteraktuierte Kransystem ist ein Unscented Kalman-Filter entworfen
worden, das auf den nichtlinearen Modellen der Strecke und der Sensorik basiert.
Lineare Filtermethoden finden aufgrund der nichtlinearen System- und Messdynamik
keine Anwendung. Die Filtergleichungen beruhen auf einer vollständig stochastischen
Systembeschreibung. Von den linearen Gleichungen des Kalman-Filters ausgehend
wird unter Verwendung der Unscented Transformation die Zustandsbeobachtung nicht-
linearer Systeme und Sensoren umgesetzt ([88]). Der Zustandsbeobachter konnte mit
ungeregelten und geregelten Stellgrößen am Containerbrückenversuchsstand durch ein
Kamera-Messsystem validiert werden.

Die Normalform-Regelung ist an die reduzierte Normalform des linear steuerbaren Hub-
systems mit resonanten Nichtlinearitäten angelehnt. Der Regelungsentwurf sieht neben
der Federsteifigkeit und Dämpfung auch die Verstärkung der Kopplung mit der Pen-
delbewegung sowie die Kompensation von nicht koppelnden Nichtlinearitäten vor. Ein
theoretischer allgemeingültiger und ein in der Praxis realisierbarer Entwurf für die aktive
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räumliche Lastschwingungsdämpfung werden vorgestellt. Analysiert und validiert wurde
ausschließlich der Einsatz der Normalform-Regelung auf ebene Bewegungen. Ergänzungen
für den wirkungsvollen dreidimensionalen Betrieb stehen noch aus. Die präsentierten Er-
gebnisse der Normalform-geregelten Containerschwingungen mit und ohne Hubbewegung
bestätigen den Regelungsentwurf.
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Die Untersuchungen zur aktiven Dämpfung von Lastschwingungen bei Containerkranen
gliedern sich in die strukturelle Betrachtung von Containerkranen und die Lastschwin-
gungsdämpfung auf Basis mechanischer Modelle der aufgehängten Last.

Zu Beginn wurde das Design von Kranen zum Be- und Entladen von Containerschiffen
vorgestellt. Moderne Containerkrane unterscheiden sich hauptsächlich in den Merkmalen
der Portalspurweite, der Auslegerkonfiguration sowie der Ausführung der Laufkatze.
Beispielhaft fanden zwei unterschiedliche Containerkrane, eingesetzt im Hamburger
und Bremerhavener Hafen, im Verlauf der Strukturschwingungsuntersuchung wieder-
kehrend Verwendung. Die Dynamik der Krane wurde durch Balkenmodelle aus finiten
Elementen abgebildet. Für die Verifikation der Modelle konnten statische Modelle der
Kranbauer angewendet werden. Die Eigenschwingungen der Krane im Balkenmodell
sind zur Übereinstimmung mit den Eigenschwingungen in den statischen Modellen
gebracht worden. In der anschließenden Strukturanalyse konnten die Kranverformungen
während des Containerumschlags bestimmt werden. Ein Referenz-Umschlagzyklus
stellt die angreifenden Lasten im Kranmodell dar. Die Analyse ergab, dass besonders
Strukturschwingungen entlang des Auslegerbalkens zu Beeinträchtigungen beim Con-
tainerumschlag führen können. Wiederkehrende vertikale Verschiebungen beeinflussen
den Betrieb nicht. Weiterhin wurden den Analyseergebnissen dynamische Verläufe der
Kaikollektive entnommen, die Rückschlüsse auf die eingeleiteten Kräfte der Krane auf
die Kaianlage ermöglichen. Die Untersuchungen der Strukturschwingungen schließen
mit der Modifikation der Kranstruktur, umgesetzt durch ein Optimierungsverfahren
zur Reduzierung der Strukturschwingungen. Am Kran in Hamburg konnten die Struk-
turschwingungen signifikant reduziert werden. Der Containerkran in Bremerhaven bot
weniger Ansätze zur Strukturverbesserung, weshalb die erzielten Ergebnisse gering
herabgesetzte Strukturschwingungen ergaben.

Die Beschreibung der mechanischen Kopplung von der Containerkranstruktur mit
angehängter Last resultiert zunächst in einem vollständig nichtlinearen Modell. Die
Bewegungsgleichungen der Last wurden mit Newton-Euler-Gleichungen hergeleitet.
Hervorzuheben ist die modifizierte visko-elastische Seilformulierung. Das reduzierte
nichtlineare Modell berücksichtigt ausschließlich parallele längssteife Seile. Es beschreibt
die Dynamik einer konzentrierten Containermasse, aufgehängt an einem mittleren
Tragseil. Weiterhin wurde eine Beschreibung der Zwangskräfte hergeleitet, die zusammen
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mit dem reduzierten nichtlinearen Modell in den Zustandsbeobachter einging. Anhand
des Schwerependels mit elastischem Faden konnte eine Instabilität in der Pendelbewe-
gung nachgewiesen werden. Die Mathieusche Differentialgleichung belegt das instabile
Systemverhalten bei doppelter Frequenz der Fadenlängenvariation im Vergleich zur
Pendelfrequenz. Für die Charakterisierung der resonanten Nichtlinearitäten in den
gekoppelten Bewegungsgleichungen des Raumpendels wurde die reduzierte Normalform-
transformation eingesetzt. Die nichtlineare Transformation identifiziert die resonanten
quadratischen und kubischen Nichtlinearitäten bei gleichzeitig getrennter Betrachtung
von linear steuerbaren und linear nicht steuerbaren Systemteilen.

Zur aktiven Dämpfung von räumlichen Lastschwingungen wurde ein Regelungsansatz
entwickelt, der auf die Ansteuerung der Laufkatze verzichtet. Der Reglereingriff im
Hubsystem und das Ausnutzen der inneren 1:2-Resonanz ermöglichen die indirekte
Dämpfung der Lastschwingungen. Der Kranführer auf der Laufkatze wird durch die
Regelung nicht gestört. Der Versuchsstand für Containerbrücken diente als Validierungs-
plattform. Die maßstäbliche 1:6-Nachbildung von Kranauslegerbalken und Laufkatze
wurde zunächst für die Untersuchung der servo-parametrischen Regelung verwendet. Ein
Zustandsbeobachter (Unscented Kalman-Filter) für den Containerbrückenversuchsstand
berechnet die Containerauslenkungen. Das nichtlineare Filter ist für eine vollständig
stochastische Systembeschreibung entworfen worden und konnte durch ein Kamera-
Messsystem validiert werden. Die gewonnenen Informationen fanden Eingang in den
Entwurf der Normalform-Regelung. Die Grundlage der Regelung bildet die reduzierte
Normalformdarstellung des linear steuerbaren Hubsystems. Zusätzlich zu den Regler-
parametern der servo-parametrischen Regelung enthält die Normalform-Regelung die
Kopplungsverstärkung und die Kompensation von nicht resonanten Nichtlinearitäten in
den Systemgleichungen. Die Ergebnisse am Containerbrückenversuchsstand belegen die
wirkungsvolle Dämpfung der Lastschwingungen.

Vorausblickend wird die Kombination der numerischen Strukturanalyse der Container-
krane bei gleichzeitig aktiver Lastschwingungsdämpfung angeführt. Erste Untersuchun-
gen (Unterabschnitt 4.1.2) ergaben keine Störung der Struktur durch die Lastschwin-
gung. Der Einfluss der Regelung ist bisher nicht betrachtet worden. Bei der Stabi-
litätsanalyse der Normalform-Regelung kann auf die Methoden der Bifurkationsanalyse
zurückgegriffen werden und der Einfluss der inneren Resonanz muss Beachtung finden, vgl.
Tien u. a. [89, 90]. Außerdem muss der Zustandsbeobachter für die Stabilitätsuntersuchung
als Teil des Gesamtsystems in die Analyse einbezogen werden. Weiterhin ist hervorzuhe-
ben, dass die Validierung der Normalform-Regelung bei räumlichen Schwingungen des
Containers noch aussteht. Die innere 1:1-Kopplung beider Pendelwinkel im Regelungs-
entwurf erschwert die effektive Reduzierung der Lastschwingungen. Eine Kombination
der Normalform-Regelung mit einer Positionsregelung der Laufkatze verknüpft u. U. die
Vorteile beider Strategien und erzielt maximale Dämpfung der Lastschwingungen.



Anhang A

Strukturschwingungen

A.1 Verifikation

Die Parameter der numerischen Untersuchung des bewegte-Last-Modells sind in der fol-
genden Tabelle A.1 mit den zugeordneten Werten und Einheiten aufgelistet.

Tabelle A.1: Parameterwerte für Verifikation mit dem Modell der bewegten Last

Beschreibung Parameter Wert Einheit

Ausladung WS bis Zugband L1 38,0 m
Ausladung WS gesamt L2 57,0 m
Anzahl der Knoten N 228 -
Masse der Laufkatze mL 80·103 kg
Masse der schwingenden Last mφ 70·103 kg
Amplitude der Auslenkung φA 20 ◦

Seillänge Lp 18,0 m
Geschwindigkeit der bewegten Last v 3,67 m/s
Beschleunigung der bewegten Last |a| 0,7 m/s2

Fläche des Balkenquerschnitts A 0,1914 m2

Flächenträgheitsmoment des Balkens I 0,447033 m4

Dichte des Balkenmaterials ρ 7820 kg/m3

Elastizitätsmodul E 2,068·1011 N/m2

kritische Dämpfung ξ 0,005 -
Integrationszeitschrittweite ∆t 4/1000 s
Erdbeschleunigung g 9,81 m/s2
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A.2 Strukturanalyse

Die Parameter der numerischen Strukturanalyse der Containerkrane am CTB und CT4
sind in der folgenden Tabelle A.2 mit den zugeordneten Werten und Einheiten aufgelistet.

Tabelle A.2: Parameterwerte für Strukturanalyse

Beschreibung Parameter Wert Einheit

Masse der Laufkatze am CTB-Kran mL 80·103 kg
Masse der Laufkatze am CT4-Kran mL 34·103 kg
Max. Geschwindigkeit der Laufkatze max {|ẋm|} 3,67 m/s
Max. Beschleunigung der Laufkatze max {|ẍm|} 0,7 m/s2

Distanz der Laufkatze am CTB-Kran ∆xm 50 m
Distanz der Laufkatze am CT4-Kran ∆xm 65 m
Reibkoeffizient µR 0,14 -

Die Beschleunigung der Laufkatze ist mit ẍm angegeben und in Bild A.1 dargestellt.
Es fällt auf, dass beim Anfahren und Abbremsen kurzzeitig entgegengesetzte Beschleu-
nigungsphasen auftreten, welche die Strukturanregung absichtlich verstärken. Motiviert
durch Zrnić u. a. [98], die verschiedene Geschwindigkeitstrajektorien für die Laufkatze
darstellen, mit dem Ziel die Lastschwingungen zu minimieren, wird eine schwingungsan-
regende Trajektorie vorgegeben. Die gezackte Geschwindigkeitsvorgabe (ẋm aus Bild A.1)
kann bei entsprechender Wahl der Beschleunigungszeiträume ebenso zur Verstärkung der
Lastschwingungen führen, worauf die Implementierung abzielt, um eine maximale Struk-
turanregung zu erzeugen.
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Bild A.1: Referenztrajektorie der Laufkatze auf CT4-Containerkran
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Überlagerungseffekte von Wind- und Umschlaglast am CTB-Kran sind bei der Betrach-
tung der linken landseitigen Portalstütze erkennbar (Bild A.2, links oben). Die Kraftkom-
ponente entlang des Erdbeschleunigungsvektors unterschreitet bei t ≈ 17s nicht mehr die
Null (vgl. Bild 2.27), dafür zum Zeitpunkt der Containeraufnahme (t ≈ 53s). Nach einiger
Zeit ist das Unterschreiten der Nulllinie jedoch durch die Strukturdämpfung ausgeglichen.
Ein Abheben der Stütze in der Realität wird wiederum aufgrund der Maximalabschätzung
der Windlast angezweifelt. Die rechte Portalstütze auf der LS erfährt maximal Fz(LS,
rechts)= 8 · 106N (Bild A.2, rechts oben).
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Bild A.2: Einzel-Kaikollektive durch Windlast und Containerumschlag (CTB)

Insgesamt erfährt das Fahrwerk der Containerbrücke auf der Wasserseite eine Maximal-
belastung von Fz(WS)= 12 · 106N (Bild A.3, unten). Dies entspricht bei einer Radauf-
standslänge von 23m einer Radaufstandslast von 0,522 · 106N/m für die wasserseitige
Kranschiene. Die EAU [21] gibt für Post-Panamax-Containerkrane eine maximale verti-
kale Radaufstandslast von 0,75 · 106N/m an, die im vorliegenden Fall nicht überschritten
wird.
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Bild A.3: Kaikollektive LS/WS durch Windlast und Containerumschlag (CTB)

A.3 Strukturmodifikation

Die Absenkung am Testpunkt II des CTB-Krans fällt nach der Optimierung deutlich
geringer aus und wirkt positiv auf den Containerumschlag (Bild A.4).
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Bild A.4: Vertikalverschiebung am CTB-Kran vor (zII) und nach Optimierung (zII,opt)
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Die Strukturantwort entlang des Auslegers am Containerkran des CT4 nach der Op-
timierung weist im Vergleich zur ursprünglichen Kranstruktur ebenfalls eine reduzierte
Schwingungsamplitude bei erhöhter Frequenz auf (Bild A.5).
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Bild A.5: Horizontalverschiebung am CT4-Kran vor (xI) und nach Optimierung (xI,opt)
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Anhang B

Struktur-Last-Kopplung

Modell der reduzierten Normalform

Es existieren exakt zwei Operatoren für jedes Vektorfeld b(x) in R
n. Der erste ist der

Differentialoperator auf b(x):

Db = b1(x)
∂

∂x1
+ . . . + bn(x)

∂

∂xn
. (B.1)

Die Anwendung von Db auf ein weiteres Vektorfeld f ergibt:

(Dbf)(x) =




(Dbf1)(x)
(Dbf2)(x)

...
(Dbfn)(x)


 . (B.2)

Der zweite Operator auf b(x) ist die Anwendung der Lie-Ableitung Lb auf das Vektorfeld
f(x):

(Lb f)(x) = [b,f ] = Df b− Db f , (B.3)

welche äquivalent mit der Lie-Klammer [b,f ] bzgl. b und f ausgedrückt wird.

Mit der Einführung einer indizierten Schreibweise werden partielle Differentialgleichun-
gen, vgl. John [34], in einen linearen Vektorraum überführt. Betrachtet man neben dem
Zustandsvektor x einen Indexvektor m in R

n, mit ganzzahligen nicht negativen Einträgen
mk, so erhält man durch Anfügen eines hochgestellten Index zu x (Komponenten xk)

|m| =
n∑

i=1

mi = m1 +m2 + . . .+mn, (B.4)

m! =
n∏

i=1

mi! = m1!m2! . . . mn!, (B.5)

xm = xm1
1 xm2

2 . . . xmn

n . (B.6)

Ein Ordnungsschema ist gegeben durch:

m ≥ q if mi ≥ qi, i = 1, . . . ,n. (B.7)
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Das Schema wird auch als lexikographische Ordnung bezeichnet. Für bspw. n = 3 und
|m| = 2 ist die lexikographische Reihenfolge für Polynome des Vektors x wie folgt:
{x21, x1x2, x1x3, x22, x2x3, x23}.

Weiterhin finden die Einheitsrichtungsvektoren ei (i = 1, . . . ,n) für die gemeinsame Dar-
stellung mit den Monomen Verwendung. Diese sind nun Koeffizienten vom Grad k der
Einheitsvektoren

(
n∏

j=1

x
mj

j

)
ei, |m| = k, (B.8)

und resultieren in einem Vektormonom k-ter Ordnung, [93]. Die Ansammlung aller Vek-
tormonome vom Grad k in x ∈ R

n erzeugt einen linearen Vektorraum, mit Hk
n bezeichnet.

Die Dimension von Hk
n entspricht:

dim
(
Hk

n

)
= n

(
n+ k − 1

k

)
= n × nk. (B.9)

Die Reihenfolge der Monomialkoeffizienten zur Basis Hk
n entspricht der lexikographischen

Ordnung.

Das Einsetzen von (3.121), (3.122) usw. in die ersten zwei homologischen Gleichungen
(3.117), (3.118) ergibt erneut zwei Gleichungen, welche sortiert nach nicht steuerbaren ξ,
steuerbaren η und gemischten Koordinaten ξ, η folgende Gestalt haben:

{
∂h(m,0)

∂ξ
(ξ)Aξ −Ah(m,0)(ξ)

}

︸ ︷︷ ︸
ξ -Terme

+

{
∂h(0,q)

∂η
(η)C η −Ah(0,q)(η)

}

︸ ︷︷ ︸
η -Terme

+

{
∂h(m,q)

∂ξ
(ξ,η)Aξ +

∂h(m,q)

∂η
(ξ,η)C η −Ah(m,q)(ξ,η)

}

︸ ︷︷ ︸
ξ η -Terme

=
{
f (m,0)(ξ) − f(m,0)(ξ)

}

︸ ︷︷ ︸
ξ -Terme

+
{
f (0,q)(η) − f(0,q)(η)

}

︸ ︷︷ ︸
η -Terme

+
{
f (m,q)(ξ,η) − f(m,q)(ξ,η)

}

︸ ︷︷ ︸
ξ η -Terme

,

(B.10)
{
∂ϕ(m,0)

∂ξ
(ξ)Aξ −C ϕ(m,0)(ξ) −Bα(m,0)(ξ)

}

︸ ︷︷ ︸
ξ -Terme

+

{
∂ϕ(0,q)

∂η
(η)C η −C ϕ(0,q)(η) −Bα(0,q)(η)

}

︸ ︷︷ ︸
η -Terme

+

{
∂ϕ(m,q)

∂ξ
(ξ,η)Aξ +

∂ϕ(m,q)

∂η
(ξ,η)C η −C ϕ(m,q)(ξ,η) −Bα(m,q)(ξ,η)

}

︸ ︷︷ ︸
ξ η -Terme
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=
{
g(m,0)(ξ) − g(m,0)(ξ)

}
︸ ︷︷ ︸

ξTerme

+
{
g(0,q)(η) − g(0,q)(η)

}
︸ ︷︷ ︸

η -Terme

+
{
g(m,q)(ξ,η) − g(m,q)(ξ,η)

}
︸ ︷︷ ︸

ξ η -Terme

.

(B.11)

In gleicher Weise wird vorgegangen, um die übrigen sortierten neuen homologischen
Gleichungen nach (3.119), (3.120) zu ermitteln (Ergebnis nicht angegeben).

Die Koeffizienten a1...11 von (3.145) unter Verwendung von ωφ = ωθ = ω und ωL = 2ω
sind:

a1 = 2ω2, a2 = −8ω2, a3 =
ω3

6
, a4 =

ω3

2
, a5 = −ω3, a6 = 16ω3,

a7 = −ω
3

2
, a8 = 2ω3, a9 =

ω2

4
, a10 = −ω

2

8
, a11 =

ω3

2
. (B.12)
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Anhang C

Lastschwingungsdämpfung

C.1 Servo-parametrische Regelung

Ist der Aktuator nicht hinreichend gedämpft, erfährt die Auslenkung der Last eine erneute
Anregung aus der Hubbewegung über die innere Kopplung, vgl. Bild C.1.
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Bild C.1: Numerische Ergebnisse der Lastauslenkung und Stellgröße bei unzureichender
Dämpfung des Aktuators: δ2 = 0,1/s, D = 0,01, κ = 1,025, L0 = 5m, L̇ref = 0m/s

C.2 Zustandsbeobachtung

Während eines angepassten Referenz-Umschlagzyklus wird der Containertransport auf die
Dimensionen des Versuchsstands skaliert. Der Container wird beginnend bei L0 = 5,5m
für ca. 5s angehoben. Noch vor Beenden des Hubvorgangs wird zusätzlich die Laufkat-
ze in Bewegung versetzt, über einen Zeitraum von 10s. Kurz bevor die Laufkatze die
Zielposition erreicht, wird der Container abgelassen, bis die Anfangsseillänge erreicht ist.
Eine detaillierte Darstellung des skalierten Containerumschlags befindet sich in [63]. Diese
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Operation findet in einer Ausdehnung von 2,5m × 5m statt und wird währenddessen von
der Kamera aufgezeichnet. Die vergleichbaren Resultate sind in Bild C.2 hinterlegt. Die
Pendelwinkel korrelieren und Winkelgeschwindigkeiten weichen gering voneinander ab.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−20

−10

0

10

20

[◦
]

φ̂
φkam

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−20

−10

0

10

20

t [s]

[◦
/s

]

˙̂
φ

φ̇kam

Bild C.2: Vergleich von geschätzten und gemessenen Zuständen am ausgelenkten Contai-
ner bei angepasstem Referenz-Umschlagzyklus

Zur Reduzierung der Containerschwingungen unterhalb des Auslegers wird das Achsreg-
lermodul ([79]) nach initialer Anregung der Containerauslenkung aktiviert. In Bild C.3
wird ab t = 7,5s die Position der Laufkatze von der Regelung variiert, mit dem Ziel die
Auslenkung der Last zu minimieren. Das Stellsignal entspricht der Anfangsposition s0
der Laufkatze. Durch die Regelung wird die Auslenkung minimiert. Die Validierung der
Beobachterergebnisse gelingt.
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Bild C.3: Vergleich von geschätzten und gemessenen Zuständen am ausgelenkten Contai-
ner mit Achsreglermodul für die Krankatzbewegung
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C.3 Normalform-Regelung

Die Ergebnisse der Normalform-Regelung am Containerbrückenversuchsstand werden
durch den Vergleich von servo-parametrischer und adaptiver Normalform-Regelung mit
reduzierter Stellgrößenbeschränkung lmax = 0,03 (L̇max ≈ 0,5m/s) ergänzt. Die Stellgröße
der servo-parametrischen Regelung ist etwas höher als bei der adaptiven Normalform-
Regelung (Bild C.4, unten). Es sind keine Auswirkungen auf die Schwingungsdämpfung
des Containers ersichtlich, Bild C.4 (oben). Beide Regelungen sind annähernd gleichwer-
tig.
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Bild C.4: Zeitverläufe des Pendelwinkels φ und der Stellgröße L̇ für servo-parametrische
(SP) und adaptive Normalform-Regelung (NF): L0 = 6m, φ0 = 0,3rad · 180◦/π, SP: δ2 =
3,5/s, D = 0,03, κ = 1,025,NF: d = −1,5/s, e2 ∈ [−1,0]/s2, lmax = 0,03
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