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Zur mathematischen Darstellun

A. Auf~abenstellun~

Naoh einem von Thieme angegebenen Verfahren (1)[21(4)(5)

lassen sich beliebige Ruderprofile mathematisoh entwerfen

und gegebene Ruderkonturen analytisoh darstellen. Zahlrei-

ohe Beispiele von naoh diesem Verfahren gereohneten Profi-

len sind in [3) zu finden. Eine gewisse Sohwierigkeit be-

reitete jedooh nooh die mathematisohe Darstellung einer

speziellen Rudergattung, nämlioh des Ruderteils von Leit-

kopfrudern. (Der Leitkopf läßt sioh naoh dem erwähnten Ver-

fahren ohne Sohwierigkeit mathematisoh darstellen). Die

Sohwierigkeit tritt auf, wenn die Nase des bewegliohen Ru-

derteils en profil ein Halbkreis ist, wie z.B. bei Oertz-

Rudern, oder wenn dEKrümmung an der größten Profilbreite

ein bestimmtes Maß übersohreitet. Wird bei Profilen mit

Kreisnasen ein stetiger Krümmungsverlauf über der Ruder-

länge gewünsoht, so geht der Nasenradius als Endbedingung

in die Gleiohung für den Sohwanzteil hinein. Bauteohnisch

ist es nioht notwendig, die Nase exakt als Halbkreis zu ge-

stalten. Es können auoh Formen verwendet werden, die sich

analytisoh duroh Polynome mit einem Wurzelglied besohrei-

ben lassen und die.eine. gute Näherung des Halbkreises dar-'

stellen [6]. Der Parameter f (r = Radius der Kreisnase oder

Radius der Sohwanzkontur am Übergang Sohwanz - Nase, 1 = Län-

ge des Sohwanzteils)erweist sioh in beiden Fällen als zu

klein, als daß man das erwähnte Verfahren zur mathematisohen

Darstellung des Schwanzteils anwenden kann. Würde man das

Verfahren anwenden, so würde man Konturen mit Buokeln und

Dellen erhalten.

Die einwandfreie mathematisohe Darstellung des Sc~wanzteils

des Ruders von Leitkopfrudern ist das Ziel dieser Arbeit.
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B. Theorie und einige Beispiele
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Skizze A

1. Die Schwanzkontur habe eine Form wie in Skizze A.

Vorgegeben seien folgende Parameter:
1 n ,. If

Ylo' "lo' '10' t?" ~, =
0,

~, '
.

wobei I~: ~> I~: \ ist.

(Für die Bedeutung der Symbole wird auf frühere Veröffent-

lichungen verwiesen).

Gefordert wird eine Kontur, die im betraohteten Bereich kei-

nen Wendepunkt besitzt und deren zweite Ableitung kein Extre-

mum aufweist.

Die Bedingungen für die die Kontur darstellende Funktion lau-

tenalso:
11I

.

'10
!: 0

~
"I

< 0 für 0 <'.5 < 1
( 1 )

Nach dem früher mitgeteilten Verfahren wäre die Funktion das

Polynom niedrigster Ordnung, welohes die vorgegebenen Parame-

ter enthält. Danaoh ergäbe sioh ein Polynom 5. Grades, das

symbolisoh

( ) (

'

) (

11

)

5. ?o 1 5 . ~o ,,5. '10
~ .:

70'

.

'" '"
+ ~o' 11 I 11

+ ~o' I I H
~o '10 '10 '1, ~, rz, ~o '10 '10 rz, '1, rz. ~o '10 ~o .-" rz, '1,

(

'I

)

5'. ?, rJII. 5. ~t (2)+ n. . +l . .
(t

I'" '1\ 1 ,.. 1
(~. 'I. 'I. 'I. 'I, 'I')

.

t. 'I. 'I. 'I. 'I. 'I,

lautet.
. ---
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I8t darin nun

IV IV
~ 0 > 0 und Yl" <. 0 I (3 )

so werden die Bedingungen (1) duroh Bedingung (4) ersetzt.

'"
t(. <. 0 für 5::: 5 (

'1
IV
=
0) . (4)

Ausgedrüokt durch die Koeffizienten des Polynoms lautet

diese Bedingung 2
284

a - < 0
3 5as (4a)

Da bei Erfüllung der Voraussetzung (3) a5 < 0 ist,

lautet die Bedingung sohließlich:

2 2
83 a5 - 5 a4, > 0 (4b)

In allen anderen Fällen [wenn die Voraussetzung (3) nioht

erfüll t ist] lauten die Bedingungen:

n 11I

l.. 0(0 -

'III~"
(5)

t'{t - 0

Es seien zum Beispiel:

,'11 1
~o = 0, '10:: 0,25, 10:: -0,1 und Yl,= t)

.

j

Es ergeben sioh naoh einer kurzen Reohnung:
111 _ 11

~o = 0,633... + ~1
11I - .

Yl, = 1,433... + 3 Y{,

W 11

~o =-0,65- ~,
IV 11

'1, · 1,7 + :5 ~, .

"
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a, = 0, 316"l). . . + 0, 5 Y{,
11

a 4 =-0,65- ~,
11 .

a5 = 0,3 + 0,5 ~,

..
Die Voraussetzung (3) ist erfüllt für ~, < - 0,65 .

Bedingung (4b) ergibt: ,
11

~, ~ -0,77

Für ~~ ~ -O,~5 gelten die Bedingungen (5). Hieraus er-

gibt sioh:
11 <

_
~, _ -0, 633. . .

Das heißt, daß mit Gleichung (2) und den gegebenen Para-

meterwerten, die etwa denen üblioher Ruderprofile entspre-

ohen, nur gute Ruderkonturen entworfen werden können, wenn

<. nll < -- 0,77 - l1 - - 0,633...

ist.

Ist die Nase des Ruderprofils ein Halbkreis, wie bei 'vielen

Leitkopfrudern üblioh, oder nur näherungsweise ein Halbkreis,
.

H ,
so ist t'l1 = - ?; = - 6 und es kann Gleichung (2) nicht

zur Darstellung der Kantur benutzt werden.

Um solche Konturen unter Erfüllung der Forderungen du roh

Polynome darstellen zu können, ist es offenbar erforderlich,

den Grad des Polynoms zu erhöhen. Auf der anderen Seite wol-

len wir aber die Anzahl der Glieder mit hohen Exponenten

möglichst klein halten, um die Gefahr der Entstehung von

Oszillationen zu reduzieren.

Wir setzen also an:

2. 3. lt 5 t"
~ . ao + a, ~ + a,! + a,a ~ + a.. ~ + cis ~ + an ~, (6)

wobei n ganz und größer als 5 ist.
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an und n sind so zu bestimmen, daß das Polynom sowohl die

vorgegebenen Parameter enthält als auoh den gestellten For-

derungen genügt.

Die Koeffizienten ao bis a5 lassen sioh als Funktionen von

den vorgegebenen Parametern und von an und n darstellen.

Es sind im Einzelnen:

ao = '10

I
a1 = rzo

11

a2 = 0,5~o

a3 =/-10 ~o -6~~-1,5~~+10~,+0,51~-0,5an(n-5)(n-4) (7)

a4 = 15~o +8~~+1,5~:-15~1- ~~ + an(n-5)(n-3)
,

I 11 11
( ) ( )

a5 = - 6~0 - 3~o-0,5'10+6Yl,+ 0,5Y[t-O,5an n-4 n-3

Diese Ausdrüoke in (6) eingesetzt, ergeben:

( ) (

I

) (

11

)

_ .
5 .

'70' + I. 5. '70 +
11

.

5 . rz
0

~ - '70
~o ~~ "l~ ~I ~~ ~~

'10
~o Ylo 7~ ~1 '1~ 7~

Ylo

~o ~o ~~ t'/,'?: 1~1

.

(

11

+
5.

'1t
11 5.

'11

~,(~. 'I. 'I:' '�~ '1\ 'I:)

+ ,,/,'

~. 'I. '�~ '1: 'I,d (8)

,

4 5
-0,5an(n-5)(n-4)53+an(n-5)(n-3)~ -O,5an(n-4)(n-3)s +an5n ·

Zur Erfülluni der Forderungen sind tolgende Bedingungen

b~ur.1ob.f14:
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\ nlll
<.(0 _ 0

n \11
<.(\ _ 0

n IV
<. 0

(9 )
(0 -

. V . Vs1gn ~O = s1gn ~,

Wenn man die AusdrUoke für die Ableitungen einsetzt, so

erhält man:

I 11'" >
20~o+12~o+3~o-20~,- ~,+an(n-5)(n-4) - 0

20"/0+ 81:+ '7:-201t-3~~- ~an(n-5)(n-4)(n-3) ~ 0

I 11 11 ( )( ) <15 '10+ 8 ~o+1, 5 ~o-15 ~,- Yl,+an n-5 n-3. - 0
(9a)

sign [ -12 ~o-6 '1:- '1: +12 "I,+ ~;' -an (n-4)( n-3)] = '

sign [-1210-6'1:- '1:+12~1+ Yl~i+~oan(n2+2n+12)(n-5)(n-4)(n-3)]

Es seien wie vorhin:
I 11 1

~o = 0, ~o = 0,25, Ylo= -0,1, ~t = 'b

IJ
. 1

und außerdem rz,= ~ ~' = - 6 (die Nase des Profils
sei ein Halbkreis oder annähernd ein Halbkreis).

an und n sind aus den Bedingungen (9a) zu ermitteln.

Naoh Einsetzen der Parameter werte in (9a) erhält man:

an(n-5)(n-4) ~ -5,36'b... (10a)

an(n-5)(n-4)(n-3) ~ 49,7 (10b)

an(n-5)(n-3) ~ -5,35 (100)

sign [- ~,4 - a (n-4)(n-3)] = .

sign [_ 5,4+ioa:(n2+2n+12)(n-5)(n-.4)(n-3)] (iOd)
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Es wird daran erinnert, daß n > 5 ist.

Bedingung (10d) läßt nur folgende Sohlußfolgerung zu:

.
an{n-4){n-3) ~ -5,4 (10d1)

12.
bö an(n +2n+12)(n-5)(n-4)(n-3)~ 5,4 (10d2)

Bedingung (10o) ergibt:

an < 0 .

.
.

Für an< 0 und n " 5 sind die Bedingungen (10b) und (10d2)

automatisoh erfüllt. Die Bedingungen (10o) und (10d1) las-

sen sich nur erfüllen, wenn n ~ +112ist. Bedingung (10a)

läßt sioh gekoppelt mit Bedingung (10o) immer erfüllen.

Zwei Kombinationen von n und an' die die Bedingungen (10a)

bis (10d) erfüllen, sind:

n = 150 a =-0,0002512n

n =1000 an =-0,0000054 .

Die Abbildungen 1 und 2 zeigen Ruderkonturen, die duroh

Gleiohung (8) unter B~nutzung der obigen Werte dargestellt

werden. Abbildung 3 zeigt einen Vergleich dieser Konturen.

Die Aufmaße dieser Konturen sind in Tabelle 1 niedergelegt.

~
.......

. \

. . -~.-1-

5
Skizze B

2. Die Sohwanzkontur habe eine Form wie in Skizze B..

Vorgegeben .e1en tolgende Parameter:

".
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I 11 I"
70 J 70 = 0, Ylo = 0, 7, J rz1 = 0 1 7, .

Gefordert wird eine Kontur, die im betraohteten Intervall

einen Wendepunkt besitzt und deren zweite :Ableitung ~
Extremum aufweist.

.

11I

Mi t der Annahme, daß ~o 4= 0 ist, lauten die Bedin-
gungen für die die Kontur darstellende Funktion:

nlll > 0tO (11)
,

11I,
Yf besitzt für 0 < 5 < 1 eine Nullstelle .

Naoh dem früher mitgeteilten Verfahren wäre die Funktion ein

PolynQm 5. Grades, das symbolisoh

( ) ( ) (

11

)
5 . 70 5. t'J, "5, ?, (12)~- Yfo' fo~~ '1~ ~t '1: '1:

+ t?,'
fo '10 t'/~'1:~: 1:

+ Yf,
fo~ot'/~ ~~ ~, ?:

lautet. Für dieses Polynom sind die Bedingungen

111

~o > 0
m (13)

~, f 0

notwendig und ausreichend zur Erfüllung der Forderungen, da

hier ~m eine quadratisohe Parabel ist und bei Erfüllung

der Bedingungen (13) ~I" eine Nullstelle li,efert..Ausge-

drüokt duroh die vorgegebenen Parameter- lauten die Bedin-

gungen (13):

.20( W10~ ~t )- ~~I < 0
( 13a )

. , 20 ( ~o -: ~1 )-3 ~~ ~ 0
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Es sei 10 = o. Ferner sei die Nase des Ruderprofils ein
Halbkreis mit dem Radius r, d.h. 1, = f und ~~ = - ; .

I ist die Länge des Sohwanzteils und gleioh dem Abszissen-

intervall. (Dasselbe gilt, wenn die Nase nur näherungsweise

ein Halbkreis' ist. Dann ist r der Radius der Kontur an der

Verbindungsstelle Nase - Sohwanz).

Die Bedingungen (13a) ergeben:

I2,58 ~ - ~ 4,47.r

Für Y/o'=1=0 (10 ist immer posi tiv) ist der größtmögliche

Wert von ~ nooh kleiner. Ein Verhältnis ~ = 5,67 entspricht
einem Dicken~Längen-Verhältnis des Profils von 0,3. Je klei-

ner das Dicken-Längen-Verhältnis, desto größer das Verhält-

nis ~. Da bei den meisten Ruderprofilen das Verhältnis ~
größer als 4,47 angenommen werden darf, kann das Polynom (12)

nioht zur Darstellung soloher Ruderkonturen benutzt werden.

Um solohe Konturen unter Erfüllung der Forderungen durch Po-

lynome darstellen zu können, müssen wir den Grad des Polynoms

erhöhen. Wie unter 1. setzen wir an: '

~ = aO+a1 5 +a2~2 + a353 + a4s4 + a555 + anSn (6)

mit n ganz und größer als 5.

Die Koeffizienten ao bis a5 la~sen sich als Funktionen von
den vorgegebenen Parametern und von an und n darstellen. Ent-

sprechend Gleichung (8) erhalten wir mit ~~ = 7: = 0 :
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(
s. Ylo

)

.

(
S. ~,

)
u

(

S. Yl~'

)
(14)

~= t{o' ~o '?~ '?~ '1, '1: ,?~'
+ ~f ~o ~o '?~ ..,: '1: ~~'

+ Y'/,.
~o 10 '1~ '1: '1, '7~

.

- 0, 5an(n-5) (n-4 )53 +an (n-5) (n-3 )54 -0, 5an (n-4) (n-3) 55+anSn .
Zur Erfüllung der Forderungen sind folgende Bedingungen

hinreiohend: . .
11I

~o > 0
'.

~rn ~ 0
~

,1 (15).
. r1

v . v
S1.gn (0 = S1.gn ~ 1

Setzen wir die Ausdrüoke für die Ableitungen ein, 80 erhal-

ten wir:

20(Ylo-?t)-1:+an(n-5)(n-4) <: 0 (15a1)

. 11 1
2°(~o-1, )-3 Ylt- 'J8n(n-5){n-4)(n-3) ~ 0 (15a2)

sign[-12(1o- ~1)+~;'-an(n-4)(n':'3)] =

sign[-12( ~o": ~1)+ ~:+ ~oan(n2~2n+12)(n-5)(n-4)(n-3)] (15a3)

Es ist immer (70 - 71) <O.

Für größere Werte von ~ (~ > 4,47) ist:

2°(~0-71)- 7~ >0

[vergl.Gleiohung (13a)] .
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Da n >51at, 1at zur Erfüllung von Bedingung (15a1):

an<0 .

Damit läßt sich Bedingung (15a2) immer erfüllen und wir

brauchen uns um diese Bedingung nicht weiter zu kümmern.

Bedingung (15a3) ergibt:

- 12(~0 -~1) + 7:1- an(n-4)(n-3) ~ ° ·
,

Die Bedingungen (15a1) bis (15a3) lassen sich also für

~ > 4,47 in folgende Form br~ngen:
11

'

20(10 -~1) - 7,+ an(n-5)(n-4) ~ °

11

(16)

- 12 (~o - ~1) + tt
1-an

(n-4 )( n-,3 ) ~
° ·

Es seien:
_ ~tJ5~ _ ' 1

Ylo- -r;-' 71 - 1>

11 1und ~t= - -- = -6 (die Nase des Ruderprofils sei ein
~, Halbkreis oder annähernd ein Halb-

kreis).

Die Bedingungen (16) ergeben:

an (n-5) (n-4 ) < -3, 161>. . .

.

an(n-4)(n-3) ,> -4,3 .

Einige Kombinationen von n und a , die beiden Bedingungenn
genügen, sind:

n = 11 a = - 0,076 Jn
n = 14 a = - 0,039n
n = 28 a = - 0,0071n
n . 40 a = - 0,0032n

__ n = 1000 :8n = - 0,0000~432 .



,
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(n = 11 ist der kleinstmögliohe Wert, der die Bedingungen
erfüllen kann).

Die Abbildungen 4, 5 und 6 zeigen drei Ruderkonturen, die

duroh Gleiohung (14) [oder auoh Gleiohung (8) mit ~~ = ~:

= 0] unter Benutzung der obigen Werte für n = 28, 40 und
1000 dargestellt werden. Abbildung 7 zeigt einen Vergleich

dieser Konturen. Die Aufmaße der Konturen sind ebenfalls

in Tabelle 1 zu finden.
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