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1. Zusammenfassung.

Es ist bekannt, dass man Korper, die sich in einer
Potentialstromung Lefinden, darstellen kann durch
Singularitaten, die¢ sowohl im Innern des Kérpers als
auch auf der Oberfliéche liegen konnen. Im Falle statiounarer
Stromung lassen sich die auf den Korper wirkenden Kridfte

-, und Momente nach Lagally ﬁ] aus den Singularitaten und
der ungestorten relativen Anstrdmung ermitteln. Ist die

- Anstromung instationdr, so kommen, wie Cummins !?] gezeigt
hat, zu den so ermittelten Kraften und Momenten noch in-
stationdre Zusatzterme hinzu. Der Zusatzterm fir die
Kraft lésst sich direkt durch die zeitliche Anderung der
Singularitédten ausdriicken. Es gelingt hingegen nicht, auch
fiir den Zusatzterm des Momentes auf entsprechende Weise
einen Ausdruck aufszustellen, der nur noch die zeitliche
Anderung der Singu’aritdten enthélt. Daher ist es bei

_ instationérer Stronung im allgemeinen erforderlich, die

= zeitliche Anderung des Gesamtpotentials ( Potential der
ungestorten Grundstrbmung plus Potential der von den
Singularitidten induzierten Stromung ) auszurechnen, um
daraus mittels einer Oberfliéchenintegration den instatio-
néren Momentenanteil bestimmen .zu kdnnen. |

In dieser Arbeit wird ein Zylinder ( ebenes Problem ) mit
elliptischer Kontur betrachtet, der durch eine kontinuier-
liche Quéll- Sankenn.Oberfléchenbelegung dargestellt ist.
=z Es wird gezeigt, dass es in diesem Sonderfall doch gelingt,
< den instationdren “usatzterm fiir das Moment auf &hnliche
* Weise wie den Zusatzterm fiir die Kraft direkt aus der
zeitlichen Anderung der Quellbelegung zu ermitteln. Damit
ist die Bestimmung des Gesamtpotentials nicht mehr erforder--
lich. '

Ferner wird»gezeigt, wie man- aus der Quellbelegung des
elliptischen Zylinders auf die ungestdrte relative Anstromung .
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schliessen kann. Es wird dadurch moglich, auch die
stationiren Kraft- und Momentenanteile nach Lagally
direkt aus der .Quellbelegung, d.h. ohne Kenntnis der
Grundstromung auszurechnen. Inwieférn letzteres von
Vorteil sein kann, wird im néchsten Abschnitt kurz ange-
deutet und am Schluss der Arbeit néher ausgefiihrt. -

2. Problemstéllggg. |

Ein elliptischer Zylinder mit den Halbachsen a und b
bewege sich in einer Fliissigkeit senkrecht zur Achse

‘mit der zeitlich verinderlichen Geschwindigkeit d(%).

Gleichzeitig fiihre es um seine Achse eine Drehbewegung

nit der Winkelgeschwindigkeit @ (t) aus.

Von der Fliissigkeit sei angenommnen, dass sie reibungs-
frei upnd inkompressibel sei. Die ungestorte Grundstromung
sei instationdr, sie sei im Unendlichen als ruhend ange-.
nommen, von einem Fotential ableitbar und besitze inner-
halb des betrachteten Zylinders keine Singularititen. Es
sei ferner angenommen, dass auf die Flu531gkeit keine
dusseren Massenkridfte wirken.

Der Zylinder sei durch eine kontinuierliche Quell-Senken-
Belegung ( Dimension: Ergiebigkeit pro Flécheneinheit =
Geschwindigkeit ) auf der Kontur S dargestellt. Die Funktion
der Quellbelegung g = q(8) sei bekannt, ebenso die zeitliche
Ableitung a% =q(s) .

Es wird nun gefragt;'ob es unter den eben getroffenen Vor-
aussetzungen moglich ist, die auf den Zylinder wirkende
Kraft und das Moment direkt aus q(S) und q(S) zu bestimmen,

‘ohne dass dabei die Kenntnis der ungestﬁrten'Grundstfémung

erforderlich igt°
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Diese Fragestellung“erscheint‘auf den ersten Blick nicht

sehr sinnvoll9 da im allgemeinen die Kenntnis der Grund-

stromung eine Voraussetzung fiir die Bestlmmung der Quell-
belegung ist. Es ngt jedoch Falle, fir die diese Frage-

stellung von Bedeuiung ist. :

Befinden Sich z.B, in einer als ruhend angenommenen
Flissigkeit mehrere Korper, die beliebige Bewegungen aus-
fﬁhren,,sb_ist es zweckmidssig, die Kérper,durch Oberflachen-
quellbelegungen daryzustellen. Die Bestimmung der Quellbe-
legungen fiihrt dann auf ein System von so vielen Integral-
gleichhngen,_wie Kﬁrper~vorhanden‘sindo'Nach Losung des
Integralgleichungssystems sind zundchst nur die Quellbe-
legungen bekannt. Will man die auf einen dieser Korper
wirkenden Krafte und Momente ermitteln, so‘ist, wie oben-

bereits angedeutetg5die Kenntnis der relativen Anstromung

y i

1

~Es sei mit

sowie der zeitlichen AbleitungAdes Gesamtpotentials er-
forderlich. Man muss also - im allgemeinen unter verhidltnis-
néssig grossem nhmerischen Aufwand -~ die von den Quellbe-
legungen aller Korper induzierten Stromungen und deren Poten-
tiale bestimmen. Gelingt es dagegen, die auf‘einen Korper
wirkenden Kréfte urd Momente direkt aus der Quellbelegung
dieses Korpers zu tberechnen, und das ist beim elliptischen
Zylinder der Fall, so bedeutet das einen weéentlichen Vorteil.

3., Allgemeine Sidtze iliber die Krafte und Momente
auf einen zylindrischen Korper.

Als Bezugssystem wird ein im Raum feststehendes kartesisches
Koordinatensystém eingefiihrt. Der Ursprung falle im betrachte-
ten Zeitpunkt mit dem Ellipsenmittelpunkt zusammen, die
x=Achse wgise‘in‘die Richtung der grossen Halbachse a.

f, wna
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Grundstromung, mit

das Potential und die Geschwindigkeit der ungestdrten

. -
¢; uwa % |
das‘Potential und die Geschwindigkeit der wvon der Quell-
belegung induzierten Storstromung und mit

@ =gyt é una Veiy+¥s

das Potential und die Geschwindigkeit @er Geéamtstrﬁmung
bezeichnet. ‘

Die Geschwindigkeit der ungestdrten relativen Anstrimung
(relativ zu einem mit dem,Kﬁrper mitbewegten System) ist
dann gegeben durch:

Ve = I-/;_I-»fl’—‘[b’x;] | (1

Der zweite und dritte Term entspricht einer Translations-
bzw, Drehbewegung des Zylinders in einer ruhenden Fliissig-
keit. 7 ist ein Ortsvektor bezogen auf den Mittelpunkt
(Drehachse)e '

Bei Nichtvorhandensein ausserer Hassenkrarte lautet die
Bernoulli’sche Drucksleichung fiir inatationare Stromung,

dé _ r,
%v +f +g-3—t- = Fli)

wobel die Konstante auf der rechten Seite im allgemeinen
noch eine Funktion der Zeit ist. Da jedoch einerseits die
Grundstrdmung im Unendlichen als ruhend angenommen wurde,
andererseits die vom Kirper hervorgerufene Stérstromung
nach Unendlich hin abgeklungen ist, ist die Konstante fiir
den betrachteten Fall von der Zeit unabhiingig und gleich
dem weit vom Korper entfernt herrschenden Druek p, -

d | (@
pep-irt-s ¥
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Bezeichnet 1 den nach aussen gerkchteten Finheitsnormalen-
vektor der Kontur, so ist die aufl den Zylinder wirkende
Kraft ( pro Lingeneinheit des Zylinders ) gegeben durch:

P-—/;nﬁf

(3)
Fiir dae Moment pro Langeneinheit gilt:
}1-~/}[¢xn7d5
(4)

= "fa ]’[frxn]»lf*‘g r/z['rxﬂolﬁ 4'_?/ ['fx'ﬁd:
K1

Das erste Integral im Ausdruck fir die Kraft verschwindet,
da bekanntlich :

[rds =0
s

ist. Dass auch das erste Integrai im Avsdruck fir das Moment
verschwindet, lasst sich leicht zeigen° Da die Normal- und
Tangent*alelnheltsxektoren o} und t gsenkrecht aufeinarder

stehen, is?, -

[Fx5] = ('}’-H'A’
wenn mit E'der Einkeitsvektor in Richtung der Zylinderachse
bezeichnet wird. Ist F die von S umschlossene Querschnitis-—

flédche des Zylinders, so folgt nach dem Stoke®sehen- integral-
satz:

/[f}?xiq’]m"-- AfFFuS jfj[qu‘?’.jm’: 0
s

- Der Integrand des rechten Integrals ist 1dentisch NULl da

die Rotation eines Ortsvektors Null ist.

Die jeweils zweiten Integrale deriGleichungen (3) und (4)
stellen die auf den Zylinder wirkenden stationiiren Kraft-
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und Mdmentenanteile»dar.‘Fﬁr den hier betrachteten Fall,
bei dem der Zylinder durch eine Quellbelegung auf der Konbtur

" dargestellt ist, kenn man dafiir nach Lagally auch schreiben:

?[ v dS = AP, -9 [y dS | (5)
S :

2 v*[ands = 88 <=9 [y18) [FxT,1dS ()

- Auf die Satze von Iagally soll hier nicht néher eingegangen

werden, da-sie'als bekannt vorausgesetzt werden kinnen.

Die restlichen beiden Integrale in (3) und (4) stellen die
instationdren Zusatzterme dar.

/dﬁfr'ds -AP =-f[f(ﬂ¢d,§'+f/" (7
f[ [Fx21ds = &M oml’ | | | (8)

Dabel ist auf der rechten Seite von Gl.(7) der Ausdruck
angegeben, den man nach Cummins fiir den instationiren
Kraftanteil im Falle einer Oberflichenbelegung erhilt.

Bis hierher handelt es sich um bekannte Dinge. Nun soll
gezeigt werden, dass der elliptische Zylinder einen Sonderfall
darstellt, bei dem man noch zu weitgehenderen Aussagen ge-
langen kann. Dazu sind jedoch, damit der Gang der eigent-
lichen Beweisfiihrung nicht allzuoft durch Zwischenbetrachtun-

gen unterbrochen'wird, einige vorbereitende Uberlegungen
notwendig.




4. Finfiihrung elliptischer Koordinaten.

Zusdtzlich zu dem oben eingefiihrten, im Raum feststehenden
Bezugssystem (x,¥) wird noch ein mit dem Zylinder fest
verbundenes System eingefiihrt. Da hier nur der Spezialfall
' . einer elliptischen Kontur behandelt werden soll, ist es
zweckméssig, dafiir elliptische ( Lamé’sche) Koordinaten (+4,¢)
‘ zu wihlen. Im betrachteten Zeitpunkt t, soll der Urspruag
des feststehenden Bezugssystems mit dem Ellipsenmittelpunkt
zusammenfallen, und die x-Achse die Richtung der grossen
Halbachse a haben. Dann ist der Zusammenhang beider Koordi-
natensysteme gegeben durch:

XaChddwny . A0 |
- - T=y, ),
y # ¢ ahot sty o2ge2r °
Die Linien. = konst. stellen konvokale Ellipsen, die Linien
¢= konst. konvokale Hyperbeln mit den Brennpunkten ( x= *c,
) y= O ) dar. Es handélt sich um ein orthogonales Koordinaten-

system, d.h. die Linien + = konst. stehen senkrecht auf den
Linien ¢ = konst.. '

Pir die partiellen Ableitungen gilt:
L J¢ o Ay B
Ix Jy c‘lM’J-:-@’y)

2. Jp .kt e
Jy - Ix ¢ (ah% + 2m%p)

(10)

Ferner gilt, wenn i‘(-’,y) eine skalai.'e Funktion und ff und ©
die Einheitsvektoren normal und tangential zu den Kurven
« = konst. sind:

,tav{f- (,7"*?:’1)

tl/d’./sr 'y

(1)
A J
' “" "’”(’/ A{ "‘l&"»’#tﬂ"?} (JJ! J’g} (12)
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Ist eine Ellipse durcho =4, = konst. gegeben, und hat
diese Fllipse die Halbacheen a und b, so folgen aus (9) und

Xeaug Y A=k
/ also :
)/téMy" B b2 b,
unter Zuhiirenahmé der Additionstheoreme -

ld’ro”— 4‘?4/0 o //
Ayt ok o
die Beziehungen : -

(% a?- 82 s avad?

(13)
('e‘,'a a+b —— eJ’t -F.__........ahli—-— = l/ arb
| Vineb)la-d) ¥ =4

- ‘V%

Im weiteren Verlaui der Arbeit tritt hiufig der Faktor e
auf, Er sei der Einfachheit halber mit A bezeichnet.

e-;?Jos 2 - o~ | (14
- a+b

Fiir das Iinienelement der durchJ,= konst. ,gegébenen Eilipse
erhialt man: ’

d8 = /Axte dy?

= /("c'uh/, fm'vy l/ylz# 7 A my'dgfz

= OV By i’y v hly Yy Ay (15)

. c"‘/?{/-f-ad?/,,\/m‘;n’y +'/M%k(1-‘m;v?yl vo[yn

= /,Mgn/, + 4“.1?{ dy



Bezeichnet man den Winkel zwischen der x-Achse und desn:

nach aussen gerichteten Einheitsnormalenvekior B der Kontur
F=J nit (n,x), so ist: '

’ By
ds 44‘.«‘01*0”125: (15)
. X ¢ Py
s (0 X) > = —= = —=-
_ f As ¢ g/Mzdf,#’awy
Schliesslich gilt jir die im weiteren Verlauf der Arbeit
bendtigten vektoriellen Produkte: _
- . '-»
[Fxn] = [x aom {n,x] —y (ﬂ,k’}]/&
_ a%- 4t @ g 2n s d __am2y g
¢ Vb, +445»‘y 2 SobPL+ mml‘(f (19)
[«rxt]' [x w2 (2, + Y aem (n, xi] 4
a-b ﬂf-my —o_ o a.d s

G Vb3, +am ¢ Va,d?uﬁd-m;»"g “

s

‘5. Potentialfunktionen in elliptischen Koordinaten.

Losungen der Potén'i;ialgleichung Af = O in -elliptischen
Koordinaten sind, wie man leicht durch FEinsetzen in G1.(12)
bestétigen kann, die Funktionen

sv il 2yl
'/M =@ 4 ‘V_./’g’gl veel (18)

-~

sowie deren Real- und Imaginérteile allein. Diese sind
in den Brennpunkten (af!= O,¢= O ) und (« =0, % = #) singulir,

da hier Ved%/ +am j: =0 ist, also der Nenner des Gradienten
verschwindet.
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Betrachtet man dagegeii die Kombinationen,

put wvd
{w -‘% J’_ wvy +g-e wovy = vt w vy

vk . Af . : .
%2,-%¢ mvgv—%e ampy = Ma—w‘ am v (19)
,/3,, ai".,‘"d bowg -% -t wivy = sk vl vy

L P S .
{%,sg-ehg‘mvy-i'%ev‘ am vy = MVJ‘e,mvg

so weisen nur f3y und f,, in den Brennpunkten Singularitiéiten
auf. So gilt z.B. fiir die J—Komponente des Gradienten von
fav in Punkt(o 0) :

: lim gredd f” = lim v "‘M

A0 A0 d/aé’mli-uny
y-»o - 3?-»0

= 4+ ¢

Die Bestimmung der Gradienten von £4y und f,, dagegen fuhrt
in den Brennpunkter auf die unbestimmte Form -— o

Firv = 1 folgt aus den Beziehungen mjt den karteSLSQnen
Koordinaten- , %
fu = By = —

Es ist also fy ‘das Potential einer Parallelstrémung in
x~Richtung, fgs das einer Parallelstrémung in y-Richtung

von Betrage % RO

Fir v>1 lassen sich die den Potentialen f, und fs zuge-
horigen Strﬁiﬁungen nicht mehr in so einfacher Weise angeben. -
Da jedoch die Kenntnis dieser Stromungen im folgenden nicht
erforderlich ist, geniigt es nachzuweisen, dass die PFunktionen
chv. cosvy und shv« sinvy auch in den Brennpunkten regulir
sind. D.h., dass disse Funktionen auch in den Brennpunkten
stetige Gradienten haben,und das dort auch die Divergenz der

Gradienten Null ist.
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Der Beweis ergibt sich durch sukzessive Grenzﬁberééngeo
Er soll hier nur fir dieJ-Komponenbe des Gradianten von
f, = chvaf cosvy durchgefiihrt werden. Fiir alle anderen
Grossen ist der Bewels analog.

Einerseits ist fir +£ = O und ¢ # O bzw. ¢ #7 :

grad, £, (0,9) = Y2hrLory /
a0

C'/—anmy

Also: ' lim ( lim grad.; £, ) =0
N Y,
bzw., ¢+»¥

Der gleiche Grenzwert ergibt sich, wenn man ¢ = O bzw.
¢ =¥ festhalt, und »f gegen Null gehen ldsst, da fiir v>1
shvst stérker gegen Null strebt als shaf.
_Vaebhv
lim ( lim grad ,f,, ) = =0
J>0  ye0 o Cakd
bzw. f-»r ‘ :

(Ubrigens haben bis auf v = 1 alle auftretenden unbesgtinmten
Formen den Grenzwert Null. D.h., dass nicht nur die Divergenz
der Gradienten, sondern auch die Gradienten selber fiir alle
‘Funktionen f,, und f,, (¥>1) in den Brénhpunkten'verschWindena);

Aus der Tatsache, dass die Funktionen f,, = chvscosvy und
£, = shvd sinvy in der ganzen of - y - Ebene regulir sind,
ergibt sich der nachfolgende Satz:

Weiss man von einer Stromung, dass sie innerhalb des Bereiches
o <4y keine Singularitiéten besitzt, und ist das Potential
dieser Strémung auf der Ellipse J, = konst. ( -4 <., ) durch

die Fourierreihe

¢1Jo, y’ = a, +v£ {a, o "J’ + 4y fmnlyl (20)
gegeben, so ist die Reihe
v vt kvt (21)
a, +v§.'(a., Ak VY *b'uv.x, amvyl
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innerhalb des Bereiches «f<.f, beschrankt und stellt dort
das Stromungspotential ¢ (‘J,y) dar, da es nach bekannten
Sétzen der Potentialtheorie nur eine einzige Potential-
funktion gibt, die innerhaldb eines Bereiches regular ist
und auf dem Rand vorgeschriebene Werte annimmt.

6. Das Potential der Quellbelegung und die
induzierten Geschwindigkeitskomponenten.

Da der Parameter ¢y beim Umlauf um die Kontur die Werte von O
bis 2# annimmt, so muss, wenn man die als bekannt vorausge-
setzte Quellbelegung q als Funktion von ¢ angibt, q(y) die
Periode 2% haben. Es sei nun angenommen, dass q(¢) durch die
Reihenentwicklung ' ) '

713{1' m Z ly,, mu'y*-J.MmV«!) (22)

Va4

dargestellt ist. ( Ein konstantes Glied fo kann nicht suf-
treten, da infolge der Schliessbedingung die Integration
der Quellbelegung iiber die Kontur Null ergeben muss; wobei
die vor das Summenzeichen gezogene Funktion 1 : d/n%’pv’,qrmif
‘sich gegen die im Linienelement dS = ¢ /44’4,4-44«3:’? dy
auftretende Funktion herauskiirzt. )

Gefragt ist nach dem. Potential dieser Quellbelegung sowie
nach den von dieser Quellbelegung induzierten Geschwindig-
keitskomponenten.

Fiir das Potential gilt:

b= Ly mmas (23)
]

Dabeli bedeutet R der Abstand vom Quellelement qdé zum Aufpunkt.
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Als erstes soll lm R in eine Fourierreihe entwickelt
werden. Der Ort des Quellelementes sei durch dz.e laufenden
Ordinaten '

fc"c'uf‘l,mf p = ab 2
bezeichnet, ein Aufpunkt ausserhalb der Kontur durch:
X’t’bﬁlmg y=¢’nﬁJ/mvy

Dann ist:

RGP = Deep vitypl = 231
An R = o ;/I-ﬂ'f ly-pl = Re dn (23]

durch Einsetzen der elliptischen Kodrdiniatéh erhidlt man:
xax+iy=d luf_a/my + 104 44467/ 20k (Jﬁ'f}
yaftip = (hdyny +iakd, amy ) = ok (y+iy)

Daraus folgt durch Anwendung der Additionstheoreme fir
Hyperbelfunktionen: :

2=y = ¢ [hlrigl- kA, vipl]

=C204% [l/wyl#l/,ﬂjl] ok § L1t +ig)-i, 1ip)]
Nun gilt allgemein: - :

gt g2t ..4{,'#-, )

'n {,{ [ut]}[df -[a-é]}
Also ist: _
c [Jﬁ'y), L (Jﬁrlfla/.ﬂf] Llttrpl=14 +1y)]
wyege 4 l{ A= }
Daraus wiederum folgt:
An(2-34) = An 5 +heiyp +
+ dn [ ”-‘-[ (Jﬂf)fl-’.ﬂ?ﬂ]},*

4 Ao { /-‘e'["l*’.f}_l"f“”}
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Da der’ Aufpunkt ausserhalb der Kontur lz.egen soll, ist &>/, >0,
also sowohl, - :

/ -[lJﬁyh- lo‘.*lf/]/ -l +ah) <d '

als auch: | |
| l L rigl=1dytipl] / . e-lo‘ ol Y,

D.h. man kann die bekannte Reiheneatwicklung fir den

Logarithmus |
' ' . ’ @ ;
dn (4-a)=-3 2d"  lel<q
: - vadq
anwenden, und erhdélt:

i l‘z-g]- Jnff./u'g -
® v (Lt ) ~jvlged]
- .Z.ﬁ ‘..vIJ-J.) ‘owly--ﬂ

Schliesslich qrg_ibt sich fir den Realteil, also fiir ln R:

V=4

A R = lol-é‘-lu’ Zif'vudlmulpﬂu “_" wig-yl1

-VU+J,I

.= An g- +f - 2 4 lva vy -m.qamv»ﬂ-
| -VE $ _-VM.J (0rvy vy +amvy amvy)
& =4

o | |
= h.% +./-z2- 4 ¢"’J:Av~', vy vy -

-2 Z g "”M vy wnvy amvy (24)




Nach Einsetzen di'esei' Fourierentwicklung .s‘owie der Entwicklu&g
(22) fir die Quellbelegung und der Beziehung (15) fir das
Linienelement in die Gleichung fiir das Potential (23) erhidlt
man unter der Annahme geniigend guter Komfergenz, sodass
AusmultipliZieren und gliedweises Integrieren erlaubt ist:

¢s L pla =27 c"iuly, uw;{, wrvy + by 2k v, amvy) (25)

(Es sei bemerkt y dass geniigend gute Konvergenz immer gewdhy-
leistet ist, wenn g die Guellbelegung eines elliptischen
Zylinders ist, der sich.in einer Stromung befindet, die
innerhalb des Bereiches o+ <. +£(6>0) keine Singularitéien
aufweist. Letzteres ist ein/,e der zu Anfang getroffenen
Voraussetzungen.)

Fir f = % gilt nack Einfiihrung der Abkurzung e fJ‘s 2,
-VJ’-J‘I’WJO = 5’ {4+‘ 2&’@} l;ﬂ

' v
CV%“MM; '%(’3"'?‘2‘,‘} - 4;3

und man srhélt fiir das Potentiai dexr Quellbelegung an der
Kontur selbst:

B YOWIERE zw*" ;lvm»'y«&-——m;fymywj (26)

Die Normalkomponente der von der Quelibelegung induziertien
Geschwindigkeit ist die ~*- Komponente des Gradienten von

Ps (S, g) fir Saof,,

Vsw = f’@du% /Jaw', |

4 I
"ﬂ»".ﬁ wmy JJ 24k,
” -vJ
° l‘ v/ Jy’JA J
a/w.u s’y w. o 4 “”"’”’ tivg] (7)
d 4 2 [(4*2 )y.' vy vle(l-l"lcfwmuyj

¢’ 2Py +ami'y 25




. ‘ Auf entsprechende Weise erh&lt man fiir die Tangential-
komponente: '

Vor = gred ¢$ L;s‘/‘

= ‘J/-—‘-;-;:-”l;__f—::—__-:-—;-— ‘% ‘;Z[Ilfﬂy, 4»“:”'3’ - (4"’3%‘{,“)5’3&7
y bam g »

7. Der Zusamnenhang zwischen der ungestorten
- Grundstromung und der Quellbelegung.

(28)

Die den Zylinder darstellende.Quellbelegung war als bekannt
vorausgesetzt wordea. Es soll nun auf die ungestdrte Grund-
stromung geschlossea werden, in der sich dann der Zyliader

befinden muss.

Wie die Quellbeleguag, so muss auchk das Potential Q@ der

Grundstromung auf dsr Kontur die Periode 2% haben. “ilan kann

€s daher in Form der Fourierreihe

¢, (dﬁ,g} = g, +EJ(Q, wivi +b, Mm/f}

(29)

ansetzen, wobei die Koeffizienten a, und by zuniéchst noch
unbekannt sind. Nach Abschnitt 5, G1.(21) gibt es nur eine

einzige mogliche analytische Fortsetzung,

| b vat vl
4 = Badd 29V .
ER . - ¢’ !M;y] a, */.vé!(av ™ vy +4, vk mmvf}
die innerhalb des 2ylinders regulér ist, und man erhilt

daraus fir die Normal- und Tangentialkomponenten der
Grundstromung:

V’” = J"d‘l ¢'/‘l",‘ -

. 4 - .
= m z‘V{"v ﬂr./. v +6,t#v~{,mvg)

(30)

G



Vrtyfdd ¢’/J:J‘=

7===-5=Z“bw ~a, amvyl (32)
Mzﬂlf ! vzyg ( v y v T
Fiir die Normalkomponente kann man, da
QVJ. v
v, = chal S i

) 4 2"". . 4* av N
und entsprechend

4+27
Abvd, = =Y

ist, auch schreiben:

1

(33)
¢ oé'J.,e'»mévy ved (44'3' a,mwy+ ‘ wa )

,VM-

Ist Vyy die Normalkomponente der relativen Anstromung, so muss
infolge der Randbedingung, die besagt, dass durch die Zylinder-
oberfléche keine Fliissigkeit hindurchfliessen kann,

Vew + Vew =0

sein, beziehungsweise (. siehe auch Gl.(1) ):

Viw + Vo = M n +[wxr.7'n (34)

Sind uy, und uy die x- bzw. x—Komponemten der Translatlonsw
geschwindigkeit u, so ist:

Un = Uy (0, x] + Uy 2em (n,X] /
4
bux wry +a ity omi)

Fiir das Spatprodukt [v!r] # erhilt man durch zyklische
Vertauschung:

[%F]7 = z[::x w1
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Da i und [#xn] gleichgerichtete Vektoren sind, folgt fiir
dieses Produkt mit H:Llfe von Glelchung (17):

4 2
[Efxrj 1 =/w//?xn/ m’ﬁ/ﬁ’./mmy -g-wozmﬂg

Die Randbedingung Gl.(34) lautet dann voll ausgeschrieben:

‘ | 2” - Z [14+3) g, vy + (J—A"IJ., amvy] +
: d M 4*"” g Vﬂf aw /l AV
+ZV[4 v ay vy + bl“’“'ff]’
- vaq
1 : v‘-’ ]

= buy iy +auyung +Z-w4m2yf

Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich:

4 el 14 A2

4-2 )
4 e—— - B s
‘z'({fl)A(,* T G bux — A =g T Sy
. , |
4 A=A | 4 (4P
U+ v =5 e., 0. Bl Bl miee v, lvs4)
A2 Rz =7
!4"2)J4 b{ ':= Q“Y i »b}' &= - ;"E Py Q& +a 772 é{y (35>
4*7‘2 ! | LU g

2 s
(MUJ +2 e b g"’ b T Gt e

£ 14-2)4, +u b., w0 —>b=-2 ’;;;,’ d, (v>2)

Setzt man diese Bexziehungen in G1.(29) ein, so erhili man
fiir das Potential der ungestorten Grundstromung in Abhangig-
keit von den Koeffizienten der Quellbelsgung: ( Nur die
Konstante a, ist ni.cht bestimmt, was aber ohne Bedeutung

ist. )

vz
By 14 5) = 0,4 T #1122 ST

/7&” YV J+AV V/A»WV?]"‘

442 d-2 02 4-2% . (36)
+b o My »:7 +a7— uyamy +—— preY W asm 3

2 veq
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Daraus ergibt sich nach Addition von G1.(26) mit

N P oy 4437 142
T t ozl - z(uaJ(J =+l = 225
LY R PR vy 4-2° 4-2"
4 121 A-2

Tt 2 (4= 2) £ g +4} prey

fiir das Gesam’cpotential'

¢(»’.lfl %*’5 =q, Z (4 AVYV”WY'* vag)

8. Die Bestimmung der relativen Anstromung

aus der Quellbelegung.

Durch Einsetzen der Beziehungen (35) in die Gleichungen (23)
und (32) erhélt maa fiir die Normal- und Tangentialkompo-
nenten der ungestorten Grundstromung: '

- Em -32 [tasrigy vy L2, mvﬁ .

ved
e o & - (38)
Fbuy iy fé“y/ng +3 wangj'

{ (4-2*)* { orvep - s . og]+
@‘WM"V oy L2 52, 4"‘7" St = (e

* 4-7 ey - (29)
+a--—u ty T Wy -4 Ay amy (59
ey 442 g by ey

Fir G1.(39) kann man, da

a-b
‘ﬁﬁg’di.i. ;oA e
1% 238 - ( )

-2 o 1- (“)2 . la+b)2-lc-blz o 2ab
S Y L= (4+8F+(a-8) 18
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ist,,auch'sdhréiben;‘

z [M"JF' _ 14 2”}3
(/M“‘J * o y Ll e vy

*L"Y iy -aHy nmy + --é- abu MQ?}

Do Vy]«f
(41)

Die Normalkomponente dér relativen Anstromung ergibt sich
aus Y’” "'Vsﬂ '0 und Glo{(27) ZUu: .

4 4 L ‘ v | .

o ey 2 LU ey UKW gl
' -4 4
- m l ¥

4 t‘/DAzJ-#my Z (Y vaf Jvml”f)

o -

YN

Fir die Tangentialkomponente der relativen Anstriimung gilt:
’ ’ > < -
V,rr s V?T -MF - [&7&’:]‘*
Es ist: ' 4 .
e v _
u- f st = My auor (n X)+ iy wrin X)
. -
d 04%/@*0&2?
Mit Hilfe von Gl.(’l’7)‘ erhdlt man,

(-aity Mg' 45“)1 my)

- & A ,
[wx*a = w[’i‘x?]- z;zm abw
sodass schliesslich folgt:

o [/-z'/"' Y A
e Yok .J' oty { 24 rr e =l Rl b
' / f(az;éawa?yazljaéw} |
Oder auch: A ‘ |
. & 4 S U-% ?‘ | 44+aﬁﬁ
VT vﬁ‘fﬂm? z Z[wx’ v & YW’”’"’Y]

YA +mzy 6 3] ' ' (43)



[¥aress

B T AT TR T

-

. ‘ Bei der letzten Umformung wurde beriicksichtigt, dass
Wy = A=Zom s und b*=c*ab%,
ist, und damit: \
2 42
-6 w:?y-d . [(a AIMI—.?M‘T) (®-&)]

T ad a?+b?*

F - W{é‘?-ﬁc’ ant y)

2 2
Qg.sz ¢ ( Aa/s‘-my}
< ' Damit sind die Normal- und—Tangentlalkomponenten sowohl der
ungestodrten Grundstrdmung als auch der ungestorten relativen
Anstromung in Abhingigkeit von den Koeffizienten der Quell-
belegung dargestellt.

Un nun wieder von der Reihenentwicklung der 'Quellbelegung
freizukommen, sei zar Abkiirzung

¢ly) l’//;é?q/ #tmsy Vz. l{vm\ly +J~,My7} ?(w (44)
- : g
541 [mv‘«f wwyf - pm fo”’”’"’?‘} VZj\ wav{ywﬂ = 4 (mwy (45)
-2P et |
.m[ A4 “Wf 7 427 s mwﬁi = s by} (46)

gesetgt. Dann gilt,

27
= - 4 i ’ \
Veew OVeb + 2oty ($ 519+ //WM/ $%)oz) | (47}
o

- 2

A |
V. i -
A | T c’,/@%z,%.,,;,z? 2% "’"ﬂ%‘?jﬂ*lﬁﬂf

o
2&5 w
62

- UWA{J 4-4,»" 7 (48)
was leicht durch Ausmultlplizieren der Reihen, slledwelaes
Integrieren und Vergleich mit (42) bzw. (43) bestitigt werden
kann. Auf die numerische Auswertung der in den Gleichungen (47)
und (48) auftretendan Integrale wird am Schluss dieser Arbeit
noch néher ezngegangeno
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9. Die stationaren Krafté und Momentenanteile.

BEs ist: o2 (MZQ{, + ,M;,*y) = 2+ laz—éé} /m;vzy

Setzt man daher zur Abkiirzung,

Vor

/ fv‘ ﬁ2~ﬂ+ﬁ>m3;

i .
(2 - - W

¢ Yo%/, */m:t"y

SmWT

TN

so folgt:

4
Wy (¢) =
Mf 624’((%

| w

A g A

’-5’}@;;'{? [z Flyl+ 2?./,&”/5{,9‘/;17‘}0!7]
. 0

(49) |

i

~ 2a6
62+ Ir 8% oni®

@87 (5o |

w,-(y) = 2# / Ay lmd Jirldy +

Fir die x-Komponente von Zf gilt:

V,rx = V"ﬂ m[%x} - V,,r MM’)([ =z - 6WN uu! +4W7 /M&;J?
Fir die y-Komponente gilt: ' '

Viy = Vay omin , X+ Var w2 (0, X) =~ q w’,, ﬁmg -bw; 12 ¢
Und fir das nachfoigande vektorielle Produkt erhsdlt man
unter Zuhilfenahme der Glelchungen (17):

o
[FxF]= [P BT Vey + [Fx T vy ,%( z“ Wy 4o 2 + b Wy

Perner ist:

pi81d S = gig dy

Damit lauten die Komponenten der stationdren Kraft=- und
Momentenanteile ( Legally ):

| o | | (51) |
47;31'41'. =‘f[,V¢xd’(’f/}‘?}{é’{ﬂ"’?"“%m«;y)ﬂy i




: - W
ATy spar, = —y[; Vyy dS = y/}lﬂ(‘% amy + by wy] dy (52)

. 0
A”Wﬁf --fzé/y['rxv,,]dﬁ'
- u g
.? (=
'f[j‘ﬂ" ;-——-‘- Wy om2y+aé»w,}dy (53)
10, Die instationiren Zusatzberme.
Fuir die instationaren Zusatztermé erhilt man wesentlich
einfachere Ausdriicke. Nach Gl. (37) gllt fiir das Gesant-
potential an der Kontur:
A4+2Y
P=a, vi (4, = v e 47+z' J.;famvy)~i
A+ A-A Y % -
222y e —= L2
+L4 - X Y* 44+ ,}I 47,,32_ mﬁy

Da in dieser Gleichung aussér Uy, uy und'w lediglich die
Koeffizienten Yv und J) zeitlich verdnderlich sein konnen,
ist dann , |
_ﬁ d% A [4+2Y .{w 42" ddv
Z G vt el

| 4+7- iy o A-D duy o a8 42w
RN Albreel i Sl BT

/.m;-?g’

und man erhalt fir die Kbmponenten der lnstatlonaren Zusatz-
terme'

AP iust, = f/dt m(nx)d,f' f‘/??‘“?“f f6? a/ﬁ dux)



ol tf4 duy}

473"”51‘ f/dt"""”"’”w 5"'/ ¢"“'Y°’7 S’"'#a

A Mt = fﬁ/—lffxn]di- : / om.?fdf{

Ay 4‘3’(_4;1_4:. aédw}
f2\4+a= 2 4t TTF ar

Dafiir kann man nach Einsetzen der Beziehungen (40) ‘auch

schreiben: o
| - | (54
Anmsl' "‘S’dﬂ'm +gabr L2 ':';_’{ ‘~ )
ARyt = - ghr £ de +yabr by - (59
- I Y dda 8 dw
A M, === Py % ar +g-%- ié-w‘ T (56)

Mit ’
, w ' ‘ %
a/(v ddv . -
/}lg)mvydg K /77'7-,-" 3/'15'}4100'70/?
folgt s_chliesslich ¢

AR, = -9 ‘/il’“"f.‘f +yq69' L::Tx (57)
g = —pb [§lg) gy + pabs & (58)
A@M = "f‘/}lflm’vdf +ra6lﬂ'-;$/
, | P-4 (59)
SMag =g 5 4 /t‘r!m"w‘f*fﬂ,,ff. shode
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,Q , Ubrigens entsprechen die Gleichungen (57) und (58), da
;‘-{X,“-Y}={q,w7;'ba@f} ; j.lg’ld77=5;(,s’}d,(, abr= F

ist, genau den Kompbnentpn.des Cumminé’schen Ausdrucks.
( Siehe rechten Term von Gl.(7).,)

Dass die Ausdriicke (57) bis (59)'eine‘wesenﬁliche Verein-
fachung gegeniiber den linken Seiten .der Gleichungen (7) und
(8) darstellen, ist selbstverstdndlich, da hierdurch die

oft mihsame Bestimmung der‘zéitlichen Ableicung des Gesamt-
potentials nicht mehr erforderlich ist. Die Gleichungen

(49) bis (53) fiir die stationdren Kraft- und Momentenantcile
dqagegen machen asuf den ersten Blick den Eindruck, vernaltnis-
méssig umscéndlich zu sein. Daher soll nun zum Schluss noch
rachgewiesen werden, dass auch sie in Hinblick auf die
nugmerische Auyswertung sehr vorteilhaft sein konnen.

11, Uber die numerische Auswertungz der Integrale.

Der Kern ky(¢,p) lédsst sich in geschlossener Forn darstellern,
denu es ist,

;‘f’ v 4-22
4+2 2.2 wsvlgrql=
V=4 ' 4= 2% @ (g+5] + 2%
und somit: ”
' . g P A-22 oy
oyl b) = ZX o vlgy] = %
- g ved fv 4 2 (4“’2260313’#0‘/*7&2 / '
_ | =R+ Rty (60)
A= 24 oy (g4 AP

Fuir den Kern k,(y,#) hingegen gelingt dergleichen nicht.
Auch ist er nicht bsschrankt.

Nun ist im allgemeinen die'Quellbelegung nicht durch einen
geschlossenen Ausdruck gegeben, es sei denn, es handelt sich



- um eine besonders einfache Grundstrémung, wo dann aber
die hier durchgefiibrte Betrachtung nicht erforderlich ist.
Haufig, z.B. beim Mehrkorperproblem, sind nach Losnung des
Integralgleichungssystems nur einzelne Funktionswerte an
einzeloen Stiitzstellen bekannt. Man ist dann gezwungen,
die Integrationen durch Naherungsquadraturen zu ersetzen.

- : s sel nun angenommen, g(g) sei an den m aquidlstanten
Stitzstellen

gy = 27—~ (n=1,2, ...n) m = gerade Zahl

gegeben. Wie ich in der Arbeit [3] gezeigt habe, erbdlt man
dann fir die in den Gleichungen (49) und (50) auftretenden
Integrale a /

_ o

4, o 4 i e
I, = rr //w (y, ¥l ymoiy I = Py /_,Ar(s'n‘/ vl di
o ¢

x - das genéueste Ergebnis, wenn man die einzelnen Funktionswerte

o von g(#) ait den %—ten]Fourierteilsummen der Kerne multipli-

. ziert und auf dieses Produkt die Rechteckregel anwendet. Es
ist also kein Nachteil, dass der Kern krtq 4) nur, sondern
eher ein Vorteil, dass er schon in Fo;m einer Fourierreihe
vorllegt. '

Wie gleich gezeigt wird, ist es zweckmassig, k,(q,%) in zwel
Anteile aufzuspalten. Mit Hilfe der Umformungen

(U-2F (40P A-32"+32% u+x’)’ U A4+32 e 2% AV

S SR Y 4-2 42 s
arh8lt man aus Gl.(46):
4+3A“'

Arlj’"}'}- Z- " 4~ 23V (MV’WV?« "/)A%’JV? mv’f/}—

27\" 3+;N (mvy Vv + am vy wavy)
vad

' 4
- Z *;:, vly ¥~ Z;\" ?+;w o (g+7) (61)

(% Y



Der erste Tera von G1.(61) sei mit kr,(y;¢), der zweite

mit’kry(?gf) bezeichnet. Die %~ten‘Fourierteilsumm@n seien
durch den Index ¥ gekennzeichnet. Es ist dann also:

"

Aoy 19, 4} = Z A s l2y FE

""74 (‘fn, i‘t) }

Y
/’Tz (?”1% ‘j{

Ordnet man nun die m Funktionswerte der Funktionen a(y),

" 4+33

X‘"’ um (,Qn/ 4,}.

n+4)

o

a&w (2“

A 3422 44-4!
4-2% /

wy(y) und wp(y) in Form von Spaltenvektoren an,

(414,
§ (4]
i
JE
4 g.lg,,) 1

l
i

%’(Ymr A

i

die.mg

(W (9] / (W, lg.)
Wy (45 Wi (2]
i |
! : 1
1 . L. o= !
% Wy {?&15 1 T‘V; ) wr {¢nl
3 i
Wy ‘CJ’M) MT l?ﬂ)
L ’ J \ J

quadratischen Natrizen, z.3.

KN = 4 '&; ‘S:nﬁ’?}

{ '&; ‘-(?‘m.; ’ﬁl'

( Kpy und Kpp analog.)

(e ($0,71)
Aoy U9, 74
27

N

Muaktionswerte der Kernteilsuvamen in Form von

ﬁé:‘%,?"” - ,ﬁ: lg, ,'fmf
Ay (2, 72) ———-~ A 18y, P
i ;
t,' | 3 : R
»A){ lf»ﬂ(’zl ‘‘‘‘‘ ’&N {‘fn,'y'm}
. ] [}
ﬁ;(ﬂmn%) “““““ A;‘?;,fhc

(62)

(63)

(64)

(66)
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i,

) )
#q '

und die Funktionswerte der Funktion
Y

2+ (-8 oinzy

7’(7} >=

in Form einer Diagonalmatrix,

o) 0 —————— - 0
0 ,4‘7;) -
I S _
| ' N ‘
] N
.
| 0 , ‘{Ym}J

50 l'aufen _clie Glei'chungen (#49) und (50) in datrizenschreibweise:
Wy=FLZ6+5K6]. (498)
Wy = F L5 (Key#Krp)-61 o (508)

Aus G1.(62) folgt:

(n+4)+4 e+ ! ¥,
e 2Ty — = QIZ'V m -y {5’01»4,7"4} = ’&N* {‘fﬂ,'ﬁ?)
o amy PR o, g7y 22 = Ay fusg, Yo = 4% (0, %3]
A o | 1 i
! N | o i
' o ! ' I
i ) J ' i " I
: (n+4)+m _. n+4 ¥y
) v —— = w3 25V " > j‘;GN (YM-M/ 'fmj=/k: (Vn,’h/

Bei' den Elementen ky, ist der Zusammenhang analog.
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Fir die Elemente k;{ gilt:
- nddl=A e - - 4 ¥
o 27V “m = am V% ﬁ;;ﬂ_ — "*74 (?ﬂﬁl"?)’/&ﬁ[ ['fn;’fm)
s 20V nt) -2 = nem 2V iheed — ,k;., lfml, 7‘2, =,&;4 (Yni'h}

PR S

i }
| | 1
| '] . !
| ! - !

. +A]-m . n-im4] ‘ ¥ ¥
nm 25V -{-?—;,-1-{—- = an Y ——m— —> 471 Yneay¥ml 2 4y (40, % m-q]

D.h. man braucht bei allen drei Matrizen K,, K, und X,
nur die Elemente einer einzigen Zeile wirklich auszurechnen. -
Die Elemente aller ibrigen Zeilen erh&dlt men bei K, und Kpy,

‘indem man das erste Element der vorherigen Zeile hinter die

anderen stellt und alle Elemente um.einen Platz nach links
verschiebt, bei Ky, indem man das letzte Element der vor-
herigen Zeile vor die anderen stellt und alle um einen
Platz nach rechts verschiebt.

Die Vorteile der hier abgeleiteten Rechnungsweise sind
nun folgende:

7.Man braucht nur 3m Elemente fir die Matrizen K,, Ky
und Krg zu befechnen. Insbesondere braucht man bei
Vérwendung eines Digitalrechners auch nur 3m Elemente
zu speichern, was u.U. ausschlaggebend sein kann, da
man bei umfangreichen Berechnungen leicht an die Grenze
der Speicherkapazitidt der Rechenanlage gelangt. .

2.A1le diese Elemente sind nur von A , d.h. vom Achsen-
verhéltnis a : b abhéngig, und haben damit fiir einen
vorgegebenen elliptischen Zylinder immer Giiltigkeit,
ganz gleich, in welcher Stromung er sich befindet.
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Wirde man dagegen beim oben angefiihrten Mehrkorperproblem

die relative Anstromung des einen Korpers aus den Quell-
belegungen aller anderen Korper bestimien, so bendtigt man
fir jeden Xorper zwel gquadratische Matrizen. ( 2.B. fir die
X- und y—Kdmpoaent@ der induzierten-Geschwindigkeité) Die
Flemente dieser Matrizen sind im allgemeinen alle voneinander
verschieden und ausserdem von der gegenseitigen Lage der
Kdrper abhiangig. Sie éndern sich also,'und miissen zu Jjcedea
Zeitpunkt neu bereéhnet~werden, wenn die Korper sich
relativ zueinander bewegen. '
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