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Abstract

The dynamic behavior of bridges is investigated, with special attention paid to
the phenomenon of wind-induced flutter vibration and to the design family ‘cable-
supported bridges’. The aim is to understand the mechanisms of vibration. to
verify and to improve known methods of calculation, to create new mechani;al—
mathematical tools where necessary, and to make statements with regard to a
dynamically advantageous design. The research method comprises comparative
study of relevant publications, analytical and numerical calculation, and, based
thereupon, clarifying discussion. Generally, small displacements are assumed (linear
theory); calculations are effected in the frequency domain. Determination of
aerodynamic forces proceeds from the assumption of plane instationary stream.

In the discussion of aerodynamic and aeroelastic basic relations, attention is
focussed on the two-dimensional system. A review of the classical theory of flutter
of a flat plate (aerofoil) is included, and a simplified arithmetical method for its
execution is given. The applicability of the classical theory to bridges is investigated.
An empirically modified theory of flutter makes use of measured aerodynamic
coefficients (nonstationary derivatives). Available measuring methods are described
and compared, and the applicability of the modified theory is investigated. Further
discussion is dedicated to nonlinear aerodynamics and to dynamic-aeroelastic
response behaviour.

Flutter calculation for more general systems, i.e. line-like three-dimensional
systems, requires theoretical investigation of the aeroelastics of a beam with freedom
to bend and twist. The approach by partial differential equations, as well as the
finite-element concept, are applied. The latter leads to the development of two
aeroelastic beam elements.

In order to account for the dynamic interaction between cables and other system
elements (necessary for the calculation of composed systems), the dynamic stiffness
matrix of a damped cable is derived. Its coefficients are analytical functions of
the frequency of motion. They are subsequently represented by linear matrix
polynomials, which facilitates the numerical solution of eigenvalue problems,

The acquired findings are applied to real bridge systems and, in particular,
to cable-stayed bridges. In connection with the so-called system damping
and alternatively proposed terms, a description of system inherent, dynamically
advantageous mechanisms is given. By means of a numerical flutter study on a
multi-cable system, the influence of non-affinity of mode shapes on the flutter
behaviour is investigated.



Kurzfassung

Gegenstand der Abhandlung ist das dynamische Verhalten von Briicken. Besonde-
res Augenmerk liegt auf dem Phinomen winderregte Flatterschwingung und auf der
Konstruktionsgattung Seilbriicke. Ziele sind das Verstehen der Schwingungsmecha-
nismen, die Verifizierung und Verbesserung bekannter Nachweisverfahren, wo erfor-
derlich die Schaffung neuer mechanisch-mathematischer Kalkiile und Aussagen zu
cinem dynamisch vorteilhaften Entwurf. Die Methodik umfaft vergleichendes Lite-
raturstudium, analytisches und numerisches Rechnen sowie — hierauf beruhend —
klirende Diskussion. Vorausgesetzt werden fast durchweg kleine Verschiebungen
(lineare Theorie), Berechnungen erfolgen im Frequenzbereich. Die Bestimmung der
Luftkrifte geht vom ebenen instationdren Stromungsfeld aus.

Die aerodynamischen und aeroelastischen Grundzusammenhénge werden am zwei-
dimensionalen System erértert. Dies beinhaltet eine Diskussion der klassischen
Flattertheorie der ebenen Platte. Fiir deren rechnerische Durchfiihrung wird ein
vereinfachter Algorithmus angegeben, ihre Anwendbarkeit auf Briicken wird unter-
sucht. Eine empirisch modifizierte Flattertheorie greift auf gemessene instationére
Luftkraftbeiwerte zuriick. Die anzuwendenen MeBverfahren werden dargestellt und
verglichen, die modifizierte Theorie wird beurteilt. Weitere Erdrterungen sind der

nichtlinearen Aerodynamik sowie dem dynamisch-aeroelastischen Antwortproblem
gewidmet.

Der rechnerische Flatternachweis allgemeinerer, linienférmig raumlicher Systeme
erfordert eine theoretische Untersuchung der Aeroelastik des Biege-Torsions—
Balkens. Sowohl die Methode des differentiellen Gleichgewichts als auch die Finite-
Element-Methode werden angewendet. Letzteres fiihrt auf die Entwicklung zweier
aeroelastischer Balkenelemente.

Zur Erfassung der dynamischen Seil-Balken-Interaktion, erforderlich fiir die Be-
rechnung zusammengesetzter Systeme, wird die dynamische Steifigkeitsmatrix des
gedampften Einzelseils hergeleitet. Thre Elemente sind analytische Funktionen der
Schwingungsfrequenz. Sie werden auf lineare Matrizenpolynome abgebildet, was
eine erleichterte numerische Losung des Eigenwertproblems erméglicht.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden auf reale Briickensysteme und insbesondere
auf Schriigkabelbriicken iibertragen. In Verbindung mit ciner Diskussion der soge-
nannten Systemdimpfung und alternativ vorgeschlagenen Begriffsbildungen erfolgt
eine Beschreibung systemeigener, dynamisch vorteilhafter Mechanismen. In ciner
numerischen Studie an einem Vielseilsystem wird dic Beeinflussung des Flatterver-
haltens durch die Nichtaffinitit der Eigenformen untersucht.
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Notation

Es gilt ibliche mathematische Notation. Spezielle Symbole und Bezeichnungen wer-
den bei ihrem ersten Auftreten definiert. Die folgende Liste beschrinkt sich auf Zei-
chen iibergeordneter Bedeutung oder gewisser Haufigkeit. Angaben in ( ) verweisen
auf Definitions- oder Ansatzgleichungen bzw. auf Abbildungen.

Durchgingig verwendete Zeichen:

Coivninninnn Menge der komplexen Zahlen

E.o.o.o Elastizitdtsmodul

E. ... Einheitsmatrix

€ i Eulersche Zahl: 2,718...

G.overvnenn Gleitmodul

Toovrininnnnnns imaginire Einheit

F(2)ennnnn. Imaginirteil einer komplexen Gréfle 2

R()eernnnnn. Realteil einer komplexen Gréfe z

Roiviiiinin, Menge der reellen Zahlen

1 2 Zeit

T o Koordinate in Richtung von Balkenachse bzw. Seilsehne
Y oovernnnnnnns Koordinate senkrecht zu Balkenachse bzw. Seilsehne

Z i horizontale Koordinate senkrecht zu = und y
Woeereniien, Kreisfrequenz

OO Kennzeichnung des Real- bzw. Imaginirteils einer komplexen GréBe

............. Ableitung nach =
[ Ableitung nach ¢
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16 NOTATION

In Kapitel 2, 3 und 5 verwendete Zeichen:

Ao Auftriebskraft (Abb. 2.1)
A Systemmatrix des ebenen Systems (2.13)
A globale Luftkraftmatrix (3.107)

Gnny Gng etc. .. Koeffizienten des Differentialgleichungssystems des Balkens (3.12b)

gy Q1 +vvvnons Koeffizienten der charakteristischen Gleichung fiir ebenes
System (2.16)

U Luftkraftmatrix fiir Balkenelement (3.94)

| halbe Breite der aecrodynamischen Kontur (Abb. 2.1)

bo, by, boy ... HilfsgroBen fir Flatterberechnung am ebenen System (2.24), (2.30)
C.vvvvvnnnnn Theodorsenfunktion (2.8)

Ca, Cw, Cas .. stationire Lultkraftbeiwerte

Ch.ovvvvvnnnns Béenfunktion (2.115)

CnyCy.unn. globale Dimpfungsmatrizen (3.108)

Chh» Chay Cany Caa instationdre Luftkraftkoeflizienten (2.7), (2.11)

Coviiiiiiiins Vektor der Integrationskonstanten (3.26), (3.56)
F.o.......... Transformationsmatrix det Randkrific (3.33), (3.58)
F............ globaler Knotenkraftvektor (3.106)

fle) ..ot Losungsfunktion fiir Flattern des ebenen Systems (2.29)
J lokale RandkraftgroBe eines Balkenelements (Abb. 3.2)
foii, verallgemeinerter Randkraftvektor (3.30), (3.55)

f', ", f .... Vektor der f; (3.70a,b)

FO .o Vektor der am ebenen System angreifenden Storkrafte (2.118)



NOTATION 1

L ocevernnenn. Vektor der am ebenen System angreifenden selbstinduzierten
Luftkrifte (2.1)

G e, fiktiver Démpfungsverlustwinkel (2.71)

9h> 9as 9> 9i - - Dampfungsverlustwinkel (2.3), (3.114), (3.120)

G.oovvinnnnn. Matrix der Dimpfungsverlustwinkel (2.3), (3.130)
H ........... mechanische bzw. aeroelastische Admittanzfunktionsmatrix (2.122)
hovvevennnl, Vertikalverschiebung (Abb. 2.1, Abb. 3.2)
| bezogene Vertikalverschiebung (3.4)
) Massentragheitsmoment bezogen auf Linge (2.1), (3.1)
Y S Flachentrégheitsmoment (3.1)
1 Drillungswiderstand (3.1)
K......o...... Kiissnerfunktion (2.111)
K ........... (globale) Steifigkeitsmatrix (2.3), (3.107)
K ........... dynamische Steifigkeitsmatrix (3.36)
K. .......... Feder-Dampfungs-Matrix (2.1)
kool reduzierte Frequenz (2.9)
kpy, koo oovenl. Federkonstanten beziiglich Vertikalverschiebung
bzw. Verdrehung (2.3)
kg, kd ..o, Feder-Dampfungs-Konstanten (2.3)
koo Steifigkeitsmatrix fiir Balkenelement (3.75)
L.o........... Systemlange (Abb. 3.3)
L............ Luftkraftmatrix des ebenen Systems (2.6)
Lol Linge des Balkenelements (Abb. 3.1, Abb. 3.2)

Mp ..o Luftkraftmoment (Abb. 2.1)
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18 NOTATION
M. (globale) Massenmatrix (2.1), (3.107)

Mo, Masse bezogen auf Linge (2.1), (3.1)

M., Massenmatrix fiir Balkenelement (3.85)

N axiale Zugkraft (3.1)

Ry oo, Amplitudenverhiltnis Verdrehung/Vertikalverschiebung (2.47)
T, bezogener Trigheitsradius (2.19)

S Strouhalzahl (2.9a)

SuBy Shoeeene. spektrale Leistungsdichten (2.140), (2.141)

F S dimensionslose Zeit (2.98)

Usovioiininns Ubertragungsmatrix (3.18)

| 2 Transformationsmatrix der Verschiebungen (3.28), (3.57)
Voo, (kritische) Geschwindigkeit der ungestdrten Anstrémung (Abb. 2.1)
Vooiveennans verallgemeinerter Verschiebungsvektor (3.25), (3.54)

W Wagnerfunktion (2.102)

Wyp evverennns Abwind im 3/4-Punkt der Platte (2.99)

wloo Vertikalgeschwindigkeit der Anstrdmung an der

Plattenvorderkante (Abb. 2.15)

T, Verschiebungsvektor des ebenen Systems (2.1)
Ao, Verdrehung um die Lingsachse (Abb. 2.1, Abb. 3.2)

Bry Ba o vvnenn HilfsgroBen fiir Flatterberechnung am ebenen System (2.27)
Yo dimpfungsabhingige Hilfsgrofle des ebenen Systems (2.23)
ALl globaler Knotenverschiebungsvektor (3.107)

6,82, 6...... logarithmische Dekremente (2.40d), (2.70)

T lokale RandverschiebungsgroBe eines Balkenclements (Abb. 3.2)




NOTATION 19

§,6,6..... Vektor der & (3.70a,b)

€y Eij vernenins Eigenfrequenzverhaltnisse Verdrehung/Vertikalverschicbung (2.19)
bzw. Torsion/Biegung (5.2)

Coovennnnnn bezogene kritische Windgeschwingigkeit (2.38)

Chy Co vvvvvenn HilfsgréBen zur Berechnung der Admittanz (2.127)

1/ B Formfaktor (2.50)

Ky K1y K2 ovnn HilfsgroBen fiir Flatterberechnung am ebenen System (2.35), (2.46)

K ovevinnnann, Steifigkeitsverhéltnis Torsion/Biegung (3.31)

A unbestimmter Parameter des speziellen Eigenwertproblems,

z. B. nach (2.14)

7 bezogene Masse (2.19)

Voot bezogene axiale Zugkraft (3.12a)
ool dimensionslose Laufvariable (3.72)

iy o &G ... viskose Dampfungsgrade (2.40a,b), (3.110)

o, &, &1y & .. HilfsgroBen fiir Flatterberechnung am ebenen System (2.26)

) RO Dichte des Stromungsmediums (2.4)

T o Anstromwinkel (Abb. 2.11)

Do vveernnenns Phascenwinkel zwischen Verdrehung und Vertikalverschiebung (2.47)
Yivwiriianain lokale Verschiebungsansitze fiir Balkenelement (3.71), (3.73), (3.74)

2, Qn,y Qo .. .. bezogene Frequenzen (3.47), (3.133), (3.134)
T Kreisfrequenz (2.2), (2.119), Flatterkreisfrequenz (2.36)

W oviiiniinn, auf wy, bezogene Kreisfrequenz (2.127)
bzw. Flatterkreisfrequenz (2.37)

Why Wa ~venens (Vakuum-)Eigenkreisfrequenzen in den Freiheitsgraden
Vertikalverschiebung, Verdrehung (2.19) bzw. Biegung, Torsion
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20 NOTATION
B bdeninduziert

D cevevnennnns infolge Dampfung

| infolge Massentragheit

Lovoveenennen, infolge selbstinduzierter Luftkrifte

S cerineenina infolge Steifigkeit

............. Kennzeichnung von Amplituden und bezogenen Gréfien
............. Kennzeichnung bezogener Gréfen u. a.

............. Losung fiir ungeddmpftes System im Vakuum

In Kapitel 4 verwendete Zeichen:

A wirksamer Seilquerschnitt (4.14)

Aj oo Koeflizienten der Teilbruchzerlegung von K (4.152)
€ Dampfungskraft bezogen auf Linge und Geschwindigkeit (4.21)
T Seildurchhang senkrecht zur Seilsehne

e, F........ dynamischer Anteil einer Seilrandkraflt im globalen

Koordinatensystem (Abb. 4.8)
F............ Vektor der Fi (4.96)

§ dynamischer Anteil einer Seilrandkraft im lokalen
Koordinatensystem (Abb. 4.7)

foon. Vektor der f; (4.84)

[ B Gravitationsbeschleunigung

H............ Horizontalkomponente der statischen Seilkraft (Abb. 4.1)
hoooiil, dynamischer Anteil der Horizontalkomponente der

Seilkraft (Abb. 4.1)
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von 7 abgeleitete dynamische Kraftgrofe (4.20)
Element der globalen dynamischen Steifigkeitsmatrix (4.98)

gebrochen rationale Funktion zur niherungsweisen Darstellung
von K (4.119)

bezogene dynamische Steifigkeiten (4.107), (4.112)

K fiir w=0 bzw. fiir groBe w, vgl. (4.125), (4.126)

globale dynamische Steifigkeitsmatrix (4.98)

Element der lokalen dynamischen Steifigkeitsmatrix (4.83)

dynamische Steifigkeit fiir einen speziellen Satz von
Randverschiebungen (4.37a,b), (4.55a,b), (4.61a,b), (4.74a,b)

lokale dynamische Steifigkeitsmatrix (4.83)

mit k7, verkniipfte Submatrix (4.86), (4.87)

Seilparameter (4.40), (4.94)

Lange der Seilsehne

Seilmasse bezogen auf Linge in Seilrichtung (4.1)

Teilmatrizen des Matrizenpolynoms S (4.116)

fiktive Verschiebung (4.117)

Vektor der rj (4.117)

Matrizenpolynom zur niherungsweisen Darstellung von K (4.116)
statische Seilkraft (Abb. 4.1)

statische Seilkraft im Schnitt, in dem Seil parallel zur Sehne (4.93)
Verschiebung in Richtung der Seilsehne

Vertikalkomponente der statischen Seilkraft (Abb. 4.1)
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22 NOTATION
Vo Verschiebung senkrecht zur Seilsehne
Q. Rotationswinkel der Transformation auf globale

Koordinaten (Abb. 4.8)

B bezogene Verschiebung senkrecht zur Seilsehne fiir einen speziellen
Satz von Randverschiebungen (4.53), (4.56), (4.72), (4.75)

Ay, Aol Randverschiebung im globalen Koordinatensystem (Abb. 4.8)
A Vektor der A (4.96)

Sk, Randverschiebung im lokalen Koordinatensystem (Abb. 4.7)
§ .l Vektor der 6, (4.84)

Evenniniinas dynamischer Anteil der Seildehnung (4.12)

€. Seilparameter (4.47), (4.92)

O Neigungswinkel der Seilsehne gegen die Horizontale

B oiennnenans von {1, abhingige Hilfsfunktion (4.43)

Rovoveiiis K charakterisierende Hilfsgrofe (4.163)

R frequenz- und dimpfungsabhingige HilfsgroBe (4.174)
A fundamentaler Seilparameter (4.42), (4.91)

Voiiriiinian. dynamischer Anteil der Vertikalkomponente der Scilkraft (Abb. 4.1)
Evinnniilt. dimensionsloser Damp{ungsparameter (4.34)

0 e, Seilparameter (4.113)

. U statische Seilspannung (4.8)

T o dynamischer Anteil der Seilkraft (Abb. 4.1)

L9 R bezogene Irequenz (4.35), (4.90)

Qo Qe onnnnn dimensionloser Frequenz-Dampfungs-Parameter

(4.35), (4.90), (4.131a)
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Kreisfrequenz (4.32a, b)
Frequenz-Dampfungs—Parameter (4.34), (4.131)

Null- bzw. Polstelle von K = K(w)

Kennzeichnung antisymmetrischer Anteile
Losung fiir Feldmitte

Kennzeichnung symmetrischer Anteile
Kennzeichnung von Amplituden

Kennzeichnung der zu K gehérigen GréBen
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Wann treffen wir drei wieder zusamm’?
Um die siebente Stund’, am Briickendamm.
Am Mittelpfeiler. Ich lésch die Flamm’.
Ich mit. Ich komme vom Norden her.

Und ich vom Stiden. Und ich vom Meer.
Hei, das gibt einen Ringelrethn,

. und die Briicke muf} in den Grund hinein.
Kap lt el 1 Und der Zug, der in die Briicke tritt
um die siebente Stund’? Ei, der mufl mit.
Mu8 mit. Tand, Tand
ist das Gebilde von Menschenhand!

Einleit ung Theodor Fontane, Die Briick” am Tay

Einfithrung in Thema und Problematik

Briickenbau im Bereich extrem grofier Spannweiten war und ist eine Doméne der
Seilbriicken. Ob Hangebriicke, Schragkabelbriicke oder hieraus kombinierte Formen
— die Uberlegenheit im statischen System sowie der Einsatz hochfester Zugelemen-
te lassen diese Briickenfamilien in den Grenzbereich des technisch Machbaren vor-
stofen. Mit zunehmender Beachtung der gestalterischen Qualitit von Ingenieurbau-
ten werden Seilbriicken aber auch bei kleineren Spannweiten konkurrenzféhig. Fiir
zarte FuBgingerstege, hineinkomponiert in Gartenlandschaften, ist Wirtschaftlich-
keit ein eher untergeordneter Aspekt; maBgebend wird hier schénheitliches Empfin-
den, dem gut entworfene Seilkonstruktionen durch Eleganz und Leichtigkeit entge-
genkommen.

Den statischen und isthetischen Vorteilen der Seilbriicken steht ein auf denselben
systemeigenen Griinden beruhender Nachteil gegeniiber: Sie sind besonders schwin-
gungsanfillig. Abgespannte oder aufgehingte FuBgingerbriicken etwa sind so leicht,
daB sie von Passanten miihelos und sogar unabsichtlich zu deutlich wahrnehmbaren
Schwingungen angeregt werden kdnnen. Wesentlich gefiirchteter, da katastrophal,
ist eine Anregung zu Flatterschwingungen durch die Wirkung von Windkraften.
Diesbeziigliche Uberlegungen und Nachweise stehen beim Bau von GroBbriicken im
Mittelpunkt der Aufmerksamkeit und sind entwurfsbestimmend.

Auswirkungen und Gefihrlichkeit von Briickenschwingungen sind je nach Ur-
sprung der anregenden Krifte und nach Art des Erregermechanismus verschieden.
Beeintrachtigt sein kann die Gebrauchsfahigkeit, die Dauerfestigkeit oder auch die
Sicherheit gegen Einsturz. Eine Eintragung schwingungsanfachender Energie in das
Bauwerk kann durch Erdbebenwirkung, Verkehr oder Wind erfolgen. Die mathe-
matische Behandlung legt es nahe, die dabei wirksam werdenden Erregermechanis-
men in die beiden Kategorien Stérinduzierung und Selbstinduzierung einzuteilen.”
Stérinduzierte Schwingungen werden durch zeitverinderliche Krifte angeregt, die
unabhingig von den Verschiebungen der Struktur sind. Eine mechanische Model-
lierung fiihrt auf inhomogene Gleichungssysteme. Selbstinduzierung liegt vor, wenn

*Diese Einteilung ist nicht vollstandig (vgl. [64]), aber hier zunachst ausreichend.
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die anregenden Krifte — so wie die strukturmechanischen Krifte — allein durch
strukturelle Verschiebungen gesteuert werden. Die entsprechenden Gleichungssyste-
me sind homogen.

Bei Schwingungsanregung durch Windkrifte kdnnen beide Erregungsarten im
Spiele sein. Wirbelabldsungen am umstrémten Kérper und atmosphérische Turbu-
lenzen (Boen) fiihren zu stérinduzierten Schwingungen, winderregte Flatterschwin-
gungen dagegen sind selbstinduziert. (Diese Aussagen beruhen auf einer gewis-
sen Idealisierung, denn tatsichlich sind selbstinduzierte und von auBen aufgeprigte
Windkrafte stets gemeinsam am Werke.) Wahrend wirbel- und béeninduzierte
Schwingungen eher die Gebrauchsfahigkeit des Bauwerkes oder die Dauerfestigkeit
einzelner Teile beeintrachtigen, konnen Flatterschwingungen in kiirzester Zeit zum
Einsturz filhren. Eine Begriindung fiir diesen empirisch belegten Satz kann wie-
derum aus der mathematischen Darstellung abgeleitet werden. Das inhomogene
Gleichungssystem der Stdrerregung entspricht einem dynamisch-aeroelastischen
Antwortproblem, das homogene der Selbstinduzierung aber einem dynamisch-
acroelastischen Stabilititsproblem.” In Analogie zum statisch-elastischen Stabi-
lititsproblem wichst die Schwingungsamplitude nach Uberschreiten einer gewissen
kritischen Windgeschwindigkeit und nach einer kleinen Stérung des Gleichgewichts
im Rahmen linearer Theorie unbegrenzt an. (Es handelt sich dabei um gekoppelte
oder weitgehend entkoppelte Torsions- und vertikale Biegeschwingungen.) Struk-
turelle Dimpfung hat hier lediglich quantitativen EinfluB, sie hebt die kritische
Windgeschwindigkeit (meist nur geringfiigig) an. Fir stérinduzierte Schwingungen
dagegen lassen sich auch in linearer Rechnung stets endlich groe Amplituden nach-
weisen (wobel im Resonanzfall die strukturelle Dimpfung in Ansatz gebracht werden
muf}).

Zentrales Thema ist hier der Nachweis und die Verbesserung der Flatterstabi-
litdt von Briicken und insbesondere von Seilbriicken. Der wesentliche und praktisch
meist einzig interessierende strukturelle Kennwert der Flatterstabilitit von Briicken
ist die kritische Windgeschwindigkeit. Liegt diese hoher als der anzusetzende Erwar-
tungswert, so gilt das Bauwerk als flatterstabil. Die vorgenommene Spezifizierung
eines bestimmten Briickentyps ergibt sich zum einen aus einer besonders starken
Gefahrdung. Wie gezeigt wird, ist die kritische Windgeschwindigkeit bei sonst un-
veranderten Systemparametern proportional zu den Eigenfrequenzen und zur Breite
der aerodynamischen Kontur. Briicken sehr grofler Spannweite — realisiert meist als
Seilbriicken — haben niedrige Eigenfrequenzen. Seilbriicken kleinerer Spannweite.
entworfen z. B. als FuBigidngerstege, sind oft schmal im Querschnitt bei immer noch
relativ niedrigen Eigenfrequenzen. Seilbriicken konnen deshalb in allen Spannwei-
tenbereichen flattergefahrdet sein. Durch die Betonung des Briickentyps wird zum

* Der Begriff aeroelastisch verweist auf das Wechselspiel zwischen aerodynamisch und struktur-
mechanisch bedingten Kriften und Verschiebungen [35]. Die Steuerung von Stromungsfeld und
Luftkriften durch die strukturellen Verschiebungen (Riickkopplung) fiihrt auf ein aeroelastisches
Stabilititsproblem. Dessen statische Variante tritt z.B. beim Problem der Torsionsdivergenz in
Erscheinung; wichtigstes Beispiel fiir das dynamisch—aeroelastische Stabilitatsproblem ist das Flat-
tern von Tragfliigeln und Briicken.
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anderen auf eventuell bestehende systemeigene Besonderheiten im Flatterverhalten
und -nachweis von Seilbriicken verwiesen.

Fiir den Nachweis der Flatterstabilitit kommen experimentelle, halbempiri-
sche und theoretische Verfahren in Frage. Der Vollmodellversuch im Windkanal
ermoglicht zwar die gleichzeitige und vollstandige Modellierung von Strémungsfeld
und Struktur, verlangt wegen der vorhandenen GréBenbeschrankung aber einen klei-
nen MafBstab (iiblicherweise im Bereich von 1/300). Dies macht eine sehr genaue
Fertigung des Modells erforderlich, was sich in hohen Kosten niederschlagt. Weitere
Nachteile sind die Schwierigkeit, nachtragliche Modifikationen zu beriicksichtigen,
und eine starke Diskrepanz zwischen den Reynoldszahlen von Bauwerk und Modell
{41], [120]. Beim Flatterversuch am Teilmodell wird nur ein Teilabschnitt des Ver-
steifungstragers geometrisch dhnlich modelliert (im Ma8stab 1/100 bis 1/25) und
dynamisch &hnlich im Windkanal gelagert. Die vorher genannten Schwierigkeiten
sind kleiner. Die nun nicht mehr modellierbare Dreidimensionalitdt der Strémung
ist meist von untergeordneter Bedeutung. Schwierig oder gar unméglich kann aber
eine dynamisch korrekte Abbildung des komplexen Gesamtsystems auf die nur zwei
Fretheitsgrade Vertikalverschiebung und Verdrehung des Teilmodells werden. Das
‘taut strip model’ — ein Zwitter zwischen den ersten beiden Methoden — hat sich
bisher kaum durchgesetzt und sei hier nur erwihnt [149].*

Ein rechnerischer Flatternachweis — sofern mit angemessenem Aufwand még-
lich — wiirde alle genannten Nachteile vermeiden. Die entscheidende Schwierigkeit
liegt hierbei begriindet im richtigen Ansatz der aus dem Wind auf die Briicke wir-
kenden Krafte. Wie gezeigt wird, sind die Strémungskrifte unter Beriicksichtigung
der Instationaritit (d.h. der zeitlichen Verinderlichkeit) des Strémungsfeldes zu
bestimmen. Das stromungsmechanische Problem ist je nach struktureller Kontur
von unterschiedlichem Gewicht. Fiir die schwingende ebene Platte in reibungs-
freier Stromung liegen geschlossene Lésungen vor, die unter der Annahme ebener
Stréomung (Streifentheorie) einen rechnerischen Flatternachweis von Strukturen mit
plattendhnlichem Querschnitt (Tragfliigel, evtl. auch Briicken) ermdglichen. Die im
Briickenbau verwendeten Profilformen sind aber oft wenig plattenihnlich und meist
von kantiger Kontur. Hierdurch bedingte Strémungsabrisse machen das Strémungs-
feld stark turbulent. Geschlossene Lésungen sind nicht mehr moglich, und eine
ersatzweise Benutzung der Losung fiir die ebene Platte (einschliellich eventueller
Korrektur des Ergebnisses mit einem empirischen Formfaktor) ist oft nicht zulassig.
Zur rein rechnerischen Behandlung des Flatterproblems wire hier die numerische
Simulation des instationdren Stromungsfeldes erforderlich. Dies ist gerade bei kanti-
gen Profilen duBerst schwierig. Erfolgreiche Simulationen der beschriebenen Art sind
bis heute nicht bekannt; sollten sie irgendwann méglich werden, so wahrscheinlich
unter gigantischem numerischem Aufwand. Als Ausweg verbleibt nun die Moglich-
keit, die instationdren Luftkrifte — wiederum unter Ansatz der Streifentheorie — an
einem im Windkanal schwingenden Teilmodell zu messen und die MeBwerte in einen

* Ausfiihrliche Beschreibungen der Versuchstechnik im Windkanal und die entsprechenden theo-
retischen Grundlagen (Modellgesetze) sind in den Standardwerken [104], [120} und [123] zu finden.
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entsprechend konzipierten Algorithmus einzufﬁhren. Di.e Versuchseinrichtung kann
man dabei als mechanischen Analogrechner auffassen; die begrenzte‘AnZahl der von
ihm ermittelten Werte bildet die Schnittstelle Z24m sonst rein rechnerischen Algc-)rth-
mus. Das Verfahren ist sehr allgemein und somit eine sinnvolle und wz'xhrschemhch
wirtschaftlichere Alternative zum Voumodellversuch. Gegeniiber dem d}rekten Flat-
terversuch am Teilmodell besteht der Vorteil, auch die Strukturdynamik korrekt zu
erfassen.

Rechnerische Methoden (einschlieBlich der gerade skizzierten halbexp<?rirr}ent'ellen
Methode) zur Bestimmung der kritischen windgeschwindigkeit kdnnen sich in einem
wesentlichen Punkte mit Einfachheit begniigen- Da die kritische Windges'chwmdlg_
keit theoretisch dem Verzweigungspunkt eines Stabilitatsproblems entspricht, kann
ihre Berechnung unter Beschrankung auf infinitesimal kleine Verschiebungen er.fol-
gen. Lineare Betrachtungsweisen und Theorien sind ausreichend. Erst der praktisch
weniger relevante Nachweis von Flatterstabilitdt bei iiberkritischen Windgeschwin-
digkeiten wiirde eine Beriicksichtigung strukturell und aerodynamisch nichtlinearer
Einfliisse erforderlich machen. Die Untersuchung kann sich auBerdem auf harmoni-
sche Schwingungen konstanter Amplitude beschrénken.

Das Nachweisproblem steht in wechselseitiger Beziehung zum Bestreben, Entwurf
und Konstruktion zu verbessern und damit Sicherheit und Wirtschaftlichkeit zu
erhdhen. Seit langem ist bekannt, daf Flatterstabilitat durch groBe Torsionssteifig-
keit des Versteifungstrigers erreicht werden kann. So wurde bei den Hangebriicken
amerikanischer Bauart (nach dem Einsturz der Tacoma-Briicke im Jahre 1940) der
Versteifungstriger als hohe Fachwerkrohre ausgebildet. Eine elegantere Méglichkeit
ist die aerodynamisch giinstige Querschnittsgestaltung. Die Ausbildung des Tragers
als flacher, windschliipfriger Hohlkasten ist typisch fiir die sogenannte europdische
Bauart (Severn-Briicke, 1966) [21], [73]. Weitere auf aerodynamischen Effekten
beruhende Moglichkeiten sind die Anordnung winddurchlassiger Langschlitze im
Versteifungstrager (zweite Tacoma-Briicke; Tejo-Briicke, Lissabon) oder — in kon-
sequenter Fortentwicklung — dessen Aufspaltung in zwei durch steife Quertrager
verbundene Briickenhaupttrager mit jeweils eigenen Seilsystemen (Vorschlag von
Richardson [96]; Entwurf fiir die neue Williamsburg-Briicke, New York von Schlaich
et al. [117]). Der durch diese MaBnahmen ermdglichte Druckausgleich zwischen
Ober- und Unterseite vermindert flatterrelevante Luftkrafte.

Basierend auf einer Arbeit von Leonhardt & Zellner [74] herrscht in Teilen der
Fachoffentlichkeit zudem die ﬁberzeugung, daB der Konstruktionstyp Schrigkabel-
briicke aus systeminhirenten Griinden ein besonders vorteilhaftes dynamisches Ver-
halten aufweist. Sieht man ausreichend viele Seile vor, so ist danach die Schrigkabel-
briicke wegen einer ihr eigenen ,Systemdampfung® gegen Schwingungen im allgemei-
nen und Flatterschwingungen im besonderen gewappnet. Eine theoretisch schliissige
Begriindung fiir diese Annahme wie auch eine empirische Absicherung stehen noch
aus. Wichtig wird hier die Frage nach der dynamischen Interaktion zwischen den
Seilen und den balkendhnlichen Systemteilen Versteifungstriger und Pylonen. Dies-
beziigliche Untersuchungen sollten zunachst Klarheit iiber das dynamische Verhalten
der Systemelemente schaffen. Besonders relevant ist dabei die Kenntnis iiber deren
Verhalten bei dynamischer Anregung von den (verschieblichen) Randpunkten aus.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 29

Gesamtiiberblick

Die Arbeit kreist um die angesprochenen Fragen zum dynamischen Verhalten von
Briicken. Besondere Aufmerksamkeit sind der Konstruktionsgattung Seilbriicke und
dem Phanomen winderregte Flatterschwingung gewidmet. Ziele sind das Verste-
hen der angetroffenen Erscheinungen, die Verifizierung und Verbesserung bekannter
Nachweisverfahren, wo erforderlich die Schaffung neuer mechanisch-mathematischer
Kalkile und schlieflich Aussagen zu einem dynamisch vorteilhaften Entwurf. Die
Methodik umfafit vergleichendes Literaturstudium, analytisches und numerisches
Rechnen sowie — hierauf beruhend — klirende Diskussion. Vorausgesetzt wer-
den fast durchweg kleine Verschiebungen (lineare Theorie); die hierdurch bedingte
Moglichkeit eines Rechnens im Frequenzbereich wird wahrgenommen. Die Bestim-
mung der Luftkrifte geht vom ebenen instationiren Stromungsfeld aus. Wenn
moglich, wird der Ansatz frequenzunabhéngiger Dampfung bevorzugt.

Thema des folgenden Kapitels 2 sind zweidimensionale aeroelastische Systeme.
Die auf diesem Gebiet geleistete experimentelle und theoretische Vorarbeit ist im-
mens (wenn auch mit dem Schwergewicht auf Anwendungen des Flugzeugbaus).
]?ieses Kapitel gilt daher zum groBen Teil dem Vergleich und dem Beurteilen, dem
Ubertragen und dem Verbessern bereits bekannter Verfahren und mufl deshalb teil-
weise reproduktiv vorgehen. Die klassische Flattertheorie der ebenen Platte wird
dargelegt, ein vereinfachtes Verfahren zur Losung der resultierenden Gleichungen
wird angegeben. Basierend auf in der Literatur dokumentierte Beobachtungen und
eigene Rechnungen erfolgt eine Einschitzung dieser linearen Theorie (und ihrer halb-
empirischen Variante unter Benutzung von Formfaktoren) hinsichtlich des Flatter-
nachweises von Briicken. Es schlieBt sich die Darstellung und Beurteilung einer
modifizierten Theorie an, die auf gemessene instationire Luftkraftbeiwerte zuriick-
greift. Zur Abrundung der gewonnenen Einblicke dienen u.a. ein Abschnitt iiber
nichtlineare Aerodynamik und einer iiber das dynamisch—-aeroelastische Antwort-
problem. Die Diskussion aerodynamischer Fragen ist hiermit im wesentlichen abge-
schlossen.

Kapitel 3 behandelt die Aeroelastik des Biege-Torsions—Balkens. Dabei sollen
rechnerische Méglichkeiten zum Flatternachweis allgemeiner linienférmiger Systeme
entwickelt werden. Gegeniiber Kapitel 2 tritt eine weitere Raumdimension in Er-
scheinung; die Luftkraftansitze allerdings werden {ibernommen. Der erste Haupt-
abschnitt ist den klassischen differentiellen Methoden gewidmet, wie sie im Flug-
zeugbau iiblich sind. Lineare Differentialgleichungssysteme werden aufgestellt, und
verschiedene Wege zu ihrer Lésung werden besprochen. Wie sich zeigt, ist fiir die
hier zu untersuchenden Fragen ein grundsatzlich anderes Verfahren — die Finite-
Element-Methode — vorzuziehen. Dieser Mdglichkeit wird im zweiten Hauptab-
schnitt nachgegangen, in dessen Mittelpunkt die Entwicklung zweier aeroelastischer
Balkenelemente steht. Das Zusammenfiigen der Elemente zu Systemen und die
Losung der resultierenden diskreten Eigenwertprobleme wird beschrieben und an
einfachen Systemen beispielhaft vorgefihrt. Durch Vergleich mit exakten Ldsun-
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gen werden die beschriebenen Elemente erprobt und beziiglich ihrer Genauigkeit
beurteilt.

Die Dynamik des von den Randpunkten her erregten durchhingenden Seiles ist
das Thema von Kapitel 4. Unter Beschrankung auf den eingeschwungenen Zustand
wird eine dynamische Steifigkeitsmatrix abgeleitet. Ihre Elemente sind analytische
Funktionen der Schwingungsfrequenz. Sie erméglicht eine dynamische Berechnung
von aus Seilen (und anderen Strukturelementen) zusammengesetzten Tragwerks-
systemen, wie Schrigkabelbriicken oder abgespannte Masten. Die Verschiebungen
werden wieder als infinitesimal klein angenommen. Zur Beriicksichtigung dufle-
rer Stromungskrifte wird viskose Dimpfung in Ansatz gebracht. Der Herleitung
schlieBen sich Beispielrechnungen fiir das Einzelseil an; in der diesbeziiglichen Dis-
kussion werden auffillige Charakteristika herausgearbeitet. Der SchluBabschnitt
dieses Kapitels gilt einer erleichterten numerischen Lésung des Eigenwertproblems
komplexer Systeme. Es wird gezeigt, wie die analytischen Funktionen der dynami-
schen Steifigkeitsmatrix auf lineare Matrizenpolynome abzubilden sind. Fiihrt man
diese Abbildung fiir alle Seile durch, so sind die hiermit konstruierten Systemmatri-
zen konstant, und es kann (bei Ansatz frequenzunabhéngiger Dampfung) auf die gut
entwickelte Theorie der linearen Eigenwertaufgabe zuriickgegriffen werden.

Das SchluBkapitel 5 basiert auf den Erkenntnissen und Ableitungen der vorange-
gangenen Kapitel und fiigt so die Teile zum Ganzen. Es ist der Dynamik und Aero-
elastik von Seilbriicken gewidmet. Zunichst werden grundsatzliche Uberlegungen
zum dynamischen Verhalten insbesondere von Schrigkabelbriicken vorgestellt. Dies
umfaBt eine Diskussion der sogenannten Systemddmpfung sowie — in Verbindung
mit alternativ vorgeschlagenen Begriffsbildungen — eine differenzierte Aufzahlung
und Beschreibung systemeigener Mechanismen, die tatsichlich oder hypothetisch
das dynamische Verhalten giinstig beeinflussen. Einer dieser Mechanismen beruht
auf der Nichtaffinitdt von Eigenformen und betrifft das Flatterverhalten. Er wird
in einer numerischen Studie vertieft untersucht; hierzu waren einige der zuvor ange-
gebenen Verfahren in ein Rechenprogramm umzusetzen. Das untersuchte Tragwerk
ist das einer weitgespannten Schrigkabelbriicke mit — wie heute iiblich — vielen
Schrigkabeln.

Die den entwerfenden Ingenieur interessierenden Aussagen zu einem moglichst
flatterresistenten Entwurf finden sich hauptsichlich in den Kapiteln 2 und 5. Beson-
ders verwiesen sei auf die Gleichungen (2.39) und (2.95) sowie auf die jeweils an-
schlieBenden Diskussionen. Der EinfluB der Profilform wird in Abschnitt 2.2.4.3 in
Verbindung mit einer Diskussion des Begriffes ,plattenihnlich zusammenfassend
dargestellt. Die Abschnitte 5.3 und 5.4.4 enthalten Aussagen zum Einflul der
Systemkonfiguration.



Kapitel 2

Zweidimensionale
aeroelastische Systeme

2.1 Allgemeines und Uberblick

Zweidimensionale (oder ebene) aeroelastische Systeme zeichnen sich dadurch aus,
daB sdmtliche mechanischen Bewegungsparameter beziiglich einer bestimmten
Raumrichtung (horizontal und senkrecht zur Anstrémung) unverinderlich sind.
Trotz dieser Beschrinkung ist die Untersuchung ebener Systeme duflerst niitzlich.
So lassen sich grundlegende aeroelastische Zusammenhinge im Bereich linienférmig
dreidimensionaler Systeme vereinfacht schon an ebenen Systemen studieren. Ist eine
Generalisierung der Dynamik des Gesamtsystems auf die eines ebenen Ersatzsystems
moglich, kann auch die praktische Berechnung etwa eines Tragfliigels oder einer
Briicke auf diese vereinfachte Art erfolgen. Die Untersuchung des ebenen Systems
wird aber vor allem grundlegend sein fiir die spatere Erweiterung auf allgemeine
linienférmige Systeme.

In den folgenden Abschnitten werden die relevanten Deutungsmodelle und ana-
lytischen Nachweisverfahren fiir selbsterregte Schwingungen von Briicken diskutiert
und erstmals systematisch verglichen und beziiglich ihrer Anwendbarkeit beurteilt.

Die aus dem Flugzeugbau stammende klassische Flattertheorie der ebenen Platte
wird in einer hier vereinfachten Durchfithrung dargelegt und eingehend besprochen,
wichtige theoretische Zusammenhange werden herausgearbeitet. Eine Ubertragung
dieser fir Tragfliigel entwickelten Theorie auf Briicken — verbessert eventuell durch
empirische Formfaktoren — ist zwar naheliegend, die Zulassigkeit und Grenzen die-
ses Vorgehens aber sind zu {iberpriifen. Aufer prinzipiellen Uberlegungen dient
hierzu die Nachrechnung von in der Literatur dokumentierten Flatterbeobachtun-
gen, wie sie insbesondere am experimentellen Pendant zweidimensionaler Theorie
— Teilmodellversuche im Windkanal — gemacht wurden. Wie gezeigt wird, ist das
Verfahren fiir gewisse, hier beschriebene Briickenquerschnitte anwendbar, fiir andere
dagegen nicht sehr aussagekraftig.
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Allgemeiner greift eine modifizierte Theorie, die den linearen Ansatz der klas-
sischen Flattertheorie zwar iibernimmt, die potentialtheoretisch berechneten Luft-
kraftterme aber durch am Teilmodell gemessene Kennlinien ersetzt. Anwendbarkeit
und Tragweite dieser Methode werden vergleichend untersucht, wozu insbesondere
die in der Literatur angegebenen Messungen herangezogen werden. Das Verfah-
ren wird im Falle starker aerodynamischer Nichtlinearitat an seine Grenzen stoflen:
diesem Problemkreis ist ein eigener Abschnitt gewidmet.

Zur Abrundung der theoretischen Erkenntnisse dient ein Abschnitt iiber die Aero-
elastik beliebig bewegter Systeme. Die Vorgabe harmonischer Schwingungen, wie
sie der klassischen Flattertheorie zugrundeliegt, wird hier aufgegeben.

Der abschlieBende Abschnitt zum aeroelastischen Antwortproblem behandelt die
Fremderregung des zugrundegelegten ebenen Systems. Da hier systemunabhangige
und oft nur statistisch beschreibbare Krafte zum Zuge kommen, ist ein grundsatzlich
verschiedener Formalismus erforderlich. Er wird in seinen Grundziigen entwickelt.
Ebenso wie bei den Verfahren zum Nachweis selbsterregter Schwingungen wird dabej
vom instationiren Stromungsfeld ausgegangen. Dieser Losungsansatz ist neuartig,

Bei allen hier angestellten Untersuchungen bleibt eine etwaige Schwingungs-
komponente der Struktur in Windrichtung auBer Ansatz. Dies entspricht dem
fir Flatteruntersuchungen von Tragfliigeln und Briicken {iblichen und theoretisch
leicht begriindbaren Vorgehen und erscheint auch aus empirischer Sicht gerecht-
fertigt (vgl. [69] und [151]).

2.2 Klassische Flattertheorie
und deren Anwendung auf Briicken

2.2.1 Einleitung

Die grundlegende Arbeit von Theodorsen aus dem Jahre 1934 [132] enthilt die
Theorie des harmonisch schwingenden Tragfliigels mit Ruder in zweidimensionaler
inkompressibler Stromung. Die angreifenden Luftkrafte werden dort nach der Me:
thode der konformen Abbildung aus der Potentialtheorie hergeleitet, gelten also un-
ter Vernachlassigung der Strémungsreibung und lassen somit Grenzschichteinflisse
(StromungsabriB, Totwasserbereiche) unberiicksichtigt. Das zugrundeliegende Pro-
fil (Randbedingung) ist eine unendlich diinne, ebene Gelenkplatte. (Verallgemei-
nerungen dieser Theorie auf allgemeinere Randbedingungen beschranken sich auf
symmetrische Tragfliigelprofile endlicher Dicke [35].) Weitere Voraussetzungen in
der theoretischen Herleitung der Luftkrifte sind die Giltigkeit der AbfluBbedin-
gung von Kutta, sowie die Beschrinkung auf infinitesimal kleine Verschiebungen
Ein grundsitzliches Merkmal der Theorie ist die Linearitat und Superponierbarke'£
der Luftkraftterme. 1
.Die Ubertragung der Theorie der ebenen Platte auf Hangebriicken unter Windan-
griff leistete Bleich in den Jahren 1948/49 [13]. Dabei versuchte er, den aerodvnami-
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schen Einflu$} des tatsichlichen Versteifungstrigerprofils halbempirisch zu erfassen.
Die strukturellen Dampfungskrifte werden als proportional, aber phasenverschoben
zu den elastischen Riickstellkriften eingefiihrt.

Wiederaufgegriffen und weiterentwickelt werden Bleichs Ideen 1961 von Selberg
[119] und von Kléppel, Thiele et al. in den Jahren 1963 bis 1976 (61], [62], (63], [133].
Der EinfluB der Profilform wird in Windkanalversuchen nun systematisch untersucht,
und es wird ein phénomenologisches Verfahren vorgeschlagen, ihn in die Berech-
nung einzubeziehen [62}, [119]: Die nach Theodorsen/Bleich rein theoretisch ermit-
telte kritische Windgeschwindigkeit des zweidimensionalen oder auch linienférmig
dreidimensionalen Systems (mit dem Profil einer ebenen Platte) wird mit einem
Formfaktor multipliziert und so auf die tatsichliche Profilform umgerechnet. Der
Formfaktor 7 ergibt sich aus vergleichenden, d. h. theoretischen und experimentellen
Untersuchungen am Teilmodell. Er ist definiert als das Verhiltnis von beobachteter
zu (fir die ebene Platte) berechneter kritischer Geschwindigkeit und ist — so die
Arbeitshypothese — im wesentlichen eine Funktion nur der Profilform. Die Methode
beruht somit auf einer Eichung der klassischen Flattertheorie an Flatterversuchen
mit Teilmodellen im Windkanal.

Vorteile dieses Verfahrens sind die Maglichkeit einer praxisgerechten Aufbereitung
der Theorie in Diagrammform (im Falle zweidimensionaler Systeme) und eine relativ
einfache Versuchstechnik: Gemessen werden mu$ nur die kritische Windgeschwin-
digkeit fiir das Teilmodell — ein einziger und einfach zu bestimmender Wert. Dies
eroffnet weiterhin die Mdglichkeit, die Formfaktoren typischer Briickenprofile zu
katalogisieren (wie in [62] durchgefiihrt) und so auch ohne neuerliche Windkanalver-
suche schnelle Aussagen zum Flatterverhalten zu erméglichen. Noch weiter verein-
fachen 1dBt sich das Verfahren, wenn die erwihnten berechneten Diagramme durch
eine Interpolationsformel ersetzt werden, wie sie z. B. Selberg angegeben hat [119],
oder wie sie im Entwurf zur DIN 1055, Teil 4 vorgesehen ist {50].

Ungeklért bleibt im allgemeinen aber das tatsichliche aeroelastische Kriftespiel,
das bei kantigen Querschnitten infolge der auftretenden Strémungsabrisse ein ganz
anderes sein kann als zugrunde gelegt; die Anwendbarkeit der Potentialtheorie ist
hier in Frage gestellt. Evident wird dies durch die groe Bandbreite des Formfaktors
1, der fir die in [62] untersuchten oder zusammengestellten Profile zwischen 0,1 und
0,9 liegt und im allgemeinen stark vom wiinschenswerten Idealwert ~ 1,0 abweicht.
Ein Vergleich der Ergebnisse verschiedener Autoren zeigt keine gute Ubereinstim-
mung beziiglich 7.

Strenggenommen gilt der ermittelte Formfaktor nur fiir die jeweilige Versuchs-
anordnung. Die notwendige Ubertragung auf ein anderes mechanisches System setzt
seine Invarianz gegeniiber den Systemparametern und insbesondere gegeniiber der
reduzierten Frequenz k (s. folgender Abschnitt) voraus. Tatsachlich wurde in [62]
aber iiber gewisse Abhangigkeiten berichtet, die allerdings bis auf den Einflufl des Pa-
rameters € (Verhiltnis der beiden Eigenfrequenzen des ebenen Systems) nicht syste-
matisiert werden konnten. Der ausgeprigte Einflu von € andererseits erschwert die
Ubertragung auf linienférmige Systeme, da deren Eigenfrequenzverhaltnisse nicht
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mehr in einem einzigen Parameter zusammengefat werden kénnen. Die weitge-
hende Invarianz der Formfaktoren und damit eine ausreichende Genauigkeit des
Verfahrens kann nur fiir plattendhnliche Profile erwartet werden.

Die klassische Flattertheorie wird im folgenden in einer vereinfachten Durch-
fiihrung dargelegt. Dies diene sowohl dem Studium grundsitzlicher Zusammenhéinge
als auch der Vorbereitung weitergehender Verfahren. Die sich anschlieflenden nu-
merischen Berechnungen und Vergleiche gestatten weitere Einblicke in den Flatter-
mechanismus und seinen Nachweis. Sie sind Grundlage fiir die Diskussion beziiglich
einer Anwendung auf Briicken. Erginzende Untersuchungen einiger Sonderfragen
runden die Darstellung ab.

2.2.2 Die klassische Flattertheorie der ebenen,
harmonisch schwingenden Platte

2.2.2.1 Voraussetzungen und grundsétzlicher Rechengang

Es seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

1. Das angestrdmte Profil ist eine unendlich diinne, ebene Platte mit unendlicher
Ausdehnung in Lingsrichtung.

2. Die Anstrémung erfolgt horizontal, senkrecht zur Lingsachse und mit iiber-
all gleicher und konstanter Geschwindigkeit, wobei das Verhaltnis der Wind-
geschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit kleiner als 0,3 ist (inkompressible
Strémung).

3. Es gilt die Potentialtheorie und die Kutta’sche AbfluBbedingung; es findet kein
? Stromungsabrif statt.

4. Die Platte hat die zwei Freiheitsgrade Vertikalverschiebung und Drehung um
eine Lingsachse, in denen sie linearelastisch gelagert ist.

5. Die Schwingungsamplituden sind infinitesimal klein.

6. Die Untersuchung beschrinkt sich auf harmonische Schwingungen konstanter
Amplitude.

7. Die strukturellen Dampfungkrifte sind proportional zu den jeweils zuge-
ordneten Federkraften und in Phase mit den Geschwindigkeiten (frequenz-
unabhingige Dampfung).

Voraussetzung 5. erméglicht die Beschreibung der Luftkrafte mittels eines linearen
Ausdruckes, in dem beide Freiheitsgrade separat erscheinen (Superposition). Die
Méglichkeit eines Nachweises potentieller Instabilitit wird durch die Einschrankung
auf kleine Verschiebungen nicht beriihrt.
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Aus Voraussetzung 6. geht hervor, daB sich die Untersuchung auf den grenz-
stabilen Fall gerade einsetzenden Flatterns beschrinkt: Das System bewege sich
stationdr, d.h. die Schwingung sei weder abklingend noch angefacht. Die zu-
gehdrige Stromungsgeschwindigkeit ist untere oder auch obere Grenze des gefahr-
lichen Geschwindigkeitsbereiches und wird deshalb kritische Geschwindigkeit ge-
nannt. Ihre Bestimmung entspricht der Ldsung eines dynamisch—aeroelastisChen
Stabilititsproblems. Untersucht wird das Systemverhalten nach einer etwa durch
natiirliche Umwelteinfliisse (Boen) bewirkten Stérung des Gleichgewichtes. Die Luft-
kraftterme nach Theodorsen [132] gelten ausschlieBlich fiir die im grenzstabilen Fall
auftretende stationir harmonische Schwingung. Genaue Aussagen iiber das MaB des
Abklingens oder Anwachsens der Schwingung im Falle nichtkritischer Strémungsge-
schwindigkeit sind deshalb ausgeschlossen. (Eine Verallgemeinerung von Theodor-
sens Theorie auf Schwingungen verinderlicher Amplitude ist zwar mdglich, aber hier
nicht von Interesse; vgl. die entsprechenden Bemerkungen in Abschnitt 2.2.5.4.)

Voraussetzung 7. ist zwar nicht notwendig, bringt aber gegeniiber dem sonst iibli-
chen Ansatz geschwindigkeitsproportionaler (viskoser) Dampfung eine betrachtliche
Rechenerleichterung. Angesichts der komplexen Natur der strukturellen Dampfung
einerseits, ihres tatsichlich oft geringen Einflusses auf das Flatterverhalten ande-
rerseits (vgl. z. B. [149]) ist dieses vereinfachende Vorgehen gerechtfertigt. In bezug
auf den Anteil der inneren Materialdampfung ist der gewihlte Ansatz sogar rea-
listischer (vgl. z.B. [35, Abs. 2.5.2]). SchlieBlich sei noch vorweggenommen, daf
nach durchgefiithrter aeroelastischer Berechnung die Angabe der dquivalenten visko-
sen Dampfung problemlos méglich ist; bei zwingender Vorgabe viskoser Dampfung

kann die Berechnung in einem iterativen Verfahren erfolgen (vgl. aber auch Ab-
schnitt 2.2.5.3).

Die Bewegungsgleichungen fiir die beiden Freiheitsgrade b und o entsprechend
Abbildung 2.1 lauten

mh+ kih = —A (2.1a)

Ié+kia = My, (2.1b)

mit der Masse m und dem Massentrigheitsmoment I, den Feder-Dampfungs—
Konstanten kj und k¢ sowie den angreifenden Stromungskriften A (Auftrieb) und
M, (Luftkraftmoment). Die genannten Systemparameter und die Stromungskrafte
sind auf die Lange (senkrecht zur Zeichenebene in Abbildung 2.1) bezogen. Die
Anstréomung erfolgt mit der Geschwindigkeit v, die Plattenbreite ist 2b.

Der Bezugspunkt fiir &, der Schwerpunkt und die elastische Achse liegen verein-
fachend in Plattenmitte. Hiermit wird die Untersuchung auf symmetrische Systeme
— wie sie im Briickenbau die Regel sind — eingeschrinkt. Eine Kopplung der beiden
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Abb. 2.1: Zweidimensionales aeroelastisches System

Freiheitsgrade zu einer gemeinsamen Schwingung kann unter dieser Voraussetzung

nur durch die Stromungskrafte herbeigefiihrt werden.
Im Interesse einer moglichst pragnanten Darstellung werden die Bewegungsglei-

chungen zusammengefaft zur Matrizengleichung

M&+K"z=f[, s (2_1)

m 0
mit M = (0 I) (Massenmatrix)

; k0
K?:= o K (Feder-Dampfungs-Matrix)

h/b
(Verschiebungsvektor)

—A/b
fi = (Luftkraftvektor) ,
Mg

wobei gleichzeitig auf die vorteilhafte dimensionslose Verschiebung h/b ibergegan-

gen wird.
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GemaB Voraussetzung wird fiir den Verschiebungsvektor angesetzt

T = et (2.2)
. . h/b .
mit T = 5 (Amplitudenvektor der Verschiebungen)
&
und i2=—1; w€R  (Kreisfrequenz) ,

woraus fiir die Ableitungen nach der Zeit direkt folgt
T =iwe , z=—wlz .

Vereinbarungsgemaf wird hierbei nur dem Realteil der komplexen Verschiebungen
physikalische Bedeutung zugeordnet. Bei der gewahlten komplexen Darstellung wird
Voraussetzung 7. Geniige getan mit

ki = (1+ign)kn ; gn>0, k>0 (2.3a)
ki i=(+ig)ka 3  ga20, ka>0, (2.3b)
bzw.
K? .= (E+iG)K (2.3)
mit FE := 10 G i= gr O K= kn O
0 1 0 g, 0 ka

sofern man sich auf harmonische Schwingungen konstanter Amplitude und w > 0
beschrinkt. Die Realteile k; und k, der so definierten Parameter k;‘f und kg entspre-
chen den Federsteifigkeiten, die Imaginirteile reprasentieren die Dampfung; dabei
sind die Dampfungsverlustwinkel (genauer: deren Tangense) g, und g. ebenfalls
Systemparameter.

Die instationdren Strémungskrifte lassen sich unter den Voraussetzungen 1.-6.
nach Theodorsen [132, Gln. XVII-XX] als lineare Funktionen der Verschiebungen
und/oder deren Zeitableitungen darstellen. Die Ubertragung dieser Formeln auf
das hier betrachtete System erfordert das Weglassen des dort vorhandenen dritten
Freiheitsgrades Ruderausschlag und aller ihm zuzuordnenden Terme. Unter Beriick-
sichtigung der hier vorgegebenen Systemsymmetrie ergibt sich dann
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A(t) mpb? (71 + vd) + 27 pvbC (h +va+ %d)
= 7 [%vciz +h+ 2200 4 0(C + 1)&]

My(t) = —npb? (i + §4) +mpubc (h+va+ )

7 pb? [vCiz +v?Ca+ 2(C - 1)a - %&] ,
7/
mit der Dichte p des Stromungsmediums (fiir Luft: p 1,3 kg/m®), der unten
beschriebenen komplexen Theodorsenfunktion C und der Geschwindigkeit v der un-
gestdrten Anstromung, von der v > 0 zu fordern ist.

Der Ansatz (2.2) ermdéglicht das Ersetzen der Zeitableitungen durch die Verschie-

bungen selbst, womit sich der Vektor der Luftkrifte als lineare Transformation nur
der Verschiebungen ergibt:

fL = szx ) (25)
mit
2 Chh Cha
L :=rxpb ; (2.6)

bzca;. bzcaa

die hier auftretenden Luftkraftkoeffizienten Cmn sind definiert zu

(2.7)
Cah = %C
Cao—ﬁ(c_1)+}%c+é )
Die Funktion C ist gemaB
Hm(k)
C=Ck) = —5—— @ (2.8)
Hi7(k) +tHy" (k)

aus Hankelfunktionen zweiter Art, nullter und erster Ordnung aufgebaut; sie wird
heute allgemein als Theodorsenfunktion bezeichnet.
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Wie.in den Gleichungen (2.7) und (2.8) bereits beriicksichtigt, werden diese
Ausdriicke formal einfacher durch die Einfithrung der reduzierten Frequenz

o . (2.9)

Die reduzierte Frequenz wird hier zum fundamentalen Kennwert und Ahnlichkeits-
parameter. Insbesondere gilt auch L = L(k). Man erkennt weiterhin, daB L im
allgemeinen nichthermitisch ist. Hierin findet die Tatsache Niederschlag, daf die
angreifenden Strémungskrifte nichtkonservativ sind.

Die Koeffizienten gemaB Gleichung (2.7) werden nun noch aufgespalten in ihre
Real- und Imaginérteile angegeben. Es gelte allgemein folgende Notation:

z=2" 42" ; 22" eRrR . (2.10)
Man kann dann schreiben:

/! — 2w 3
chh—l-}-;C
’ _ 1 " 2
cha_;(c _ZC)
— __ 1w
con = —3C

Coa = ~mC"+ B0 +3
(2.11)

Chn = —%C'
G ==1(C+EC"+1)

i _ 1.,
con = zC

¢l = &(C' = 1)+ HC"

Die Beschreibung der Luftkrifte erfolgt prinzipiell also mittels 2 x 2 x 2 = 8 reeller
Koeffizienten (die in der numerischen Rechnung allerdings unterschiedliches Gewicht
haben konnen). Real- und Imaginirteil zusammen bestimmen das Betragsverhiltnis
und den Phasenwinkel der betrachteten Luftkraft zur jeweiligen Verschiebung.
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Die Phasenverschiebung als ein Lk [ ¢ [ C” I

Effekt instationdrer Stréomung ist 0 1 0

hier durchaus von Bedeutung, 0.1 ] 0,8319 | —0,1723

wie die Theodorsenfunktion fir
de.n praktisch lnteressar}ten Be- 0.5 | 0.5979 | =0,1507
reich von 0,1<k<0,5 zeigen mag 05 g

(s. Tabelle 2.1; Werte entnommen s :

aus {13]). Tabelle 2.1: Theodorsenfunktion C(k)

0,2 || 0,7276 | —0, 1886

Ihre Vernachlissigung im Rahmen einer quasi-stationdren Theorie (d.h. mit
w=0 = k=0 = C=C'+iC" =1) ist nicht statthaft, wie auch ein Blick
auf Gl (2.4) zeigt: In dem Ausdruck fir My verschwinde der mit & verkniipfte
Ausdruck, und der a-Term wire reell. Der stets dampfend (s. u.) wirkende Momen-
tenanteil infolge Verdrehung, in Phase mit der Drehgeschwindigkeit & entfiele damit,
und wegen des mit h verkniipften, anregend wirkenden Momentenanteils wiirde eine
quasi-stationire Theorie fiir beliebig kleine Windgeschwindigkeiten Flattern vorher-
sagen, wenn man strukturelle Dimpfung einmal aufler Ansatz 138t. (Diesen Punkt
hat auch Richardson [96] diskutiert. Bei quasi-stationirer Betrachtung und kleinen
Windgeschwindigkeiten entsprechen die beiden Lésungsaste danach einer abklingen-
den und einer angeregten Schwingung; d. h. fir eine der beiden Eigenldsungen ist
die Phasenlage von h so, wie oben vorausgesetzt.)

Dic fir das Flattern so entscheidende aerodynamische Phasenverschiebung
begriindet sich in einem allgemeineren Phinomen: Die zirkulationsabhingigen
Stromungskrafte am Profil kénnen sich bei einer plétzlichen Anderung der mafBge-
benden Parameter (wie z. B. dem Anstellwinkel) nicht augenblicklich auf die neuen
Bedingungen einstellen. Hierzu miissen sich erst iiber die ganze Profiltiefe ver-
teilt freie Wirbel ablésen, die mit der Strdémung nach hinten abwandern, bis sie
schlieBlich keinen Einflul mehr haben, die Stérung sich also dem relevanten Teil des
Strémungsfeldes vollstandig mitgeteilt hat [35]. Dieser Effekt wird im Falle harmo-
nischer Schwingung gekennzeichnet durch das Verhiltnis der Durchlaufzeit T eines
Stromungsteilchens zur Schwingungsperiode 7T, der Struktur:

Ty _ 2bjv _ 1wb
T, 2rjw wv «

Der Parameter k a8t sich nun anschaulich deuten als ein MaB fiir die Instationaritit
des Stromungsfeldes. Er stimmt in der Form tiberein mit der Strouhalzahl

S = M , (2.92)

v

einer querschnittstypischen Kennzahl der Wirbelablésungen (f,, ~ dominante Wir-
helablésungsfrequenz) hinter einem angestrdmten Kérper der charakteristischen Ab-
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messung d. Eine interessante formale Identitit besteht iibrigens auch mit der Disper-
sionsrelation

vA

3|~

einer elektromagnetischen Welle der Frequenz v und der Wellenlinge ) in einerm
Medium mit dem Brechungsindex n (¢ ~ Lichtgeschwindigkeit im Vakuum).

Bei einer ndheren Betrachtung der Beiwerte ¢y, und caq (graphisch dargestellt in
[62]) kann schon jetzt eine wichtige Schlufifolgerung gezogen werden: Ihre (positi-
\_fen) Imaginirteile stehen fiir Kréifte in Richtung der jeweiligen Geschwindigkeiten
h oder & und kénnen deshalb als negative aerodynamische Dampfungen interpre-
tiert werden. Da aber ¢}, und ¢, fir alle k negativ bleiben, miissen entkoppelte
Schwingungen (d.h. Schwingungen in nur einem Freiheitsgrad) immer aerodyna-
misch gedimpft sein und kénnen weder als grenzstabiler noch als instabiler Fall in
Erscheinung treten. Das hier potentialtheoretisch untersuchte Flattern (mit elasti-
scher Achse und Schwerpunkt in Plattenmitte) erfordert also eine Kopplung der
beiden Freiheitsgrade zu einer gemeinsamen Schwingung (vgl. 35, S. 264]).

Setzt man den Ansatz (2.2) und den aerodynamischen Ausdruck (2.5) in die Bewe-
gungsgleichung (2.1) ein, kiirzt durch ¢! und ordnet die einzelnen Terme neu, sO
erhalt man das homogene lineare Gleichungssystem

[K4—w?(M + L(k))]z = 0 . (2.12)

Betrachtet man k zunichst als fest vorgegeben, so ist das aeroelastische Problem
hiermit zuriickgefiihrt auf eine allgemeine lineare Matrizen-Eigenwertaufgabe. IThre
Losung fiihrt auf zwei Eigenwerte w? und jeweils zugehérige Eigenvektoren &;.
Wegen der kleinen Reihenzahl n=2 kann hier durch Nullsetzen der charakteristi-
schen Determinante eine geschlossen 16sbare Gleichung zur Berechnung der Eigen-
werte w? — als w?(k) — gewonnen werden. In Abweichung von der zitierten Litera-
tur (insbesondere [62]) soll zuvor aber auf das spezielle Eigenwertproblem iiberge-

gangen werden, was die schon angekiindigte vereinfachte Durchfiithrung erméglicht.
Multiplikation von Gl. (2.12) mit (—;ngd_l) von links liefert

(A(k)—AE)& = 0 (2.13)
mit  A(k) = K¢ (M + L(k)) ;

der unbestimmte Parameter ist definiert zu

)\::j—

w?

; w#0 . (2.14)

Die Nichtsingularitit von K¢ ist gesichert (s.u.). Der hier ausgeschlossene Para-
meterwert w=0 fithrt auf die in Abschnitt 2.2.5.2 besprochene statische Divergenz.
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Einige Eigenarten des Problems seien zunichst herausgestellt. Die Elemente der
Matrix A sind komplex. Mit der aerodynamischen Matrix L ist auch A weder
symmetrisch noch hermitisch. Und schlieBllich: A ist abhdngig von k. Somit ergeben
sich auch die Eigenwerte A; und die Eigenvektoren &; als Funktionen dieses noch
unbekannten Parameters.

An dieser Stelle tritt das dynamische Stabilitdtsproblem in den Vordergrund, und
eine entscheidende Nebenbedingung kommt zum Zuge: Mindestens einer der Eigen-
werte A; mufl positiv reell sein. GemiB Ansatz (2.2) mit w = 1/1/A entspricht
nur dies der geforderten stationdr harmonischen Schwingung des grenzstabilen Fal-
les (und nur hierfiir gelten ja auch die benutzten Luftkraftterme (2.5) bis (2.9)
und (2.11)). Hieraus kann eine Bestimmungsgleichung fiir & hergeleitet werden. Das
zugehdrige positiv reelle A; und der zugehérige Eigenvektor &; werden im folgenden
ohne Index geschrieben, da im allgemeinen nur eine der beiden Eigenlésungen die
genannte Nebenbedingung erfiillt.

Die charakteristische Gleichung der Eigenwertaufgabe (2.13) lautet

ay — A a2
|A - \E| = =X 4ad4+a =0, (2.15)
a2 az — A

wobei

Y
aiy ap2
A=
az a2

’ (2.16)
dg 1= det A = 1129 — @124y
a) = —SPA = —(au + (122) . )
' Da der Imaginirteil von A gleich null sein soll und damit bekannt ist, gestattet

die komplexe (d. h. reell-zweiwertige) Gleichung (2.15) die Bestimmung der beiden
unbekannten reellen Werte A und k. Aufspaltung dieses Ausdruckes in Real- und
Imaginirteil liefert die beiden reellen Gleichungen

,\2+a'1/\+a(') =0 (2.173,)

afdtaj =0, (2.17b)

aus denen sich A cinfach eliminieren 138t, sofern a” # 0. Man erhalt schlieflich

ay? = (ahat — ahal) = 0 (2.18)
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als eine Bestimmungsgleichung fiir k. Sie entspricht Gleichung (12) in der Arbeit
[62] von Klbppel & Thiele. Die hier hergeleitete einfachere Gleichung (2.18) kommt
ohne Wurzelausdriicke aus und ist deshalb eindeutig und reell, ein Vorteil beson-
ders fiir die numerische Rechnung und fiir die Programmierung. (Die Berechnung
kann nun ohne gréflere Schwierigkeiten mit einem programmierbaren Taschenrechner
durchgefithrt werden.) Erreicht wurde dies durch Transformation auf das spezielle
Eigenwertproblem und daraus folgend die Linearitit der Gleichung (2.17b).

Ist k gefunden, so ergeben sich die anderen Bewegungsgrofen durch Einsetzen in
die angegebenen Gleichungen. Ein anderes, allgemeineres Losungsverfahren fur die
hier betrachtete spezielle Eigenwertaufgabe wird in Abschnitt 2.2.5.4 besprochen.

2.2.2.2 Formale Durchfiihrung

Die dargelegte Rechenvorschrift zur Bestimmung der reduzierten Frequenz k im
Flatterfall wird nun formal ausgefiihrt. Folgende positiv reelle Parameter werden
definiert:

w o= % ; (wp ~ (Vakuum-)Eigenkreisfrequenz in h) )
wl o= k—; ; (wa ~ (Vakuum-)Eigenkreisfrequenz in &)
e = = (Frequenzverhiltnis)
‘l"h - L (2.19)
roi= Z\/; (bezogener Trigheitsradius)
poi= 7:;12 (bezogene Masse)
= ur? = w:b“ (bezogenes Massentriagheitsmoment) . J

Die sich hieraus ergebenden Vereinfachungen beruhen, wie sich zeigen wird, auf einer
interessanten mechanischen Eigenschaft des betrachteten aeroelastischen Systems:
Der Kennwert k des instationiren Strémungsfeldes im Zustand selbsterregter har-
monischer Schwingung ist allein durch die dimensionslosen Systemparameter p, 7, €
sowie — bei vorhandener Strukturdimpfung — g, und g, festgelegt. Dies gilt auch
fiir die bezogene Flatterfrequenz und die bezogene kritische Geschwindigkeit (unten
definiert) sowie fiir den Schwingungsmodus (Eigenvektor).

Nach Gleichung (2.3) ist

(1 +2gn)kn 0

"
I
—_
©
o
S
=

0 (14 19a)ka
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Diese Matrix ist nichtsingulir, sofern nur k, k« # 0. Einsetzen in Gl. (2.13) fiihrt
auf

1

T 0 + mpblc 7 pb? -
A= | Atk 1 e e =
(T +ig)ks mobeon T+ mpblea,
Ki' (M + L)
i+ Chp Cha
A= L] wil+ig) w21 +19n) ’ (2.21)
s Cah ll7'2 + Caa

rw(l +1g,)  r2w?(1 + 29a)

womit die Elemente a;; der Matrix A formal berechnet sind. Die Koeflizienten ap
und a; von Gleichung (2.15) ergeben sich weiter zu

(4 can)(ur?® + coa) — ChaCah

ag:=det A =
plerriwly

- . ) . (2.22)

ay:= —spA = _egr (b + cnn)(1 + iga) + (ur? + Caa)(1 + 1gn)

pelrivly
mit
'

S ) ' Y =1-gnga
Y=9+" =1 +ig)(1 +ig.) = (2.23)

7' =gh+ ga -

Durch Erweiterung mit 4 := 4’ —i4” erfolgt die Zerlegung in Real- und Imaginrteil.
Die Zahler der erweiterten Ausdriicke, deren Nenner nun reell werden, sind definjert
durch

bo = ) + ity := (uw?) (er]y])* ag
(2.24)

by = b + b := pwi (er]y]) a4

und werden berechnet zu
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_ fl ' 4 é—// "
7=0,1 (2.25)
bII — 6” ! 5/ n
mit
£(l) = ﬂhﬁa - Cl}:hclolla - c;wtcth + C/I:acgh
= ﬂhcga + ﬂac'i:h - C’hacgh - clliac:)th (2 96)
& := —(er)*(Bn — chp9a) — (Ba — Caagn)
;I = _(ET)2(ﬁhga + clhlh) - (ﬂagh + CZO:) ’ y
wobei
Bri=p+chh , Bai=pritch, - (2:27)

Stellt man die Definitionsgleichungen (2.24) nach ao und @y um (was bei nicht-
verschwindenden Parametern wy, w,, #, ¥ immer moglich ist), fithrt diese Terme
in Gleichung (2.18) ein und multipliziert mit (uw?)*(er|y|)8, so lautet die Bestim-
mungsgleichung nun

(ery])?5° — bbby — bobf) =0 . (2.28)

Eine Vereinfachung gelingt durch Ausmultiplizieren des zweiten Klammerausdruckes
(unter Benutzung von Gleichung (2.25)):

bgbll _b:)blll ({Il ! él II)(€ 7I+£II II) (§ 7I+£II ”)(51’7’ {;7N)

= (&& — &EhI* -

H

Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung (2.28) und Kiirzen durch |y|? fiihrt schlieB-
lich auf die endgiiltige Form der Losungsfunktion

f(k) := (er)?b* — bo b} (2.29)

mit bg — II 7 {I " bII £I’ ! 6/ "
(2.30)
und  boy 1= &€ — &€y
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von der zu fordern ist:
fky=0 . (z.31)

Fir df?n Fall verschwindender Strukturdimpfung wird ' = 1 und 4” = 0, womit sich
die Lésungsfunktion vereinfacht zu

fk) = (er)?€5® — bouer . (2.32)

Zur .Herleitung" von Gl. (2.18) wurde a # 0 gefordert. Es wird iiberpriift, ob diese
Bedingung erfiillt ist: Mit wy,, Wa, #, T # 0 ist sie Aquivalent zur Forderung by # 0.

Auswertung der Gleichungen (2.25) und (2.26) fiihrt nach einiger Rechnung auf den
Ausdruck

b = ()" (Bagn ~ )1+ g2) + (Bada — cha)(1 + ) - (2.33)

Es gilt fir alle &
i <0, Coa <0, Chp < Chp < 1
Caa>0 = ,Ba>l”'2>0,

woraus folgt, daB der zweite Summand von Ausdruck (2.33) sicher positiv ist. Der
erste Summand wird nur negativ, falls (4 + ¢}, )gn < c};; dies wiirde aber aufier
chn < .(—/t) auch Dampfungswerte gy > ¢/, /(11 + ¢;,) > 1 erfordern, die praktisch
nicht interessieren. Unter diesem Gesichtspunkt gilt also by > 0, und die Bedingung
aj # 0 ist mindestens in den hier zu untersuchenden Fallen erfillt.

Ein explizites Auflésen der Gleichung (2.31) nach k wird kaum mdglich sein:
schlieBlich stellt die Lésungsfunktion f(k) eine komplizierte Verkniipfung der tran-
szendenten Hankel- bzw. Besselfunktionen dar. Die Nullstellen werden deshalb
numerisch-iterativ bestimmt. Mit nunmehr bekanntem k berechnet man den Eigen-

r wert A nach Gleichung (2.17b) zu
a” 1 b” K
A=-2____ o _ * 2.34
aff pf b pw} (2:34)
mit
= 5
1

Wie oben gezeigt wurde, gilt (praktisch) b7 > 0; gemaB einer numerischen Uber-
priifung ist bf mindestens fiir den hier interessierenden Parameterbereich negativ
und X somit positiv. Diese eingangs formulierte Bedingung ist also erfiillt. Die
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Flatterkreisfrequenz w 138t sich nun gemas Gleichungen (2.14) und (2.34) berechnen

zu
1
w= \/; = wh\/g , (2.36)

wobei wegen der Gleichungen (2.3) nur die positive Wurzel zu nehmen ist. Der
Wurzelausdruck steht fiir die auf die (Vakuum-)Eigenkreisfrequenz w, bezogene
Flatterkreisfrequenz

Wh

?
S
x =

(2.37)

Aus der Definition (2.9) der reduzierten Frequenz k ergibt sich die (dimensionslose)
bezogene kritische Windgeschwindigkeit zu
v whik @
Twpd T owpb Tk
(Diese GroBe ist in [62, Bild 16] graphisch dargestellt.) Die kritische Windgeschwin-
digkeit selbst ist also

(2.38)

v = %b = thb N (239)

womit der praktisch am meisten interessierende Wert berechnet wire.*

Wie eingangs schon bemerkt wurde, ist die Ergebnisgrofie ¢ ebenso wie k und &
allein durch dimensionslose Systemparameter determiniert. Deren Variationsspiel-
raum aber ist in der Praxis relativ klein. Gleichung (2.39) berechtigt deshalb zu der
allgemeinen Aussage, daB im Interesse der Flatterstabilitit die Eigenfrequenzen und
die Plattenbreite (bzw. die Breite des jeweiligen aerodynamischen Querschnittes)
mdéglichst grof sein sollten. Beziiglich der Querschnittsbreite mag diese Aussage
iiberraschen, da die Luftkrifte mit der Breite zunehmen. Entscheidend fiir das Flat-
tern ist aber offensichtlich nicht die absolute Gréfe der Luftkrifte, sondern die Ein-
haltung gewisser Phasenbedingungen innerhalb des aus Struktur und instationirem
Stromungsfeld gebildetem Gesamtsystem. Diese Bedingungen, reprasentiert durch
die reduzierte Frequenz k, sind durch die dimensionslosen Systemparameter vorge-
geben. Bleiben diese konstant, so mu8 nach der Grundbeziehung (2.9) die kritische
Windgeschwindigkeit mit wachsender Querschnittsbreite zunehmen.

Nach durchgefiithrter numerischer Berechnung, d.h. mit bekanntem & lassen sich
dquivalente viskose DimpfungsmaBe angeben: Im Freiheitsgrad A wurde gemaB Glei-
chungen (2.1a) und (2.3a) die Dampfungskraft

. h
[ = ihghkn = gnkn—
W

“Auf eine Indizierung der ErgebnisgroBen k, w, ¢ etc. zur Kennzeichnung des grenzstabilen
(kritischen) Falles wird hier verzichtet, da vorlaufig nur dieser von Interesse ist.
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beriicksichtigt (innere Materialdimpfung). Diese Kraft wird nun ersetzt durch die
viskose Dampfungskraft

fl’: =Chil .

Das System wird im angenommenen Bewegungszustand harmonischer Schwingung
verharren, wenn f* = f* ist. Hierfiir muf§ gelten

gnkn
Cp = — ,
w
womit sich der dquivalente viskose Dampfungsgrad (Dampfung bezogen auf kritische

Dampfung) ergibt zu

Ch ghwp 9n
— — =2 2.40
& 2muwy, 2w 20 ( 2)

Entsprechende Uberlegungen fiir den Freiheitsgrad o fithren auf

Ca GaWqo €9
L= = = = 2.40b
¢ 2dwe | 2w 20 ( )

Soll der Rechnung die Annahme viskoser Dimpfung zugrundegelegt werden, so ist
dies mittels eines iterativen Vorgehens leicht mdglich: Unter Ansatz eines Schatz-
wertes fiir & (etwa & = (1+¢)/2) ermittelt man mit Hilfe der Gleichungen (2.40a,b)
Eingangswerte gx, g fiir den ersten Rechendurchgang. Das so berechnete & fiihrt
auf die Eingangswerte des zweiten Durchlaufes, der in der Regel schon auf aqui-
valente viskose Dampfungsgrade fiihren diirfte, die den vorgegebenen ausreichend
nahe kommen.

Fiir den Sonderfall v = 0 sollen noch die dquivalenten Dimpfungsgrade der nun
entkoppelten Schwingungen angegeben werden. Fir diese gilt

Qr~1, Q8 w~e .

(Geringe Abweichungen entstehen durch die Trigheitsterme im Luftkraftvektor und
wegen des jetzt abklingenden Schwingungsverhaltens infolge Dampfung.) Hieraus

folgt

, Q& (2.40¢)

I
& O
R

oS

Die logarithmischen Dekremente ergeben sich in diesem Falle zu

8 ~ 2n€y) ~ wqy, 8~ 2 ~ g, . (2.40d)
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Die nunmehr erfolgende Berechnung des Eigenvektors im Flatterfall # ist von
grundsatzlichem theoretischem Interesse, aber auch niitzlich zum Vergleich mit Be-
obachtungen.

Da die Matrix (M + L) der allgemeinen Eigenwertaufgabe (2.12) komplex und
nichthermitisch ist, werden sich im allgemeinen komplexe Eigenvektoren ergeben
(vgl. [157, §15.5])- Hierin kommt die Phasenverschiebung zwischen den beiden Frei-
heitsgraden zum Ausdruck. Es wird die erste Gleichung der speziellen Eigenwert-

aufgabe (2.13) verwendet:
(@ —Nh/b+ana=0 . (2.41)
Nach Gleichung (2.21) gilt fiir die Koeffizienten

Bt (Bt ugn) Hilc), — Brgn)

ay, = - = 2.42a)
P i (1 +igy) nwi (1 + g7) (
a1y = — St (Cha + hagh) +i(chy = cagh) (2.42b)
pwi(1 +igy) pi(1+ g7) ’

Die absolute GroBe des Eigenvektors bleibt unbestimmt. Er wird normiert, so dafl
h/b = 1. Gleichungen (2.41) und (2.42a,b) fiihren dann auf

& Aman | D1+ gB) - (B + chagn)] — i(chs — Brgn)
are (Clha + C’I:agh) + Z(CII':Q - c/hagh)

_ {1+ 98) — (Bu+ cngn)] — i(chn— Brgn)} [(choF Chogh) = i(chn— Chadt)]
(clha + c’h,.orgh)2 + (Cll:a - hagh)2

= Lo (2.43)

wobei die aus Gleichungen (2.34) und (2.35) folgende Beziehung
K = Apw? (2.44)
benutzt wurde. Ausmultiplizieren von Zahler und Nenner ergibt
R(Zo) = [F(1+07) — (Bu+chugn)] (cha+ chagh) — (chn — Brgn)(cha— Chadh)
= oo = (14 g0) [chalrgn — chn) + ok — Br)]
S(Za) = — [K(1+98) = (Ba+ cfagn)] (o = hagh) — (15— Brgn)(cha+ Chadh)
= oo = (1+g3) [chalrgn — chh) = cha(n — Bn)]

No = ..o = (L+g)(cht i) = (1+ gDlenal” -
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Der oben angegebene Ausdruck (2.43) vereinfacht sich somit zu

' J ,
(chak1 + Ghak2) T 1(Chaks — cf k)
2 2
clha+ clha

a=

mit Ky = Kgh — Chp
(2.46)
und Ky =K-— P -

Abb. 2.2: Normierter Verschiebungsvektor ~ Abb. 2.3: Schwingung um eine scheinbar
in der komplexen Ebene fixe Achse D

Das Amplitudenverhéltnis R, := I’%I und der Phasenwinkel @, := arg (hL/b) entspre-

chen bei der gewihlten Normierung dem Betrag und dem Argument der komplexen
Amplitude &, woraus folgt:

2 2
. Kl+ K
R = |a* = c’2+c”22 = R,
hor? The (2.47)
e = 20 _dan
%(a) C;zanl + C;lorx2

In Abbildung 2.2 sind die Zusammenhange in Form eines Zeigerdiagramms darge-
stellt. Die beiden Zeiger rotieren linksdrehend mit der konstanten Winkelgeschwin-
digkeit w, wobei sich ihr gegenseitiges Verhdltnis nicht dndert. Die Projektion der
Zeigerspitzen auf die reelle Achse entspricht den physikalischen Verschiebungen.

Bei Windkanalversuchen mit Teilmodellen wurde verschiedentlich beobachtet, daB
sich das flatternde Modell um eine luvseitig verschobene, scheinbar fixe Achse be-
wegte (siehe z. B. [62]). In dem hier gewihlten Koordinatensystem entspriache dies
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einer Phasenversc.hiebung %o =0 (vgl. Abbildung 2.3). Ergébe sich auch rechnerisch
a0, so wire die theoretische Achslage gegeben durch

=~ cot &] - |h/b| ~ L2 = — (2.48)

o | R

z =

Das ebene Flatterproblem des symmetrischen Systems wurde unter den Vorausset-
zungen der klassischen Theorie vollstindig gelost. Der in dieser Form hier erst-
mals angegebene Algorithmus 148t sich nur noch durch Vernachlissigung einzelner
Luftkraftkoeffizienten weiter vereinfachen. Beziiglich der Berechnung fiir die ebene
Platte wird hierauf verzichtet (vgl. aber Abschnitt 2.3.6).

2.2.3 Numerische Ergebnisse fiir die ebene Platte

2.2.3.1 Allgemeine Erérterungen

Zur Durchfithrung numerischer Rechnungen wurde der gerade entwickelte Algo-
rithmus auf einem Taschenrechner programmiert. L&sung von Gleichung (2.31)
(Nullstellensuche) erfolgt iterativ. Die komplex-transzendente Theodorsenfunktion

C (k) =C'(k)+:C"(k) wird entsprechend [18] niherungsweise durch gebrochen ratio-
nale Funktionen dargestellt:

0,500 502 k3 + 0,512 607 k2 + 0,210400 k¥ + 0,021 573

C' ~
k3 +1,035378 k2 + 0,251 239 k + 0,021 508

(2.49)
0,000 146 k3 4 0,122 397 k? + 0,327214 k + 0,001 995

C'~
k3 + 2,481481k? + 0, 934530 k + 0,089 318

Ein Vergleich mit den in [13] und [132] angegebenen Funktionswerten zeigt, dafl
diese Ausdriicke fiir 0,08 < k < 4,00 auf mindestens vier Stellen genaue Werte
liefern; fiir 0,04 < k < 10,0 betragt der Fehler hochstens 1%. Das Programm
besteht aus 450 Programmschritten. Die Berechnung der Lésungsfunktion f(k)
nach Gleichung (2.29) dauert ca. 12 Sekunden; die Gesamtrechnung einschlieBlich
der Ermittlung aller Bewegungsparameter erfolgt — je nach Giite des einzugebenden
Startwertes fiir ¥ — in 20 bis 100 Sekunden.

Von den durchgefiihrten numerischen Berechnungen sei zunichst einiges in Dia-
grammform vorgestellt und diskutiert: Abbildungen 2.4 und 2.5 zeigen den Verlauf
der nach Gleichung (2.29) berechneten Losungsfunktion f(k) fir die angegebene.n
Eingangsparameter. Fiir das System ohne Strukturdimpfung (Abb. 2.4) hat die
Funktion im untersuchten Bereich nur eine Nullstelle, strebt aber fiir groﬁe k (und
damit kleine v) ebenfalls gegen null. Letzteres beruht darauf, daB ('he aerodyna-
mische Dimpfung bei verschwindender Anstromung ebenfalls verschwindet und das
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System somit stationir harmonisch schwingen kann; dieser Fall ist hier nicht weiter
von Interesse.

Dem gedimpften System (Abb. 2.5) entspricht eine Lésungsfunktion mit zwei
Nullstellen. Die untere Nullstelle fithrt auf eine hohere und damit nicht maigebende
kritische Windgeschwindigkeit. Auffallend ist der auflerordentlich steile Funktions-
verlauf im Bereich der unteren Nullstelle sowie der folgende abrupte ﬁbergang in
den wieder abfallenden Teil der Kurve. (Fiir die programmgesteuerte Iteration wa-
ren deshalb besondere Uberlegungen erforderlich.) Fiir groBe & strebt die Funktion
gegen einen endlichen Grenzwert, was zu der oben beziiglich des ungedimpften
Systems gemachten Aussage paBt: k — oo kann fiir ein gedimpftes System nicht
einmal mehr triviale Losung sein, da selbst im Falle verschwindender Anstrémung
nur abklingende Schwingung méglich ist.

Abgesehen von diesen qualitativen Aussagen gestattet die Funktion (k) allerdings
keine SchluBifolgerung in bezug auf nichtkritische Windgeschwindigkeiten. Uber die
GréBe der Anfachung oder des Abklingens der Schwingung und iber die Art des
dynamischen Gleichgewichtes (labil oder stabil) kann keine Aussage gemacht werden.

Abbildungen 2.6 und 2.7 zeigen die bezogene kritische Windgeschwindigkeit ¢ in
Abhangigkeit vom Verhiltnis ¢ der (Vakuurn—)Eigenfrequenzen. Die Systempara-
meter f, 7, gh, go Wurden wie vorher gewihlt. Diese Kurven entsprechen denen in
[62, Bild 16), wie auch fiir andere Parameterkombinationen iberpriift und bestatigt
wurde. Der hier zusitzlich dargestellte Bereich 0,5 < ¢ £ 1,0 wurde ebenfalls syste-
matisch, aber ergebnislos nach Lésungen abgesucht. Potentialtheoretisches Flattern
ist hier also nicht méglich! Dies ist eine Besonderheit des symmetrischen Systems,
wie ein Vergleich z. B. mit [35, Abb. 6.12] zeigt.

Die naheliegende Erwartung héherer kritischer Geschwindigkeiten fiir das ge-
dimpfte System (Abb. 2.7) wird erfiillt. Es ergibt sich aber auch ein grundsitz-
licher Unterschied: Anders als fiir das ungeddmpfte System (Abb. 2.6) ist fiir das
gedimpfte die Angabe eines minimalen Frequenzverhiltnisses moglich, bei dem Flat-
tern gerade noch auftritt; die zugehérige kritische Windgeschwindigkeit ist endlich
gro. Der in denselben Punkt miindende obere Kurventeil steht fiir die obere
Grenze des kritischen Bereiches, die beim ungedimpften System nicht existiert.
(Diese im Briickenbau weniger interessierende obere Grenzgeschwindigkeit wurde
in [62, Bild 16] nicht mehr dargestellt.) Zur Erladuterung sei noch einmal auf die
Lasungsfunktion f(k) verwiesen: Die Spitze der in Abb. 2.5 dargestellten Kurve zieht
sich fiir € — e,;, nach unten zuriick, wobei die Nullstellen aufeinander zulaufen und
schlieBlich in einem Punkt zusammenfallen; fiir ¢ < ey schlieBlich existiert keine
reelle Lésung mebhr.

Flatterfreiheit bzw. Stabilitit fiir Windgeschwindigkeiten aufierhalb der in den
Abbildungen 2.6 und 2.7 eingezeichneten kritischen Bereiche 148t sich nicht ohne
weiteres aus dem Verlauf von f(k) ableiten. Alle Aussagen beziiglich der Art des
Gleichgewichtes und damit auch dje Identifizierung des kritischen Bereiches stiitzen
sich auf die zusatzliche theoretische Untersuchung des Abschnittes 2.2.5.4.
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f(k)
4= 50 g =0
r=0,75 Ga =
e=1,30
Nullstelle k; = 0, 30392:
& =1,1606 R, =0,8937
(=38189 @, =—2507
10 4 (Keine weitere Nullstelle im Bereich k > 0,01)
0, 30392
10° 4 0,40 0,50 1,00
— T v
—10% 4 0
10 , 10 704
Abb. 2.4: Ldsungsfunktion f(k) fiir ungedimpftes System
g g y
f(k) u=50 gn = 0,20/
r=0,75  gs=0,20/7
e =130
Nullstelle k, = 0,21827:
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Abb. 2.5: Losungsfunktion f(k) fiir gedimpftes System
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Die Flatterkreisfrequenz w liegt in allen Fallen zwischen den beiden Eigenfrequen-
zen des Systems. D.h. fij; o :=w/wy ergibt sich immer 1 < & < e. Dies ist ein
typisches Charakteristikym des klassischen Flatterns, das die Bedeutung der Kopp-
lung der beiden Freiheitsgrade zu einer gemeinsamen Schwingung unterstreicht und
cinen Begriindungsansaty fiir die im Bereich ¢ < 1 festgestellte Flatterstabilitat
und fiir die Existenz einer minimalen kritischen Windgeschwindigkeit liefert: Im

grenzstabilen Fall ist die rzymliche und zeitliche Verteilung der Luftkrifte offen-
bar derart, daf sich die Ko

gehobener (Vakuum-
(Vakuum-)Eigenfreq
die Eigenfrequenz de
gung liegt. Bei grog

ppelschwingung aus einer Vertikalschwingung mit an-
)Eigenfrequenz und einer Drehschwingung mit abgeminderter
uenz zusammensetzt. Flattern ist deshalb nur méglich, wenn
I Drehschwingung iiber der Eigenfrequenz der Vertikalschwin-
€rem Frequenzabstand bleibt eine Kopplung zur gemeinsamen
Flatterschwingung zwar weiterhin moglich, wird aber zunehmend erschwert; die
groberen, durch Luftkrafte 2y bewirkenden Frequenzanderungen erfordern hshere
Windgeschwindigkeiten. Starke Nahe der beiden Eigenfrequenzen wirkt sich eben-
falls erschwerend beziiglich Flattern aus: Frequenzwirksame und anregungswirksame
Luftkrifte (um 90° Phasenverschoben) stehen etwa in gleichbleibendem Verhiltnis;
im Flatterfall miissen deshalb auch die frequenzwirksamen Krifte und damit die er-
folgenden Frequ(‘nzfinderungen eine gewisse Mindeststarke erreichen. In einem eng
begrenzten e-Bereich kanp mangelnder Spielraum bei den méglichen Frequenzinde-
rungen aber ebenfalls durch héhere Geschwindigkeiten ausgeglichen werden. Der
minimalen kritischen Windgeschwindigkeit entspricht ein maximales k¥ (wegen Zu-
sammenhang nach Gl, (2.9) und nur schwach verinderlichem w).

Im Vorgriff auf Abschnitt 2.2.5.2 enthalten die Abbildungen 2.6 und 2.7 auch die
bezogene kritische Windgeschwindigkeit fir statische Torsionsdivergenz.

Abbildungen 2.8 und 2.9 schlieBlich stellen das Amplitudenverhiltnis R, und den
Phasenwinkel ¢, zwischen dep beiden Verschiebungskoordinaten dar, ebenfalls in
Abhéngigkeit von £ und fiir ansonsten gleiche Eingangswerte wie vorher. Den sehr
kleinen Werten R, entsprechen ¢, nahe —90°. Ein Vergleich mit Abbildungen 2.6
und 2.7 zeigt, daB die zugehérigen Strémungsgeschwindigkeiten schr gro$, k also
sehr klein wird. Die Strﬁmung kann hier als quasi-stationar angesehen werden. Die
Phasendifferenz zwischen Verschiebungen und Luftkriften verschwindet damit und
wird ersetzt durch einep maximalen Phasenwinkel zwischen den beiden Verschie-
bungen. Abgesehen von diesem Bereich hoher kritischer Geschwindigkeiten nehmen
Ra und @, mittlere Werte an. Ein Vergleich mit entsprechenden Beobachtungen
wére hierfiir leicht moglich, denn mit 0,24 < R, < 1,04 besteht (theoretisch)
eine deutliche Kopplung zwischen den beiden Freiheitsgraden und ¢, ist von den
extremen Werten 0° und —90° deutlich verschieden.

AbschlieBend sei darauf aufmerksam gemacht, daBl der EinfluB der Dampfung auf
die kritische Geschwindigkeit deutlich geringer ist als auf das Amplitudenverhaltnis
und den Phasenwinkel. Nach diesen eher grundsitzlichen Erérterungen werden im
folgenden einige in der Literatur dokumentierte Beobachtungen nachgerechnet.
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Abb. 2.6: Bezogene kritische Windgeschwindigkeit fiir ungedimpftes System
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Abb. 2.7: Bezogene kritische Windgeschwindigkeit fiir gedampftes System
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Abb. 2.8: Amplitudenverhaltnis im grenzstabilen Flatterfall
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Abb. 2.9: Phasenwinkel im grenzstabilen Flatterfall
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2.2.3.2 Nachrechnung von Teilmodellversuchen

Ukeguchi, Sakata & Nishitani [140] geben Ergebnisse von Windkanalversuchen an
drej verschiedenen Teilmodellen an. Die Lager- und Symmetriebedingungen ent-
sprechen den hier gemachten Annahmen, wobei aber die Drehachse beim Profil B
(Fachwerk) in Héhe der Fahrbahn, beim Profil C (Fachwerk) in Hohe etwa des
Schwerpunktes bzw. der elastischen Achse liegt. Profil A ist ein H-Querschnitt, die
Héhe der Seitenwande betragt 1/10 der Gesamtbreite.

Tl — . _0Q400"

. Q250" _
1 1

Lola™

Modell A Modell B Modell C

Abb. 2.10: Im Windkanal untersuchte Teilmodelle [140]

Die Anstromgeschwindigkeit wurde langsam gesteigert, bis das Modell spontan mit
Flatterbewegungen begann. Dann wurde die Geschwindigkeit so weit verringert, bis
das Flattern wieder aufhorte. Die beiden so ermittelten Geschwindigkeitswerte lie-
gen durchschnittlich um nur ca. 4%, maximal um 10 % auseinander. Das plétzliche
Ein- und Aussetzen der Schwingungen spricht fiir die Giite der realisierten Versuchs-
bedingungen (Anstrémung geringer Turbulenz) und bestitigt die Annahme weitge-
hend nur selbsterregter Schwingungen. Denn andernfalls hitte man statt einem
Stabilitdts- eher ein Antwortverhalten zu erwarten mit den dafiir typischen wei-
chen I"Jbergéingen. Auch stiitzen diese Beobachtungen die Annahme eines fiir kleine
Schwingungen linearen aeroelastischen Systems, da harte Selbsterregung offenbar
nicht auftrat (vgl. Abschnitt 2.5).

In Tabelle 2.2 werden die in [140] angegebenen Systemparameter (in der hier ver-
wendeten Notation) und gemessenen minimalen Flattergeschwindigkeiten den hier
berechneten theoretischen Bewegungsparametern im Flatterfall gegeniibergestellt.
Der in Abschnitt 2.2.1 definierte Formfaktor n wird fiir die spatere Diskussion in
Abschnitt 2.2.4 ebenfalls angegeben.

Bezliglich des in [140] fiir das Modell C angegebenen sehr kleinen Massentragheits-
momentes I bestanden zundchst Zweifel an der richtigen Wiedergabe diese Wertes.
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Diese Zweifel werden entkriftet durch die sehr guten I"Jbereinstimmungen zwischen
den in Abschnitt 2.3.4.2 und den in [140] durchgefiihrten Berechnungen. Der kleine

bezogene Tragheitsradius r wird méglich durch die Einbeziehung der bewegten Mas-
sen der Versuchseinrichtung.

Die Gegeniiberstellung zeigt, daB eine rein theoretische Berechnung der kritischen
Windgeschwindigkeit (unter Benutzung der potentialtheoretischen Luftkraftkoeffi-
zienten fiir die ebene Platte) zu keiner durchgingig guten Ubereinstimmung mit
an Briickenprofilen gemessenen Werten fithrt. Die auftretenden Diskrepanzen sind
teilweise groff und in ihrer Tendenz nicht gleichbleibend, d. h. die kritische Windge-

schwindigkeit kann bei Anwendung der klassischen Flattertheorie sowohl iiber- als
auch unterschitzt werden.

2.2.3.3 Nachrechnung der Tacoma-Briicke

Im Riickgriff auf die Streifentheorie (Vernachlissigung dreidimensionaler Strémungs-
effekte) und unter der Annahme weitgehender Affinitit der beteiligten Eigenformen
von Biege- und Torsionsschwingungen sowie nur schwach veranderlicher Systempara-

meter wird das Verfahren auf die erste Tacoma-Briicke angewendet (theoretische
Begriindung in Abschnitt 3.2.2).

Nach Augenzeugenberichten (zitiert in [97]) stellte sich eine Stunde vor dem Ein-
sturz der Briicke eine Schwingung mit einem Knoten in Briickenmitte ein. Dies
deutet auf eine Beteiligung der jeweils ersten antisymmetrischen Schwingungsmodi
in Biegung und Torsion hin. Die schubfesten Verbindungen zwischen den beiden
Tragkabeln und dem Versteifungstrager waren zu diesem Zeitpunkt zumindest auf
der Leeseite ausgefallen. Es sei hier angenommen, da auch der luvseitige Schub-
verband nicht mehr wirksam war, und daB das somit symmetrische System gekop-
pelte Schwingungen im ersten antisymmetrischen Modus ausfithrte.* Die hierfiir von
Rocard [97] berechneten Eigenfrequenzen und andere von ihm angegebene System-
parameter werden iibernommen. Die Strukturdimpfung wird nach [119] geschétzt.

Die Berechnung nach Abschnitt 2.2.2 gilt fiir die ebene Platte. Der tatsich-

lich vorhandene H-Querschnitt hatte ein Seitenverhaltnis von d/(2b) = 0,205
(d ~» Hohe der Seitenwinde).

Systemparameter:

m=8500kg/m , p=1,25kg/m®>, $=59m = pu= =61
8 g )

o
r=0,77

wp=0,84s"1 | wy=1,11s7! = =% =1 32

Wh

*Der wahrscheinliche Ausfall nur oder zuerst des leeseitigen Schubverbandes korrespondiert
iibrigens mit der im Windkanal gemachten Beobachtung (siehe z. B. [62]) von Flatterschwingungen
um eine luvseitig verschobene fixe Achse.
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Ergebnisse nach Abschnitt 2.2.2:

k = 0,2440

@ = 1,15 (wie angesetzt) = w=1,15-0,84 s7! =0,97s"!
¢ = = v=23,6m/s

R, =0,658 , @o=—260°.

Die gemessene Windgeschwindigkeit wihrend des Einsturzes betrug 18,9 m/s. Bei
Giiltigkeit der getroffenen Annahmen ergébe sich ein Formfaktor von

Die Literaturangaben beziiglich der beobachteten Flatterkreisfrequenz sind wider-
spriichlich; sie betrug

Wgem = 2752 = 1,26 57!

[97] oder mehr [62], was von dem berechneten Wert w = 0,97s~! stark abweicht und
sogar noch um 14 % hoéher ist, als die veranschlagte Eigenkreisfrequenz fiir Torsions-
schwingungen. Nimmt man fiir diese probeweise den héheren Wert w, = 1,725}
an (= e = 2,05, gy ~ 0,024, g, ~ 0,012), so erhilt man das beziiglich der Flatter-
frequenz iibereinstimmende folgende Ergebnis:

k =0,1585

@ = 1,50 (wie angesetzt) = w=1,50-0,84s""=1,26s""!

¢= = v=47,4m/s

Ro = 0,551 , o =—14,0°.

Der Formfaktor ergibe sich hiermit zu
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2.2.4 Vergleich mit Messungen und Diskussion

2.2.4.1 I"Jberpriifung der Luftkraftterme

Die Giiltigkeit der klassischen Flattertheorie ist gekniipft an die Giltigkeit der ver-
wendeten Luftkraftterme (Gleichungen (2.4), bzw. (2.5) bis (2.9)). Erste experimen-
telle Bestatigungen dieser Ausdriicke in Windkanalversuchen erbrachten Bratt &
Scruton [15] und Halfman [44] in den Jahren 1938 bis 1952 fiir Tragfligelprofile.
In [35, Abb. 3.49] werden gemessene instationire Druckverteilungen an einer harmo-
nisch schwingenden Platte den nach Potentialtheorie berechneten gegeniibergestellt.
Die Ubereinstimmung ist befriedigend. Die Theorie liefert im allgemeinen etwas
tiberh6hte Driicke und Krifte, womit sich etwas zu kleine theoretische Flatterge-
schwindigkeiten ergéiben. Die fiir die diinne, ebene Platte hergeleitete Theorie wird
im Flugzeugbau zum Flatternachweis von Tragfligeln mit bis zu etwa 10 % Profil-
dicke erfolgreich angewendet [35].

Messungen von Sakata [105] an einem Teilmodell der Severn—Briicke (geschlosse-
ner, windschnittiger Hohlkasten) zeigten ebenfalls gute Ubereinstimmung beziiglich
der instationidren Luftkrifte. Die Messungen deckten einen groBen Parameterbereich
ab (0,08 <k<0,90). Der Anstellwinkel wurde dabei von —5° bis +5° variiert, was
auf die MeBergebnisse relativ wenig EinfluB hatte. Wie in Abschnitt 2.2.5.1 vor-
gefihrt, kann die klassische Flattertheorie mit Hilfe sinnvoller Annahmen auf den
Fall nichthorizontaler Anstrémung erweitert werden. Dabei zeigt sich, daBl der An-
stromwinkel ohne Einflu$ auf die instationaren Luftkrifte und das Flatterverhalten
bleibt. Die von Sakata beobachtete Invarianz der instationiren Stromungskrifte
gegeniiber dem Anstellwinkel wire somit ein weiterer Hinweis auf die direkte An-
wendbarkeit der klassischen Flattertheorie.

Ein anderes, leichter zu iiberpriifendes Kriterium fiir eine Anwendbarkeit be-
ruht auf der experimentellen Bestimmung der Steigungen dCy4/da und dCps/da der
stationdren Luftkraftbeiwerte im Bereich kleiner Anstellwinkel. Fiir das Modell der
Severn—Briicke, deren Trigerquerschnitt wegen der gerade zitierten Ergebnisse als
plattendhnlich im Sinne der klassischen Flattertheorie angesehen werden soll, wur-
den die stationaren Beiwerte fiir Auftrieb und Luftkraftmoment ermittelt [105]. Fir
Anstellwinkel im Bereich von 18° liegen die Steigungen nahe an den theoretischen
Werten 27 und 7/2 der ebenen Platte. Diese Eigenschaft scheint somit plattenihn-
liche Querschnitte auszuzeichnen.

Die Flatterversuche von Klppel & Thiele [62] bestitigen tendenziell die Giiltigkeit
dieses Kriteriums: Die stationiren Beiwerte zweier geschlossener Kastenprofile wur-
den gemessen. Das Profil mit guter Ubereinstimmung in der kritischen Geschwin-
digkeit (aus Theorie und Versuch) erfiillt das Kriterium beziiglich des stationiren
Beiwertes C4(a). Das Profil mit schlechter Ubereinstimmung hat im Bereich kleiner
Anstellwinkel a eine hochgradig nichtlineare Kennlinie Cy(a); die Steigung dCa /da
wird hier teilweise negativ.

Scanlan & Tomko [111] haben instationire Strémungskrifte sowohl an einem
Tragfligel als auch an einer Vielzahl typischer Briickenquerschnitte {iber einen
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grofien k-Bereich gemessen (an Teilmodellen im Windkanal). Der Vergleich mit
den theoretischen Kennlinien der ebenen Platte zeigte akzeptable Ubereinstimmung
beim Tragfliigel, aber teilweise starke Diskrepanz bei Briickenprofilen. Wihrend sich
fiir die geschlossenen, windschnittigen Formen und fiir die Fachwerkkastentriger im
allgemeinen noch gewisse Ahnlichkeiten ergaben, waren diese bei H~Querschnitten
nicht mehr festzustellen.

Bei fast allen Querschnitten aber wiesen die Koeffizienten ¢/, (k) — im Gegensatz
zur Theorie — einen Vorzeichenwechsel auf, wurden also positiv. Da der Koefhi-
zient ¢, (A3 in der Notation von [111]; vgl. Abschnitt 2.2.5.3) fiir ein Moment in
Phase mit der Drehgeschwindigkeit & steht, entspricht dies einer negativen aero-
dynamischen Dampfung in diesem Freiheitsgrad. Die hiermit gegebene Moglichkeit
des reinen Torsionsflatterns ist nach der klassischen Flattertheorie fiir symmetri-
sche Systeme ausgeschlossen (vgl. Abschnitt 2.2.2.1). Allein schon dieses Phano-
men positiver ¢}, stellt die allgemeine Anwendbarkeit der klassischen Flattertheorie
— auch wenn mit Formfaktoren nach [62] geeicht — in Frage. Hierauf wird in
Abschnitt 2.2.4.3 genauer eingegangen.

Nach den Messungen {111] zeichneten sich einige Profile aber auch dadurch aus,
daB sie im untersuchten k-Bereich keine (oder nur sehr kleine) positive ¢, auf-
wiesen: die geschlossenen, windschnittigen Querschnitte der Severn—Briicke und
der Lillebzelt-Briicke sowie zwei hohe Fachwerkkastentréger. Die beiden Fachwerk-
profile zeigten sich dabei duflerst sensibel gegeniiber geringfiigigen Entwurfsinde-
rungen: 2. B. genligte die Anordnung einer niedrigen Leitbarriere in Fahrbahnmitte,
um ¢, (k) in den positiven Bereich durchschlagen zu lassen und damit die poten-
tielle Instabilitdt wesentlich zu erh8hen. Diese grofe Empfindlichkeit 138t starke
aerodynamische Nichtlinearitdt vermuten. Das ansonsten offenbar plattenihnliche
Verhalten dieser beiden Fachwerkprofile ist wahrscheinlich bedingt durch einen ge-
ringen geometrischen Vélligkeitsgrad in der Briickenansicht.

2.2.4.2 Uberpriifung an beobachteten Flatterschwingungen

Die Lager- und Symmetriebedingungen der nun zitierten Versuche entsprechen den
hier getroffenen Annahmen. Eventuelle Abweichungen zwischen den Hohenlagen
von Drehpunkt, elastischer Achse und Schwerpunkt kénnen zwar Einflu haben (58],
sind aber nicht quantitativ dokumentiert und im allgemeinen wohl zu vernachlissi-
gen. Wie auch bei den zuvor zitierten Teilmodellmessungen wird durch die Gblichen
Endscheiben eine weitgehend zweidimensionale Strémung gewahrleistet.

Die Windkanalversuche an Briickenprofilen von Kléppel & Thiele ergaben fiir
flache, trapezihnliche Querschnitte eine Ubereinstimmung bis zu 93% (5 = 0,93)
mit der fiir die ebene Platte berechneten kritischen Windgeschwindigkeit (gegen-
tibergestellt in [62, Tafel 2]). Die klassische Flattertheorie liefert hier also — anders
als bei Tragflugelprofilen — hohere kritische Windgeschwindigkeiten als beobachtet.
Fir geschlossene Querschnitte mit senkrechten Stegen sowie fiir H- und TT-Profile
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fallen nach [62] und [119] die gemessenen Werte und damit der Formfaktor

_ VUgem

mi= e (2.50)

allerdings deutlich ab (bis = 0, 1).

Die in Abschnitt 2.2.3.2 nachgerechneten Versuche von Ukeguchi et al. [140] fiihr-
ten fiir zwei Fachwerkprofile auf Formfaktoren zwischen 0,77 und 2,3; der Form-
faktor kann also auch fiir iibliche Briickenquerschnitte (hier das Proﬁl’ C’ Fachwerk)
groBer als eins werden. Dies scheint damit in Zusammenhang zu stehen ,daB der an-
gesprochene Querschnitt iiber keine geschlossene Auftriebsfliche (Fahrbz;hn) verfligt.
Wegen des hiermit méglichen Druckausgleiches zwischen Ober- und Unterseite wer-

den wesentlich geringere Luftkrafte als bej der ebenen Platte induziert (vgl. auch
Abschnitt 2.3.4.2, Tabelle 2.6).

Nach einem in [62] durchgefiihrten Vergleich waren die gemessenen Flatterfrequen-
zen im allgemeinen etwas héher als die nach der klassischen Flattertheorie berech-
neten und lagen somit niher an den Torsionseigenfrequenzen. Die dort weiterhin
berichteten Schwingungen um eine luvseitig verschobene fixe Achse passen nicht gut
zur Theorie, die — wie eine eigene Nachrechnung ergab — auch fiir die in [62] ange-
gebenen Parameter auf Phasenwinkel ¥o deutlich ungleich null fithrt (8° < pa < 30°),
was der (leider nur qualitativen) Beobachtung entgegensteht (vgl. auch Abbil-
dung 2.9).

Bemerkenswert sind in diesem Zusammenhang auch die Beobachtungen von Scan-
lan & Tomko [111]. Fast alle im Windkanal getesteten Fachwerk-, H- und strom-
linienférmigen Hohlkastenquerschnitte begannen das Flattern mit reiner Torsions-
schwingung. Es darf angenommen werden, da$ eine Nachrechnung mit der hier
dargelegten Theorie nicht zu diesbeziiglich befriedigender f]bereinstimmung fithren
wiirde. Denn der Beobachtung entspriche ein Amplitudenverhilinis R, > 1, wie es
fiir {ibliche Systemparameter rechnerisch nicht auftritt. Das beobachtete Torsions-
flattern unterstreicht im iibrigen die Bedeutung des Koeffizienten .

Die Diskrepanzen beziiglich der Schwingungsmodi deuten darauf hin, daB das
aeroelastische Kréftespiel theoretisch nicht richtig erfaBt wird. Die Allgemeingtiltig-
keit einer mit Formfaktoren verbesserten Theorie, wie sie Kléppel & Thiele [62]
vorschlugen, wird hierdurch vielleicht nicht widerlegt, aber doch etwas in Frage ge-
stellt.

Im Abschnitt 2.2.3 wurde das Flattern zweier H-Querschnitte nachgerechnet und
die entsprechenden Werte fiir  bestimmt. Diese werden in Tabelle 2.3 den Ergeb-
nissen von Selberg [119] gegeniibergestellt.

Bei den aus [119] iibernommenen Messungen lag der Definition der kritischen
Windgeschwindigkeit eine von aulen angeregte Schwingung bestimmter Amplitude
zugrunde, die bei der jeweiligen Geschwindigkeit gerade konstant blieb. Die ange-
gebenen Grenzwerte fiir 77 gelten fiir verschiedene Amplituden (& = 0,6° + 11,5°).
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7] — vgem
d Yber
Querschnitt 2% € nach nach
Abschnitt 2.2.3 Selberg [119]
1,56 0,90
H-Profil | 0,100 0,18 = 0,45
1,44 0,85
Tacoma 1,32 0,80 0,14 + 0,38
1 0,205
(H-Profil) 2,05 0,40 0,12 + 0,30

Tabelle 2.3: Formfaktor 5 nach verschiedenen Autoren

Die schlechte Ubereinstimmung ist somit auch auf verschiedene Beobachtungs-
bedingungen zuriickzufithren (vgl. Abschnitt 2.2.3.2). Der von Selberg festgestellte
weiche Ubergang zu groBeren Amplituden kann verursacht sein durch aerodynami-
sche Nichtlinearititen oder durch Stérerregung (z. B. durch turbulente Anstrémung).
Der Vergleich zeigt also auch die Schwierigkeit, den Formfaktor n fiir nichtplatten-
ahnliche Querschnitte praktisch zu bestimmen.

2.2.4.3 Schlufifolgerungen

Wie die vorangegangenen Vergleiche zeigten, ist die klassischen Flattertheorie im
Falle gewisser, plattendhnlicher Querschnitte anwendbar. Dies kann direkt oder
in verbesserter Form mittels experimentell bestimmter Formfaktoren (Eichung) er-
folgen. Bei anderen, nichtplattenihnlichen Querschnitten liefert auch die geeichte
Theorie falsche Ergebnisse: Wihrend die Flatterversuche vor allem die experimen-
tellen Schwierigkeiten bei der Bestimmung des Formfaktors zeigten, offenbarten
die gemessenen instationiren Luftkraftbeiwerte, dafl das aeroelastische Kriftespiel
grundsitzlich falsch erfaBt wird, und daBl die postulierte Systemunabhangigkeit des
Formfaktors deshalb nicht gewihrleistet sein kann.

Zur Begriindung sei noch einmal der Faden aus Abschnitt 2.2.4.1 aufgenommen:
Die gemessenen Kennlinien ¢ (k) hatten fiir gewisse Profile — im Gegensatz zur
Theorie — einen Nulldurchgang und wurden positiv. Wie schon erlautert, entspricht
positives ¢, einer negativen aerodynamischen Dimpfung; hiermit ist die Méglich-
keit eines weitgehend entkoppelten Torsionsflatterns gegeben. Das zum Nulldurch-
gang gehorige, allein vom Querschnitt abhingige k wird dann naherungsweise der
Kennwert des in der Regel nun maBgebenden Torsionsflatterns sein (wenn man vom
EinfluB der Strukturdimpfung sowie der aerodynamischen Dampfung infolge einer
eventuell noch vorhandenen kleinen Vertikalbewegung absieht). Da auflerdem die
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Str('ix.nungs'kréiftc im Verhiltnis zu den elastischen und trigheitsbedingten Kriften
relativ klein sind, wird die Flatterfrequenz in der Nihe der Torsionseigenfrequenz

liegfen (w > wy). Die auf wyb bezogene kritische Windgeschwindigkeit entsprechend
Gleichung (2.38) kann somit niherungsweise zy

(2.51)

angenommen werden; sie ist also im wesentlichen abhéngig von dem querschnitts-
typischen k des Nulldurchganges von aa(k). (Wihlte man als BezugsgroBe wa
statt wp, so wire der Faktor e durch eins zy ersetzen.) Der Index Q deutet an,
daB dieser Wert nicht fiir die ebene Platte, sondern schon fiir den tatsichlichen
Querschnitt gilt. Das Verfahren von Kléppel & Thiele [62] unter Verwendung des
Formfaktors 7 fithrt dagegen auf

CQ =7 C(/‘a Ty E) 3 (252)

wobei ( fiir die ebene Platte gilt und sich allein aus den Systemparametern yu, r, £
(und den hier fortgelassenen Dimpfungsparametern 9k 9a) berechnen 1iBt. Wire
dieses Verfahren universell, dann miifiten die Ausdriicke (2.51) und (2.52) gleichwer-
tig sein. Fiir 7 folgte hieraus

n=n%7° (2.53)
1
. Q. _
S A
s €
d 70—
u (s €)

Der Anteil % bringt nun deutlich zum Ausdruck, da8 n grundsitzlich nicht invariant
gegeniiber den Systemparametern u, r, ¢ sein kann. Die Arbeitshypothese von [62]
ist nicht erfiillt!

Mit Hilfe der Interpolationsformel (2.79) von Selberg (vgl. Abschnitt 2.2.5.5) kann
eine Beziehung zwischen den Formfaktoren 7, und 7,, giiltig fiir zwei verschiedene
Satze von Systemparametern, angegeben werden: Der syteminvariante, nur vom
Querschnitt abhingige Anteil n? wird aus der ersten Messung (~ m ) ermittelt zu

n? 7‘1;’1§ =m-0,74y/(1-1/e})pr . (2.54)
i

I
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Die zweite Messung miiite dann fithren auf

2
—n@.,5 — wl_rl 2.55
M=t =y e (2.55)

Eine ["Jberprﬁfung dieser Formel an den in [62] zusammengestellten Windkanalver-
suchen (bei denen e variiert wurde) brachte gute Ubereinstimmung z.B. fiir die
Querschnitte A5 und S3 (d/(2b) =0,05). Die genannten Voraussetzungen kénnten
in diesen Fillen also weitgehend erfiillt sein. Im allgemeinen aber wird der Einflu
der Systemparameter auf den Formfaktor — der hiermit grundsatzlich nachgewiesen
wurde — nicht in dieser einfachen Weise zu fassen sein.

Das Versagen der klassischen Flattertheorie ist begriindet in einer wesentlich falsch
beschriebenen Aerodynamik der betroffenen Querschnitte. Fiir die im Briicken-
bau fast ausschlielich eingesetzten kantigen Profile kann die Grundannahme der
Potentialtheorie an gewissen Punkten nicht gelten: Abgesehen etwa von einer schar-
fen Hinterkante bedeutet jede weitere Kante eine Singularitit im theoretischen
Stromungsfeld. Wegen der hier auftretenden groBen Geschwindigkeitsgradienten
wird die Voraussetzung reibungsloser Strémung értlich stark verletzt. Die Strémung
(und damit die Luftkrifte am Profil) wird beeinflufit oder geprigt durch Vorginge
wie AbreiBen und (rdumlich oder zeitlich) nachfolgendes Wiederanliegen; dies zeig-
ten Messungen der instationiren Druckverteilung an schwingenden Rechteck- und
Briickenprofilen [88]. Stromungsabrif an einem schwingenden Profil kann auch eine
schlagartige globale Verinderung des Strémungsfeldes mit sich bringen, die selbst
der allgemeineren Annahme harmonisch oszillierender Luftkrifte und der mathema-
tischen Linearisierung u. U. entgegensteht (vgl. Abschnitt 2.5). Der durch Kanten
bedingte Fehler in der Beschreibung der Strémung kann &rtlich begrenzt bleiben (wie
bei der ebenen Platte und ahnlichen Querschnitten) oder grofraumig zur Wirkung
kommen. Abgesehen von der Schwierigkeit, beliebige Randbedingungen rechnerisch
zu beriicksichtigen, ist die Potentialtheorie also fiir gewisse Profile grundsatzlich
ungeeignet.

Grofle Abweichungen vom theoretisch berechneten Flatterverhalten zeigten be-
sonders die Querschnitte mit hohen vertikalen (und geschlossenen) Seitenwinden,
und insbesondere die H-Profile. Auffillig ist hier das Fehlen eines gut definierten
Staupunktes. Die auBer der Potentialtheorie ebenfalls benutzte Kutta’sche Abfluf-
bedingung ist zumindest bei H-Profilen nicht mehr anwendbar, da keine scharfe Hin-
terkante existiert. Auch etwa vorhandene Unterbrechungen in der Auftriebsfliche
— bei Fachwerken im allgemeinen nur die Fahrbahn — verandern die Stromung ent-
scheidend (obwohl eine entsprechend verfeinerte potentialtheoretische Behandlung
dieses Falles eventuell noch méglich ist [96]). Unsicherheiten in der Bestimmung
aerodynamischer Krafte schlagen gerade bei der Berechnung symmetrischer Systeme
voll durch; die aerodynamische Kopplung der beiden Freiheitsgrade wird hier nicht
durch elastische oder trige Kopplungskrifte relativiert.
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Fiir das Pradikat ,plattenihnlich im Singe der klassischen Flattertheorie® wur-
den Kriterien herausgearbeitet, die nun noch einmal zusammengestellt werden. Die
folgenden vier Punkte sind geordnet nach zunehmendem Aufwand und groSer wer-
dender Zuverléssigkeit in der praktischen Anwendung dieser Kriterien.

1. Bei rein geometrischer Beurteilung der aerodynamischen Kontur ist das Profil
plattendhnlich, wenn ein gut definierter Staupunkt und eine scharfe Hinter-
kante existieren, und das Profil oder — bei Fachwerken — der auftriebserzeu-
gende Profilteil (Fahrbahn) nicht unterbrochen ist. Die Stege sind aufgeldst
(Fachwerk geringen Vélligkeitsgrades), schraggestellt (trapezihnlicher Quer-
schnitt), ausgerundet (Tragfliigel) oder entsprechend verkleidet. Das Verhalt-

nis der Hohe des auftriebserzeugenden Profilteils zur Profilbreite betrigt maxi-
mal etwa 1/10.

2. Die Steigungen der am Teilmodell gemessenen stationdren Luftkraftbeiwerte
Ca(a) und Cy(a) zeigen fiir Anstellwinkel o bis zu etwa £8° die gleiche Ten-
denz wie die theoretischen Werte der ebenen Platte, bleiben vor allem also
positiv und in etwa konstant.

3. Die am Teilmodell gemessene kritische Windgeschwindigkeit weicht um nicht
mehr als etwa 20 % von der fiir die ebene Platte theoretisch ermittelten ab.
Das Verhéltnis zwischen gemessener und berechneter kritischer Windgeschwin-

digkeit (Formfaktor n) ist weitgehend unempfindlich gegen Verianderung der
Systemparameter.

4. Die am Teilmodell gemessenen instationiren Luftkraftbeiwerte (insbesondere
Caa) z€igen 3hnliche Tendenzen — besonders beziiglich ihrer Vorzeichen —
wie die theoretischen Werte der ebenen Platte. Sie sind weitgehend invariant
gegeniiber dem Anstellwinkel.

Fiir so beschriebene plattenihnliche Querschnitte ist die klassische Flattertheorie
anwendbar. Der berechnete Wert der kritischen Windgeschwindigkeit kann durch
Multiplikation mit einem empirisch festgestellten Formfaktor verbessert werden.

Die Invarianz des Formfaktors gegeniiber einer MaBstabsinderung (Giiltigkeit des
Modellgesetzes) wurde hier nicht diskutiert, empirisches Material fiir Briickenprofile
liegt diesbeziiglich noch nicht vor. Ein EinfluB der Reynolds-Zah! ist zwar grundsitz-
lich denkbar, aber gerade fiir die im Briickenbau verwendeten kantigen Profile wohl
zu vernachldssigen (vgl. Diskussion in Abschnitt 2.3.7).

Nach den vorliegenden Erfahrungen ist die aerodynamische Kontur des Quer-
schnittes im Interesse hoher kritischer Windgeschwindigkeit méglichst plattenihn-
lich zu gestalten. Die angegebenen Kriterien kénnen deshalb als Entwurfsregeln
angewendet werden. Als (nach Stand des Wissens) einzige Ausnahme sind die unter-
brochenen Querschnitte zu nennen, die ein noch giinstigeres Flatterverhalten ermég-
lichen kénnen [96]. Es ist zu vermuten, daB in diesen Fallen die Querschnittsteile
jeweils fiir sich méglichst plattendhnlich sein sollten.
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2.2.5 Erginzende Untersuchungen
2.2.5.1 EinfluB des Anstromwinkels

In [63] wird iiber Teilmodellversuche an Kastenprofilen berichtet. Die MeBergeb-
nisse deuten auf eine ausgeprigte Abhingigkeit der kritischen Windgeschwindig-
keit (Flattern) vom Anstromwinkel hin: Bei einer Anstrémung unter 7 = +9° fiel
die kritische Windgeschwindigkeit auf bis zu 25% des Wertes fiir horizontale An-
strémung ab. Starke Veranderungen im Flatterverhalten zeigten sich bereits bei
Anstrémwinkeln von +3°. Ahnliche Beobachtungen machte Selberg [119] an H- und
TT-Querschnitten. Von Scruton [118] und Scanlan & Sabzevari [108] dagegen wird
iiber Beobachtungen entgegengesetzter Tendenz berichtet: So zeigten Versuche an
einem Modell der ersten Tacoma-Briicke fiir die drei untersuchten Anstrémwinkel
7 = —6°, 0° +6°, daB horizontale Anstromung (r = 0°) zur kleinsten kritischen
Windgeschwindigkeit fihrt [108].

Lassen sich diese Beobachtungen mit
der klassischen Flattertheorie nachvoll-
ziehen? Zur Beantwortung dieser Frage
wird die Theorie auf den Fall nicht-
horizontaler Anstrémung verallgemei-
nert. Ubernimmt man die Bewegungs- T T
gleichungen (2.1), so sind nur der Luft- v
kraftvektor f; und der Dampfungs-
ansatz zu modifizieren. Sei 7 klein, und
nehme man eine harmonische Schwin-
gung um eine verschobene Mittellage ~ Abb. 2.11: System unter nichthorizontaler

z° an. Der Ansatzvektor lautet also Anstrémung
z =z* 4 &' (2.56)
. h%/b
mit x® = ; h*b, o < 1
al

und fy wird sich im Rahmen linearer Theorie aus einem stationiren und einem
instationdren Anteil zusammensetzen lassen:

fi=fi+1i (

o
Ut
-1
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mit i = L (=* + t) )
0 -2
L® = gp ; t:= 0
0w r (2.58)
und fi — szi(iD — zs) — w2Li5:ei“"
L' := L(k) von Gleichungen (2.6), (2.7) . )

Einsetzen in die Differentialgleichung (2.1) fithrt auf
[Kd — Wi (M + Li)] St — V2L (z® + t)— Kz* | (2.59)

wobei auf der rechten Seite K¢ durch die reine Federmatrix K entsprechend Glei-
chung (2.3) zu ersetzen ist. Ldsungen sind nur méglich, wenn sich die auf der rechten
Seite zusammengefafiten zeitunabhéngigen Terme gegenseitig aufheben. Aus dieser
Bedingung folgt, daB sich «* zu

1 -1
x* = (—21{ - Ls) Lt | (2.60)
v

berechnen laBt, falls die zu invertierende Matrix nicht singular ist (~ statische
Divergenz; s. folgender Abschnitt). Das dann verbleibende homogene Gleichungs-
system (linke Seite von GI. (2.59)) kann durch et gekiirzt werden, und man erhalt
wieder das schon bekannte Eigenwertproblem (2.12) und somit beziiglich Flattern
das gleiche Ergebnis wie zuvor (d.h. wie bei horizontaler Anstrémung). Die klas-
sische Flattertheorie nach Theodorsen kann einen EinfluB des Anstromwinkels auf
das Flatterverhalten also grundsitzlich nicht erkliren.

Die in [63] vorgenommen Deutung der bei bestimmten Anstrémwinkeln beob-
achteten entkoppelten Torsionsschwingungen als Abreififlattern stellt die Giiltigkeit
linearisierter Luftkraftterme in Frage (vgl. Abschnitt 2.5). Eine Verifizierung der
in Abschnitt 2.3 entwickelten modifizierten Theorie wird aber zeigen, daB derar-
tige Phdnomene auch bei Benutzung eines linearen Luftkraftansatzes rechnerisch
erfaflbar sind.

Eine andere in [63] wiedergegebene, aber nicht kommentierte Beobachtung waren
entkoppelte Vertikalschwingungen eines Kastenprofils (A1) fiir Anstrémwinkel im
Bereich +3° <7 < +412°. Gerade in diesem Bereich hat die in [62] fiir dasselbe Pro-
fil gemessene stationdre Kennlinie Cy(a) eine negative Steigung. Es wird sich bei
diesen Schwingungen deshalb um eine als ,Galloping® bezeichnete Spielart des Flat-
terns handeln. Zur Begriindung sei auf die Nachweisverfahren fiir Gallopingschwin-
gungen verwiesen: Sie gehen {iblicherweise von der Annahme stationirer Stromung
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aus (beriicksichtigen dafiir aber nichtlineare aerodynamische Terme) [100]; nega-
tive Steigung von Cs(a) ist danach typisch fiir Instabilitdt. In diesem Falle wiren
(wegen k221,1>>0) allerdings die instationdren Luftkraftbeiwerte entsprechend Ab-
schnitt 2.3 und das dort angegebene Verfahren zugrunde zu legen, das zwar keine
Grenzamplituden, doch immerhin die Stabilitatsgrenze bei kleinen Stérungen (kriti-
sche Windgeschwindigkeit) sicher vorhersagt. Dennoch mag die negative Steigung
der stationiren Auftriebskennlinie auch bei starker Instationaritat der Strémung auf
eine potentielle Instabilitit beziiglich entkoppelter Vertikalschwingung hinweisen.

Eine pauschale Abminderung der kritischen Windgeschwindigkeit fiir nichthori-
zontale Anstrémung, wie in [63] vorgeschlagen, erscheint wegen der komplexen me-
chanischen Zusammenhinge sowie entgegenlaufender Beobachtungen anderer Auto-
ren fiir andere Profile als nicht gerechtfertigt. Insgesamt gesehen verliert die Frage
nach dem EinfluB des Anstrémwinkels etwas an Bedeutung dadurch, daf8 unter nor-
malen topographischen Bedingungen die gleichméBigen Winde hoher Geschwindig-
keit fast horizontal blasen. Wie Messungen ergaben, haben unter 5° geneigte Winde
im allgemeinen eine maximale Geschwindigkeit von nur ca. 20 % des entsprechenden
Wertes fiir horizontalen Wind [41, S. 281]; vgl. auch [151].

2.2.5.2 Statische Divergenz

Beim Ubergang auf die spezielle Eigenwertaufgabe (2.13) wurde w # 0 vorausgesetzt.
Der Sonderfall w = 0 bedarf spezieller Behandlung. Nichttriviale Lésungen sind
offensichtlich nur fiir v # 0 zu erwarten. Dies vorausgesetzt sind die Grenziibergange

w — 0 und k=wb/v — 0 idquivalent. Eine Grenzwertbetrachtung der Gleichungen
(2.5) bis (2.8) fiihrt dann auf

ll_l’}’(l) fr= ll_{l(l) [wZL(k)a:] =v: L'z

0 -2
mit L* = mp {vgl. (2.58)) .
0

Als Grenzwert ergibt sich der Vektor der Luftkrafte in stationdrer Strémung, d. h. bei
verschobener und verdrehter, doch feststehender ebener Platte. Fiithrt man fir das
Eigenwertproblem (2.12) denselben Grenziibergang durch, so erhilt man

(K —v’L*)z = 0, (2.61)

ein Eigenwertproblem nun mit dem unbestimmten Parameter v? (statt w?) und nicht
mehr abhangig von k. Da die Dampfungsterme g5 und ¢, hier nicht mehr sinnvoll
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sind, wurde K¢ wieder ersetzt durch die reine Federmatrix K entsprechend Glei-

chung (2.3). Die Determinantenbedingung fiir die Existenz nichttrivialer Lésungen
fithrt schlieBlich auf den Eigenwert

; k
_ ,div | __ a
v=0v":= il (2.62)

Wie .ein 'Vergleich z. B. mit [35] oder [120] zeigt, entspricht er der kritischen Windge-
schwindigkeit fiir die statische Torsionsdivergenz der ebenen Platte! Erstaunlicher-
weise fangt Gl. (212) also auch dieses Phinomen statisch-aeroelastischer Instabi-

litat mit ein. Der Ubergang auf die dimensionslosen Parameter entsprechend den
Definitionen (2.19) fiihrt auf

vV = ¢dvy,b (2.63)
mit ¢av .= er/i

d.h. auf Ausdriicke, die den fiir das Flattern geltenden Gleichungen (2.37) bis (2.39)
fo?mal nahekommen (vgl. auch [96]). Die bezogene kritische Windgeschwindigkeit
(d“’ wurde fiir die in Abschnitt 2.2.3.1 untersuchten Systeme berechnet und in den
Abbildungen 2.6 und 2.7 zusammen mit den entsprechenden Kurven der Flatter-
instabilitdt dargestellt. Im flatterfreien Bereich ¢ < 1,0+1,2 wird die Divergenz
maBgebend.

2.2.5.3 Reelle Bewegungsgleichungen und viskose Dampfung

Scanlan & Sabzevari propagieren in ihren Arbeiten zum Briickenflattern [102], [108],
[109] die reelle Formulierung der Bewegungsgleichungen mit insbesondere auch re-
ellen Luftkraftbeiwerten. Dies ist prinzipiell 4quivalent zur komplexen Betrach-
tungsweise, solange die Darstellung von Betrag und Phasenlage aller Krafte gewahr-
leistet ist. Die Bewegungsgleichungen miissen deshalb auler &, o, #, & auch die dazu
phasenméBig orthogonalen Terme k und & beinhalten. Anstatt eines komplexen li-
nearen Eigenwertproblems der Form (A +¢2C)y = 0 erhielten Scanlan & Sabzevari
ein reelles quadratisches Eigenwertproblem der Form (A + ¢B + ¢?C)y = 0.

Der von ihnen angegebene Weg erweist sich bei niherer Betrachtung allerdings
als falsch: Die z.B. in [109, Gln. (35),(36)] verwendeten Luftkraftbeiwerte H;, A;
sind dimensionsgebunden und auBler von k auch noch von w abhingig. Dies ist
nicht zulassig, da sowohl die erforderliche ﬁbertragbarkeit auf andere MaBstibe als
auch die rechnerische Durchfithrung (zumindest in der dort angegebenen Weise)
unmoglich wird. Die Benutzung dimensionsloser, nur von k abhingiger Koeffizien-
ten H}, A; — wie in [109, Gln. (3), (4)] angegeben — fiihrt aber nicht auf ein reelles,
sondern unvermeidlich auf ein komplexes quadratisches Eigenwertproblem; die ein-
zusetzende Fundamentalbeziehung k = wb/v erzwingt namlich fiir den Exponential-
ansatz die Form e*“* mit : im Exponenten. Die Nichtlinearitit der Eigenwertaufgabe
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entsteht dabei ausschlieBlich durch den von Scanlan & Sabzevari bevorzugten visko-
sen Dampfungsansatz. Das ebene Flatterproblem fiihrt bei viskoser Dampfung also
auf eine charakteristische Gleichung vierten Grades mit komplexen Koeffizienten
(wie es Scanlan in einem spiteren Beitrag (120] auch kommentarlos angibt).

An die Eliminierung des unbestimmten Frequenzparameters, wie hier vorgefiihrt
(vgl. (2.15) bis (2.18)), ist dann {ibrigens nicht mehr zu denken. Zu jedem versuchs-
weise vorgegebenen Wert k miissen entweder die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung ermittelt werden, oder auf deren komplexe Koeffizienten nun recht kom-
plizierte Stabilitatskriterien (z. B. verallgemeinertes Routh—Verfahren, vgl. [107]) an-
gewendet werden. Auch bei zwingender Vorgabe viskoser Dampfung wird deshalb
das hier in Abschnitt 2.2.2 vorgestellte Verfahren mit Iteration der Diampfungswerte
deutlich Gberlegen sein.

Die Aquivalenz der spiteren Behandlung der Stromungskréfte durch Scanlan (mit
nun dimensionslosen, aber immer noch reellen Beiwerten) mit den in dieser Arbeit
benutzten Ansitzen zeigt der Koeffizientenvergleich zwischen [111, Gl. (2)]

Ly = (3p0?)(20)(kHE 4+ kH;% 4 B Hia) (2 -A)

(2.64)
M, = (3pv*)(267) (kA2 4 kA3% 4 B2 A5a) (2 M)
und Gleichungen (2.5), (2.6). Es ergeben sich die Entsprechungen
Hl. = ﬂc;‘lh ? H‘ = 7rcha ] H(; = Wcha
(2.65)

/"
ao ?

A} = rwdcl

Al =ndl,, A;=rnc -~
(wobei die H;, A7 so wie die c},,, cj, auf die halbe Briickenbreite bezogen sind).
Uberemstxmmung zeigt sich auch bei einer Gegeniiberstellung der Gleichungen (2.11)
und {111, Gln. (3)] (Luftkraftbeiwerte der ebenen Platte), die bis auf den hier zusitz-
lich erscheinenden Summanden +3 im Koeffizienten ¢/, (EinfluB von &) identisch
sind. Die Koeffizienten ¢}, und ¢, finden allerdings keine Entsprechung, werden von
Scanlan also stets vernachlassigt. Samtliche Vereinfachungen werden begriindet mit
dem fiir das Strémungsmedium Luft geringen EinfluB der in den Theodorsen’schen
Gleichungen (2.4) mit A und & verkniipften Beschleunigungsterme. Gleichzeitig wird
so aber auch der verzogerte (gegenphasige) Luftkraftanteil infolge h vernachlissigt,
was nach einer Proberechnung fiir die ebene Platte leicht zu ciner Uberschitzung
der kritischen Windgeschwindigkeit um 10 % und mehr fiihren kann.

All diese Zusammenhénge werden durch die reelle Schreibweise des Luftkraftvek-
tors verschleiert. Insbesondere wird die grundsatzlich phasenverschobene Wirkung
der Stromungskrafte nicht deutlich, wenn sie auch fiir  und & noch mathematisch
darstellbar bleibt (so beinhaltet z. B. H; auch einen Anteil, der dem gegenphasi-
gen Abtrieb infolge a entspricht etc.). Ein weiteres Manko reeller Schreibweise ist
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de.r kornplizi'el'tf3 Al_lfbau des Luftkraftvektors (Gleichungen (2.64)), der sogar die
Wlnc‘igeschwmdlgkelt v noch explizit enthilt; erst im weiteren Verlauf der Rechnung
— die genau dann kOmplex wird (!) — fillt v heraus. Aus Griinden der Klarheit

und Einfachheit 15t die hier gewihlte komplexe Formulierung von Anfang an zu
bevorzugen.

2.2.5.4 Vollstéindige Losung der Eigenwertaufgabe

Alle bisherigen 'Untersuchungen beschrankten sich auf den Fall grenzstabiler har-
monischer Schwingung. Dies vereinfachte den Rechenablauf, war aber auch bedingt
durch den theoretischen Luftkraftansatz nach Theodorsen, der streng nur fiir harmo-
nische Schwingungen, d. h. Schwingungen konstanter Amplitude, gilt. Einen tieferen
Einblick in das theoretische Systemverhalten erméglicht die Lésung der charakteri-
stischen Gleichul}g (2.15) fiir beliebige reelle k. Die sich hieraus ergebenden Eigen-
frequenzen sind im allgemeinen komplex und widersprechen damit der Eingangs-
voraussetzung harmonischer Schwingung. Im Falle fast reeller Eigenfrequenz aber,
so die plausible A‘Hnahme, wird auch die zugehérige Losung ,, fast richtig® sein.* Da
auf den Ansatz viskoser Dampfung verzichtet wurde, ist die charakteristische Glei-

chung von zweiter (statt vierter) Ordnung. lhre Wurzeln kdnnen explizit angegeben
werden:

ay a 2
Ma(k)=—5 % (31) —ao; ag,a €C . (2.66)

Unter Benutzung der Gleichungen (2.24) folgt

1"

Ma(k) = —5—— { [ by m(\/ﬁ)] +i [—b—zl + %(\/ﬁ)]} (2.67)

AL
mit Ri= (167 62) — (erbl) b + [2008 - (erlol)* 8]

sowie v, b}, b/ nach Gleichungen (2.23), (2.25). Die komplexen Kreisfrequenzen
w=w'+1w" ergeben sich aus den jeweiligen A zu

L_V2 _R(WX)  3(WA) .

_ o NMA _ 2.68
CEVITT TN T (265
N e e
wl w”
Thre Imaginirteile w” bringen wegen
e"“’t — ei(w'+iw”)t — e-w”teiu’t (2.69)

*Eine weitergehende Diskussion dieses Punktes einschlieBlich eines Vergleiches mit genaueren
Methoden findet man in [5, §26.6].
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abklingendes Schwingungsverhalten zum Ausdruck. Ist der zu

e—w'nT w” g(ﬁ) 20
b=t P R = I 1R(VM)| 0
§:=1n (e'“’"("+1)T) 27r|w’| 2 |R(VN)| (2.70)

definierte Lésungsparameter ausreichend klein, so entspricht er niherungsweise dem
logarithmischen Dekrement der abklingenden (oder angefachten) Schwingung. Vor
allem aber zeigt er mit seinem Vorzeichen die Art des Gleichgewichtes an.

Beschrinkt man sich auf positive k:=w'b/v, so ist w’' > 0 zu fordern, womit die
Vorzeichen von w” und § fiir jede der beiden Lésungen A;2(k) eindeutig festliegen.
Bei Verzicht auf den Dampfungsansatz der Gleichungen (2.3) wiren iibrigens auch
negative k& und w’ zuldssig. Mit Hilfe der Beziehung (2.107) kann man nimlich
zeigen, daB fiir die Losungen w(—k < 0) gelten muf::

w(—k) = —w(k) & (—k) = —'(k) , W'(—k)=uw"(k) .

D.h. beim Ubergang auf negatives k indert nur der Realteil der Kreisfrequenz o’
sein Vorzeichen, der Dampfungsparameter w” ist fiir vorgegebenes |k| eindeutig be-
stimmt.

Offensichtlich mufite aber k, um reell zu bleiben, neu definiert werden: w wurde
ersetzt durch '. Dieser Ubergang hitte konsequenterweise auch beziiglich der For-
mulierung des Luftkraftvektors beriicksichtigt werden miissen, was hier im Interesse
eines sinnvollen rechnerischen Ablaufes nicht geschah. Das Verfahren ist also mathe-
matisch nicht ganz konsistent (was fibrigens auch beziiglich des Ansatzes (2.3) der
Strukturdimpfung gilt). Diese Schwiche wire durch Interpretation der hier zu-
grunde liegenden Theodorsenfunktion C(k) fiir komplexe k& (und damit nichthar-
monische Bewegungen) zu beheben, eine Idee, die in den 50-er Jahren kontrovers
diskutiert wurde [28], [111]. In jingerer Zeit haben Edwards et al. [30] diese hier
nicht weiter behandelte Méglichkeit wiederaufgegriffen.

Die Gleichungen (2.67), (2.68) und (2.70) wurden in programmgesteuerter Rech-
nung auf das gedampfte System von Abbildung 2.5 (Abschnitt 2.2.3.1) unter Vorgabe
verschiedener k angewendet. Die so berechneten Werte wj , und 6, ; sind in Abbil-
dung 2.12 graphisch dargestellt, wobei die Kurven diesmal iiber 1/k = v/(w'bd) € R
aufgetragen wurden.

Fir 1/k — 0 (und damit v — 0) ergeben sich logarithmische Dekremente wie
nach Gleichung (2.40d) und die Realteile der Kreisfrequenzen sind etwa gleich den
(Vakuum-)Eigenkreisfrequenzen wy, und w,. Geringe Unterschiede entstehen durch
die Strukturdimpfung und durch die Tragheitsterme im Luftkraftvektor. Fiir die-
sen Sonderfall ist die Losung exakt (wie sonst nur fitr harmonische Schwingungen),
da die zirkulationsabhéngigen (mit C(k) verkniipften) Luftkraftterme verschwinden
(s. Gin. (2.4)).

Die mit ~wj, bzw. ~w, beginnenden Kurven werden im folgenden als Frequenz-
kurven des Biegeastes (~ wi) bzw. Torsionsastes (~ w}) bezeichnet. Die ihnen
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Abb. 2.12: Losungen in Abhingigkeit von 1/k (gedimpftes System)

entsprechenden Schwingungsmodi sind im allgemeinen hybrid, d. h. sie enthalten so-
wohl Biege- als auch Torsionsanteile. (Die Begriffe Biegung und Torsion wurden aus
der Theorie linienférmig raumlicher Tragsysteme entlehnt. In der Anwendung auf
das ebene System, das starr ist und keine Biege- oder Torsionsverformungen erfahrt,
stehen sie fiir die Begriffe Vertikalverschiebung und Drehung um die Lingsachse.)

Mit wachsendem 1/k (und v) verdndern sich die Dampfungskurven beider Modi
zunéchst in positive Richtung, die Luftkrifte wirken dampfend. Diese Tendenz
kehrt sich fiir die zum Torsionsast gehdrige Dampfungskurve 6,(1/k) bald um. Bei
Erreichen der kritischen Windgeschwindigkeit schneidet sie die Nullinie, bleibt bis
zum Erreichen der oberen Grenze des kritischen Bereiches negativ, um dann einem
positiven endlichen Grenzwert zuzustreben. Die Dimpfungskurve des Biegeastes
61(1/k) zeigt keinen Vorzeichenwechsel und strebt fiir grofie 1/k gegen wg, = 5;/k—'0.
Der kritische Bereich wird also durch zwei Grenzgeschwindigkeiten eingeschlossen,
die sich beide aus dem Verlauf der Dampfungskurve des Torsionsastes ergeben. Bei
Windgeschwindigkeiten aufierhalb dieses Bereiches ist das System stabil, d. h. flat-
terfrei.

Die von Rocard [97] allgemeiner beschriebene Anniherung von Frequenzkurven
im Falle dynamischer Instabilitat ist hier an der unteren Grenze des kritischen Be-
reiches festzustellen. Die Frequenzkurve des Torsionsastes wj(1/k) liegt dabei zwi-
schen den (Vakuum-)Eigenkreisfrequenzen ws und w,, die Frequenzkurve des Biege-
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astes wj(1/k) bewegt sich etwas unterhalb von wy. Das Phinomen der Anniherung
von Eigenwerten ist von anderen physikalischen Problemen her unter dem Namen
‘avoided crossing’ bekannt. Es tritt in der Molekularphysik, aber z. B. auch bei
Platten- und Seilschwingungen auf [112], [137]; vgl. auch Abschnitt 4.4. Der fiir
diese Erscheinung typische Austausch der Eigenformen wihrend der voriibergehen-
den Annidherung der zugehorigen Eigenwerte findet hier ebenfalls statt, wie z. B. aus
Abbildung 2.8 hervorgeht.

Folgerichtig ist der Fall der schon in Abschnitt 2.2.5.2 beschriebenen statischen
Torsionsdivergenz im Biegeast enthalten: Der Grenziibergang 1/k — oo fiithrt nim-
lich auf w; = w] +iw}y — 0. Der Torsionsast dagegen hat einen endlichen Grenz-
wert. Der Divergenz entspricht kein eigener Losungsast (fiir beliebige 1/k), da die
physikalische Moglichkeit einer exponentiell verinderlichen Bewegung bei nichtkriti-
schen Geschwindigkeiten (vgl. z. B. [96]) wegen des hier gewihlten Luftkraftansatzes
nicht einmal niherungsweise beschreibbar ist. Diese Bewegungsform, der in stren-
ger Rechnung rein imaginire k entsprichen, wiirde eine extreme Verletzung der
zugrundeliegenden Annahme harmonischer Schwingung darstellen.

Der hier eingeschlagene Weg zur Untersuchung des aeroelastischen Systemverhal-
tens ist einerseits aufwendiger als das bisher benutzte Verfahren (mit der Lésungs-
funktion f(k)), andererseits aber ergiebiger und allgemeingiiltiger. Es erfordert
zwar die Berechnung aller komplexen Wurzeln A(k) bzw. w(k) fiir variierte reelle k,
ermoglicht aber Aussagen beziiglich der Art des Gleichgewichtes und ist iibertrag-
bar auf Systeme mit mehr als zwei Freiheitsgraden. Falls |w"/w’| <1, ist die Stirke
des Abklingens oder Anwachsens der Schwingung niherungsweise bestimmbar, die
Bedingung w"” =0 gestattet die Ermittlung kritischer Windgeschwindigkeiten.

Mit den nun komplexen Frequenzen w tauchten Zweifel beziiglich der Giiltigkeit
der Luftkraftterme und gewisse mathematische Inkonsistenzen auf. Durch eine an-
dere Betrachtungsweise — die allerdings etwas kiinstlich wirken mag — kénnen
diese Schwierigkeiten iiberwunden werden: In die Bewegungsgleichung (2.1) wird
die zusitzliche, fiktive Kraft

Af:=igK% ; gER (2.71)
eingefithrt, wobei nach Gl. (2.3) gilt:

(1+igh)kh 0
0 (14 194) ke

K¢=

Aus

1—grg+i(grt9)lk 0
Kiz+Af = (14ig) K = 1=grg+i(ait 9)lks & (2.72a)

0 [1—gag+i(gotg)lka
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folgt mit |grgl, |g.9| < 1

[1+i(gn + g))kn 0
Kz + Af ~ z . (2.72b)

0 (1 +i(gs + 9)]ka

Die Kraft Af entspricht im wesentlichen also einer fiktiven zusitzlichen Struk-

turdimpfung, die Dampfungsverlustwinkel gr und g, werden pauschal um g erhdht.
Statt Gl. (2.1) schreibt man nun

Mz +(1+ig)Kz = f;, , (2.73)
was mit dem Ansatz (2.2) wieder auf das spezielle Eigenwertproblem (2.13) und die

charakteristische Gleichung (2.15) fiithrt; hierbei ist lediglich die Definition A :=1/w?
durch

(2.74)

zu ersetzen. Fir die komplexen Wurzeln A(k) ergeben sich dieselben Werte wie
zuvor (Gln. (2.66), (2.67)). Weist man ihren Realteilen gemal

1
A,:‘_>0 <:> w =

w? >0 (2.75a)

die nun wieder reellen Kreisfrequenzen w zu, so erhilt man mit

y_ g 2
/\—u? < gzy

(2.75b)
eine Bestimmungsgleichung fiir g. Somit entspricht g = A"/ X der zusitzlich erfor-
derlichen Strukturddmpfung, die bei dem vorgegebenen k gerade zu Schwingungen
konstanter Amplitude fithrt. Da sich die Untersuchung auf harmonische Schwin-
gungen beschrinkt, kann die Fundamentalgleichung (2.9) unverandert iibernommen
werden, und der Luftkraftansatz nach Theodorsen ist streng giiltig. Die vorher
bestehenden Schwierigkeiten sind behoben. (Auch wird die numerische Rechnung
etwas bequemer; vgl. (2.68), (2.70).)

Der Zusammenhang zwischen den beiden diskutierten Betrachtungsweisen wird
hergestellt durch

S(—\/X) =2 %(m) ~ —-7r_)_‘.’: = —7yg (2.76)
S R <Y e

was formal den Gleichungen (2.40d) entspricht. Die oben beziiglich § gemachten
Feststellungen werden hier anschaulich gerechtfertigt. Die reelle Kreisfrequenz w

= 27
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Abb. 2.13: Losungen in Abhingigkeit von v/vlY (gedimpftes System)

nach Gleichung (2.75a) ist fiir |A”/A’|<0,3 um hdchstens 1/30 grofer als ' nach
Gleichung (2.68). Trigt man w und g iiber 1/k auf, so sind die entstehenden Kur-
ven (bei entsprechender Mafistabswahl fiir g) fast identisch mit denen von Abbil-
dung 2.12.

Eine in der Literatur als v—g—Methode bezeichnete Variante besteht darin, die
Lésungen w und g nicht iiber 1/k, sondern iiber v aufzutragen [28], [35]. Die Windge-
schwindigkeiten v werden dabei nachtriglich aus dem vorgegebenen k und den hier-
fiir berechneten w nach der Fundamentalgleichung k =wb/v bestimmt. Die entspre-
chenden Berechnungen wurden fiir dasselbe System wie zuvor programmgesteuert
durchgefiithrt und in Abbildung 2.13 dimensionslos dargestellt. Die Kreisfrequen-
zen w sind auf w, bezogen, die Windgeschwindigkeit v auf die in Gleichung (2.63)
angegebene kritische Windgeschwindigkeit vliv der statischen Torsionsdivergenz.*
Hierbei gilt

v wh/k  w/w, (2.77)

17{(1:—“ wabry /1 - krﬁ )

*Die Verwendung des Fufzeigers ,kr* zur Kennzeichnung des kritischen Falles beschrinkt sich
auf diesen Abschnitt.
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Die Frequenzkurve des Biegeastes stellt sich nun grundséitzlich anders dar. Sie endet
— in Ubereinstimmung mit den oben gemachten Aussagen — bei v/vdi¥ =1 und
wy /wa = 0. Die zugehérige Dampfung ¢, endet bej —9a #0. Da aber eine Schwingung
mit w =0 keine Schwingung im eigentlichen Sinne ist, hat dies keine physikalische
Bedeutung. Die fiir g gegebene Deutung ist nicht mehr anwendbar.

Auffallend im Vergleich der beiden Darstellungsweisen (Abb. 2.12 und 2.13) ist
weiterhin, daff im Bereich 1 < v/vlY < ~1,025 nun drei statt wie sonst zwei Losungen
existieren, und fiir v /v > ~1,025 nur noch eine. Dieses scheinbar paradoxe Ergeb-
nis ist folgendermaBen zu erkliren: Eine Darstellung der Wurzeln als Funktionen
von v kann man als indirekte Lésung des Eigenwertproblems

<A(v, w) - éE)é =0 (2.78a)

ansehen, in dem die Systemmatrix A(k) der Eigenwertaufgabe (2.13) durch A(wb/v)
= A(v, w) ersetzt wurde. Gibt man statt k also ein festes v vor, so erhalt man nicht

mehr ein lineares Eigenwertproblem in 1/w?, sondern das allgemeinere, nichtlineare
Problem

Flw)yz = 0
mit der Parametermatrix (2.78D)

F(w) := A(w) — éE ,

fiir das die sonst giiltigen Sitze, die z. B. die Existenz von genau n Losungen (Eigen-
werten) garantieren, nicht gelten (n ~» Reihenzahl, hier: n = 2); vgl. [157]. Die
iibliche und praktikable Formulierung des Flatterproblems als lineare Eigenwertauf-
gabe — wie hier in den Gleichungen (2.12) oder (2.13) — gelingt offenbar nur unter
Einfithrung der reduzierten Frequenz k.

Eine exakte Berechnung des Schwingungsverhaltens bei nichtkritischen Windge-
schwindigkeiten wiirde bei den hier benutzten Luftkrafttermen die Zulissigkeit und
Ermittlung komplexer k und w voraussetzen. Eine Losung fiir vorgegebenes v im
Sinne der Gleichungen (2.78a,b) ergibe dann zusitzliche Losungsiste fiir nichtoszil-
latorische Bewegungen, wie sie z.B. von Richardson [96] unter Verwendung eines
allgemeineren Luftkraftansatzes (vgl. Abschnitt 2.4) angegeben wurden.

2.2.5.5 Interpolationsformeln

Die Ergebnisse der potentialtheoretischen Flatterberechnung einer chenen Platte
(klassische Flattertheorie) lassen sich in einfachen Interpolationsformeln resiimie-
ren. Zwei solcher Formeln seien in der hier eingefiihrten Notation vorgestellt. Sie
geben ndherungsweise die bezogene kritische Windgeschwindigkeit ¢ = v/(wpb) fiir
ein ungedampftes System an und entsprechen den graphischen Darstellungen von
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Systemparameter = ;%)
exakt Selberg [119] DIN 1055 [50]
g ' : Abs. 2.2.2 || Gl. (2.79) |Fehler [%)]] Gl. (2.80) | Fehler [%)]
1,05 || 1,753 1,451 —17 4,021 129
1,10|| 2,210 2,077 —6,0 4,205 90
50 10,75 1,20 3,071 3,006 —2,1 4,572 49
1,50 | 5,132 5,066 ~1,3 5,674 11
3,00 13,041 | 12,817 —1,7 || 11,186 —14
20 2,106 1,901 —9,7 3,627 72
100 0,75 4,306 4,251 -1,3 5,637 31
0, 50 1,20 2,503 2,454 —-2,0 4,100 64
%0 1,00 3,443 3,471 0,8 4,970 44
20 3,296 3,204 ~2,8 4,324 31
oo |07 |50 7,283 7,165 ~1,6 7,196 | —1,2
0,50 4,024 4,137 2,8 5,000 24
%0 1,00 5,883 5,850 —0,6 6,243 6,1
Fir alle Rechnungen gilt g» = g, = 0 (ungedimpftes System) l

Tabelle 2.4: Bezogene kritische Windgeschwindigkeit nach Potentialtheorie
(exakt und nach Interpolationsformeln)

Abbildung 2.6 und (62, Bild 16). Selbergs Formel [119] ist mit dem Faktor 1/v/2 zu
korrigieren und lautet dann

¢ =0,74y/(e2—1)ur . (2.79)
Der Entwurf zur DIN 1055, Teil 4 sieht die Formel
(=240,6(e—0,5)/ur (2.80)

vor [50]. In Tabelle 2.4 werden einige Beispielrechnungen gegeniibergestellt. Wie
sich zeigt, ist Selbergs Formel deutlich genauer und liegt im allgemeinen auf der si-
cheren Seite. Fiir Parameter innerhalb der Grenzen 50 < <100 / 0,75<r<1,00 /
1,2<e<3,0 liefert sie auf ca. 2% genaue Werte.
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2.3 Einbeziehung gemessener instationsirer
Luftkraftbeiwerte (modifizierte Theorie)

2.3.1 Allgemeines

Die im vorangegangenen Abschnitt 2.2 deutlich gewordenen Unstimmigkeiten zwi-
schen klassischer Flattertheorie und Beobachtung legen es nahe, im Falle nichtplat-
tendhnlicher Querschnitte von der Anwendung der Potentialtheorie abzugehen, und
— in derzeitiger Ermangelung besserer stromungsmechanischer Rechenverfahren —
die angreifenden Strémungskrifte experimentell zu bestimmen, um sie in ein im
ibrigen analytisches Nachweisverfahren einzufiihren. Der Einflufl der Profilform
soll also nicht wie vorher mit einem Formfaktor nachtriglich in Rechnung gestellt
werden, sondern schon bei den Lastannahmen Beriicksichtigung finden.

Es ist die Grundidee des nun dargesteliten Verfahrens, die weitere Giiltigkeit der
Ansétze (2.2), (2.5) und (2.6) zu postulieren: Die Schwingung sei harmonisch und
der Luftkraftvektor lasse sich in der angegebenen Weise als lineare Transformation
der Verschiebungen darstellen. Die theoretischen Luftkraftkoeffizienten nach Glei-
chungen (2.7) bzw. (2.11) aber werden ersetzt durch empirische Funktionen der
reduzierten Frequenz k (Beiwertfunktionen). Fiir deren experimentelle Ermittlung
am Teilmodell im Windkanal werden die eben genannten Ansitze sowie — je nach
MeBverfahren — die Bewegungsgleichungen (2.1) herangezogen. Das Modellgesetz
ist damit a priori festgelegt, die reduzierte Frequenz k =wb/v behilt ihre zentrale
Stellung eines fundamentalen Kennwertes der sonst nicht weiter beschriebenen in-
stationdren Strémung.

Der iibernommene Ansatz beschriankt die analytische Untersuchung, an der sich
prinzipiell sonst nichts dndert, grundsitzlich wieder auf den grenzstabilen Fall ei-
ner stationdren Schwingung. Linearitit und Superponierbarkeit der Luftkraftterme
legen es nahe, wie vorher nur kleine Verschiebungsamplituden in Betracht zu ziehen.

Ein Vorteil dieses Verfahrens gegeniiber einem direkten Messen der kritischen
Windgeschwindigkeit (Teilmodell/Windkanal) ist es, daB die gemessenen instatio-
niren Beiwertfunktionen im Idealfall ausschliefilich (und vollstindig) den EinfluB
strémungsmechanischer Parameter (Querschnittskontur, Anstrémwinkel, Turbu-
lenzgrad) wiedergeben, von strukturellen Systemparametern aber unberiihrt bleiben.
Die Frage nach den im direkten Versuch einzustellenden Feder- und Dampfungs-
parametern (schwierig besonders bei nichtaffinen Biege- und Torsionseigenformen
des Bauwerks) sowie das Problem, daB strukturelle Entwurfsinderungen u. U. neue
Versuche erforderlich machen, entfallen.* Die Herstellung des Teilmodells, das jetzt

*Auch die Formfaktoren nach Kléppel & Thiele [62] erheben den Anspruch weitgehender
Systemunabhangigkeit. Wie in Abschnitt 2.2.4 ausfiihrlich erdrtert, werden sie diesem Anspruch
nur fiir eine begrenzte Gruppe von Querschnittsformen gerecht.
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nur noch geometrisch #hnlich, nicht aber auch dynamisch &dhnlich zum Bauwerk
sein muf, vereinfacht sich. Das Verfahren ist in Verbindung mit der aerodynami-
schen Streifentheorie und einem entsprechenden analytischen Algorithmus — wenig-
stens vorn Konzept her — geeignet, Windkanalversuche an Vollmodellen zu ersetzen,
wo diese wegen Profilform und/oder strukturellen Systemeigenschaften erforderlich
waren.

Andererseits stellt die Messung von prinzipiell acht instationaren Beiwertfunktio-
nen {von denen meistens allerdings mehrere vernachlassigt werden kénnen) qualita-
tiv und quantitativ héhere Anspriiche an die ausfithrende Versuchsanstalt als ein di-
rektes Messen der kritischen Windgeschwindigkeit. Es kann erforderlich werden, die
zugrundeliegenden Annahmen (reine Selbstinduzierung, Linearitit, Modellgesetz;
vgl. Abschnitt 2.3.7) im Einzelfall zu verifizieren.

Wic die Messungen und Vergleichsrechnungen nach der hier dargelegten Metho-
de zeigen, ist der Parameter k auch fiir nichtplattenidhnliche Profile eine entschei-
dende Gréfle im Flatternachweis. Der Ansatz instationirer Strémung ist somit un-
abdingbar (vgl. auch Diskussionen in [96] und [108]). Nach [35, Abschnitt 3.4]
ist der vereinfachte, quasi-stationare Luftkraftansatz an die — bei Briicken selten
crfilllte — Bedingung k < 0,05 gekniipft. Die frither verschiedentlich vorgeschla-
genen quasi-stationdren Nachweisverfahren (z. B. [97], [128]) werden deshalb nicht
weiter besprochen.

2.3.2 Meflanordnung und Auswertung

Im folgenden werden drei verschiedene Memethoden beschrieben und gegeniiber-
gestellt. Alle Messungen werden an Teilmodellen im Windkanal vorgenommen und
erstrecken sich tliber den erforderlichen k~Bereich; sie werden also fiir verschiedene
Anstrdmungsgeschwindigkeiten und/oder Schwingungsfrequenzen durchgefiihrt.

a. Direktes Messen der Stromungskrifte: Das Modell fithrt gesteuerte harmoni-
sche Schwingungen in Vertikalrichtung (k) oder um die Mittelachse (a)
aus. Die Reaktionskrifte werden gemessen (Dehnungsmefstreifen) und, etwa
mittels einer elektrischen Briickenschaltung, um die Trigheitskrifte (Be-
schleunigungsmesser) vermindert. Der verbleibende Anteil entspricht den
Strémungskraften, die zur weiteren Auswertung z. B. mit einem Oszillographen
dargestellt werden. Auftrieb und Luftkraftmoment werden jeweils gleichzei-
tig gemessen. Versuche mit gekoppelten Schwingungen zur Ermittlung der
Kopplungskoeffizienten cpo und cop sind deshalb nicht erforderlich. Die Aus-
wertung der Oszillogramme erfolgt mit den Luftkraftansitzen der Gleichungen
(2.5) und (2.6). Sind die zeitlichen Verliufe der Kréfte nicht sinusférmig, so
werden sie einer harmonischen Analyse unterzogen und nur das erste (nicht-
konstante) Glied der Fourierreihe weiter verwendet [140]. Anstatt der Real-
und Imaginérteile der Beiwerte ¢,,, werden in den entsprechenden Veréffent-
lichungen meist deren Betrdge (Amplituden) und Argumente (Phasenwinkel)
angegeben. Beide Darstellungsweisen sind vollig dquivalent.
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Diese von Halfman 1952 entwickelte Methode zur Messung instationérer
Luftkraftbelvs(erte an einem harmonisch schwingenden Tragfliigel [44] wurde
von Ukeguchi, Sakata & Nishitani 1966 erstmals auf die Untersuchung von

Briickenprofilen angewendet [140]. Uber weitere Messungen berichten Sakata
(105] und Miyata, Kubo & Ito [86].

. Methode der freien Schwingungen: Das Modell wird angestoen und die ent-
stehende angefachte, stationire oder abklingende Schwingung vermessen (Fre-
quenz, Amplitudenabfall etc.). Zur Ermittlung der Luftkraftbeiwerte ¢y, muf
auch auf die Bewegungsgleichungen (2.1) zuriickgegriffen werden. Diesen zwei
komplexen Gleichungen stehen vier zu bestimmende komplexe Koeffizicnten
gegeniiber. Eine ausreichende Anzahl von Bestimmungsgleichungen enthalt
man deshalb nur durch Variierung der mechanischen Randbedingungen (Lager,
Freiheitsgrade): Die gemessenen Parameter Frequenz und Amplitudenabfall
der reinen Vertikal- bzw, reinen Drehschwingung ermoglichen die Berechnung
von ¢y bzw. che. Wihrend der gekoppelten Schwingung werden zusatzlich das
Amplitudenverhéltnis und der Phasenwinkel zwischen den beiden Freiheitsgra-
den gemessen. Die ingesamt vier gemessenen (reellen) Bewegungsparameter
ermoglichen zusammen mit den schon bekannten Kennlinien crr (k) und can (k)
die Berechnung der restlichen (komplexen) Beiwerte chy und cqp.

Dieses Verfahren wurde in [140] erwihnt und einer japanischen Studie aus
dem Jahre 1960 zugeschrieben. Es wurde von Scanlan, Sabzevari & Tomko
zur aerodynamischen Vermessung verschiedener Briickenprofile benutzt [102],
(108], [109], [111]. Die Realteile der Beiwerte chr und c,p werden von ihnen
stets vernachlassigt, wodurch sich das Verfahren etwas vereinfacht.

. AuBere Anregung und Resonanzprinzip: Das Modell wird mit einer definierten
harmonischen Kraft zu Schwingungen angeregt, und die Bewegungsparameter
des eingeschwungenen Zustandes (Amplituden und Phasenwinkel) werden ge-
messen. Zur Ermittlung der Beiwerte ¢, sind auch wieder die Bewegungsglei-
chungen (2.1) heranzuziehen, die aber um den Term der duBeren Erregerkraft
zu ergénzen sind und somit inhomogen werden. Aus den gleichen Griinden wie
unter b. sind auch hier drei MeBreihen unter jeweils verschiedenen Lagerungs-
bedingungen durchzufiihren. Im Falle ungekoppelter Schwingung 1a8t sich das
Verfahren vereinfachen: Variiert man die Erregerfrequenz vor der Messung so
lange, bis der Resonanzfall eintritt, so entfillt die Messung des Phasenwinkels
zwischen Erregerkraft und Verschiebung, da dieser zu 90° angenommen wird.
In dieser Form wurde die Methode von Férsching beschrieben (s. [35, S. 596 ff.]
und dort angegebene Literatur).

Bardowicks et al. [6] berichten iiber die Anwendung des Verfahrens bei der
aerodynamischen Untersuchung prismatischer Kérper. Die auBere Erregerkraft
wird dort elektrodynamisch aufgebracht, die Erfiillung der Phasenresonanzhe-
dingung (Phasenwinkel zwischen dulerer Kraft und Verschiebung = 90°) durch
einen Regelkreis gesichert.
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Zwei weitere MeBmethoden, auf die hier nicht niher eingegangen wird, seien wenig-

stens erwahnt:

d. Messung der Oberflichendriicke am schwingenden Profil, Ermittlung der
Luftkrafte und Beiwerte durch Integration iiber die Profiltiefe. Aufwendige,
aber genaue Methode. Nach einer Mitteilung von Dr. G. Schwarz, Universitat
Stuttgart wurde dieses Verfahren realisiert und erprobt bei der franzésischen
ONERA.

e. Vermessung der freien gekoppelten Schwingung (entsprechend b. aber ohne
Variierung der Randbedingungen) und Systemidentifizierung durch Anwen-
dung numerischer Filter- und Transformationstechniken [153]. Diese neue Me-
thode scheint dem unter b. beschriebenen Verfahren beziiglich Genauigkeit
und experimentellen Aufwandes iiberlegen zu sein.

Die weitere Diskussion beschrinkt sich auf die Methoden a, b und c.

2.3.3 Diskussion der verschiedenen Mefimethoden

Die Methoden b und c gehen indirekt vor; unter Ansatz der Bewegungsgleichungen
werden die Kraftgréflen aus gemessenen Verschiebungen ermittelt. Die hierbei zur
Bestimmung der Beiwerte ¢y, und cah in Betracht zu ziehenden gekoppelten Schwin-
gungen sind meftechnisch und rechnerisch relativ schwierig zu handhaben. Dies-
beziiglich besonders problematisch erscheint Methode b. Im Falle freier Koppel-
schwingungen setzt sich der Verschiebungsvektor namlich aus beiden aeroelastischen
Eigenformen zusammen (vgl. Abschnitt 2.2.5.4), was die Systemidentifizierung we-
sentlich erschweren diirfte. Dieser Umstand wurde in den einschlagigen Veroffentli-
chungen noch gar nicht angesprochen, kénnte aber fiir die in [111] berichteten grofien
Diskrepanzen beziiglich des Beiwertes ¢, (dort: H;) verantwortlich sein.* Zur Be-
stimmung von c¢g, und ¢, miissen Methoden b und ¢ die experimentell bestimmten
Kennlinien cps(k) und ¢o0(k) mit einbeziehen; zuvor aufgetretene Fehler werden
nochmals wirksam, wodurch sich deren Einflul potenziert.

Methode b erfordert im allgemeinen auch die Beobachtung von Schwingungen
veranderlicher Amplitude, da sonst unter den iblichen Versuchsbedingungen kein
ausreichend groBer k-Bereich abdeckbar wire. Die zugrundegelegten Ansitze (2.2),
(2.5) und (2.6) gelten hierfiir nicht mehr, was eine weitere Fehlerquelle darstellt.
(Diesem Problem wurde in [111] theoretisch weiter nachgegangen.)

Andererseits ist Methode b versuchstechnisch einfach (zumindest solange die
Kopplungsbeiwerte ci, und c,p ausreichend klein sind und auf deren genauere Be-
stimmung verzichtet werden kann). Ein Vorteil dieses Verfahrens mag es sein, daf

*Ein theoretisch ausreichend durchdachtes MeB- und Auswertungskonzept zur Methode der
freten Schwingungen scheint erst mit der neueren Arbeit von Xie [153] vorzuliegen; s. Punkt e im
vorigen Abschnitt.
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ausschlieBlich Verschiebungen, nicht aber Krafte gemessen werden. Methode c erfor-

dert die genaue Einstellung der Erregerkraft, ist aber sonst ebenfalls cinfach durch-
zuftihren.

Methode a ist der Theorie am nichsten, da zumindest der harmonische Bewe-
gungsansatz (2.2) mehr oder weniger exakt realisiert wird. (Bei den anderen Ver-
fahren gilt dies oft nur, wenn die Stromungskrifte geniigend klein im Verhiltnis zu
den Trégheits- und Federkriften sind [110].) Es ist das einzige Verfahren, das den
tatsidchlichen zeitlichen Krifteverlauf dokumentiert; ein a priori festgelegter Luft-
kraftansatz — wie nach Gleichungen (2.5), (2.6) — ist hierfiir nicht nétig, womit
die Gultigkeit jedweden Ansatzes direkt iiberpriifbar wird. Die Bestimmung der
Kopplungsbeiwerte cpo und c,p wirft bei Methode a keine besonderen Probleme
auf, die Versuchstechnik ist aber insgesamt anspruchsvoller als bei den anderen bei-
den Verfahren. Die Reaktions- und Trégheitskrifte miissen mit groBer Genauigkeit
gemessen werden, da aus ihrer Differenz die relativ kleinen Luftkrifte zu ermitteln
sind. (Das Problem der Differenz grofier Zahlen tritt iibrigens in verschiedener Form
und mit verschiedenem FehlereinfluBl bei allen drei Verfahren auf.)

Die gemessenen Krafte (Methode a) bzw. die beobachteten freien Schwingungen
(Methode b) sind nicht immer harmonisch bzw. exponentiell abklingend harmo-
nisch {140], [111]. Dies beriihrt die Grundannahme linearer Aerodynamik. Genau-
ere (quantitative) Untersuchungen an Briickenprofilen — etwa mit Hilfe der Me-
thode a — liegen diesbeziiglich noch nicht vor (vgl. Abschnitt 2.5).

2.3.4 Verifizierung des Verfahrens

2.3.4.1 Gegeniiberstellung der nach verschiedenen
Methoden gemessenen Luftkraftbeiwerte

Eine erste Diskussion gemessener Luftkraftbeiwerte erfolgte schon in Abschnitt
2.2.4.1. Im folgenden werden MeBergebnisse verschiedener Autoren gegeniiberge-
stellt. Das H-Profil mit einem Seitenverhéltnis von d/(2b) = 0,10 wurde sowohl von
Ukeguchi et al. [140, Modell A] als auch von Scanlan et al. [110], [111] im Windkanal
vermessen. Teilmodelle der Severn—Briicke, die allerdings nicht detailgetreu iiberein-
stimmten, wurden von Sakata [105] und Scanlan et al. [111], [120] untersucht. Bei
allen Messungen wurde moglichst glatte Anstromung angestrebt. Ukeguchi et al.
und Sakata haben die Strémungskrafte direkt gemessen (Mcthode a), Scanlan et al.
benutzten die Methode der freien Schwingungen (Methode b).

Alle MeBergebnisse werden umgerechnet in das hier benutzte System der ¢, ent-
sprechend der Ansitze (2.5) und (2.6). Die hierfiir zu benutzenden Beziehungen
ergeben sich aus dem Koeflizientenvergleich der jeweiligen Ansatzfunktionen, die
zwar grundsatzlich {ibereinstimmen, sich in der Wahl der BezugsgroBen aber unter-
scheiden. Man findet die folgenden Entsprechungen:
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, 3\
Gn = c, = Lo
Cha = o = ;}:—fcf; = LH;
G = G = O
o 2 Clhya = #;C,f/a = 1 A3
(2.81)
Chn = CLn = #Cﬂ/ = %H 1
e = cp, = Legr = &g
Go= c 2 mom 2 i
CGa = Ch. = hCy. = B4 J
hier definiert nach Sakata [105]
(in Ubereinstimmung
mit Kioppel [62]) nach Scanlan et al. [110], [111], {120]
nach Ukeguchi et al. [140] (bezogen auf B=2b)

Beiwerte entsprechend ¢, und ¢, wurden von Scanlan et al. nicht definiert und
nicht gemessen. Die allgemeine Zuldssigkeit dieser Vereinfachung ist zu bezwei-
feln. Besondere Bedenken stellen sich aber gerade bei Anwendung der von Scan-
lan propagierten MeBmethode der freien Schwingungen (Methode b) ein, da diese
auf die Bewegungsgleichungen zuriickgreift. Durch die Vernachlassigung der beiden
genannten Koeflizienten sind diese Gleichungen namlich nicht mehr vollstandig, was
fiir die im Ansatz verbleibenden Koeffizienten zu Verfalschungen fithren kann. Die
Unterschiede zwischen (2.65) und (2.81) beruhen auf einer zwischenzeitlichen Ande-
rung der geometrischen Bezugsgrofie: Statt auf b bezieht Scanlan seine Koeffizienten
spater auf die Gesamtbreite B:=2b des Querschnitts und ersetzt k durch K :=2k.
Seine Ergebnisse stellt er dar in Abhingigkeit nicht von k, sondern von

(%) = % ; N ~» Frequenz . (2.82)

Ukeguchi et al. und Sakata geben ihre Ergebnisse in Form von Betrag und Argument
der komplexen Beiwerte an; die Berechnung derer Real- und Imaginarteile entspricht
der Umwandlung von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten.
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Eine Gegeniiberstellung fiir den gemeinsam abgedeckten k-Bereich findet man in
Tabelle 2.5. Zur Orientierung sind die nach Gleichung (2.11) berechneten theoreti-
schen Werte der ebenen Platte mit angegeben.

Der Querschnitt der Severn-Briicke kann nach den Erkenntnissen von Abschnitt
2.2.4 als plattenihnlich im Sinne der klassischen Flattertheorie gelten. Beide Verfah-
ren liefern hier teils gut ibereinstimmende Werte und zeigen iiberall gleiches Vorzei-
chen und gleiche Tendenz. Fiir den besonders flatterrelevanten Beiwert ¢’/ ergeben
sich allerdings Diskrepanzen von 100 % und mehr. Sakatas Werte (Methode a) liegen
naher an den theoretischen als die von Scanlan angegebenen (Methode b). Bei einem
plattenahnlichen Profil scheint dies fiir eine grofere Genauigkeit der Methode a zu
sprechen.

Bei dem nichtplattenihnlichen H-Profil sind die theoretischen Werte nicht mehr in
einen Vergleich einbeziehbar; sie weichen in Betrag, Vorzeichen und Tendenz stark
von den gemessenen Werten ab. Die Ubereinstimmung der gemessenen Beiwerte
untereinander beschriankt sich auf Vorzeichen und Tendenz im Bereich k < 0. 350:
ihre Betrige weichen stark voneinander ab. Eine Nullstelle der Kennlinie (k)
konstatiert nur Scanlan.

Die aufgezeigten Unstimmigkeiten stellen die Eignung mindestens einer der bei-
den MeBmethoden in Frage. Allerdings kénnen hier auch unvollkommene oder stark
verschiedene Versuchsbedingungen (z. B. beziglich der Turbulenzfreiheit der An-
stromung) eine Rolle gespielt haben. Dies aber wird im nachhinein kaum zu kliren
sein.

2.3.4.2 Nachrechnung von Teilmodellversuchen

Die Versuche von Ukeguchi et al. [140] werden nochmals, jetzt unter Verwendung der
von ihnen gemessenen instationiren Luftkraftbeiwerte, nachgerechnet. Die Rech-
nungen beschranken sich auf die Modelle A (H-Profil; d/(2b)=0,10) und C (Fach-
werk), da die Beiwerte fiir Modell B nur unvollstindig vorliegen.

Die aus den in [140] angegebenen Diagrammen abgelesenen Beiwerte sind in Ta-
belle 2.6 zusammengestellt. Dort findet man auch die in das hier gewihlte Bezugssy-
stem umgerechneten Werte, wieder erginzt um die theoretischen Werte fiir die ebene
Platte. Die Berechnung erfolgt wie in Abschnitt 2.2 (klassische Flattertheorie).
wobei lediglich die potentialtheoretischen Ausdriicke (2.11) durch die empirischen
Werte von Tabelle 2.6 zu ersetzen sind. Zwischen den angegebenen Stiitzstellen i,
wird dabei linear interpoliert.

In Tabelle 2.7 werden Versuchsparameter und gemessene kritische Windgeschwin-
digkeiten den hier berechneten Bewegungsparametern des kritischen Falles gegen-
iibergestellt. Der Quotient n entspricht wieder dem Verhiltnis von gemessener zu
berechneter kritischer Windgeschwindigkeit, wird aber nicht mehr als Formfaktor
aufgefaBt. Ein Vergleich mit der Berechnung nach der klassischen Flattertheorie
(Abschnitt 2.2.3.2; Tabelle 2.2) zeigt, daB
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. di.e (li(r(itische)WindgeSchwindigkeitjetzt wesentlich besser rechnerisch bestimmt
wird (n >~ 1),

e die berechneten Bewegungsparameter k,w, R, und ¢, von den vorher ermit-
telten Werten stark abweichen.

Bei einem berechneten Amplitudenverhiltnis von R, >~ 7> 1 (Modell A) erscheint
es nun mdglich, daB die zitierten Beobachtungen reinen Torsionsflatterns [111] rech-
nerisch nachvollzogen werden kénnen, was vorher nicht gelang. Héhere berechnete
Flatterkreisfrequenzen w stehen tendenziell besser in Einklang mit den Messungen
von [62]. Fiir Modell A iibersteigt w sogar deutlich (um ca. 16 %) die Eigenkreisfre-
quenz fiir Drehschwingungen w, =¢-w;. Dieses Phanomen scheint bej den Schwin-
gungen der Tacoma-Briicke tatsichlich aufgetreten zu sein (vgl. Abschnitt 2.2.3.3);
es ist mit der klassischen Flattertheorie nicht zu erkldren, wohl aber — wie die Er-
gebnisse vermuten lassen — mit der hier diskutierten Methode. Die Phasenwinkel
¢q sind immer noch deutlich von null verschieden, was den qualitativen Beobach-
tungen von [62] allerdings entgegensteht.

Die eben beziiglich w, R, und ¢, gemachten Aussagen mufiten leider etwas vage
formuliert werden, da die entsprechenden Messungen — insbesondere in Verbin-
dung mit gemessenen Luftkraftbeiwerten — noch nicht ausreichend dokumentiert
vorliegen. FEine quantitative Uberpriifung der Methode ist zur Zeit nur beziiglich
der kritischen Strémungsgeschwindigkeit méglich. Hier zeigt sich fiir beide Profile
und verschiedene Systemparameter gute I"Jbereinstimmung zwischen Rechnung und
Experiment. Dieses erfreuliche Ergebnis wird durch eine gewisse Willkiir bei der
Festlegung der Luftkraftbeiwerte relativiert: Die Messungen streuen mitunter stark.
Die gemessenen Phasenwinkel arg Cpr, liegen in der Nahe von 180° bzw. 0°, wes-
halb die Beiwerte ¢, = C};, =|Cpnal|-sin(arg Crs,) entsprechend ungenau aus den
Diagrammen bestimmt werden. Dies spricht zumindest gegen eine Darstellung der
gemessenen Beiwerte in Form ihrer Betrige und Argumente. Die hier vorgestellte
Flatterberechnung greift auf Beiwerte entsprechend den in [140] in die Diagramme
eingezeichneten Ausgleichskurven zuriick. Die in [140] selbst angegebene Rechnung
konnte sich direkt auf die Meldaten stiitzen. Unterschiede zwischen den hier und
dort berechneten kritischen Stromungsgeschwindigkeiten von 1-+-20 % lassen sich aus
den eben formulierten Einschrinkungen erkliren, wie Proberechnungen bestitigen.

Zum vertieften Studium der aeroelastischen Vorginge wird das System ,Mo-
dell A/Fall 2¢ zusdtzlich mit der in Abschnitt 2.2.5.4 diskutierten Methode unter-
sucht: Die Eigenwertaufgabe wird fiir beliebige k gelést. Den komplexen Lésungen
A; werden Kreisfrequenzen w; und fiktive zusitzliche Strukturdimpfungen g¢; zuge-
ordnet. Die Ergebnisse, aufgetragen iiber 1/k, sind in Abbildung 2.14 dargestellt.
Zum Vergleich sind auch die theoretischen Ergebnisse fiir die ebene Platte (klassische
Flattertheorie) angegeben.

Die theoretischen Kurven zeigen wieder die in Abschnitt 2.2.5.4 besprochenen
Eigenschaften (vgl. Abbildung 2.12). Die halbempirisch gewonnenen Kurven wei-
chen stark von den theoretischen ab:
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w [s‘l] I
Pol fir vy und g,

/ therechnet nut gemessenen Koeffizienten s
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(k = 0,21872}

= - [ /
~0.0506 far— N @ -~ \/ /
— ~ ~ /
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# y = 0,0506
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\
9 b = 0,100 m \

Abb. 2.14: Losungen in Abhingigkeit von 1/k (Modell A/Fall 2)

® g1 und w,; (Biegeast) verdndern sich wenig bzw. fast gar nicht mit 1/k.

® 92 und w; (Torsionsast) werden fiir ein gewisses 1/k singular. Die zugehérige
Strémungsgeschwindigkeit v, = w;b/k geht dabei ebenfalls gegen unendlich.
Fiir groBeres 1/k existieren wieder endlich groBe, aber rein imaginire w, (die
ebenso wie die zugehérigen g, nicht mehr dargestellt sind).

® w; wichst monoton und ist fiir alle 1/k groBer als die Eigenkreisfrequenz der
Drehschwingung w,. Auch die Flatterkreisfrequenz w — wie vorher ein spezi-
eller Punkt des Torsionsastes — ist somit gréfler als wy.

® Eine Anniherung der beiden Frequenzkurven w; und w; findet nicht mehr
statt.

Letzteres 1aft vermuten, dafl der Kopplung der beiden Freiheitsgrade keine maf-
gebende Rolle mehr zukommt. Ein qualitativer Vergleich der gemessenen Beiwerte
mit den theoretischen der ebenen Platte (Tabelle 2.6) bestétigt und erlautert einige
der in der Beschreibung des Systemverhaltens festgestellten Unterschiede:

¢ Dic nun stirkere Anregung der Drehschwingung spiegelt sich in den Beiwer-

ten ¢ wider. Beim jeweiligen k des Flatterfalles sind diese Werte fiir beide

ey
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Profile (und im Gegensatz zur ebenen Platte) positiv. Eine SchwingungSkor?'
ponente in Vertikalrichtung ist somit fiir die Aufrechterhaltung einer stationar
harmonischen Schwingung nicht mehr erforderlich.

¢ Die Kopplungsbeiwerte on und ¢, werden fiir beide Profile absolut kleiner.

Die Drehschwingung wird also weniger von der Vertikalschwingung beeinflufit.
als es potentialtheoretisch der Fall ist.

e Der Beiwert ¢ ist fiir Profil A von gleicher GréBenordnung wie berechnet,
aber negativen Vorzeichens. Dies fiihrt fiir die Drehschwingung zu einer aero-
dynamischen Verringerung des effektiven Tragheitsmomentes und damit zur
Erh6hung der Eigenfrequenz. Die Singularitit von w, entspricht einem durch
Stromungskrifte bis auf null verringerten effektiven Trigheitsmoment.

e Das im Vergleich zur ebenen Platte glinstigere aeroelastische Verhalten des
Profils C findet Niederschlag in betragsmaBig meist kleineren Beiwerten.

2.3.4.3 Nachrechnung der Tacoma-Briicke

Folgende System- und Beobachtungsdaten werden von Abschnitt 2.2.3.3 iibernom-

men:
b=5,95m , p =61, r=0,77
wp=0,84s5"1 | o, =1,115"1 = £=1,32
6h=1286,=0,05 = gy~ 222.005=0,021, o = 73225-0,05 = 0,016

Vgem = 18,9 Mm/s | wgem = 1,265 = kg, = 220525 9 397

Die von Scanlan et al. [110], [111] an einem Teilmodell der ersten Tacoma-Briicke
gemessenen Beiwerte sind in Tabelle 2.8 auszugsweise zusammengestellt.

7 / Y4
k H; H; H-; A; C’fih Cha Cha Caa

~NB
0,785| 4 | —3,20| 0,98 | 0,52 | 0,107 || —4,07| 2,50 | 1,32 | 0,54
0,657 | 4,78 || —5,33 | 2,13 | —0,43|0,173 || —6,79| 5,42 | —1,09| 0,88

0,524 | 6 | —3,73|-0,32|-2,71{0,325]|| —4,75| —0,81 | —6,90 | 1,66

A;=A3=0 => !, =c,=0; c};und c,, vernachlissigt (nicht gemessen)

Tabelle 2.8: Gemessene instationire Luftkraftbeiwerte (erste Tacoma-Briicke)
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Die Stiitzstellen wurden so gewihlt, daB lineare Interpolation. statthaft ist. Znr
Umrechnung in das hier definierte Bezugssystem wurden die (.llmc}‘umgen (2.81) und
(2.82) herangezogen. Ausgehend von diesen Daten erfolgte cine F l.attorb(’rm;}mvm'u
entsprechend der im vorigen Abschnitt erlduterten Vorgehensweise. Man erhilt i

k=0,7704

w=1,32 (wie angesetzt) = w=1,11s""
(=171 = v=28,56m/s € 18,9 m/s = vgem
Ry =877, ¢, =99,1°

eine viel zu ungiinstige kritische Windgeschwindigkeit v. Die Flatterkreisfrequens

w ist gleich der Torsionseigenfrequenz w,, wie man ibrigens auch direkt aus

he =L, = Cap = 0 ableiten kann. Verdoppelt man versuchsweise die angesetztc
24 [ .

iaged

Strukturdimpfung auf ‘

bh=106,=0,10 = g, ~122.010=0,042, 9o & 795-0.10 = 0,032

so erhilt man mit

w=1,32 (wie angesetzt) = w=111s"
(=216 = ©v=108m/s < 18,9m/s = Vgem
Ry =602, o, =293

einen nur geringfiigig besseren Wert v.

Die in diesemn Falle schlechte ﬁbereinstimmung zwischen Beobachtung und Rech-
nung kdnnte auf fehlerhaft ermittelte Luftkraftbeiwerte und damit auf die schou
diskutierten Nachteile des von Scanlan benutzten Verfahrens der freien Schwingun-
gen zuriickzufithren sein. Es ist aber anzunehmen, dafl der hier noch nicht beriick-
sichtigte EinfluB der natiirlichen Windturbulenz die Tacoma-Briicke iiber die fiir
glatte Anstrémung geltende Grenzgeschwindigkeit hinaus stabilisierte. Diese An-
nahme wird durch Windkanalversuche gestiitzt [88], [148]. Die hier berechneten
Werte werden dadurch qualitativ aufgewertet, sie liegen zumindest auf der richtigen
Seite.

Numerische Ergebnisse gleicher Groflenordnung — unter Anwendung eines ande-
ren halbempirischen Verfahrens, aber ebenfalls fiir glatte Anstromung — gab Béhm
an [14]; vgl. Abschnitt 2.5.3.
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2.3.4.4 Zusammenfassung

Die mit verschiedenen Verfahren fiir dasselbe Profi
kraltbeiwerte weichen teilweise stark voneinander ab. Direkt gemessene Beiwerte
(Methode a) erméglichen fiir zwei nichtplattenahnliche Querschnitte eine gute rech-
nerische Erfassung von Flatterschwingungen. Die Methode der freien Schwingungen
(Methode b) licferte fiir das Profil der ersten Tacoma-Briicke Beiwerte, die auf eine
zu kleine kritische Windgeschwindigkeit fiihren. Dies beruht aber teilweise oder

ganz auf dem Einfluf der natiirlichen Windturbulenz, der bei der Ermittlung der
Beiwerte nicht beriicksichtigt wurde.

| gemessenen instationdren Luft-

Iis war nicht maglich, die Methode der angeregten Schwingungen (Methode ¢) an
Hand von Veréffentlichungen zu iberpriifen. Nach den Uberlegungen des Abschnit-
tes 2.3.3 wird sie qualititsmiBig zwischen den anderen beiden Methoden liegen, von
denen die erstere (Methode a) die zuverlassigere zu sein scheint.

2.3.5 Einfluf3 des effektiven Anstromwinkels

Die gemessenen Luftkraftbeiwerte werden im allgemeinen abhingig vom Anstrom-
winkel 7 sein (vgl. Abbildung 2.11). Dies stellt das Verfahren nicht prinzipiell in
Frage. Es ist aber denkbar, daB die hier zugrundegelegten Annahmen fiir bestimmte
Anstrdmwinkel nicht mehr gelten. So ist die fiir gewisse Profile und Anstromwinkel

magliche harte Selbsterregung (s. Abschnitt 2.5) mit linearisierten Gleichungen nicht
mehr beschreibbar.

Ein anderer prinzipieller Einwand im Zusammenhang mit dem Anstrémwinkel
ist folgender: Das stationire Luftkraftmoment insbesondere nichtplattenahnlicher
Querschnitte ist auch bei horizontaler Anstréomung (7 =0) von null verschieden. Die
korrespondierende stationire Verdrehung o entspricht der Nullage der Drehschwin-
gungen und damit gleichzeitig dem effektiven Anstrémwinkel Ter= o (bzw. fir 7 #0:
T =T+ & vgl. Abschnitt 2.2.5.1). Effektiv ist hierbei gleichbedeutend mit maBge-
bend fiir die Luftkrifte. Wie aus Gl. (2.60) hervorgeht, wird aber o® und damit Teg
nicht nur von aerodynamischen Parametern, sondern auch von der Systemsteifigkeit
abhidngen. Die bei der Ermittlung der Luftkraftbeiwerte gewiinschte Systemunab-
héngigkeit wird hicrdurch bei Anwendung der indirekten MeBmethoden b und ¢
n Frage gestellt. Auflerdem liegt dem Flatternachweis des Bauwerks eventuell ein
falscher Anstromwinkel zugrunde.

Diesem Einwand — hier erstmals erhoben — soll durch eine einfache Rechnung
fir den Fall horizontaler Anstrémung nachgegangen werden. Das stationire Luft-
kraftmoment — wie immer bezogen auf die Linge — kann man bei lincarisierter
Kennlinie Cps(ex) schreiben als

dChy

P (2.83)

M; = (Cy, + Ciya)q(2b) Cyy =
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mit dem Staudruck
2.84
q= %pvz . ( }

Aus der statischen Gleichgewichtsbedingung

M} —k,o®=0 (2.85)
folgt
o = a2 (2.86)

ko~ Ciyq(2b?
Mit Hilfe der Gleichungen (2.19) und (2.63) 1Bt sich dies zu

e O (2.87)
div
3 (%) -

umformen, wobei vdi¥ =7/t wib die kritische Windgeschwindigkeit fiir die statische
Divergenz der ebenen Platte ist (vgl. Abschnitt 2.2.5.2). Fir Cj; ~ 0 vereinfacht
sich dieser Ausdruck zu

2 v \?2
a® ~ —CMO (W) .

™ v

(2.88)
Der nun folgenden Beispielrechnung werden die Systemparameter
p=>50, r=20,75 , e=1,3, gh=ga =0

zugrundegelegt. GemaB Abbildung 2.6 ergibt sich nach der klassischen Flattertheo-
rie eine bezogene kritische Windgeschwindigkeit von

(=382 .
Nach GI. (2.63) lautet der entsprechende Wert fiir den Fall der statischen Divergenz
¢%'=1,3.0,75-v/50 = 6,89 .

Die aerodynamische Kontur entspreche dem in [62] untersuchten Trapezprofil B2.
GemaB den dort vorgenommenen Messungen wird ein Formfaktor von n=0,88 und
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ein stationarer Beiwert von Ch,

= 0,075 angesetzt, die Steigung Cj, ist etwa null
Aus Gleichung (2.88)

folgt fiir 7er=o® bei gerade einsetzendem Flattern

2 3,82.0,88)\2
Teft = - 0,075 - (T,s?—) =0,011rad = 0,65° .

Die in [63] beschriebenen Messungen legen es nahe, schon fiir 7.4 o~ 1° deutliche
Verinderungen im aeroelastischen Kriftespiel zu erwarten. Das Ergebnis der Bei-
spielrechnung liegt in dieser GroBenordnung. Der untersuchte Effekt konnte alsc
tatsdchlich von Bedeutung sein und miiBte dann bej der Flatterberechnung beriick-
sichtigt werden. Diese wire gegebenenfalls mit Beiwerten zu wiederholen, die fiir
den effektiven Anstromwinkel ermittelt wurden. Eine unverfilschte Messung der
Beiwerte (Methoden b und c) kénnte durch eine nachgefiihrte Justierung des Mo-
dells erreicht werden, bei der die Schwingungsnullage stets auf den vorgegebenen
Anstréomwinkel ausgerichtet bleibt. Unberiihrt hiervon bleibt die MeBmethode der
gesteuerten harmonischen Schwingungen (Methode a)

2.3.6 Vereinfachter Nachweis des Torsionsflatterns

Das beobachtete und nun auch rechnerisch nachvollzogene fast reine Torsionsflattern
nichtplatten&hnlicher Profilformen legt eine vereinfachte rechnerische Durchfithrung
nahe. Aus der Eigenwertgleichung (2.12) gewinnt man bei Vernachlissigung des

Kopplungskoeffizienten c,; die entkoppelte skalare Teilgleichung fiir Drehschwin-
gungen

[(1 + igo,)ka — w? (I + 7rpb4co,a)]d =0 . (2.89)
Die Determinantenbedingung reduziert sich auf die Forderung, dafl der Klammeraus-

druck verschwinden muB. Anwendung dieser Bedingung auf Real- und Imaginarteil
fihrt mit w € R auf die beiden reellen Gleichungen

2
2 - ko - o (2.90)
I + 7pr c’aa 1 + ;%C;_
"o gaka _ (W 2 2
ot o= () o @s

aus denen sich w eleminieren 1a8t. Es folgt

1

Con = ga(l“'Z + C;a) ’ (2.92)

wobei prt = (siehe Gleichungen (2.19)) .

7 pbl
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Ein Gleichsetzen der F latterkreisfrequenz w mit der Eigenkreisfrequenz der Dreh-
schwingung w, — wie in der Literatur verschiedentlich vorgeschlagen (28] — ent-
spricht einer Vernachléssigung auch des Koeffizienten ¢/, ; dies ist aus Gl. (2.90)
deutlich abzulesen. Man erhilt

"

Coa = Gapr? (2.93)

als Bedingungsgleichung fiir den Flatterfall, aus der sich & und mittels der Fun-
damentalgleichung (2.9) auch die kritische Windgeschwindigkeit v direkt ermitteln
lassen. Verzichtet man auf diese vereinfachende Annahme beziiglich w, so gilt die
etwas umstandlicher zu l6sende Gleichung (2.92). Mit dem so ermittelten & folgt w
aus Gleichung (2.90), womit sich auch v schlieBlich bestimmen 148t.

Als fiir die Ermittlung von % mafigebliche Systemparameter verbleiben in beiden
Féllen nur der Ddmpfungsverlustwinkel g, und das bezogene Massentrigheitsmo-
ment ur?. Der Ausdruck

2, 2%al
~ mpbt

Ja it

entspricht {ibrigens dem andernorts definierten Massenddmpfungsparameter (vgl.
(100]), fiir den in letzter Zeit die Bezeichnung Scruton-Zahl vorgeschlagen wurde.

Im Falle verschwindender Strukturdimpfung (g, = 0) reduzieren sich beide Bedin-

gungsgleichungen auf die einfache Forderung

=g, (2.91)
womit sich k allein als Funktion der Profilform ergibt und von strukturellen System-
parametern ganz unabhingig wird. Diese Grenzbetrachtung untermauerte in Ab-
schnitt 2.2.4.3 die Kritik an einer mit Formfaktoren geeichten klassischen Flatter-
theorie. Gleichung (2.94) kann als theoretischer Hintergrund fiir den in [47] vorge-
schlagenen erfahrungsgestiitzten Flatternachweis betrachtet werden. Die dort defi-
nierte querschnittstypische Theodorsen-Zahl T entspricht dem aus Gleichung (2.91)
resultierenden k (T = k/x).

Jingere experimentelle Arbeiten [9], [10] beschrinkten sich auf die Messung von
Chq (dort: A3) und der strukturellen Dampfung, setzen also eine geniigende Aussage-
kraft der Gleichung (2.93) voraus. Die so berechnete kritische Windgeschwindigkeit
stimmte auf 10% mit der gemessenen {iberein. Es handelte sich um das Torsions-
flattern eines U-Profils. In derartigen Fallen 1d8t sich also mit

po Wb (2.95)

k(cha= gar?)

ein besonders einfacher Naherungsausdruck fiir die kritische Windgeschwindigkeit
angeben, in dem der EinfluB der verschiedenen Systemparameter recht deutlich wird.
Insbesondere erkennt man, daf8 die Flatterstabilitat mit der Querschnittsbreite und
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Profil A Profil C
R 1
k Cga Cg gacaa Caa ¢ o Ecga— c;a
[e3 oo ax
Fall 1 | Fall 2 Fall 1 | Fall 2 Fall 3
0,075 14,1 4,05 32,8 | 38,6 | 25,9
0,100 5,23 9,15 | 1,45 | 7,63 | 9,71 | 5,16
0,150 || —32,7| 3,44 | 96,1 ~0,21
0,200 |} —18,5| 2,60 66,4 | 69,9
0,250 || —11,71{ 2,07 52,6

Tabelle 2.9: Eingangsdaten zur vereinfachten Flatterberechnung
(nach [140]; vgl. Tabelle 2.6)

der Eigenfrequenz der Drehschwingungen wichst (vgl. diesbeziigliche Diskussion fiir
Potentialflattern von S. 47)

Zur I"Jberpriifung der vereinfachten Algorithmen an Hand des bisher diskutierten
Versuchsmaterials werden die Versuche von Ukeguchi et al. [140] noch einmal mit den
Formeln (2.92), (2.93) und (2.94) nachgerechnet (fiir Profile A und C nach Abbil-

dung 2.10). Zur leichteren rechnerischen Auswertung wird Gl. (2.92) in umgestellter
Form benutzt:

1
— Coa— Cao = Hr% . (2.92a)
g

(=4

Die linke Seite dieser Bestimmungsgleichung ist in Tabelle 2.9 fiir verschiedene Stiitz-
stellen & numerisch angegeben; auch die zur Berechnung erforderlichen Beiwerte ¢/,
und c;, sind dort zusammengestellt. Zur Ermittlung von k (und gegebenfalls von
Coo) Wird zwischen den angegebenen Werten linear interpoliert. Die Systempara-
meter und Rechenergebnisse sind in Tabelle 2.10 zusammengestellt. Es wird die
prozentuale Abweichung von k und v angegeben — aus Griinden der besseren Ver-
gleichbarkeit nicht in bezug auf die entsprechenden Flatterversuche, sondern auf die

hiervon nur wenig abweichenden Ergebnisse der genauen Berechnung (Tabelle 2.7).

Gleichung (2.92) liefert gute Ergebnisse fiir Profil A, aber nur mi8ig genaue Werte
fiir Profil C. Dies korrespondiert mit dem jeweiligen Maf der Drehschwingungsdomi-
nanz, die nur fiir Profil A einigermafien ausgeprigt ist (R, =~ 7; vgl. Tabelle 2.7).
Eine Berechnung nach Gleichung (2.93) bringt fiir beide Profile wesentlich unge-
nauere Ergebnisse beziiglich v. Gleichung (2.94) ist auf Profil A nicht mehr an-
wendbar, da ¢, im untersuchten (und plausiblen) k-Bereich keine Nullstelle hat.
Eine untere Grenze des kritischen Geschwindigkeitsbereiches ist in diesem Falle nicht
auffindbar. Die gute Ubereinstimmung fiir Profil C beziiglich v mu$ deshalb, aber
auch wegen der groen Abweichung beziiglich k£ und der grofien Streuung als zuféllig
angesehen werden.
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Zusammenfassend wirq festgestellt:

¢ Die \'ffreinfachten Algorithmen ensprechend Gleichungen (2.92) und (2.93) lie-
f(_3m fiir gewisse, nichtplattenihnliche Profile eine grobe Naherung fiir die kri-
tische \’Vindgeschwindigkeit.

¢ Eine gute Anniherung ergibt sich nur fiir Profile, die zu einem weitgehend
entkoppelten Torsionsflattern neigen, im allgemeinen aber nur, wenn aufler
Coa auch der Bejwert Cho in die Rechnung mit einbezogen wird (Gl. (2.92)).

e Anders als beim gekoppelten Biege-Torsions-Flattern kann die strukturelle
Démpfung beim entkoppelten Torsionsflattern von deutlichem EinfluB sein und
ist rechnerisch zy beriicksichtigen.

Aus der Besonderheit des Nichtkoppelns im Flatterfall — sofern gegeben — kann
cine weitere, hdchst wichtige Schluifolgerung fiir den Nachweis des rdumlichen Briik-
kensystems gezogen werden: Die Affinitit oder der Grad der Nichtaffinitit der Ei-
genformen der Biege- und Torsionsschwingungen haben keine Auswirkung auf das
Flatterverhalten. (Im allgemeineren Falle des gekoppelten Flatterns ist Affinitat
von wesentlicher Bedeutung; den hiermit zusammenhangenden Fragen sind Kapi-
tel 3 und wesentliche Teile von Kapitel 5 gewidmet.) Der ersatzweise Nachweis am
ebenen System ist diesbeziiglichen Zweifeln enthoben.

Die angegebenen Formeln kénnen direkt auf den Nachweis des raumlichen Systems
angewendet werden. Nach Abschnitt 3.2.2 ist die hiermit verbundene Generalisie-
rung exakt, falls die strukturellen und aerodynamischen Systemparameter iiber die
Lange unveranderlich sind. Deren in der Praxis mogliche Veranderlichkeit ist im
allgemeinen von wenig EinfluB.

Wegen der bestehenden Analogien lassen sich die hier gemachten Aussagen auf den
direkten Flatterversuch am Teilmodell iibertragen. Bei diesem rein experimentellen
Nachweis im Windkanal ist bei entsprechendem Profil nur die richtige Modellierung
der aerodynamischen Kontur und der torsionsbezogenen Systemparameter erforder-
lich, die dynamischen Parameter der Biegeschwingung sind ohne Belang.

2.3.7 Abschlieflende Bemerkungen

Die Frage nach der Anwendbarkeit der hier diskutierten modifizierten Theorie
kann grundsitzlich positiv beantwortet werden. Es zeigte sich allerdings, daB die
experimentelle Ermittlung der Luftkraftbeiwerte nicht nur aufwendig beziiglich der
zu handhabenden Datenmenge ist, sondern auch hohe Genauigkeitsanforderungen
stellt. Abgesehen von der Méglichkeit, einzelne Beiwerte zu vernachlassigen, 138t
sich das Verfahren nicht weiter vereinfachen. Hierauf sei kurz eingegangen:
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Systemparameter
Modell lParameter” 7 | r | Jo I Wa [i] b [rm] H ur? l Ga 12
Fall 1 0,0543| 50,2
A 258,2 (0,5076 " 10,100 || 66,5 3,61
Fall 2 0,0506| 45,5 3,37
Fall 1 105,9 0,0864| 25,2 1,18
C Fall 2 1/ 105,9 | 0,359 |0,0769 25,7 10,102 | 13,6 | 1,05
Fall 3 |} 105,8 0,1013| 26,3 1,38

Berechnung nach Gln. (2.92) bzw. (2.92a) und GI. (2.90)

Modell |Parameter” k | Cra | w [] l v [2] “ Abw. k I Abw. v
A Fall 1 0,200 | —18,5 | 59,1 29,6 —4% 5%
Fall 2 1| 0,210 | —17,1 | 52,8 | 251 -4% | 5%

Fall 1 0,094 | 10,3 19,0 | 20,6 || —20% | 16%
C Fall 2 0,097 | 9,74 19,6 20,6 || —24% | 22%

Fall 3 0,090 | 11,1 19,5 22,1 || —18% | 13%
Berechnung nach GI. (2.93), d.h. mit w=w,
Modell lParameter H k l Choe I w (3] | v [2] JI Abw. k I Abw. v
A Fall1 || 0,145 o 50,2 | 34,6 || —30% | 23%
Fall 2 0,154 45,5 29,5 || —30% | 23%
Fall 1 0,108 25,2 23,8 8% | 34%
C Fall 2 [ 0,112 0 25,7 | 23,4 || -13% | 39%
Fall 3 0,102 26,3 26,3 —8% | 35%

Berechnung nach Gl. (2.94), d.h. fiir g, =0; mit w=uw,

Modell |Parameter“ k [ cho l w [i] I v [‘—;’-] “ Abw. k l Abw. v
Fall 1 Keine 50,2
0 _ - -
A Fall 2 || Nulistelle 45,5
Fall 1 25,2 | 17,9 || 23% | 1%
C Fall 2 0,144 0 25,7 18,2 12% 8%
Fall 3 26,3 18,6 30% | -5%

Tabelle 2.10: Vereinfachte Nachrechnung von Flatterversuchen an Teilmodellen
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Die potentialtheoretischen Luftkraftbeiwerte nach Gleichungen (2.11) sind iiber

die Theodorsenfunktion C(k)=C'(k)+iC"(k) untereinander verkniipft; z. B. gilt fiir
sie die Beziehung

1

— 1
Caa—g[c

an —x(1+2¢,)] . (2.96)

Setzt man hier die gemessenen Beiwerte von Tabelle 2.6 ein, so wird diese Gleichung
nicht einmal naherungsweise erfiillt. Die Idee, Gleichungen (2.11) bestehen zu lassen
und nur die Funktionen C'(k) und C”(k) experimentell zu bestimmen, ist deshalb
zu verwerfen. Eine allgemeingiiltige Beziehung zwischen den acht reellen Beiwerten

r v, . R
s Cmn Kann nicht formuliert werden.

Aus der gegebenen Begriindung folgt eine weitere wichtige Erkenntnis. Die Zu-
sammenhénge nach Gleichungen (2.11) beruhen namlich auf zwei bemerkenswerten
Eigenschaften des hier wesentlichen zirkulatorischen (mit C verkniipften) Anteils
der potentialtheoretischen Auftriebskraft der ebenen Platte: Wie sich aus Gleichun-
gen (2.4) ablesen 148t ist dieser Anteil proportional zum Abwind

Wiy 1= ——(h + va + %d)

im 3/4-Punkt der Platte (hinten, Lee) und wirkt im 1/4-Punkt (vorne, Luv). Da
die Zusammenhénge nach Gleichungen (2.11) nicht fiir allgemeine Querschnitte gel-
ten, werden auch die gerade genannten beiden Eigenschaften bei allgemeinen und
insbesondere bei nichtplattenahnlichen Querschnitten nicht vorhanden sein.

Dies zeigten auch direkte Messungen der Druckverteilung an schwingenden
Rechteck- und Briickenprofilen (geschlossene Kastenquerschnitte) [88]. Waihrend
erzwungener Torsionsschwingungen wurden relativ groBe anregende (d.h. in Phase
mit der Geschwingigkeit liegende) Druckdifferenzen in der Nahe der Vorder- und
Hinterkanten gemessen. Diese entsprechen auch bei geringem Gesamtauftrieb ei-
nem kraftigen Luftkraftmoment; die Entfernung des Kraftangriffspunktes von der
Profilmitte ist wesentlich gréBer als der potentialtheoretische Wert b/4. Der Anre-
gungsmechanismus des entkoppelten Torsionsflatterns ist hiermit teilweise geklart.

Die allgemeine Giiltigkeit der modifizierten Theorie fiir beliebige Querschnitte ist

experimentell nicht endgiiltig belegt. Folgende Punkte bleiben in weiteren Untersu-
chungen zu klaren:

I. Einflufl einer eventuell vorhandenen Fremderregung auf die Ermittlung der
Luftkraftbeiwerte: So scheint die von Scanlan & Tomko [111] an H-Profilen
vorgenommene Messung von Beiwerten durch periodische Wirbelablésungen
stark beeinfluBt worden zu sein (wie die Autoren auch selbst kommentieren).
Die korrespondierenden Luftkréifte sind aber nicht in der durch die homoge-
nen und linearen Bewegungsgleichungen angesetzten Form abhingig von der
Schwingung (und inshesondere von deren Amplitude) und fiihren deshalb zu
einer groben Fehlinterpretation der Meflergebnisse. Verzichtet man auf die
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eigen.tlich erforderliche Erweiterung der Ansatzgleichungen um inhomogene
Anteile, so werden die ermittelten Beiwert

e zumindest abhingig von den imr
Versuch auftretenden Schwingun

i ctend gsamplituden sein (was der urspriinglichen
Intention zuwiderlauft), méglicherweise aber sind sie véllig unbrauchbar.*

Wirbelerregung kann allerdings nur zum Tragen kommen, wenn die Ablsse-
frequenz der Schwingungsfrequenz nahekommt, d. h. wenn die Strouhal-Zah] S
und die reduzierte Frequenz k etwa gleich sind (wobei S entsprechend Gl. (2.9)
zu bilden ist). Nach den Beispielrechnungen von [62] ist dies beim Briicken-
flattern kaum zu erwarten. Andernfalls wire durch geeignete Mafinahmen
eine unverfilschte Messung der Beiwerte sicherzustellen. Das hier vorliegende

aeroelastische Antwortproblem erfordert eine grundsitzlich andere rechneri-
sche Behandlung (vgl. Abschnitt 2.6).

2. Linearer Ansatz der Luftkrifte: Eine Linearisierung der aerodynamischen
Verschiebungs—Kraft-Relationen, wie hier vorgenommen, wire unzuléssig,
falls diese im relevanten Bereich groBe Kriimmungan aufweisen oder nicht ein-
deutig sind. Derartige Kennlinien kénnen ganz andersartige aeroelastische

Mechanismen erméglichen, die einer linearen Betrachtungsweise grundsatzlich
nicht mehr zugénglich sind (vgl. Abschnitt 2.5).

Fiir nichtlineare Schwinger wird die Schwingungsamplitude zu einem wichti-
gen Bewegungsparameter, der in allen theoretischen und experimentellen Un-
tersuchungen Berticksichtigung finden mu8.

3. Giiltigkeit des Modellgesetzes: Beziiglich der reduzierten Frequenz k ist das
Modellgesetz a priori erfilllt. Es ist aber denkbar, daB auch andere Ahn-
lichkeitsparameter und insbesondere die Reynolds-Zahl von Bedeutung sein
kénnen. Aus versuchstechnischen Griinden entspricht die Reynolds-Zahl des
Modells im allgemeinen nicht der des Bauwerkes [102]. Thr Einflu diirfte aber
bei iiblichen Briickenprofilen gering sein [110], [123]; die hier meist vorhande-
nen wohldefinierten Abreilkanten vermindern die Bedeutung der Strémungs-
vorgéange in der Grenzschicht.

Bei den in Abschnitt 2.2.4.1 ausfiihrlicher zitierten Beobachtungen von Scan-
lan & Tomko [111] kénnte die Reynolds-Zahl allerdings von EinfluB gewesen
sein. Die gemessenen Beiwerte zeigten sich iiberraschend sensibel gegeniiber
geringfiigigen Anderungen der aerodynamischen Kontur. Bedeutung hat hier
die auf Entwurfdetails (Geldnder, Schlitze, Leitbarrieren etc.) bezogene &rtli-

che Reynolds-Zahl [102].

Zur endgiiltigen Beantwortung dieser noch offenen Fragen wiren vergleichende
Windkanalmessungen, etwa nach der Methode der gesteuerten harmonischen

*Vgl. auch die Angaben von Férsching (35, § 3.7.2] beziiglich Messungen an querschwingmxdfjn
Profilen und die Versffentlichung [6] iiber Messungen an quer- oder drehschwingenden Profilen {in
beiden Fillen handelt es sich nicht um typische Briickenquerschnitte).
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Schwingungen (Methode a), durchzufithren. Dabei wiren die Beiwerte fiir verschie-
dene SChWingungsamplituden und variierte Modellgréfien und/oder Systempara-
meter zu ermitteln und gegeniberzustellen (beziiglictl ersterem vgl. [86] und [105}).
Die genannte Methode ermdéglicht auch eine direkte Uberpriifung des linearen Luft-
kraftansatzes (vgl. Abschnitte 2.3.3 und 2.5.2).

Von Bedeutung fir die Ermittlung der Luftkraftbeiwerte und fiir das Flatterpro-
blem insgesamt ist auflerdem der Turbulenzgrad der Anstrémung, wie schon ver-
schiedentlich zyr Sprache kam. Der Turbulenzeinflu$ ist in Windkanalversuchen an
Teil- und Vollmodellen untersucht worden; einen Uberblick gibt die Arbeit [148]. Bei

den untersuchten Briickenprofilen hatte die Turbulenz einen stabilisierenden Einfluf}
beziiglich Flattern.

Soll die natiirliche Windturbulenz beim Flatternachweis beriicksichtigt werden.
so ist dies durch Messen der instationiren Beiwerte in definierter turbulenter
Anstrémung prinzipiell méglich [53]. In der Arbeit [148] werden Diskrepanzen
beziiglich des Turbulenzeinflusses zwischen Teil- und Vollmodellversuchen deutlich:
dies koénnte die Ubertragbarkeit der am Teilmodell in turbulenter Anstrémung ge-
messenen Beiwerte auf das Bauwerk allerdings in Frage stellen. Uberdies brichte
¢in ausgesprochen bdiger Wind mit starken und niederfrequenten Geschwindigkeits-
schwankungen eine zusitzlich aufgeprigte Stérerregung mit sich, die schon vor Er-
reichen einer Stabilitatsgrenze Schwingungen endlicher Amplitude verursachte. Auf
das somit vorliegende aeroelastische Antwortproblem wird in Abschnitt 2.6 einge-
gangen. Im dibrigen scheinen die in glatter Anstréomung gemessenen Beiwerte im
Rahmen des Flatternachweises zu konservativen Ergebnissen 2zu fithren [39], [120].

_Aufgrund der hier vorgestellten prinzipiellen I"Jberlegungen und numerischen
[:'berpriifungcn wird die Methode der gesteuerten harmonischen Schwingungen (Me-

thode a) sowohl fiir grundlagen- als auch fiir anwendungsbezogene Messungen emp-
fohlen.

Sollte es der Strémungsmechanik kiinftig gelingen, das instationdre Strémungsfeld
um schwingende kantige Profile zu berechnen, wiirde die hier dargelegte rnodiﬁzier.te
Theorie noch an Bedeutung gewinnen. Die am mechanischen Analogrechner , Teil-

modell im Windkanal“ ermittelten Kennlinien kénnten dann durch berechnete Werte
ersetzt werden.
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2.4  Aeroelastik beliebig bewegter Systeme

2.4.1 Uberblick

Die in Abschnitt 2.2.

2.1 zusammengestellten Voraussetzungen der klassischen Flat-
tertheorie sol

len in einem Punkte verallgemeinert werden, der allen bisherigen Rech-

nungen zugrundelag: Statt nur harmonische Schwingungen werden nun beliebige
Bewegungen zugelassen.

Mit Hilfe der von Wagner [145] schon 1925 angegebenen nichtelementaren analy-
tischen Funktion ist es méglich, die an der ebenen Platte wirkenden instationiren
Stromungskréfte fiir den Fall beliebiger Bewegung in A und o theoretisch zu berech-
nen. Hierbei mufl Superponierbarkeit der aerodynamischen Terme und damit Linea-
ritdt vorausgesetzt werden. Setzt man die so ermittelten Krifte in die Bewegungs-
gleichungen (2.1) ein, so ist der Exponentialansatz (2.2) wieder Lésung dieses wie
vorher homogenen Gleichungssystems. Allerdings haben nun auch die komplexen
Eigenwerte w direkte physikalische Bedeutung. Sie stehen fiir Schwingungen expo-
nentiell veridnderlicher Amplitude, die damit fiir beliebige Stromungsgeschwindig-
keiten (im Rahmen der Theorie) exakt berechnet werden kénnen. Bei Annéherung
an eine kritische Windgeschwindigkeit wird eine der Lésungen zunehmend reell. Die
zugehdrige Bewegungsform nahert sich einer stationir harmonischen Schwingung
und entspricht immer mehr dem Ergebnis nach der klassischen Flattertheorie (ins-

besondere nach Abschnitt 2.2.5.4). Fir den kritischen Grenzfall schlieBlich liefern
beide Berechnungsansitze die gleichen Ergebnisse.

Im folgenden Abschnitt werden die aerodynamischen Grundgleichungen sowie
einige interessante und bisher wenig beachtete Zusammenhinge und Analogien
erortert. Wegen der formalen Ahnlichkeit werden dort auch die analytischen Luft-
kraftterme des Béenproblems angegeben. Entsprechend der empirischen Modifika-
tion der klassischen Flattertheorie (Abschnitt 2.3) wurde vorgeschlagen, die Wagner—
Funktion durch experimentell bestimmte Kurven zu ersetzen und so einen Flatter-
nachweis fiir Strukturen beliebiger aerodynamischer Kontur zu erméglichen. Dieser
Idee wird im iiberndchsten Abschnitt nachgegangen. Wie gezeigt wird, bestehen
weitgehende Analogien zu den bisher diskutierten Verfahren, so daB wesentliche
Aussagen direkt ibernommen werden kénnen.

2.4.2 Theoretische Luftkraftterme

Die instationdren Luftkrifte an einer beliebig bewegten ebenen Platte (entsprechen.d
Abbildung 2.1) kénnen potentialtheoretisch berechnet werden [35]. Man findet die
Beziehungen
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Als) = prz(il+vd)+... 1
+ 27rpvb/% [h(a) +va(o) + %d(a)]W(s——a) do
0 (2.97)
ML(s) = —7pb? (26 + £&) +...
+ 7rpvb2/;i‘% [h(0) + va(o) + ba(o)|W(s—o)do ,
o
wobei s und o dimensionslose Zeiten darstellen und definiert sind zu
vt vT
= 2" 2.98
8 b’ 0= b . ( )

Ein Vergleich mit den Ausdriicken (2.4) zeigt Ubereinstimmung beziiglich der nicht-

zirkulatorischen (von C unabhingigen) Anteile. In den zirkulatorischen Anteilen
wird das Produkt C(—wyy) mit

woa(t) 1= = [A(t) + va(t) + 2a(t)) (2.99)

unter Festlegung auf die Anfangsbedingung w,(0) =0 ersetzt durch das Faltungs-
integral

_/ Qwonl9) s oydo | (2.100)
0 da

Hierbei ist w,, der Abwind im 3/4-Punkt der Platte (hinten, Lee). W(s) schlieBlich
ist die Wagnerfunktion. Sie steht fiir den zirkulatorischen, im vorderen Viertelspunkt

der Platte wirkenden Gesamtauftrieb infolge einer plétzlichen Verdrehung & und
damit eines plstzlichen konstanten Abwindes

. o t<0
Wau(t) = (2.101)
—véa t>0.

Die Darstellung der Wagnerfunktion W(s) ist gemi8

+00

W(s) = %/C—(.kje"k’dk (2.102)
271 k
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unter Rickgriff auf dje Theodorsenfunktion

Gl.' (2.8) aus .Hankt-alfunktionen aufgebaut ist. Fiir negative s ist die Wagnerfunkt;
gle¥ch null; sie sprmgt bei s =0 auf den Wert 1/2 und nihert sich dann mono;on
steigend dem Wert eins. Folgende Néherung wurde entwickelt [35]: .

C(k) méglich, die ihrerseits nack

=0 .
W(s) R
~ 1 —me™P — pe9e ; $2>0
; (2.103)
mit m=0,165 ; p=0,0455
n =0,335 ; q=0,3
Vs

Die Ausdriicke (2.97) und (2.102) werden in [35] hergeleitet mittels einer Fourier—
Transformation der Zeitfunktion W, (t) in den Frequenzbereich, Einsetzen des Zir-
kulatorischen Auftriebs infolge harmonisch veranderlicher Abwinde (nach Theodor-
sen [132]) und schlieBlich Integration iiber die beliebige Zeitfunktion wy,(s). Es wird
also vom Superpositionsprinzip Gebrauch gemacht. Das aerodynamische Konzept
ist nach wie vor ein lineares.

Wendet man umgekehrt die Gleichungen (2.97) auf den Sonderfall harmonischer
Schwingungen an, so werden sich wieder die Theodorsen’schen Ausdriicke (2.4) er-
geben. Zwischen den Funktionen W(s) und C(k) muB ein enger mathematischer
Zusammenhang bestehen. Gleichung (2.102) legt folgende Beziehung nahe:

+o0

117 1 C‘(k) tks

iW(s) = g/Te k2 dk (2.102a)
cthy f

—%—) = /7’”"(.9)(3'“”(15 . (2.104)

D. h. die komplexe Funktion C(k)/k kann als Fourier-Transformierte der imaginiren
Zeitfunktion 11 (s) aufgefaBt werden (vgl. auch [107]). Diese Zusammenhinge gel-
ten, obwohl das Integral

400
/|iW(s)| ds (2.105)

nicht endlich ist. Singularitaten entstehen in dieser Schreibweise allerdings bei k = 0
bzw. s = 0. Die Ausdriicke (2.102) und (2.102a) verlangen Funktionswerte C (k) fiir
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negative k. Benutzt man beziiglich der in Gl. (2.8) auftretenden Hankelfunktionen
die Beziehungen

HP(-k) = BO®)

(2.106)
2
H(-k) = ~HO(k)
so folgt nach einiger Rechnung
C(=k)=C(k) (2.107)

bzw. C'(-k) = C'(k)

Cll(_k) = —C”(k) .

Die Theodorsenfunktion soll aus Gleichungen (2.104) und (2.103) ndherungsweise
berechnet werden:

+oo
C(k) =ik /W(s)e'""ds ; k,s#0 (2.108)

o
. . -ps __ —q8\ —iks _ 1 _ imk _ _ink
:zk/(l me ne )e ds=1 v ey
0

Fiir Real- und Imaginarteil folgt hieraus

’ _ _mk? nk? 0,165 0,335 2
¢ (k) =1 P24k T TxRT T 1- (0,002070254-1:2 + 0,09+k2)k
(2.109)
"l _ _mpk ngk 0,0075075 0,1005
C (k) = pP+kE T g4k T T (0,00207025+k2 + 0,09+k2)k :

[m relevanten k-Bereich liefern diese Ausdriicke auf ca. 1 + 5% genaue Werte, sind
also den genaueren Interpolationsformeln (2.49) in praktischer Hinsicht unterlegen.
Im Gegensatz zu diesen erfillen sie jedoch die Symmetriebeziehung (2.107) und
liefern fiir k = 0 und k— oo exakte Werte.
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Wegen der formalen Ahnlichkeit in 458

Herleitung und Ergebnis sei hier auch
das Béenproblem behandelt. Die insta- w8 %MB

tiondren Luftkrdfte an einer waagerecht, —_— f -
fixierten ebenen Platte infolge eines v

(beziiglich der Horizontalstrémung orts- ‘a—y

festen) vertikalen Boenfeldes beliebiger 4‘__ b —d— b _,\L
rdumlicher Verteilung kénnen potential-

theoretisch berechnet werden [35]. Bei

) Abb. 2.15: Feststechende Platte in
inkompressibler Strémung betragen sie

vertikalem Bé&enfeld

] B
AB(s) = 27 pvb wB(0) K(s) + dw”() K(s—o)do
/0 do 1l=0) ] (2.110)

MEP(s) = 2AB(s) .
Dabei ist w?(s) die Vertikalgeschwindigkeit an der Plattenvorderkante und v die
(konstante) Horizontalgeschwindigkeit der Anstrémung. Der Gesamtauftrieb wirkt

-— wie vorher die zirkulatorischen Luftkrifte nach Theodorsen — im vorderen Vier-
telspunkt der Platte. K(s) steht fiir die Kiissnerfunktion

+00 . .
K(s) = L/ C(k)[Jo(k) — iy (k)] + iJy (k) SHo-) g (2.111)

T 27 k
—o0

(Jo, J1 ~ Besselfunktionen 1. Gattung) .

Diese 1aBt sich wiederum durch den Ausdruck (2.103) naherungsweise darstellen,
wobei nun aber die Parameter

m=20,5 ; p=20,13
’ (2.112)
n =05 ; qg=1

einzusetzen sind [35]. Die Kiissnerfunktion weist bei s = 0 keinen Sprung auf, dhnelt
sonst aber der Wagnerfunktion.

Fir den Sonderfall der sogenannten Sinus-Bée
wh(z, t) = HBe D) (2.113)

ergibt sich schlieBlich als Gegenstiick zu den zirkulatorischen Anteilen der Theodor-
sen’schen Ausdriicke (2.4)
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AB(t) = 2mpvbCp(k) wB (b, 1)
ME(t) = 2 AB(t)
mit
Cp(k) := {C(K) [Jo(k) = iJy (k)] + iJi(k)}e ™ (2.115)

hierbei steht wB(b, t) fiir die vertikale Stromungsgeschwindigkeit an der Platten-
vorderkante und k¥ — Definition (2.9) iibernehmend — fiir die reduzierte Boenfre-
quenz [35]. Einsetzen von Gl. (2.115) in Gl. (2.111) fihrt auf

+o00

L1 Tesk ;
= [ ZBE) ks 2.116
K(s) 27”-/ edk (2.116)

—00

Ein Vergleich mit Ausdruck (2.102) offenbart die enge Analogie zwischen W(s) und
K (s), C(k) und Cp(k) sowie zwischen den hiermit beschriebenen aerodynamischen
Vorgingen. Insbesondere kann auch die komplexe Funktion Cg(k)/k als Fourier-
Transformierte einer imaginiren Zeitfunktion, nimlich 1K (s), aufgefat werden.
Dies ermédglicht die Berechnung eines Niherungsausdruckes fiir Cp(k) unter Be-
nutzung der Parameter (2.112). Einsetzen in Gleichungen (2.109) fithrt direkt auf

] 0,5 s
Colk) = 1~ (o + 125 ) ¥

(2.117)
Cp(k) = - (%%me’f)k :

Die Funktion Cg(k) hat einen ahnlichen Verlauf wie die Funktion C(k). Wie diese
erfiillt sie die Symmetriebeziehung (2.107), wie eine Analyse der Gleichung (2.115)
zeigt. lhr Realteil Cgz(k) strebt fiir grofie k jedoch nicht gegen 1/2, sondern ge-
gen null. Die Funktionen W (s) und K(s) nennt man Ubergangsfunktionen (in der
englischsprachlichen Fachliteratur: ‘indicial functions’). In [107] werden direkte Be-
zichungen zwischen ihnen angegeben. Auf eine weitere Vertiefung sei verzichtet.

2.4.3 Anwendung auf den Flatternachweis von Briicken

Die im vorigen Abschnitt fiir die Luftkrafte angegebenen Ausdriicke (2.97) wurden
von Richardson [96] und Rocard [97] zur aeroelastischen Berechnung von Briicken
benutzi. Fiir den Flatterfall miissen die Resultate mit denen der klassischen Flat-
tertheorie (Abschnitt 2.2.2) prinzipiell iibereinstimmen. Numerische Abweichungen
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ergeben sich allenfalls infolge verschieden genauer Néherungsfunktionen fiirr W (s)
bzw. C(k). Wie zuvor kénnen die Ergebnisse — unter den schon diskutierten Vorbe-
halten — direkt oder mit experimentell bestimmten Formfaktoren verbessert benutzt
werden. Eine weitere Diskussion der praktischen Tragweite dieser Vorgehensweise

eriibrigt sich. Auf die rechentechnischen Besonderheiten soll nicht weiter eingegan-
gen werden.

Entsprechend der empirischen Modifikation der klassischen Flattertheorie fiir
nichtplattendhnliche Briickenquerschnitte (Abschnitt 2.3)
beziehung experimentell bestimmter Ubergangsfunktionen denkbar; hierauf weist
Scanlan hin [28], [110}. Nimmt man die weitere Giiltigkeit des Superpositionsprin-
zips fir die der Einheitssprung—Abwindfunktion (2.101) entsprechenden Luftkrifte
an, so bleibt der Ansatz von Faltungsintegralen, wie sie in den Gleichungen (2.97)
auftauchen, prinzipiell richtig. Es liegt nahe, diese Gleichungen zur Bestimmung
experimentell ermittelter Wagnerfunktionen heranzuziehen.

Aus den schon in Abschnitt 2.3.7 diskutierten Griinden jst aber eine direkte Uber-
nahme der Gleichungen (2.97) nicht mdglich. Sie beruhen in dieser einfachen Form
namlich auf zwei Eigenschaften des zirkulatorischen Anteils der potentialtheoreti-
schen Auftriebskraft, die — wie vorher gezeigt — fiir nichtplattenihnliche Quer-
schnitte nicht gegeben sind: Im allgemeinen wirkt dieser Anteil weder im vorderen
Viertelspunkt der Platte, noch ist er proportional zum Abwind in ihrem hinteren
Viertelspunkt. Gleichungen (2.97) kénnen auf einen allgemeineren Ausdruck zuriick-
gefithrt werden, der insgesamt vier Ubergangsfunktionen

ist auch hier eine Ein-

Whh(s) y Wha(s) ; Wah(s) y Waa(s)

enthilt [35]. Wegen der eben angesprochenen Eigenschaften der potentialtheoreti-
schen Auftriebskraft sind diese Funktionen im Falle der ebenen Platte in bekannter
Weise untereinander affin. Man kommt hier deshalb mit einer einzigen Ubergangs-
funktion — eben der Wagnerfunktion W (s) — aus und erhilt die Gleichungen (2.97).
Im Falle eines beliebigen Profils aber konnen keine derartigen Beziehungen ange-
geben werden — ganz analog zu der in Abschnitt 2.3.7 gemachten Feststellung:
Die durch Gleichungen (2.7) bzw. (2.11) vermittelte gegenseitige Verkniipfung der
Luftkraftbeiwerte cna(k) gilt nicht allgemein. Anders als von Scanlan in [28] an-
gesetzt, miiBten prinzipiell also nicht zwei, sondern vier reelle Ubergangsfunktionen
experimentell ermittelt werden — entsprechend den vier komplexen Beiwertfunktio-
nen ¢my (k).

Uber direkte Messungen von Ubergangsfunktionen W,,.(s) an Briickenprofilen
ist nichts bekannt. Sie wurden bisher nur rechnerisch bestimmt, was an Hand der
empirisch ermittelten Beiwertfunktionen ¢, (k) méglich ist [28], [103]. Beziiglich der
Anwendbarkeit dieses halbempirischen Verfahrens fiir den Flatternachweis sowie der
Tauglichkeit etwaiger vereinfachter Ansitze (z. B. unter alleiniger Beriicksichtigung
der Ubergangsfunktion W,a(s)) gelten wegen der hier aufgezeigten Analogien die
Aussagen des Abschnittes 2.3.
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2.5 Zur nichtlinearen Aerodynamik

2.5.1 Allgemeines

Alle bisher besprochenen theoretischen und halbempirischen Verfahren beruhen
auf ciner linearen Verkniipfung von Verschiebungen und Luftkraften. Da die
absoluten Schwingungsamplituden bei linearem homogenem Ansatz grundsitzlich
unbestimmt bleiben, war die Angabe aerodynamisch bedingter Grenzamplituden
ausgeschlossen. Eine Linearisierung wire unzuldssig, wenn die aerodynamischen
Verschiebungs—Kraft-Relationen (Kennlinien) im relevanten Verschiebungsbereich
groBe Kriimmungen aufweisen oder nicht eindeutig sind. Derartige Irregularititen
werden im allgemeinen auf Abreivorginge zuriickgefiihrt [28].

Mindestens die erste der eben genannten einschrinkenden Bedingungen ist oft
dann erfiillt, wenn die absolute GroBe der Schwingungsamplituden interessiert und
somit endlich groBe Verschiebungen in Betracht gezogen werden miissen. Dies ist der
Fall bei Hochbaukonstruktionen wie Masten oder Schornsteinen, wenn die poten-
tielle aeroelastische Instabilitit in Kauf genommen werden soll. Bei den hierfiir
iiblichen Querschnitten wurden weitgehend entkoppelte Schwingungen in nur einem
Freiheitsgrad und bei kleiner reduzierter Frequenz beobachtet [35]. Diese Art von
selbsterregten Schwingungen nennt man auch Galloping. lhre lineare oder auch
nichtlineare Berechnung ist relativ einfach, da sie wegen kleiner reduzierter Frequenz
auf der Grundlage stationirer Luftkraftbeiwerte (Ca(a) etc.) erfolgen kann.*

Bei Briicken aber wird aeroelastische Instabilitit infolge selbsterregter Schwin-
gungen aus mancherlei Griinden nicht akzeptiert. ErfahrungsgemaB sind die auf-
tretenden Schwingungsamplituden grofB, ihre zuverlassige Voraussage ist schwierig.
Da eine nachtrigliche Sanierung nur durch Verinderung des Haupttragsystems zu
bewirken ist und deshalb im Falle einer Briicke praktisch unméglich sein kann, wire
instabil fast gleichbedeutend mit katastrophal. Fiir die Bestimmung der deshalb vor
allem interessierenden kritischen Windgeschwindigkeit (Stabilitatsgrenze) jedoch ist
die Annahme kleiner Amplituden und die Anwendung lineare Theorie meistens ge-
rechtfertigt.

Ausnahmen hiervon sind fiir gewisse Profile (und Anstréomwinkel) prinzipiell denk-
bar: Die nichtlineare, quasi-stationire Berechnung der Gallopingschwingung von
Rechteckprofilen zeigt im Falle besonders , bésartiger aerodynamischer Kennlinien,
daf8 nicht nur der Amplitudenverlauf, sondern auch die Stabilititsgrenze linearer
Rechnung nicht mehr zuginglich ist [100]. Es handelt sich um sogenannte harte
Selbsterregung. Charakteristisch hierfiir ist, da die Schwingung erst durch einen
geniigend starken Anstof — bewirkt etwa durch Béen — in Gang gebracht wird.
Nach Selbergs Flatterversuchen [119] ist harte Selbsterregung bei H-Profilen und
{fiir bestimmte Anstromwinkel) bei der ebenen Platte méglich. Teilmodellversuche
fiir den acroelastischen Stabilititsnachweis der neuen Tjérn-Briicke (Schragkabel-

“Nach [35] ist der quasi-stationdre Nachweis statthaft fiir & < 0,05 (vgl. auch [100]).
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briicke mit geschlossenem Ka,stentréiger) zeigten mit wachsender struktureller Damp-

fung eine zunehmende Tendenz zy harter Selbsterregung von Torsionsschwingungen;
diese Tendenz verschwand véllig fiir Dampfungsdekremente 6, < 2 % [65]. Der ana-
lytische (bzw. experimentelle) Aufwand beim nichtlinearen Stabilititsnachweis von
Briicken diirfte wesentlich grofer sein als der Gallopingnachweis etwa eines Mastes,
da hier die Annahme quasi-stationirer Strémung wegen der viel gréBeren Profil-
breite in Stromungsrichtung meist nicht gerechtfertigt ist. Wie die Untersuchungen
zum Galloping von Rechteckprofilen (100] vermuten lassen, wird die Turbulenz der
Anstréomung auch bei harter Selbsterregung von starkem Einfluf sein.

Bei den im allgemeinen kantigen Briickenprofilen spielen Abreifivorginge immer
eine gewisse Rolle. Durch Beschrénkung des Terminus , Abreififlattern® (engl.:
‘stall flutter’) auf den beschriebenen Anregungsmechanismus harter Selbsterregung
konnte dieser jedoch innerhalb des Problemkreises Briickenschwingungen gegeniiber
dem bisher behandelten, mit linearer Aerodynamik beschreibbaren Flattern verbal
abgegrenzt werden. Die bisherige Nomenklatur ist uneinheitlich und irrefithrend
(vgl. z.B. [105] und [110]). Im Flugzeugbau scheint die Begriffsbildung weiter
fortgeschritten zu sein. Dort bezeichnet man mit »Abreifflattern® die autonome
Schwingung harter oder auch weicher Selbsterregung stark angestellter Tragfliigel.
Diese treten meist als entkoppelte Torsionsschwingung begrenzter Amplitude auf
und beruhen auf einem bewegungsgesteuerten Stréomungsabrif auf der Saugseite des
(nichtkantigen) Profils (28]. Hier spielen Strémungsvorginge in der Grenzschicht
eine wesentliche Rolle. Dieses stark nichtlineare Phinomen wird deshalb zumindest
bei nichtplattendhnlichen Briickenquerschnitten keine direkte Entsprechung finden.

Die Messung und Analyse der stationiren Kennlinien Ca(a), Cw(a), Cy(a) mag
einen ersten Anhaltspunkt beziiglich einer potentiellen Gefahrdung durch harte
Selbsterregung liefern. Diese ist unwahrscheinlich, wenn die Kennlinien in einem
hinreichend groBen Bereich um den zu untersuchenden Anstrémwinkel keinen Vor-
zeichenwechsel in ihren Steigungen aufweisen (wie es z. B. fiir das Profil B2 in [62]
gewahrleistet ist).

2.5.2 Aerodynamische Hysteresis

Die in einer linearen aeroelastischen Theorie harmonischer Schwingungen stets ellip-
tische aerodynamische Hysteresis entsteht durch eine konstante Phasenverschiebung
zwischen den Verschiebungen und den ihnen linear und damit eindeutig zugeord-
neten Luftkraften. Das Durchfahren einer eindeutigen, jedoch nichtlinearen Kenn-
linie unter Ansatz einer konstanten oder verinderlichen Phasenverschiebung fithrt
zu einer nichtelliptischen Hysteresis, die so weit entarten kann, daB eine sich selbst
schneidende Kurve entsteht und sich der Durchlaufsinn damit teilweise umkehrt.
Die von der Kurve eingeschlossene Flache entspricht der aerodynamischen Energie-
bilanz einer Schwingungsperiode, die je nach Durchlaufsinn positiv, negativ oder
auch ausgeglichen sein kann. Mit derartigen qualitativen Uberlegungen kann man
sich den Anregungsmechanismus etwa einer harten Selbsterregung deutlich machen.



o

114 KAPITEL 2. ZWEIDIMENSIONALE AEROELASTISCHE SYSTEME

Stationdre aerodynamische Kennlinien zeigen grofe Krimmungen im Bereich
plotzlicher Strdmungsabrisse. Letztere kénnen bei einem Tragfliigel dazu fiihren,
daB fiir bestimmte Anstellwinkel schon unter stationiren Bedingur‘lgen zwel ver-
schiedene Auftriebs- oder Momentenbeiwerte gemessen werden — je nachdem aus
welcher Richtung der jeweilige Winkel angesteuert wird [28]. Die Hysteresis und
damit die Energiebilanz und die aeroelastische Stabilitit werden durch derartige
Effekte zusitzlich in schwer zu erfassender Weise beeinflufit.

Eine direkte Messung der aerodynamischen Hysteresis, etwa mittels der Methode
der gesteuerten harmonischen Schwingungen (s. Abschnitt 2.3.2, Methode a), wire
die adiquate Grundlage zur Entwicklung eines halbempirischen Nachweisverfahrens
— sofern dies tatsichlich erforderlich sein sollte. Uber derartige Messungen an
Briickenprofilen ist nichts bekannt.

2.5.3 Bisher vorgeschlagene Nachweisverfahren

Verschiedene dynamische Methoden zur nichtlinearen Flatterberechnmung von
Briicken hat B6hm [14] vorgefiihrt. Seine Untersuchungen dienten vor allem der
Ermittlung der Grenzamplituden bei iiberkritischen Windgeschwindigkeiten. We-
gen der ,Gutartigkeit“ der zugrundegelegten acrodynamischen Kennlinien stimmt
die Stabilititsgrenze mit der nach linearer Rechnung iiberein.

Die verwendeten aerodynamischen Terme stammten von Steinman [128]. Dieser
hatte in stationiren Windkanalversuchen an in Strémungsrichtung gekriitmmten Mo-
dellen nichtlineare Kennlinien gemessen, die durch Analogiebetrachtungen auch die
Erfassung instationirer Vorginge am ungekriimmten Profil erméglichen sollten —
eine bemerkenswerte Methode, die sich allerdings nie durchgesetzt hat. Neben dem
groBen praktischen Aufwand — Herstellung parabelférmig gekriimmter Modelle ver-
schiedenen Stichs — waren der Grund hierfiir wohl auch Zweifel an der Giiltigkeit
der postulierten Analogien (vgl. Kritik von Scanlan & Sabzevari [108]). Aufer-
dem sind derartige Behelfsverfahren nicht mehr erforderlich, da die Messung und
Dokumentation instationdrer Stromungsvorginge ein versuchstechnisch inzwischen
geldstes Problem ist.

Ein Nachweisverfahren zum Abreififlattern plattendhnlicher Briickenquerschnitte
gibt Rosemeier [98] an. Es basiert auf der Aufstellung der aerodynamischen Energie-
bilanz und setzt — ganz im Sinne der in Abschnitt 2.5.1 vorgeschlagenen Nomen-
klatur — harte Selbsterregung voraus. Die dem Verfahren zugrundegelegte Hyste-
resis beruht allerdings auf extrem vereinfachenden Annahmen, die nicht empirisch
begriindet werden und deshalb als rein hypothetisch anzusehen sind. Uber eine ex-
perimentelle Verifizierung an beobachteten Flatterschwingungen ist nichts bekannt.
Die Arbeit [98] suggeriert, dafi entkoppelte Torsionsschwingungen grundsatzlich in
Verbindung mit harter Selbsterregung auftreten. GemaB den in Abschnitt 2.3 ge-
wonnenen Erkenntnissen ist diese Auffassung falsch.

Das Verfahren von Sakata [105] benutzt gemessene instationire Luftkraftbeiwerte
im Sinne von Abschnitt 2.3, die allerdings amplitudenabhingig angesetzt und be-
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stimmt werden. Die Theorie sagt fiir ein Vollmodell der Severn—Briicke bei einer
Anstromung unter 7 = 10° harte Selbsterregung voraus. Dieses Ergebnis fand im
Flatterversuch keine Bestatigung. Auf shnlichem Wege gelang aber Miyata et al. [86]
die zutreffende Berechnung der stationiren Grenzamplituden von Teilmodellschwin-
gungen im Uberkritischen Geschwindigkeitsbereich.

Die Berechnung des Abreifflatterns von Tragfliigeln scheint durch ein raffiniertes
halbempirisches Verfahren mdglich geworden zu sein, das einen harmonisch oszillie-
rende{_l Ablosepunkt in Ansatz bringt (Verfahren von Sisto & Perumal; vgl. [28]).
Eine Ubertragung auf plattenihnliche Briickenquerschnitte wire eventuell zulassig.
Allerdings ist der hier angesprochene Erregermechanismus fiir Briicken von gerin-
ger Bedeutung. Beim Abreifflattern von Tragfliigeln sind namlich betrachtliche
Anstellwinkel erforderlich, die durch die atmosphérische Windstrémung selten reali-
siert werden diirften. Das bei nichtplattenahnlichen Querschnitten beobachtete ent-
koppelte Torsionsflattern sollte man nicht mit dem AbreiBflattern von Tragfliigeln
assoziieren, da die dort mafigeblichen Grenzschichtvorgénge hier meist keine Rolle
spielen. Das Verfahren von Sisto & Perumal wire in diesen Fallen nicht iibertragbar.

Es sei abschlieBend nochmals darauf hingewiesen, daBl die Ermittlung der kri-
tischen Windgeschwindigkeit erst dann nichtlineare Verfahren erforderlich macht,
wenn unter realistischen Bedingungen (Profil, Anstromwinkel, Stirke des schwin-
gungseinleitenden AnstoBes) harte Selbsterregung mdglich wird. Hierauf deutet we-
nig hin, eine systematische Klirung dieser Frage steht allerdings noch aus.

2.6 Das dynamisch—aeroelastische
Antwortproblem

2.6.1 Uberblick

Die bisherigen Erorterungen beschrinkten sich im wesentlichen auf selbsterregte
Schwingungen. Dabei wurde angenommen, dafl sich saimtliche Krifte als Funktionen
der Verschiebungen und deren Ableitungen nach der Zeit darstellen lassen. Unter
Ansatz linearer Verschiebungs-Kraft—Relationen fiihrte dies auf homogene lineare
Gleichungssysteme (Eigenwertprobleme). Fremderregte Schwingungen konnen ent-
stehen durch zeitverdnderliche Krifte, die — von den WeggréfBen unabhingig —
dem System eingeprégt werden. Diese sogenannte Storerregung [64] fithrt auf inho-
mogene Gleichungssysteme (Antwortprobleme).

Windbedingte Storerregung kann z. B. durch atmospharische Turbulenzen (Ben)
erfolgen. Diese sind nur in einem statistischen Sinne korrekt zu erfassen. Die frither
benutzten deterministischen Verfahren (wie z. B. das Verfahren von Schlaich {115])
werden angesichts der heutigen rechentechnischen Méglichkeiten zunehmend von
stochastischen Nachweismethoden verdringt [123]. Die von Davenport [22] auf Bau-
werksschwingungen {ibertragene Spektralmethode geht von einem gemessenen oder
angenommenen Béenspektrum aus. Unter Beriicksichtigung aerodynamischer und



116 KAPITEL 2 7WEIDIMENSIONALE AEROELASTISCHE SYSTEME

mechanischer Admittanzfunktionen wird das Antwortspektrum ermittelt, auf dem
die weiteren Nachweise basieren.

Eine Erregung durch Nachlaufturbulenzen hinter vorgelagerten Hindernissen
(engl.: ‘buffeting’) kann ebenfalls mit der Spektralmethode behandelt werden, wenn
das 6rtlich entsprechend verfalschte Boenspektrum bekannt ist [100].

Strémungsablésungen am umstromten Kdrper kénnen periodisch oder auch
zufillig verteilt erfolgen und stellen eine weitere Maglichkeit von Stérerregung dar
(Wirbelerregung). Die Abldsungen und die hiermit verbundenen Erregerkrafte sind
weitgehend unabhiingig von der Bewegung des Systems. (Bei grofleren Verschiebun-
gen konnen allerdings Riickkopplungseffekte auftreten [35], [100].)

Den genannten Erregermechanismen ist gemeinsam, da8 sie zu Schwingungen eher
kleiner Amplitude fiihren. Stérerregte Schwingungen infolge Wind kénnen zwar
die Gebrauchsfahigkeit einer Briicke oder die Dauerfestigkeit einzelner ihrer Teile

beeintrichtigen, werden im allgemeinen aber nicht die katastrophalen TYolgen des
Flatterns zeitigen.

Eine erste Begriindung hierfiir ergibt sich aus der mathematischen Behandlung.
Anders als beim Eigenwertproblem selbsterregter Flatterschwingungen ist der Ver-
schicbungsvektor bei Stérerregung als lineare Transformation des Erregerkraftvek-
tors absolut bestimmbar; die Verschiebungen sind proportional zu den eingepréigten
Frregerkriften und bleiben schon im Rahmen linearer Rechnung begrenzt. Groflere
Amplituden kdnnen nur auftreten, wenn die Erregerfrequenz gleich einer Eigen-
frequenz ist (Resonanz). Doch auch dann bleiben die Schwingungsamplituden klein:

Zum einen existiert infolge der strukturellen Dampfung auch eine theoretische
Obergrenze. Zum anderen aber sind die athmosphirischen Bedingungen zeitlich
veranderlich. Die Resonanzbedingung wird nicht iiber einen so langen Zeitraum
erfiillt, wie es fiir den Einschwingvorgang erforderlich wire. Bei Wirbelerregung
kommt hinzu, daB der Resonanzfall beziiglich der leicht anzuregenden Grundfre-
quenzen schon bei niedriger Windgeschwindigkeit eintritt. Die anregenden Krafte,
quadratische Funktionen der Geschwindigkeit, sind noch hinreichend schwach [62].

Reine Stdrerregung 1aBt sich in linearer Rechnung erfassen (solange keine struktu-
relle Nichtlinearitat auftritt). Die hier zu l6senden Antwortprobleme erfordern aller-
dings prinzipiell andere Algorithmen als die bisher behandelten Eigenwertprobleme.
Losungen im Zeitbereich (etwa mittels Duhamel-Integral) sind préadestiniert fiir
nichtperiodische, aber im Zeitverlauf determinierte anregende Krafte. Dem peri-
odischen oder zufilligen Charakter windbedingter Storerregung sind Losungen im
Frequenzbereich eher angemessen (Spektralmethode). Hierauf sei die weitere Dis-
kussion beschrankt.

Die bisherige Losungsbedingung darf nun gerade nicht erfiillt sein: Die charak-
teristische Determinante des Gleichungssystems darf nicht verschwinden. (Dieser

*Der Begriff stammt aus dem Flugzeugbau, wo er insbesondere Schwingungen des Leitwerks.
induziert durch die an den Tragfliigeln abgelosten Wirbel, charakterisiert [35]. Im Bauwesen wird
auch die béenerregte Schwingung oft mit ‘buffeting’ bezeichnet.
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Sonderfall entspriche der Resonanzerregung des ungedampften Systems.) Die not-
wendigerweise nichtsingulire Systemmatrix dient der Berechnung der mechanischen
Admittanzfunktionsmatrix, mit deren Hilfe sich fiir beliebige eingepragte Krifte die
Systemantwort (des eingeschwungenen Zustandes) angeben 14Bt.

Im folgenden Abschnitt wird die mechanische Admittanzfunktionsmatrix fiir das
ebene System entsprechend Abbildung 2.1 abgeleitet (wobei der umstromte Quer-
schnitt eine ebene Platte oder auch ein nichtplattenhnliches Briickenprofil ist).
Als typisches Auftriebssystem induziert es durch seine eigene Bewegung Luftkrifte,
die — auch im Falle eines Briickenprofils — die Systemantwort stark beeinflus-
sen konnen (8], [28], [35]. Diese selbstinduzierten Luftkréfte werden beriicksichtigt,
die mechanische Admittanz wird als aeroelastisch bedingt aufgefafit. Neuartig ist
hierbei, dafl die Berechnung — so wie beim Nachweis selbs

(Flattern) — vom instationiren Strémungsfeld ausgeht.

Wéhrend die Notwendigkeit dieses Vorgehens beim Flatternachweis heute allge-
mein anerkannt ist (vgl. [35] und die ausfiihrliche Diskussion in [96]), stiitzen sich
die Verfahren zur Lésung des Antwortproblems bis in Jiingste Zeit fast durchweg auf
quasi-stationdren Ansatz der selbstinduzierten Luftkrifte (vgl. z.B. [12] und [68}).
Eine korrekte Erfassung dieser Krifte ist bei Briicken so nicht gewihrleistet, da die
in Strémungsrichtung meist groe Profilbreite starke Instationaritit des Strémungs-

feldes mit sich bringt. Diese Auffassung wird durch experimentelle Befunde und
Vergleichsrechnungen bestitigt [8].

terregter Schwingungen

Mittels der angegebenen mechanischen Admittanzfunktionsmatrix wird wei-
terhin die Systemantwort auf eine harmonische vertikale Boenerregung berech-
net (aerodynamisch-mechanische Admittanz). Die Ermittlung der béenbedingten
Stérkrafte geht ebenfalls vom instationéren Strémungsfeld aus — eine im Flugzeug-
bau tbliche, im Briickenbau aber noch unbekannte, doch sinnvolle Betrachtungs-

weise. Die Anwendung der Spektralmethode ist hiermit vorbereitet. Ihre Grundziige
werden im tibernachsten Abschnitt dargelegt.

2.6.2 Aeroelastische Admittanz und Sinus—Bée

Die Herleitung der mechanischen bzw. aeroelastischen Admittanzfunktionsmatrix
unter Beriicksichtigung selbstinduzierter Luftkrafte geht von der homogenen Bewe-

gungsgleichung (2.1) aus. Umgestellt und erginzt um den Erregerkraftvektor f(t)
lautet sie

Mi + Kz — f, = f(t) (2.118)

—A/b
mit fL:= / = WiL(k)x
My,
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—AF()/b

B Y

Wegen Ubernahme des Luftkraftvektors nach Gl. (2.5) (mit reellen w und k) ist die
Untersuchung auf harmonische Schwingungen eingeschrankt. Der Erregerkraftvek-
tor ist folglich anzusetzen zu

f(t) = feut : weR ; (2.119)
die partikulire Losung (des eingeschwungenen Zustandes) lautet
T =gt | (2.120)

Losungen des homogenen Gleichungssystems werden hier nicht betrachtet. Der Ein-
schwingvorgang wird nicht untersucht. Auch sei die Windgeschwindigkeit unterkri-
tisch beziiglich aeroelastischer Instabilitit. Einsetzen der Kraft- und Verschiebungs-
ansdtze in Gleichung (2.118) fiihrt auf

(K~ w*(M + L))z = T , (2.121)

was das inhomogene Pendant zum Eigenwertproblem (2.12) darstellt. Die System-
matrix [...] ist abhingig von der Erreger- und Schwingungsfrequenz w und der re-
duzierten Frequenz k (definiert nach Gl. (2.9)) bzw. von w und v. Auflésen von
Gleichung (2.121) nach # ergibt

z=Hf (2.122)

1

mit H = H(w, k) := [K* — (M + L(k))]~

Hierbei ist H die gesuchte aeroelastische Admittanzfunktionsmatrix.” Sie existiert
genau dann, wenn

|K¢ - (M + L(k))| #0 . (2.123)

Die statische Auslenkung &* infolge einer konstanten Belastung f 148t sich berechnen
zu

T=K'f (2.124)

*Die im Appendix von [8] angegebene ‘frequency response function’ miiite der Matrix nach
Gleichung (2.122) entsprechen. Der Ausdruck scheint aber durch Druckfehler vollkommen entstellt
zu sein, auf einen Vergleich wird deshalb verzichtet.
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kn O
mit K = h .
0 k,

Schreibt man

¢=Hi'=HK'f=HFf , (2.125)
so erhdlt man mit

HK'=H & H=HK (2.126)
die dimensionslose, auf &° bezogene Admittanzfunktionsmatrix H, die einer dy-

namischen VergréBerungsfunktion entspricht. Die Rechenvorschriften entsprechenc
Gleichungen (2.122) und (2.126) werden formal ausgefiihrt:

H = [K% -’ (M + L(k))] 'K

-1

kn(14ign) —w?(m+mpbienn) —w?rpb*cha kn 0

—w?mpbican ka(1+iga) —w?(I+mpblcaa) | \ 0 Ko

Mit den in Gleichungen (2.19) definierten Parametern und den Abkiirzungen

Croi= p(1 +1g8)/@% — (1 + chn) )
o= pler)?(1 + ig,) /&% — 2 + Con
Ca = p(er)*(1 +79a) /&% — (1 ) (2.127
. N w
sowie W= —
Wh }
erhalt man fir H = H (w, k) nach einiger Rechnung den Ausdruck
. 2
B M b (e7)"cho (2.128
Chla — ChaCah

can  (er)*Cn
Die zur Ungleichung (2.123) dquivalente Forderung lautet dabei

Chla — ChaCon # 0 . (2.129
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[st sie verletzt, so ergibt sich im Falle von }# 0 eine rechnerisch unendlich grofe.
im Falle von f=0 dagegen eine unbestimmte Schwingungsamplitude &. Letzterer
Fall entspricht der grenzstabilen Flatterschwingung.

Die vorgestellte Theorie bezieht sich auf allgemeine Querschnitte. Fiir die Luft-
kraftkoeflizienten ¢,,,, sind je nach Profil die potentialtheoretischen Werte nach Ab-
schnitt 2.2 oder gemessene Beiwertfunktionen entsprechend Abschnitt 2.3 einzu-
setzen. Soll die Ddmpfung nicht mittels Dimpfungsverlustwinkel, sondern unter
Annahme viskoser Dimpfung beriicksichtigt werden, so ist dies leicht moglich. Ent-
sprechend den Uberlegungen des Abschnittes 2.2.2.2 sind in den Ausdriicken (2.127)
die Substitutionen

gn = 2wén
vt (2.130)
Ja = 20€, /€

vorzunehmen, wobei £, und &, viskose Dampfungsgrade sind. Beschriankt man dje
Bewegungsmoglichkeit des Systems auf einen Freiheitsgrad, z. B. auf die Vertikal-

verschiebung h, und definiert entsprechend Gleichung (2.125)
. h/b
Hyp = Hpp(w, k) := _/ , (2.131)
h3/b

so kann diese Admittanzfunktion durch den Grenziibergang ¢ — 0o mit & =0 aus
Gleichung (2.128) hergeleitet werden. Man erhilt

: Il p
Hypy = — = - p 2.132
" TG0 T (T ign) — 55+ onn) (2-1522)
bzw. — unter Ansatz viskoser Dimpfung —
Hin E (2.132h)

T (T 2008) — @ + om)

was mit dem Ergebnis von Férsching [35, Gl. (7.90)] iibereinstimmt (Probe)
Mit Hilfe der bezogenen Admittanzfunktionsmatrix H nach Gleichung (2.128)
soll nun die Systemantwort auf eine spezielle harmonische Erregung berechnet wer-

den. Der gleichmiBigen horizontalen Luftstrémung sei ein harmonisches vertikales
Béenfeld

wB(z, t) = pPelt+d) (2.113)

iiberlagert. Diese sogenannte Sinus-Bée wurde in Abschnitt 2.4.2 behandelt. Fiir
die ebene Platte crgibt sich der Erregerkraftvektor am starr angenommenen System
in potentialtheoretischer Rechnung zu

flt) = f8 = Flei (2.133)
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mit }'B:z T pU (C’Be““) —j wP
b

und (Cpe™*) = C(Jo— i) +iJ; .

Die komplexe Funktion Cp = Cp(k) wird niherungsweise durch Gleichungen (2.117)
dargestellt. Bei kleinen Schwingungsamplituden wird Gleichung (2.133) auch fiir
die schwingende Platte gelten, da deren Geschwindigkeit dann klein gegeniiber der
vertikalen BSengeschwindigkeit ist (Arbeitshypothese). Es sei deshalb vorausge-
setzt, daB die so berechneten Stérkrifte den selbstinduzierten Luftkraften superpo-
nierbar sind. Die unter realistischen Bedingungen ebenfalls vorhandenen Horizon-
talbden bleiben ausgeklammert. Ihr Beitrag zur Schwingungserregung in den hier
betrachteten Freiheitsgraden ist bei typischen Auftriebssystemen relativ klein [35]
(konnte aber bei nichtplattendhnlichen Briickenprofilen eventuell von Bedeutung
sein; vgl. [23]). Krafte und Schwingungen in Querrichtung sollen hier nicht betrach-
tet werden. Die Systemantwort wird nach Gleichung (2.125) berechnet zu

P =HK'f"

woraus folgt

B_ UV (CBeik)sz —2(0 + Cha

&8 = . , 2.134)
(b"“’y)2 Ch(a — ChaCoh —2¢Cqn + Ch (

Bezogen auf den maximalen resultierenden Anstrémwinkel wird hieraus

8 =2 _ 1. (Cpe*) ~2atona | (2.135)
€z wB/v k? (hCa — ChaCah —2¢on + Ch

Aufler von der reduzierten Bdenfrequenz k:=wb/v ist dieser Ausdruck auch von w
und damit indirekt von v abhangig. Er gilt fiir die ebene Platte. Fiir nichtplatten-
dhnliche Querschnitte ist es auf den ersten Blick naheliegend, diese Gleichungen un-
ter Benutzung einer empirisch bestimmten Funktion Cg sowie empirisch bestimmter
Luftkraftbeiwerte c,,, zu iibernehmen. Dieser Ansatz entspriche beziiglich Voraus-
setzungen und Tragweite dem in Abschnitt 2.3 diskutierten Verfahren. Nach den
Diskussionen der Abschnitte 2.3.7 und 2.4.3 wiirde jedoch in diesem halbempiri-
schen Verfahren eine einzige Funktion Cp nicht ausreichen. Da der Angriffspunkt
der resultierenden Luftkraft im allgemeinen nicht mehr im vorderen Viertelspunkt
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des Profils liegt, ist der Amplitudenvektor der Gleichung (2.133) zu verallgemeinern
auf

~B

[ =208
f i=mpvet B 1B . (2.136)

pCM

Fiir die Systemantwort folgt hiermit

ik o Cha
= & -2C4 ¢ +CcY : (2.137)
k2 Ch(a — ChaCoah Coh Ch

Die komplexen empirischen Beiwerte CA, CH sowie chn, Chas Cah, Cao sind als Funk-
tionen der reduzierten Frequenz k experimentell zu bestimmen.

Wie bereits angesprochen liegt dem hier durchgefiihrten Konzept — Verkniipfung
der aeroelastischen Admittanzfunktionsmatrix H mit dem Vektor der Béenerre-
gung }'B — die Vorstellung zugrunde, dafl die selbstinduzierten Luftkrifte aus der
Horizontalstrémung und die stoérinduzierten Luftkrifte aus der Vertikalstrdmung in
getrennten Termen erfaBt und superponiert werden kénnen. Einen Hinweis auf even-
tuelle Unzulassigkeit dieser Arbeitshypothese liefern Beobachtungen im Windkanal.
nach denen sich die Stabilitatsgrenze in turbulenter Anstrémung verschiebt. Es wire
zu untersuchen, ob sich dieses Phinomen mit der Theorie hinreichend in Einklang
bringen 14Bt, wenn die rechnerisch benutzten Beiwertfunktionen Cmn in der gleichen
turbulenten Anstrémung ermittelt werden.

Als Bindeglied zum folgenden Abschnitt wird aus Gleichung (2.135) durch den
Grenziibergang ¢ — oo die speziellere Losung flir das nur vertikal verschiebliche
System hergeleitet. Fiir

- - hB/b
Hiy = Hi(w, k) = ijv (2.138)
findet man
2
. HAY '
HB _ _3 . (CBexk) _ 2(035 )(whb) ' (2139)
TR G p(1 +1ign) — ©* (1 + cnn)

Dieser Ausdruck stimmt mit 35, Gl (7.93)] iiberein (Probe). Da Drehschwingungen
ausgeschlossen wurden, gilt er fiir allgemeine Querschnitte, d. h. mit einer potential-
theoretisch (Gln. (2.115), (2.117)) oder empirisch bestimmten Funktion Cr(k).
Die normierten Ausdriicke (2.135), (2.137) und (2.139) reprisentieren den Ein-
fluB der bewegungsgesteuerten Systemkrafte (einschlieBlich der selbstinduzierten
Luftkrafte), aber auch die instationir aufgefate und beschriebene Wirkung einer
vertikalen Sinus-Boe. Man kann sie als bezogene aerodynamisch-mechanische Ad-

Mittanzfunktionen ansehen.
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2.6.3 Zufallsverteilte Béenerregung und Spektralmethode

Die Systemantwort auf eine zufallsverteilte Erregung wird stochastisch berech-
net [20]. Zur Behandlung von stationir-zufilligen Vertikalbéen wB(t) mit Hilfe
der Spektralmethode werden diese vom Zeitbereich in den Frequenzbereich trans-
formiert. Im Rahmen der stochastischen Analyse ist die spektrale Leistungsdichte

+T/2 2
/(wB(t)/v) e~ dt
Spr(w) 1= Jim it e (2.140)

von besonderem Interesse. Fiir diese Funktion wurden empirische Formeln ent-
wickelt, deren Freiwerte in Abhingigkeit von értlichen Bedingungen festzulegen sind
(vgl. [35], [51], [124]). Beschrankt man sich auf die Vertikalverschiebung als einzigen

Freiheitsgrad, so kann deren spektrale Leistungsdichte mit Hilfe der ,, Input-Output-
Relation®

Su(w, v) = |HE (w, v)|*Sus (w) (2.141)

unter Benutzung der Admittanzfunktion nach Gleichung (2.139) berechnet werden.
Die in Gl. (2.139) vorhandene Abhingigkeit von k& muB durch Wahl einer festen

Geschwindigkeit v aufgehoben werden. Der quadratische Mittelwert der Vertikal-
verschiebung

+T/2
hB/)E = Tli_{go%/(hB/b)Zdt (2.142)
—T/2
148t sich dann ermitteln zu
+oo
(hB/b)? = /Sh(w, v)dw . (2.143)

Die Berechnung der weiteren stochastischen ErgebnisgroBen (Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit, Riickkehrperiode etc.) geht von diesem Wert aus, wobei noch eine
bestimmte Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung (z. B. Gaufische Normalverteilung)
zugrundezulegen ist.

Die Reduzierung eines realen linienférmigen Systems auf ein ebenes Ersatzsy-
stem miite von der Annahme vollstindiger Korrelation der Béengeschwindigkeit
in Langsrichtung ausgehen. Diese Voraussetzung wird bei weitgespannten Briicken
nicht erfillt sein, die Berechnung wére entsprechend konservativ. Die Bestimmung
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der aerodynamischen Admittanz linienférmiger Systeme aber wird betrichtlich auf-
wendiger.

Ein dies leistendes und besonders auf Briicken zugeschnittenes. Verfahren gibt
Davenport [23] an. Es stiitzt sich auf den am Teilmodell gemessenen stationiren
Luftkraftbeiwert C4(a). Die selbstinduzierten Luftkrifte gehen in quasi-stationirer
Form als aerodynamische Dampfung in die Rechnung ein, was im allgemeinen auf
stark konservative Ergebnisse fithren diirfte (vgl. [151]). Der Einflu der Horizon-
talben auf die Vertikalschwingungen wird beriicksichtigt.

Das Verfahren wurde von Holmes [51] bei der Untersuchung einer Schragkabel-
briicke (West Gate Bridge) angewendet, dem rechnerischen Ergebnis wurden Mes-
sungen an einem Vollmodell gegeniibergestellt. Die Methode ist inzwischen weiter
verfeinert worden. Die Arbeiten [124] von Soo & Scanlan und [12] von Bjerge et al.
seien stellvertretend fiir neuere Entwicklungen genannt.



Kapitel 3

Die Aeroelastik des
Biege—Torsions—Balkens

3.1 Allgemeines und Uberblick

Es werden die theoretischen Grundlagen fiir die aeroelastische Untersuchung linien-
férmiger Biege-Torsions-Systeme erarbeitet. Auch der allgemeinere Fall nichtaffiner
(Vakuum-)Eigenformen fiir Biege- und Torsionsschwingungen, der sich nicht mehr
auf den bisher behandelten ebenen Fall zuriickfithren 1aB8t, soll damit der Analyse
zuginglich gemacht werden. Die hier dargelegten Untersuchungen haben prakti-
sche Relevanz vor allem fiir Systeme mit plattenihnlichem Querschnitt, da diese zu
gekoppelten Flatterschwingungen neigen (vgl. Kapitel 2).* Die vorgestellten Algo-
rithmen sind Alternativen zu Vollmodellversuchen im Windkanal.

Die klassischen Methoden des Flugzeugbaus gehen von den fiir das differentielle
Balkenelement angeschriebenen Bewegungsgleichungen aus. Das hiermit exakt for-
mulierte Randwertproblem muB im allgemeinen numerisch gelést werden. Die eben-
falls mégliche Behandlung als Anfangswertaufgabe fithrt auf die Formulierung und
numerische Auswertung von Ubertragungsmatrizen. Eine dritte, ebenfalls von den
Differentialgleichungen ausgehende Methode wire die Aufstellung und Auswertung
dynamischer Steifigkeitsmatrizen.

Diese Verfahren werden in ihren Grundziigen entwickelt und fiir Sonderfille
vollstdndig durchgefiihrt. Thre Eignung fiir die hier zu untersuchenden Systeme und
Fragestellungen soll dabei beurteilt werden. Die komplizierte Topologie insbeson-
dere von Schrégkabelbriicken, die relative Gleichférmigkeit ihrer Systemparameter
und die angestrebte rechnerische Okonomie lassen beziiglich aeroelastischer Untersu-
chungen schlieBlich ein anderes Vorgehen — Finite-Element-Methode und Prinzip
der virtuellen Verschiebungen — als giinstiger erscheinen.

*Fiir reines Torsionsflattern, wie es bei Systemen mit nichtplattenahnlichem Querschnitt auftre-
ten kann, ist die Affinitat der Eigenformen ohne Belang. Sein Nachweis kann mit dem vereinfachten
Algorithmus von Abschnitt 2.3.6 oder — noch einfacher — durch einen Flatterversuch am Teil-
modell erfolgen. Ein genauerer Nachweis mit den Methoden dieses Kapitels wire nur hei extrem
grofler Veranderlichkeit der Systemparameter in Langsrichtung erforderlich.
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Es werden zwei Elemente verschiedener Komplexitdt formuliert und die entspre-
chenden Element-Matrizen hergeleitet. Zur Erprobung und zur Beurteilung der
Genauigkeit werden die Elemente zu einfachen Systemen assembliert und die so
ermdglichten dynamischen und aeroelastischen Berechnungen mit den hierfiir an-
gebbaren exakten L3sungen verglichen.

Die hier entwickelten linearen Theorien sind raumliche Verallgemeinerungen der
in den Abschnitten 2.2 und 2.3 beschriebenen Aeroelastik ebener Systeme mit be-
rechneten oder auch gemessenen selbstinduzierten Luftkriften; zentrale Bedeutung
hat das aeroelastische Eigenwertproblem und — spezieller — der grenzstabile Fall
selbsterregter harmonischer Schwingung. Anders als im ebenen Fall bleibt hier dje
Strukturdémpfung bei der Zusammenstellung der angreifenden Krafte zunichst un-
beriicksichtigt. Eleganter ist es, diesen Dimpfungsanteil erst bei Formulierung der
diskretisierten Eigenwertaufgabe formal (z. B. als modale Diampfung) in die Berech-
nung einzubeziehen.

Die fiir Schragkabelbriicken relevante geometrische Steifigkeit — hervorgerufen
durch zeitlich konstante Axialkrafte — geht in die Untersuchungen ein. Torsions-
verwolbung, Querschubverformung und Biegetrigheit dagegen werden angesichts
der hier interessierenden langgestreckten Systeme mit (oft) geschlossenem Profil
vernachlassigt. Auch die Normalkraftverformung bleibt als sekundirer Effekt yp-
beriicksichtigt. Die Untersuchungen beschrinken sich wieder auf im Querschnitt
symmetrische Systeme; die Symmetrieebene ist gleich der senkrechten Fliche durch
die Langsachse. Die Kopplung zwischen Biegung und Torsion ist somit rein aero-
dynamisch bedingt. (Eine spitere Verallgemeinerung auf nichtsymmetrische Quer-
schnitte ist ohne prinzipielle Schwierigkeiten méglich.) Die Balkenachse liege zu
jedem Zeitpunkt in der senkrechten Symmetrieebene (einachsige Biegung).

Mit Anwendung der aerodynamischen Streifentheorie wird eine im wesentlichen
ebene Stromung vorausgesetzt. Die Anstromung sei mehr oder weniger horizontal.

3.2 Methode des differentiellen Gleichgewichts

3.2.1 Differentialgleichungen der Bewegung

Die partiellen Differentialgleichungen eines Biege-Torsions-Balkens mit den gerade
vorgegebenen Besonderheiten lauten

mh + (EJR"Y" — (NB) = —A
+( )" = (NR) 3.0

Ia - (GJya'y = M,

wobei die abkiirzende Schreibweise

(=4 d

=200 (V=) (3.2)
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verwendet wird. Diese Beziehungen ergeben sich durch Zusammensetzen von Glei-
chungen, die in [20] und [35] fiir verschiedene Teilprobleme angegeben werden. Sie
entsprechen den gewdhnlichen Diﬁerentialgleichungen (2.1) des ebenen Systems. Die
in Abschnitt 2.2.2.1 eingefiihrten GréBen wurden ibernommen. Neu erscheint hier
die Laufvariable x (senkrecht zur Zeichenebene von Abbildung 2.1). E steht fiir den
Elastizititsmodul, J fiir das Flachentrigheitsmoment des Querschnitts im Flichen-
schwerpunkt und N fiir eine axiale Zugkraft; G ist der Gleitmodul und Jy ist der

Drillungswide'rstand des Querschnitts. In linearisierter Rechnung ist die Axialkraft
des Balkens ein zeitlich konstanter Systemparameter.

Mit dem Separationsansatz (2.2) fir harmonische Schwingungen und den im Rah-
men der Streifentheorie direkt tibernehmbaren Ansitzen (2.5) und (2.6) fiir die

selbstinduzierten Luftkrifte erhilt man das homogene, gewshnliche und lineare Dif-
ferentialgleichungssystem sechster Ordnung

(EJR")" — (NR') — w? [mh + 7pb(cpnh + chaa)] = 0
(3.3)
= (Gh ') + w? [b%a + 7pb¥(carh + caaa)] = 0

wobei die Weggréfien nun fiir die zeitunabhéngigen Amplituden stehen und A durch
die dimensionslose Gréfie

h:=h/b (3.4)

ersetzt wurde. Die komplexen Luftkraftkoefizienten ¢mn kOnnen nach Kapitel 2
theoretisch oder empirisch bestimmt werden. Sie sind Funktionen der reduzierten
Frequenz k.

Die Gleichungen (3.3) sind das analytische Gegenstiick zum algebraischen Glei-
chungssystem (2.12). Zusammen mit homogenen Randbedingungen definieren sie
eine Ligenwertaufgabe, deren Lésung (fiir vorgegebenes k) auf im allgemeinen kom-
plexe Eigenwerte w? und zugeordnete Eigenfunktionen h(z) und ofz) fihrt. Fir

den grenzstabilen Fall ist wieder reelles w zu fordern; dies ist die Nebenbedingung
fiir die richtige Wahl von k.

3.2.2 Vollstindige Lésung des Randwertproblems

Eine geschlossene Losung der Differentialgleichungen (3.3) wird insbesondere bei
beliebig verdnderlichen Systemparametern nicht méglich sein. Die im Flugzeug-
bau entwickelten numerischen Lésungsmethoden fiir die dort vorkommenden dhnli-
chen Gleichungen benutzen generalisierte Koordinaten und globale Ansatzfunktio-
nen (Vergleichsfunktionen). Mit Hilfe des Galerkin-Verfahrens gewinnt man aus
dem geltenden Differentialgleichungssystem ein algebraisches Gleichungssystem in
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generalisierten Koordinaten, das mit Standardverfahren gel6st werden kann (35].
Die ebenfalls in der Literatur propagierte Anwendung der Lagrange’schen Gleichun-
gen [11] und das Verfahren von Raleigh-Ritz gehen nicht von den Differentialglei-
chungen aus, sondern von zuvor aufzustellenden Energiefunktionalen. Bei gleicher
Wahl der Ansatzfunktionen erhilt man dasselbe diskrete Gleichungssystem wie mit
dem Galerkin~Verfahren. Stetsist die (gegebenenfalls numerische) Auswertung einer
Reihe von Integralen erforderlich, die aufier den Ansatzfunktionen auch Systempara-
meter enthalten. Ansatzfunktionen und Integrationen erstrecken sich iiber das ganze
System, strukturelle Segmentierung wird vermieden. Diese Methoden sind auch hei
der aeroelastische Untersuchung von Hangebriicken bereits benutzt worden | 13]. [95].

Fir Systeme einfacher Topologie aber stark verinderlicher Systemparameter. wie
etwa ein eingespannter Deltafliigel, mogen diese Methoden sehr wirkungsvoll sein.
Anders verhilt es sich bei Schrigkabelbriicken. Sind die Seile nicht gerade sehr fein
verteilt, so wird die Kontinuitit der Balkenverformung durch groBe, konzentriert
angreifende Krifte stark gestért. Die Verformungen lassen sich insbesondere im
Hinblick auf die zu bildenden Ableitungen durch globale Ansatzfunktionen nicht
mehr effektiv beschreiben. Erforderlich erscheint hier eine Unterteilung des Balkens
in Abschnitte ungestérter Kontinuitit. Angesichts der relativ schwachen Versnder-
lichkeit von Querschnittswerten und Axialkraft kann man die Segmentierung dann
auch benutzen zur Darstellung verinderlicher Systemparameter mittels weniger Ab-
schnitte jeweils konstanter Systemparameter. Auf diese Art modellierte Systeme
lassen sich einfacher, eventuell sogar in geschlossener Form berechnen.

Die Vorgabe abschnittsweise konstanter Querschnittswerte und Axialkraft liegt
allen weiteren Untersuchungen zugrunde. Eine vollstindige Lésung der aus den
Gleichungen (3.3) zu entwickelnden gekoppelten Randwertprobleme ist nun zwar
méglich, erscheint aber wegen der in jedem Abschnitt auftauchenden sechs unbe-
kannten Integrationskonstanten dennoch nicht angeraten zu sein. Die Berechnung
der Integrationskonstanten kann umgangen werden durch Rickgriff auf gewisse Pa-
rametermatrizen, die das aeroelastische Verhalten eines Abschnittes allein von den
Réndern her beschreiben und mit deren Hilfe sich die Gleichungen des Gesamtsy-
stems leicht konstrujeren lassen. Dieser Moglichkeit wird in den néchsten beiden
Unterabschnitten nachgegangen.

) Zu.niichst sei hier aber noch die Lésung des Differentialgleichungssystems (3.3)
fur einen interessanten Sonderfall angegeben. Die Systemparameter scien iiber die
L.ange konstant und die Axialkraft gleich null. Fiir die Vakuum-Eigenformen gelte
die Beziehung

aj: a; h’] ) (35)

d.h. die Modi der Torsions- und Biegeschwingungen seien affin zueinander. Diese
Bffsondorheit kann auch in praktischen Fillen exakt oder annihernd gegeben sein.
Mit ¢, =0 (Vakuum) folgt aus Gleichungen (3.3) und (3.5) zunichst




0(4) 0, o
EJ R — &mh; = 0

7 7
) . (3.6)
" o
Macht man fiir die acroelastischen Eigenformen die vollstindigen Ansitze
(2] ° o0 °
h=Zm h; G=quhj ; (3.7)
i=1 =1

so erhalt man nach Einsetzen in (3.3) und unter Riickgriff auf (3.6) das Gleichungs-
system

K

{pj [:Jijm - (m+ 7rpb2chh)} - g; wznpbzcha} h; =0
1

[
1

(3.8)

ot

{—p]-w27rpb4cah+qj [:J?,]-I—w2(l+7rpb4caa)}} }OLJ» = 0.
1

I

7

Da die h; voneinander linear unabhingig sind, muf jedes Reihenglied jeweils
fiir sich verschwinden. Fiir jedes vorgegebene j fithrt die zugeordnete Matrizen—

Eigenwertaufgabe
@m0 m 0 Chh Cha P;
" - W? + 7pb? I=0 (39
0 uoli] I 0 I bZCah bZCaa q;j
deshalb auf nichttriviale Losungen p;, ¢; bzw.
h; =p; h; , a; =q; h; (3.10)

(vom Sonderfall gleicher Eigenwerte sei hier abgesehen). Die Eigenwertaufgabe (3.9)
stimmt formal mit der fiir das ebene Problem angegebenen Gleichung (2.12) iiberein.
Thre Lésung nach Kapitel 2 fiihrt bei vorgegebenem k auf zwei Eigenwerte w? und
zugehérige Eigenvektoren (p;, ¢;)'. Die Losungsfunktionen h; und a; bestehen aus
jeweils nur einem Glied der Reihen (3.7) und sind affin zu den Vakuum-FEigenformen.
Sie bilden in ihrer Gesamtheit ein vollstindiges Funktionensystem, andere (d.h.
nichtaffine) Lésungen gibt es deshalb nicht.
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Man verifiziert leicht, daf8 die Definitionen (2.19) der Parameter des ebenen Sy-
stems fiir die Losung der entkoppelten Eigenwertprobleme (3.9) tibernommen wer-
den koénnen. Die Frequenzparameter sind dabei lediglich zu indizieren. Mit den
Gleichungen (2.3) wurden Dampfungsmafle definiert, die ebenfalls indiziert in Glei-
chung (3.9) nachtriglich eingesetzt werden kénnen; sie entsprechen hier modalen
Dampfungen (vgl. Abschnitt 3.3.5). MaBgebend fiir den Flatternachweis werden oft
die (Vakuum-)Modi mit den niedrigsten Eigenfrequenzen (j=1) sein. Die schon in
Kapitel 2 durchgefiihrte Abbildung des kontinuierlichen Systems der Tacoma—Briicke
auf ein ebenes Ersatzsystem (Generalisierung) ist hiermit theoretisch begriindet.

Auf die oben formulierten Bedingungen (konstante Systemparameter etc.) kann
teilweise verzichtet werden. So lassen sich die Gleichungen (3.8) unter Benutzung
entsprechend verallgemeinerter Gleichungen (3.6) ohne jede Einschrinkung herlei-
ten. Erst die weitere Argumentation verlangt Unverdnderlichkeit der verbleibenden
Querschnittswerte m, I, b sowie der Luftkraftkoeffizienten und damit der W indge-
schwindigkeit.

3.2.3 Behandlung als Anfangswertaufgabe

Unter der Voraussetzung konstanter Systemparameter kann das Gleichungssystem
(3.3) auf die Form

R _yp"_ 4 h—apa = 0
hh ha ((}11)

o - aath—a,a = 0

gebracht werden, wobei gilt

— (3.12a)

J

und

1
App 1= wgﬁ(m + mpb¥cnn)

(3.12b)
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Der verallgemeinerte Verschiebungsvektor wird definiert zu

z:=(h, k', K", " o, o)7 . (3.13)

Die Gleichungen (3.11) kénnen dann auf das sechsdimensionale lineare Differential-
gleichungssystem erster Ordnung

2 = Bz

(3.14)
mit der von r unabhingigen Matrix
0 1 0 0 0 o
0 O 1 0 0 o
0 0 0 1 0 o
B := (3.15)
ap, 0 v 0 ap, O
6 0 0 0 0 1
K agh 0 0 0 a,y O
iiberfihrt werden. Dessen an die Anfangsbedingung
zo:=z|__, (3.16)
angepafite Losung lautet
z = Ux Z0 (317)
mit
_ Bz _\-1 n 1 p2.2 3.18
U,=e¢ .—gm(Ba:) =E+Bz+ ;B +... (3.18)

(E ~ sechsreihige Einheitsmatrix)

(formales Vorgehen entsprechend [156]), wie man durch Einsetzen bestatigt. Die
Spalten der Matrix U, sind ein spezielles Fundamentalsystem von Losungen, U.
ist eine Ubertragungsmatrix. Wahlt man z gleich der Segmentlange [, so ﬁbfertrégt
die zugehérige Matrix U, die Anfangsbedingungen zo auf den verallgemeinerten
Verschiebungsvektor am Segmentende z;.

Die in Gl. (3.18) definierte Matrix U, bzw. U, ist mit Kenntnis der Eigenwerte
der Matrix B (fiir fest gewahlte w und k) in geschlossener Form angebbar [157].
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Praktikabler sind Naherungsverfahren wie etwa die direkte Anwendung der Reihen-
formel (3.18) mit Abbruch nach wenigen Gliedern [156]. Fithrt man dies formelmafig
durch, so erhilt man Parametermatrizen in geschlossener Darstellung. Die in [133]
angegebene und benutzte aeroelastische Ubertragungsmatrix mag auf diesem Wege
gefunden worden sein.

Bei der Ubeltragung der Anfangsbedingungen (Balkenanfang) auf den verallge-
meinerten Verschiebungsvektor am anderen Systemrand (Balkenende) gehen die
Ubertragungsmatrizen aller Balkensegmente und die Zwischenbedingungen in die
Rechnung ein. Unter Benutzung der Randbedingungen erhélt man das Gesamtglei-
chungssystem.

Die Methode wurde — ohne Beriicksichtigung der Axialkraft — bereits zur aero-
clastischen Berechnung einer Schrigkabelbriicke angewendet, wobei die Modellie-
rung der Seile durch entkoppelte Einzelfedern erfolgte und nur der Versteifungstrager
betrachtet wurde [133, Beispiel 4]. Das untersuchte System war somit reihenartig.
seine Topologie einfach zusammenhangend. Fiir die Untersuchung der hier ins Auge
gefaBten komplexeren, mehrfach zusammenhingenden Systeme aus Balken, Seilen
und Pylonen ist die Methode der Ubertragungsmatrizen rechenpraktisch weniger
gut geeignet [20] und wird deshalb nicht weiter verfolgt.

Ubrigens fithrt eine Nachrechnung von [133, Beispiel 4] mittels der hier spiter
dargelegten und sorgfiltig erprobten FE-Methode auf betrachtliche numerische Dis-
krepanzen (bis zu 16 % in den Vakuum-Eigenfrequenzen, bis zu 10% in den kriti-
schen Windgeschwindigkeiten). Dies beruht méglicherweise auf einer grundsitzli-
chen Schwiche dieses Losungsverfahrens: Die Herleitung einer geschlossen formulier-
ten U l)ortragungsmatrlx erfordert Vernachlassigung gewisser Anteile — etwa durch
Abbruch einer Reihenentwicklung nach wenigen Gliedern. Angesichts der mathe-
matischen Kompliziertheit des hier betrachteten Problems ist der EinfluBl der dabei
in Nauf genommenen Fehler zunichst schwer absehbar und kann die Konvergenz
des Verfahrens beeintrachtigen. Eine allgemeln bekannte Schwiche des V('rfahren\
der Ubertragungsmatrizen ist auferdem seine numerische Instablitit bei Rechnung
iiber viele Felder [16].

3.2.4 Losung mit dynamischen Steifigkeitsmatrizen

Im Rahmen statischer Berechnung leisten Steifigkeitsmatrizen die Transformation
der Randverschiebungen eines Systemabschnittes oder -elementes in zugeordnete
Randkrifte. Unter Beschrankung auf Schwingungen entsprechend dem Separati-
onsansatz (2.2) ist dieses Konzept auf die Dynamik ﬁbertragbar man spricht von
dynamischen Steifigkeitsmatrizen [20]. Diese sind —— wie die gerade besprochenen
dynamischen Ubertragungsmatmzen — abhéngig von der Frequenz w. Die Beriick-
sichtigung der selbstinduzierten Luftkrafte fithrt in beiden Fallen auf die zusitzliche
Abhangigkeit von der reduzierten Frequenz k. Es handelt sich um zweiparametrige
Parametermatrizen. Ubertragungs und Steifigkeitsmatrizen sind eng miteinander

verwandt; sie lassen sich durch Matrizenoperationen ineinander iiberfiihren (hier

nicht weiter verfolgt, vgl. aber [29, §9.3.3]).
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Ein Vorteil der Steifigkeitsmatrizen ist es, dafl sich aus ihnen durch einfaches Ad-
dieren in den Knotenpunkten leicht die Gesamtgleichungen auch komplexer Systeine
konstruieren lassen (direkte Steifigkeitsmethode)

Die Herleitung der dynamischen Steifigkeitsmatrix des aeroelastischen Biege-
Torsions—Balkens konstanten Querschnitts unter konstanter Axialbelastung wird
nun in ihren Grundziigen entwickelt. Aus dem Gleichungssystem (3.11) gewinnt

man durch Differenzieren und Einsetzen zunichst die lineare Differentialgleichung
sechster Ordnung

h(s) - (aaa + V)h(4) - (ahh - Vaaa)h” + (ahhaaa - ahaaah)h =0 . (31())

Der Exponentialansatz

h =€ (3.20)
fithrt auf die Bestimmungsgleichung dritten Grades
(52)3_ (aaa + V)(S2)2~— (ahh - Vaﬂra)(s2) + (ahhaao - ahaaah) =0, (;21)

aus deren drei Wurzeln (s?), , ; man sechs Losungen fiir s erhélt (die iibrigens gleich

den Eigenwerten der in Gl (3.15) definierten Matrix B sind). Es gelten also die
Zusammenhange

81, 84 = —5y
w, k = apn, Ghos Gahs Gaa = (5°),,, = 82, 85 = —5 (3.22)
83, S¢ = —S3 .
Die vollstindigen Lésungen lauten
3
h= Z (Cajest + ije_sfz)
=1
(3.23)
3
o= Z tj (Cajes’r + ije_s’x)
i=1
mit
1 TR
l; = — (rjs? - ahh) ; r;= s? -V . (3.21)

Aho
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Im Gegensatz zum Ausdruck (3.13) enthalt der zu

ho
b
v o= | 20 (3.25)
h,
!
!
&7
definierte verallgemeinerte Verschiebungs- ko' N
vektor keine hoheren Ableitungen, be- a0 — <\l W R,
. . . . 1
zicht sich aber statt auf einen (beliebigen) — x
Schnitt nun auf die beiden Elementrander i
(vgl. Abbildung 3.1). Im Blickpunkt steht Mo ! ’l
wieder das Randwertproblem, wobei aber Mo —> ¥ | —# )—» My
: . . vy
die Berechnung der vollstandigen Lésun- So s M
gen und damit der Integrationskonstanten
umgangen werden soll. FaBt man letztere Abb. 3.1: Kraft- und WeggriBen
zZusaminen zu am Balkenelement
Cal
Ca2
C.
o= s (3.26)
Ch
Che
Chs

so kénnen die Verschiebungen dargestellt werden als
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Die Transformationmatrix lautet
1 1 1 1 1 1
S S2 83 —81 —382 —S83
t t t t t t
V = ' ’ i ! : ? (3.28)
Uy U ug (0 Uz us
S1Uy  SqUa  S3uz | —8& Uy —Sally —Salla
t1u1 tgllg t3u3 tl'l_tl tats t3ﬂ3
mit
uj = et a; =e W, (3.29)
Der Vektor der Randkrifte wird gemafB
%So hy — vh
Mo —hg
M, —Kkal
f = © =EJ|—2— ; (3.30)
%Sl —h!' +vhy
%k[l h!
M” ICQ?
mit
L= G (3.31)
" EJ

und den Bezeichnungen nach Abbildung 3.

bungsgroBen dargestellt. Er steht deshalb mittels

f = Fc .

1 als Funktion der Randverschie-

(3.32)

ebenfalls mit den Integrationskonstanten in Beziehung. Die Transformationsmatrix

lautet
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r18; 383 383 —r181 —T2s2 7383
—s? —s2 T —s? —s3 ~s3
Foe By —Kl18) —kitsy —kizsz| Khs K282 Klass 33
—T181Uy —T38ug —T3s3Us| T151% T282il2 T383U3
s2uy su, stus stay s21, s3us
Ktysiuy Kigsyug Kizssuz|—kKil1s1lly —Ki282Uy —K E383li3
Aus Gleichung (3.27) folgt
c = V-ip (3.31)

Setzt man dies in Gleichung (3.32) ein, so sind die Integrationskonstanten eliminiert.

und man erhilt schlieBlich

f=Kv . (3.35)
mit
K =Fv— | (3.36)

Hierbei ist K die gesuchte dynamische Steifigkeitsmatrix. Die mit ihr durchgefiilr-
ten Berechnungen sind (im Rahmen der getroffenen Voraussetzungen) exakt.

Eine formelmaBige Durchfiihrung der Rechenvorschrift (3.36) erweist sich leider
als auBerordentlich aufwendig. Durch die hier getroffene Wahl der Ansatzfunktion
und die gewahlte Formulierung der Kraft- und Verschiebungsvektoren haben die
Matrizen F' und V allerdings spezielle innere Strukturen, die cine formelmaBige
oder auch numerische Berechnung von K erleichtern kénnen. Hierauf soll kurz
eingegangen werden.

Mit den in den Gleichungen (3.28) und (3.33) schon angedeuteten Partionierungen

kann man schreiben

‘/aa ‘/ab ‘/:m EQ‘/aa
V = = _
‘/ba ‘/bb VzaU EQVaaU
(3.37)
Faa Fab Faa _E:Faa
F = = B
Fbu be —FaaU EzFaaU
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mit
1 11 7181 T282 383
Vaa := | 81 82 83 , Fo:=FEJ —s? —s3 —s2
tl t2 t3 —Ktlsl —Ki989 —ICt3S3
Uy 0 'l_ll 0 0
U := 0 U9 0 y U = 0 Us 0
0 0 U3z 0 0 Uz
1 0 0
sowie E,:=10 -1 o
0O 0 1

Es gelten die Beziehungen
U'l=U ; E*=FE, .

Die Matrix V' 148t sich zerlegen in

o0 E,\ . {U o0
Vv

V =
E 0 0 FE

mit der blockweise symmetrischen Matrix

137

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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Die Inversion der Blockmatrix V nach [157] fiihrt auf die ebenfalls blockweise sym-
metrische Matrix

Pl | Nee N (3.43]

Ny, Ny
mit

Nﬂﬂ = Nbb = (‘{xa"‘ Ea‘/aal_]‘{m_lEz‘{mU)_lz (‘/aa— ‘/bb‘{la—l‘/bb)_l
(3.11)
-1

Nab = Nba = (EQ‘{:aU - VmU‘{m_lEa‘{m)‘—l: (‘/bb— ‘/ba‘/ua_lvab) 5

und fiir die dynamische Steifigkeitsmatrix findet man schlieBlich

Faal-J _EzFaa NabEz Nua
K := : (3.45)

~1;11111 EzFaaU NauEa Nab

Der gerade aufgezeigte Algorithmus bringt eine betrachtliche Rechenerleichterung.
da alle rechenintensiven Operationen (einschlieflich Inversion) mit dreireihigen statt
sechsreihigen Matrizen durchgefiihrt werden.

Von einer weiteren formelmiBigen Durchfithrung wird hier aber abgesehen. da
die entstehenden Terme nun schnell unhandlich werden und sich im weiteren Ver-
lauf der Rechnung auch nicht mehr wesentlich vereinfachen lassen. Dies zeigte ein
entsprechender Versuch mit Hilfe eines algebraischen Computerprogramms. Gegen
eine geschlossene Darstellung spricht auch der Umstand, daB die hier eingehenden
Wurzeln s; mit Gleichung (3.21) nur implizit gegeben sind. Eine programmgesteu-
erte numerische Berechnung von K fiir vorgegebene Parameter w, k wire dagegen
relativ einfach méglich. Da dies aber fiir simtliche Elemente und wegen der erforder-
lichen Iterationen fiir eine Vielzahl von Parametersitzen zu erfolgen hitte, scheint
der Aufwand immer noch recht hoch zu sein. Dies ist der Preis fiir eine exakte
Losung.

Es sei darauf aufmerksam gemacht, daB die Beriicksichtigung der geometrischen
Steifigkeit — hervorgerufen durch konstante Axialkrifte — weder hier noch bei der
Berechnung der ["Jbertragungsmatrix einen nennenswerten Mehraufwand erforderte.
Die rechnerischen Schwierigkeiten entstehen erst aus der Beriicksichtigung bewe-
gungsinduzierter Luftkrafte.

Unter Verzicht auf die bisher angestrebte Allgemeingiiltigkeit ist das Problem
auch analytisch wieder sinnvoll ldsbar: LiBt man die Luftkrifte auBer Betracht.
so entfallen die Kopplungsglieder im Differentialgleichungssystem (3.3) bzw. (3.11).
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das somit in zwei Einzelgleichungen fiir Biegung und Torsion zerfillt. Es sei hier

nur die Biegeschwingung betrachtet. Die zugehdrige Differentialgleichung 148t sich
in der Form

AW 4 211Q2R" — Q2h = 0 (3.46)

schreiben, wobei die Abkiirzungen

[ml4
Q:=w o7 (3.47)

fiir die dimensionslose Frequenz und

I vi? _ N m 3
20T 2mwV EJT (3.48)

fiir die bezogene Druckkraft eingefiihrt werden. Der Exponentialansatz
{3.20) fihrt auf die quadratische Bestimmungsgleichung

2110 02
()" + = (%) - =0, (3.49)

deren Losungen sich explizit zu

Sy = Z(,Q y S = 1/)
(3.50)
83 = —Z(,D , S84 = —’(/)
mit
p:=0/1 ; ¢ = /QA+TI)
(3.51
=/l U= /Q(A -T)
und

A= VIFIE (3.52

angeben lassen. Eine nun vorteilhafte Darstellung der allgemeinen Losung laute
(vgl. [20])

h = Cysinpzr + Cycos pr + Cysinhypz + Cycosh px . (3.53
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Die neudefinierten Verschiebungs- und Kraftvektoren

S B — b

M, —hy

.f = 0 = FJ 0 (3
S, R 4 b

M, %

ot
[}

werden gemiB Gleichungen (3.27) und (3.32) mit dem Vektor der Integrationskon-
stanten

(3.56)
in Bezichung gesetzt. Die zugehorigen Transformationsmatrizen lauten
0o 1 0 1
¢ 0 v 0
(3.57)
s ¢ S C
wec —ps YC PS
—py? 0 o 0
0 p? 0 —1p?
, (3.58)

oyPle —ppls —p*PC —p*PS
—pts  —plc  Y?S P2:C
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wobet abkiirzend

s:=sin®

R S :=sinh ¥

(3.59
c:=cos P

, C := cosh ¥

gilt. Ein Vergleich mit [20, § 20-6] ergibt f]bereinstimrmmg beziiglich V', jedoch Dis
krepanz beziiglich F. Die Abweichung ist darauf zuriickzufiithren, dafl die Autore
die hier in Gleichung (3.55) mit v behafteten, aus der Axialkraft resultierenden An
teile nicht berticksichtigen, obwohl dies nach ihrer Gleichung (20, (17-9)] erforderlic:
ist. Die Auswertung der Matrizen nach (20, § 20-6] fithrt auf eine nichtsymmetrisch

Steifigkeitsmatrix, was wegen der Annahme richtungstreuer und konstanter Normal
kraft (konservatives Problem) nicht korrekt ist.

Fiir Definition und Berechnung der dynamischen Steifigkeitsmatrix K kénnen di

Gleichungen (3.35) und (3.36) direkt iibernommen werden. Fine Auswertung diese
Gleichungen erfolgte fiir die Matrizenelemente

K3 := %ﬁ“) ) K3y = %’;;)
(3.60
Man findet nach lingerer Rechnung
Ko = Koy = _EJsS+1(1-c0) (3.62

2 (1—-cC)—1sS

EJ WsC — &cS
( = _— A . 3.63
Kas [ (1=cC) = Tis5 (

Die hier méglichen und formal vereinfachenden Substitutionen

OsC + WS =  R(Zsinz)
—_— = —(zsi
UsC — &cS S (zsin z) (3.61
sS+II(1 —cC) = S[A(1 —cosz2)]
(1-cC)—TsS = RA(I = cosz)] J
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mit

z = ; 2A0 = |z|?
O +i¥ = |2 (3.65)

Ai=14411; MeR = A=|[}

deuten darauf hin, da sich die ganze Herleitung durch konsequente Anwendung
komplexer Arithmetik noch vereinfachen lieBe (hier nicht weiter verfolgt). Die Be-
ziehung (3.62) z. B. kann nun auch in der kiirzeren Form

Ky = K5 = _%{Qtan{arg [A(1 — cos 2)]} (3.62a)

geschrieben werden.

Fiir IT = 0 erhilt man aus den Gleichungen (3.61) bis (3.63) die dynamischen Stei-
figkeitsfunktionen des Biegebalkens ohne Axialbelastung, wie sie z.B. von Clough
& Penzien [20] angegeben werden (Probe).

Der G renzitbergang (1 — 0 fithrt auf die statischen Steifigkeitsfunktionen

2
N3, = N————l/——‘— (3.66)

—Ttan(’y/Q) —v/2

1 tan(vy/2)

1\", = K3 == —_— 36’—
3= M = 5N en(/2) - /2 (3.67)
, 1. 1/tany—1/v )

K, = Ly 3.68
i 2" tan(v/2) — /2 (3.65)

mit

—_ 2
v o= \/-—-Vlz = Nl . (369)

Im Falle einer Druckbelastung (N < 0) kénnen sie in rein reeller Rechnung ausge-
wertet werden. Unter der Annahme kleiner Axialbelastung (d. h. |y| < 1) lassen sich
diese Funktionen in die entsprechenden Elemente der FE-Steifigkeitsmatrix (3.81)
iiberfiihren (Probe). Die Ausdriicke (3.67) und (3.68) entsprechen den in {29] ange-
scbenen Korrekturfunktionen nach Theorie II. Ordnung (Weggréfenverfahren der
Statik) und lassen sich mit diesen zur Deckung bringen.
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3.3 Finite Elemente &
Prinzip der virtuellen Verschiebungen

3.3.1 Allgemeines

Ein gutes Rechenverfahren sollte nicht nur genau, sondern auch anpassungsfihig
und schnell sein. Die bisher aufgezeigten Losungswege erfiillen jeweils hchstens zwei
dieser drei Forderungen. Wie sich zeigt, fiihrt die nun angewendete Finite-Element-—
Methode (FEM) beziiglich der hier zu untersuchenden Systeme auf einen optimalen
Algorithmus. Die zwecks Genauigkeit geforderte Segmentierung des Gesamtsystems
und die Zuléssigkeit abschnittsweise konstanter Systemparameter kommen der FEM
grundsatzlich entgegen. Durch einfaches Addieren in den Knotenpunkten lassen sich
die Matrizen der Element-Randkrifte leicht zu den Bewegungsgleichungen auch
komplexer Systeme zusammenfassen (direkte Steifigkeitsmethode).

Das gilt zwar ebenfalls fiir die schon diskutierte Lésung mit dynamischen Steifig-
keitsmatrizen, die im weiteren Sinne ja auch eine FEM ist; der dort auftretende
Nachteil soll hier aber vermieden werden. An die Stelle der fiir jeden Parametersatz
w, k neu zu berechnenden Parametermatrix treten zwei konstante Matrizen (Stei-
figkeit, Masse) und eine verinderliche Matrix (Luftkraft), die in einfacher Weise nur
noch von der reduzierten Frequenz k abhéngt und in geschlossener Form dargestellt
werden kann. Fiir vorgegebenes k kann die aeroelastische Berechnung selbsterreg-
ter Balkensysteme damit auf eine lineare Matrizen-Eigenwertaufgabe (im Sinne von
[157]) zuriickgefiihrt werden. Die Eigenwerte w? fithren auf die Kreisfrequenzen «.

Diese Vereinfachung wird méglich durch die Einfithrung einer begrenzten Anzahl
von lokalen (d. h. fiir das Element definierten) Ansatzfunktionen, deren Linearkombi-
nationen sich den exakten Eigenformen annihern kénnen. Die zugehdrigen generali-
sierten Koordinaten entsprechen den Verschiebungen in den Element-Randpunkten.
Der mit diesem Vorgehen verbundene Genauigkeitsverlust ist bei geschickter For-
mulierung und Assemblierung der Elemente gering. Von Vorteil ist dabei, daB sich
praktisch relevante Berechnungen auf die ersten Eigenwerte beschrinken kénnen.

Fir die Herleitung der Elementmatrizen (und damit indirekt der generalisierten
Bewegungsgleichungen) kommen verschiedene Méglichkeiten in Frage. Dem Prinzip
der virtuellen Verschiebungen (PVV) — das in Verbindung mit dem Prinzip von
d’Alembert den bisher betrachteten differentiellen Gleichgewichtsbedingungen vollig
aquivalent ist — soll wegen seiner Durchsichtigkeit und Einfachheit hier der Vorzug
gegeben werden.

Im Rahmen einer exakten Lésung miifite es fiir beliebige, d.h. unendlich viele
virtuelle Verschiebungen erfiillt sein. Dies kann nicht mehr gewihrleistet werden.
Immerhin wird dem PVV aber fiir eine begrenzte Anzahl virtucller Ansatzfunktionen
(die vereinfachend gleich den Ansatzfunktionen fiir die wahre Verschiebung gewahlt
werden) Geniige getan. Auch die Gleichgewichtsbedingungen sind damit nicht mehr
punktweise exakt, wohl aber im Sinne eines integralen Mittels erfiillt [5].”

"Die Konvergenz des Verfahrens, d.h. die Mdglichkeit einer beliebig guten Anniherung an das
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Abb. 3.2: Kraftgréfien am Balkenelement

Zur flexiblen Anpassung an die zu untersuchenden Strukturen werden zwei ver-
schiedene Elemente entwickelt. Eine Leitidee war hierbei, die Modellgenauigkeit
beziiglich Biegung und Torsion méglichst ausgeglichen zu halten und so das Verhilt-
nis zwischen numerischem Aufwand und Gesamtgenauigkeit zu optimieren. Die bei-
den Elemente unterscheiden sich lediglich beziiglich der Torsion. Das aufwendigere
hat hierfiir drei statt zwei Ansiatze und fithrt im allgemeinen zu einer im obigen
Sinne ausgeglicheneren Modellierung. Das einfachere Element dagegen ist vorzuzie-
hen, wenn aus strukturellen Griinden — z. B. durch die Seilangriffspunkte — eine
so starke Segmentierung vorgegeben ist, daB schon die einfacheren Torsionsansitze
ausreichende Genauigkeit gewihrleisten.

Beiden Elementen liegt die Annahme konstanter Querschnittswerte und Axial-
kraft zugrunde. Die in Abb. 2.1 definierten Parameter werden (bis auf kf und ¢)
ibernommen; die Laufvariable z steht dort senkrecht zur Zeichcnebene. AuBerdem
gelten die Definitionen von Abschnitt 3.2.1. Es werden die in Abbildung 3.2 an-
gegebenen KraftgroBen f; und gleichsinnige WeggréBen é; benutzt. Die Kraft- und
Wegvektoren werden definiert zu

1 ho h \
6, hy fa
so= | B, fo= fa (3.70a)
sl |m %
85 Qo fs
be Qi fe

exakte Ergebnis durch Steigerung der Feinheit der Modellierung, ist hiermit heuristisch begriindet.
Die numerischen Rechnungen lieBen keinen Zweifel an der Konvergenz aufkommen. Angesichts der
Nichtkonservativitat der Luftkrafte allerdings ware ein exakter Beweis wiinschenswert.
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fiir Element I und
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fs
o
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(3:70b)

fir Element II. Die Ansatzfunktionen v; sind Polynome, die zwischen den Randver-
schiebungen interpolieren: Sie nehmen fiir jeweils eine Randverschiebung den Wert
eins, fiir alle anderen den Wert null an. Hieraus ergibt sich ihre Zuordnung zu den §;.
Der Knotenpunkt in Feldmitte von Element IT wird beziiglich Torsion ebenfalls als
Randpunkt angesehen.

Als Ansétze fiir die Vertikalverschiebung (Biegung) werden fiir beide Elemente

die iiblichen Hermite-Polynome

P = 1 —36%2426

by = 3% -28°

by = (£-282+8)1

e = (=& + &)1
mit

¢:=1z/l

(3.71)

(3.72)

verwendet [20]. Als Verdrehungsansitze (Torsion) fiir Element I kommen nur die
linearen Funktionen

W= 1-¢

e = ¢
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in Frage. Die Einfithrung eines weiteren Rand- bzw. Knotenpunktes beziiglich Tor-
sion in Feldmitte fiir das verfeinerte Element II ergab sich aus zwei Uberlegungen:
Eine Verwendung der Ableitungen o}, o} — entsprechend dem Vorgehen beziiglich
Biegung — involviert die Torsionsmomente an den Rindern; das hiermit entste-
hende hybride Element ist weniger leicht ins Gesamtsystem einzufiigen. In dem hier
geltenden Differentialgleichungssystem (3.11) erscheint A bis zur vierten, a aber nur
bis zur zweiten Ableitung; die Verdrehung ist deshalb anspruchsloser beziiglich der
Giite von Ansitzen und wird sich schon mit quadratischen Interpolationsfunktionen
— gestiutzt auf drei Punkte — ausreichend genau beschreiben lassen. Die Verdre-
hungsansitze (Torsion) fiir Element II lauten dann

¢,é1 — 1_3€+2£2
YE = 4 — 4 (3.74)
e

Alle berechneten Elementmatrizen sind untereinander konsistent, d.h. mit jeweils
denselben Ansitzen ermittelt. Die hier entwickelten Elemente eignen sich gleicher-
mafen fiir die Modellierung von Versteifungstriger und Pylonen.

3.3.2 Element-Steifigkeitsmatrizen
Die Element-Steifigkeitsmatrizen k stellen gemaB
fs = k& (3.75)

eine lineare Beziehung zwischen den Randverschiebungen und den aus der Element-
steifigkeit herriihrenden Randkriften her. Eine Partionierung entsprechend den De-
finitionen (3.70a, b) fithrt auf

khh khcx
k= . (3.76)
kah ) L

Fiir die Elemente der Matrix k gilt

by = B30 (3.77)
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dabei ist fsi; die Randkraft am Orte i infolge der Verschiebung 6;1;. Bet einer

zusitzlichen, virtuellen Verschiebung 66,4); betrigt die von der (8uBleren) Randkraft
fsij geleistete virtuelle Arbeit

SWy = 6(5,‘f5,’j .

(3.78)
Die virtuelle Arbeit der (inneren) elastischen Reaktionskrifte betrigt dabei
! !
Wi = —858; [ BIuy de - s, [ oy da
0 0
im Falle von Biegung [20] und b (3.79)

{
SWpe = —86:6; / Gy, do
[¢]

7

bei Torsion. Gemischte Glieder werden unter den getroffenen Voraussetzungen ver-

schwinden (Biegung und Torsion elastisch entkoppelt). Aus der Forderung ver-
schwindender virtueller Gesamtarbeit folgt

1 4
K = /0 EJyy! de + / Ny de
0

{
kf’f:/ Gy ¥ dz (3.80)
4]

sowie

ha __ joah _
kija_kij —0. 7/

Diese Ausdriicke sind fiir konstante Systemparameter auszuwerten. Fiir beide Ele-
mente ergibt sich (vgl. [20])

6 —6 31 3l 36 —36 31 3l

oBJ| -6 6 —31 —31 -36 36 —31 —3l
KM = —3 X . (3.81)

31 —31 212 2| 300 3 31 42 -p

31 —31 12 9p 31 —31 -2 47

Fir Element I findet man

G 1 -1
L \-1

ac __
koo =
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und die Ansatzfunktionen fiir Element II fithren auf

7 -8 1
ao GJ,
kip==21 g 16 -8 | . (3.83)
3l
1 -8 7

Fir beide Elemente gilt ferner
khe = pan _ g (3.84)

Die angegebenen Submatrizen werden gemi8 Gleichung (3.76) zu vollstandigen
Element—Steiﬁgkeitsmatrizen zusammengesetzt. Fir beide Elemente sind dies we-

gen Gleichung (3.84) Blockdiagonalmatrizen.

3.3.3 Element—Massenmatrizen
Die lineare Transformation

fi =mé (3.83)
der Randbeschleunigungen in die aus der Massentragheit des Elements resultieren-
den Randkrifte wird geleistet durch die Element-Massenmatrix

mhh mha

— (3.86)

mah moe
(Partionierung wie vorher) mit den Elementen

mi; o= I (3.87)

Dabei ist f;; die Randkraft am Orte i infolge der Beschleunigung &;%;. Unter
Anwendung des Prinzips von d’Alembert fithrt das PVV in hnlicher Weise wie

zuvor nun auf die Ausdriicke

1
m?}‘:/ mayp; de
0

!
mi® = / Ipap; dx (3.88)
0
m"}" mf'jh =90 J
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Auch eine Trigheitskopplung zwischen Biegung und Torsion ist also unter den ge-
troffenen Voraussetzungen ausgeschlossen. Die Auswertung der Integrale erfolgt fiir
konstante Systemparameter. Fiir beide Elemente ergibt sich (vgl. [20])

156 54 221 -13l

o ml| 54 156 131 —201
=20 . (3.89)

221 131 4?7 -3

~131 =221 317 4}*

Fiir Element I erhilt man weiter

mgm = 2 , (3.90)

4 2 -1
aa Il
mi = =5 2 16 2| . (3.91)
-1 2 4

Fiir beide Elemente gilt

mh* = met =0 ; (3.92)

die gemaB Gl. (3.86) zusammengesetzten vollstindigen Element-Massenmatrizen
haben wiederum Blockdiagonalstruktur.

3.3.4 Element—Luftkraftmatrizen

Den bewegungsinduzierten Luftkriften entsprechen Randkrifte, die sich ebenfalls
als lineare Transformation der Randverschiebungen darstellen lassen sollten. Nach
den Erkenntnissen des Kapitels 2 ist eine derartige Formulierung zumindest fiir den
ebenen Fall tatsichlich moglich.

Das Konzept der aerodynamischen Streifentheorie erméglicht die Ubertragung
dieser Erkenntnisse auf linienférmig raumliche Elemente und Systeme. Hierbei wird
angenommen, daB das Strémungsgeschehen in jedem Schnitt senkrecht zur Struk-
turachse unbeeinflufit von den Nachbarschnitten bleibt, riumliche Querstrémungs-
effekte also vernachlissigbar klein sind (ebene Strémung). Die Streifentheorie liefert
erfahrungsgemaf selbst fiir stark gepfeilte und relativ gedrungene Tragfliigel gute
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Ergebnisse [35]. Fiir eine Briicke mit ihrem zumeist langgestreckten, unveranderli-
chen Profil ist von der aerodynamischen Kontur her die Ubernahme dieses Ansatzes
deshalb voll gerechtfertigt. Eine nennenswerte Dreidimensionalitdt der Strémung
kann sich hier nur aus der Struktur des natiirlichen Windes ergeben. Letzteres ist
aber fiir das Flatterverhalten wohl ebenfalls von untergeordneter Bedeutung und
bleibe in dieser Arbeit unberiicksichtigt.
Im Interesse einer eleganten rechnerischen Durchfithrung wird die Untersuchung
gemiB
8(t)y=6e .  LeR (3.93)

auf harmonische Schwingungen konstanter Amplitude eingeschrankt. Verallgemeine-
rung auf w € C oder sogar auf beliebige Bewegungen ist nach den Abschnitten 2.2.5.4
und 2.4 zwar mdglich, hier aber nicht von Interesse. Es wird angesetzt

Jo = -W’aé . (3.91)

Die Element-Luftkraftmatrix

a = (3.95)

besteht dann aus den Koeffizienten

1 fri;
Ay = —‘FTJJ . (396)

Dabei ist fi;; die aus Strémungskriften resultierende, in den bisher angegebenen
Elementmatrizen noch nicht beriicksichtigte Randkraft am Orte 7 infolge der Ver-
schiebung é;¢;. Da die Luftkréifte nicht nur von der Verschiebung (und der Beschleu-
nigung), sondern auch von der Geschwindigkeit abhdngen, sind die a;; komplexe
Gréflen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird gesetzt

66, € R, beR . (3.97)

Die bei der virtuellen Verschiebung §6;3; von der (duBleren) Randkraft fi,; geleistete
virtuclle Arbeit ist

6Wy = 86; R(fri;(t)) (3.98)

mit fLij(t) = fL,-J-eM .
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Die virtuelle Arbeit der am Element angreifenden (nun ebenfalls ZuBeren)
Stromungskrifte betriagt

1
§W, = 65,/ W; R(Lj(t))d$
° (3.99)
mit Li(t) = Lje™,

wobel fiir L; je nach betrachteter Randkraft —A; oder My; nach Kapitel 2 ein-
zusetzen ist (vgl. Abbildung 2.1). Diese Luftkrafte sind rdumlich verianderlich mit
der ortlichen Verschiebung §;1; (Streifentheorie) und werden nun entsprechend in-
diziert. Sind sowohl die betrachtete Randkraft als auch die Verschiebung verkniipft

mit einem der Biegeansitze (d.h. i, j =1, ..., 4), so wire gemaB Gleichungen (2.5),
(2.6) einzusetzen

L; = —A;‘ = w27rpbzchhhj

(3.100)
mit hj = 6J"¢)j y

und aus der Forderung verschwindender virtueller Gesamtarbeit folgt fiir diesen Fall
~ . ~ l 3
§R(fL,~je“"’) = —w26j7r/ pb2 ?R(Chheiut) 1/),'115 dr . (3.101)
0

Wertet man diese Gleichung einmal fiir ¢ = 0 und dann fiir ¢ = 7 /2w aus, so kénnen
sowohl Real- als auch Imaginarteil von fi;; berechnet werden. Zusammensetzen
dieser Terme zur komplexen GroBe fithrt schlieBlich auf

Gy = = 27

hh 1 Juii
w0

1
= 7r/ pbicrnipih; dx . (3.102a)
0

Die Herleitung der anderen Koeffizienten der Element-Luftkraftmatrix erfolgt ana-
log. Man findet

!
af}‘" = 71'/ pb3cha‘l/)."l/)j dr W
0
I
i = 7"/ pb°contpitp; dx (3.102b)
0
!
ay = 7r/ pbicaathith; dz .
0 J
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Die so berechnete Matrix ist im allgemeinen voll besetzt, Biegung und Torsion sind
durch Strémungskrifte miteinander gekoppelt. Mit den nach Kapitel 2 theoretisch
oder f?mpirisch zu bestimmenden Luftkraftkoeffizienten ¢, ist @ komplex, nicht-
hermitisch und abhingig von der reduzierten Frequenz k. Windgeschwindigkeit und
Querschnittskontur und somit auch k und die ¢, seien iiber die ganze Elementlange
unverdnderlich. Die Auswertung der Integrale fithrt dann fiir beide Elemente auf

156 54 221 —13
5¢ 156 131 —221
ahh — ,,,,b%th . (3.103)
201 221 131 4P 3P

—131 =221 =31 42

Fiir Element [ erhilt man weiter

21 9
R ! 9 21
a = rpbPep, — (3.104a)
60 3l 2
-2l -3l
21 9 3 -2
a;xh — prscahi (3104}3)
60\ 9 21 o —31
12 1
(170' — 7pr4Caa— 3104(‘)
611 2 ) (

11 20 -1
N ! -1 20 11
af, = wpbicho— (3.105a)
601 ¢+ w o
0 -4l -1
I -1 1 0
ah 3 [
al' = xph Can s 20 20 4 —4l (3.105b)
-1 11 0o -
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4 2 -1
aa 4 I
a’® = wpb caa% 2 16 2 . (3.105¢)
—1 2 4

Diese Submatrizen werden gema Gleichung (3.95) zu den vollstindigen Element-
Luftkraftmatrizen zusammengesetzt. Deren Diagonalblécke a™* und a®* stimmen
bis auf skalare Faktoren mit den entsprechenden Diagonalbldcken der Element—
Massenmatrizen iiberein (da auszuwertende Integrale ahnlich).

In der Arbeit [18] werden Luftkraftmatrizen fiir ein Finites Element entsprechend
dem hier beschriebenen Element I angegeben. Dabei wird die unvorteilhafte reelle
Schreibweise nach Scanlan verwendet, in der die reellen Anteile von cpp und can
keine Entsprechung finden (vgl. Diskussion in Abschnitt 2.2.5.3). Hiervon abgesehen

lassen sich die in [18} angegebenen Element-Luftkraftmatrizen in die hier gefundenen
Ausdriicke (3.103) und (3.104) iiberfiihren.

3.3.5 Bewegungsgleichungen (einschliefllich
Déampfungsansatz) und Lésung

Der Verschiebungszustand der mit Finiten Elementen modellierten Gesamtstruktur
wird durch eine endliche Anzahl generalisierter Koordinaten, den Knotenverschie-
bungen (inkl. Knotenverdrehungen) oder Freiheitsgraden, beschricben. Beziiglich
jeden Freiheitsgrades werden die Kraftbeitrige der beteiligten Elemente addiert und
gemiB dem Prinzip von d’Alembert ins Gleichgewicht gesetzt. Fafit man die resul-
tierenden Knotenkrafte — getrennt nach Ursachen — zu globalen Kraftvektoren
zusammen, so folgt mit den bisher betrachteten Anteilen

Fs+Fi+F,=0. (3.106)
Diese Vektoren lassen sich mittels der linearen Transformationen

Fs = KA

F; = MA (3.107)

Fr, = —W?A(k) A

in Abhingigkeit vom globalen Verschiebungsvektor A darstellen. Die hiermit ein-
gefithrten globalen Steifigkeits-, Massen- und Luftkraftmatrizen ergeben sich aus den
hergeleiteten Elementmatrizen durch deren Transformation auf globale Koordina-
ten und Addition jeweils zugehoriger Matrizenelemente. Im Falle von Seil-Balken-
Systemen enthalten sie aulerdem das Seilverhalten reprasenticrende Anteile. Axial-
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verschiebungen — sofern vorhanden — sind ebenfalls in die Globalmatrizen einzuar-
beiten. In Anbetracht der bei Briicken relativ kleinen Normalkraftverformung kann
dies durch den Ansatz axialer Starrkérperverschiebung erfolgen.

In den Bewegungsgleichungen (3.106) sind die strukturellen Dampfungskrifte
noch nicht beriicksichtigt. LaB8t man Coulomb’sche Reibungsdimpfung aufier Be-
tracht und setzt fiir die Summe aus innerer Materialdimpfung und viskoser Damp-
fung

Fp = CnA +C,A (3.10%)
an (5, §26.5.2], so bleibt das um diesen Anteil erweiterte Gleichungssystem
Fs+Fp+Fi+F, =0 (3.109)

linear beziiglich der Verschiebungen.
Unter der Annahme modaler Dampfung kann die Matrix der viskosen Dampfung
rein formal aus der Forderung

° ° 2 'O'M'; =k
ATC, Ay = GwiMy s (3.110)
0 5 j#k
YA
n 26:) o oT
C,= M i% A AT 3.111
(;;1 M; A]A]>M ( !

o o .
berechnet werden [20]. Hierbei ergeben sich die w; und A; aus der Lésung der
Eigenwertaufgabe

Fs + F, = (K— &jM) ,&j =0, (3.112)

die den freien Schwingungen des ungedampftes Systems im Vakuum zugeordnet ist.
Die generalisierten Massen M; sind definiert zu

M= AJMA, . (3.113)

Bei n Freiheitsgraden enthalt der Ausdruck (3.111) n freie Parameter ¢; (modale
viskose Diampfungsgrade), die durch Messung bestimmt werden kdnnen.

Erfahrungsgemi8 ist die strukturelle viskose Dampfung sehr klein [5], [35] und
wird im allgemeinen ebenfalls auBer Betracht bleiben. Enthilt das System jedoch
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planméBig viskose Dampfungsglieder (z. B. StoBdampler), so ist die dann notwendige
Darstellung der Matrix C, fiir die in diesem Falle nicht mehr modale Dampfung
leicht moglich.

Fiir die Matrix der inneren Materialdimpfung kann bei schwacher Dampfung (ctwa
g<0,05)

C,=1igK (3.114)
angesetzt werden [5]. Hierbei ist g der globaie Dampfungsverlustwinkel (genauer:
dessen Tangens). Diese Gleichung setzt streng genommen harmonische Schwingung
konstanter Amplitude voraus. Die durch sie beschriebenen Dampfungskrifte werden
als proportional zu den elastischen Riickstellkriften und in Phase mit den Geschwin-
digkeiten angenommen.

Unter Beibehaltung dieser Annahmen kdnnen auch mehrere freie Dimpfungspa-
rameter verfligbar gemacht werden. Dies kann z.B. erwiinscht sein, wenn sich die
Struktur aus Teilen stark unterschiedlichen Dampfungsverhaltens zusammensetzt

(etwa bei Verwendung verschiedener Materialien oder Tragwerkselemente). Spaltet
man die Steifigkeitsmatrix gemaf

K=> K, (3.115)

in die Beitrige einzelner Elemente oder Elementgruppen auf, so ergibt sich die Ma-
trix der inneren Materialdampfung zu

Cn=1) ¢.K, (3.116)

mit den partiellen Dampfungsverlustwinkeln g,. Durch eine geeignete Aufspaltung
der Steifigkeitsmatrix kann dafiir gesorgt werden, dafi dem geometrische Steifigkeits-
anteil — entsprechend Gleichung (3.81) induziert durch Axialkrifte N — nicht eben-
falls Dampfung zugewiesen wird. Im Gegensatz zu (3.114) wird der Ausdruck (3.116)
im allgemeinen keiner modalen Dampfung entsprechen.

Auch die Modellierung unterschiedlicher Dampfung der Biege- und Torsions-
schwingungen ist leicht moglich. Bei Partionierung geméaf

Khh 0 Khh 1]
K = bzw. K, = ’ (3.117)
0 K 0 Koo

(die unter der Voraussetzung elastischer Entkopplung immer moglich ist) kann man
schreiben

K" ¢
c,=i| ™ (3.118)
0 gaKacx
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bzw.

hh
gnkCT 0 (3.119)

C, = i§:

r 0 graK:.ml

Nur die erste dieser beiden Dampfungsmatrlzen geht bei Kongruenztransformation
mit dem System der Eigenvektoren A] auf Diagonalform iiber und entspricht somit
einer modalen Dampfung.

Bei Benutzung der in Kapitel 4 angegebenen dynamischen Steifigkeitsmatrizen
(&uBerlich) viskos gedampfter Seile sollten die seilbezogenen Dampfungsverlustwin-
kel in den Gleichungen (3.116) und (3.119) gleich null gesetzt werden, sofern die
Déampfung in den dynamischen Steifigkeiten der Seile bereits beriicksichtigt wurde.
In diesem Fall wird fiir das Gesamtsystem keine modale Dampfung zu erreichen sein.
Die Einarbeitung der Seilelemente in das Gesamtsystem ist in Kapitel 4 und dort
insbesondere in Abschnitt 4.7 beschrieben.

[st ein modaler Ansatz fiir die innere Materialdimpfung mdéglich (z. B. bei reinen
Balkensystemen), so ergibt er sich aus der Forderung

1K s j=k
ACL Ay = T (3.120)

Cr = im (3254 4,47\ M (3.121)
m = 1t M M AJA] . N
=1
Dabei sind die
[\’J' = [;IK&J' = Mj Lf)? (3122)

generalisierte Steifigkeiten und die g; modale Dampfungsverlustwinkel. (Vgl. hierzu
auch [20] und (35, §6.4.2].) Eine Anwendung der Gleichung (3.121) auf den ebenen
Fall fihrt mit

c.—i| " O (3.123)

0 gaka
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auf Ubereinstimmung mit den hierfiir formulierten Gleichungen (2.3) bzw. (2.20).
Dieser Ausdruck folgt auch direkt aus Gleichung (3.118). Fiir den Sonderfall

gi =g ; furallej (3.124)

fithrt Gleichung (3.121) wegen der mdglichen Spektralzerlegung

"o, MA;AT

=t (3.125)

(vgl. [157]) wieder auf die einfachere Gleichung (3.114).

Die hier aufgezeigten vereinfachenden Methoden zur Einbeziehung der struktu-
rellen Dampfung sind angesichts der vielschichtigen Natur dieses Phinomens und
wegen dessen oft geringen Einflusses auf das Flatterverhalten gerechtfertigt.

Mit dem Ansatz

A(t) = Aet (3.126)
folgt aus Gl. (3.109) nach Einsetzen das nichtlineare Matrizen-Eigenwertproblem

(K + Cn) +iwC, + (iw)X(M + A(k))]A = 0, (3.127)
das sich bei Vernachlassigung der viskosen Dampfung auf das lineare Problem

(K + Cn) —w*(M + A(k))]A = 0 . (3.128)
reduziert. Ist nun z. B. Gleichung (3.118) anwendbar, so folgt weiter

(E+iG)K — (M + A(k)]A = 0 (3.129)

mit der Diagonalmatrix

E. 0
G.=| " (3.130)
0 g.E,

und den Einheitsmatrizen entsprechend anzupassender Reihenzahl E, E; und E,.
Gleichung (3.129) stimmt mit dem fiir das ebene Problem angegebenen Ausdruck
(2.12) formal iiberein. Setzt man hier n = 2, so sind beide Gleichungssysteme (bis
anf den konstanten Faktor b) identisch.
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Fir den Sonderfall

Gh=ga=g (3.131)
vereinfacht sich Gleichung (3.129) zu
[(1+ig)K — (M + A(K))]A = 0 ; (3.132)

die Dampfung wird hierbei entsprechend dem Globalansatz (3.114) beriicksichtigt.

Die homogenen Gleichungssysteme (3.127) bis (3.129) sowie (3.132) sind kom-
plex, nichthermitisch und — aufer von w — auch von der reduzierten Frequenz
abhéngig. Je nach spezieller Problemstellung sind unterschiedliche algebraische und
numerische Methoden zur Losung dieser zweiparametrigen Eigenwertaufgaben vor-
zuziehen. Hierauf wird an geeigneter Stelle eingegangen werden (Abschnitte 3.3.6
und 5.4.2.2).

Lésung bei festgehaltenem k fiihrt (bei von w unabhingigen Systemmatrizen) auf
n im allgemeinen komplexe Eigenwerte w?. Fiir den hier besonders interessieren-
den grenzstabilen Fall ist k so vorzugeben, daB mindestens ein wf— positiv reell wird
(Nebenbedingung). Die zugehorige Windgeschwindigkeit folgt aus Gleichung (2.9).
MafBgebend fiir den Flatternachweis ist die kleinste so ermittelte Windgeschwindig-
keit. Sie ergibt sich in der Regel in Verbindung mit einem der ersten, d. h. absolut
kleinsten Eigenwerte wf. Die Interpretation komplexer w; kann sinngemiafB wie in
Abschnitt 2.2.5.4 fiir das ebene System vorgefiihrt erfolgen.

inrigens war die Voraussetzung konstanter Windgeschwindigkeit und unverinder-
licher Kontur des Querschnitts ausschlieBlich zur Herleitung der angegebencn
Element-Luftkraftmatrizen erforderlich und bezieht sich deshalb nur auf das Ele-
ment. Uber die Gesamtlange diirfen sich diese Vorgaben — wie alle anderen System-
parameter — durchaus dndern. In diesem Falle hat jedes Element p seine eigene
reduzierte Frequenz k,. Das Verhiltnis der &, untereinander aber ist durch die raum-
liche Verteilung von Windgeschwindigkeit und Querschnittsbreite vorgegeben (da «
iiberall gleich), und simtliche k, sind durch einen einzigen, frei wahlbaren Bezugs-
wert k* festgelegt. LiBt man k™ im oben beschriebene Algorithmus die Stelle von
k einnehmen, so kann auch der aligemeinere Fall verinderlicher aerodynamischer
Parameter ohne grundsatzliche Erschwerung behandelt werden.
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3.3.6 Beispielrechnungen und Erprobung

Die Demonstrations- und Testrechnungen erfolgen fiir den gelenkig gelagerten Bal-
ken auf zwei Stiitzen mit beidseitiger Torsionseinspannung entsprechend Abbil-
dung 3.3. Die Querschnittswerte seien konstant, und die Axialkraft sei gleich null.
Zu den Voraussetzungen nach Abschnitt 3.1 tritt zusitzlich die Annahme modaler
Dampfung. Bei diesem einfachen System sind die Eigenformen der Biege- und Tor-
sionsschwingungen im Vakuum zueinander affin, womit das aeroelastische Problem
mit den Methoden des Kapitels 2 exakt gelést werden kann.
Den analytisch exakten Werten der
Eigenfrequenzen im Vakuum und der ——.

acroelastischen Ergebnisgréfien werden v

die Resultate von Finite-Element-Be- / 7
rechnungen gegeniibergestellt. Alle nu-

merischen Rechnungen wurden mit ei- K K
nem programmierbaren Taschenrechner e
bewaltigt. Die Feinheit der aeroelasti- L

schen Modellierung war hierdurch auf

maximal zwel Elemente vom Typ II be-
schrankt.

Abb. 3.3: Untersuchtes System

Lésungen fiir das ungeddmpfte System im Vakuum

Unter den geltenden Voraussetzungen sind die Biege- und Torsionseigenschwingun-
gen ohne die Wirkung von Luftkraften voneinander entkoppelt. Es werden zunichst
die dimensionslosen Frequenzen

mlL4
Qh =Wy ﬁ (3133)
112
Qy = wot | — 3.134
“aA\l Gl ( )
definiert.

Exakte Lésung: Aus den Differentialgleichungen (3.11) folgt mit ¢, = 0 und
N = 0 sowie unter den hier geltenden Randbedingungen

Quj = (jr)? (3.133)
i=1,2... .
Qo = g (3.136)

Die zugehérigen Eigenl6sungen sind beide von der Form sin(jxz/L) und damit zu-
einander affin.
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Modell 1I: Modellierung mit einem Element I
63 _ R }
; (5 )
A=Ay = (;) 4
4
b ok

Abb. 3.4: Modell 11

Biegeschwingung:
Die globalen Steifigkeits- und Massenmatrizen ergeben sich aus Gleichungen (3.81)
und (3.89) zu

Koo g 2B 0201
L 1 2

M=t
420 -3 4

Nach Gleichung (3.132) fiihrt dies (bei verschwindender Luftkraft- und Dampfungs-
matrix) auf das Eigenwertproblem

2-4)) (143)) ).
- o+ )5,
(1+3)) (2-4))
. 4, mL? _ o
mit A =Ry T80

Die charakteristische Gleichung lautet
TA2—2204+3=0 .

Deren Lésungen fithren auf die dimensionslosen Eigenfrequenzen
Oy = 10,954 (+11,0%)
Qg = 50,200 (+27,2%) .

Die Zahlen in Klammern geben die Abweichungen gegeniiber den exakten Ergebnis-
sen nach Gleichung (3.135) an.

Torsionsschwingung:
Berechnung ist nicht maglich, da das Modell keinen Torsions-Freiheitsgrad besitzt.
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Modell 1II: Modellierung mit einem Element 11

(2:) y 2
A= =

] Abb. 3.5: Modell 111
Biegeschwingung:

Ergebnis wie fiir Modell 11.

Torsionsschwingung:

Die globalen Matrizen fiir die entkoppelte Torsionschwingung lauten nach Gleichun-

gen (3.83) und (3.91)

_ 1664

K 3 L °

Moo = EIL ,
30

sind also von der Ordnung eins. Nach Gleichung (3.132) folgt

16GJ;  ,16
'5’ L —wa%IL—O

und hieraus

Qo1 = 3,1623 (40,66 %) .

Die Abweichung gegeniiber dem exakten Ergebnis nach Gleichung (3.136) ist in

Klammern angegeben.

Modell 21: Modellierung mit zwei Elementen 1
breq

& ( AN

3
Ay
A= =1 é
( A, ) . Iy
L

Abb. 3.6: Modell 21

/\64
9)66 \
Y
. 2
o2
A
k

L
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Biegeschwingung:
Es werden vereinfachend nur symmetrische Schwingungsformen betrachtet; fiir diese
gilt

64 = 0 3 6; = —63 .

Die entkoppelten globalen Matrizen fiir Biegeschwingung lauten nach entsprechender
Kondensation des Gleichungssystems

K 8EJ 24 —6L
kon 13
3L L? 5
= Ah kon = ( 6; )
Kb mlL 624 26L
n 1680 \ g3 o2 J

Die hiermit formulierte Eigenwertaufgabe fiihrt auf die charakteristische Gleichung
910A? — 828\ +6 =0

4 2
mit A= w;‘:& = & .
13440EJ 13440

Aus deren Lésung folgt
Qi =9.9086 (40,39 %)

Qs = 110,14 (+24,0%) .

Torsionsschwingung:
Die globalen Submatrizen

GJ,
4G aa

Koo =42 =

IL

W =

sind wieder von der Ordnung eins. Sie fiihren auf

Qo =3,4641  (+10,3%) |



3.3. FINITE ELEMENTE & PRINZIP DER VIRT. VERSCHIEBUNGEN 163

Modell 211:

62
b3
)
Ay !
A= A, =1 &
b6
b7
&

Biegeschwingung:

Ergebnis wie fiir Modell 21.

Torsionsschwingung:

Modellierung mit zwei Elementen 11

~Abs

6 !
(A A)
+ = sy
(07}

T Ty
S|

Abb. 3.7: Modell 211

Es werden vereinfachend nur symmetrische Schwingungsformen betrachtet; fiir diese

gilt

5é=66 .

Die globalen Matrizen fiir entkoppelte Torsionsschwingungen lauten nach entspre-

chender Kondensation

kon 3L _8 7

IL 8 1
Mkon_aﬁ(2 4)

4G 8 —4
oo _ 4G )

7

)
= Aor.kon = ( 6673 )

Die hiermit aufgestellte charakteristische Determinante fiihrt auf die Losungsglei-

chung

3002 — 104X +24 =0

mit = w? 1L _ 9;
U406 40
Hieraus folgt
Qoy = 3,1534  (+0,38%)

Qs = 11,346 (4+20,4%) .
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Reslimee: Aus einem Vergleich der jeweils erzielten Genauigkeiten lassen sich
Regeln fiir die Modellierung ableiten. Sollen die ersten Biege- und Torsionseigen-
frequenzen beide mit einer Genauigkeit von etwa einem halben Prozent bestimmt
werden, so fithrt die Verwendung des Elementes II zu einem ausgeglicheneren Fr-
gebnis. Element II wird deshalb fiir aeroelastische Berechnungen im allgemeinen
effizienter einzusetzen sein. Element I dagegen kann zum Zuge kommen, wenn struk-
turelle Besonderheiten eine so feine Segmentierung erzwingen, daB schon einfachere
Torsionsansitze ausreichende Genauigkeit gewihrleisten.

Loésungen fiir das ungedimpfte und gedimpfte System im Wind

Die Untersuchungen werden fiir Systeme nach Abbildung 3.3 mit den Parametern

= - =50
Cowpb?

rim L g7
TR0
durchgefiihrt. Das Verhiltnis der Vakuum-Eigenfrequenzen wird gemafl
1,3 — System A
“ht 2,0 — System B
variiert. Die modalen Dampfungsverlustwinkel seien
0 —  ohne Diampfung
Gh = g = g =

0,20/ —  mit Ddmpfung .

L.Tnter Benutzung der theoretischen Luftkraftbeiwerte nach Theodorsen (~ Poten-
tialflattern) werden die dimensionslosen aeroelastischen Ergebnisgrofen

koo wb
v
O o= Y
= “Tl (3.137)
(=2
Wb J

fiir den grenzstabilen Fall harmonischer Schwingung, d.h. fiir gerade einsetzendes
Flattern, berechnet (vgl. Abschnitt 2.2).
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l;akte L65ung4“ ohne Dampfung | mit Dampfung

k 0,3039164 0,2182714
System A | @ 1,160634 1,103 665
¢ 3,818924 5,056 389
k 0,1898102 0,158 504 2
System B | @ 1,512143 1,399476
¢ 7,966 605 8,829273

Tabelle 3.1: Aeroelastische Ergebnisgrofien (exakte Losung)

Exakte Losung: Der untersuchte Balken wird gemaB Abschnitt 3.2.2 auf ebene
Ersatzsysteme abgebildet, was wegen Affinitit der Vakuum-Eigenformen von Biege-
und Torsionsschwingung zulissig und exakt ist. Eine Berechnung nach Abschnitt 2.2
fithrt dann mit £ = ;; auf die in Tabelle 3.1 zusammengefafiten Resultate. Fiir eine
Berechnung mit héheren Eigenfrequenzen (j > 2) miifite wegen Gleichungen (3.133)
bis (3136) statt €11

Waj 1
£ = EJJ = ;}% = 3‘611 (3138)
J

cingesetzt werden. Mit den fiir £1; gewihlten Werten kann 5]-]-L22 nicht grofBer als
eins werden. Potentialflattern ist hierfiir nach Abschnitt 2.2 ausgeschlossen (vgl. Ab-
bildungen 2.3 und 2.4), und der vorher betrachtete Fall j = 1 bleibt mafgebend.

Modell 11I: Die globale Steifigkeitsmatrix setzt sich aus den schon vorher ange-
gebenen entkoppelten Anteilen (Submatrizen) zusammen. Man erhalt

2 1
2EJT
K=—
17 2 0
8
0 0 §f€
-t GJy
K= —— .
mi EJ

Auch die Submatrizen der Massenmatrix wurden schon angegeben. Wegen der Ahn-
lichkeit im Aufbau wird die Massenmatrix direkt mit der nach Gleichungen (3.103)
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und (3.105) zu konstruierenden Luftkraftmatrix zusammengefa§t. Man erhalt

401 —361 2863ﬂ
mlL3
(M + A) = 20 | —3a de; | —28¢2p
2848 —28csfB | 224c23°
mit c:=1+4+cepfu , €3 i= Cha/lt
Cq 1= Ca}.//l , Ccy 1= 7'2+Caa//‘
und B:=0b/L .

Nach Gleichung (3.132) ist nun die Eigenwertaufgabe

4 2 0 4¢; =3¢ | 28c3f 3
2 4 0 - -3¢ 4C1 —28C3ﬂ ﬁ =0
0 0| 1, 2Bcy8 —28cyfl | 224c? 86
2 4
mit A= @ mL

1 +ig 420EJ

zu l6sen. Zur Vereinfachung sollen hier nur symmetrische Lésungen betrachtet wer-
den; fiir diese gilt

64 = —63 .

Dementsprechend werden die ersten beiden Spalten des Gleichungssy.stems zusam-
mengefaBt (d. h. voneinander subtrahiert) und die dann linear abhingige f:rste Zeile
gestrichen. Das Problem wird somit wieder auf die Ordnung zwei kondensiert. Nach
elementaren Umformungen ergibt sich die charakteristische Gleichung zu

(=24 7)) 28¢5\

=56cid (7 —224¢,))

= —1568(c1c2 — cacq)A? + (%—Qé}'c] + 448cz))\ - 35", =0 .
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r Modell 111 n ohne Dampfung —l mit Dampfung j

k|| 0,3790 (+24,7%) —
System A | @ || 1,2204 (+5,15%) —
¢ | 3,2201 (—15,7%) —

k|| 0,2037 (+7,32%) | 0,1690 (+6,62%)

System B | & || 1,5724 (+3,98%) | 1,4652 (+4,70%)

¢l 7,71192 (-3,11%) | 8,6698 (—1,81%)

Tabelle 3.2: Aeroelastische Ergebnisgréfien (Modell 111)

Zum Vergleich mit der exakten Losung sind hier noch die aus Gleichungen (3.133)
bis (3.136) folgenden Beziehungen

% = (renr)? , &% =221 4ig)A

einzusetzen. Das charakteristische Polynom besitzt fiir jedes vorgegebene k zwei
komplexe Wurzeln &?. Fiir den grenzstabilen Fall (& € R) findet man die in Ta-
belle 3.2 zusammengefa8ten Resultate.

Die in Klammern angegebenen Abweichungen gegeniiber den exakten Losungen
sind besonders fiir System A grof; fiir das gedimpfte System A 1aBt sich — im
Widerspruch zur exakten Berechnung — Instabilitit gar nicht mehr nachweisen.
Die schlechte Beschreibung der Biegeschwingung (vgl. Berechnung fiir System im
Vakuum) macht sich bei einem nahe bei eins liegenden &,; — wie zu erwarten — stark
bemerkbar; so betrigt das fiir System A effektiv modellierte Frequenzverhiltnis ja
nicht mehr €;; = 1,3, sondern etwa £, =1,3-(1+0,66%)/(1+11,0%) =1,18 < 1,19

und liegt damit im gedampften Falle auerhalb des kritischen Bereiches (vgl. Abbil-
dung 2.4).

Modell 2I1: Die nun geltenden globalen Systemmatrizen sind von der Ordnung
sieben. Wie vorher wird die Untersuchung mittels der Vorgaben

54:0, 6;:—63, 6é=66

auf symmetrische Schwingungen eingeschrankt. Die Ordnung der Matrizen und da-
mit des Eigenwertproblems (3.132) 1aft sich so in der vorher beschriebenen Weise auf
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vier reduzieren (Kondensation). Beziiglich des kondensierten Verschiebungsvektors

2

Akon = _\Ah,kon = —63_
Ac:z,kon 66

b7

und mit den vorher definierten Abkiirzungen lauten die Systemmatrizen

( 24 —61;) 0
-3L L
Kion 8EJ
L3
0 L? 8 —4
¢\ -8 7
624 26L 20 11
1 28bC3
13L 212 L 0
mL

1680
10 L ) 8 1
28be, 56b°c,
1 0 2 4

Einsetzen in Gleichung (3.132) und Berechnung der charakteristischen Determinante
fithrt fir

(M + A)kon =

w? mL4

A= _
1+ ig 6720E7

auf die Losungsgleichung
(14/\4 + 03/\3 + 112/\2 + al/\ + a9 = 0

mit den wieder komplexen Koeffizienten
ag = 4&°
ay = —276&k%¢c; — T28%c,
ay = $55%c] + 50 232F 12 — 46 256K cacy + 8820¢]
= 82810520, 4 27342k crcacq — 608 580c; ¢ + 607 796¢2¢3¢4

az = 5 RCy

ay = 334425¢%c? — 624 946¢; cac3c4 + 290 521c§c2
162 4
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rModellQH ” ohne Dampfung J mit Dampfung l
0,3039558 (40,01%) | 0,2182124 (—0,03%)

Ced

System A | & || 1,165036  (40,38%) | 1,107838 (40,38 %)
¢ || 3,832013  (+0,37%) | 5,076879 (40,41 %)
k | 0,1897856 (—0,01%) | 0,1584858 (—0,01%)

System B | @ || 1,517740  (4+0,37%) | 1,404679  (+0,37%)
¢ || 7,997129  (+0,38%) | 8,863124  (+0,38%)

Tabelle 3.3: Aeroelastische Ergebnisgré8en (Modell 211)

und der Abkiirzung

K L\*GJ,
M s T \2) EJ

Zum Vergleich mit der exakten Loésung sind nach Gleichungen (3.133) bis (3.136)
nun die Beziehungen

E= %(7!‘6117')2 s o = 6;%)(1 +ig)A

zu beriicksichtigen. Das charakteristische Polynom besitzt bei vorgegebenem k vier
komplexe Wurzeln &?. Thre programmgesteuerte Berechnung erfolgte mittels kom-
plexer Newton-Iteration [156]. Im grenzstabilen Fall ist mindestens ein & reell.

Entsprechende Variierung von k fithrte auf die in Tabelle 3.3 zusammengefafiten
Ergebnisse.

Die Abweichungen gegeniiber den exakten Lésungen sind klein. Fiir & stimmen sie
mit den zuvor festgestellten Abweichungen der Vakuum-Eigenfrequenzen fast {iber-
ein. Die noch einmal um eine GréB8enordnung bessere Genauigkeit fiir & ist auf die
ausgewogene Modellierung der Biege- und Torsionsschwingungen zuriickzufiihren;
bei nahezu gleicher Abweichung in den Vakuum-Eigenfrequenzen wird namlich das
Frequenzverhaltnis fast exakt modelliert.

Resiimee: Die fiir ausreichende Genauigkeit erforderliche Anzahl von Elementen
war erfreulich gering. Das hier verwendete Element IT hat sich somit auch beziiglich
aeroelastischer Berechnung als leistungsfahig erwiesen.



Kapitel 4

Die Dynamik des
randpunkterregten Seiles

4.1 Einleitung

Fiir die statische Berechnung mechanischer Systeme muf das Last—Verformungs-
Verhalten seiner Elemente im allgemeinen bekannt sein. Dessen Darstellung in
konzentrierter Form erfolgt {iblicherweise mittels Steifigkeitsmatrizen. Unter Be-
schrankung auf den eingeschwungenen Zustand kann dieses Konzept auf die Unter-
suchung dynamischer Vorgéange iibertragen werden, was auf dynamische Impedanz-
oder Steifigkeitsmatrizen fihrt [20]. Deren Elemente sind analytische Funktionen
der Schwingungsfrequenz.

Es wird die dynamische Steifigkeitsmatrix eines dehnbaren, bicgeschlaffen und
(infolge Gravitation) durchhingenden Einzelseiles hergeleitet, die zur dynamischen
Berechnung zusammengesetzter Systeme wie Schriagkabelbriicken oder abgespannte
Masten herangezogen werden kann. Das Seil wird als Kontinuum aufgefafit. Es
werden nur kleine Verschiebungen zugelassen (lineare Theorie) und nur Bewegungen
und Kréfte innerhalb der (senkrechten) Seilebene betrachtet. Viskose Dampfung,
etwa infolge von duBeren Strémungskriften, soll berticksichtigt werden.

Soweit bekannt ist, beschrinken sich bisherige Losungen des formulierten Pro-
blems im wesentlichen auf ein Element der hier zu berechnenden 4*4-Matrix: Die
horizontale Steifigkeit am oberen Ende eines unten fest verankerten, schrig gespann-
ten Seiles. Die diesbeziiglichen Arbeiten von Davenport & Steels [24] und Irvine [57]
geben Naherungsformeln an, die nach den hier gewonnenen Erkenntnissen fiir stark
gespannte, schrige Seile (Schragkabelbriicken) aber nicht mehr ausreichend genau
sind. Nur die Arbeit [24] beriicksichtigt auch Dampfung, wobei allerdings eine nu-
merische Auswertung unendlicher Reihen erforderlich wird. Veletsos & Darbre [141]
entwickelten eine genauere, geschlossene Losung fiir das gediampfte Seil, die nach ei-
ner erforderlichen Berichtigung in das entsprechende Element der hier hergeleiteten
Matrix iiberfihrt werden kann.

Die in diesem Kapitel vorgelegte Untersuchung folgt teilweise dem von Irvine &
Caughey [54] und Irvine [56], [57] beschrittenen Weg, wobei hier aber die Zielrichtung
eine andere ist (Steifigkeitsmatrix) und gréfere Allgemeingiltigkeit angestrebt wird
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(Dampfung). Die Herleitung erfolgt im lokalen Koordinatensystem und gilt zunachs
nur fiir das waagerecht gespannte Seil. Nach Ableitung der Grundgleichungen ist
hierzu das Losen linearer Integro-Differentialgleichungssysteme erforderlich. Unter
noch zu diskutierenden Einschrinkungen wird das Ergebnis dann auf das schrig
gespannte Seil verallgemeinert und eine Transformation auf globale Koordinaten
vorgenommen. Zusitzlich zur Steifigkeitsmatrix wird die dynamische Seilverschie-
bung (senkrecht zur Sehne) als Funktion der Randverschiebungen in geschlossener
Form dargestellt. Beispielrechnungen und deren Diskussion sowie ein detaillierter
Vergleich mit den Ergebnissen anderer Autoren runden den analytischen Teil der
Untersuchungen ab. Der anschlieBende SchluBabschnitt zielt auf eine erleichterte
numerische Lsung insbesondere des dynamischen Eigenwertproblems zusammenge-
setzter Systeme. Die zuvor abgeleiteten analytischen Steifigkeitsfunktionen werden
hierzu auf lineare Matrizenpolynome abgebildet, was einem nachtriglichen Uber-
gang von Kontinua auf diskrete Schwingungssysteme entspricht.

Voraussetzungen und Giiltigkeitsgrenzen der analytischen Theorie sollten genauer
als in fritheren Verdflentlichungen herausgearbeitet werden. Eine ausfithrliche Ab-
leitung der Grundgleichungen und die griindliche Besprechung einiger Zwischen-
schritte war deshalb erforderlich. Bemerkenswert und neuartig in der analytischen
Durchfithrung ist die Benutzung trigonometrischer Losungsfunktionen mit kom-
plexen Argumenten, mit deren Hilfe die Berechnung fiir das gedampfte Seil nun
verbliiffend elegant gelingt. Aufer fiir das hier diskutierte spezielle Problem kann
diese Methode auch auf andere Arten gedimpfter Schwingungen angewendet wer-
den, sofern diese sich durch lineare Differentialgleichungen beschreiben lassen. In
der im SchluBabschnitt vorgelegten Studie zur Linearisierung der analytischen Stei-
figkeitsfunktionen werden Grundlagen eines neuen und praktisch relevanten Kalkii]s
erarbeitet. Seine Anwendungsméglichkeiten gehen ebenfalls iiber den engeren Pro-
blemkreis der Seilschwingungen hinaus.

4.2  Grundgleichungen

Aus den statischen Gleichgewichtsbedingungen am Seilelement folgt mit den Bezje-
hungen nach Abbildung 4.1

r—dx a]
T /\ds
ViT— 1t
o VW\T_FY %(T%) = ~myg (4.1)
\,‘\,T‘\> T+dT
Heh ot v+dv d

EH =0. 1.2)

/\

gl 3¢ uﬁa
\\/ T+T+9(T+T)

Abb. 4.1: Infinitesimales Seilelement
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Hierbei steht T fiir die statische Seilkraft und
dr

fir deren Horizontalkomponente; m ist die auf die Lange bezogene Seilmasse, und ¢
ist die Gravitationsbeschleunigung (beziiglich m und g vgl. auch die abschlieflenden
Bemerkungen von Abschnitt 4.5). Die statische Form des horizontal gespannten

Seiles wird durch eine quadratische Parabel angenihert. Mit den Bezeichnungen
nach Abbildung 4.2 gilt hierfiir

S A0 oo

Abb. 4.2: Horizontal gespanntes Seil

Der Zusammenhang zwischen den bisher eingefithrten GréBen und dem statischen
Durchhang in Feldmitte d = y|I=1/2 lautet dann

mg [?

H =
8d

(4.5)

Die schon von Irvine & Caughey [54] angegebenen Gleichungen zur Beschreibung des
dynamischen Gleichgewichts und der Kontinuitit am Seilelement seien hier ausfiihr-
lich hergeleitet, um so die einzuhaltenden Voraussetzungen und geltenden Definitio-
nen genau herauszuarbeiten.

Zur durchgreifenden Vereinfachung des Problems wird zunichst eine Aussage
beziiglich des dynamischen Anteils 7 der momentanen Seilkraft gemacht. Die Ge-
schwindigkeit der Verdichtungswellen in einem elastischen Stab betrigt

o = EA (1.6)
m
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mit der Dehnsteifigkeit EA. Fiir die Geschwindigkeit der Querwellen in einem ho-
rizontal gespannten Seil gilt (bei nicht zu groBem Durchhang)

H -
Cy = - . (4 i )
m
Fir das Verhiltnis der Wellengeschwindigkeiten erhélt man bei einem Stahlseil mit

dem Elastizititsmodul £ = 200000 MPa und der Seilspannung o < 500 MPa

A
2:,/£—:,/£220>>1 = (1.8)
Co H o

Bei diesem groBen numerischen Abstand der beiden Wellengeschwindigkeiten werden
sich zwei Klassen von Schwingungsmodi — verkniipft mit vorwiegend geometrischer
oder vorwiegend elastischer Verformung — identifizieren lassen. Die zugehérigen
‘igenfrequenzen verhalten sich etwa wie die Wellengeschwindigkeiten nach Glei-
chungen (4.6) und (4.7). Beschrinkt man nun die Untersuchung auf Frequenzen
im Bereich der ersten (geometrischen) Eigenfrequenzen, so kann die elastische Ver-
formung als quasi-statisch angenommen werden; die Trigheitskrafte in Seilrichtung
werden zu klein sein, um eine nennenswerte Verinderung der dynamischen Seilkraft
7 entlang des Seiles zu bewirken. Es gilt also niherungsweise

or

=0 (4.9)
Diese Gleichung ersetzt die dynamische Gleichgewichtsbedingung in horizontaler
Richtung,

Das dynamische Gleichgewicht der vertikalen Krifte ist gewahrleistet, wenn

a i

5 [T+ 7)ol =mog —mg , (4.10)
wobei durch Multiplikation mit

dy 4+ v '
Py = 93 (41 1 )

die Vertikalkomponente der momentanen Seilkraft dargestellt wird (vgl. Abbil-
dung 4.1). Der Dampfungseinfluf bleibe hier zunichst unberiicksichtigt. Nach
Einfithrung der (dynamischen) elastischen Dehnung

s
€ = — — 1 412
ER (4.12)

“Die hier wie auch spiter wieder auftauchende Grofie H/EA (bzw. Tg/E A) ist ndherungsweise
gleich der eingepragten (statischen) Vordehnung des Seiles.
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gilt in linearisierter Rechnung

dy+dv 1

ds l+e
dy + Ov

= —_— 2_
s (I—e+e?~..)

dy Ov

Eingesetzt in Gleichung (4.10) fiihrt dies unter Beriicksichtigung von Gleichung (4.1)
und unter Rickgriff auf die Elastizitatsbeziehung

Py =

I

FA-e=1 (4.14)

(Stoffgesetz) nach Linearisierung auf die Gleichung

a dv dy T v
e [ U Y AN
Bs [ 35 "7 (1 EA)] T (4.15)

die sich unter Anwendung der Beziehungen (4.2), (4.3) und (4.9) vereinfacht zu

v d (dy H dy ds 8%
- — = - =—Z ) =m2_ .16
Aot % (ds EAdz) iz o0 (1:16)
Mit den Zwischenrechnungen
|
ddy d(dydz\ dydr dyd (ds\"
drds  dzx\dzrds) dz’ds ' dzdz \dr
und
-1 2] -3 3
AfdsY' d N ey (1m)
dz \ dz dz dz ds ) dzdzx?

und hieraus

2 2 3
ddy dzdy 1— dy _ (%= Yy (4.18)
dzds  ds dz? ds ds ) dz?
folgt aus Gleichung (4.16) schlieBlich die Beziehung
2 2 2
Hg_v+hrﬂ[(dz> H ds ds 8%

ox? dx? ds)  EAdz
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wobei in Entsprechung zu Gleichung (4.3) die Gréfe h, zu

dx
hf = Td_S (1-20)
definiert wird. Bei ausreichend kleinem Stich (etwa d/! < 1/20) kénnen in Glei-
chung (4.19) die Differentiale dz/ds und ds/dz durch 1 ersetzt werden. LaBt man
auBlerdem den mit H/E A verkniipften Anteil fort — dieser Wert wurde in der Her-
leitung bereits als klein vorausgesetzt — so erhdlt man eine Bewegungsgleichung.
die mit der von Irvine & Caughey [54] angegebenen formal iibereinstimmt.
Entgegen fritheren Annahmen ist es somit méglich, diese Beziehung auch ohne
eine GroBenbeschrankung der Horizontalverschiebung u herzuleiten. Sie kann des-
halb auch der hier vorzunehmenden Untersuchung eines Seiles mit verschieblichen

Randpunkten zugrunde gelegt werden.

Beriicksichtigt man nun zusitzlich eine viskose Dampfungskraft, wie sie durch das
umgebende Medium auf das schwingende Seil wirken kann, so erhilt man die fiir
ausreichend flach gespannte Seile giiltige Bewegungsgleichung

o d? v v
115;5+h,d—x’;’ =mon +eg - (4.21)
Hier ist ¢ die auf die Lange und die Geschwindigkeit bezogene Dampfungskraft. Die
im Falle horizontal verschieblicher Randpunkte dort gegeniiber dv/d¢ dominierende
Dampfungswirkung von du/8t wird bei kleinem Stich insgesamt von wenig Einflu$
auf die Seilschwingung sein und bleibe hier unberiicksichtigt.

Die Herleitung der zweiten fundamentalen Gleichung geht von der schon formu-
licrten Kontinuititsbedingung (4.14) aus. Mit Gleichung (4.12) und

=
—_
e
o
o

95 = [(dz + 0u)? + (dy + Hv)?]
folgt fiir die elastische Dehnung ¢ in linearisierter Rechnung zunéchst

_d13u+dy8v . (4.23
"Tds0s T dsds 2
Nach Einsetzen in Gleichung (4.14) erhalt man unter Benutzung der Definition (4.20)

die Beziehung

hy iiﬁ a—fli_y_@_*_@ (194
EA\dz) ~ dzdr Oz’ 24)

die fiir die elastische und geometrische Vertraglichkeit am Seilelement steht. Auch
diese Gleichung stimmt mit der von Irvine & Caughey [54] angegebenen Beziehung

formal {iberein.
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Statt dfas d'yn‘amischen Anteils A der momentanen Horizontalkraft erscheint hier
aber jeweils 416 in Gleichung (4.20) definierte Hilfsgrée h,. Zwischen beiden Werten
soll unterschieden werden, da sich h nach Abbildung 4.1 ergibt zu

dz
h=(T L
(T+7) s — T (4.25)

bzw. (entsprechend Gleichungen (4.11) und (4.13)) mit

dz 4 Ou

P= Js
_ dz +6u 1 _f(dx  Ou ) 26
ds 1l+4¢e ;1§+5§ (1-¢) (4.26)

zZu
H ds du

=h1' — = -_— . Z
h (1 EAclz) + Haz (4.27)

Unter Benutzung von Gleichung (4.24) kann hier du/8z eliminiert werden. Der

dann mit H/E A verkniipfte Anteil wird wieder vernachlassigt, und man erhalt die
Beziehung

d_yav

h=h —HZ = (4.28)

aus der die dynamische Horizontalkraft als Funktion von k., und dv/dz ermittelt

werden kann. Fiir den dynamischen Anteil » der momentanen Vertikalkraft kann
man schreiben

v=(T+71)p, — T% . (4.29)

Mit den Gleichungen (4.13) und (4.14) folgt hieraus

dy H ds dv
= h,-= _— —_ 4.30
Y= s (1 EAdz) Ty (4:30)

und unter Vernachlissigung des mit H/EA verkniipften Anteils erhalt man schlie3-
lich

v=h,—+H— . (4.31)
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4.3 Das horizontal gespannte Seil

4.3.1 Allgemeines

Untersucht wird ein Seil mit niveaugleichen Randpunkten und nicht zu grofem
Durchhang. Die Schwingung sei mit den Produkten

v(z,t) = 9(z)e™" (4.32a)
u(z,t) = a(x)e™*, (4.32b)
vollstandig beschreibbar, wobei gelte
it=-1; u, o, weEeC .
Dann wird auch
he(z,t) = ho(z)e*; k. eC (4.32¢)
rt)=Fev,  iec (4.32d)

sein, und analoge Produktdarstellungen gelten fiir die Randkrifte und Randver-
schicbungen. Es werden also nur harmonische Schwingungen und Schwingungen
mit exponentiell verdnderlicher Amplitude (modifiziert-harmonische Schwingungen)
zugelassen. Mit diesem Ansatz kann sowohl die stationire Systemantwort auf har-
monische Erregung als auch die freie, gedimpfte Schwingung untersucht werden.
In jedem Fall ist dynamische Steifigkeit definiert als (zeitunabhangiges) Verhiltnis
zwischen Randkraft und Randverschiebung des Seiles; dabei kann das Seil auch Teil
eines gleichartig schwingenden Gesamtsystems sein.

Mit den Ansdtzen (4.32a,b) und unter Verwendung der statischen Beziehungen
(4.4) und (4.5) folgt aus der Bewegungsgleichung (4.21) die zunichst inhomogen
aufgefaBte, gewchnliche Differentialgleichung

8% 8d -
.[{a—l‘2 +wc2mz'; = 72—}1,- 5 (433)
wobei

c

we = wy/1 ~ 26 und £ := Y~ (4.34)

gesetzt wurde. Die Einfiithrung der Hilfsgrofle w. erméglicht eine wesentliche Ver-
einfachung der weiteren Ableitungen, die nun formal wie fiir ein ungediampftes Seil
durchgefiihrt werden kénnen. Der hier definierte Dimpfungsparameter ¢ ist nicht
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auf eine Eigenfrequenz, sondern auf die Erregerfrequenz bezogen. Er ist deshalb
— entgegen des Anscheins — kein viskoser Déampfungsgrad. Die Definition der
dimensionslosen Gréfen

m m
Q = l Ir Qc = Cl —_ 5
wiy/ w ”H (4.35)

wird sich spiter als sinnvoll erweisen.
Aus der Kontinuitatsbedingung (4.24) erhilt man

h, (ds\® dyds | b
BA (d_.t_) = 4z 0z + B (4.36)
Die weitere Untersuchung erfolgt getrennt fiir horizontale und vertikale Randver-
schiebungen, wobei jeweils noch eine Zerlegung in symmetrische und antisymmetri-
sche Anteile vorgenommen wird. Angesichts der Voraussetzung kleinen Durchhangs
wird die Gré8e k., insbesondere beziiglich der im folgenden auszufiihrenden Integra-
tionen als — ebenso wie 7 — raumlich konstant angesehen.

4.3.2 Horizontale Randverschiebungen

Symmetrisch: Zu berechnen sind die dynamischen Steifigkeiten
NE Nt .
s s hs h.’
}___lJ h_.l_| kp, = il (4.37a)
S S
U/Z\—/ U/2 s ~s
k== — (4.37b)
+ S uS

Abb. 4.3: Horizontale Randverschiebung
(symmetrisch)

mit den Bezeichnungen nach Abbildung 4.3. Die an die hier geltenden Randbedin-
gungen angepafite Losung von Gleichung (4.33) lautet

8d h, Q . Qaz Q.
s 8ah, [ Sle (T 38
0] 0 H (1 tan 5 st — cos — ) , (4.38)

wie man durch Einsetzen leicht bestitigt. Die Argumente der hier auftauchenden
trigonometrischen Funktionen sind komplex. Durch Integration der Gleichung (4.36)
gelingt es, die dort noch auftretende Funktion &(z) zu eliminieren. Man erhilt unter
Ruckgriff auf die Gleichungen (4.4) und (4.5)

8d ['.

hele _ s b dz (4.39)

EA T
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mit

A E AN 5)2
Le._/o (E) dz_l[l+8(1 } . (4.40)

Einsetzen von Gleichung (4.38) in die Rechenvorschrift (4.39) und Auflésen nach A,
ergibt schliefllich
B, = EA ! a’ (4.41)

TLe 14+ 5(k-1)

mit dem fundamentalen Seilparameter

N2 EAl
A2 (0 42
(H) HL. (442)

und der nur von ). abhdngigen Funktion

tan(Q./2) ;
- (4.43)

K= K(Q) =

Die dynamische Horizontalkraft am Rand A* folgt aus Gleichung (4.28):

Mit i Y (4.44)
T =0 2
v 1 -
und Ha—;) ., = —genh, (1.45)
erhilt man
- 1,);:
B = (1426 ) be (4.46)
wobei die zu
mgl _ 8d _
=T (4.47)

definierte Grole etwa dem Verhdltnis von Seilgewicht zu statischer Seilkraft ent-
spricht. Aus den Gleichungen (4.372), (4.41) und (4.46) folgt schlieflich

L _EA_1tics .

ML 144 (k—-1)
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Fiir flach gespannte Stahlseile mit € < 1 wird der zweite im Zahler auftretende
Summand nur im Bereich der Singularititen, wie z. B. fiir

Q. ~(2n—Dr ; n=1,2,.

eventuell von Bedeutung sein. Vernachlassigt man ihn, so erhilt man den vercin-
fachten Ausdruck

EA 1

B == 4.49
P Le 143 (k—1) (4.49)

Der Grenziibergang 2. — 0 in Gleichung (4.48) fithrt mit

. EA 1+3i¢ EA 1
hu = 12 = 132 (4.50)
Q:.—0 Le 1 + 12A l 1 + ﬁ/\

— wie zu erwarten — auf die ideelle statische Ersatzsteifigkeit, wie sie sich mit dem

fiktiven E-Modul nach Ernst [31] ergibt (Probe).
Die dynamische Vertikalkraft ergibt sich aus Gleichung (4.31) zu

1 .
v =—0 =§e(fc—1)h, , (4.51)

=0
womit die in Gleichung (4.37b) definierte zweite Steifigkeitsfunktion folgt zu

EA le(k—1)

k¥ = —_——
Y Le 1+ 4 (k1)

(4.52)

Man verifiziert leicht, daBl diese Funktion — wie es sein mufl — fiir Q. — 0 ver-
schwindet und fiir absolut kleine, reelle Q. positiv ist.

Die zur Randverschiebung #* gehdrende Vertikalverschiebung % kann aus den Glei-
chungen (4.38) und (4.41) berechnet werden. Man erhilt

o=@

mit (4.53)
B = l/\_2 1 —tam%ﬁsingfE —cosQIL’:
“oeq? 144 (k= 1)
und hieraus fiir den statischen Sonderfall
1|z )2
4[]
- _ xai-@] . (4.51)

Q.—0 € 1 + '112‘A2
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Ahnlich wie zuvor seien die dynamischen

Antisymmetrisch:
Steifigkeiten definiert zu
. g
ho [§] 2 hG 1 }a ia
L LG ke = = (4.55a)
T\_/ U72 ' ut u
a
V a &a
v
ke, = =— . (4.53b)
u? u®

Abb. 4.4: Horizontale Randverschiebung
(antisymmetrisch)

Wird die Existenz einer antisymmetrischen Losung fir ¢(z) zunichst einmal vor-
ausgesetzt, so folgt aus der Integration von Gleichung (4.36) unter den nun herr-
schenden Randbedingungen, da8 &, hierfiir verschwindet. Die dann homogene Glei-
chung (4.33) hat tatsichlich antisymmetrische Lésungen, wobei aber w. wegen der
ebenfalls homogenen Randbedingungen nicht mehr frei wahlbar ist. Man findet nur
noch die Eigenlésungen fiir das festverankerte Seil, und ein Zusammenhang zwischen
der eingepragten Randverschiebung u® und den Gréflen v, h%, v* ist nicht mehr her-
stellbar! Hierzu wire die Beriicksichtigung der eingangs ignorierten horizontalen
Gleichgewichtsbedingung und damit der horizontalen Trigheitskrifte erforderlich.
Bei konsequenter Fortfilhrung der bisher entwickelten Theorie erhilt man mit der

verbleibenden trivialen Losung

=0 (4.56)

zg" <

V=0 &= pl:=
und mit den Gleichungen (4.28), (4.31) die Steifigkeiten zu

khu=10 (4.57)

k2, =0 . (4.58)

Legt man fiir eine Vergleichsrechnung der Ermittlung von k}; , nur die durch eine
angenommene Starrkorperverschiebung geweckten horizontalen Tragheitskrafte zu-
grunde (Naherung im Falle kleiner §,.), so erhalt man mit
1 EA1 €
k:’u Qim0 = —Zmlwf = ——L—c" Z FQZ

einen Beitrag, der gegeniiber kj , nach Gleichung (4.49) tatsichlich von geringem
EinfluB ist. Unter den schon vorher prazisierten Einschrinkungen kleinen Durch-
hangs und niederfrequenter Schwingung werden die Ergebnisse gemaf8i Gleichungen
(4.56) bis (4.58) in die weitere Rechnung einbezogen. Im statischen Grenzfall gelten
diese Beziehungen exakt. Unabhangig von den diskutierten Vorbehalten folgt aus
der Primisse antisymmetrischer Verformung fiir die Verschiebung in Feldmitte

(4.59)

By =0 . (4.60)
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4.3.3 Vertikale Randverschiebungen

Symmetrisch: Es werden die dynamischen Steifigkeiten
lvs vSl X
L h N PR (4.61a)
s + /US va
VS/ZMV/Z L
ke o=l =L (4.61b)
i vs s

Abb. 4.5: Vertikale Randverschiebung
(symmetrisch)

berechnet. Fiir die in Abbildung 4.5 definierten Randbedingungen lautet die Losung
von Gleichung (4.33)

. 8dh, L~ tan 2 g ez ez
= ——|1-tan —sin — —
T H 2 T (4.62)
n lf), ¢ Q. i Q.z N Q.
5 an - sin —— + cos —;
Integration von Gleichung (4.36) ergibt hier
h,L 184,  8d [
= —— 5+ — [ ddz . 4.63
EA -~ 271’ ta ) oo (4.63)
Einsetzen von (4.62) in (4.63) fiihrt auf
1 -
h, = Ea _2_6)‘(2'{—1) 5 (4.64)
Le 14+ 5 (x~1)
av 1 - 1H
Mit HZ = —Zexh, + - —Q2p° (4.65)
Or|,_, 2 41
< 1 < lH
und hs = (1 + 262,‘:) hT —_ gTCQSKﬁS (466)
(gemiB Gleichung (4.28)) folgt schlieflich
1 | _1léq2 ]
K, = EA 2¢ [('” ) = a%flis (1.67)
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Vernachléssigt man hier wieder den mit

€2

l

. (4.68)

>

AL H
EAT ~Ea

verkniipften Anteil, so erhilt man einen Ausdruck, der mit dem fiir k£, nach Glei-
chung (4.52) uberemstlmmt (Symmetrie).

Weiter folgt aus Gleichung (4.31)

v =

e(k—1)h, — i-’lfnzna’ (4.69)

| —

und hieraus die Steifigkeitsfunktion

1ol [N+—7('€—1)
o o _EA ¥ . (4.70)

v,v Lc 1+ﬁg—(f€—l)

Fiir Q. nahe null vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

, _EA

1e 1
___Q = —mlw? 4.71
“la.~o L. 4 )2 " w (4-71)

was unmittelbar als plausibel erkannt wird (Starrkorperverschiebung; vgl. Aus-

druck (4.59)).
Die Verschiebung betragt

it
mi (4.

-1
138
~—

tan%ism—h-}—cos—‘—+ (k—=1) 1
ﬂ::: =§< —6—[6)

l+fpc'( 1)

DO —

und fiir den statischen Sonderfall folgt richtig

v =

1, -
2. —0 -2—U . (413)



4.3. DAS HORIZONTAL GESPANNTE SEIL 185

Antisymmetrisch: Es sind die dynamischen Steifigkeiten

a he ke
kh,v = ;; = f)—a (474&)
vt D
k::‘u = F = F (4.74b)

Abb. 4.6: Vertikale Randverschiebung
{antisymmetrisch)

zu berechnen. Aus der Integration von Gleichung (4.36) mit einer als antisymme-
trisch angenommenen Verschiebungsfunktion §(z) folgt wieder das Verschwinden

von h;. Das wegen der Randbedingungen aber dennoch inhomogene Randwertpro-
blem hat nun die Lésung

b= gr- 0

mit

a . __ 1 Q. . Q. Q.x
ﬂu._Q(cotgsm 7 — Cos I ) ,

die tatsichlich antisymmetrisch ist und im statischen Grenzfall — wie zu erwarten —
linear wird.

55
Mit Héﬁ

T

1 ~a

H
l

r=0
berechnet man A® aus Gleichung (4.28) und hieraus weiter

o EA1 €1 ——
kh’u:L_e§6 ﬁ: . (4.“)

Der statische Grenzwert

1 EAéE 1
ke = —— = = .78
hvlg. o 2¢ L.\ 29 (4.78)

ist nun allerdings nicht gleich dem richtigen Wert null. Diese (in der Gesamtrech-
nung kleine) Diskrepanz resultiert aus der grundlegenden Annahme eines iiber die
Seillinge konstanten 7 bzw. h, und dem hiermit aus Gleichung (4.36) folgenden
Schluff A, = 0. Ein Blick auf Gleichung (4.28) zeigt aber, daB die Kraft h, zwar

klein ist, aber (wegen h"lQ _o= 0) nicht ganz verschwindet.
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Angesichts dieser Schwierigkeit und in Ubereinstimmung mit dem nach Gleichung
(4.58) fiir k2 gefundenen Ergebnis (Symmetrie) wird der Ausdruck (4.77) ersetzt
durch ’

kzyv — 0 ) (179)
Die Berechnung von v* nach Gleichung (4.31) fithrt auf

2
ke = ELf_l_i_zl _ (1.80)
, “\x

Fiir den Fall statischer Belastung stellt sich nun mit

2
_EAe _H (4.81)

ke =" =
v Qom0 Lc AQ l

richtig der aus der statischen Abtriebskraft resultierende Wert ein. Die vorher auf-
tretende Schwierigkeit besteht hier nicht, da &, beziiglich der Ermittlung von v* von
weniger EinfluB ist.

Die Verschiebungsfunktion 82 verschwindet in Feldmitte, fiir die Verschiebung
dieses Punktes gilt

o =0 . (4.82)

4.3.4 Zusammenfassung lfa lfa

f f

1 -——461 2 —16:
Die Elemente k; (1,7 =1, ..., 4) W 5,

der lokalen dynamischen Steifig-

kfzitsmatrix k sind deﬁfliert durch Abb. 4.7: Lokale Kraft- und Verschiebungs-
die Transformationsgleichung grofen
f=k-§ (4.83)

mit den lokalen Kraft- und Verschiebungsgréfen

fl 61
6
fi= ﬁ’ , 6= 5: (4.81)
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nach Abl?ildung 4.7. Man konstruiert k durch Superposition der schon berechneten
symmetrischen und antisymmetrischen Anteile. Allgemein gilt

mit den Blockmatrizen

und

k=Fk°+k°

wobei
s s -1
h,v = kh,u
1
kﬂ « s 1
vy ku,v
1
wobel

a a -1
Ry = kh,u
-1
1
k.= Kk,
-1

Wegen kj, , = ki ,= k], = 0 erhdlt man hier

Mit &} , = k;, und hieraus folgend kj , = (k; )T wird diese Matrix symmetrisch,

k. (ki,+k)

g7R")

bleibt im allgemeinen aber nichthermitisch.
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Die Vertikalverschiebung resultiert wegen 82 = 0 allein aus den Randverschiebun-
gen u®, »® und v®. Fiir die Gesamtverschiebung gilt

v = B8 — &) + B(8a+ 64) — By(83—ba) - (4.89)

Es sei darauf aufmerksam gemacht, daf die in den Gleichungen (4.88) und (4.89)
auftretenden Steifigheits- und Verschiebungsterme fiir gewisse 2. Polstellen haben.
Diese myiissen im Falle reeller Q. den Eigenfrequenzen des ungedampften, festver-
ankerten Seiles fiir jeweils zugeordnete (d-h. symmetrische oder antisymmetrische)
Schwiggungsmodi entsprechen. Ein diesbeziiglicher Vergleich mit der Arbeit [54]

zeigt Ubereinstimmung.

4.4 Verallgemeinerung
auf das schrig gespannte Seil

Ausgehend von der in [54] entwickelten Theorie des horizontal gespannten Seiles
gab Irvine [56] Losungen fiir die freie Schwingung des schrig gespannten, festver-
ankerten Seiles an. Man kann zeigen, da dieser Modifikation eine einzige zusitz-
liche Annahme zugrunde liegt: Die sehnenparallele Komponente der Gewichtskraft
darf unberiicksichtigt bleiben. Ein Vergleich der Ergebnisse nagh [56] mit denen
der genaueren Theorie von Triantafyllou [137], [138] zeigt gute Ubereinstimmung,
sofern die Seilparameter A2 und ¢ sowie der Neigungswinkel © innerhalb gewisser
Grenzen bleiben. Insbesondere sollte A2 zu den sogenannten ‘cross-over'-Punkten
an®n? (n = 1,2, ...) einen gewissen Abstand (ca. £20%) haben, ¢ und © sollten
nicht zu grof sein.*

Die in den vorigen Abschnitten entwickelte Theorie entspricht in ihren wesentli-
chen Voraussetzungen der Arbeit [54]. Vernachlssigt man auch hier die sehnenpar-
allele Komponente der Gewichtskraft, so wird der Ubergang auf das schrag gespannte
Seil durch dje folgenden Substitutionen vollzogen:

¢ g wird ersetzt durch die zur Seilsehne senkrecht wirkende Schwerkraftkompo-
nente gcos © (wobei © fir den Winkel zwischen der Sehne und der Horizon-
talen steht),

"Tragt man die dimensionslosen Eigenfrequenzen eines horizontal gespannten Seiles iiber den
variierten Parameter A” auf, so schneiden die verianderlichen Kurven der symmetrischen Schwin-
gungen die konstanten Kurven der antisymmetrischen Schwingungen (‘cross—over’). Wie erst die
genauere Theorie zeigt, verhalten sich schrig gespannte Seile im Bereich der erwarteten Uber-
schneidungen grundsitzlich anders: Die Kurven nihern sich einander zwar an und kommen sich
dabei je nach Vorgabe von ¢ und © beliebig nahe, doch schneiden sie sich nicht (‘avoided cross-
ing’). Wahrend der voriibergehenden Annaherung der Frequenzkurven werden die zugehorigen
Figenformen ausgetauscht. Bis auf die relativ eng begrenzten Anniherungsbereiche liefern bejde
Theorien fast dieselben Resultate. Das Phinomen des ‘avoided crossing’ tritt iibrigens auch bej
acroclastischen Berechnungen in Erscheinung (vgl. Abschnitte 2.2.5.4 und 5.4.3).
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e statt der statischen Horizontalkraft H ist die GroBe Ty = H/ cos © einzuset-
zen, die gleich der statischen Seilkraft im Punkt mit dem Tangentenwinkel ©
ist und etwa der mittleren sehnenparallelen Seilkraftkomponente entspricht.

Die sonstigen freien Parameter bleiben unverindert, allerdings stehen nun ! fiir die
Sehnenldnge und d fiir den Durchhang senkrecht zur Sehne. Alle Koordinaten und
Verschiebungen beziehen sich auf das in Sehnenrichtung liegende lokale Koordina-

tensystem (mit der x-Achse parallel zur Sehne). Fiir die abhéingigen Parameter
ergibt sich

m m
=wly [ — e =wely [— .90
Q=w To Q. = wl T (4.90)

= € 4.91
To ) ToL. ™ “To L. (#-9)
8d
- Tf,l cos0 = 1 (4.92)
mit
To = H/cos© (4.93)

L ~1 [1 +8 (i‘ll)z] =1(1+1e?) . (4.94)

Unter Anwendung dieser Ausdriicke kann die bisher entwickelte Theorie iibernom-
men werden, sofern

A< )

und

(4.95a)
©®<60° und €<0,10 (d/I <1/80)

oder
O <30° und €<£0,24 (d/1<1/33) .

Der angegebene Geltungsbereich wurde aus einem Vergleich der numerischen Ergeb-
nisse nach [56] und [138] abgeleitet, wobel wegen der Andersartigkeit des Problems
(verschiebliche Randpunkte hier, festverankertes Seil in [56] und [138]) das Krite-
rium beziiglich A? verschirft wurde. An die Stelle der Bedingung (4.8) tritt nun die
Forderung

EA .
— 1. (4.95h)
Vo =
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4.5 Transformation JFg
F
auf globale 4—1—%& / —
Koordinaten Iy a

l

A,
F
AL

Die globalen Kraft- und Abb. 4.8: Globale Kraft- und Verschicbungs-
Verschiebungsgrofien grofen

F] A1

F. A

nl- A A (4.96)

Fy Ay

nach Abbildung 4.8 werden durch die orthogonalen Transformationen

f=T-F, §=T-A

Ecosa Esino 1 0 (4.97)
T = s E =
—FEsina Fcosa 0 1

in die lokalen Gréflen nach Abbildung 4.7 iiberfithrt. (Der Drehwinkel a wird bei
praktischen Anwendungen oft gleich dem im vorigen Abschnitt definierten Neigungs-
winkel O sein.) Einsetzen von (4.97) in (4.83) und Multiplikation mit 7! von links
fithrt auf die Transformationsgleichung

F=K-A (4.98)
mit der globalen Steifigkeitsmatrix
K=T'"%T=TkT. (4.99)

Anwendung der Rechenvorschrift (4.99) auf die lokale Matrix k nach Gleichung
(4.88) ergibt die wiederum symmetrische Blockmatrix
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Kaa Ku.b
K, Ky

mit

K= k;yucos:’a — (ki + k;,)cosasina + (k, .+ k;.) sin’a (4.100)

= S : 3 2 . .
K= kj ,cosasina + k; cos’a — kivusmza — (k,+ k2 )cosasina

v

=kt ; L3 2 .
Kya:=kj cosasina — kj sin’a + k; ,cos’a — (ky,+ k) cosasina

s a2 s :
Kyy:= kj ,sin“a + (kj ,+ k) cos asina + (ky ,+ k5 ) cos’a .

und den Submatrizen nach Gleichungen (4.86) und (4.87). Bei Systemen wie abge-
spannte Masten und Schrigkabelbriicken ist die Normalkraftverformung des biege-
steifen Systemteils relativ klein. Liegen die Achsen des globalen Koordinatensystems
parallel zu Briickenbalken und -pylon bzw. zum Mast, dann werden vor allem die
Elemente K;;, K44 und wohl auch Ky4, Ky der dynamischen Steifigkeitsmatrix K
interessieren. Nach Gleichung (4.100) lauten sie unter Benutzung der Symmetrie-
eigenschaften

K = ki, cos’a + 2k}, cosasina + (k) ,+ k) sin’a
Knu=K4g= - [k,sl'u+ (kp o~ kﬂvv)] cosasina — kj (4.101)
Ky = ki, sin’a + 2k, , cosasina + (k ,+ ki ) cos’a .

In Anbetracht der GréBenverhéltnisse der einzelnen Beitrige werden die vereinfach-
ten Ausdriicke

- — .S 2 s s

Ky = kj , cos®a + 2k, cos asina

Ky = Kq = —kj ,cosasina — k], (4.102)
R X 1a2 s :

Ky =k, sin®a + 2k; , cosasina

oft ausreichend genaue Ergebnisse liefern.
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Die Gesamtverschiebung senkrecht zur Seilsehne ergibt sich aus den Gleichungen
(4.89) und (4.97) als Funktion der globalen Randverschiebungen:

v=—8[(A - A2)cosa+ (A3 — Ay)sina] — ...
— B2 [(Ay+ Ag)sina — (As + Ay)cosa] + ... (4.103

+ 82 (A1 — Az)sina — (Az — Ay) cos a

Es sei daran erinnert, daB die angegebenen Gleichungen nur fiir Schwingungen ent-
sprechend Ansatz (4.32a,b) gelten.

Eine Erweiterung der dargelegten Theorie auf den riumlichen Fall diirfte ohne
grofere Schwierigkeiten moglich sein: Da bei linearer Betrachtung die Schwingun-
gen innerhalb der Seilebene und die Schwingungen senkrecht hierzu voneinander ent-
koppelt sind [54], kann die raumliche dynamische Seilsteifigkeit bei entsprechender
Wahl des Koordinatensystems mit einer Blockdiagonalmatrix beschrieben werden.
Deren erster Diagonalblock ist mit der 4x4-Matrix nach Gleichung (4.100) bereits
gegeben. Der zweite Diagonalblock, eine 2+2-Matrix, wire noch abzuleiten. Da
sich das Seil beziiglich Schwingungen senkrecht zur Seilebene wie eine schwingende
Saite verhalt [125], ergibt sich diese Matrix direkt aus dem unteren Diagonalblock
(k;,+ k7 ) der lokalen Steifigkeitsmatrix (4.88) durch den Grenziibergang A2— 0.
Enfsprechendes gilt fiir die Verschiebungen.

Bei einer Anwendung der Theorie auf Seile in schweren Medien (Wasser) kann der
EinfluB der Fluidkréfte in der Festlegung der Parameter m, ¢ und ¢ beriicksichtigt
werden [24]; fiir das Medium Luft betrifft dies nur den Dampfungsparameter ¢

4.6 Beispielrechnung und Diskussion

Die numerische Auswertung der hergeleiteten Gleichungen erfordert durchweg das
Rechnen mit komplexen Zahlen (sofern die Untersuchung nicht auf reelle 0, einge-
schrankt wird). Schreibt man allgemein

z=z2 41" ; 7, 2"eR (4.104)

so gilt fiir die trigonometrischen Funktionen (nach [17])

sin z = sin 2’ cosh z” + 7 cos 2’ sinh 2”

cos z = cos z' cosh z” ~ isin 2'sinh 2” .
(4.105)

sin 22’ + i sinh 22" 1

cos 2z’ + cosh 22"  cotz

tanz =
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Beispiel 1:

Die dynamische Steifigkeit Ky; und die Verschiebung in Feldmitte vm (A1) werden
fir die Parameter

mgl To 0,14
_20,217 y —_0 000 = = ° =2
T A 633, a=0=5586, ¢ a/r

als Funktionen reeller Q berechnet.
Mit den Gleichungen (4.91), (4.92) und (4.94) folgt zunachst

L/l1=1,002~1, A*=2348, e=0,1218

Y

womit der in den Gleichungen (4.95a) festgelegte Geltungsbereich in etwa eingehal-
ten ist. Die Forderung (4.95b) ist ebenfalls erfiillt.

Die Berechnung von Ky, wurde nach Gleichung (4.101) und zum Vergleich nach
der vereinfachten Gleichung (4.102) durchgefiihrt. Der Anteil k] , wurde dabei nach
der genaueren Gleichung (4.48) und alternativ nach Gleichung (4 49) berticksichtigt.
Im Bereich der absoluten Extrema weichen die nach verschiedenen Gleichungen er-
mittelten K;; um héchstens 3% in ihren Real- bzw. Imaginiranteilen voneinander

ab. Die auf den elastischen Anteil K} der statischen Steifigkeit K!, eines geraden
Stabes

T
K, = Klt'f (1 + *E% tan? a) ; K:f = ~E% cos? a (4.106)

bezogene dynamische Steifigkeit K7, kann hier also nach den Gleichungen (4.49) und
(4.102) und unter Vernachlissigung des Faktors [/L, mit guter Genauigkeit zu

Kii  l+4etana(k—1)
Kiy 1+ 4(k—1)

K7, = (4.107)

berechnet werden. Real- und Imaginirteile der so ermittelten bezogenen Steifigkeit
sind in Abbildung 4.9 in Abhingigkeit von /7 dargestellt.

Ein Vergleich der beiden Kurven mit denen, die Davenport & Steels [24] fiir
die gleichen Parameter berechnet haben, zeigt Ahnlichkeit, aber keine Uberein-
stimmung. Thre theoretische Lésung erfordert die numerische Auswertung unendli-
cher Reihen und kann deshalb nicht direkt mit der hier hergeleiteten geschlossenen
Lésung verglichen werden. Jedoch scheinen sie den Beitrag von £} , nicht beriicksich-
tigt zu haben. Dieser Term ist gleich (dem von ihnen beriicksichtigten) &}, , und hat
nach Gleichung (4.100) denselben Einflu auf die Gesamtsteifigkeit. Entfernt man
diesen Beitrag auch aus Gleichung (4.107) (mittels Division des zweiten Summanden
im Zahler durch 2), so kénnen die in [24] graphisch dargestellten Rechenergebnisse
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im Rahmen der Zeichengenauigkeit exakt reproduziert werden; fiir den Sonderfall
verschwindender Dampfung stimmt die so gestutzte Formel aulerdem mit einem in
(24] hierfiir angegebenen geschlossenen Ausdruck iiberein. In diesem Beispiel trigt
k; . mit durchschnittlich etwa 15 % zur Gesamtsteifigkeit bei und sollte deshalb nicht
vernachlissigt werden (was im iibrigen auch keine Rechenerleichterung brichte).

Der Ausdruck (4.103) fiir die Verschiebung vereinfacht sich bei alleinigem Auftre-
ten von A, zu

v=10(4,) = —|[Bcosa+ (B — By)sinal Ay . (4.108)

Beschrankt man sich auf die Verschiebung in Feldmitte, so entfillt 32 und mit den
Gleichungen (4.53) und (4.72) erhilt man nach Einsetzen

2 . 1 A2
VUm _ ‘l~)m %é_gcosa{l—cos((lh/n]+%51na[cos(ﬂc/2)+ﬂ—§(xnl) (4 100)
Ay AT 1+ 45(r—1) o

Die so berechnete Verschiebung ist ebenfalls in Abbildung 4.9 dargestellt. Wie
erwartet korrespondieren die Verliufe ihrer Real- und Imaginérteile mit denen der
dynamischen Steifigkeit. Bei dem hier behandelten Beispiel betragt der EinfluB von
B, auf die Gesamtverschiebung durchschnittlich etwa 15 %.

Fir den Sonderfall dimpfungsloser Schwingung hat auch Irvine [57] geschlossene
Ausdriicke fiir die dynamische Steifigkeit K1; und die Verschiebung v(A;) angege-
ben. Anwendung des vereinfachten Ausdruckes (4.107) und der Beziehung (4.108)
auf ein dimpfungsloses Seil und Vergleich mit Irvines Gleichungen ergibt weitge-
hende Ubereinstimmung. Allerdings 138t er auch die aus &} ,, k, und 3], 82 resul-
tierenden Anteile unberiicksichtigt; seine Gleichungen sind (je nach EinfluB dieser
Anteile) weniger genau.

Beispiel 2:

Die dynamische Steifigkeit K44 und die Verschiebung in Feldmitte v,,(A4) werden
fir die Parameter

T,

[=200m, 29_-0,08MN/m®, =2 =500MPa
A A

E = 200000 MPa , a=0=30°, ¢=0,01

als Funktionen reeller Q) berechnet.
Mit den Gleichungen (4.91), (4.92) und (4.94) folgt

L./l =1,0001 ~1 , A% =0,3072 €=0,02771 ;
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Abb. 4.9. Dynamische Steifigkeitsfunktion und Verschiebung in Feldmitte

(Beispiel 1)
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der in den Gleichungen (4.95a) festgelegte Geltungsbereich ist sicher eingehalten.
Bedingung (4.95b) ist erfiillt.

Der EinfluB verschiedener Vereinfachungen bei der Berechnung der dynamischen
Steifigkeit wurde — wie schon in Beispiel 1 — auch hier untersucht. Dabei zeigte

sich, daB8 nun die Anwendung der Gleichung (4.102) — und damit eine Vernachlassi-
gung der Anteile ks, und k}, — zu véllig falschen Ergebnissen fithrt. Insbesondere

erhilt man ohne k’ Stexﬁgkelten mit durchweg negativemn Imaginarteil K7%,. Da fiir
die von der Randl\raft F, wihrend einer Periode geleistete Arbeit aber gilt

2w
VV:/ (K44A4) (aaA“) dt = KL IA“ll2 > (4.110)
4]

darf negatives Ky, (bei gleichzeitig positivem £) nicht auftreten, denn sonst wire das
System ein perpetuum mobile! Der Anteil k,‘fu muf beriicksichtigt werden, da sich
nun auch im Bereich der antisymmetrischen Elgenfrequenzen (des festverankerten
Seiles) betrichtliche Stérungen ergeben. Wie die Vergleichsrechnungen weiter zeig-
ten, kann aber der Anteil k %« ohne groBeren Genauigkeitsverlust wieder nach der
einfacheren Gleichung (4.49) berechnet werden. All diese Ergebnisse scheinen ty-
pisch zu sein fiir stark gespannte, schriige Seile, wie sie etwa bei Schragkabelbriicken
cingesetzt werden.

Bezieht man die dynamische Steifigkeit des Seiles wieder auf den elastischen Anteil
Ky der statischen Steifigkeit !, eines geraden Stabes

44 = Ryl

EA |
K [he (1 + % cot? a) ; K«if = e sinfa , (4.111)

so folgt der nun auszuwertende Ausdruck aus der vollstindigen Gleichung (4.101)
und unter Ansatz der vereinfachten Gleichung (4.49) zu

K44_1+ecota(fc—l)—lgﬂf [K—{-‘—’%—(K—l)] )

K, = —= = + s 4.112
WKL 142 (k—1) K (4.112)
wobei der hier unbedeutende Faktor /L. wieder vernachldssigt wurde und die
Abkiirzung
2
€ 2 To 2,
o: FCOt a~ ﬁcot (4.113)

gilt. Die sich hieraus ergebenden Kurven sind in Abbildung 4.10 dargestellt.

Es fallt auf, daB die Storung im Bereich der ersten symmetrischen Eigenfrequenz
(des festverankerten Seiles) nur schwach ausgebildet ist. Wie die numerische Rech-
nung zeigte, neutralisieren sich hier die verschiedenen Steifigkeitsanteile gegenseitig.
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Abb. 4.10: Dynamische Steifigkeitsfunktion und Verschiebung in Feldmitte
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Relativ stark treten nun die Stérungen im Bereich der ersten antisymmetrischen und
zweiten symmetrischen Eigenfrequenz hervor.

Im Vergleich zu Beispiel 1 sind die ,Resonanzschlauche® der Steifigkeitskurven
hier viel enger; Stdrungsbereiche und Ausschlage sind kleiner, K}, .bleibt iberall po-
sitiv. Wie eine Analyse der benutzten Gleichungen zeigt, gehen diese Unterschiede
auf die viel kleineren ¢ und A? zuriick. Mit diesen Parametern verringern sich der
Durchhang und der Einflufl der (durch Querverschiebung induzierten) geometrischen
Steifigkeit am Gesamtgeschehen. Der nun dominierende elastische Steifigkeitsanteil
aber ist quasi-statisch(!), die resultierende Steifigkeitsfunktion néhert sich deshalb
in weiten Bereichen (und insbesondere auch fiir kleine Q) dem konstanten Wert ei-
nes masselosen, geraden Stabes. Nennenswerte Querverschiebungen (vgl. Diskussion
unten) und hieraus resultierende dynamische Steifigkeitseffekte treten nur noch in
unmittelbarer Nihe der Resonanzfrequenzen auf. Fiir stark gespannte Seile scheint
deshalb auch weniger Dampfung erforderlich zu sein, um Stérungen der Steifigkeits-
verlaufe und Schwingungsamplituden zu begrenzen.

Das jetzt stirkere Hervortreten der héheren Eigenfrequenzen geht auf das grofere
o zuriick. Dieser auBer ¢ und A2 offenbar ebenfalls wichtige Parameter steht fir
das Verhiltnis von geometrischer zu elastischer Steifigkeit eines geraden, masselosen
Stabes (s. Gleichungen (4.111) und (4.113)), wobei die geometrische Steifigkeit allein
aus der statischen Abtriebskraft resultiert.

Veletsos & Darbre [141] haben unter gleichen Voraussetzungen einen Ausdruck fiir
dic dynamische Steifigkeit K, hergeleitet, der mit dem Ausdruck (4.112) verglichen
werden kann (wobei zum ﬁbergang von K}, auf K7, hier zundchst cot @ durch
tan & zu ersetzen ist). Exakte Ubereinstimmung 148t sich zunéchst nicht feststellen.
Wie ein genaueres Studium der Arbeit [141] aber zeigt, scheint den Autoren bej
Herleitung ihrer Zentralgleichung (38) ein Fehler unterlaufen zu sein.

Vollzieht man ihre Herleitung in der angegebenen Weise nach, so erhilt man
einen etwas abweichenden und einfacheren Ausdruck: Der Nenner [1 — i(27(/®))
innerhalb des ersten Summanden von [141, Gl. (38)] mu8 durch 1 ersetzt werden.
Die so entstehende Gleichung kann mit dem Ausdruck (4.112) (bis auf den hier
vernachlassigten Faktor [/L.) exakt zur Deckung gebracht werden.

Beide Ausdriicke bleiben in ihrer aufleren Form noch etwas verschieden, da sie
auf verschiedenen Wegen gefunden wurden: Die hier gegebene Separation in sym-
metrischen und antisymmetrischen Anteil ist in dem Ausdruck nach [141] weniger
deutlich vorhanden. Unter Verzicht auf diese Separation 148t sich Gleichung (4.112)
zu dem etwas einfacheren Ausdruck

[1 + iecota(x — 1)

R = + 0 Q. cot Q. 4.112a
44 1+(—/;%(K_1) ( )

umformen, der in secinem Aufbau den Gleichungen (38) und (41) von [141] entspricht.

Ein Vergleich der Herleitungen und Ergebnisse zeigt den Vorteil einer Be-
schrankung auf trigonometrische Losungsfunktionen mit komplexen Argumenten.



4.6. BEISPIELRECHNUNG UND DISKUSSION 199

wie sie hier benutzt wurden: Der Rechenaufwand (und damit das Fehlerrisiko) kann
auf einen Bruchteil reduziert werden, die Ergebnisgleichungen sind biindiger und

nehmen fiir das gedimpfte und das ungedampfte Seil dieselbe dufiere Gestalt an (im
ungeddmpften Fall wird lediglich Q, durch Q ersetzt).

Die in [141] angegebene geschlossene Néherungsgleichung (39) entspricht iibrigens
der Davenport’schen Ldsung mit unendlichen Reihen [24]. Nach den vorher gewon-
nenen Erkenntnissen (Beispiel 1) sollte der zweite Summand im Zahler von (141,
Gl. (39)] noch mit dem Faktor 2 versehen werden. Diese Gleichung kann dann in
den hier angegebenen Ausdruck (4.107) iiberfithrt werden. Wie an Gleichung (4.112)
abzulesen ist, verschlechtert sich die Genauigkeit der Naherungslésung mit wachsen-
dem p.

Fir die Verschiebung folgt aus Gleichung (4.103)
v=10(A4) = [B)sina + (B2 + %) cosa] A, (4.114)

und hieraus fiir den Feldmittelpunkt ein der Gleichung (4.109) hnlicher Ausdruck,
dessen numerische Auswertung in Abbildung 4.10 graphisch dargestellt ist. Offen-
sichtlich erfolgt auch im Bereich der ersten symmetrischen Eigenfrequenz eine starke
Schwingungserregung — trotz des hier nahezu ungestdrten Verlaufes der Steifigkeits-
kurven. Die (sicherlich vorhandene) Schwingungserregung in der Nihe der ersten
antisymmetrischen Eigenfrequenz tritt nicht in Erscheinung, da hier nur die Ver-
schiebungsamplitude in Feldmitte betrachtet wird. Vergleicht man die Verschie-
bungskurven mit denen von Beispiel 1, so kénnen dhnliche Feststellungen wie zuvor
beziiglich der Steifigkeitsverlaufe getroffen werden. Nach Gleichung (4.109) scheint
nun aber statt ¢ und A? mehr der Parameter A? allein von Einflu8 zu sein.

Eine experimentelle Uberprﬁfung der hier dargelegten Theorie wire besonders {fiir
eine genauere Eingrenzung des Giiltigkeitsbereiches wiinschenswert. Angesichts der
teilweisen Ahnlichkeit in der theoretischen Behandlung sei zur grundsatzlichen Veri-
fizierung auf die Versuche von Davenport & Steels [24] hingewiesen: Sie verglichen
ihre rechnerischen Ergebnisse mit Schwingungsversuchen im Ol- und Wasserbad, wo-
bei sich teilweise sehr gute Ubereinstimmung zeigte. Allerdings mufiten hierfiir die
rechnerisch berticksichtigten Parameter (insbesondere die Dampfung) variiert wer-
den, wobei sich zum Teil groBe Abweichungen von den zuvor geschitzten Werten
ergaben. Diese Anpassungsschwierigkeiten scheinen bei Benutzung der hier angege-
benen Gleichungen kleiner zu werden. Die experimentellen Ergebnisse [24] deuten
auch auf Stérungen in der Nahe der antisymmetrischen Eigenfrequenz @ = 2 hin.
Dieser Effekt wird mit den vollstandigen Ausdriicken (4.101) bzw. (4.112) prinzipiell
beschreibbar.

Jiingste Messungen an einem hohen abgespannten Mast im Wind [91] bestatigen,
daB die hier zugrundegelegte lineare Betrachtungsweise auch fiir praktische Frage-
stellungen relevant bleibt.
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4.7 Linearisierung
der dynamischen Seilsteifigkeit

4.7.1 Zielsetzung

Die Elemente K;; der dynamischen Steifigkeitsmatrix nach Gleichung (4.100) sind
analytische Funktionen des Frequenzparameters w. Durch ihre Beriicksichtigung in
den Steifigkeitsmatrizen zusammengesetzter Gesamtsysteme werden diese Gesamt-
matrizen ebenfalls parameterabhingig. Insbesondere bei der Behandlung der Eigen-
wertaufgabe ist dieser Umstand hinderlich: Der Eigenwert w und damit die von
ihm abhingigen Systemmatrizen sind zunichst unbekannt; auf die gut entwickelte
Theorie der linearen Eigenwertaufgabe (konstanter Matrizenpaare) kann damit nicht
unmittelbar zuriickgegriffen werden.

Eine Alternative zur im allgemeinen aufwendigen Losung der nichtlinearen Eigen-
wertaufgabe ist die Linearisierung der das Seilverhalten beschreibenden Matrizen-
elemente. Sei

F
K =K(w):= — 4.115)
(@) =% (
ein beliebiges Element der dynamischen Steifigkeitsmatrix des Seiles. Mit Lineari-
sierung ist dann eine niherungsweise Abbildung dieser analytischen Funktion auf

das in w? lineare Polynom
S = S(w?):= P-w'Q (4.116)

mit konstanten Koeffizienten P und Q gemeint. Die Beriicksichtigung von S(w?)
im Rahmen einer linearen Eigenwertaufgabe ist problemlos méglich. Insbesondere
konnen dabei P und Q auch Matrizen im Prinzip beliebiger Reihenzahl n sein:
die Linearisierung von K(w) ist dann verbunden mit einer Expansion. P und Q
entsprechen einer statischen Steifigkeitsmatrix bzw. einer Massenmatrix und werden
den Systemmatrizen entsprechend zugewiesen.*

In Verallgemeinerung dieser Aufgabe sollen nicht nur ein, sondern mehrere Ele-
mente der dynamischen Steifigkeitsmatrix des Seiles simultan expandiert werden.

4.7.2 Expansion einer dynamischen Steifigkeitsfunktion

4.7.2.1 Ldsungsidee

Das Matrizenpolynom S und das Vorgehen bei seinem Einbau in das Gesamt-
gleichungssystem ergeben sich aus einer offensichtlichen Forderung: Vom Restsystem

“Eine etwa vorhandene Dimpfung ist bei einer Abbildung entsprechend Gleichung (4.116) als
frequenzunabhingig anzusetzen (s. u.).
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aus ,,b"etrachtet“ soll das Seilverhalten niherungsweise richtig dargestellt werden.
Beim Ubergang auf das neue Gesamtsystem wird deshalb ausschlieBlich die Kompo-
nente K durch ein Element der Matrix S, etwa s;,, ersetzt. Die restlichen Elemente
von S werden in zusitzlich anzuschreibenden Leerzeilen und -spalten so angeordnet,
da$ ihre Zuordnung zu $11 und untereinander gewahrt bleibt. Die zweite bis n—te
Spalte von S beriicksichtigt den EinfluB neuer, fiktiver Freiheitsgrade r;, die ent-
sprechenden Zeilen ergeben zusatzliche, aus Griinden der Allgemeinheit homogene
Gleichungen (eindeutige Losbarkeit des Gesamtgleichungssystems erfordert quadra-

tische Matrix S).

Eine rein formalistische Herleitung von S, etwa durch Approximation von K (w)
durch eine Potenzreihe in w? und deren Giinther- oder Diagonalexpansion [157],
scheint hier nicht sehr aussichtsreich zu sein. Ein Blick auf Abbildungen 4.9, 4.10
zeigt, daB die Anzahl der Kollokationspunkte und damit der Grad des Polynoms
und die Ordnung der expandierten Matrix bei mindestens n = 7 licgen miifite (sofern

eine nicht nur lokale Approximation angestrebt wird) und damit aus verschiedenen
Griinden zu hoch wiére.

Bessere Genauigkeit bei weniger Aufwand verspricht ein weiteres Festhalten an
mechanischen Vorstellungen. Das Seil wird gedanklich ersetzt durch eine irgend-
wie geartete Schwingerkette. Die Abbildung von K auf § erfolgt nicht iiber eine
Potenzreihe, sondern iiber gebrochen rationale Funktionen, wie sie typisch sind fiir
die mechanische Impedanz diskreter Schwingungssysteme. Die Giite des Verfahrens,
aber auch die besonderen Schwierigkeiten in der theoretischen Durchfithrung beru-
hen auf der so ermoglichten Anpassung zweier Sitze von Ligenwerten unter jeweils
verschiedenen Randbedingungen. Im Vergleich zu anderen Arbeiten des beriihrten
Problemkreises (etwa die von Falk [33]) scheint dieser Ansatz neuartig zu sein.

Die hier vorgeschlagene Konstruktion von S geht entsprechend dem oben darge-
legten von der Beziehung

«©)-)

aus, wobel 7 :=(ry, 72, .. ., 7'n_1)T fiir den Vektor der neuen, fiktiven Verschiebun-
gen r; steht und F niherungsweise gleich der vom Seil auf das Restsystem wirkenden
(Schnitt-)Kraft F infolge der gemeinsamen Verschiebung A ist:

F~F o (4.118)

Fiir die von § dem Restsystem vermittelte Seilsteifigkeit K gilt

D | "=

K =K(w) = (4.119)
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S ist nun so zu bestimmen, daf}
K~K . (4.120)

Aus Gleichung (4.117) folgt fiir regulire S

(l:) = S‘1<P;) (4.121)

und hieraus weiter

A= (S, F (4.122)

11

und

. -1 S
F=((57),)" = 'S—H' (4123)

mit der Determinante |.S| und dem algebraischen Komplement S;; (Unterdetermi-
nante zum Element s;,). Der Fall singulirer Matrix S bzw. verschwindendem Sn
entspricht offenbar einem Nulldurchgang bzw. einer Polstelle von K.

Mit dem Ansatz (4.116) erhalt man aus Gleichung (4.123) die gebrochen rationale
Funktion

n . k<n
C Tawy [ -a)
K= ::z L= 15]:-11 (4'124)
2 b; (W) Il (W -a%;)
=1

3=0

mit maximal n Nullstellen &3; (Eigenwerte von S) und maximal n — 1 Polstellen ¢ @,
(Eigenwerte von S,,, d. h. S vermindert um erste Zeile und Spalte). Diese Funktion
stellt das Mittelglied bei der Abbildung von K auf S dar; die Aufgabe ist in zwei
durch die Gleichungen (4.120) und (4.123) vorgegebene Schritte aufgeteilt.

4.7.2.2 Approximation von K durch K

Die analytische Funktion K hat gebrochene Form oder 1a8t sich auf diese brin-
gen (siehe z. B. Gleichungen (4.107) und (4.112)). Eine fiir Zihler und Nenner ge-
trennt durchgefiihrte Entwicklung in Potenzreihen und anschlieBender Koeffizienten-
vergleich kénnte die Bestimmung der a;, b; in der Summendarstellung von Glei-
chung (4.124) erméglichen. Ein Versuch in dieser Richtung war wenig erfolgreich,
da die Potenzreihen zu langsam konvergieren und deshalb unerwiinscht groBe n in

Betracht gezogen werden miissen.
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Ausgangspunkt der weiteren Uberlegungen ist deshalb die ebenfalls in Gl. (4.124)
angegebene Produktdarstellung von Zahler und Nenner der gesuchten Funktion K.
Aufler deren Null- und Polstellen sind dort auch die kennzeichnenden Funktionswerte

k<n

Ko=K| = KZ—— (4.125)
(=@%;)
j=1
K=K = K (? k"'
' ' w—to00 (w ) w—%oco (4.126)

direkt ablesbar (es sei @o; # 0). Die Anpassung von K an K erfolgt nun iber diese
herausragenden Kennwerte, deren exakte Gegenstiicke Ky und K., ebenso wie die

exakten Null- und Polstellen w; und w2 ; aus einer Kurvendiskussion der Funktion
K (w) gewonnen werden.

Wie numerische Rechnungen zeigten, ist hierbei eine wesentliche Vereinfachung
moglich: Die Anpassung von K an K erfolgt zunachst fiir den ungeddmpften Fall;
die Dampfung wird nachtréiglich einbezogen durch die Substitution von w durch w,
(Gleichung (4.34)) bzw. durch &, (Gleichung (4.131)). Dieses Vorgehen wird vom
Aufbau der analytischen Losungen, bei denen im dimpfungslosen Fall w an die Stelle
von w, tritt, nahegelegt. Der Vorteil dieser Vereinfachung liegt darin, daB die wo;
und we,; fiir ein dimpfungsloses Seil reell sind und leicht bestimmt werden kénnen.

Die angegebenen allgemeinen Formeln sollen noch etwas spezifiziert werden.
Theoretische Uberlegungen zeigen, daB K fiir wachsendes w zunichst einem Wert
in der Nahe des elastischen Anteils der Seilsteifigkeit zustrebt [141] und (abge-
schen von den Polstellen) lange oder (bei entsprechender Vorgabe von a) auch
immer dort verharrt. Diese Besonderheit resultiert letztenendes aus der Ver-
nachlissigung der Tragheitskrifte in Sehnenrichtung, wird aber in dem hier be-
trachteten w-Bereich tatsachlich auftreten (vgl. Abbildungen 4.9, 4.10). Der Grenz-
wert Ko soll deshalb als endlich grof angenommen werden. Hieraus folgt, daB
Zahler- und Nennerpolynom in Gleichung (4.124) von gleichem Grad sein miissen
(k=1<n-1= a, =(—1)"|Q| = 0) und somit

K=k | (1.127)

Zur weiteren Vereinfachung wird man die Struktur von S§ bzw. Q auBerdem
so voraussetzen, daB das algebraische Komplement @, ungleich null ist (also
by = (=1)""1Q; #0 = I =n—1). Insgesamt folgt
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~ . — WA i

K = KOOHH (4.128)
=1 [ —wooJ

o n-1 ~o

LN Deoi (4.129)

KO =1 woj

Nach Ernnttlung der genauen Kennwerte Ko, Ko, wo; und wy; ist das zunichst
reelle K'(w), im einfachsten Falle durch deren direktes Einsetzen in diese Formeln
(~ Kollokatwn), bestimmbar. Dabei ist zu beachten, daB genau 2(n—1)41 = 2n—1
freie Parameter vorgegeben werden konnen. Setzt man z. B.

1;’0 = I\’O
(:Jo]' = Wwoj (4130)
3 } j=1...,n—=1,

so ist K., durch Gleichung (4.129) festgelegt und steht nicht mehr als Freiwert
zur Verfiigung. Zum Ubergang ins Komplexe (falls Seil gedimpft) wird w in Glei-
chung (4.128) jetzt noch durch

Qe 1= wy/1 — 263 (4.131)

ersetzt, wobei E ein zusitzlicher, frei wihlbarer Parameter ist. Eine Anwendung
dieser Formeln auf die in Abschnitt 4.6 behandelten Beispiele fithrt auf praktische
Hinweise zu einer geschickten Anpassung der Ersatzfunktion K:

Beispiel 1:

Die Steifigkeitsfunktion K besitzt nur einen wesentlichen Resonanzbereich (vgl.
Abb. 4.9; dort: K7,). Es wird deshalb eine Approximation mit n = 2 versucht.
Da nun ausschlieBlich der Index j = 1 erscheint, wird diese Indizierung im folgenden
fortgelassen. Man erhilt die Ausdriicke

- . 2_ ~2
K = [ 220 (4.132)
w? - %
1‘* ~2
S “’_02-1 : (4.133)
0 “o
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die sich auf die dimensionslose Form

N . QZ _ Q2

K = K;m (4.132a)

KL _ 0%

i) (4.133a)
0

bringen lassen (vgl. Abschnitte 4.3.1 und 4.6). Eine Kurvendiskussion der Funktion
K* nach Gl. (4.107) (dort: K7j;) fiir das ungedampfte Seil liefert die Kennwerte

K§=0,33822 ,  Qu=1,08160r , Q. =1,689537 ,

denen entsprechend Glexchungen (4.130) die Freiwerte K, €, Qe gleichgesetzt
werden. Hiermit sind K*(£) und

KX =0,82527

festgelegt. Der wahre Grenzwert K ~ 1 (angesetzt nach Abb. 4.9) wird also relativ
schlecht getroffen; die Festlegung der Freiwerte zielt auf méglichst gute Uberein-

stimmung im Kurventeil 0 < Q < Q. Zur Beriicksichtigung der Dampfung wird 2
in Gleichung (4.132a) jetzt durch

Q. :=04/1 - 26 (4.131a)

ersetzt. In Abweichung von der urspriinglichen Aufgabenstellung wird dabei fiir den

zusitzlichen Freiwert € statt einem frequenzabhingigen Parameter viskoser Damp-
fung der konstante Wert

€ 1= (D) = 0,14/1,68953 = 0,082863

eingesetzt, der im Bereich des maximalen Dimpfungseinflusses die Dimpfung nahe-
rungsweise richtig wiedergibt. Dieses Vorgehen wird sich spater bei der Konstruktion
der Matrix S als niitzlich erweisen; sein FehlereinfluB soll hier miterfafit werden.

Die Approximationsfunktion in ihrer endgiiltigen Form lautet

- ~, (1 —2£,2)02 - Q3 )
K* =K
(1= 2En ) — 02,
mit (4.134)
2
K = K‘Q

OQZ
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l_—?/n' R (K*) R (K*) |Fehler [%)]| S(K™) | S(K~) |Fehler [%] ;

0 0, 3382 0,3382 0 0 0 0
0,50 0,2934 0,2916 —0,6 0,0287 0,0085 -0
1,25 —0,1774 —0,2092 18 0,2719 0,2073 —24
1,54 —0,7733 | -0, 9065 17 1,4348 1,4095 ~1,8
1,68 0, 6428 0,6222 | —3,2 2,9279 | 2,9584 1,0
1,82 2,1672 2,0710 —4,4 1,4900 1,4935 0.2
2,05 1,6814 1,6393 -2.5 0, 3699 0, 4206 14
2,50 1,1934 1,1999 0,5 0,0877 0,1143 30
3,50 1,0167 0, 9666 —4.9 0,0251 0,0305 22 |

Tabelle 4.1: Vergleich von exakten und approximierten Funktionswerten (Beispiel 1)

Ein numerischer Vergleich mit K™ nach Gl. (4.107) zeigt sehr gute Ubereinstimmung
in der Lage der Extrema und, wie die Gegeniiberstellung in Tabelle 4.1 zeigt, eine
ausreichende Approximation insbesondere der Extremwerte (unterstrichen).

Beispiel 2:

Die hier geltende Steifigkeitsfunktion hat mehr als einen wesentlichen Resonanz-
bereich (vgl. Abb. 4.10; dort: Kj},). Es kénnen maximal n — 1 Resonanzbereiche
gleichzeitig approximiert werden. Die numerischen Rechnungen beschrinken sich
auf n = 2 und n = 3, wobei der hier dominierende zweite und dritte Resonanzbe-
reich dargestellt werden soll (und deshalb eine Indizierung ausnahmsweise von J =2
bis j = n vorgenommen wird).

Eine Kurvendiskussion von K* nach Gleichung (4.112) (dort: K,) fiir das un-
gedimpfte Seil liefert die Kennwerte

K =0,97504
Qo2 =1,765757 Qo2 =21
Qo3 = 2,702067 N3z = 3,000477 .

Ein Vorgehen wie in Beispiel 1, d.h. Gleichsetzen der Freiwerte 1;'5, on, Qe; mit
diesen exakten Kennwerten, verbunden mit der Festsetzung £ = ¢ = 0,01 fithrt hier
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nicht zum Ziel; die so gewonnenen Néherungen sind sowohl fiir n = 2 als auch fiir
n = 3 vollig unbrauchbar! Dies scheint auf den bei stark gespannten Seilen gréBeren
Dampfungseinflufl zuriickzufiihren zu sein (vgl. Abschnitt 4. 6).

Theoretische Uberlegungen und numerische Versuche fiihrten auf eine Strategie,
die auch in diesem Falle gute Approximation bei kleinem Aufwand ermoglicht. Man
setze

I;’O = ](0
(4.135)
Wooj = Weoj ; fur alle j
bzw. in dimensionsloser Form
K =K;
N (4.135a)
Dooj = Nooj 3 flrallej
sowie fiir den Dampfungsparameter
E=¢. (4.136)

Die verbleibenden Freiwerte ﬁoj werden mittels Probieren und Iterieren so bestimmt
daB insbesondere die Extremwerte von K*(Q) durch die Naherungsfunktion

]

(1- 25:)92 - 02 3
=K, 2
H (1 —2&)0 QZOJ

mit (4.137)

. 02,
K=K [ =
LY

/

optimal approximiert wird. Als Anhaltspunkt fiir die Wahl der Startwerte dient die
Beziehung

Qoj < Qoj < Qoo; (4.138)

wobei Qo]- mit wachsender Dampfung niher an f2,; heranriickt. Bei diesem Vorge-
hen macht man sich zunutze, daB durch die gewihlten Festlegungen die Lage der
Extrema bereits gut getroffen wird.

Die in Tabelle 4.2 aufgefiihrten und gegeniibergesteliten Funktionswerte zeigen
iber weite Kurvenbereiche gute Approximation der Funktion A™* nach Gl. (4.112)
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7/% R(K") R(K*) |Fehler [%]|| S(K™) S (K*) |Fehler (%)

o 0,9750 | 0,9750 0 0 0 0
0,90 0,9701 0,9701 0,0 0, 0006 0,0001 —80
1,90 0, 8262 0,8337 0,9 0,0282 0,0278 —1,4
1,98 0, 5896 0, 5985 1_,§ 0,3775 0,3776 0,0
2,00 || 0,9713 | 0,981 [ 1,0 0,7506 | 0,7511 0,1
2,02 1,3380 1, 3488 0,8 0,3738 0,3738 0,0
2,20 || 1,0330 | 1,0477 1,4 0,0092 | 0,0087 | -55
2,50 0, 9681 0,9914 2,4 0,0039 0,0031 —20
2,90 | 0,894 | 0,8580 | 4,7 0,0461 | 0,0450 | —2,4
2,97 || 0,688 | 0,7291 | 6,0 0,2756 | 0,2764 0,3
3,00 || 0,9592 | 1,0045 | 4,7 0,5551 | 0,5583 0,6
3,03 1,2366 1,2862 4,0 0,2816 0,2823 0,2
3,10 | 1,1004 | 1,1623 4,8 0,096 | 0,0480 | -3.3
3,50 0,9470 1,0392 9,7 0, 0081 0,0025 —-69

Tabelle 4.2: Vergleich von exakten und approximierten Funktionswerten (Beispiel 2)

durch eine auf diese Weise bestimmte Naherungsfunktion K* nach Gl. (4.137). Es
wurde dabei n = 3 und j = 2, 3 gewihlt und damit eine gleichzeitige Anniherung
im zweiten und dritten Resonanzbereich angestrebt. Die iterativ gefundenen und
hier cingesetzten Freiwerte betragen

Qo2 = 1,984647
Qo3 = 2,98391

und liegen schon deutlich niher an Q,,; als an ;. Numerische Versuche mit n = 2
zur Annéherung jeweils nur eines Resonanzbereiches fiihrten auf hiervon nur wenig
abweichende Optimalparameter, die somit gute Startwerte fiir den komplizierteren
Fall n > 2 wiren. Es zeigte sich hierbei auch, daB die mit n = 3 erreichbare Genau-
igkeit im unteren (zweiten) Resonanzbereich gegeniiber einer Rechnung mit n = 2
etwas grofer, im oberen (dritten) Resonanzbereich aber kleiner ist.
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4.7.2.3 Ubergang von K auf S
Die reellen Kennwerte f(o, -R’ooy @ojy Doojy f und damit die Naherungsfunktion

n—-1

|
2
¥

2

2
P ¢~ Yoj
K= Ko 2o, (4.139)
j=1 ¢ o,
mit
. n—1 ‘:)2 )
Ko = Ko =7 (4.140)
@&
j=1 10j
und

@ i=wy/1 — 263 (4.131)

seien nun bekannt. Der jetzt erfolgende Ubergang auf S ist exakt. Durch dic
gegeniiber Gleichung (4.116) etwas modifizierte Definition

S = S(@?) =P -3Q (4.141)
mit dem nun reellen Matrizenpaar P; Q bleiben die Imaginiranteile zunachst aus-
geklammert. Aus diesem S folgt bei Anwendung der Gleichung (4.123) ein K in

der Form von Gleichung (4.139). Mit der im vorigen Unterabschnitt gegebenen
Begriindung lauten die Nebenbedingungen dabei

Ql=(-1"an=0, Qu=(-1)""biy #0, (4.142)

wobei @1, das algebraische Komplement zum Matrizenelement ¢;; ist (Unterdeter-
minante). Aus einem Koeffizientenvergleich der Darstellung

$ a; @2y
g=Sl_=m 7 (4.143)

n—1 .
T
j=0
mit Gleichung (4.139) folgen die Beziehungen

I{oo = == an-1 = (_l)n—l QIII;’OO # 0 (4141)
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sofern nur K., # 0. Stellt man die beiden Darstellungsweisen gemiB

n—1 n—1

(@2 - a5;) o5 @

= =R (4.145)
(@2 - a%,)) i (@2

1=1 1=0

gegeniiber, so schlieft man aus dem Vergleich der Absolutglieder (bei untereinander
verschiedenen &pj, Wso;), dal auch die Beziehungen

n—

—
3
|
—
o~
(=]

(—@8) = = | (—@%;) = (4.1161
=1 ! an-1 7=1

.

gelten sollten. Mit
|P|=aq , Py =bo (4.147)

folgt hieraus

n-1 n—-1
|P|=Q11K<>OHGJ§J' ) P11—_—Q11H“~)Zoj (4.148)
1=1

j=1
und fiir Ko, #0, @o;#0, oo #0 weiter
IP[#0, Pi#0. (4.149)
Mit Gleichung (4.140) erhélt man auBerdem

Pl _ (1.150)

P—“ = 1\0 .
All diese globalen Erkenntnisse mégen bei der Konstruktion des Matrizenpaares
P; Q niitzlich sein. Die Lésung dieser Aufgabe ist allerdings nicht eindeutig. Denn
den festzulegenden 2n? Matrizenelementen stehen, entsprechend der Anzahl der in
Gleichung (4.139) vorhandenen Kennwerte, nur 2n—1 wesentliche Parameter ge-
gentber. Die jeweilige Differenz entspricht der Anzahl frei wihlbarer Vorgaben fiir
die Matrizenelemente p;;, ¢i;, wobei aber die Erfiillung der Bedingungen (4.142)
und (4.149) sowie eine ausreichende Verkopplung zwischen den Freiheitsgraden von
vornherein sichergestellt werden sollte. Nach Anwendung der Rechenvorschriften
(4.139), (4.143) und anschlieBendem Koeffizientenvergleich fiir Zahler und Nenner
erhdlt man dann 2n — 1 Gleichungen zur Berechnung der verbleibenden 2n — 1 unbe-
kannten Matrizenelemente in Abhingigkeit von den dynamischen Parametern /v .
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{gj, Weoj- Diese Gleichungen sind leider recht verwickelter (nichtlinearer!) Natur, so
dafB8 auf diesem Wege keine allgemeine Losung (fiir beliebige n) angegeben werden
kann.

Zu diesem Ziel fithrt indes ein ganz anderes, direkteres Vorgehen: Die Grundbe-
ziehung

KA =F (4.151)

wird schrittweise umgeformt und durch Hinzufiigen trivialer Gleichungen auf das
Gleichungssystem

S(f) = <};> (4.117)

expandiert. Erste Losungsidee ist hierbei die Teilbruchzerlegung der gebrochen ra-
tionalen Funktion A von Gleichung (4.139). Diese Zerlegung ist immer moglich und
fithrt (bei untereinander verschiedenen @oj, Weoj) auf

n-1

. . A

K=Ky (1 + E %) (4.152)
j=1 e _wgoJ

mit konstanten A;, die als
A; = A0, QL) ER ; k=1,...,n—1 (4.153)

in wenn auch verwickelter Form formelmaBig angegeben werden kénnen [129]. Defi-
niert man die Verschiebungen
Tii= A J=1...,n—-1, (4.154)

c o)

so ist die Beziehung (4.151) auch in der Form

A
. n-d ~ ™ ~
KA+ 1)) =Ko(l,1,...,0)| | |=F (4.155)
j=1 :
Tn-1

darstellbar. Aus Gleichung (4.154) folgen aber auch die n — 1 homogenen und linear
unabhdngigen Gleichungen

1 -
A-—Z—(Gﬂ—djzj)rj:O; j=1...,n—-1, (4.156)
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die man mit dem Ausdruck (4.155) zusammenfat zum Gleichungssystem

1| 1 1 ... 1 A F
1|%==% o . o ™ 0
Ay
A - o2, —a? -
S| —| =Kol 1 0 = ... 0 ro | =1 0 (4.157)
r . .2 . . .
-2 -2
1] 0o o ...\ 0
S

Die so konstruierte Matrix S erfiillt offensichtlich die Grundgleichung (4.117) und
hat die in Gleichung (4.141) festgelegte Form eines linearen Matrizenpolynoms. Zur
Probe wird auf S die Rechenvorschrift (4.143) angewendet und hieraus wieder /¥
abgeleitet: Nach Partionierung in der in Gleichung (4.157) angedeuteten Weise be-

rechnet man die Determinante (nach [157]) zu

n-1 ‘
~ A
IS| = |S11,red] - [S22] = Koo (1 - z; Fmi—&?) o
J=
- (4.158)
n—-1 7
Ky, . ~
Sll = |522| = _—(wgo] _WCZ) ’
A.
7=1 7 J

woraus sich K unmittelbar in der Form (4.152) ergibt.

Unter Ausnutzung der bei der Konstruktion von S vorhandenen Gestaltungsfrei-
heit gelang also eine geschlossene Darstellung fiir beliebige n. Die so bestimmte
Teilmatrix P hat allerdings volle Bandbreite; das mechanische Pendant zum Matri-
zenpaar P;Q ist hier eine Parallelschaltung von ,geerdeten“ Einmassenschwingern.
Die eventuell giinstigere und prinzipiell mégliche Darstellung mit P als Tridiago-
nalmatrix und Q wieder als Diagonalmatrix (mit ¢;; = 0) entsprache dagegen einer
seriellen, einseitig ,geerdeten“ Schwingerkette mit konzentrierten Massen an allen
Knoten (bis auf den ersten, an dem F angreift). Dem Seil kénnen somit verschie-
dene diskrete Schwingungssysteme zugeordnet werden; deren Eigenfrequenzen unter
den Randbedingungen ' =0 (& |S] = 0) bzw. A =0 (& 511 = |S22| = 0) miissen in
jedemn Fall aber gleich den &g; bzw. @ sein.

Zur Anwendung wird nun der spezielle und einfachste Fall n = 2 betrachtet, fiir
den man mit den bisher gewonnenen Erkenntnissen direkt

Ko Ko Lf0 0
- @ (4.159)

Koo p2 0 g2

i
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schreiben kann. Berechnung von Determinante und Unterdeterminante entspre-
chend Gleichung (4.143) und Koeffizientenvergleich oder, wegen n = 2, auch eine
Anwendung der allgemeinen Beziehungen (4.148) fiihren auf das Gleichungssystem

P22 — @3 q22 = Koo
(4.160)
P22 — @%q22 =0 ,

das in diesem Falle linear ist und aus dem p,; und q22 bestimmt werden. (Der
Index j =1 wurde hier wieder fortgelassen.) Teilbruchzerlegung und Einsetzen in

den allgemeinen Ausdruck (4.157) fithren auf dieselben Gleichungen. Man erhilt
hieraus

11 Y _fo o

S =K 2 - &? A , (4.161)
Vg 0 @iz

wobei wp und e wieder als verschieden vorausgesetzt werden. Der zugehorige Ein-
massenschwinger mit zwei Freiheitsgraden wurde bereits von Veletsos & Darbre [141]
als Ersatzmodell fiir das schwingende Seil vorgeschlagen. Die dort ad hoc vorgenom-
mene Systemidentifizierung ist allerdings nur fiir relativ schwach gespannte Seile
zuldssig und schopft die Maoglichkeiten dieses Primitivmodells nicht voll aus. Nach
elementaren Umformungen stellt man fest, daB alternativ zum Ausdruck (4.161)
auch das Matrizenpolynom

Ko & [0 o
S = — & ) (4.162)
R 0 &
mit
foi= Ke—Ko # 0 (4.163)

verwendet werden kann; beide Ausdriicke fiihren auf dieselbe Funktion K, da nur die
der fiktiven Verschiebung r zugeordnete Spalte und die zusatzliche, im Gesamtglei-
chungssystem homogene Zeile mit Faktoren versehen wurden (s. Ausgangsgleichung
(4.117)). Zum Ubergang auf die eigentlich gewiinschte Form (4.116) wird & gemaB
Gleichung (4.131) substituiert, womit man die Darstellung

Ko & 0 0
s=[ "= " )_ o (4.164)
P P2 0 »:!1~—22£1!
wOO

erhalt.
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Nach wiederum elementaren Umformungen findet man die mégliche Alternative

K 2 0 0

S = VAT S, (4.165)
3 _ I3 . 0 __';_
1-26  1-26 “oo

bei der im Gegensatz zu vorher die Massenmatrix reell, die Steifigkeitsmatrix aber
komplex ist. Diese Form wird man vorziehen, wenn auch die Gesamtmatrizen fiir
Masse bzw. Steifigkeit bereits reell bzw. komplex sind. Wegen

LI 1426 = 1445 ; §<1
1—2€i
) i (4.166)
e—— > 146 = 1+4§/2 5 §<1
V126
und hieraus
Ko #(1+14g/2 0 0
S~ ( ) -t i , (4.167)
£(1+14g/2)  R(1+1§) 0 zx
kann man
2 =: § (4.163)

als eine Art Dimpfungsverlustwinkel ansehen (vgl. Abschnitt 3.3.5), der hier in
spezieller Weise in die Steiﬁgkeitsmatri)& einzuarbeiten ist. Anders bei Vorgabe der
bezogenen viskosen Dampfungkraft ¢: ¢ ist dann, etwa in der in Gleichung (4.34)
angegebenen Form, von w abhingig. Einsetzen in Gleichung (4.164) fithrt auf das
nichtlineare Matrizenpolynom

Ko & 0 0 , 0 0
S = = + w o + (1w)?® i , (4.169)
koOR 0 £& 0 #

das vorteilhaft dann benutzt wird, wenn dessen mittlere Teilmatrix einer bereits vor-
gesehenen Systemdampfungsmatrix (viskoser Ddmpfung) zugewiesen werden kann.
Soll das nichtlineare Eigenwertproblem ganz vermieden werden, so ist fiir £ ein kon-
stanter Wert einzusetzen (vgl. Abschnitt 4.7.2.2) und eine der zuvor angegebenen
Darstellungen zu benutzen.

Die Definition der HilfsgroBe & erméglicht hier und im weiteren besonders einfache
Ableitungen und tbersichtliche Darstellungen. Hierzu seien noch zwei Bemerkungen
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gemacht, die fir weitere Entwicklungen und fiir die numerische Durchfithrung niitz-
lich sein kdnnen. Bei stark gespannten Seilen wird dje Differenzsteifigkeit & klein im
Verhiltnis zu Ko; fiir Beispiel 2 etwa findet man aus der allgemeinen Gleichung

~ » n—-1 ~9

K 1&0 Wy

AR [ ke e - 4.170
Ko K Ewgo]- ( )

ausgewertet fiir n = 2 und den zweiten Resonanzbereich, ein Verhaltnis von 1,5 : 100.
Sollte dies zu numerischen Schwierigkeiten fiihren, so sind die mit & behafteten
Zeilen und Spalten entsprechend mit Faktoren zu versehen, eine erlaubte und hier
oft durchgefithrte elementare Umformung. Fiir das Steifigkeitsverhaltnis folgt aus

den Gleichungen (4.150) und (4.158) bzw. auch direkt aus Gleichung (4.152) (Probe!)
dic interessante Beziehung

—Z (4.171)

Koo

zu den in Gleichung (4.152) auftauchenden Koeffizienten der Teilbruchzerlegung
von K.

4.7.3 Simultane Expansion und Kondensation

Es sollen nun mehrere Steifigkeitsfunktionen eines Seiles gleichzeitig expandiert wer-
den. Im Interesse der Ubersichtlichkeit wird dies nur fiir den Fall n = 2 und an einer
begrenzten Auswahl von Funktionen nach Gleichung (4.100), namlich

Ix’aaa I(aby I"bav I"bb 3 a, b= ], ey 4 H a # b

vorgefiihrt. Diese Funktionen werden nach Abschnitt 4.7.2.2 von den Naherungs-
funktionen K,q, K, I&ba, Kbb unabhingig voneinander approximiert, wobei aber
wegen I, = K,p auch Kb,, = I\ab ist. Die jeweils zugeordneten Kennwerte 1&0, 1&00,
wo; sind sinngem&B zu indizieren. Nach den Erkenntnissen von Abschnitt 4.7.2.2
werden die Kennwerte &o,; im Rahmen der Approximation nicht variiert, sondern
den exakten Parametern w.; gleichgesetzt. Diese entsprechen den Eigenfrequenzen
des festverankerten Seiles und miissen fiir alle Kj; eines Seiles gleich sein, d.h.

wggj = wgfj = wggj = wgg]. = wooj . (4172)
Auch bei € wird auf eine Indizierung verzichtet; dieser Parameter sei fiir alle Nahe-

rungsfunktionen auf den gleichen Wert festgesetzt. Wegen n = 2 tritt nur der Fre-
quenzindex j = 1 auf und wird fortgelassen.
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Die vier analytischen Funktionen Koo, Koty Kpas Ky, seien in der Gesamtmatrix
der Systemsteifigkeit jeweils einmal (als Summand) vorhanden und in der gewohn-
ten Weise einander zugeordnet. Der in Abschnitt 4.7.2.1 beschriebene Ubergang auf
die gebrochen rationalen Funktionen Is,m, Ixab, Kba, K, »» und weiter auf expandierte
Systemmatrizen (des Gesamtsystems) wird sukzessiv fir jede dieser Komponenten
vollzogen, wobei die Reihenzahl der Matrizen und die Ordnung des Gesamtglei-
chungssystems insgesamt um vier wichst. Geht man von der Darstellung (4.162)
aus, so werden in diesem Gleichungssystem die vom Seil (bzw vom zugeordneten
Ersatzsy stem) auf das Restsystem wirkenden Krafte F und Fb in der Form

Ko Kbl gee 0 &% 0 [ A, F,

R %o &0 fab A, 7,

A K 0 [(R*A O 0 0 ree 0
S|—|= = (1.173)

r 0 &*! 0 &®A 0 0 rbt 0

0] 0 0 0 RUAf| 0

0 k| 0 0 R®A 0 rbe 0

mit S

A ;:1—2‘2 (4.174)
reprasentiert sein. Sie sind dabei allein von den physikalischen Verschiebungen A,

und A, abhingig, da die fiktiven Verschiebungen r?, rob pbe b diber die vier

homogenen Gleichungen in direkter Abhangigkeit von A, und A stehen und das
Gleichungssystem entsprechend kondensiert werden konnte. Die vier Elemente Ree,
Is'gf etc. des oberen Diagonalblocks der Matrix S nehmen in der Gesamtsteiﬁgkei?:’;-
matrix die Plitze der Funktionen K,,, Kg etc. ein, die restlichen Elemente von S
sind in den vier zusatzlichen Leerzeilen und -spalten der Steifigkeits- und Massen-
matrizen so angeordnet, daB die in Gleichung (4.173) angegebene gegenseitige Zu-
ordnung besteht.

Die gerade angesprochene vollstindige Kondensation fithrt wieder auf die gebro-
chen rationalen Funktionen K., Ka etc. und ist natiirlich nicht wiinschenswert.
Es zeigt sich aber, daB eine teilweise Kondensation auf weiterhin lineare Polynom-
matrizen mdoglich ist, bei der die Anzahl der fiktiven Verschiebungen (= zusitzliche
Freiheitsgrade) immerhin halbiert wird. Aus den vier unteren, auch im Gesamt-
gleichungssystem homogenen Gleichungen des Ausdrucks (4.173) erhélt man die

Beziehung
-1 -1
738 () ROOA O rae A, rab 0 0 ReA\[rob
- = =- - (4.175
o &\ o & f\r) \a, oz \am o Jluef o 1T
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Nach Ausfithren der Matrizenoperationen folgt der einfache Zusammenhang

ab bb
ba ] \ jaa | (4.176)

Setzt man dies ins Gleichungssystem (4.173) wieder ein, so lassen sich die sechste
mit der dritten und die fiinfte mit der vierten Spalte zusammenfassen. Streicht man

noch die nun linear abhingigen unteren beiden Zeilen, so folgt das kondensierte
Gleichungssystem

Koo Kob| gee  geb A, F,
o2 K2 K%| & &% Ay £ (17
— ] = Ao
r g0 |&=A 0 ree
0 &®| 0 &¥A rbt 0

Die so neudefinierte Matrix S ist der Matrix S von Gleichung (4.173) beziglich
der Reprisentierung des Seiles im Gesamtsystem véllig Aquivalent. Durch Linear-
kombination der unteren beiden Zeilen von Gleichung (4.177) konstruiert man die
symmetrische Darstellung

Kz Kot ke g A, F,

A Kab j{'bb wab b Ay Fb
s|—) = == =|— (4.178)

r rea kab ROEA kabA roe 0

~ab fébb kubA kbbA 7,,bb 0

mit wiederum neudefinierter, aber dquivalenter Matrix S. Im Interesse linearer

Unabhingigkeit der unteren beiden Gleichungen muB dieser Ubergang allerdings an
die Determinantenbedingung

RL, = kR — (R) £ 0 (4.179)
gekniipft werden. Die Matrix nach Gleichung (4.178) ist dem Ausdruck (4.162)
(Abbildung nur einer Steifigkeitsfunktion) formal sehr dhnlich, was auf einer allge-
meineren GesetzmaBigkeit beruhen diirfte. Eine andere symmetrische Darstellung
erhilt man durch den Ubergang auf die neuen fiktiven Verschiebungen

aa "’cab aa

X1
-~

T
= ~1 ) (4.180)
. Kdet ~ab R‘,bb T‘bb

x
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Einsetzen in Gleichung (4.177) und einfache Zeilenumformungen fithren auf

Kz K2 | kae 0 A, F,
A Kb K21 o R Ay Py
s|=) = | 2 det =11, @18
T Kdete O KA —RebA T 0
0 kdet _kﬂbA kaaA T 0

Ein kondensiertes und symmetrisches Gleichungssystem 138t sich offenbar nur unter
der Voraussetzung (4.179) in sinnvoller Form erreichen. Mit z.B. a=1 und b =4
folgen die Grenzwerte der dynamischen Steifigkeitsfunktionen aus Gl. (4.101) zu

3\

raa __ y-11 __
K3 =Hhy =

EA [/ cos?’a + e?sin? o
14§52 A?

L,
FA sin?a €2 cos? o

T ( — + ) (4.182)
Le \1+ 322 A?

EA 1 2 .
1\'85 = 1\’(;4 = _L—e (———1 T ;13/\2 — %) cosasin a

und — als Naherungen im Sinne von Abschnitt 4.7.2.2 —

FA
K = 1\';1 ~ 17 cos’a
€
. 4 EA |
1\32 =AM~ 17 sin o (4.183)
EA .
K2 =KY~_""cosasina .
J

€

Ubernimmt ‘man ~diese Werte versuchsweise direkt als Kennwerte der Né&herungs-
funktionen K,,, K, etc., so fithrt die Determinantenbedingung (4.179) auf die For-

derungen
A2 £0 €#£0 , (4.184)

die fiir nicht senkrecht gespannte Seile in Gravitationsfeldern immer erfiillt sind;
vgl. (4.91). (4.92). Die tatsichlich einzusetzenden Kennwerte weichen im allgemei-
nen aber von den oben angegebenen ab, so da bei Benutzung einer der symme-
trischen Matrizen nach Gleichung (4.178) oder (4.181) die numerisch ausreichende
Finhaltung der Bedingung (4.179) im Einzelfall zu liberpriifen bleibt.
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Das Einarbeiten des in @, enthaltenen Dimpfungsparameters in die konstanten
Teilmatrizen kann wie zuvor auf unterschiedliche Weise erfolgen; eine von den mégli-
chen Varianten zur Darstellung des Matrizenpolynoms S ist dann z. B.

K. e 0 0
S = . A . (4.185)
_Ryer Fagj 0 Kagj
Vi-26 1-26 w2,
mit
aa [ ab
PR e )
oo T . .
K2 K%
_ _ 1 0
Rae := Raa| (4.186)
1
~.bb __kab
kadj =
__rab roa

Den in diesem Abschnitt hergeleiteten Matrizen S kénnten wicder diskrete Schwin-
gungssyteme zugeordnet werden. Einem Vorgehen in umgekehrter Richtung, wie
etwa in der Arbeit [19] skizziert, steht gerade fiir stark gespannte Seile (Schrég-
kabelbriicken) das schwierige Problem der Systemidentifizierung entgegen.

Uber das urspriingliche Anliegen rechentechnischer Vereinfachung hinaus kann
das hier entwickelte Kalkiil zu einem vertieften Verstindnis der Seildynamik bei-
tragen. Z.B. findet das Phanomen der fiir stark gespannte Seile enger werdenden
Resonanzschlauche (vgl. Diskussion in Abschnitt 4.6) Niederschlag in der einfachen
Gleichung (4.129). Bei Steigerung der Seilspannung und — damit verbunden — Ver-
minderung des Durchhanges nahert sich die statische Steifigkeit Ko dem elastischen
Steifigkeitsanteil und so, wie in Abschnitt 4.7.2.2 schon angesprochen, auch dem
Grenzwert K. Nach Gleichung (4.129) impliziert dies eine Anniherung zugehori-
ger Null- und Polstellen und damit eben die Verengung der Resonanzschlauche.



Kapitel 5

Zur Dynamik und Aeroelastik
von Seilbriicken

5.1 Uberblick

Das SchluBkapitel ist dem dynamischen und aeroclastischen Verhalten von Seilbriik-
ken gewidmet. Entsprechend dem Schwerpunkt dieser Arbeit steht, die Untersuchung
des Flatterverhaltens und damit der Problemkreis der selbsterregten Schwingun-
gen im Vordergrund. Schwingungen infolge Erdbeben, Verkehr, atmosphérischer
Turbulenz und Wirbelabldsungen beruhen auf Stérerregung, werden aber ebenfalls
angesprochen.

Ein besonderes Interesse gilt den systembezogenen Eigenschaften und hierbei spe-
ziell dem Verhalten von Schragkabelbriicken. Der beziiglich dieses Systems geprégte
Begriff Systemdimpfung hat die Forschung seit nunmehr fast zwanzig Jahren be-
fruchtet und wird zunédchst kritisch gewiirdigt. Die hier alternativ vorgeschlagenen
Begriffsbildungen sollen eine prizisere Erfassung des dynamischen Verhaltens von
Seilbriicken und der diesbeziiglich bestehenden Vorziige von Schragkabelbriicken
fordern. Als erster Schritt auf diesem Weg folgt eine differenzierte Aufzihlung und
Beschreibung systemeigener Mechanismen zur Unterdriickung von Schwingungen.
Basierend auf numerischen Studien an einer weitgespannten Schriagkabelbriicke mit
vielen Kabeln wird einer dieser Punkte — der Einflu8 der Nichtaffinitiat von Eigen-
formen auf das Flatterverhalten — vertieft behandelt.

5.2 Zur Systemdampfung

Das dynamisch und insbesondere auch aeroelastisch giinstige Verhalten von Schrég-
kabelbriicken wird oft einer ihr inhirenten ,Systemdampfung® zugeschrieben. Da-
bei steht der Wortteil System fiir einen genitivus auctoris (Dampfung durch das
System); der mit diesern Term beschriebene Effekt, sofern existent, ist material-
unabhangig und entsteht allein aus der besonderen Art des Zusammenfiigens der
Systemelemente zum Gesamtsystem.
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Der Begriff wurde in dieser Bedeutung erstmals angewendet von Leonhardt &
Zellner [74], [75], [76]. Sie stiitzten sich auf dynamische Versuche mit Stérerregung.
bei denen sich keine grofien Schwingungsamplituden erreichen lieBen und die Schwin-
gung nach Belastungsende schnell abklang. Ihre Erklarung lautet folgendermaBen:

A. Die geometrische Nichtlinearitit der Seilsteifigkeit (infolge Durchhang) fiihrt
auf geneigte Resonanzschliuche.

B. Jedes der vielen verschieden langen Seile hat eine andere Eigenfrequenz. Wir-
ken Krifte, die Schwingungen in einer bestimmten Eigenform erregen, so wer-
den diese infolge der zwischen den Seilen entstehenden Interferenz sofort unter-

driickt.

Sie folgern hieraus, daf§
1. eine Resonanzerregung von Schrigkabelbriicken unméglich ist,

2. hierdurch die aerodynamische Sicherheit auch fiir sehr groBe Spannweiten und

unabhéngig von der Profilform garantiert ist (wenn nur eine geniigend grofle
Anzahl von Seilen vorgesehen wird und diese eine hohe effektive Steifigkeit
haben, und wenn das Verhiltnis Spannweite zu Breite nicht groBer als 40 ist),

3. diese erhdhte Sicherheit mit den fiir Hingebriicken entwickelten Theorien oder
mit Teilmodellversuchen im Windkanal kaum erfafit werden kann.

Zu den Erklirungen A und B sei zunichst folgendes bemerkt:

® Sie beinhalten keinen Dissipationsmechanismus, obwohl im physikalischen
Sprachgebrauch Dampfung immer mit Dissipation verbunden ist. ,System-
dimpfung“ ist deshalb entweder als Begriff ungenau oder als Mechanismus

nicht zutreffend erklart.

® Erklirung A, d. h. die Nichtlinearitit der Systemsteifigkeit, ist prinzipiell geeig-
net, die Begrenztheit der Schwingungsamplituden und die Schwierigkeit einer
Resonanzerregung zu erklaren. Allerdings liegen die theoretisch dennoch er-
reichbaren Schwingungsamplituden bei gréBeren Schrigkabelbriicken im dim_
bis m-Bereich (85], [126]; der Effekt ist somit nicht unbedingt ausreichend,
gefdhrliche Schwingungen zu vermeiden oder die zitierten Beobachtungen zu
erklaren. Die nach Folgerung 2. zu fordernde hohe Vorspannung der Seile
verringert iibrigens die Nichtlinearitit des Systems und die hieraus eventuell

erwachsenden Vorteile.

* Erklirung B operiert mit den Begriffen Eigenfrequenz und Eigenform, die
aus der linearen Dynamik stammen. Im Kontext der hiermit angesprochenen
linearen Eigenwert- und Antwortprobleme ist die gegebene Begriindung aber
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unverstandlich. Die aus der Theorie folgenden Sitze — wie die Existenz wohl-
definierter Eigenfrequenzen des Gesamtsystems und die Méglichkeit von Re-
sonanz bei geeigneter Erregung — gelten namlich unter sehr allgemeinen, hier
sicherlich erfillten Bedingungen. Die strukturelle Komplexitit von Schrig-
kabelbriicken, auf die in Erklirung B angespielt wird, findet man auch bei

anderen Tragwerken (z.B. bei Fachwerken), fiir die dann ebenfalls System-
dampfung zu erwarten wire.

Die gegebenen Erklarungen A und B rechtfertigen nicht die unter den Punkten 1.
bis 3. zitierten Schluifolgerungen. Dies sei niher ausgefiihrt:

e Im Geltungsbereich linearer Dynamik fithrt die Stérerregung mit einer Eigen-
frequenz zu Resonanz oder zu Scheinresonanz [157, Abs. 26.1]. Im ersten
Fall (Resonanz) wachsen die Amplituden unbeschrankt an, falls das System
keine Energie dissipiert. Eine Begrenzung erfahren sie erst durch nichtline-
are Effekte. Die Stirke der Nichtlinearitit aber hingt empfindlich von den
jeweiligen Systemparametern ab (hier insbesondere Lange und Vorspannung
der Seile) und kann nicht generell als ausreichend vorausgesetzt werden. Im
zweiten Fall (Scheinresonanz) bleiben die Amplituden auch im Rahmen linea-
rer Theorie begrenzt. Dies ist allerdings an eine ganz bestimmte raumliche
Verteilung der Erregerkrifte gebunden, die zwar planméfig hergestellt werden
konnte, bei den praktisch relevanten Erregerkraften aber kaum gegeben ist.

e Das fiir aerodynamische Sicherheit besonders bedrohliche Flattern beruht
nicht auf Storerregung, sondern auf Selbsterregung; in der mathematischen
Behandlung fiihrt dies auf ein Eigenwertproblem. Der Begriff Resonanz, behei-
matet in der Theorie des Antwortproblems, ist beziiglich des Flatterns deshalb
bedeutungslos. Die Losung der Eigenwertaufgabe fithrt auf die Eigenfrequen-
zen und Eigenformen des aeroelastischen Gesamtsystems sowie auf kritische
Windgeschwindigkeiten fiir den Flatterfall. Eine Begrenzung der Schwingungs-
amplituden durch Nichtlinearitit ist auch hier prinzipiell méglich (vgl. z. B.
[79]), unterliegt aber den bereits gemachten Vorbehalten.

e Verwendet man am Teilmodell gemessene oder {bei plattendhnlichen Quer-
schnitten) theoretisch ermittelte Luftkraftkoeffizienten und achtet auf eine
saubere dynamische und aeroelastische Modellierung aller Strukturelemente
einschlieflich der Seile, so sollten die systemeigenen Besonderheiten der
Schragkabelbriicke erfaBbar und eine eventuell erhohte Sicherheit gegen wind-
erregte Schwingungen auch nachweisbar sein.

Weitere Schwingungsmessungen an Modellen und Briicken in der Natur ergeben
ein widerspriichliches Bild beziiglich der Systemdimpfung. So zeigen Messungen
an der neuen Tjérn-Briicke eine starke Amplitudenabhé‘mgigkeit des logarithmi-
schen Dekrements [65], [90]. Fiir sehr kleine Amplituden liegt es auf dem fiir ge-
schweifite Stahlkonstruktionen zu erwartenden niedrigen Niveau (6 =2 %), was die
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hier beziiglich linearer Theorie gemachten Aussagen stiitzt. Ein fiinfmal gréferer
Wert (§ = 10%) wurde allerdings fiir eine mit 15 mm immer noch kleine Amplitude

bestimmt.

Diese Ergebnisse wurden abgeleitet aus der Messung der Beschleunigung in Briik-
kenmitte nach einer stufenférmigen Impulsbelastung an gleicher Stelle. Bei die-
ser Versuchsanordnung kann nicht zweifelsfrei geklart werden, ob der gemessene
starke Amplitudenabfall aus Dissipation — d. h. Dampfung im eigentlichen Sinne —
herriihrt oder nur auf einer Umverteilung der Energie innerhalb des Systems beruht.
Im ersten Fall bleibt der Dissipationsmechanismus weiterhin ungeklirt, im zweiten
Fall aber 1aBt sich aus dieser Beobachtung nicht auf ein giinstiges Verhalten des
Systems Schrigkabelbriicke unter beliebiger dynamischer Belastung schlieBen.

In {143] wird iiber Schwingungsmessungen an der Annacis-Briicke (hergestellt in
Verbundbauweise) berichtet. Fiir Torsionsschwingungen mit einer Amplitude von
100 mm an den Briickenridndern wurde im Ausschwingversuch ein logarithmisches
Dekrement von 1,9% bestimmt. Die Messung erfolgte nach minutenlanger Anre-
gung mit einem schweren Pendel. Die Autoren schreiben wértlich, “no evidence of
‘system damping’ in a cable-stayed bridge was noted”.

Die zuvor zitierten gegenliufigen Beobachtungen kénnen auf verschiedenen Me-
chanismen beruhen, die sehr eng an spezifische System- und Belastungseigenschaften
gebunden sind und nicht verallgemeinert werden sollten. Teilweise haben diese Be-
obachtungen auch nur qualitativen Charakter. LaBt sich z. B. durch Stérerregung
keine grofe Schwingungsamplitude erreichen, erlaubt dies ohne genaue Kenntnis der
Erregerkraft (Frequenz und Amplitude) noch keine Aussage zur Dampfung. In die-
sem Zusammenhang sei auch daran erinnert, daf§ ein gemessenes logarithmisches
Dekrement, zunachst nur den Amplitudenabfall an einer bestimmten MeBstelle be-
§Chreibt und nicht automatisch auch ein Ma8 fiir die globale Dampfung (Dissipation)
Ist. Auf die Dampfung kann hieraus zwar indirekt geschlossen werden, hierzu miissen
implizit aber Annahmen (beziiglich globalem Bewegungsablauf, Anteil der aerody-
hamischen Dampfung etc.) getroffen werden, die eventuell zu {iberpriifen wiren.

Zur eindeutigen Erklirung der sich widersprechenden Beobachtungen und ins-
b.esondere zur Quantifizierung des nur durch Messung zu bestimmenden Dissipa-
tonsanteils reicht das empirische Material noch nicht aus. Wiinschenswert wiren
I\‘Iessungen, die eine differenzierte Beurteilung im Sinne der hier erérterten theore-
tischen Ansitze erlaubten.

5.3 Systemeigene Mechanismen
dynamischer Resistenz

Der Begriff Systemdampfung wird in der Literatur in nicht eindeutiger Weise benutzt
(vel. 2. B. [41], [76], [81], [143]); dies ist einer Verifizierung und Nutzbarmachung
hinderlich. Die Ungenauigkeit dieses Begriffes mag hierzu ihren Teil beigetragen
haben, Spricht man vorsichtiger von ,systeminhérenter Unanfilligkeit gegeniiber
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Schwingungen® oder kiirzer von ,dynamischer Resistenz®, so kommen verschiedene
Ursachen in Frage:

o Schrigkabelbriicken sind steifer als vergleichbare Hangebriicken. Dies beruht
sowohl auf kleinerem Seildurchhang (infolge kiirzerer Seillingen und geringerer
statischer Querbelastung) als auch auf einer anderen Topologie: Schrigkabel-
briicken lassen sich gedanklich aus Dreiecksmaschen, Hangebriicken im allge-
meinen nur aus Vierecksmaschen aufbauen. Beides bewirkt kleinere geometri-
sche Verschieblichkeit und somit groBere Gesamtsteifigkeit. Die Eigenfrequen-
zen sind deshalb hdher, was sich insbesondere beziiglich des Flatterproblems
in giinstiger Weise direkt auswirkt (s. Gleichungen (2.39), (2.95)).”

e Die Eigenfrequenzen der (fest verankert gedachten) Seile liegen in der Grofien-
ordnung der Eigenfrequenzen des Gesamtsystems — ganz anders etwa als bei
den Stiaben von Fachwerken. Das Eigenfrequenzspektrum ist deshalb schon
im Bereich der Grundeigenfrequenzen dicht gestaffelt. Dabei kann es auch
zu interner Resonanz kommen. Gemeint ist das Auftreten gekoppelter Eigen-
formen, d. h. von Schwingungen mit sowohl deutlicher Balkenverschiebung als
auch Seilverschiebung quer zur Seilsehne. Der Verlauf der mechanischen Ad-
mittanzfunktionen — wichtig fiir den stochastischen Nachweis zufallsverteilter
Storerregung -— kann durch diese Besonderheiten glinstig beeinflufit werden.
Gegebenenfalls nimmt deren Fiilligkeit ab und die begrenzende Wirkung der
Dampfung auf die Resonanzspitzen nimmt zu [70], die Seile wirken als Tilger.
Der beschriebene Mechanismus vermindert die Energieaufnahme aus Stérer-
regung und die hieraus resultierende Schwingung, bleibt aber ohne Einflufl
beziiglich selbstinduzierter Schwingung (Flattern). Er beruht auf einer aus-
gepriagten dynamischen Interaktion zwischen den Systemteilen und entspricht
somit vielleicht der Intention der oben zitierten Erklirung B. Treffender als
der Begriff Systemdampfung wire hier die Bezeichnung ,Synergie®.

Zur planmiBigen Nutzung interner Resonanz wire sorgfaltige Abstimmung
der Systemparameter erforderlich, um nicht zu groBe Seilschwingungen, ortlich
groBe Biegemomente oder ein Abfallen der Eigenfrequenzen zu riskieren; auch
sollten moglichst viele Seile an der beschriebenen Kopplung beteiligt werden.
Die erforderlichen theoretischen Grundlagen der Seildynamik wurden in Ka-
pitel 4 erarbeitet. I"Jbrigens scheint interne Resonanz bei Schragkabelbriicken
unplanmafig und ungewollt bereits aufgetreten zu sein. Sie ist moglicherweise
verantwortlich fiir die bei der AnnacisBriicke im Bauzustand aufgetretenen
[143] und bisher unerklarten Seilschwingungen groBer Amplitude.

e Das System ist besonders dissipationsfreudig. Dies wiirde sich gi’mstigh beziig-
lich Stérerregung auswirken, hitte aber nur begrenzten FinfluB auf dle. rit1-
sche Windgeschwindigkeit, fiir das Flattern (ein deutlicher Dampfungseinflull

*Unberiihrt von diesen Uberlegungen bliebe das (nur bei nichtplattenihnlichem Profil m'('iglirlw)
reine Torsionsflattern einer Seilbriicke mit Mittclaufhangung, da in diesem Falle das Seilsystem
wirkungslos ist. Diese Einschrankung gilt sinngemi$ auch fiir einig~ der folgenden Punkte.
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kann nur erwartet werden bei Neigung zu Torsionsflattern; vgl. Abschnitt
2.3.6). Im Falle einer Schragkabelbriicke konnte erhohte Dissipation durch
innere Reibung zwischen den Seildrihten und an den Seilverankerungen ent-
stehen (beides wahrscheinlich stark amplitudenabhingig). Die in [143] be-
schriebenen Messungen ergaben allerdings fiir Seile und Gesamtsystem Damp-
fungsmafe gleicher GréBenordnung (Messung ohne Wind, Amplituden der Seil-
schwingungen wahrscheinlich unter 20 mm).

o Die aerodynamische Dampfung der Seile kann bei Wind und abhingig vom
Profil deren strukturelle Dampfung um ein Vielfaches iibertreffen [24] und
ist eventuell geeignet, auch die Dynamik des Gesamtsystems deutlich zu ver-
bessern. Hiervon ist bisher noch nicht planméaBig Gebrauch gemacht worden.
Nimmt die acrodynamische Dampfung der Seile mit der Windgeschwindigkeit
zu (was im Einzelfall zu kliren bliebe), so wire sie geeignet, auch die Flatter-
sicherheit deutlich zu verbessern. Der EinfluB der Seildimpfung lieBe sich
durch gezieltes Herstellen interner Resonanz verstarken. Durch entsprechende
Wahl der Systemparameter wire fiir benachbarte Eigenfrequenzen der betei-
ligten Systemteile (Balken und Seile) und damit fiir gekoppelte Eigenformen
zu sorgen. Die in einen Systemteil (Balken) eingeleitete Energie kann dann auf
andere Systemteile (Seile) umverteilt werden, die besonders leicht dissipieren.
Dieser Mechanismus 148t sich charakterisieren als ,synergetische Dampfung®.

e Das System sorgt fiir eine besonders giinstige Verteilung schnell eingeleiteter
kinetischer Energie (z. B. aus Erdbebenwirkung oder Verkehr) auf das Gesamt-
system. Hier bietet vielleicht gerade die Schragkabelbriicke eine Méglichkeit.
das dynamische Verhalten durch sorgfiltige Abstimmung der Systemelemente
glinstig zu beeinflussen. Wie zuvor spielt die interne Resonanz zwischen Seilen
und Balken eine besondere Rolle. Nach Maeda et al. [81] sind auch Schwe-
bungserscheinungen von Bedeutung.

e Die Resonanzschlauche storerregter Seile werden mit abnehmendem Seilstich
enger und niedriger (s. Abschnitt 4.6). Dies hat einerseits einen giinstigen
EinfluB, da von einer breitbandig agierenden Erregerkraft (etwa infolge Béen)
ein schmaleres Frequenzband herausgefiltert und somit weniger Energie in das
System eintragen wird. Andererseits wird eine planméiBige Ausnutzung der
inneren Resonanz zwischen Balken und Seilen erschwert, da die berechneten
Systemparameter genauer einzustellen sind und dies in der Praxis nur begrenzt

mdoglich ist.

e Das System Schrigkabelbriicke bietet Moglichkeiten, die Eigenformen der
Biege- und Torsionsschwingungen stark nichtaffin zu gestalten. Dies erschwert
deren Kopplung zu einer gemeinsamen Eigenform, was wiederum Vorausset-
zung fiir das Flattern ist (falls Querschnitt plattendhnlich). Die kritische
Windgeschwindigkeit kann hierdurch erheblich angehoben werden, das System
wird giinstigstenfalls ,,aeroelastisch resistent“. (Fiir Briicken, die querschnitts-
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bedingt zu entkoppeltem Torsionsflattern neigen, ist dieser Punkt gegenstands-
los.) Der Einflufl der Nichtaffinitat auf das Flatterverhalten wird in den Bei-
spielrechnungen des folgenden Abschnittes 2ingehend untersucht.

o Die Systemsteifigkeit ist stark nichtlinear. Storerregung konstanter Frequenz,
aber im allgemeinen auch Selbsterregung filhren nur noch auf begrenzte Am-
plituden. Bei einer Schrigkabelbriicke 148t sich die Nichtlinearitat verstarken,
indem man die Seilspannung verringert (gleichzeitig nehmen damit allerdings
auch Steifigkeit und Eigenfrequenzen ab). Fiir sehr weit gespannte Seile (etwa
[ > 300 m) ware dies nicht erforderlich, da sie sich schon aufgrund ihres stiarke-
ren Durchhanges stark nichtlinear verhalten. Wie Versuche und Rechnungen
zeigen, werden die Seilschwingungen im Resonanzbereich bei grofier Amplitude
dreidimensional [24], [87], [136]. Dieser ebenfalls nichtlineare Effekt scheint
zur Stabilisierung beizutragen und sollte bei theoretischen Untersuchungen
beriicksichtigt werden.

Die hier vorgestellten I"Jberlegungen bemiihen sich vorrangig um eine begriffliche
Prézisierung tatsichlicher oder hypothetischer Eigenschaften des dynamischen Sy-
stems Schrigkabelbriicke. Damit soll eine Voraussetzung geschaffen werden, diese
Eigenschaften zu verifizieren, zu quantifizieren und dem Entwurf zunutze zu machen.
Es sei an dieser Stelle aber darauf hingewiesen, daB das dynamische Geschehen in
seiner Entstehung und Auswirkung von so vielschichtiger Natur ist, daB es sich einer
pauschalen Beurteilung — auch beziiglich des zu favorisierenden Systems — wohl
doch entzieht. Wirkt etwa die grofie Steifigkeit der Schragkabelbriicke giinstig im
Hinblick auf aeroelastische Stabilitit, so bringt sie andererseits auch hoéhere, der
Dauerfestigkeit abtrigliche Wechselbeanspruchung mit sich. Wie das Beispiel zeigt,
sind die in dieser Arbeit ausgeklammerten Fragen der Konstruktion und des Mate-
rialverhaltens bei der Einschitzung dynamischer Systemeigenschaften ebenfalls von
Bedeutung.

5.4 Numerische Flatterstudie

5.4.1 Einleitung und Zielsetzung

Nach den Erkenntnissen von Kapitel 2 erfolgt das Flattern eines Systems mit plat-
tenazhnlichem aerodynamischem Querschnitt (definiert in Abschnitt 2.2.4.3) in ei-
ner gekoppelten Biege-Torsions-Form. Auch wenn die Eigenformen der Biege- und
Torsionsschwingungen im Vakuum ganz unabhingig voneinander sind, sorgen die
Strémungskrifte doch fiir deren Kopplung zu einer gemeinsamen Schwingung. Das
jedenfalls ist die vereinfachte und einleuchtende Vorstellung. Tatsichlich werden
aber nicht die Vakuum-Eigenformen miteinander gekoppelt, sondern es entsteht
durch das Wirken selbstinduzierter Stromungskréfte ein qualitativ neues System
(aeroelastisches Gesamtsystem). Die ihm zugeordnete Eigenwertaufgabe ist gegen-
iiber dem Vakuumzustand mehr oder weniger stark verandert (gestdrt) und fithrt
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auf qualitativ neue Lésungen, in denen Biege- und Torsionsanteile gemeinsam auf-
treten. D.h. die aeroelastischen Eigenformen und auch die Eigenform im Flatterfall
lassen sich strenggenommen nicht aus den Vakuum-Eigenformen ableiten und sind
im allgemeinen nichtaffin zu diesen.*

Ein Sonderfall liegt jedoch vor, wenn zuzuordnende Vakuum-Eigenformen fiir
Torsions- und Biegeschwingung affin zueinander sind. Wie in Abschnitt 3.2.2 gezeigt
wurde, sind die Eigenlésungen des aeroelastischen Gesamtsystems dann ebenfalls af-
fin zu den Eigenformen im Vakuum. Es liegt nahe, Affinitit als eine ideale Voraus-
setzung fiir Flattern zu postulieren. Denn die Strémungskréifte sind in diesem Falle
der schweren Aufgabe enthoben, die durch Massentrigheits- und Steifigkeitskrafte
vorgegebenen Vakuum-Eigenformen zu verindern und dazu mit diesen sehr grofien
Kréften in Konkurrenz zu treten; die erforderlichen Strémungskrafte und damit die
kritische Windgeschwindigkeit sind minimal. Im Interesse der Flatterstabilitit soll-
ten die Eigenformen also méglichst stark nichtaffin sein.

Eine vereinfachte Flatterberechnung am ebenen System entsprechend Kapitel 2
kann nur die Vakuum-Eigenfrequenzen als Eingangsparameter beriicksichtigen. Die
zugehdrigen Eigenformen dagegen werden als affin angenommen, ihre tatsichliche
Gestalt bleibt auBer Betracht. Je nach dem Grad der tatsichlichen Nichtaffinitat
wird die kritische Windgeschwindigkeit fiir Flattern mehr oder weniger stark un-
terschdtzt. Zu einer extremen Fehleinschitzung kann es kommen, wenn die mafge-
bende, d.h. niedrigste kritische Windgeschwindigkeit aus einer unrealistischen Fre-
quenzkombination abgeleitet wurde. Sind die beteiligten Eigenformen namlich stark
nichtaffin, so ist ihre Kopplung eventuell nicht mehr in dem fiir das Flattern erforder-
lichen Mafle moglich, und eine andere Frequenzkombination mit wesentlich héherer
kritischer Windgeschwindigkeit kann mafBgebend werden. Ob es nun zu einer aus-
reichenden Kopplung kommt oder nicht und damit die Frage, welche Frequenzkom-
bination im vereinfachten Nachweis als realistisch anzusehen ist, kann allein aus
Kenntnis der Vakuum-Eigenformen heraus oft kaum entschieden werden.

Die folgenden numerischen Untersuchungen demonstrieren die Anwendung der in
den Kapiteln 2 und 3 dargelegten Theorie. Es wird dabei der Frage nachgegangen.
wie groff der Einfluf der Nichtaffinitit von Eigenformen auf das Flatterverhalten
von Briicken ist und ob Schrigkabelbriicken in dieser Beziehung besondere Vorteile
bieten. Die betrachteten Bauwerke werden als linienférmig riumliche Systeme mo-
delliert. Vergleichend erfolgt die vereinfachte Berechnung am ebenen Ersatzsystem.
Dies erméglicht Aussagen beziiglich der Genauigkeit der vereinfachten Rechnung
und fiihrt zy einigen Hinweisen beziiglich ihrer Anwendung (Auswahl der zu kom-

binierenden Eigenformen).

"Eine modifizierte Rechnung am ebenen Ersatzsystem, verfeinert durch Multiplikation der
Kopplungsterme mit einem modalen Ahnlichkeitsintegral [96], setzt die Kopplung nur zweier Eigen-
f(?rmen und deren Unveridnderlichkeit unter Einwirkung von Luftkriften voraus. Sie kann deshalb
vielleicht verbesserte, aber sicherlich keine exakten Ergebnisse liefern. Der in [46] hergestellte Zu-
sammenhang zwischen Flatterproblem und Modalanalyse besteht nicht. Die Voraussetzung fiir
eine Modalanalyse — verschiebungsunabhingige, im Zeitverlauf vorgegebene duere Last und da-
Mit unverinderte Koeffizienten des Gleichungssystems — ist hier nicht erfiillt.
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5.4.2 Allgemeines zur rechnerischen Durchfiihrung

5.4.2.1 Modellierung

Versteifungstrager und Pylonen der untersuchten Briicke werden mit dem Finiten
Element II nach Abschnitt 3.3 modelliert, wobei Luftkrifte aber nur fiir den Ver-
steifungstriger rechnerisch zum Ansatz kommen. Die in den Element-Luftkraft-
matrizen auftauchenden Luftkraftbeiwerte c,,. werden nach den der klassischen
Flattertheorie entstammenden Gleichungen (2.7) bzw. (2.11) bestimmt. Fir prak-
tische Nachweise wiren gemessene Beiwertfunktionen entsprechend Abschnitt 2.3
zwar vorzuziehen; im Rahmen der hier durchgefiihrten Untersuchungen aber sind die
theoretischen Beiwerte geeigneter, da sie ein aerodynamisches Standardmodell (die
ebene Platte) reprisentieren und damit ein hohes Ma8 an Vergleichbarkeit gewahr-

leisten. Die so gewonnenen Erkenntnisse gelten fiir Briicken mit plattendhnlichem
Querschnitt.

Der Einflul der statischen Normalkrifte auf die Biegesteifigkeit von Versteifungs-
trager und Pylonen wird beriicksichtigt, nicht aber der Einflul der Normalkraftver-
formung. Es wird eine lineare Berechnung nach Theorie II. Ordnung durchgefiihrt.
Die strukturelle Dimpfung der Balken sei gleichférmig {iber das ganze Tragwerk; sie

wird beriicksichtigt entsprechend Gleichung (3.116), wobei nur der elastische Anteil
der Balkensteifigkeit zum Ansatz kommt.

Die Seile werden durch biegeschlaffe, masselose Stabelemente modelliert, deren
Dehnsteifigkeit dem fiktiven E-Modul nach [31] entspricht. Der in Kapitel 4 geschaf-
fenen Méglichkeit zur Beriicksichtigung von Seilmasse und dynamischer Interaktion
zwischen Seilen und Balken soll an dieser Stelle nicht nachgegangen werden. Die
Seilmassen werden stattdessen zu gleichen Teilen auf den Versteifungstriger und die
Pylonen verteilt. Dicses vereinfachte Vorgehen ist zuldssig, sofern interne Resonanz
nicht auftritt, oder wenn sie das globale Schwingungsverhalten nicht nennenswert
beeinflut. Die strukturelle Dimpfung der Seile wird vernachlassigt.

Fiir die Vergleichsrechnungen am ebenen Ersatzsystem ist statt einer Modellie-
rung der Systemkonfiguration eine Systemidentifizierung geméas Abschnitt 3.2.2 er-
forderlich. Dementsprechend ergeben sich die Eingangswerte fiir die vereinfachte
Rechnung teilweise aus der Berechnung des raumlichen Systems im Vakuum.

5.4.2.2 Aufstellen und Losen des Eigenwertproblems

Das Aufstellen der Bewegungsgleichungen und in groben Ziigen auch das Ldsen des
hier vorliegenden zweiparametrigen Eigenwertproblems wurden in Abschnitt 3.3.5
bereits beschrieben. Die Berechnung erfolgt mit Hilfe eines eigens entwickelten
FORTRAN-Programmes. Der implementierte Lésungsalgorithmus wird im folgen-
den skizziert. Ausgangspunkt ist die Bewegungsgleichung (3.128) mit einer Damp-




230 KAPITEL 5. DYNAMIK UND AEROELASTIK VON SEILBRUCKEN

fungsmatrix entsprechend Gleichung (3.116). Durch Vorgabe eines festen Wertes k
(reduzierte Frequenz) und Umformen zu

(K+C,,,)“(M+A)—§E A=0. (5.1)

erhilt man eine spezielle lineare Eigenwertaufgabe. In Anlehnung an [157, §40,
§35.3] erfolgt deren Loésung durch Vektoriteration; die schrittweise Ermittlung der
nachgeordneten Eigenwerte wird ermdglicht durch Deflation (‘sweeping matrix’).
Wegen der allgemeinen Struktur der zugrundeliegenden Systemmatrizen (nichtnor-
males Matrizenpaar) wird nicht nur gegen Rechts-, sondern auch gegen Linkseigen-
vektoren iteriert; der verdoppelte Rechenaufwand pro Iterationsschritt wird mit
einer erheblichen Beschleunigung der Konvergenz belohnt [157, §40.4]. Die nach
Gleichung (5.1) erforderliche Matrizeninversion wird numerisch wie angeschrieben
durchgefiihrt, auf eine vorab durchgefiihrte Transformation auf Diagonalform wird
verzichtet. Zwar geht die Bandstruktur hierdurch verloren, doch ist diese bei den
zu untersuchenden mehrfach zusammenhéingenden Strukturen ohnehin nicht sehr
ausgepragt. Der numerische Aufwand fiir die Inversion ist vergleichsweise gering:
numerische Probleme treten dabei nicht auf.

Die Berechnung wird fir andere k in einem vorgegebenen Intervall wiederholt.
Tritt ein Vorzeichenwechsel im Imaginarteil einer der Eigenwerte w; auf, so wird
zwischen den zugehdrigen k interpoliert. Es folgen alternierend erneute Eigenwert-
berechnung und Interpolation von k so lange, bis der Imaginarteil des betreffenden
Eigenwertes praktisch null ist. Hiermit ist die Losung fiir einen grenzstabilen Fall ge-
funden; die sich aus k und w; mittels Gleichung (2.9) ergebende Windgeschwindigkeit
ist je nach Richtung des Vorzeichenwechsels untere oder obere Grenze eines kriti-
schen Geschwindigkeitsbereiches. Zur zweifelsfreien Bestimmung der maBgebenden
kritischen Windgeschwindigkeit ist die Untersuchung {iber einen ausreichend grofen
k-Bereich zu erstrecken (etwa 0 < 1/k < 10).

Der gewahlte Algorithmus hat den Vorteil, iibersichtlich und leicht programmicr-
bar zu sein. Das Programm besteht aus knapp 900 Programmzeilen. Der benétigte
Speicherplatz entspricht etwa acht zweidimensionalen Feldern des Datentyps COM-
PLEX und der GroBe n x n, wobei n die maximale Anzahl der Freiheitsgrade
ist. Die Berechnung erfolgt durchgingig im Komplexen und teilweise mit doppel-
ter Genauigkeit. Wegen der erforderlichen (und hergestellten) Allgemeinheit des
implementierten Eigenlésers bietet die Beriicksichtigung nichtmodaler Dampfungs-
matrizen keine zusitzliche Schwierigkeit; eine Vorgabe unterschiedlicher Dampfung
fiir verschiedene Systemteile ist somit kein Problem. Das Programm hat sich in der
numerischen Rechnung bewihrt. Im Falle nahe beieinanderliegender Eigenwerte
allerdings macht sich die charakteristische Schwéche der Vektoriteration — man-
gelnde Trennschiarfe — durch erhohten Iterationsbedarf deutlich bemerkbar. Die
Konvergenzgiite scheint (brigens auch mit wachsendem Luftkraftanteil abzuneh-
men; nach den aus der numerischen Rechnung gewonnenen Erfahrungen ist sie am
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héchsten fiir das System im Vakuum (das sich als einfacher Sonderfall natiirlich
ebenfalls berechnen 1a8t) und fiir kleine 1/k.

Der Algorithmus fiir die Vergleichsrechnungen am ebenen Ersatzsystem ist in
Abschnitt 2.2 beschrieben. Seine numerische Durchfithrung erfolgt mit einem pro-
grammierbaren Taschenrechner.

5.4.3 Flatterberechnung einer Schrigkabelbriicke

5.4.3.1 Systeme und Systemparameter

Gegenstand der Untersuchung ist die vielfach abgespannte doppelhiiftige Schrag-
kabelbriicke entsprechend Abbildung 5.1. Das Seilsystem ist ficherartig und liegt
in der senkrechten Ebene durch die Lingsachse (Mittelaufhingung). Die Briicke ist
im Querschnitt symmetrisch. Der Schwerpunkt des Versteifungstrigers liegt in der
clastischen Achse, die mit der Lingsachse zusammenfallt. Der Tréger ist bei den
Pylonen vertikal gelagert und beziiglich Torsion eingespannt. Die Pylonen selbst
sind in Hohe des Tragers, zu dem keine direkte Verbindung bestcht, eingespannt.
Mit Vernachlissigung der Normalkraftverformung ist das System — unabhéngig von
der gewahlten Lagerung in Langsrichtung — auch in der Ansicht symmetrisch.

4 x 25,0 30,0 | 30,0 6 x 25.0 12,5 12,5 6 x 25,0 4 %250
4 —t ' 4 ‘

$ "
t *

130,0 385,0m

Abb. 5.1: Untersuchte Schrigkabelbriicke

Unter den beschriebenen strukturellen Voraussetzungen lassen sich die Eigenfor-
men der Schwingung im Vakuum beziiglich des Versteifungstrigers in die drei Klas-
sen Vertikalverschiebung, Horizontalverschiebung quer zur Langsachse und Torsions-
verdrehung einteilen. Gemischte Formen treten nicht auf; die Horizontalverschie-
bung braucht deshalb nicht weiter betrachtet zu werden. Beziiglich der Pylonen ist
nur die Horizontalverschiebung in Lingsrichtung von Interesse; sie ist iiber die Scile
verkniipft mit der Vertikalverschiebung des Tragers.
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. s Seile
Parameter Versteifungstriger| Pylonen (Riickhaltescile)
Elastizititsmodul [MPa] 210000 210000 200 000
Gleitmodul [MPa] 75000 - -
0,00378 <0, 008
Querschnittsfliche [m?] - - (0 025())6())0 1
Flichentrigheitsmoment | [m*] 0,667 0,714=1,02 -
Drillungswiderstand (m?] 0,206 - 2,19 - -
1,89 +4.07
axiale Normalkraft | [MN] 0+15,3 23,7 (11 3)0‘
Masse [t/m] 6,40 4,40+6,30 -
Massentrigheitsmoment | [tm?/m] 200 35,0+50,0 -
Dampfungsverlustwinkel - 0, 0060 0, 0060 0

Tabelle 5.1: Systemparameter Schrigkabelbriicke

Aus Kapitel 2 ist bekannt, daB das Verhéltnis der Eigenfrequenzen von Biege- und
Torsionsschwingungen maBgeblichen Einflu auf das Flatterverhalten hat. Dieser
Erscheinung soll hier nachgegangen werden. In Verallgemeinerung zu Gleichung

(2.19) wird der Parameter

Wi
(

Why

(1§
o

Eij 1=

definiert, wobei mit w,; und ws; wieder die Eigenfrequenzen des ungedampften Sy-
stems im Vakuum gemeint sind. Durch Veranderung der Torsionssteifigkeit des \"e‘r-
steifungstrigers werden die Torsionseigenfrequenzen w,; variiert. Das Verhiltnis der
Grundfrequenzen e, bewegt sich dabei zwischen 0,80 und 3,00. Fir jeden gewihl-
ten Wert von €117 wird eine vollstindige aeroelastische Berechnung durchgefiihrt.

Die angesetzten Systemparametersind in Tabelle 5.1 zusammengefaBt. Ihnen liegt
die liberschlagliche Bemessung fiir eine Stralenbriicke in Stahlbauweise zugrunde.
Im Falle veranderlicher Parameter sind die innerhalb des Bauwerks auftretenden
Extremwerte angegeben. Der Drillungswiderstand ist {iber die ganze Trigerlinge
konstant. Die hierfiir angegebenen Extremwerte beziehen sich auf die globale Vari-
ierung der Torsionssteifigkeit. Die aerodynamische Kontur des Querschnitts hat
iiberall die Breite 2b = 18,0 m. Fir die Luftdichte wird p = 1,25 kg/m® eingesetzt.
Die Anstromung erfolge horizontal und — mit {iberall gleicher Geschwindigkeit —

rechtwinklig zum Versteifungstréger.
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Die Modellierung des Tréagers folgt der durch Lager und Seilangriffspunkte vorge-
gebenen Segmentierung und erfordert somit 25 Balkenelemente. Die beiden Pylonen
werden mit je zwei gleichlangen Balkenelementen modelliert. Das so diskretisierte
Gesamtsystem hat 103 Freiheitsgrade.

Als zweites System wird die Briicke wihrend der Montage kurz vor Schliefien der
Hauptéffnung untersucht. Der Versteifungstriger endet am vordersten Seilanschlufl-
punkt. Das System stimmt im {ibrigen mit dem ersten {iberein; die Systemparameter
werden iibernommen. Die vorher bestehende Symmetrie in der Ansicht entfallt hier,
was das Schwingungsverhalten qualitativ verandert. Die Vakuum-Eigenformen aber
sind in der zuvor beschriebenen Weise voneinander entkoppelt.

Die gewahlten Briickensysteme, Abmessungen und Parameter sollten mdoglichst
realistisch sein. Dieses Prinzip wird an einigen Stellen bewuft durchbrochen. Die
querschnittsabhangigen Parameter des Versteifungstragers (einschliefilich der einge-
rechneten Seilmassen) sind {iber die ganze Linge konstant; auf die charakteristi-
sche Verstarkung des Querschnitts im Bereich der Pylonen wird verzichtet. Hier-
durch liegen die Kennwerte p und r nach Gleichung (2.19) eindeutig fest, und
die Uberpriifung der vereinfachten Berechnung am ebenen Ersatzsystem ist nicht
mit Unsicherheiten beziiglich dieser hier einzusetzenden Werte behaftet. Die All-
gemeingiiltigkeit der so gewonnenen Erkenntnisse ist nicht beriihrt, da der nicht
angesetzte Zuwachs an Masse und Steifigkeit im Bereich kleiner Verschiebungen
liegt. Die Torsionssteifigkeit wird iiber ein sehr grofies Intervall variiert. Sind die
so entstehenden Parameterkombinationen auch nicht iiberall realistisch, so werden
auf diese Art doch interessante Aussagen zum Einfluf des Frequenzverhiltnisses
der Eigenschwingungen ermdglicht. Die Systemparameter fiir die Briicke im Bau-
zustand werden so wie im Endzustand angesetzt, da die tatsichlich auftretenden
Unterschiede in der Praxis sehr unterschiedlich sein kénnen. Hierdurch werden die
Eigenfrequenzen im Bauzustand im Vergleich zum Endzustand etwas unterschitzt
(wegen Ausbaulasten).

Als Eingangswerte fiir die vereinfachte Berechnung am ebenen Ersatzsystem die-
nen die oben definierten Grdfien ¢;; und wy;; sie werden mit Hilfe des beschriebenen
FORTRAN-Programmes am raumlichen System ermittelt. Die Parameter y und 7
ergeben sich aus den Querschnittswerten des Versteifungstragers zu p = 20,1 und
r =0, 621. Die dquivalenten Dampfungsverlustwinkel g,; und gx; des ebenen Ersatz-
systems werden ebenfalls aus einer Berechnung am raumlichen System — nun fir
das gedimpfte System im Vakuum — abgeleitet. Man kann leicht zeigen, daf sich
die einzusetzenden Dampfungswerte aus der Beziehung

S (wi)

R(wf)

gr = tan [arg(w;‘:)] = (5.3)

bestimmen lassen; die Eigenfrequenzen wy des riumlichen Systems sind in diesern
Falle komplex. Der so gefundene Wert g,; = 0,0060 (fiir alle 7) stimmt erwartungs-
geméB mit der fiir den Versteifungstriger angesetzten Dampfung liberein (da Seile
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wirkungslos beziiglich Torsion). Fiir gs; findet man je nach betrachteter Eigenform
(Biegung) Werte zwischen 0, 0005 und 0,0060. Die Verinderlichkeit resultiert aus
dem Ansatz unterschiedlicher Dimpfung fiir Balken und Seile sowie aus deren je
nach Eigenform unterschiedlichem Beitrag zur Gesamtsteifigkeit; beziiglich hoher
Biegeeigenfrequenzen wird das Seilsystem zunehmend wirkungslos.

5.4.3.2 Ergebnisse fiir Briicke im Endzustand

Die Berechnung des ungediampften Systems im Vakuum fithrt auf die in Abbildung
5.2 dargestellten ersten sechs Eigenformen und Eigenkreisfrequenzen (die Darstel-
lung beschrinkt sich vereinfachend auf den Versteifungstrager). Fiir den Drillungs-
widerstand wurde dabei 0,306 m* eingesetzt. Dies beriihrt lediglich das Verhalt-
nis zwischen Torsions- und Biegeeigenfrequenzen und damit die Reihenfolge der
Eigenlésungen, nicht aber die Eigenformen und die Frequenzverhiltnisse innerhalb
einer Schwingungsklasse (Biegung oder Torsion). Das Verhaltnis der Grundeigen-
frequenzen betrigt e;; = 1,120.

Die Torsionseigenformen sind Sinusfunktionen. Wegen der Torsionseinspannun-
gen in Hohe der Pylonen sind Haupt- und Seitenfelder voneinander entkoppelt. Die
ersten beiden Torsionsmodi liegen im Hauptfeld. Der Verlauf der Biegeeigenformen
ist viclgestaltiger. Er erstreckt sich mit wechselndem Gewicht iiber alle drei Felder.
Der erste Biegemodus besitzt Wendepunkte im Bereich des Hauptfeldes und eine
leichte Ausstiilpung in Feldmitte. Diese Besonderheit riihrt aus der hier gréBeren
Nachgiebigkeit der Seile infolge geringerer Neigung her. Bei den hoheren Biege-
modi tritt diese Erscheinung wegen abnehmenden Einflusses des Seilsystems in den
Hintergrund. Die Biege- und Torsionseigenformen gleicher Stufe (d.h. mit gleicher
Anzahl von Knotenpunkten) sind zwar eindeutig nichtaffin zueinander, die Lage der
Knotenpunkte aber stimmt jeweils {iberein.

Alle dargestellten Modi sind entsprechend der vorhandenen Systemsymmetrie ent-
weder symmetrisch oder antisymmetrisch. Diese Feststellung ist nicht ganz trivial,
da sie z. B. fiir den dritten und vierten Torsionsmodus nicht mehr gilt. Diese bei-
den Eigenformen (nicht dargestellt) gehdren zu zwei gleichen Eigenwerten; sie sind
beliebige Linearkombinationen der Grundschwingungsformen der Seitenfelder und
kénnen somit symmetrisch, antisymmetrisch oder auch asymmetrisch sein.

Die aeroelastische Berechnung desselben Systems fithrt auf die in Abbildung 5.3
dargestellten Ergebnisse. Gezeigt sind die ersten sechs Eigenwerte als Funktionen
von 1/k. Die Darstellung jeder der komplexen Losungen erfolgt durch Realteil der
Kreisfrequenz und logarithmisches Dekrement entsprechend Abschnitt 2.2.5.4. Die
Verldufe der Teillésungen werden hier vereinfachend als Frequenz- bzw. Dampfungs-
kurven bezeichnet. Bei 1/k = 0 herrscht Windstille, die zugehérigen Lésungen wei-
chen von den oben beschriebenen nur wenig ab. Ausgehend von den jeweiligen
Eigenformen bei Windstille (bzw. im Vakuum) kann jeder Losungsast als Biege-
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oder Torsionsast bestimmter Stufe identifiziert werden. Dies dient der eindeuti-
gen Benennung, beinhaltet aber keine Aussage iiber die tatsichliche aeroelastische

Eigenform.

Die kritischen Falle sind durch die Dampfungskurven der Torsionsiste eindeu-
tig markiert (Nulldurchginge). Bei deren I"Jbergéingen ins Negative (untere Grenze
eines kritischen Bereiches) erfolgt gleichzeitig eine Anndherung jeweils zweier Fre-
quenzkurven. Die obere gehért zur entsprechenden Dampfungskurve und damit
zu einem Torsionsast, die untere zum Biegeast gleicher Stufe; wie die Berechnung
weiterhin ergab, werden bei dieser Anniherung die jeweiligen Eigenformen ausge-
tauscht (‘avoided crossing’).” Das beschriebene Verhalten entspricht dem des ebenen
Systems, wie ein Vergleich mit Abschnitt 2.2.5.4 zeigt. Aus den Angaben fir die
kritischen Windgeschwindigkeiten geht hervor, da der erste Nulldurchgang — voll-
zogen vom ersten Torsionsast — fiir den Flatternachweis mafigebend wird.

Fiir den Flatterfall scheint ‘avoided crossing’ von Frequenzkurven charakteristisch
zu sein. In Abbildung 5.3 ist aber auch ein ‘cross over’ dokumentiert. Die beteilig-
ten Frequenzkurven gehdren zum zweiten Torsions- bzw. dritten Biegeast; von den
zugehdrigen Vakuum-Eigenformen ist die eine antisymmetrisch, die andere sym-
metrisch. Diese Beobachtung fiihrt zu einer interessanten Erkenntnis. Da sich die
Systemsymmetrie auch den aeroelastischen Eigenformen mitteilt, miissen diese (ab-
geschen von dem oben diskutierten Sonderfall) ebenfalls symmetrisch oder antisym-
metrisch sein. Ubergangsformen sind nicht méglich, womit alle Modi eines Lésungs-
astes die jeweilige Symmetrieeigenschaft der zugehdrigen Vakuum-Eigenform besit-
zen missen. Die Losungsmenge zerfillt in zwei unabhingige Familien. Losungsiste
unterschiedlicher Herkunft ,kennen“ sich nicht und entwickeln sich ohne gegensei-
tige Beeinflussung; Kopplung zwischen symmetrischen und antisymmetrischen Modi
ist nicht méglich. (Diesen Punkt hat auch Richardson [96] bereits diskutiert.) Das
hier auftretende ‘cross over’ hat somit keine physikalische Bedeutung. Im iibrigen
deuten die numerischen Ergebnisse darauf hin, dafl Frequenzkurven derselben L&-
sungsfamilie ein Uberschneiden méglichst vermeiden (vgl. auch Abbildung 5.7).

Abbildung 5.4 zeigt die aeroelastischen Eigenformen fiir die ersten zwei grenzsta-
bilen Fille nach Abbildung 5.3. Dargestellt sind Real- und Imaginarteile der nun
gekoppelten Biege-Torsions-Schwingung. Wie es bei Eigenwertproblemen stets der
Fall ist, bleibt die absolute GréBe des Lésungsvektors unbestimmt. Nur das gegen-
seitiges Verhiltnis der Verschiebungen kann angegeben werden. Zur Normierung

"Das Phianomen des ‘avoided crossing’ von Frequenzkurven tritt auch bei der in Abschnitt 5.3
angesprochenen internen Resonanz auf (der unabhingige Parameter ist dabei das Eigenfrequenz-
verhdltnis der Systemteile nach Fixierung der Verbindungspunkte). Eine dynamische Kopplung
erfolgte dort zwischen Seilen und Balken, hier aber zwischen den beiden mechanischen Domiinen
Biegung und Torsion desselben Systemteils Balken. Die mechanisch zulissige Vorstellung, den
strukturell entkoppelten Biege-Torsions-Balken durch zwei unabhingige Balken — den einen
fiir Biegung, den anderen fiir Torsion — zu ersetzen, macht die Analogie offensichtlich. Biege-
Torsions-Flattern 148t sich somit als Sonderfall interner Resonanz auffassen. Seine Sonderstellung
und Gefahrlichkeit beruht auf einer Eigenschaft der koppelnden Krifte: Sie sind nichtkonservativ.
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Abb. 5.5: Stabilititskarte Flattern (kritische Windgeschwindigkeit)
fiir Briicke im Endzustand

wird der Biegeanteil wieder auf die halbe Plattenbreite b bezogen und das abso-
lute Maximum gleich eins gesetzt. Die Phasenverschiebung zwischen Biege- und
Torsionsanteil ist in beiden Fillen deutlich erkennbar. Jeder Anteil fiir sich aber
hat starke Ahnlichkeit mit den (reellen) Vakuum-Eigenformen der jeweils beteilig-
ten Losungsdste.” Dies gilt besonders im ersten, hier mafigebenden Fall (Kopplung
der Grundschwingungsformen). Im zweiten Fall (Kopplung der zweiten Schwin-
gungsformen) werden beide Anteile — jeweils fiir sich normiert — deutlich komplex
und weichen damit starker von den Eigenformen im Vakuum ab. Dies liegt an der
nun groferen Nichtaffinitat der Vakuum-Modi: Der relativ groBen Biegeverformung
in den Seitenfeldern stcht keine Torsionverformung gegeniiber; diese wird erst durch
die koppelnden Luftkrifte induziert.

Die Berechnungen wurden mit variierter Torsionssteifigkeit wiederholt und so der
EinfluB des Frequenzverhiltnisses £,; auf das aeroelastische Verhalten untersucht.
Abbildung 5.5 zeigt die kritische Windgeschwindigkeit als Funktion von e;;, wobei
sich die Darstellung groBtenteils auf den jeweils mafigebenden Fall beschrankt. Zum
Vergleich sind auch die Ergebnisse der Rechnung am ebenen Ersatzsystem angege-

*Fir diesen Vergleich stelle man sich die Torsionsanteile auf ihr eigenes absolutes Maximum
normiert vor.
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ben. Diese hat im Prinzip fiir alle méglichen Frequenzverhaltnisse (mit wa; > wh;)
zu erfolgen, da der Einflu der Eigenformen unbericksicht bleiben mu. Von vorn-
herein auszuschlieBen sind aber Kombinationen von symmetrischen und antisymme-
trischen Modi (s.0.). Dies gilt z.B. fiir die Berechnung mit e12; deren Ergebnisse
zum Vergleich aber ebenfalls angegeben sind.

Die vereinfachte Rechnung liefert in allen Fallen niedrigere kritische Windge-
schwindigkeiten. Der entsprechende Zuwachs durch Rechnung am rdumlichen Sy-
stem liegt zwischen 3% und gut 150 %, wobei aber der kleinere Wert meist vor-
herrscht. Starke Zuwichse (bis zu 49 %) iiber einen grofieren Bereich entstehen
erwartungsgemafl durch Ansatz einer unrealistischen, bei konservativem Nachweis
aber zu beriicksichtigenden Frequenzkombination; die im Falle groBer €1, ungiinstige
Kopplung des ersten Torsions- mit dem dritten Biegemodus findet im rdumlichen
System nicht statt. MaBgebend bleibt iiber weite Bereiche die Kopplung der beiden
Grundschwingungsformen. Fiir sehr torsionsweiche Systeme treten an deren Stelle
die zweiten Eigenformen, und die kritische \Vinf'igeschwindigkeit fiir Flattern steigt
sprungartig auf iiber das doppelte an.” Dieser Ubergang kann in der vereinfachten
Rechnung qualitativ gut nachvollzogen werden. Da er in rdumlicher Rechnung aber
etwas frither, d. h. bei gréflerem e, erfolgt, ist in einem schmalen Parameterbereich
ein enormer Geschwindigkeitszuwachs (150 %) nachweisbar. Die Genauigkeit der
vereinfachten Rechnung nimmt bei maBgebender Kopplung der zweiten Eigenfor-
men deutlich ab; dies ist auf deren im Vergleich zu den Grundschwingungsformen

groBere Nichtaffinitat zuriickzufiihren.

5.4.3.3 Ergebnisse fiir Briicke im Bauzustand

Fiir den Drillungswiderstand wurde wie zuvor 0,306 m* eingesetzt. Das Verhalt-
nis der Grundeigenfrequenzen verringert sich geringfiigig auf €17 = 1,111. Wie die
Darstellung der Vakuum-Lésungen in Abbildung 5.6 zeigt, ist die Dynamik der
Briicke im Bauzustand deutlich anders als im Endzustand. Die antisymmetrischen
Modi entfallen ganz, da keine symmetriebedingte Quasi-Lagerung in Briickenmitte
mehr besteht. Die verbleibenden Modi dhneln den symmetrischen Eigenformen im
Endzustand, sind aber asymetrisch beziiglich des nun betrachteten Systems. Da
die zugehérigen Frequenzen sich wenig &ndern, ist das Eigenfrequenzspektrum auf
etwa das doppelte aufgeweitet; die Obertone liegen héher. Vergleicht man Biege-
und Torsionseigenformen derselben Stufe, so stellt man eine nun starkere Nichtaf-
finitat fest. Hiervon betroffen sind besonders die Oberschwingungen. Der zweite
Biegemodus scheint eher zum dritten Torsions-, der dritte Biege- eher zum zweiten
Torsionsmodus affin zu sein. Abgesehen von einer méglichen Kopplung der Grund-
schwingungsformen ist das aeroelastische Verhalten ohne Rechnung am rdumlichen

System kaum noch vorhersehbar.

*Wie eine Berechnung nach Gleichung (2.63) zeigt, wird hier allerdings die statische Torsions-
divergenz gegeniiber dem Flattern maBigebend.
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Die aeroelastische Berechnung fiihrt auf die in Abbildung 5.7 dargestellten Eigen-
werte als Funktionen von 1/k. Angesichts der gerade gemachten Feststellungen
verwundert es nicht, die zweiten und dritten Torsions- und Biegedste einem neuarti-
gen Phanomen unterworfen zu sehen. Ihre Frequenzkurven beteiligen sich alle vier
an einem ‘avoided crossing’! Die Dampfungskurven der beiden Torsionsiste kreuzen
nacheinander die Nullinie und fithren auf verschiedene kritische Windgeschwindig-
keiten. MaBgebend fiir den Flatternachweis wird aber wieder der erste Torsionsast.
dessen Frequenzkurve sich in gewohnter Weise der des ersten Biegeastes nihert.
Die zugehérige Dampfungskurve wird nur schwach negativ und zieht sich bald wie-
der ins Positive zuriick. Durch geringfiigige Verminderung der Torsionssteifigkeit
kénnte der Vorzeichenwechsel ganz verhindert werden, die zugehérige Instabilitit
ware beseitigt.

Abbildung 5.8 schlieilich zeigt die aeroelastischen Eigenformen fiir die ersten zwei
grenzstabilen Fille nach Abbildung 5.7. Im ersten Fall sind die Biege- und Torsions-
anteile den jeweiligen Grundschwingungsformen wieder sehr dhnlich. Interessanter
ist der zweite Fall: Keiner der beiden Anteile a8t sich reell normieren. Doch scheinen
sie sich aus den zweiten und dritten Vakuum-Modi grob zusammensetzen zu lassen.
Greift man noch einmal auf die vereinfachte Vorstellung zuriick, da die Vakuum-
Modi durch Luftkrafte zu einer gemeinsamen Schwingung gekoppelt werden, so sind
hier offenbar vier Modi an der Kopplung beteiligt.

Eine Anderung der Torsionssteifigkeit und damit des Frequenzverhaltnisses =,
wirkt sich in dhnlicher Weise wie zuvor (Abbildung 5.5) auf die kritische Wind-
geschwindigkeit aus. MaBgebend bleibt {iber weite Bereiche wieder die Kopplung
der beiden Grundschwingungsformen. Fiir sehr torsionsweiche Systeme (57 < 1, 10)
tritt an deren Stelle das Zusammenspiel der zweiten und dritten Eigenformen, wo-
durch die kritische Windgeschwindigkeit fiir Flattern sprungartig auf fast das drei-
fache ansteigt. Im Vergleich mit der vereinfachten Rechnung an ebenen Ersatz-
systemen bringt die riumliche Rechnung einen etwas héheren Zuwachs in den kri-
tischen Windgeschwindigkeiten als fiir die Briicke im Endzustand. Dies ist auf dje
nun gréBere Nichtaffinitit der Vakuum-Eigenformen zuriickzufithren.

Bei den Vergleichsrechnungen zeigte sich iibrigens auch, daB der in Abbildung 5.7
vom zweiten Torsionsast markierte Flatterfall in der vereinfachten Rechnung ziem-
lich gut unter Ansatz des Frequenzverhiltnisses €23 und der Eigenfrequenz wy3 nach-
vollzogen werden kann (-6% in der kritischen Windgeschwindigkeit). Dies ent-
spricht der in Abbildung 5.8, Fall 2 erkennbaren Dominanz des zweiten Torsions-
und dritten Biegemodus. Fiir den vom dritten Torsionsast angezeigten Stabilititsfall
fithrt die Rechnung mit €3, und wyz auf brauchbare Ergebnisse (—9 %).

Im Vergleich zwischen Endzustand und Bauzustand kann letzterer beziiglich Flat-
tern als giinstiger eingestuft werden. Dies liegt zum einen an der groéBeren Nichtaffi-
nitidt der Vakuum-Modi, zum anderen am giinstigeren Eigenfrequenzspektrum. das
héher liegt (hier nur teilweise beriicksichtigt; vgl. Abschnitt 5.4.3.1) und stirker
aufgeweitet ist. Die vorhandene Nichtaffinitit fithrt aber auch fiir die Briicke irn
Bauzustand zu keiner ausreichenden Erschwerung der Kopplung der Grundeigen-
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formen; die entsprechende Flattereigenform ist iiber einen grofien Parameterbereich
méglich und verkniipft mit der niedrigsten kritischen Windgeschwindigkeit. Der in
raumlicher Rechnung gegeniiber einer Rechnung am ebenen Ersatzsystem nachweis-
bare Sicherheitszuwachs bleibt beschrankt.

Daf} dies auch anders sein kann, zeigte Thiele {133], [134] mit seinen Berechnun-
gen fiir die Rheinbriicke Diisseldorf-Flehe. Fiir einen Montagezustand stellte er fest,
dafB die in ebener Rechnung anzusetzende Kopplung der beiden Grundmodi zu ei-
ner gemeinsamen Flatterschwingung bei raumlicher Betrachtung nicht auftritt. Als
niedrigste kritische Windgeschwindigkeit ergibt sich aus der Rechnung am riumli-
chen System deshalb ein mehr als dreifach héherer Wert. Eine Nachrechnung dieser
Ergebnisse fithrte zwar auf deutliche numerische Diskrepanzen (vgl. Abschnitt 3.2.3),
bestatigte aber die grundsitzliche Aussage, daB eine den beiden Grundeigenformen
entsprechende Flattereigenform nicht existiert (und dies unabhingig von e,;). Das
untersuchte System dhnelt dem hier fiir den Bauzustand betrachteten. Der fiir das
andersartige Verhalten entscheidende Unterschied besteht in der dort vorhandenen
Biegeeinspannung des Versteifungstrigers (der Versteifungstriger der Flehe-Briicke
wurde im Hauptfeld in Stahl-, im kurzen(!) Seitenfeld in Betonbauweise hergestellt).
Die erste Biegeeigenform erhilt hierdurch iiber die ganze Trigerlinge eine zur ersten
Torsionseigenform gegensinnige Kriimmung. Obwohl die Lage der Schwingungskno-
ten fiir beide Modi immer noch iibereinstimmt, ist die resultierende Nichtaffinitat
nun stark genug, der Kopplung ausreichend entgegenzuwirken und Flattern zu ver-
hindern. Es handelt sich um eine systembedingte aeroelastische Resistenz.

5.4.4 Schlufifolgerungen

Wie eingangs formuliert, diente die numerische Studie verschiedenen Zielen. Die ent-
sprechenden Erkenntnisse, gewonnen bei der Untersuchung einer Briicke mit platten-
ahnlichem Querschnitt, werden im folgenden zusammengefafit.

¢ Die aeroelastische Modellierung einer Schragkabelbriicke mit dem hier hergelei-
teten Finiten Balkenelement erwies sich als praktikabel. Simtliche Ergebnisse
sind — auch im Vergleich mit der vereinfachten Rechnung am ebenen Ersatz-
system — plausibel. Durch die genauere Rechnung konnte fiir die Briicke im
Endzustand eine bis zu 150 % héhere kritische Windgeschwindigkeit nachge-

wiesen werden.

¢ Zum Flatterverhalten der untersuchten Schriagkabelbriicke kénnen folgende
Aussagen gemacht werden. Die Nichtaffinitit der Vakuum-Eigenformen be-
wirkt erwartungsgemaf eine hdhere kritische Windgeschwindigkeit fiir Biege-
Torsions-Flattern. Beschrinkt man sich bei diesem Vergleich auf eine mogli-
che Kopplung von Eigenformen gleicher Stufe, so betrigt der Zuwachs iiber
weite Parameterbereiche (Variierung des Eigenfrequenzverhaltnisses Torsion/
Biegung) aber nur ca. 3 %. Fir ein deutlicheres Ansteigen der kritischen Wind-
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geschwindigkeit und damit fir eine systembedingte aeroelastische Resistenz
wire eine ausreichende Behinderung der Kopplung der Grundeigenformen er-
forderlich; die vorhandene Nichtaffinitat ist dafiir offenbar nicht ausreichend.
Dies ist wesentlich in der Tatsache begriindet, dafl die Lage der Schwingungs-
knotenpunkte iibereinstimmt (hier erzwungen durch Vertikallagerung und Tor-

sionseinspannung an den Pylonen).

Eine Ubertragung dieser erniichternden Aussagen auf andere Briickensy-
steme ist dann méglich, wenn die Vakuum-Eigenformen ihrer Versteifungs-
trager in dhnlich schwachem MaBe nichtaffin zueinander sind. Bei etwas
starkerer Nichtaffinitit kann aeroelastische Resistenz aber tatsachlich erreicht
werden, wic das Beispiel der Flehe-Briicke zeigt (die Lage der Schwingungs-
knotenpunkte stimmt dabei sogar {iberein). Die sich hierbei giinstig auswir-
kende Systembesonderheit, Einspannung des Stahltrigers in den Betontrager
des kurzen Seitenfeldes, ergab sich aus der grundsétzlichen Entscheidung fiir
eine Schragkabelbriicke. Ein anderer systemtypischer Vorteil kann z. B. durch
Verzicht auf Vertikallagerung bei den Pylonen erreicht werden; die Nichtaffi-
nitat vergréBert sich, da die Schwingungsknotenpunkte nicht mehr in einem
Punkt zusammengezwungen sind.

Fiir die in dieser Studie untersuchte Briicke liegt die kritische Windge-
schwindigkeit im Bauzustand hoher als im Endzustand. Die hierzu vorgestell-
ten Uberlegungen berechtigen zu der Aussage, daf fiir den Flatternachweis
zweihiiftiger Schragkabelbricken mit Mittelaufhdngung der Bauzustand kaum
maBgebend sein wird. Im Falle einhiiftiger Schriagkabelbriicken dagegen wird
die kritische Windgeschwindigkeit im Endzustand héher liegen, so daBl sowoh!
End- als auch Bauzustand fiir den Flatternachweis mafigebend werden kénnen.

e Aus dem Vergleich der vereinfachten Rechnung (am ebenen Ersatzsystem)
mit der genauen Rechnung (am rdumlichen System) sowie aus theoretischen
Uberlegungen kénnen Riickschliisse beziiglich der richtigen Handhabung der
vereinfachten Methode gezogen werden. Diese betreffen eine realistische Wahl
der im Nachweis zu kombinierenden Vakuum-Eigenformen. (Das Ansetzen
einer unrealistischen Kombination ist bei konservativer Nachweisphilosophic
leicht méglich und fiihrt, wie der Vergleich zeigte, zum groBziigigen Verschen-
ken tatsichlich vorhandener Sicherheit.)

Herrscht Symmetrie, so kann eine Kopplung zwischen symmetrischen und
antisymmetrischen Modi ganz ausgeschlossen werden. Haben die Knoten-
punkte von Eigenformen jeweils gleicher Stufe dieselbe Lage und stimmen auch
die Kritmmungen im Vorzeichen weitgehend iiberein, so kann man die Eigen-
formen als quasi-affin ansehen. Sie werden damit einer Eigenschaft teilhaftig,
die nach Abschnitt 3.2.2 streng nur den affinen Modi vorbehalten ist: Die
Kopplung eines Eigenformpaares gleicher Stufe zu einer gemeinsamen Flatter-
schwingung ist moglich, alle anderen Kombinationen sind auszuschlieBen.
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Der Flatterversuch am Teilmodell ist das experimentelle Pendant zum ver-
cinfachten rechnerischen Nachweis am ebenen Ersatzsystem. In beiden Fallen
ist eine Annahme iiber die zu kombinierenden Eigenformen erforderlich. We-
gen der bestehenden Analogien gelten die gerade formulierten Aussagen auch
fiir den Teilmodellversuch im Windkanal.

Der fiir all diese Aussagen erforderliche numerische Aufwand blieb durch die prin-
zipielle Beschrédnkung auf Rechnen im Frequenzbereich zwar iiberschaubar, war fiir
sich genommen aber schon beachtlich. Doch lassen sich Fragen iiber das Verhalten
eines rdumlichen Systems eben nur in rdumlicher Betrachtung sicher beantworten.
Diese Fragen werden kiinftig vermehrt dort auftauchen, wo die cingangs formulierte
MaBgabe — moglichst grofie Nichtaffinitit der Eigenformen — beim Entwurf neuer
Briickensysteme zum Zuge kommt. Fiir die dann unverzichtbare Untersuchung des
raumlichen aeroelastischen Verhaltens ist das hier vorgestellte Verfahren, eventuell
unter Einbeziehung von am Teilmodell bestimmten instationiren Luftkraftheiwer-
ten, eine sinnvolle Alternative zum Windkanalversuch am Vollmodell.
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