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Einleitung

Die vorliegende Arbeit behandelt klassische Fragestellungen der Stromungsmechanik zur Beschrei-
bung einer stationéren, laminaren, inkompressiblen Stromung hinter einem mit konstanter Ge-
schwindigkeit angestromten achsensymmetrischen Korper, wobei die stromende Substanz ein New-
ton’sches Fluid (wie z.B. Wasser oder Luft) sei.

Die Stromung hinter dem Kérper wird Nachlauf-Stromung (engl.: wake) genannt. Direkt hinter dem
Korper kann es in Abhéngigkeit von der Kérpergeometrie und den auftretenden Reynoldszahlen zu
komplizierten Stréomungen mit Wirbelbildungen kommen. Dieser Bereich heif3t Nachlauf-Nahfeld
(engl.: near wake). In weiter Entfernung stromabwiirts hinter dem Korper ist jedoch zu erwarten,
dass die Stromungssituation wieder einfach wird, d.h. die Strémung sollte wieder laminar werden
und nur noch gering von der konstanten Anstromgeschwindigkeit abweichen. Dieser Bereich wird
Nachlauf-Fernfeld genannt (engl.: far wake) und ist Gegenstand der Arbeit.

Das Ziel war urspriinglich eine Ausarbeitung und Formalisierung des Abschnittes ,, Wakes* in dem
Stromungsmechanik-Standard-Referenzwerk ,, An Introduction to Fluid-Dynamics® von G.K. Bat-
chelor [2] S.348-353. Interesse am Thema in Verbindung mit einer ausfiihrlichen Literaturrecherche
hat dann aber zur Aufnahme weiterer Inhalte gefiihrt. Als wesentliche Quellen seien dabei beson-
ders die Arbeiten von Goldstein [20] (1930), [21] (1933), Tollmien [56] (1931), Ting [55] (1968),
Libby und Fox [38] (1963) und das Buch ,Laminar Wakes“ von Berger [3] (1971) hervorgehoben.
Experimentelle Ergebnisse wurden zu Vergleichszwecken von Nishioka & Sato [43] (1972), [44]
(1974) und Nishioka & Miyagi [45] (1978) iibernommen.

Die zugrunde liegende mathematische Modellierung von Nachlauf-Fernfeld-Strémungen fllt in den
Bereich der sogenannten Grenzschicht-Theorie (engl.: boundary layer theory). Dies mag den mit der
Materie weniger vertrauten Leser insofern iiberraschen, da man jene meist nur mit Stromungen
in der unmittelbaren Umgebung einer festen Oberfliche (der Grenzschicht) verbindet, wéihrend
das Nachlauf-Fernfeld aber gerade sehr weit von dem Hindernis entfernt ist. Die Annahmen der
Grenzschicht-Theorie sind allerdings unabhéngig vom Vorhandensein einer konkreten Oberfliche
im Fernfeld trotzdem erfiillt, weswegen man haufig von , freien“ Grenzschicht-Stromungen spricht.

Der Inhalt gliedert sich in vier Kapitel und lautet grob folgendermafien:

Kapitel 1 enthélt die Notation und Grundlagen wie Navier-Stokes-Gleichungen, Entdimensionierung,
Prandtl’sche Grenzschichtgleichungen und eine ausfiihrlichere Darstellung von laminaren

Plattengrenzschichtstrémungen.
Kapitel 2 behandelt Wirmeleitungsgleichungen, weil Nachlauf-Fernfeld-Stromungen iiber (Systeme von)
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Wiérmeleitungsgleichungen beschrieben werden kénnen. Die Methode der Separation der Va-
riablen fithrt bei Warmeleitungsgleichungen auf natiirliche Weise auf Hermite - Differential-

gleichungen, welche ausfiihrlich analysiert werden.

Kapitel 3 enthélt Modellierungen und zugehorige asymptotische ,,Losungen“ von Nachlauf-Fernfeld-
Stromungen sowie deren Vergleich mit den experimentellen Messungen von Nishioka, Sato,
Miyagi und numerischen Berechnungen, welche mit dem CFD Programm ANSYS CFX (Ver-
sion 11.01) durchgefiihrt wurden. Dem Kapitel ist eine ausfiihrliche Einleitung vorangestellt,
in der auch historische Eckpunkte der Entwicklung der Theorie angegeben sind. Der an Theo-
rie weniger interessierte Anwender sei besonders auf die kompakte formelméfige Darstellung
(3.6.74) bis (3.6.77), S.90, der asymptotischen Entwicklung dritter Niherung einer zweidi-
mensionalen Nachlauf-Fernfeld-Stromung hingewiesen. Jene lésst sich allein aus der Kenntnis
des Stromungswiderstandes des Korpers, der beispielsweise durch einen bekannten cy-Wert

gegeben ist, bestimmen, und héngt nicht von der speziellen Geometrie des Korpers ab.

Kapitel 4 beschreibt Nachlauf-Fernfeld-Strémungen innerhalb einer bodennahen Grenzschicht, d.h. das
umstromte Hindernis befindet sich innerhalb der Grenzschicht einer (halb-)unendlich ausge-
dehnten flachen Platte. Auch dieses Kapitel besitzt eine ausfiihrliche Einleitung, in der insbe-
sondere detailliert auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu den freien Nachlauf-Stromun-

gen aus Kapitel 3 eingegangen wird.

Schwerpunkte und Ausfiihrlichkeit der Darstellung sind nach eigenem Interesse und Kenntnisstand
gewihlt worden nach dem Prinzip, dass alles, was mir nicht bekannt war, moglichst genau herge-
leitet und bewiesen wurde, wihrend mir bekannte Zusammenhénge nur kurz oder mit Referenzen
angegeben sind. Dem Leser konnen deswegen einige gédngige Sachverhalte zu ausfiihrlich darge-
stellt erscheinen, wie zum Beispiel die Ausfithrungen zu laminaren Plattengrenzschichtstromungen
in Kapitel 1 oder die Erlduterungen zu Hermite-Polynomen und Hermite-Differentialgleichungen
in Kapitel 2.

Ich hoffe jedoch auch dort, dem fortgeschrittenen Leser ein paar interessante Aspekte bieten zu
konnen, wie etwa den Beweis der Existenz- und Eindeutigkeit der Blasius-Losung der laminaren
Plattengrenzschichtstromungen nach Weyl (s. Satz 1.5.1, S.15) und deren asymptotisches Verhalten
nach Coppel (s. Lemma 1.5.2, S.18), oder eine elementare Abschitzung des asymptotischen Ver-
haltens der exponentiell wachsenden Losungen von Hermite-Differentialgleichungen (s. Satz 2.2.5,
S.33).

Abschliefend mo6chte ich mich bei Herrn Prof. Dr. J. Struckmeier bedanken, der mich fiir dieses
Thema interessiert und die Arbeit betreut hat. Weiterhin danke ich herzlich Herrn Dr. S. Heitmann
fiir hilfreiche Literaturhinweise auf experimentelle Messergebnisse von Nachlauf-Fernfeld-Strémun-

gen sowie fiir eine kritische Durchsicht der Arbeit und Fehlerkorrekturen.
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Kapitel 1

Navier-Stokes-(Gleichungen

1.1 Stationire, inkompressible, dimensionsbehaftete

Navier-Stokes-Gleichungen

Die n-dimensionalen, stationdren, inkompressiblen, dimensionsbehafteten Navier-Stokes-

Gleichungen (n € N) fiir Newton’sche Fluide lauten in kartesischen Koordinaten

divv =V . v = 0 inQ* (1.1.1)
VAV + (V- VI)VE 4+ pl—*V*p* = f* inQ* (1.1.2)
physikalische Grofie Symbol Einheit!
Beobachtungsgebiet OF m
Position x* = (zf,...,2}) € Q* m
Geschwindigkeitsfeld v =v(a*) = (vi(a*),...,v5(x*)) | m/s
Druck p* = p*(z*) Pa = kg/(ms?)
duBeres Kraftfeld (pro Masse) | f* = f*(a*) = (f{(z*),..., fi(z*)) | N/kg=m/s?
Dichte p* kg/m3
kinematische Viskositét v* m?/s

! Die Einheit einer Menge/eines Tupels sei hier die seiner Elemente/Komponenten.

« 0 0
v - (a—xi,...,a—l.:;)
0? 0?
A = —— e —.
Ox*? ot Oxx?

Der Index * kennzeichnet dimensionsbehaftete Groflen. Er soll zur deutlichen Unterscheidung von
den im néchsten Abschnitt eingefithrten dimensionslosen Grofien dienen.

Eine Herleitung der Gleichungen (1.1.1) und (1.1.2) findet man in jedem Buch iiber Grundlagen
der Stromungsmechanik und kann beispielsweise in den Werken [15] Kapitel 1.2, [40] Kapitel 1
oder [23] Kapitel 4.7 nachgeschlagen werden.



Gleichung (1.1.1) beschreibt die Inkompressibilitit und wird deswegen hiufig Inkompressibilitéts-
bedingung oder Kontinuititsgleichung genannt. Fiir stationire Stromungen mit konstanter Dichte
ist sie dquivalent zur Massenerhaltung. Das Gleichungssystem (1.1.2) besteht aus n Gleichungen,

die Impulsbilanzen in jeder Koordinatenrichtung darstellen.

Fiir den in dieser Arbeit ausschliefilich betrachteten zwei- und dreidimensionalen Fall (n € {2,3})
benutzen wir folgende iiblichen, alternativen Notationen, um Dimensionsindices zu vermeiden

bzw. um die Erdanziehungskraft mit dem Druck zusammenzufassen:

physikalische Gréfle | Symbol
Position x* = (z*, %, 2%)

Geschwindigkeitsfeld v = (u*, v, w*)

statischer Druck Ditar (X, ¥, 2%) = — p*g*y* , Dl = const.

modifizierter Druck Diod =P — Dstat =D (%, 9", 2%) —p§ + p*g*y*

Erdbeschleunigung g*=9,81 m/s?

Die dreidimensionalen, stationdren, inkompressiblen, dimensionsbehafteten Navier-Stokes-

Gleichungen mit der Erdanziehungskraft als einziger duflerer Kraft
(@, y",2%) = (0,—p"g"y", 0) (1.1.3)

lauten dann

ou* i ov* i ow*
ox*  OJy*  0Oz*

= 0 inQ(1.1.4)

v 0%u*  O%u* ou* ou* ou* 1 0D}, 04

* — * * — = 0 inQ*(1.1.5

Y (8:E*2 * Oy*? + 8z*2) tu Ox* v oy* tw Oz* + p* Ox* in O ( )
O%v*  0%v*  O%v* ov* ov* ov* 1 0D}, 0a

—v* — * * ——med = (O in Q* (1.1.6

v (ax*Q + Oy*? * 8z*2) U e T oy* Twes Tt p* Oy~ in O ( )
Ow*  0%w*  O*w* ow* ow* ow* 1 0D}, 04

—v* f— — fe—  ———med = () in Q".(1.1.7

v (893*2 * Oy*? + 82*2)+u ox* v oy* tw 0z* + p* 0z* m ( )

Implizit wurde dabei die iibliche Annahme getroffen, dass die Erdanziehung in negative y-Richtung

wirkt.

1.2 Referenzgrofien und Entdimensionierung

Um zu dimensionslosen Gleichungen zu kommen, miissen die betrachteten physikalischen Gréflen
Position z*, Geschwindigkeit v*, Dichte p*, modifizierter Druck p}, ,, Viskositéit v* auf Referenz-
grofen bezogen werden. Sind L% (Einheit m), U} (Einheit m/s) und pj (Einheit kg/m?) eine
typische Lange, Geschwindigkeit und Dichte des betrachteten Problems, so wird iiblicherweise

folgende Entdimensionierung vorgenommen:



physikalische Grofle | Symbol Bezugsgrifle | dimensionslose Variable
Position x* = (z*,y*,2%) | Ly x = (z,y,2) = (Z—B, é’—*B, E—B)
Beobachtungsgebiet Q* - Q= {z]z* € O*} CR3
Geschwindigkeit v* = (u*,v*,w*) | U v = (u*,v,w) = (;}—B, ;j—g, [“j—B)

. * * )
Dichte p 5 pi= e

P * e * 2 ._ Py, _ p;,

modifizierter Druck Drod vy = ppUg pi= —z%ﬂ = E;’ﬁﬁf

. . . e * * L * * — * — * J— -1
kinematische Viskositét | v v =UgLy V= L’—B = @ =: Re

Die Gleichungen (1.1.4), ...,(1.1.7) nehmen dann folgende dimensionslose Gestalt an:

divv = 0 inQ (1.2.1)
1
—VAV+ (v-V)v + ;Vp = 0inQ (1.2.2)
0 0 0
Vo= (%7 a_ya &)
2 2 2
A 0 0 0

02 " o2 T 922

oder ausfiihrlich (mit Indexnotation der partiellen Ableitungen):

Ug+vy+w, = 0 inQ (1.2.3)
1
—V(Ugz + Uyy + Usz) + ULy + VUy + WU, + ;px = 0 inQ (1.2.4)
1
—V (Vg + Vyy + Vzz) + w0z + vUy + wWo, + ;py = 0 inQ (1.2.5)
1
—V(Wag + Wyy + Wsz) + vwy + vwy, + ww, + ;pz = 0 in Q. (1.2.6)

Falls die Stromung nicht nur inkompressibel ist (d.h. % +(v-V)p =0 in Q), sondern eine konstante
Dichte besitzt, kann pj = p* = const. gewéhlt werden, woraus p = 1 folgt. In diesem Fall fillt der
Faktor % vor dem Druckgradienten in den Gleichungen (1.2.2), (1.2.4), (1.2.5), (1.2.6) weg.

1.3 Zylinderkoordinaten

Héufig ist es sinnvoll, ein der konkreten Stromungssituation angepasstes Koordinatensystem
zu wéihlen. Ein Beispiel hierfiir ist die dreidimensionale, horizontale Anstrémung eines -
achsensymmetrischen Korpers. Man kann dann insgesamt von einer x-achsensymmetrischen
Stromung ausgehen, so dass eine Beschreibung in Zylinderkoordinaten nahe liegt. Die Navier-
Stokes-Gleichungen miissen entsprechend transformiert werden. Diese Transformation ist
Standard. Sie wird hier trotzdem ausfiihrlich hergeleitet, weil sie einerseits in spéteren Kapiteln
benutzt wird und andererseits in der Literatur meist nur ohne Beweis angegeben ist. Die folgenden
Rechnungen sind aber fiir das tiefere Verstédndnis dieserer Arbeit nicht wichtig und man kann ggf.
lediglich das Ergebnis (1.3.17), (1.3.18), (1.3.19) auf Seite 8 zur Kenntnis nehmen.

Es sei
¢:RxRsgxR—R3 (&7,a) — (€7 cos(a),rsin(a))



die Koordinatentransformation von Zylinderkoordinaten (£,7,«) in kartesische Koordinaten
(x,y,2) = (& rcos(a), rsin(w)). Die z-Achse in kartesischen Koordinaten entspricht also der Sym-
metrieachse in Zylinderkoordinaten, der Radius r gibt den Abstand \/m des Punktes (z,y, 2)
von der z-Achse an und « stellt den Winkel mit der z, y-Ebene dar. Fiir jeden Punkt (&, r, @) in

Polarkoordinaten bilden die Vektoren

e*(&ra) = (1,0,0)
e, ra) = (0,cos(w),sin(a))
e*(&r,a) = (0,—sin(a),cos(a))

eine euklidische Orthonormalbasis des R?, die durch Drehung der euklidischen Standardbasis um
die 2-Achse um den Winkel o entgegen dem Uhrzeigersinn entsteht. Der Vektor ef liegt auf der
Symmetrieachse der Polarkoordinaten, der Vektor e” (£, r, ) zeigt von der z-Achse aus in Richtung
des Punktes (z,y,2) = (&, 7 cos(a),rsin(a)) = zef (&, 7, a) + re” (€, 7, a) und der Vektor e® ist um
90° gegeniiber e” in der y, z-Ebene gedreht. Dementsprechend werden eé Axialkomponente, e”
Radialkomponente und e* Tangentialkomponente des Basisvektorfeldes e := (e, e”, e®) genannt.
Definiere abkiirzend die Matrixfunktion M = M (€, r, @) durch:

et 10 0 10 0
M = e | = 0 cos(a) sin(a) |, M'=| 0 cos(a) —sin(a)
e 0 —sin(a) cos(a) 0 sin(a) cos(a)
Wegen

oe” 0 . . a

a—a(g, roa) = a—a(O, cos(a),sin(a)) = (0, —sin(a), cos(a)) = e*(&, 1, @)

Oe” 0 . : r

a—a(g, roa) = a—a(O, —sin(a), cos(a)) = (0, — cos(a), —sin(a)) = —e" (&, 1, @)

fiir alle (&, r, a) gilt

Oe”
Oa
e
Jda
o
¢

= —e

(0,0,0) V (1,¢) € {&r,a}*\{(r,q), (@, a)}.

Aus der Basiseigenschaft von e folgt, dass es zu jedem Vektorfeld f : R? — R? in kartesischen

Koordinaten eindeutig bestimmte Funktionen f¢, 7, f: R x Rso x R — R gibt, so dass
Fob=foet +fre" + [ = (f [ fIM & (J )= (Fo)M L

Man nennt
fzyl = (fgafrafa)

die Darstellung von f in Zylinderkoordinaten.



Die Umrechnung von f = (f*, f¥, f*) in kartesischen Koordinaten in Zylinderkoordinaten f.,; =
(&, f7, £) lautet somit ausfiihrlich:

frogp = f* (1.3.1)
fPo¢ = [rcos(a)— f“sin(a) (1.3.2)
ffod = [fTsin(a)+ fcos(a) (1.3.3)
ffo= froo (1.3.4)
[ = (fYo¢)cos(a) — (f* o p)sin(a) (1.3.5)
[ = (=fYo¢)sin(a) + (f* o ¢) cos(a). (1.3.6)

Es werden nun die in den Navier-Stokes-Gleichungen auftretenden Differentialoperatoren in Zylin-

derkoordinaten transformiert. Die Jacobi-Matrix von ¢ lautet:

¢ dp1 04
P or  da 10 0
D¢ = 86%2 % % =| 0 cos(er) —rsin(a)
68;? % % 0 sin(a) rcos(a)
10 0 et
(Dp)~t = 0 cos(a) sin(a) =| €
0 —sin(a)/r cos(a)/r e
Es seien g : R® — R eine differenzierbare Funktion und V := (8%, %, %) der Gradientoperator in
Zylinderkoordinaten. Mit der Kettenregel berechnet man:
Vg VgDé
-
es
(gzagyagz) VQ = v.g ' (D¢)_1 = (gﬁagraga) e’
T

1
= efgeteg + ;eo‘ga.
Folglich hat der euklidische Gradientoperator V = (8%, a%’ %) in Zylinderkoordinaten die Gestalt

0 o 1,0
Vv = I3 r_2 o Y
¢ ¢ “or 1 da (13.7)



Die euklidische Divergenz eines Vektorfeldes f berechnet man demnach folgendermafien

0 o 1 _0
divf = VoS = (e gt gg) S T e
[P T o, &€ o o, o
_ glafe df"e +6fe)+e7..(8fe df"e 6f6)+
193 o0& o¢ or or or
1, ,0f% Ofrer  Ofve
;e a o« o« + o« )
8f5 af’“ af* ., 8f5 afr . Of¢
— £ . ZJ T Y
e ((95 + 5 "+ 5 e*)+e"- (8r +8re+8re)+
1 O( af‘g f T _ afa o T
; (aoz A aoz A
0f5 af’“ 10f¢
_ ro 2917 1.3.
a3 + + f +r e (1.3.8)
Ahnlich erhilt man den euklidischen Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten:
0 o 1,0 0 P00 1,0
A = LV = (e L Ty ™ § e
V-V=(e 8§+e 8r+r6 80) (e 8§+ +r 8a)
0 0 0 0 10 0
— €. e
= + (') + - —))+
(G 5+ e ) + 15 )
0 0 0 8 10 0 1 0
T '3 o (r I N < M
€ ( ( 8§)+ (e 8r)+r8r( aa) r2 aa)+
1 0 0 0 0 10 0
e 3 ("
¢ ( ( 8§)+ (e 87’)+ raa(e 8a))
_ 5(5_2+ r a +10¢82 )+T(562 +7'a_2+laa2 _iai)_F
e T rae T Ba0e) T T\ agor T 02 T v daor 2 da
1 0? 0 02 1 02
—oa (€ a ¥ T
T T il L S re
02 0? 10 1 02
= @ e T rar T Roa (1.3.9)
Fiir reellwertige Funktionen g bzw. dreidimensionale Vektorfelder f bedeutet dies:
0%g 82 19g 1 829
0? 82 10 1 02
= —_ - — [PN3 rr a o
Af (32 o TQW)(fe e+ )
- (82f§ 62]('5 la—fg 162]('5) +(82fr+82f7' 1afr) +ia2fr7
e or2  r Or 1?2 da? 0&2 or2 r Or r2  Oa?
(82fa a2fa 1@)a+ia2faea
€2 oz " ror /° 2 da?
0%f8  0%f¢  10f¢ 1 92f¢ ¢ 0%fr  O%fr  10f"
- Qe tar i Tra ) T gE e i)t
10 8]”” r o 0%fe  O9%f« 1af 1 0 afa o r
r2 aoz( da T+ 0&2 + or? r Or ¢ r2 aoz( da © - fre)



92f6  92f6  10f6 1 9%f¢ 2fr  92fr  19f"

- Getar e et Ga T i)
1 62f7 8f7 . 62f0( 82fa 16]“)‘
2 (Gar® T2 T (G g Tt
1 92 fe are ,

2 (Gar @ ~2q ¢ ~ %)

9°fS  9°fC  19f5 19,
ez T T ror Tt
(82]”” 82fT 19f" 1 82]”” 1 2 0f“

T

o "o tior TRder TRl Tt
(ana ana lafa 1 ana 1 N 2 afr

0e2 o2 Y or TR 2 ol L (1.3.11)

Letztendlich ergibt sich die konvektive Ableitung (f - V) f eines Vektorfeldes folgendermafen:

(F-9) = ((f§e§+frer+f“e“)'( Gt e GRS T )
)

— Pl if LN e )
_ 13 f r f a f .5 Eaf rafT _aafr T lara
i i A T AL

(f€%+f’“ai+ifaaf) g

¢ .
— (ff aJ; +f7 f +71nfa f) (f& aJ; +f7af + fa f %fo&)er_’_
afc  _ofe afe
(fgaf5 +I 5 f +if‘* LA f“f’) o (1.3.12)

Fiir f = v und g = p erhilt man durch Einsetzen von (1.3.7), (1.3.8), (1.3.11), (1.3.12) in die
Navier-Stokes-Gleichungen (1.2.1), (1.2.2):

0 = divv:a—VEJraerrlerrlai
193 ar r r da
0 = —vAv+(v-V)v+Vp
0?ve  0%vE  10vE 1 9%vE ¢
e T e e Traa )t

(82v’“ N V" N 1ov" N 1o>vr 1 . 2 ava) -
0&2 or2 ror 22 2 2 9a ¢
v 9%ve  10ve 1 0%ve 1 2 Ov”

- - __ - - = o« _ (03
( 0&2 * Oor? * r Or + 2 a2 2 * r? da Jet | +
(vé ove n Ta_v& 1 aa_vf ¢ cOV" SOV 1 ovh 1

%

a2y, r
193 M or TV aa)e +v 0& v or Jrrv Jda rv e’ +

dp op 1 _Op
E27 rZY el Zyoy I3 r9P 1 o VYP
v 0& v or Jrrv Jda +Tv Tet te 8£+e +re Jda



0?vE 0%t 10veE 1 9% ¢ 8_‘75 ovt 1 ove  Ip

= [—u(a—£2+m+;ﬁ+r—2w)+v 3 VISt a7 et +
O vT OPvT 10vT 1 0%v" 1 . 20v®
g e g )
Vﬁavr _;’_VTE + lva@ — EVQQ + @] e’ +
o0& or r Jda T or
O?ve 9PV 1ove 10V 1, 20V
o+ T e e )t
OO LB Ly 100
193 or r  Oa T r O

Weil (ef,e",e®) ein Basisvektorfeld ist, miissen die Faktoren in eckigen Klammern verschwinden.
Man erhélt die dreidimensionalen, stationéren, inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen in Zy-

linderkoordinaten (mit Indexnotation der partiellen Ableitungen):

1 1
0 Ve + VT + Vv, (1.3.13)
¢ e o loe e EE, 1 yTvE 4 Lyays 1.3.14
0 —y(v§§+vrr+;vr+ﬁvaa)+vv§+vvr+;vva+p§ (1.3.14)
X 1 1 1 2
0 = —v(V'ge+v i+ ;v’,« + T—eraa — T—QVT — T—Qv“a) +
) 1 1
vgvrg +v'v', + ;vo‘vra — ;vO‘Q + Py (1.3.15)
1 1 1 2
0 = Vet Vi £ IV 4 5V e = GVE G VTa) F
X 1 1 o1
nga€ + vV, + ;v“vo‘a + ;v‘xv7 + ~Pa (1.3.16)

Falls das Stromungsfeld rotationsinvariant (unabhéngig von «) ist und keine Rotation vorliegt,
fallen die partiellen Ableitungen % nach der Winkelkoordinate weg und es gilt v® =
Man erhélt:

i 1 .
0 = viedv,+ ;v’ (1.3.17)
1 X
0 = —y(v5§§ +vE, + ;vg,«) + vgvgg +v'vE, + pe (1.3.18)
X 1 1 X
0 = —v(Vege+v i+ ;v’ = r—2v7) + v§v7§ + vV, + pr. (1.3.19)

1.4 Stromfunktion, von Mises-Variablen

Im zweidimensionalen Fall, lassen sich Stromlinien - Linien, die in jedem Punkt tangential zur
Stromungsgeschwindigkeit verlaufen - von Strémungen (in einem topologisch hinreichend reguléren
Stromungsgebiet) besonders einfach durch eine (bis auf eine additive Konstante) eindeutige soge-
nannte Stromfunktion beschreiben, welche genau auf den Stromlinien konstant ist. Auch im drei-
dimensionalen Fall kann man analog vektorwertige Stromfunktionen einfithren, jedoch wird die
Notation aufwendiger, s. [23] S.276.

Die Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen lassen sich dann beziiglich Stromfunktionvariablen -
sogenannten von Mises-Variablen - in einer einfachen Form darstellen, die erstmals von v. Mises
veroffentlicht wurde (s. [48], Abschnitt 7.3.2, S.185f.).



L. Ting benutzt in seinem Artikel [55] von Mises-Variablen zur Bestimmung der zweidimensionalen
Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen hoherer Ordnung. Seine Ergebnisse werden ausfiihrlich in Kapitel
3 Abschnitt 3.6.64 dargestellt.

Im Folgenden seien v = (u,v) eine stationiire, zweidimensionale Stromung in dem zusam-

menhingenden, stiickweise glatt berandeten, offenen Stromungsgebiet D C R? sowie
. 0 -1
1=
10

Definition 1.4.1 (Stromfunktion) Fine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : D — R heifit

Stromfunktion von v, falls

die Drehmatrix zum Winkel g

o

o = U (1.4.1)

o

3 — U (1.4.2)
& W = (_uv)ziv, (1.4.3)

d.h. v ist ein Potential von iv.

Die Existenz einer Stromfunktion von v (eines Potentials von iv) folgt aus dem Lemma von Poin-

caré, das in seiner einfachsten Form folgendermaflen lautet (s. [1], Satz 1.4, Kapitel 1, S.14) :

Lemma 1.4.2 (Poincaré) Sei Q) C R"™ offen, f € CY(;R™) mit %7% =0 firi,j=1,...,n.
j i

Falls jede geschlossene Kurve in Q0 zusammenziehbar (nullhomotop) ist, d.h. homotop zu einem

Punkt zo € Q, so existiert ein ¢ € C?(Q) mit Vo = f. Ist Q zusitzlich wegzusammenhdingend (also

insgesamt einfach zusammenhingend) und xo € 2, so haben alle Lisungen die Darstellung

8(w) = dlao) + [ F2()) 7/ (5) ds
0
mit v € C1([0,1],9) sowie v(0) = zg und (1) = x.

Beweis: s. [1], S. 15-17.

In Lemma 1.4.2 wird vom Gebiet ) die topologische Eigenschaft der Zusammenziehbarkeit aller
geschlossenen Kurven (Nullhomotopie) verlangt. Dies setzen wir wie bereits in der Einleitung
angedeutet fiir das betrachtete Stromungsgebiet D voraus. Beispielsweise besitzen konvexe oder
allgemeiner sternférmige Gebiete diese Eigenschaft. Weil v divergenzfrei ist, ist ¢v rotationsfrei,
denn rot(iv) = rot(—v,u) = uz + vy = div v = 0. Damit sind alle Voraussetzungen von Lemma
1.4.2 fiir @ = D und f = iv erfiillt, so dass ¢ = ¢ die (bis auf eine additive Konstante eindeutige)
Stromfunktion von v ist.

Wird umgekehrt die Stromung v = (u,v) iiber eine vorgegebene Stromfunktion ¢ € C?(D) durch

u = 1y und v := —1), definiert, so ist v automatisch divergenzfrei, denn u, 4+ vy = yg — Yy = 0.
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Definition 1.4.3 (Stromlinie) FEs seien I ein offenes Intervall in R und
s:I— D7 — (s1(1),52(7))

eine stetig differenzierbare Abbildung. Die Trajektorie {s(t);7 € I} wvon s heifit Stromlinienab-
schnitt von v, wenn

s = (s],85) =(vos)=(uos,vos) in I. (1.4.4)

Die Trajektorie hat also in jedem Punkt die Geschwindigkeit v und verlduft damit insbesondere tan-
gential zur Stromung. Die Funktion s wird Parametrisierung des Stromlinienabschnittes genannt.

Eine Stromlinie ist ein beziiglich Inklusion maximaler Stromlinienabschnitt.

Fiir stationdre Stromungen fallen die Stromlinien mit den Bahnlinien, das sind die Trajektorien
der Fluidteilchenbewegungen, zusammen, so dass es fiir diesen Fall anschaulich leicht verstidndlich
ist, dass jeder Punkt (x,y) auf genau einer Stromlinie liegt und zwei verschiedene Stromlinien
sich in keinem Punkt schneiden. Fiir instationdre Stromungen ist letztere Aussage zu jedem festen
Zeitpunkt ebenfalls erfiillt, jedoch stimmen Stromlinien und Bahnlinien im allgemeinen nicht mehr

iiberein!

Bemerkung 1.4.4 (Stromfunktion) Die Stromfunktion ¢ von v ist auf jeder Stromlinie von v

konstant.

Beweis: Es sei s ein Stromlinienabschnitt von v. Man berechnet dann sofort:

(Yos) = (Ypos)s|+ (yos)sy=(—vos)(uos)+ (uos)(vos)=0.

|
Die dimensionslosen, zweidimensionalen, stationdren Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen lauten
ohne Streckung bzw. Stauchung von y*,v* mit der Zahl vRe und ohne Normierung von p* auf 1
durch die Wahl p}; = p* :

Up +vy = 0 (1.4.5)
1
Uty + vy + ;px = Vlyy (1.4.6)
9p
— = 0 . 1.4.7
iy (147

(s. Schlichting, Gersten [48], Gleichungen (6.7), (6.8), (6.9), S.148. Dort werden jedoch genau umge-
kehrt zur hier und in [23] verwendeten Notation dimensionslose Gréfien mit und dimensionsbehafte-

ki

te Groflen ohne Index ,*“ angegeben.) Dabei wird die horizontale Aulenstromung U(x) = u(z, y),

y ,aullerhalb®“ der Grenzschicht, als allein von der horizontalen Koordinate x abhéngig angesehen,

weswegen in diesem Bereich die partiellen Ableitungen nach y wegfallen und (1.4.6) die Form
pe = —pUU, (1.4.8)
bekommt. Diese Darstellung von p, kann man wiederum in (1.4.6) einsetzen:

Uty +vuy —UUp = vuy,. (1.4.9)
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Fiir eine konstante Auenstromung U = const. folgt
Uly + VUy = Viyy. (1.4.10)

Die von Mises-Transformation ist eine Koordinatentransformation der Impulsgleichung (1.4.6), bei

der die kartesischen Koordinaten (x,y) in die von Mises-Koordinaten (£,n) := (x, ) transformiert

werden (s. [48] Abschnitt 7.3. 2 S.185). Zunéchst transformiert man die in (1.4.6) auftretenden
Differentialoperatoren -2 und . Hierfiir sei f € C'(D).
B g Of 05 Ofon _Of 9vof .
fo = 55T d€or Tonon o Tawap e
- 9 _ 9 9
ox 96 O
_ Of _0fo¢  0fom opof _ of
foo = 3, 3oy Tanay ~ VT aya0 Yoy T W
. 9 _ 0
oy oY

Angewandt auf die Terme in (1.4.6) bedeutet dies:

1
= = 0 14.11
2 P T (1.4.11)
Pe = Dg+UPy =DPa (1.4.12)
1
u(ug — vuy) +vuuy + —(pe —v- py ) = vu(uuy)y
P ——
—0
1
& uue + ;pg = vu(uly)y - (1.4.13)

Bei verschwindendem Druckgradienten pe = p,, wie es nach (1.4.8) beispielsweise bei konstanter

AuBlenstromung der Fall ist, vereinfacht sich (1.4.13) nach einer Division durch u zu
ue = v(uuy)y - (1.4.14)

Hat man u(§, %) in von Mises-Koordinaten bestimmt, so kann man das Ergebnis in kartesischen
Koordinaten darstellen, indem man die zu (£,v) gehorige y-Koordinate berechnet. Diese erhélt

man aus dem Umkehrsatz

o) = (Soew) =
¥
SO B K (1.4.15)

1.5 Blasius-L6sung der laminaren Grenzschichtstromung

entlang einer halbunendlichen Platte

Als fithrender Term in der asymptotischen Entwicklung von laminaren inkompressiblen 2D-
Nachlauf-Fernfeldern hinter bodennahen Hindernissen wird spéter die sogenannte Blasius-Losung

der Plattengrenzschichtstromung entlang einer halbunendlichen Platte benutzt, weswegen diese
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hier kurz eingefiihrt werden soll, ohne auf Details einzugehen. Solche findet man in [48] Abschnitt
6.5. S.156-159.

Bei einer laminar, inkompressibel, mit einer (dimensionslosen) konstanten Anstrémgeschwindigkeit
U tangential angestrémten, halbunendlichen Platte macht man folgenden Ahnlichkeitsansatz in
separierten Variablen fiir die Stromfunktion ¢ (z,y) (s. [48] S. 157 Gleichungen (6.45), (6.46)):

Y(r,y) = V2waUf (y\/ %) =V2vzUf(n) (1.5.1)

U .
n o= Y\ = Ahnlichkeitsvariable. (1.5.2)
2vz

Dabei liegt der Koordinatenursprung des kartesischen Koordinatensystems auf der Vorderkante

der halbunendlichen Platte und die positive x-Achse fillt mit dieser zusammen.
Aus der Stromfunktion leitet sich dann folgendes Geschwindigkeitsfeld v = (u,v) ab (s. [48] S. 157,
Gleichungen (6.47), (6.48)):

Oy _0von _

w3z By ooy W (1.5.3)
N
azny oz Vo (nf" = f). (1.5.4)

Fiir die in der Grenzschicht-Impulsgleichung (1.4.6) auftretenden partiellen Ableitungen von v und
v bedeutet dies:

1
Uy = Uf"(ﬂ)ﬂa::*%Uﬂf"(ﬂ) (1.5.5)

Uy = U\ 51" ) (156)
2
uy = U o my = o () (15.7)

Einsetzen in (1.4.6) ergibt bei verschwindendem Druckgradienten p, (z.B. bei konstanter Aufien-

Uy

stromung geméf (1.4.8)):

0 = wuug+ouy — Vi,
U? U2 U2
= =o' )+ o ff = ) ) = o " ()
2
= U ).

Mit der Haftbedingung u(x,0) = 0 = v(x,0) an der Platte, der Nullstromlinie ¢ (x,0) = 0 entlang

der Platte und der Auflenstrombedingung lim, . u(x,y) = U fiir alle > 0 erhélt man folgendes

Randwertproblem:
"+ " =0 Blasius-Gleichung (1.5.8)
F0) = 0 (1.5.9)
(0 = 0 (1.5.10)
lim f'(n) = 1. (1.5.11)

n—00
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Ein mathematisch korrekter Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis einer Losung wurde erstmals 1941
von H. Weyl in [58] angegeben. Diese eindeutig bestimmte Losung f wird nach ihrem Urheber H.
Blasius, einem Schiiler Prandtls, der sie 1908 in seiner Dissertation [5] gefunden hat, Blasius-Losung
genannt. Der Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis von Weyl ist mit einigen weiteren, spéter benotig-
ten Aussagen zur Asymptotik der Blasius-Losung im Beweis von Satz 1.5.1 unten wiedergegeben.
Die Blasius-Differentialgleichung ist zwar nicht linear aber ansonsten , gutartig® (die rechte Seite
des zugehorigen Differentialgleichungssystems ist auf jedem kompakten Intervall von R>q Lipschitz-
stetig) und ldsst sich numerisch problemlos integrieren. Umfangreiche analytische Untersuchungen
wurden 1960 von Coppel [11] durchgefiihrt. Eine auf ganz R>o konvergente analytische Darstellung
der Blasius-Losung wurde jedoch erst 1998 von S.-J. Liao [37] (S.110 Formel (2.42)) mittels einer
interessanten, fiir die Stromungsmechanik neuartigen Anwendung von topologischer Homotopie-
Theorie angegeben. Seine Reihendarstellung enthélt allerdings mehrere rekursiv definierte Parame-
ter, deren Definition fiir sich bereits mehrere Seiten in Anspruch nehmen, so dass jene umsténdlich
zu handhaben ist. Trotzdem ist es eine erstaunliche Leistung, da mit Liao’s Formel beispielsweise
auch die Wandschubspannung iiber den Funktionswert f”(0) analytisch exakt berechnet werden
kann.

Die Graphen der Funktionen f, f" = «/U, f”, v sind in Abbildung 1.1 auf Seite 14 dargestellt.
Dabei wurde die Blasius-Gleichung in Matlab mit dem Standard-DGL-Loser ODE45 numerisch
gelost, wobei f(0) & 0,4696 durch ein SchieBlverfahren geschiitzt werden kann. Die Graphen von
u und v entsprechen den Abbildungen aus [48] Bild 6.6 (a), (b) S.159.
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- = (n P-Hr2Y?=v/u (Uxv)?

25

1.5

086 — — — — - - L EEEEmm == ===

047 = — — — N S - -

Abbildung 1.1: Blasius-Losung der laminaren Grenzschichtstromung entlang einer tangential an-

gestromten halbunendlichen Platte
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Satz 1.5.1 (H. Weyl)

a) Das Anfangswertproblem

" ’

"' +29y" = 0
y(0) = 0
y'(©0) = 0
y'(0) = 1

besitzt auf R>o eine eindeutige Losung h € C3(R>q). !

b) Die Funktion
& O(Rse) - C(Rsy), (g)(2) = exp ( /Ozozo%q(c)dc)

ist monoton fallend, d.h. fir g1,g92 € C(R>0) mit g1 < g2 gilt D(g1) > P(g2).

¢) Fiirn € Ny sei g, := ®"(0). Die Teilfolge (gan)nen, st monoton wachsend und (gon+1)neN,
1st monoton fallend, wobei 0 = go < gop, < gont1 < g1 = 1. Fiir z € R>g und n € Ny gilt

|gn+1(2) — gn(2)| < ( (1.5.12)

d) Die Folge (gn)nen, konvergiert punktweise gegen g := h”, wobei

0 § 92on T g l 92n+1 S 1
2 3\n
l9(2) — gn(2)] < ((?;Zn))' fir alle z € R>g.

Insbesondere ist die Konvergenz auf jedem kompakten Intervall [a,b] C R>qo gleichmdflig mit

lo-gule <= 21
e) h' ist monoton wachsend und beschrinkt, so dass
Jim W(z) = /OZ g(z) dz =: a € Rsy.
£) f(n) :=1/2 h(y/ 5 n) ist die gesuchte eindeutig bestimmte Blasius-Lésung von (1.5.8), ...,

(1.5.11).

Beweis: a) Das zugehorige System erster Ordnung lautet Y/ = F(Y) = (Y3,Y3, —2Y1Y3) mit
Y = (Y1,Ys,Y3) = (y,¢,y”). Die rechte Seite F ist stetig differenzierbar und damit insbesondere
lokal Lipschitz-stetig. Die Behauptung folgt daher aus einer einfachen Erweiterung des Existenz-
und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindel6f, wie man sie beispielsweise in [60] Abschnitt VII auf

Seite 61 unten nachschlagen kann.

IWeyl betrachtet in [58] die Differentialgleichung vy’ + 2yy” = 0 anstatt ¥/ + yy” = 0. In Teil f) verschwindet

der Faktor 2 bei einer ohnehin notwendigen Transformation.
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b) Die Monotonie von ® folgt sofort aus der Monotonie der Exponentialfunktion und der des

Integrals sowie der Positivitit des Faktors (z — ¢)?.

c) Esist gg = ®°(0) = 0 < 1 = ®(0) = g;. Weil ® gemiB b) monoton fillt, ist 2 monoton
wachsend, so dass

gan = D>"(0) < (1) = @¥"(®(0)) = P*"1(0) = gan+1-
Wegen 0 < exp(—z) <1 fiir alle x € R>( erhélt man aus der Definition von ® mit einer trivialen
Induktion iiber n € Ny sofort 0 < ®"(0) = g, < 1. Dies bedeutet aber insbesondere go = 0 < go
und g3 < 1 = g, so dass wiederum aus der Monotonie von ®2 folgt:
gon = ©¥(0) < ¥ (g2) = go(nt1)
Gonts = PTE(0) = ¥ (g3) < ©*"(91) = Gant1-

Folglich ist (gan)nen, monoton wachsend und (g2n+1)nen, monoton fallend. Es sei nun z € R>q.

Die Ungleichung

|9n+1(2) = gn(2)] <

soll per Induktion iiber n gezeigt werden.

Induktionsanfang: n = 0. |g1(2) —go(2)|=1-0=1= ((2;;;?

Induktionsschritt: n — n + 1. Nach ¢) gilt g, < gn+1 oder gny1 < gn. Um diesbeziiglich eine

Fallunterscheidung zu vermeiden setze u := min(g,+1, gn) und v := max(gn+1, g») und

0= [[c-0uon < [ -0huon =V (1.5.13)

Nach Induktionsvoraussetzung berechnet man mit partieller Integration:

. z 3\n
V(z)—U(z) = /O (2 = 0)*(v(¢) — u(¢))d¢ < /O (2 = ¢)? ((23?”; dg

n~3n+1 1% z n+13n+1 n+1,3n+27% z on+1 3n+2
[(Z—C)QL'] +/ (z—(j)idgz [(Z—C)i] +/ de
1o 0 0 0

0

IN

(3n+1) (3n+1)! (3n +2)! (3n+2)!
-0 =0
(22)3(n+1)
= GeaEDN (1.5.14)
Fir z € Ryq gilt
0<a(x):=1—€e"" < z=:bx), (1.5.15)

da a(0) = 0 = b(0) und o'(z) = e ® < 1 = b'(x). Mit diesen Vorbereitungen leitet man nun die
gewiinschte Abschitzung her:
|9n+2(2) = gn1(2)] = [®(gn11)(2) — D(gn)(2)] = [ (u)(2) — @(v)(2)]
= |exp(=U(2)) — exp(=V(2))|
= exp(=U(2)) (1 —exp(=(V(2) - U(2))))

<1 >0, da V(2) > U(2)

(22)3(n+1)
.5?15) V(z) - U) (1.5?14) (B(n+1))!
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d) Nach c¢) konvergiert die Folge (g, )nen, punktweise. Es ist daher nur ga,, < g < gon41 2u zeigen.

Zunichst sieht man, dass ¢ = h” nach Konstruktion von ® ein Fixpunkt von ® ist:

B = ew(- [ (e = OPH(2) dO) = expl[— (= — OH(Q)]F —2 / (e - OW(Q) do)
0 0
=0, da A'(0) =0
~ (20— OnOl; -2 | Q) dO) = exp(~2 / Q) do)
N—— 0 0
=0, da h(0) = 0
S D) (x) = —2h()B(g)(2)
®(g)(0) = exp(0) = 1.

Folglich 16st die Funktion ®(g) das Anfangswertproblem 3’ = —2hy, y(0) = 1. Andererseits ist
aber gemif a) g = h” die eindeutige Losung dieses Problems, so dass ®(g) = g gelten muss, d.h.:
g ist ein Fixpunkt von ®. Dies bedeutet aber 0 < ®(g) = g. Weil & monoton fillt, hat man auch
g = ®(g) < ®(0) = 1. Die Monotonie von &2 liefert nun die gewiinschte Einschliefung

gon = O¥(0) < 9 (g) = g = D1 (g) < B (1) = D¥H(0) = gapsn.

e) Weil g = b’ nach d) positiv ist, muss A’ monoton wachsen. Man berechnet

w

5o = 1)) el [ (e — ) =%

CS

B(g2)() =expl~ [ (- O F o)
0

= 2 e Sac o [ e Fac- [ e Sa

exp(z/oe C+Z/OC€ C/OC€ <)

3

= exp(—22 /Z e*§dg‘ + QZ/Z (efédg‘ —(1—e7)). (1.5.16)
0 0

93(2)

Gemif d) gilt A" = g < g3, weswegen
W) = W@ = [ dcs [ a

3
Es geniigt daher zu zeigen, dass g3 integrierbar ist, d.h. fooo 93(¢) d¢ < +00. Die Funktionen e

3
und Ce’% sind auf R>( integrierbar. Setze

oo <3
a = / e~ 3d¢ € Ry
0
z 3
8 = / Ce™3d( € Ry
0
und wéhle v €]0, af. Es gibt dann ein zo € R>¢, so dass fiir alle z > zg
v < / e 3d( und
0
2 o [7 &
vz© < oz e 3d¢ —2z0
0

z 3 z 3 z 3
e —22/ e_%dC—i—ZzﬁZ —22/ e_%dg“—i—Zz/ Ce_%dc.
0 0 0
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Fiir z > zg lasst sich dann Gleichung (1.5.16) folgendermafien nach oben abschétzen:

z 3 z 3 .3 _z3
g3(z) = exp(—zQ/O e_%dC—i— 22/0 Ce_%dg—(l —e 7)) < eV e (1T < o
<1
<—vz?

Weil die Funktion e=7*" integrierbar ist, trifft dies auch auf g3 zu, denn x(o .95 + X]z0,+oo]€7’yz2

ist eine integrierbare Majorante von gs.

f) Die Funktion f(n) := % h(y/5= n) erfiillt (1.5.8), ..., (1.5.11), denn
)+ £ m) = i;w% %;m+7éﬂvg%mHT
1 " 1 1 "
= Z;[h(vg;n)+2MvggnM(
JO) = \2h0) =0

ro) = |20 =0
Py = LG fam

Die Eindeutigkeit der Blasius-Losung folgt aus der von h.

2a

2a

l—m

! mlzo

Das asymptotische Verhalten fiir 7 — oo der Blasius-Losung f(n) und ihrer ersten beiden

Ableitungen wird von Coppel [11] in Abschnitt 4 ab Seite 108 geklért. Fiir spiitere Anwendungen

geniigen hier seine elementaren Abschétzungen auf Seite 108:

Lemma 1.5.2 (Coppel) Fiir jede Konstante 0 €]0,1[ gibt es ein ng € R>g, so dass f,1— f', f"

fiir alle n > ng + 1 folgende Schranken besitzen:

n—4< F) < =6+ f"(ng)e 20nm0)*
0<1—f(n< f (no)e 200 —m0)*
0<  f(n) ' (no)e=2001=m)",

IN

IN

wobei
5= [ sy
0

die sogenannte Verdringungsdicke ist (s. [48] S.154).

(1.5.17)
(1.5.18)
(1.5.19)

Beweis: Die linken Seiten der Ungleichungen (1.5.18) und (1.5.19) erhélt man aus Satz 1.5.1 d)
und e), nach denen sogar 1 — f'(n) > 0 < f”(n) fir alle n € R>q gilt. Sei 6 €]0, 1] fest gewahlt.

Wegen lim,, .o f'(n) = 1 gibt es ein 79 € R, so dass f'(n) > 6 fir alle n > no. Fiir n > no leitet
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man deshalb folgende Ungleichungen nacheinander her:

n n
fo) = foo) = £'(n) dn > / 0 di = 6(n — o)
10 o
fn) = 6(n—mno)+ f(no) > 0(n—mno)
= =) < 80— no) ()
%(n) < 00— m)
(f">0)
n g n 1
In(f” — In(f" = — dn < —0(n — dn=—=(n—mno)?
(£ () ~ (" () | ans [ o) dn=—50-m)
) < (o)e Hormr,

Die letzte Zeile ist die rechte Seite der Ungleichung (1.5.19). Integration liefert nun fiir n > ng + 1:
(o)
- = [ s
7

o0 o0

< f”(no)/ e 30 gy < f”(no)/ (0 —no) e~ 2(1=m)* dp (1.5.20)
n n ST~

>1

- f”(no)[fefé(n*no)ﬁ%o = f"(no)e~2(n=m0)*,

Das ist die rechte Seite der Ungleichung (1.5.18). Eine weitere Integration ergibt die letzte Unglei-
chung (1.5.17):

0 < /0001]“(7;) dnf/nlff’(n) dnf(ozzoéf(ﬂff(n))

(F7<1) 0

= / L—f'(n)dn < / f//(770)‘37%(nino)2 dn < f”(no)e*%("*nof
n (1.5.18) Jy (1.5.20)

= n-3 Fn) <n—8+ f"(no)e” 2=,

IN

|
Abschlieflend soll kurz der Widerstand einer tangential mit konstanter Geschwindigkeit U* lami-
nar und inkompressibel angestromten Platte der Lange [* und Breite B* aus der Blasius-Losung
hergeleitet werden, da jener spiiter in Beispielen verwendet wird (vgl. [48] S.159-160). Die Schub-
spannung an der Position z* der Platte gemessen von deren Vorderkante ist per Definition der

dynamischen Viskositdt u* = v*p* des betrachteten Newton’schen Fluids gegeben durch

@) = n % =v'p a—y*(m ,0). (1.5.21)

Wihlt man als Bezugsschubspannung 75 := p}‘;UﬁQ und entdimensioniert 7 := 7*/7}, so lautet
(1.5.21) in dimensionsloser Form (vgl. (1.2)):

ou v ., U
T = — = Uy —f ~ 0,4 Uy —
(x) vp y(ac,O) 1506 vp 5 (0) ~ 0,4696vp o

l
[=)
w
&
¢
s}

d

(1.5.22)
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Der mit der Bezugskraft Fj := pj(UjL%)? entdimensionierte Widerstand W = W*/F}, einer
Plattenseite ergibt sich durch Integration der Schubspannung iiber die Plattenfléche:

l l
1
W= B/ 7(z) dz ~ 0,332BpU\/U1// \/;dx 0,664BpU~ Ul (1.5.23)
0 0

Der Widerstandsbeiwert einer Plattenseite lautet demnach:

. W 0,664BpUvUvlI 1,328
VT vl euBl o

174

(1.5.24)

Fir Uy =U*, Ly =1"ist U =1 =1, so dass ¢y = 1,328,/ = 1,328/vRe. Diese Formel wird

Blasius’sches Plattenwiderstandsgesetz genannt.



Kapitel 2

Asymptotische Entwicklungen der
Ganzraumlésungen von

Wairmeleitungsgleichungen

2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden elementare Bezeichnungen der asymptotischen Analysis eingefiihrt
und einige spezielle Aussagen fiir spdtere Abschnitte bereitgestellt. Quellen sind [29] Kapitel 1,
[31] Abschnitt 4, [34], [42], [57].

Definition 2.1.1 (O- und o-Notation)
Es seien X CR™, Y CR", m,ne N, und f,g: X xY — R Funktionen. Man schreibt

f(z;y) = O(g(w;y)) in Y, (2.1.1)

wenn es fir jedes x € X eine Konstante k(x) € Rsq gibt, so dass

|f(z; )| < k(z)|g(zsy)|  fir alle y €Y. (2.1.2)

Weiterhin seien nun ¢ : R™ — R¥ k € N, eine stetige Funktion - meist wird ¢ = idgn oder ¢ = ||-||
gelten - und zg € R" ein Hiufungspunkt von o(Y), der nicht notwendig in o(Y') enthalten sein

muss. Man schreibt

flaiy) = O0(g(z1y)),  ¢(y) — 20, (2.1.3)
wenn es zu jedem x € X eine Umgebung U(z) von zy und eine Konstante k(x) € Rsq gibt, so dass
[f(z;y)| < k(@)lg(z;9)|  fir alle y € o™ (U(x)NY, (2.1.4)

Man schreibt
f(zyy) = o(g(x;9)),  »(y) = 20, (2.1.5)

21
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wenn es zu jedem x € X und jedem 6 > 0 eine Umgebung U(z,d) von zy gibt, so dass
F@iy)| <Olglwsy)|  fir alle y € o™ (U(,8) NY. (2.1.6)

Sind in den definierenden Gleichungen (2.1.2), (2.1.4), (2.1.6) die Griflen k(z),U(x),U(x,0)
unabhingig von x € X, so wird den Notationen (2.1.1), (2.1.3), (2.1.5) jeweils das Attribut
sgleichmifig (in X )“ zugefiigt. Falls f = f(y) und g = g(y) nur von y und nicht von x abhdngen,

wird die Variable x in allen Bezeichnungen dem Kontext entsprechend fortgelassen.

Auf kanonische Weise kann man nun Ordnungsrelationen auf den Klassen O(f(z;y)) definieren.

Ohne sich in Formalismen zu verlieren, seien folgende selbsterkldrende Kurznotationen eingefiihrt:
e O(f(z;9)) = O(g(z;9)) = flzyy) = Og(w;9) Aglzy) = O(f (2:9))
e O(f(z;y)) <O(g(z;y) = flzy) = O(g(z;9) A= glasy) = O(f(59))
e O(f(z;y)) <O(g(z;)) = O(f(z;9) <O(g(x;9)) V Olg(x;9)) = O(f (z;9)).

All diese Abkiirzungen kénnen die Zusitze ,p(y) — z0“ bzw. ,gleichméBig* enthalten.

Definition 2.1.2 (asymptotische Folge) Es sei (¢ (¢))icz eine Folge reellwertiger Funktio-
nen ¢ in einer reellen Variablen €, deren Definitionsbereiche den Hiufungspunkt €9 € R besitzen
(meist wird g9 € {0, £00} gelten). Falls

00tV (e) = 0(¢1(e)), €= e
fiir alle i € Z, so heift die Funktionenfolge (¢ (¢))icz eine asymptotische Folge fiir ¢ gegen eo.

Beispiel 2.1.3 (asymptotische Potenzfolgen) Ist («;)icz eine streng monoton wachsende Fol-
ge in R, so wird durch

dD Rog >R, £+ e
eine asymptotische Folge fiir € gegen 0 definiert, welche Potenzfolge mit Exponenten «; heifst. Der

Spezialfall a; = i wird als natirliche oder auch kanonische Potenzfolge bezeichnet.

Definition 2.1.4 (mehrskalige, asymptotische Entwicklung) Es seien I C R, g9 € R ein
Hiufungspunkt von I, D eine Teilmenge eines R™, n € N, f: Dx I — R™, m € N, eine Funktion,
(6D (€))ieny, (VD (€))icz asymptotische Folgen mit Definitionsbereich I und

0 =1=90,

Weiterhin sei (f(¢))ien, eine Folge von Funktionen f*) : D% — R™, die hichstens beziiglich

endlich vieler Variablen nicht konstant seien. Es bezeichne
Y(e)z = (..., Y (e)x, O (e)z, vV (e)x,...) € DZ.

Fiir N € No U {400}, heifit die Reihe

N

> 6D (@) fD((e)x)

=0
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eine asymptotische Entwicklung der Stufe N von f mit Amplituden ¢V, i =1...,N, und Skalen

P, wenn
M

flaie) = 6D () fD(p(e)r) = o(¢M(e)), & —eo (2.1.7)

=0

fir alle M € (No)<n.

Man beachte, dass (2.1.7) m Gleichungen enthiilt, d.h. die asymptotische Entwicklung aller m
Komponenten-Funktionen von f erfolgt einheitlich beziiglich der Amplituden ¢ und Skalen 1.
Eine asymptotische Entwicklung der Stufe +oco wird einfach asymptotische Entwicklung genannt

und man schreibt in diesem Fall formal:
flaie) ~ > ¢ (@) fD(P(e)r), &— <o
i=0

Falls (2.1.7) gleichméBig fiir alle € D erfiillt ist (s. Definition 2.1.1), so spricht man von
gleichméfBigen asymptotischen Entwicklungen.

Als niichstes sei der Begriff einer schnell fallenden Funktion in Erinnerung gerufen (s.[35], Kapitel
VIII, &4, S. 236).

Definition 2.1.5 (schnell fallende Funktion) FEine Funktion f:R™ — R, n € N, heifst schnell

fallend, falls zu jedem m € N Konstanten c1(m),ca(m) € Rsq existieren, so dass
(L4 lzI)™f(x)] < ca(m) fiir alle € R™ mit ||z]| > ¢1(m), (2.1.8)

d.h. die Funktionen (1 + ||z||)™f(x) sind fir grofie x stets (nicht notwendig gleichmdfig fiir alle

m € N) beschrinkt. Eine dquivalente Beschreibung ist
flz)=0™™), |z|| — o fiir alle m € N, (2.1.9)

Die Klasse der schnell fallenden Funktionen enthilt bekanntlich die der exponentiell fallenden

Funktionen.

Definition 2.1.6 (exponentiell fallende Funktion) Fine Funktion f : R™ — R, n € N, heifst
exponentiell fallend, falls

fw) =0 1), | — o0 (2.1.10)
fiir geeignete o, B € Rsg.

Die zentrale im Folgenden hauptséchlich verwendete Eigenschaft schnell fallender Funktionen wird

im néchsten Lemma festgehalten.
Lemma 2.1.7 Ist f € L>°(R™), n € N, eine schnell fallende Funktion, so ist fiir jedes k € Ny die
Funktion x* f(z) (Lebesgue-) integrierbar, wobei

k._ ki k
¥ =it i
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Beweis: Setze |k| :== ki + -+ + k. Weil f schnell fallend ist, gibt es zu m := 2n + |k| Konstanten
c1 = c1(m), ca = ca(m) € R, so dass (2.1.8) erfiillt ist. Weiterhin gibt es wegen f € L>°(R"™) eine
Konstante c3 € Rsq, so dass |f| < ¢3 fast iiberall. Aus f € L*°(R") folgt insbesondere auch, dass

f messbar ist, weshalb dies auch auf (z — 2)¥ f(x) zutrifft. Zum Nachweis der Integrierbarkeit muss

deswegen nur noch

/|xkf(x)| dr < 400

gezeigt werden. Fiir diese Integralabschitzung seien zunéchst folgende elementare Sachverhalte

bereitgestellt:

(L+af)(I+ay) < Q+[a)" <A+

1
/ 5 dz = lim arctan(z) — lim arctan(z) = .
2€R 1 + z 2Z—00 2Z——00

Man schétzt nun ab:

k d _ k d k d
/ la* £ (2)] de /”z”m ¥ £ ()] de + /|| 2* £ (2)] de

< C‘1k‘03/ d:c+cg/ 7”30”%‘ dz
llzf|<er laf>er (1 [l2])2nFk
=:C
< C’Jch/; dz
(1 + [J[f)2n

< O+ dzy - - da,
(2.1.11) 02/ /1+991 (1+23) o !

< C + com™ < +o00.
(2.1.12)

Korollar 2.1.8 Es sei g € L°(R) eine schnell fallende Funktionen und k € N.

a) Es gibt ein nur von g abhingiges, reelles Polynom p vom Grad k derart, dass

/ ly — 2Flg()| dy < p(l2))

(2.1.11)
(2.1.12)

(2.1.13)

fiir alle z € R. Insbesondere ist fiir jedes = € R die Abbildung y — (y — 2)*g(y) (Lebesgue-)

integrierbar.

b) Ist f € L>®(R) eine weitere schnell fallende Funktion, so gilt

Jim |Gz |/|y—z| ) dy = 0

/ ) / ly— 2Plg(y)] dy dz < oo,

k

/ ly— 2*la(w) dy < / (Il + 12D 19(w)] dy = / S [yl lg(y)| dy
§=0

k

SO / ¥~ 1g()] dy = p(|2)

j=0

=:p;ER nach 2.1.7

Beweis: a)

(2.1.14)

(2.1.15)
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b)
Tim 17| [y <Plol dy < Jim Flp(l) =0 (2.1.16)

/ 5@ [ 1= 2Plow)] dy d= < [15GneD = < o (2.117)

|

Der folgende Satz macht eine Aussage iiber das asymptotische Verhalten von Quotienten
von geraden Potenzreihen fiir x — oco. Er korrespondiert mit der trivialen Beziehung

lim p(z) = Do €R=RU{—o00,+o0}
e=00 q(z)  gn

fiir reelle Polynome p = >, _opea®, ¢ = >.1_o @z, pr # 0 # g5, n = max(r,s). Es ist ein
Zusammenhang der elementaren Analysis, den ich in der angegeben Formulierung nicht in der
einschliagigen Lehrbuchliteratur gefunden habe, weswegen vollstandigkeitshalber ein Beweis ange-

geben ist. Es werden die iiblichen erweiterten Rechenregeln fiir R

+oo+a = 400 fir a € | — 00, +00]
—c0o+a = —o0 fir a € [—00, +00]
+oo | falls a € |0, +0o0]
a-(+oo) = 0 , falls a = 0

Foo |, falls a € [—00,0]

ﬁ = 0 fira e R
+oo |, falls a € ]0, +0o0]
a
7 = 0 ,fallsa =0

-0, falls a € [—00,0]

in einem Fall abgeéndert:
0 (£o0) := £oo. (2.1.18)

Satz 2.1.9 Fs seien z € Z und

oo oo
Z apx® und g(z) = Z bk
k==z k=z

zwei reelle, fir alle x € R konvergente, gerade Potenzreihen. Die zweite Potenzreihe besitze die

FEigenschaften
bp > 0 fir alle k € Ny, (2.1.19)
bp > 0 fiir unendlich viele k € Ny. (2.1.20)
Dann gilt
o:= liminf 2* < liminfM < 1irnsupM < limsup S _, S. (2.1.21)
k || —o0 g(I) |z|—o00 g(ac) k— o0 br

(ax br)2(0,0) (ak,br)2(0,0)
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Im Fall o = 3 bedeutet dies insbesondere

T ) (2.1.22)
(onbZon D 1eimee 9()
Beweis: Aus den beiden Voraussetzungen (2.1.19) und (2.1.20) folgt einerseits, dass die Menge
{(ak,br)|(ar,br) # (0,0),k € Ny} unendlich viele Elemente enthilt, weswegen o < ( gilt, und
andererseits g(x) > 0 fiir alle z € R\{0}, so dass f(z)/g(x) fiir x € R\{0} stets wohldefiniert ist.
Wahle C € R > 0 und setze

falls a <
o =) @ lallba<doo (2.1.23)
C |, falls a = 4o0.
Zu € € Ry findet man ein N € N5, so dass
o —e< % <fB+e firalle k€ Nsy mit (ag, by) # (0,0). (2.1.24)
k
Wegen b, > 0 (s. (2.1.19)) folgt daraus mit der neuen Konvention (2.1.18):
(o —e)bp < ap < (B+¢e)by fiir alle k € N> p. (2.1.25)
Weiterhin findet man geméif (2.1.20) ein K € N5y mit
br > 0. (2.1.26)
Fiir « # 0 folgert man nun
f) S gt xQN( N1 2= N) g akJrngk)
g9(z) a Done. bra?t aN (Z;CV:_ZI bpa2(k=N) 4 5> bk+NI2k)
- pe N 4 (o — ) 3T b
(2.1.25) lecv:—; bpw2k=N) 4 570 by vk
( ]iv:—; apab=N) /5 karNka) Lo e
(SN i)/ 5702 by a2t + 1
0 f—
) gt 0 (S N S o e
g9(z) a e, bk x2N (Zivz_zl bpx2(b=N) 4 370 bk+N302k)
o Il a4 (B4 e) 5 by wa®
(2.1.25) Zg:_zl bp2(k=N) 4 370 by N2k
( ;V:_Zl aka(ka)/ 2;0:0 kaer‘Qk) + ﬂ + €
(SR a2 =M) /30 b ) + 1
0+B+¢
|l‘|j)0<> ﬁ =f+e. (2.1.28)

Bei den Grenziibergéingen in den Zeilen (2.1.27) und (2.1.28) wird ausgenutzt, dass geméf (2.1.19)
und (2.1.26)

o0
Zbk+Nx2k >bg >0 fiir alle € R mit |z| > 1.
k=0
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Man erhélt also

o —e< liminf@ < 1imsupM < fB+e.
Fir e — 0 und C — +oo im Fall & = 400 (s. (2.1.23)) ergibt dies die gewiinschte Ungleichung
(2.1.21). n

Korollar 2.1.10 Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.1.9 mit o = 3 erfillt.

a) Fir a € R\{0} gilt O(f(x)) = O(g(x)), |x| — oo.
b) Fir o =0 gilt f(x) = o(g(z)), |x| — co.
¢) Fiir o € {xoo} gilt g(z) = o(f(x)), |z] — oo.

Beweis: Gleichung (2.1.22) aus Satz 2.1.9 lautet

= lim @
o= |931|~>oo 9(@) (2.1.29)

a) Fiir hinreichend grofie |z| ist | f(z)] < (Ja| + 1)|g(z)| und |g(x)] < (ﬁ + )| f(x)].

b) Aus (2.1.29) mit o = 0 folgt direkt f(z) = o(g(z)), |x] — oo (s. 2.1.6).
¢) Sei § € Rsg. Wegen (2.1.29) gibt es ein ¢g € Rsq, so dass fiir || > zg

f@) 1
@)~

= g(@)] <d[f ()],

|
Im néchsten Abschnitt wird das asymptotische Verhalten spezieller Potenzreihen untersucht, deren

Reihenkoeffizienten rekursiv definiert sind. Das folgende Lemma dient dabei als Hilfsmittel.

Lemma 2.1.11 Es seien (an)nen, (An)nen, (0n)nen, (Bn)nen reelle Folgen, wobei b, # 0 # B,
fiir alle n € N gelte. Die Folgen mdgen den Rekursionsvorschriften an11 = Anayn und by,11 = Bpby,

geniigen.

a) Falls es ein N € N gibt mit

A, 1 -1
:B‘Slﬁnn fiir alle n € N>,
n
so gilt
. an
A, =0

b) Falls es ein N € N gibt mit ay # 0 und

|An|
| Byl

>1 fir allen € N>y,

so gilt
lim inf M > 0.

n—oo |by|
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Beweis: Fiir n € N>y 16st man die Rekursion riickwérts bis N auf und erhélt:

n—1
|an| |Am| |aN| m—1 |aN| N -1 |aN|
a) —o = —
) Tl H ot = L= =T
0] Au Jan] _ Jax
b) - = >0, daaN#OyébN.
5] HN Bl 1] = Jon]
—_———
>1

2.2 Hermite-Polynome und -Differentialgleichung

Definition 2.2.1 (Hermite-Polynome) Fiir n € Ny heifit die Funktion

L
H, — 1) —x
(z) (=1)"e" e

das n-te Hermite-Polynom.

(2.2.1)

Man sieht leicht, dass H,(z) ein Polynom vom Grad n mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Der

Vorfaktor (—1)" bewirkt dabei, dass der fithrende Koeffizient vor der hichsten x-Potenz positiv

ist. Die ersten drei Hermite-Polynome lauten

Ho(x) = 1
Hy(z) = 2x=2zH,
Hy(z) = 4a® —2=2zH, — 2H,.

(2.2.2)
(2.2.3)
(2.2.4)

Graphen der ersten sechs Hermite-Polynome sind in den Abbildungen 2.1 und 2.2 dargestellt. Der

folgende Satz enthilt Eigenschaften der Hermite-Polynome, die spiter benotigt werden. Alle diese

(und viele weitere interessante) findet man formelmiflig aufgelistet ohne Beweis in [46] Abschnitt

5.6. S.249 ff. Vollstédndigkeitshalber geben wir hier kurze elementare Beweise an.
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Abbildung 2.1: gerade Hermite-Polynome

Satz 2.2.2

a) Hn+1 = 2$Hn - H;L

0.5 1 15

Abbildung 2.2: ungerade Hermite-Polynome

%) _2
(=)™ (2z)" =
H, =nl AV eV
b) Hu(z)=n = ml(n—2m)!
¢) H =2nH,
&) Hy(0) = (—1)"/2 (n7!2)' , falls n gearde
" 0 , falls n ungearde
g

e) Hpy1—2xH,+2nH,_1 =0
f) H, —2zH, +2nH, =0

g) /Hn(:c)Hm(:c) e dy = { 0

Beweis:
a)
0 2 0"

= 2zH,(z) — Hpy1(x)

/7 2™n!

n(@) = %[(*1)"@“ %e_ﬁ] = (71)”299@“'2

, falls m#mn

, falls m=n

(2.2.5)
(2.2.6)
(2.2.7)
(2.2.8)

(2.2.9)
(2.2.10)

(2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13)

L2 0t
8$n+le

—T

b) Das Polynom auf der rechten Seite der Gleichung b) sei mit P, bezeichnet, so dass H,, = P,

fiir alle n € Ny gezeigt werden muss. Zunéchst wird bewiesen, dass P, die Gleichung a) anstelle
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von H,, erfillt:

x) = Py (x)

[\~

8
s
—

o Z (_1)m(2x)n+1—2m ol i (_1)m+12(2m)n—2m—1

ml(n —2m)!

- (71)m(2x)n+1,2m (71)k2(21)n+172k o
= "!mzo ml(n — 2m)! +n!;(k—1)!(n+1—2k:)! o e=me]
2x)" ! 2 m (o, \nt+l—2m 1 2
= n! (( 72! +m=1(*1) (2a)"+1 2 <m!(n—2m)! + (m_l)!(n+1—2m)!)
_ (n + 1)(2x)n+1 L%J m n+1—2m (n + 1 - 2m) 2m
= nl W+ (71) (21') * <m!(n+1—2m)! m!(n+1—2m)!>

Ln+1

2 —1)™ (22 n+1—2m
= (n+ D) Z (m%()nfl)— 2m) Paia(x).

Wegen Hy = 1 = Py kann man induktiv P, = H,, annehmen und muss H,,+1 = P, 1 zeigen. Dies

folgt aber sofort aus dem bereits Bewiesenen, da Hy,+1 = 22 H,, — H) = 22P, — P, = P,1.

c)

H, = 0
L% _1\ym n—2m 71'21 _1\m _ (n—1)—2m

Ox ml(n — 2m)! m!(n — 2m)!

=5

—1)™ (22 (n—1)—2m
= 2n(n—1)! Z (m'l()(n(2 1)) o) =2nH, 1 fir n >0

m=0

(n/2)!

(-n™(2-0)"2m (—1)"/2_2o falls n gearde
ml(n—2m) ] 0o

falls n ungearde
e) Fiir n <1 steht das Gewiinschte bereits in (2.2.3) und (2.2.4). Fiir n > 2 berechnet man

(Hypy1 —22H, +2nH, 1)’ = 2(n+ 1)H,, — 2H,, — (2n)(22)H,—1 + (2n)(2(n — 1))Hp,—2
= 2n(Hy, —2xH,—1 +2(n—1)H,_2)

(Hn—i-l — 2$Hn + 27’LH7L_1)(0) = Hn—i—l(o) + 2an—1(0) d:) 0

= Hn—i—l —2xH, +2nH, 4 = 0.
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f)
H! —2xH! +2nH, = 4n(n—1)H,_s—4xznH, 1+ 2nH,

= 2n(H, —2zH,_1+2(n—1)H,_»)

= 0 fir n > 2

g) Es sei zunéchst der Fall m = 0 und n > 0 betrachtet. Man berechnet dann

/Ho(ac) e dy = /6_12 de =+/7

L nane—xz nan—le—x2 *°
[m@ e a — o [ dw[(l)w

Zum Beweis der restlichen Fille kann man n > m > 0 annehmen. Diese fithrt man durch iterierte

partielle Integration auf die anfangs behandelten zuriick:

/ Hy(2)Hp(x) e da

/( " 6; _: Hp,(z) dx
—_— Y

" P L 1 712
5 [(—1) WHm(fﬂ)] N —/(—1) WQmHm—l(I) da

= — [Hn,l(:c)Hm(x)e_xz]iooo +2m/Hn,1(:c)Hm,1(:c) e dr=...

= 2m)(2(m-1))--- 2/Hn,m(x)H0(:c) dx

B 0 , falls m #mn
V7 2! | falls m =n.

h) Folgt sofort aus b).
i)

—1)m (22 n—2m m n—o2m
H,(z+vy) 5 n'z( D™ (22 + 2y) 77112771'(;) Z < k;2 )(Q:E) (2y)n—2m—k

m=0 m'(n - 2m)' n —2m)! =
LﬂJ n—2m ﬂ
S ()™ @o)k )t 2:c)k 2m (9 yn—k
= n' — m'(n — k’ — 2m)'k¢' B — Z (k. _ 2m)
n LEJ n Lﬁ
_ 2 (=1)™(2x)k—2m (2)nF _ n 2] (— ) (Qx)k—2m .
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Die Aussage h) bedeutet, dass die Hermite-Polynome H,, iibereinstimmend mit n entweder gerade
oder ungerade Funktionen sind. Weiterhin sind sie geméf g) die bis auf multiplikative Vielfache

eindeutig festgelegten Orthogonalpolynome beziiglich des Skalarproduktes
_ 22
(Fah = [ f9dvi= [ f@)ge) e o

und stellen deshalb den Ausgangspunkt der GaufB-Integration beziiglich der Dichte e dar (s.
[52] Abschnitt 3.5 S.135). Dabei bezeichne v := e¢~* A das MaB mit Dichte e~*" beziiglich des
(eindimensionalen) Lebesgue-Mafies A. Der von den Hermite-Polynomen erzeugte Untervektorraum
von L%(v) liegt sogar dicht in L?(v), d.h. {H,;n € Np} ist eine orthogonale Schauder-Basis von
L?*(v) bzw. bilden die normierten Polynome hy, := Hy/|[Hy| 12, eine Hilbertraumbasis von L?(v).

Dies wird im folgenden Satz von Wiener mittels Fourier-Transformation bewiesen.

Satz 2.2.3 (Wiener) Die Hermite-Polynome H,, n € Ny, bilden eine orthogonale Schauder-
Basis von L?(v), d.h. zu jedem f € L?(v) gibt es eine eindeutig bestimmte Folge (ay)nen, in I*(R),
so dass f =", an”Hﬁﬁ.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass fiir f € L?(v) aus
0=(f Hy), = /f(x)Hn(x)e*dex fiir alle n € N (2.2.14)

bereits f = 0 fast iiberall folgt. Sei daher f € L?(v) fest gewiihlt und es gelte (2.2.14). Weil H,, den
Grad n besitzt, bilden die H,, n € Ny, eine Basis des reellen Vektorraumes der reellen Polynome.
Insbesondere ldsst sich jedes Monom z™, n € Ny, als Linearkombinationen der Hy, k € (No)<n,

darstellen, so dass wegen (2.2.14) auch
0={(f,z™), = /f(x):n"e_x2dac fir allen € N (2.2.15)
gilt. Weil f messbar ist und

400> (£ 1) = [ e v = [(re b v

gilt, gehort die Funktion g := fe_%‘”2 zu L?()\), wobei A\ das eindimensionale Lebesgue-Maf} be-
zeichnet. Wegen |e_%“'2| < 1 gehért auch h := ge_%ﬁ"2 = fe_ﬁ"2 zu L2(\), so dass man die Fourier-

Transformation auf h anwenden kann. Man erhélt dann fiir festes £ € R:

. X > —i&)F 2
\/ﬁh(f)=/h(ac)efwgdxz/f(ac)z:f(ac)( ]j) e du.
k=0

Fiir n € N setze sp(z) = f(z) > ,_, (72!5)]699’“6’12. Die Funktionenfolge (s, )nen konvergiert per

Definition punktweise (iiberall) gegen die Funktion he~%*¢. Ferner schitzt man ab:

e k 2 1,.2
sul)] < £ S Bl e = gieléiel=3+7 = u(a),
k=0

2

Weil die Funktionen g und v(z) := eléllzl—3
Schwartz-Ungleichung [|u|z1x) < |9l 2oy l[v]|L2(n) < +00 in L(X). Nach dem Satz von Lebesgue

zu L%()\) gehoren, liegt u = gv nach der Cauchy-
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iiber majorisierte Konvergenz konvergiert die Folge (s,)nen in L'()\) gegen he™%*¢. Insbesondere

gilt fiir die Integrale:

V2rh(€) /h(m)eiixgdx = lim [ s, dz

- (iR 2
= nlirlgoz( k!) /f(z):cke ¥ dx =0.
k=0
=0, s. (2.2.15)

Dies bedeutet aber & = 0 und die Injektivitédt der Fourier-Transformation liefert 0 = h = fe*I2
und damit auch f = 0. |

Anmerkung: Satz (2.2.3) ist gleichbedeutend damit, dass die Funktionen ¥, (x) := Hn(x)e_%‘”2
eine orthogonale Schauder-Basis von L?(\) bilden. Sie heien Hermite-Funktionen und lsen die
Differentialgleichungen ¥/ + (2n + 1 — 22)¥,, = 0. Die Hermite-Funktionen stellen deshalb die
Eigenschwingungen des iiber die Schrodinger-Differentialgleichung beschriebenen sogenannten
harmonischen Oszillators dar. Ist die Anregung - also die rechte Seite der Schrodinger-
Differentialgleichung - eine L?()\)-Funktion, so gehort die Losung ebenfalls zu L2(\) und aus der
Basis-Eigenschaft der U,, folgt, dass jene sich als Reihe in den Eigenschwingungen entwickeln
ldsst. Néheres findet man in jeder Einfithrung in die Quantentheorie, bei der Behandlung des
harmonischen Oszillators, siehe aber z.B. auch [50] §40 S. 139-143.

Definition 2.2.4 (Hermite-Differentialgleichung) Fiir ¢ € R heifit die gewdhnliche, lineare

Differentialgleichung zweiter Ordnung (mit nicht konstanten Koeffizienten)
Yy’ —2xy’ +20y =0 (2.2.16)
Hermite-Differentialgleichung zum Parameter 9.

Die Hermite-Differentialgleichung zum Parameter 9 kann auch als Beschreibung einer freien
Schwingung einer Einheitsmasse mit linear wachsender Verstirkung (negativer Dampfung) —2x
und einer - moglicherweise ebenfalls negativen - Federkonstanten 2¢ angesehen werden.

Nach Satz 2.2.2 e) ist das Hermite-Polynom H,, eine Losung der Hermite-Differentialgleichung zum
Parameter ¥ = n € Ny. Der folgende Satz sagt aus, dass es unter einer bestimmten Wachstumsbe-

dingung bis auf multiplikative Vielfache keine weiteren Losungen geben kann.
Satz 2.2.5 Es sei ¥ € R>g.

a) Die Funktionen

[e%} m—1
2m . m
yO,ﬁ(x) = Z W H (2_7 — 19) $2 (2.2.17)
m=0 T j=0
[e%} m—1
2m ) m
y1,0(z) > BT [T 25 +1—9) >, (2.2.18)
m=0 T =0

bilden ein Fundamentalsystem von Ldsungen der Hermite-Differentialgleichung zum Parame-
ter 9, d.h. jede Losung y ldsst sich als Linearkombination y = coyo,9 + c1y1,9 fiir geeignete

co,c1 € R darstellen.
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b) Falls 9 = 2n € 2Ny eine gerade natiirliche Zahl ist, gilt

Falls 9 =2n 41 € 2Ng + 1 eine ungerade natirliche Zahl ist, gilt

Yoann(2) = %mm(m).

c) Fird ¢ 2Ng undr,s € Z mitr > (9+1)/2, s < (9 —1)/2 gilt

Oz~ e) < O(yon(x)) < Oz~ >e™),  |a] — oc.

Fird g 2No+1undr,s €Z mitr >39/2+1, s <9/2 gilt

O(Jc72r+lez2) < O(y19(x)) < 0(30725“6#)7 |x| — oc.

Beweis: [vgl. [50] §39 S.137 ff. und [27] Abschnitt 26.3 S.262]
a) Die Hermite-Differentialgleichung ist formal vom Typ

y"(x) + a(x)y' () + b(x)y(x) =0,

wobei a(z) = —2z und b(x) = 2¢. Insbesondere sind die Koeffizientenfunktionen a(z) und b(z) Po-
lynome und damit trivialerweise in Potenzreihe entwickelbar. Nach einem grundlegenden Sachver-
halt gewohnlicher Differentialgleichungen dieses Typs sind dann auch die Lésungen in Potenzreihe
entwickelbar (s. [27] Satz 26.1 S.260). Man macht daher den Lisungsansatz

[e.e]
x) =Y cpat. (2.2.19)
k=0
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt
0 = y'(z)—2ay'(z) + 20y(x)

k(k—1) ckx — 2302 kepxF 1 + 2192 cpz®

1 I

(k +2)(k 4+ 1)cppozk — Z 2keya® 4 20 Z cpa®
k=1 k=0

el
Il
o

(oo}
= (2c2+20c0) + > ((k+2)(k + Vexsa — 2k + 20cx)a
k=1

k-9

= 9 M7
Ck+2 k+ 1)k +2)

¢ fiir alle k& € Ny. (2.2.20)

In dieser Rekursionsformel vermindert sich der Index in Zweier-Schritten, so dass man zwei Stringe

erhélt, wobei der eine fiir gerade Indizes auf ¢y und der andere fiir ungerade Indizes auf ¢y fiihrt.
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Diese beiden Startindices sind unabhiingig voneinander und daher frei wiahlbar. Die Auflésung der

Rekursion in eine explizite Darstellung lautet fiir k£ > 2:

B (k:—2)—196 B B 5 (k—24)—=10 .
2220  k(k—1) 27 STk -2 2)(k -2 + 1) K2k
gl4) L2
j=1
m m—1
2m . 2m .
Cam = m][[l@(m —Jj)=10) co = W E) (27 =) co (2.2.22)
m m—1
2m 2m
m = 2 -7 1-— = 29 1— 2.2.2
Com+41 @m 1) _1( (m—j)+ ¥)er @m+ 1) ]1;[0( J + e ( 3)

fiir alle m € Ny (man beachte, dass (2.2.22) und (2.2.23) auch fiir m = 0 gelten). Die Losung y(z)
besitzt demnach folgende Darstellung:

ylz) = Z Comx>™ + Z Comp1a?m 1
m=0 m=0
00 gm m—1 00 gm m—1
— _ 2m _ 2m+1
= a)y. ] (2j =) & +er Y @ D) (2j+1-9)
m=0 j=0 m=0 7=0

Zwei spezielle Losungen fiir (cg,¢1) = (1,0) und (¢g,¢1) = (0, 1) lauten dann

o] m—1
om '
yool() = Y. i IT@i-v) 2> (2.2.24)
m=0 T j=0
= 2m = - 2m+1
m=0 7=0

so dass ¥y = coYo,9 + c1Y1,9. Die Funktionen yo 9,919 bilden also ein Fundamentalsystem fiir die
Hermite-Differentialgleichung zum Parameter ¥. Dabei ist yo 9 eine gerade und y;,9 eine ungerade
Funktion.

b) Aus den Produkttermen auf den rechten Seiten von (2.2.24) und (2.2.25) liest man sofort ab,
dass y genau dann ein Polynom ist, d.h. eine endliche Reihendarstellung besitzt, wenn einer der

beiden folgenden Félle vorliegt:
A) ¥ = 2n fiir ein n € Ny und ¢; = 0.
B) ¥ =2n+ 1 fiir ein n € Ny und ¢ = 0.

Im Fall A) ist dann y = coyo,2n und yo,2, muss ein Vielfaches des geraden Hermite-Polynoms
Hj,, sein, wihrend im Fall B) y = c1y1,25 gilt, wobei y; 2, ein Vielfaches des ungeraden Hermite-

Polynoms Hay, 41 ist. Dies kann man aber auch direkt durch Umformen der Ausdriicke (2.2.24) und
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(2.2.25) fiir ¥ = 2n bzw. ¥ = 2n + 1 feststellen:

m m

27””

- 2m . 2m __ = . 2m
y0,2n(x) (2.2:.22) ,mZ:O (2m)| ]];[1(2(771 - .7) - 2”) € - ,mzzo (2m)| j:1(2(m - .7) - 2”) Z
= Z I H (n —m —j) — 2n) g2

m:O

— zn: (_1)n—m nﬁL(m+ ) QI 2(n—m) zn: n "'n (2x)2(n—m)
= R —m)! 14 J ~ 0 =)l

B PR Ve i oV

B (2n)! (2n)t Z m!(2n — 2m)!  (2.2.6) (2n)! Hon(w)

0

3
Il

o0 2m
n —_ s ) s 1—(2 1 2m+1
Yiens1 (@) (2.2.23) Z (2m + 1) (2(m —j) + @n+1) =

m=0
-y I (20m— ) +1— (2 + 1)) 22+
m=0 (2m + 1) j=1
n on—m —
= > 5 H )+ 1—(2n+1)) 22r—m)+t
m—n—m m:O( ( i}
(71)71 n 21)2n+1 2m (71)"7’&'
= 2 ]_ = Ho, .
2enr i z; 2n +1-2m)! (226 22n+ 1) ° +1()

¢) Die beiden Fiille ¥ ¢ 2Np und ¢ ¢ 2Np+1 werden gemeinsam behandelt, um den Schreibaufwand
in Grenzen zu halten. Hierfiir sei ein Unterscheidungsindex i € {0,1} fest gewéhlt und es gelte
¥ & 2Ng +i. Wihle r,s € Z mit r > (9 +1+14)/2 und s < (¢ — 1 + 4)/2 und betrachte die

Potenzreihen

(oo} (oo}
f(:c) — xfiyw — Z fnx2n+i _ Z ntC2n
n=0

n=0
fn = Con+4i
L —2r x? 727"001 2n7001 2(n7") -
glo) = @ =aTH Y =) o > (nw =Y g
n=0 n=0 n=-—r n=—r
1
Gn = S >0 firn € Z>_,
h(z) = x7% e Z hpx?
n=-—s
1
h, := >0 firn € Z>_,.

(n+s)!
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Die Reihenkoeffizienten erfiillen die Rekursion

2(2n + i — ) ‘
F, = 0 . dad¢2N
Gntit)@ntit2) a9 ¢ 2No+i
f _ . o 22n+i—10) o 2(2n+i—19) f
mHl T RO o000 2nt i+ D)(2nti+2) T @nri+t D)@ntit+2) "

= F.fn#0 ,da F,, 0 und fo =1
1

G, = —>0 firneZs_,
n+1+r =
B 1 B 1 1 B 1 _G
Jntt = (n+1+7r)! n+l+r (n+r)!_n+1+r‘q”_ ndn
1
H, = ——>0 firneZ-_;
n+1l+s =
1 1 1 1
hn+1 = = : = h, = Hyh,,.

n+1+4+s)! n+l4+s (n+s) n+l+s

Als néchstes soll F,, /G, > 1und F,,/H, <1-— % fiir hinreichend grofie n gezeigt werden. Hierfiir
werden zwei Aquivalenzumformungen vorgenommen, an deren Anfang jeweils die gesuchte Aussage
und an deren Ende eine wahre Aussage fiir hinreichend grofie n stehen wird. Es sei dazu zunéchst
n € N mit n > max(|9|/2, |r|, |s|) gewéhlt, so dass F,,, Gy, H, > 0:

F. 2(2n +i — ) L _20n+i-d)(r+nt]) L
G, Cn+i+1)2n+i+2) r+n+1 (2n+i+1)2n+i+2) —
L 2n+i+1)(2n4i+2)
1 >
< rintlo =2 2(2n+1i— 1)
2n+i+1)(2n+i+2) 20+ 1+d)n+ (i +1)(i+2)+2(i — )
> — 1) =
< ro= 22n+i— 1) (n+1) in+2(i — V)
I+ 1+
S i
n—oo 2
Fu 2(2n +i — ) L 20n+i-d)(s+ntl) Ln—1
H, (2n+i+1D)@2n+i+2) s+n+1 (2n+i+1)2n+i+2) =~ n
! n—1)2n+i+1)2n+1i+2)
1 <
e oetntlo= 2n(2n +i—0)
(n—=1)2n+i+1)2n+i+2)
< —
< s n(2n + i —0) (n+1)
20 -1+ 4 (2 —3i—44+20)n— (i +1)(i +2)
B 4n2 +2(i — I)n
O—1+i
O S
n—oo 2

Aus Lemma 2.1.11 folgt nun

lim inf [an| € 10, 4+00]
n—oo |gn| 21.110b)
lim 2 0.

n—oo h, 2.1.11 a)
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Geméfl Korollar 2.1.10 bedeutet dies einerseits

2

v et = gla) = O(f(@) = O ia(@). lal = o0

—r 7 .2
27+zea,

& = O(yiw(z)), |z]— 00

und andererseits

Tlya(e) = @), = o(h(@) =olaTHe), o] = oo

& yialr) = o(@ @), |a| - oo

|
Es sei angemerkt, dass die Beweisskizze in dem Buch von Sneddon [50] §39 S.137 ff. fehlerhaft ist
hinsichtlich der oben in Teil ¢) durchgefiithrten Ordnungsabschiitzungen fiir die Fundamentallgsun-
gen y; 9, ¢ € {0,1}, ¥ & 2Ny + ¢, die dort mit y1,y2 bezeichnet werden. Auf Seite 138 heifit es:

s - - Mit anderen Worten, die hoheren Glieder der Reihen y1(x) und y2(x) unterscheiden
sich von jenen fiir exp(z?) nur durch multiplikative Konstanten ~y1,7v2. Daher gilt fiir

grofle Werte von |z
2 2

yi(x) ~vie®,  ya(x) ~ yee”,

3

da fiir solche Werte die niederen Terme unwesentlich sind. ... °

Korollar 2.2.6 FEs sei y(x) # 0 eine Liosung der Hermite-Differentialgleichung zum Parameter
¥ € R. Falls y(ac)e_ﬁ“2 schnell fallend ist oder gleichbedeutend falls

y(x) = O(:E_"exz), |z| — o0 fir allen € N, (2.2.26)
so gilt 9 € Ng und y = cHy fiir ein c € R.

Beweis: Der Beweis erfolgt iiber Kontraposition. Schreibe y(z) = c1y0,9(z) +cay1,9 () fiir geeignete
c1,¢2 € R mit (¢1,c2) # (0,0). Falls y(z) kein Hermite-Polynom ist, muss es nach Satz 2.2.5 b)
mindestens ein ¢ € {0,1} geben, so dass ¢; # 0 und ¢ ¢ 2Ng + 4. Fiir ein solches ¢ gilt gemif Satz
2.2.5 ¢)

Oz~%¢™) < Oyin(®)), 2| o0
= 0@ ey < O(yig(z), o] — oo (2.2.27)

s

fir ein geeignetes z € Z. Die andere Fundamentalldsungen y; 4, j € {0,1}\{¢}, besitzt in jedem
Fall die Eigenschaft

lim |y;9(z)| = +oo, (2.2.28)

|x|—o0
da es sich entweder um ein Polynom oder gemifi Satz 2.2.5 ¢) ebenfalls um eine exponentiell

wachsende Funktionen handelt. Weil y g eine gerade und y; »(z) eine ungerade Funktion ist trifft

dies jeweils auch auf ¢1yo g9(x) und coy1,9(z) zu, so dass diese beiden Funktionen (auch im Fall
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¢; = 0) entweder fiir £ — 400 oder £ — —oo das gleiche Vorzeichen haben, weshalb nach (2.2.27)

und (2.2.28) mindestens eine der beiden folgenden Bedingungen fiir n := (]z] + 1) € N erfiillt ist:

O(z™"e") < Oy(x)), z— 400 oder
O™ "e”) < Oy(x)), z— —oc.

In jedem Fall ist die Bedingung (2.2.26) verletzt. |

Betrachtet man den linearen Differentialoperator L[f](z) := —31f"(z) + xf'(z), so besitzen
gerade die Losungen y der Hermite-Differentialgleichung zum Parameter ¢ € R die Eigenschaft
L(y) = ¥y, d.h. sie sind Eigenfunktionen von L zum Eigenwert ¥. Da es zu jedem ¥ € R Losungen
der Hermite-Differentialgleichung gibt, besitzt L in diesem Sinne ein kontinuierliches Spektrum
nidmlich ganz R. Korollar 2.2.6 besagt, dass L unter der Wachstumsbedingung (2.2.26) ein diskretes
Spektrum besitzt - ndmlich Ny - und die Hermite-Polynome H,, n € Ny, Eigenfunktionen von L
sind, welche die eindimensionalen Eigenrdume von L zum Eigenwert n aufspannen.
Die Abzéhlbarkeit des Spektrums von L ldsst sich auch funktionalanalytisch mittels geeigneter
Spektralsétze einsehen. L ist unbeschréankt und auf einem dichten Unterraum des Hilbertraumes
L? (e“”2d:c) definiert und dort symmetrisch. Man kann dann das Standardverfahren der Cayley-
Transformation anwenden. Eine letztendlich auf das gleiche hinauslaufende, etwas direktere Vorge-
hensweise ist die Transformation auf ein Sturm-Liouville-Problem, wie sie letztendlich implizit im
folgenden Abschnitt stattfindet: Multipliziert man eine Losung y der Hermite-Differentialgleichung
zum Parameter 9 mit 6%3“2, so erfiillt die neu gewonnene Funktion z := ye%“‘z, die Differentialglei-
chung

2 — (14 2%)z+ 292 = 0. (2.2.29)

Die Funktionen p:=1>0, ¢:= —(1+2?) < -1 <0, r := 2 > 0 erfiillen also
(pz") +qz +9rz=0,

so dass es sich um ein klassisches Sturm-Liouville-Eigenwertproblem handelt, bei dem man auf
kanonische Weise auf einen zugehérigen kompakten Integral-Operator (Fredholm-Operator) wech-
seln kann. Die Aussagen der oben erwéhnten Spektralsitze lassen sich fiir diesen dann elementar
herleiten.

Der benotigte Begriffsapparat ist fiir jede dieser beiden iibergeordneten Sichtweisen etwas aufwen-
dig und man bekommt letztendlich keine neuen Informationen, so dass auf eine genaue Ausfithrung

verzichtet wird.

2.3 Fehlerfunktion

Héufig werden Losungen der Warmeleitungsgleichung, die im néchsten Abschnitt behandelt wer-
den, mittels der sogenannten Fehlerfunktion und deren Ableitungen beschrieben, welche in einem
einfachen multiplikativen Zusammenhang mit den Hermite-Polynomen des vorherigen Abschnittes

stehen.
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Definition 2.3.1 (Fehlerfunktion, komplementire Fehlerfunktion) Die Funktionen

erf : Rso—[0,1], :L'l—>—/€y dy

erfc : Rsg—[0,1], erfc(z) =1—erf(z)

heifen Fehlerfunktion (engl.: error function) bzw. komplementire Fehlerfunktion (engl.: comple-
mentary error function). Die n-te Ableitung der Fehlerfunktion sei mit

O"erf

D, =
oxm

(2.3.1)
bezeichnet.

Eine Motivation der Fehlerfunktion im Zusammenhang mit der Losung der Wirmeleitungsglei-
chung einer einseitig sprunghaft erwirmten, halbunendlichen Wand findet man in [7] §2.1, S.50
f. oder in [24] Abschnitt 5.5 S.31-33. Die Graphen der Funktionen ®,, n = 1,...,6, sind in den
Abbildungen 2.3 und 2.4 dargestellt.

Lemma 2.3.2 Firn €N gilt

%e*fﬂn,l(x) (2.3.2)

(=)™ 1y (2)Hyoo (2), (2.3.3)

By(2) = (-1

wobei H,, das n-te Hermite-Polynom bezeichne. Insbesondere ist dann

Oy (z) = erf'(z) = ﬁe*x (2.3.4)

und fir jedes n € N ist @, exponentiell fallend.

Beweis: Fiir n = 1 folgt direkt aus (2.3.1)

®q(z) = erf'(z) = %6_3‘2 032 &y (z)Ho(z).

Fiir n > 1 erhélt man daraus mit Hilfe der Definition (2.2.1) der Hermite-Polynome sofort

Hya@) = (c1yrtertd oo (71)”_1§e‘”2 o @1(33):(71)"—1?@@2@”@).-

e _
Oxn—1 Oxn—1

Die in Satz 2.2.2 angegeben Eigenschaften der Hermite-Polynome iibertragen sich nun auf die

Funktionen ®,,. Einige werden in dem folgenden Korollar explizit aufgefiihrt.
Korollar 2.3.3 a) Es gilt

erf(—z) = —erf(z) (2.3.5)
Op(—x) = (=1)"'o,(2) fir allen € N, (2.3.6)

d.h. erf ist eine ungerade Funktion, fiir ungerades n ist ®, eine gerade Funktion und fiir

gerades n eine ungerade.
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Abbildung 2.3: gerade ®,, Abbildung 2.4: ungerade @,

b) Es sei p := e”* X\ das Mayj$ mit der Dichte e’
Mafles A und

beziiglich des (eindimensionalen) Lebesgue-

<'7 ">;¢ : L2(M) X LQ(M) - Ra <97h>;t = /gh dﬂ = /g(I)h($) ez2 dx

das kanonische Skalarprodukt auf L?(u). Die Funktionen ®, k € N, bilden eine orthogonale
Schauder-Basis von L*(p). Fiir k,j € N gilt

{

Beweis: a) Folgt sofort aus (2.3.1), (2.3.2) und (2.2.12) und b) aus (2.3.2), (2.2.11) und Satz 2.2.3 . ®

0 , falls k#£j

Dy, D,
(Pr, D)) ﬁ2k+1(k,1)! , falls k=j.

(2.3.7)

Fiir weitere, hier nicht benétigte Formeln zur Fehlerfunktion sei wiederum auf [46] Abschnitt 9.2.3
S.349 verwiesen.

Die Funktionen ®,, erfiillen eine der Hermite-Differentialgleichung entsprechende Differentialglei-
chung, so dass sich die Ergebnisse iiber jene aus dem vorherigen Abschnitt direkt tibertragen lassen.

Wir benétigen allerdings nur:

Korollar 2.3.4 Es seien ¢ € R und h eine schnell fallende Lésung der gewéhnlichen Differenti-
algleichung

B+ 2ah' + 20h = 0. (2.3.8)

Dann gilt 9 € N und f = c®Py fir ein ¢ € R.

Beweis: Weil h schnell fallend ist, erfiillt die Funktion y(z) := he®” die Wachstumsbedingung

(2.2.26) aus Korollar 2.2.6. Aulerdem 15st sie die Hermite-Differentialgleichung zum Parameter
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¥ — 1, denn

y' —2zy +2(0 1)y = (b +2h+4xh' + 4302)@12 —2z(h + ZJch)ez2 + 20he®”
= (B +2zh' + 20h)e” = 0.

Geméf Korollar 2.2.6 gilt dann ¥ — 1 € Ny und y = cHy_1 also ¥ € N und

lz:chg,lcfm2 = 0(71)’9*1&@19
(2.3.2) 2

Die Differentialgleichung (2.3.8) soll aufgrund von Korollar (2.3.4) Fehlerfunktion-
Differentialgleichung zum Parameter ¥ genannt werden. Man kann sie wie die Hermite-
Differentialgleichungen als Beschreibung einer freien Schwingung einer Einheitsmasse mit
linear wachsender Dampfung 2z und einer Federkonstanten 2¢9 auffassen. Man beachte, dass
die Fehlerfunktion erf selbst die Differentialgleichung y” — 2zy’ = 0 erfiillt und damit die
Fehlerfunktion-Differentialgleichung zum Parameter 9 = 0 16st.

Fiir k,1 € N gehoren &5, P; und

POl () 0D, 0 s ()
Oxi = i) 0xt dwii £ \i Peti iy

=0 i

zu L?(u). Das folgende Lemma macht eine Aussage iiber die Basiskoeffizienten (®4®;, ®,,),, und
<6J<I>E<I> P >
Oxd ) T/

Lemma 2.3.5 a) Fir h € L?>(u) mit h(x) = (—=1)7h(—z), j € {0,1}, und n € N gilt
<ha q)n>u = (*1)n+j+1 <ha q)n>u )
d.h. (h, @), =0 fir gerades n+ j.

b) Fir k € Np, Z,’I’L e N, &, := erf gilt <(I)kq)l7q)n>u = (—1)n+j+1<q)kq)l,q)n>l“ d.h.
(©p®y, Dp)y, =0 fiir gerades n+ k +1.

c) Ist h € L*(p) eine j-mal stetig differenzierbare Funktion, j € N, deren Ableitungen bis zur
Ordnung j ebenfalls zu L*(u) gehoren, so gilt

<%7¢">H <h'; q)n7j>,u,

_ , 2.3.9
10,2~ sl (259)
wobei ®,,_; :=0 firn < j.
d) Fir j,k,l,n €N gilt

0@, D, 0 fallsn < j

< al’j aq)n>;t = i (n—1)! .

2 Ry (P, @) fallsm > j.

3 ®, P,

Insbesondere ist (5571, @), = 0 fiir gerades n+k 41— j.



43

Beweis: a) Nach Korollar 2.3.3 b) gilt

M) = DA @ Bl (w) =
(CDh(o) = 173 B/
039 ;%,<I>n>u/||<1>n||i<71>"+j+1q>n<x)_

Ein Koeffizientenvergleich ergibt (h, ®,), = (=1)""T1(h, ®,,),,.
b) Folgt sofort aus a) mit h = &, P;, j := (k+1) mod 2 und Korollar 2.3.3 a) .

¢) Man stellt 2 und gi}} als Reihe beziiglich der Schauder-Basis {®,,; € N} des L?(u) dar:

oo

d'h oL .
a.: - A (I)n 4 (I)n 2 n = (I)n " (I)n x’
il E NN ;m Do 102 -
= d'h
= Z Yu/ | @nllZ®rry = 2<@7¢n>u/|\¢n|\i¢n-

Ein Koeffizientenvergleich der beiden Reihen aus der letzten Zeile ergibt die gewiinschte Gleichung
(2.3.9).
d) Setzt man h := @, P;, so folgt aus c):

) L ogn+1ip _ 1)1
8J<I>k<1>l ||q)n|| ﬁ2 (n 1).
, n = P, 0,_;) = , DDy, Dy
< D ) >H« ||(I)7L—_]||< k¥l J> (2.3.7) %2n—]+1(n _.7 _ 1)'< k¥l J>
. 1
- QJM@MI%‘I) i)
(n—j—1!
Der letzte Teil der Behauptung folgt sofort aus b). |

2.4 Homogene Wirmeleitungsgleichung auf dem Ganzraum

Satz 2.4.1 Fiir n € N ergibt sich die eindeutig bestimmte Lisung u(z,t) € C3(R™ x Rsq) der

homogenen Wirmeleitungsgleichung

—Au = 0 firxzeR",teRy (2.4.1)
u = g firzeR"t=0. (2.4.2)
lu(z,t)] < Ae?l*l”  fiir geeignete Konstanten a, A € R (2.4.3)

als Faltung der Fundamentallosung

1 _l=? n

Bz, 1) = { Gt T TERLIER0
) =

(2.4.4)
0 rE€R™t=0
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mit der Anfangsbedingung g aus (2.4.2), wobei g als hinreichend regulir vorausgesetzt sei

g € CER")YNL>®R") (2.4.5)
uet) = @rg)et)= [ B y0g) dy
yeR’IL
— 1 / ( )67 \wzty\z d (2 4 6)
= Wty 2 J g MY v -
Beweis: s. [14] Kapitel 2.3. Theorem 1 S.47 ,Theorem 7 S.58. |

Bemerkung 2.4.2 Hiufig wird in der Wirmeleitungsgleichung (2.4.1) zusdtzlich eine Tempera-
turleitfihigkeit a € R~ angegeben, d.h. us—alAu = 0. Diese lisst sich aber durch die Umskalierung
der Raumuvariablen x € R™ auf 1 normieren. Setzt man ndmlich T = ﬁx, u(z,t) = u(z,t), so
gilt Azu = aAyu und damit 4y — Azu = 0. Die Anfangsbedingung (2.4.2) transformiert sich dabei
2 (7,0) = u(z,0) = g(z) = g(v/az) = §(z).

Die Ganzraumlosung u(x,t) besitzt fiir integrierbare Anfangsbedingung ¢ eine Erhaltungseigen-

schaft beziiglich der L'-Norm. Ferner ist sie beschrénkt und nimmt ihr Maximum bei ¢ = 0 an.

Lemma 2.4.3 Es seien g € C(R™) N L®(R™) und u(z,t) die Lisung des Anfangswertproblemes
(2.4.1), (2.4.2),(2.4.3).

a) Falls g € L*(R™), so gilt
/ u(@,t) dv = / g(x) dx (2.4.7)
TER™ zER™
luCOlli@ny = llgllzen) (2.4.8)
fiir alle t € Rsg.
b) Hu(at)”oo < Hg”oo fd?” alle t € R>O-

Beweis: a) Es sei t € Rsg. Die Fundamentallosung ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der n-
dimensionalen Normalverteilung A(0, 2t1,,) mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix 2¢I,,, wo-
bei I, die n-dimensionale Einheitsmatrix bezeichne. Demzufolge ist das Integral der Fundamen-
tallosung 1 (s. [14] Abschnitt 2.3. S.46):

/ B(z,t) d ! / el e L / e gy - L ﬁ/‘” g,
Z, r = — 75 € t Xr = (& z = e v dz; = 1.
zER™ (47Tt)n/2 zER™ /2 z€ER™ /2 im1J—o0
—Vr

Hieraus ergibt sich sofort Gleichung (2.4.7):

/ u(z,t) dx / / (z —y,t)g(y) dy dx

xeR?L ;CER" yeR’IL

[ ea-ut dogw dy
yeR" Jzern

=1

= /y o 9(y) dy.
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Gleichung (2.4.8) folgt aus (2.4.7) mit |g| anstelle von g.
b) Fiir z € R™,t € R-( berechnet man

u(z, )] =

| a-u.000) dy‘ <loll [ @ —3.0) dy =gl
yeR” yeR™

=1

so dass [lu(:,t)[| < [|g]]c- .

Definition 2.4.4 (Ahnlichkeitsvariable, Ahnlichkeitstransformation) Fiir (z,t) € RxRsg
heifse

T :=Z(x,t) := @ (2.4.9)

die zu (x,t) gehirige Ahnlichkeitsvariable. Ist u: R x Ryg — R, (2,t) — u(x,t) eine Funktion, so
heifst

i @ RxRsg—R, (it)— u(VAats,t) (2.4.10)
& uzt) = a(@(z, 1), t) = a(#, ). (2.4.11)

die Ahnlichkeitstransformation von wu.

Merkhilfe: Das Symbol ,~“ wurde zur Indizierung der Ahnlichkeitstransformation gewihlt, weil
der IATEX- Befehl fiir jenes Zeichen ,\sim“= ,similar® lautet, in der Hoffnung, dass man sich so

die Bedeutung fiir den weiteren Verlauf des Textes gut merken kann.

Bemerkung 2.4.5 Fiir eine hinreichend oft partiell differenzierbare Funktion v : R X Ryo —

R, (x,t) +— u(x,t) bestehen folgende Zusammenhinge zwischen den partiellen Ableitungen von

u(z,t) und denen der Ahnlichkeitstransformierten a(z,t), T = ﬁ:
o"u n O™
—_— =(4t) 2 — (T 2.4.12
() = (40)F S () (2.412)
1

Insbesondere lautet die eindimensionale, inhomogene Wirmeleitungsgleichung in Ahnlichkeitsva-

riablen mit Inhomogenitit —F (x,t) und Anfangsbedingung f(x) zu einem Zeitpunkt to > 0:

1. . r__
—F(x,t) = (up — uge)(x,t) = —gacui(ac,t) + 4 (2, t) — Exui;g(ac,t) (2.4.14)
fl@) = u(z,to) (2.4.15)
54
—AtF(i,t) = —AtF(VAtE,t) = dtiy(3,t) — 2505 (5, 1) — Gaz (3, 1). (2.4.16)
f(@) = f(Vatox) = a(a,1o). (2.4.17)
Beweis:
o™u o _, «x (1 i (T = ~3: (5
Ttz il = () i) = (10 Fis()
0., x - _ . . 1__ -
ui(z,t) e Eu(ﬁ, ) = 2t\/4_tui(ac,t)+ut(x,t)=—Exuzg(ac,t)—i—ut(x,t) |
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Fiir schnell fallende Anfangsbedingungen g kann man auf kanonische Weise eine asymptotische
Entwicklung der Losung der eindimensionalen, homogenen Wirmeleitungsgleichung angeben. Die-
se wird im néchsten Kapitel zur Berechnung von Fernfeldern von zweidimensionalen Nachlauf-
Stromungen benutzt, weswegen hier eine detaillierte Herleitung erfolgt - siehe hierzu [54], S.329
Gleichung (2.5), S.332 Gleichung (3.1). [Anmerkung: In [54], S.329 Gleichung (2.5) sind zwei Druck-
fehler. In der ersten Zeile der Gleichung muss unter dem Integral 7! statt y"~! stehen. In der
dritten und letzten Zeile der Formel muss es ffoo ... statt [;°... heiBen. Beide Fehler haben
aber keine negativen Auswirkungen auf nachfolgende Schliisse. | Fiir den Beweis des nachfolgenden
Satzes sei zunichst an die Rechenregel zur Ableitung von parameterabhéngigen Integralen mit

variablen Grenzen erinnert.

Rechenregel 2.4.6 FEs seien A,B,c,d € R, A < B, ¢ < d. Die Funktion
f[A Bl x[c,d] =R, (x,t) — f(z,1)

sei stetig und stetig differenzierbar beziiglich der zweiten Variablen t. Sind a,b : [c,d] — [A, B]

differenzierbare Funktionen, so ist auch

b(t)
I:i[c,d =R, tw— f(z,t) de
a(t)
differenzierbar und die Ableitung lautet
I b(t)
a—(t) :/ ﬂ(ac,t) dx + f(b(t), )V (t) — f(a(t),t)a’(t). (2.4.18)
ot aty Ot
Beweis: s. [53] Satz A.4 S. 421. [

Satz 2.4.7 a) Die Gleichung (2.4.6) lisst sich in

- 1 Yy—T
wat) = o= [owe, <ﬁ> dy (2.4.19)
= 5 [aVEE + )@ae) ag (2.4.20)

umformen.

b) Es sei g € L*(R) schnell fallend und erfiille (2.4.5). Fiir jedes N € N besitzt die Losung

(2.4.6) der eindimensionalen, homogenen Wirmeleitungsgleichung die folgende Darstellung:

N 1 —x 1
u(z,t) = qu)k (@)/yk 9(y) dy

k=1

2(475)<1\’+1>1/2(N —1)! (/OOO Onp (%) /:O(y —2)N"g(y) dy dz
- /_Ooo P (2\/_4—5) /_;(?/ —2)" " g(y) dy dZ) : (2.4.21)

+
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¢) Durch (2.4.21) wird eine beziiglich der Ahnlichkeitsvariablen & = ﬁ gleichmdf$ige asympto-
tische Entwicklung von @(&,t) := u(v4tz,t) zur asymptotischen Folge (t~*/?)ren fiir grofie
Zeiten t — oo definiert, d.h.

. = (=1)k! - —1
w(Z,t) ~ ;Wq)k(x)/yk gy) dy, t— o0 (2.4.22)

gleichmajig fir alle * € R. Der erste Term der Entwicklung lautet

a(z,t) = ime*f/g(y) dy +O0@t3?) (2.4.23)
bzw. u(z,t) = \/iﬁe_i_f/g(y) dy +O0@t3?). (2.4.24)

Beweis: a) Fiir festes (x,t) € R x Ry betrachte man die Variablentransformation

§(y) = ualy) == y\;gm- (2.4.25)
Dann ist £'(y) = \/—14—)5 und man berechnet
1 _(z—y)? 1 2 (@—y?
wet) = o= [awe T dy= o [t ey
. y=r\ g1t /
(2.3.4) 2\/@/9@)‘1’1 < New ) dy = 3 /9(\@5(1/) +2)1(€(Y)E (y) dy
= 5 [ otV a)ee) de

b) Vorweg sei angemerkt, dass - weil die Funktionen g, ® 1 € L*(R) schnell fallend sind - alle auf
der rechten Seite von Gleichung (2.4.19) auftretenden Integrale gemifi Korollar 2.1.8 wohldefiniert

und endlich sind.
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Induktionsanfang: N = 1. Man fiihrt eine partielle Integration von Gleichung (2.4.19) durch:

WAL u(z,t) = /_o;g(z) o, <%) dz/Om@@l (%) dz+/_ooog\(il<1>1 (%) dz

=:a’ =a’

(T oo ()
A wan () Lo () -

- [

I
| — |
—
8
|
Q
—
=
QL
N
KA
o

“m ([ o ()= [ [ s ()

—0 —0
= /o;g(y) dy@l(%iH% (fo/:og(y) dy ®o (Z\/4_x>

Teilt man jetzt noch beide Seiten durch 2\/4_t, so erhalt man

u(z,t) = #/m 9(y) dy &1 (\;—%)

4t (A / ) dy (I)Q(

Das ist Gleichung (2.4.21) fiir N = 1.

D)L e () )

Induktionsschritt: N = N 4+ 1. Die Gleichung (2.4.21) gelte fir N. Mit der Rechenregel

(2.4.18) auf Seite 46 fiir Integralfunktionen mit variablen Integrationsgrenzen berechnet man

- :" e = /:O(y@“g(w ay =
- /:O(yz)ng(y) dy (2.4.26)
) /;(yz)ng(y) - (2.4.27)
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Die Integrale des Restgliedes Ry (x,t) der rechten Seite von (2.4.21) werden dhnlich wie im Induk-
tionsanfang partiell integriert:

Rya(a,t) = /OOO Dot (Z\/_g) /:O(y—z)N_lg(y) dy d (2.4.28)

(@420 [q)N“ <Z¢4_f ) /:o Wg(y) dy] B

z=0

B 000 %CI)NH (%) /:O M!}(?J) dy dz

— lim [Py (%) /:o wg(y) dy]

—0  (2.1.14)

+%¢N+1 (\;—I_t) /OOo yVgly) dy

i [T () [0 Yatw) dy a
%(I)NJrl <\/—I_t> AOO yNg(y) dy

1 > z—x °
+— d —/ — )N dy dz
TN o N+2( ’_4t) j (y—2)"g(y) dy

RNyQ(l‘, t)

— 00

/_Ooo P41 (%) / (y—2)N"g(y) dy d= (2.4.29)

=:a =:b/

oo

Z=—0Q0

/_OOO %q)NJﬂ (%) /_ZOO _(yT_Z)NQ(Z/) dy dz

—]1,<1>N+1 (\;—%) /_Ooo yVa(y) dy

+ lim [®y ) (%) /:O Mg(y) dy]

—0  (2.1.14)

+ﬁ/_ooo%+2 (%) / (y—2)"gly) dy dz

—00

1 —T 0
- 3 = N d
~ N+1(\/ﬂ)/my 9(y) dy

1 0 2 - z
+— L) — / —2)N dy dz



50

(BN — Rnp)(z,t) = %¢N+1 (\;—Z_t) /_0; yNg(y) dy

+ﬁ (/OOO Do (%) /:o(y —2)Ng(y) dy dz
—/_Ooo Do (%) /_;(y—Z)Ng(y) dy dZ)

1 —x e 1
= —da [ =Z Ng(y) dy + ——— (R 1.1 — Rns1.2).
N N+1 (\/E) /_ooy g(y) Y \/EN( N+1,1 N+1,2)

Das Restglied lautet demnach
1

RN(IL',t) = 2(4t)(N+1)/2(N— 1)!(RN71 — RN’Q)(I',t) (2430)

1 Sa\ [
= @A TN (@) /_Ooy 9(y) dy

1
+W(RN+M — Byy12)(z,1)

1 —r o0
= — Py 1(—)/ yNgy dy + Ryy1(x,t).
2(4t)NFO2NT N\ ag ) ) (@)

Eingesetzt in (2.4.21) ergibt dies die Gleichung fiir N + 1.

c) Wegen (2.4.30) ist nur zu zeigen, dass es zu jedem N € N eine Konstante Cy gibt
mit
(Rnva — Rn2)(z,t) < Cn firalle (z,t) € R x Ryg. (2.4.31)

Es sei daher NV € N fest gewéhlt. Man schétzt ab:

rva(e) = ‘ﬁ [ v (5 [ st ay as (2.4.32)

7N\

I z—x\ [*
< N ® — 2N dy dz
= \/@/0 |N+2|(\/ﬂ)/z ly — 2|V |gl(y) dy
< [Tl (BF) [Tl 0ol ay
_ . ;
= vady v\ ) LY 91lw) @y
N 2z, Zz 2 = |2
s N N+2 Nz . yl19\y)| ay y Y
§2NHyNg(y)”L1(R)
1 o z—x
< 2N||?/N9(CU)HL1(R)E/O | PN 12l (ﬁ) dz
_ N[N ) > d
i 2wl /T| wial(€)dz
SH‘I)N+2”L1(R)
< 2N||Z/N9(y)|\L1(R)||<I>N+2(§)HL1(1R) =:cn < 00. (2.4.33)

Die positive Konstante ¢y héngt nur von g und N (und ®x42) aber nicht von z oder ¢ ab. Vollig

analog schétzt man auch

rvalat) = }% /Ooocbw (ﬁ> [ oo sl <ex zasy
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ab. Mit (2.4.28), (2.4.29) folgt nun sofort:

|Rn1 — Ry 2|(w,1)

- ‘%@VH (\;—Z_t) /OooyNg(y) dy+ﬁ/ooo¢zv+z (%) /:o(y—Z)Ng(y) dy dz
—%‘I)N-i-l (\;—%) /_OOO yVg(y) dy +ﬁ/_: Dyio (%) /_;(y—Z)Ng(y) dy dz

en+1lloclly™ gl 1Ry + en) =: Cw.

IA
S

Es sei angemerkt, dass aus stochastischer Sicht die asymptotische Entwicklung von wu(x,t)
bis zur Stufe N durch die ersten N Momente von g, d.h. durch [y'g(y) dy, i =1,..., N, festgelegt
ist. Insbesondere benétigt man fiir die Bestimmung des fithrenden Terms (2.4.23) nur das erste
Moment also den Erwartungswert der Startverteilung g.

Weiterhin ist jeder Summand der asymptotischen Entwicklung (2.4.22) schnell fallend von der
Ordnung O(e=*") und hat die Form ay(%,t) = cpt=*/2®,(%) fiir eine Konstante ¢, € R. Es
liegen also separierte Variablen vor. Das folgende Lemma zeigt, dass jeder Summand ay selbst
die Wirmeleitungsgleichung 1ost, d.h. (a): — (ag)zz = 0, was nicht sonderlich iiberrascht. Bis auf
skalare Vielfache handelt es sich dabei bereits um alle schnell fallenden Losungen in Produktform
w(z,t) = v(t)w().

Lemma 2.4.8 Es seien v € C*(Rs), w € C*(R) und

u(z,t) = v(t)w <%)

eine Losung der Wdrmeleitungsgleichung u; — uyz, = 0 in separierten Variablen. Dann gibt es
a,¥ € R, so0 dass v(t) = at~"/? und w ist eine Lisung der Fehlerfunktion-Differentialgleichung
w” + 2zw’ + 29w = 0 zum Parameter ¢. Falls w # 0 schnell fallend ist, gilt insbesondere ¥ € N
und w = B®y fir ein B € R\{0} und damit

u(z,t) = aft™"2dy (%) .

Beweis: Die Behauptung ist trivial fiir u = 0, so dass man u # 0 und damit auch v # 0 #
w annehmen kann. Nach (2.4.16) erfiillt die Ahnlichkeitstransformierte @(z,t) := u(V4t#,t) =
v(t)w(z) die Differentialgleichung

0 = 4t (z,t) — 230:(2,t) — 0zz(Z, 1) = 40" (Hw(Z) — v(t) (22w (Z) + " (T)). (2.4.35)

Wegen w # 0 gibt es ein £ € R mit w() # 0. Setze

26w'(€) + w"(£)
Yi=—""r 2 R,
2w(§)
Fiir £ = ¢ lésst sich dann (2.4.35) umformen zu
v'(t) + éflfu(t) = 0,

2
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so dass v(t) = at=?/2 fiir ein geeignetes @ € R. Wegen v # 0 muss a # 0 sein, woraus dann

wiederum v(t) # 0 fiir alle ¢ € Rsq folgt. Gleichung (2.4.35) lautet nun

0 = 4t (t)w(Z) — v(t)( 25w (&) + w" (&) = at ™2 (=20w(Z) — 28w’ (&) — w" (%))
s 0 = w'(Z)+ 230 (2) + 20w().
a#0
Fiir schnell fallendes w ergibt sich der restliche Teil der Behauptung aus Korollar 2.3.4. |

Wir betrachten nun die Funktionale (-, ®,),, n € N.

Lemma 2.4.9 Es sei u(x,t) eine fir jedes t € Rsq in x € R schnell fallende Léisung der homoge-

nen Ganzraum- Wirmeleitungsgleichung ws — gz, = 0 und 4(Z,t) = u(V/4t, t).
a) Fir jedes n € N gilt

. o .
"/2w _ n/2 fu(xvt)q)n(l')el dz _. _ ® 04
e P € e NG R

b) Die Konstante a,, aus a) lisst sich anhand der Anfangsbedingung g(x) = u(x,0) folgender-

mafsen direkt berechnen:
_ (71)n71 n—1
¢) Ist eine Anfangsbedingung f nicht fiir t = 0 sondern erst zu einem spiteren Zeitpunkt to > 0

gegeben, d.h. u(z,to) = f(x), so kann man a, mittels dieser folgendermaflen bestimmen:

_ 4n/2 (]F,(I)nh _ ,(n=1)/2 (—1)n_1 x
an =t m =t, 72“1(”71)!/]‘(:5)1{,1_1 (\/TTO) dzr (2.4.38)

f@) = f(/How).

Beweis: a) Nach (2.4.16) erfiillt die Ahnlichkeitstransformierte @(Z,t) := u(v/4t%,t) die Differen-
tialgleichung
Atiy — gy — 2505 = 0. (2.4.39)
Fiir t € Ry definiere
~2

o(t) = / (@ )0 (3)e™ di = cn / (@, ) Hy 1 (7) di, (2.4.40)

wobei ¢, 1= (—1)""1 % Die Ableitung von v kann man nun durch partielle Integration berechnen,

bei der Randterme verschwinden weil « schnell fallend in z ist:

V' (t) = cn%/ﬁ(fc,t)Hn,l(:Tc) dz = cn/ﬂt(z,t)Hn,l(:Tc) dz
oS Z_’; (g + 2313) (%, t) Ho1 (3) d&
_ Z_’; (i, ) (H!_ (&) — 2H,—1 (%) — 28H_ (7)) di
- Z_’; (@, t)(H!_ (&) — 22H],_ (%) + 2(n — 1)H, 1 (&) +2nH, (7)) di
=0, s. (2.2.10)
(2.1.40) _gtilv(t)’
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d.h. v 16st die Differentialgleichung v'(¢) = — %t~ 'v(¢) und muss deshalb ein reelles Vielfaches der

Fundamentalldsung ¢~/ sein.

b) w(t) = cn/a(fc,t)Hn_l(fc) d:zzcn/u(\/m,t)Hn_l(:z) dz

(2.4.40)

= Cn —@-y/Va)® g [ %) da
216 \/—//g(y)e y Hy—1(7) dZ

— \/_/ / @E—w/VID [ (7)) di dy

= = o) [ Has v uVIDEE de ay

(2.2.13) \/AF / / Z

m=0

- 2 fow 22:0 (”;1)@@,/@)”-1% [ (@ (e e ay

=0, fiir m > 0, s. (2.2.11)

( ) (€)(2y/ VA" ~me =t de dy

= y* b [ Ho(6)%e ¢ d§ dy
\/_
T, s. (2211)
-1 n—1 B B
-\ \/)E t ”/Q/y" tg(y) dy

oo TR E w5 (S [ ) (o)

S ) /y””g(y) dy

2nH(p — 1)

—n/2 o <ﬁ('7t())aq)n>,u _ <f7(I) >
C) fo fin a_) <q)n;q)n>u B <(I)m(1) >u (232 2" n_l /f 4t Hn- 1( )d
(7
20— 1) 'f/f <\/F> dx

|
Vergleicht man die asymptotische Entwicklung (2.4.22) mit (2.4.37), so sieht man, dass es sich bei

jener schlicht um die ,,Darstellung“ von (-, t) beziiglich der orthogonalen Schauder-Basis {®,,;n €
N} handelt, d.h.

it o~y 7@2;’ t)c’l)q);>“<1>n => t7"%,0, (2.4.41)
n=1 o N/ n=0
5 i — /y”‘lg(y) dy t"2e, . (24.42)
2.4.9 b) 2ntl(n — 1)!
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Falls wie in Lemma 2.4.9 c) eine Anfangsbedingung f fiir einen Zeitpunkt ¢y > 0 gegeben ist, gilt
gleichwertig zu (2.4.42):

0 —n/2
t -
S (L) w e,
(2. 4 41) to

( )‘"/2 2n+1((n_1 \/—/f Hn (ﬁ) dr @, . (2.4.43)

Ql

3
o

oo
2495) Z

n=0



Kapitel 3

Laminare, inkompressible

Nachlauf-Fernfeld-Stromungen

3.1 Einleitung

Laminare, inkompressible Nachlauf-Stréomungen wurden erstmals 1930 von Goldstein [20] auf An-
regung von Prandtl mittels der Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen untersucht. Goldstein be-
rechnet in seiner Arbeit ndherungsweise iiber eine asymptotische Reihenentwicklung den Nachlauf
direkt hinter einer tangential angestromten flachen Platte (Nachlauf-Nahfeld, engl.: near wake).
Auf Goldsteins Ansatz aufbauend bestimmt Tollmien 1931 im Handbuch der Experimentalphysik
[56], S. 267-269 die zugehorige asymptotische Nachlauf-Stromung erster Stufe in weiter Entfer-
nung von der Plattenhinterkante (Nachlauf-Fernfeld, engl.: far wake). Sein Resultat macht keinen
Gebrauch von der speziellen Geometrie der flachen Platte und trifft daher auf beliebige achsen-
symmetrisch angestromte achsensymmetrische Profile zu.

Tollmiens Ergebnis vertieft dann 1933 wiederum Goldstein [21], indem er die Asymptotik zweiter
Stufe des Nachlauf-Fernfeldes berechnet und diese graphisch mit seiner Nahfeld-Losung verbindet.
In dem zweiten Teil seiner Arbeit [22] setzt er die Ergebnisse des ersten in Beziehung zu denen
von Filon [16], der das Nachlauf-Fernfeld eines quer angestromten Kreiszylinders auf Basis der
vollen Navier-Sokes-Gleichungen anhand der sogenannten Oseen-Approximation ebenfalls bis
zur zweiten Stufe entwickelt hatte. Die Basisarbeiten von Goldstein, Tollmien und Filon sind
anschliefend vielfach aufgegriffen worden. Im Folgenden seien einige genannt:

Der japanische Physiker und Mathematiker Isao Imai [28] erweitert 1951 Filons Arbeit um die
Approximation dritter Stufe und kann so paradoxe Aussagen, die Filon allein aus der Kenntnis der
zweiten Approximation iiber den auf den Zylinder wirkenden Impuls gezogen hatte, revidieren.
Stewartson [51] erweitert 1957 Goldsteins Asymptotik zweiter Stufe ebenfalls um eine weitere.
In dieser dritten Stufe tritt erstmals ein logarithmischer Term in der Entfernungsvariablen auf,
beziiglich welcher die asymptotische Entwicklung durchgefiihrt wird. Ohne Einfithrung eines
solchen Terms war Goldstein an der Herleitung der dritten Stufe gescheitert, da er unphysikalische

Losungen erhielt, die sich quer zur Stromung nicht exponentiell der Anstrémgeschwindigkeit
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niherten. Crane [13] gibt 1959 eine Ergebniskorrektur von Stewartsons Berechnungen an.

I-Dee Chang behandelt 1961 zweidimensionale Problemstellungen wie Filon und Imai mit
einem anderen Ansatz in seiner umfangreichen Arbeit [8]. Hieran schliefit sich die Dissertation
von Childress 1961 [10] an, in welcher analog das dreidimensionale, laminare, inkompressible
Nachlauf-Fernfeld betrachtet wird und asymptotische Entwicklungen hoherer Ordnung sowohl fiir
rotationssymmetrische als auch fiir allgemeine Stromungen angegeben werden. Beide Arbeiten
entstanden am California Institute of Technology auf Initiative von P.A. Lagerstrom und unter
Mitwirkung von S. Kaplun.

Berger und Viviand [59] erweitern 1965 die Prinzipien auf dreidimensionale, rotationssymmetrische
Nachlauf-Nahfeld-Stromungen hinter schlanken Kérpern (engl.: slender bodies) und Berger [4]
untersucht 1968 erneut das Nachlauf-Fernfeld bis zur vierten Stufe auf Basis der Prandtl’schen
Grenzschichtgleichungen fiir beliebige achsensymmetrische, dreidimensionale, inkompressible,
laminare Stromungen.

Ting [55] beschreibt 1968 in Fortfithrung der Arbeiten von Goldstein, Stewartson und Crane, das
zweidimensionale Nachlauf-Fernfeld mittels von Mises-Variablen und kommt so zu einer strukturell
iibersichtlicheren asymptotischen Entwicklung als mit kartesischen Koordinaten. Seine Methode
lasst die prinzipielle Gestalt asymptotischer Entwicklungen beliebig hoher Stufen erkennen und
klart das Auftreten logarithmischer Terme in ihnen: Sie korrespondieren mit Resonanzen bei
nichtlinearen Vibrationsproblemen. Ting’s Ergebnisse werden in Abschnitt 3.6 dargestellt.

Berger verdffentlicht schlieBlich 1971 das Buch ,Laminar Wakes* [3] (300 Seiten), welches ein
umfangreiches Literaturverzeichnis besitzt. Auf dieses Buch sei hier ausdriicklich hingewiesen.
Auch das Standardreferenzwerk [48] zur Grenzschichttheorie von Schlichting und Gersten verweist
bis zu seiner neusten 10. Auflage aus dem Jahr 2006 fiir laminare Nachlauf-Stromungen auf das
Buch von Berger (s. z.B. S.192, S.338).

Zum Aufbau des Kapitels: Der erste Abschnitt 3.2 enthélt eine elementare Herleitung der
Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen (erster Stufe) fiir zweidimensionale achsensymmetrische und
dreidimensionale rotationssymmetrische Stromungen. Die Abschnitte 3.3 und 3.4 leiten dann
Losungen dieser Gleichungen her. Abschnitt 3.5 setzt den Widerstand des umstromten Korpers in
Beziehung zu dessen Nachlauf-Stromung. Der umfangreiche und etwas kompliziertere Abschnitt
3.6 behandelt zweidimensionale Nachlauf-Fernfeld-Stromungen hoherer Ordnung: Zunéchst
wird Ting folgend eine Asymptotik dritter Stufe in von Mises-Variablen hergeleitet und das
Auftreten logarithmischer Terme in asymptotischen Entwicklungen beliebig hoher Stufen gekléirt.
AnschlieBend findet eine (moglicherweise neuartige) Umrechnung in kartesische Koordinaten
statt, was auf die oben angesprochenen Ergebnisse von Goldstein, Stewartson und Crane fiihrt.
Abschnitt 3.7 geht auf das Problem der Bestimmung der Anfangsposition des Nachlauf-Fernfeldes
hinter dem umstromten Hindernis ein. Das entsprechende Ergebnis von Goldstein fiir den Fall
einer tangential angestromten flachen Platte wird dargestellt und der von Nishioka und Miyagi
[45] durchgefiihrte experimentelle Vergleich angegeben. Als zweite Geometrie wird ein quer
angestromter Kreiszylinder betrachtet. Fiir Durchmesser-Reynoldszahlen zwischen 10 und 60 wird

die asymptotische Nachlauf-Fernfeld-Losung dritter Stufe von Goldstein, Stewartson, Crane mit
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den experimentellen Geschwindigkeitsmessungen von Nishioka und Sato [44] und mit numerischen
Ergebnissen, die mit der CFD-Software ANSYS CFX 11.01 berechnet wurden, verglichen.
Der letzte Abschnitt 3.8 geht kurz auf die mégliche Beschreibung des Nachlauf-Fernfeldes mehrerer

hintereinanderliegender Hindernisse anhand der zuvor erzielten Resultate ein.

3.2 Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen

Man betrachte folgenden Ansatz einer asymptotischen Entwicklung des Stromungsfeldes v =
(u,v,w) und des Druckes p im Nachlauf-Bereich hinter einem horizontal angestromten Hinder-
nis mit dem Parameter ¢ := v = Re™!

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.24

= U+ (e % mx,e Yy, e v2)
= e (e7 g, e My, e Ye2)

= ™ (e Y, e Yy e v 2)

AA,_\/_\
—_— — ~— ~—

z,y,72)
z,Y, %)
z,Y,2)
x,y,2) = P+ep (e m, e Wiy, e Yrz).
mit € €]0,1[, a1, a2, ag, ay. € Ry und

ap < (g (325)
Oz, 0y, < 1 (3.2.6)

Dieser Ansatz enthélt bereits folgende Annahmen:

1. Die Strémung um das Hindernis sollte nahezu rotationssymmetrisch zur Anstromrichtung
also zur x-Achse sein, so dass v und w dieselbe Amplitude €*2 besitzen (s. (3.2.2), (3.2.3))
und sowohl in y- als auch in z-Richtung dieselbe Skala e~ %v= auftritt.

2. Die Amplitude von v und w ist viel kleiner als die der Schwankung v — U (s. 3.2.5).

3. Die Feinheiten €, ¢*v= der Skalen sind durch ¢ nach unten beschrénkt (s. 3.2.6).

Dies ist sinnvoll, da maximal Grenzschichten der Stéirke /¢ aufgelost werden miissen.

Es sei darauf hingewiesen, dass obiger Ansatz eine vereinfachte Schreibweise einer formalen Nota-

tion fiir eine asymptotische Entwicklung der Stufe 2 im Sinne von Definition 2.1.4 ist:

f = (u,v,w,p)
m = 4

x = (2,9,2)

n = 3

(6,01, ¢1) = (1,e,6%)
o = { (@, M )Y = (1, min(e=%, e%v), max(e "%, e%v)) falls oy # gy
(10 4p (1)) (1,e79=) falls  ay = agy
(U,0,0, P)
O = (,0,0,p")
(0,v",w',0).
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Substituiere

Einsetzen in die Kontinuitdtsgleichung ergibt
0 = (ug+vy +w)(x,y,2) = (" " ug +*2%=v) + ™2~ =w( ) (€,1,C).

Die Annahme einer ausgewogenen Bilanz der Terme uy, vy, wi fiihrt auf

a1 = =«
oy = =
a < <1

und damit zu
ug + v, +wi =0,
Die Impulsgleichungen lauten:

0 = [uug+vuy +wu, — (Uge + Uyy + Uszz) + D) (2, Y, 2)
= [(U+ sau’)(sa*au’g) + (sﬁv’)(sa*ﬁu%) + (sﬁw’)(sa’ﬁu’g)
—e(e P uge + e P, + e Put) + pel(€,m, )
= [Uug + €*(u'up + v'up + w'uf) — ' uge — 107200y — gltem2hyl,
+e](€m, €)
0 = [uvg +vvy +wv, — €(Vga + Vyy + V22) + Dyl(2, 9, 2)
= [(U+e*u) (7 vg) + (£%0) (7 Fv)) + (e°w') (e Pu))
—E(Eﬁ*%‘vgg + eﬁ*wv;m + Eﬁ*wvég) + e”‘*ﬁpg](«f, 7,¢)
= [P0 + € (W'vp +0'v) + w'vp) — eI — el TPy — 1P,
+e* (€ n, )
0 = [uwz +vwy +ww, — e(Wes + Wyy + ws2) + p2l(x, Y, 2)
= [(U+e*u)(7wp) + (£70) (7 Puwl) + (Pw) (7 Pwy)
—E(Eﬁ”aw’& + Eﬁfwwim + Eﬁ*ww’“) + eafﬁpg](g, n,¢)
= [P Uw; + ¢ (u'w + v'w], + w'w))

—elHORagl 1y 1Bl 4 el (€1, ).

(3.2.7)
(3.2.8)
(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)
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Auflésen nach den Drucktermen ergibt

e = Uug+ e (vug +v'uy +w'ug) — slfau’& - €1+a726u;m - €1+a72ﬁu2<
= Uug + e (uug +v'u), + w'up) — e o220yl ol +uf) (3.2.15)
—p, = EQ(ﬁ_a)U’Ué + eQﬁ_“(u'Ué + v’y + w'vl) — 51+26_3“vég - EI_O‘U;W - El_avéc

/

— EQ(ﬁ_a)UUé + €2ﬁ_0‘(u’vé + 1},’1)717 + wlvlc) — gl_a(EQ(ﬁ_a)’UEE + ’1)71777 —+ ’UZC) (3216)

-p; = 52(ﬁ*a)Uw’§ + eQﬁ*a(u’wé +v'wy, + w'wg) — 51+25*30‘wé€ — slfo‘w;m — slfo‘w’“

= 20w + 7 (uwy + v'wy +w'wg) — e (2P Mg, + Wy, +wie) (3.2.17)

Auf den rechten Seiten von (3.2.16), (3.2.17) tritt € geméf (3.2.10) nur mit positiven Exponenten
auf, so dass fiir ¢ — 0

Py =0=p¢
folgt. Wegen der Randbedingung p’(£,n, ) = 0 = const fiir ||(n, ¢)|] — oo muss dann aber fiir jedes
feste & bereits p’(&,n,() = const = 0 fiir alle 7, ¢ gelten. Damit ist p’ jedoch insgesamt konstant,
so dass auch p; = 0. Gleichung (3.2.15) lautet nun

0 = Uug+e*(uup +v'ul, + w'up) — T2 (20"l -l +ul). (3.2.18)

Vergleicht man in (3.2.18) die e-Potenzen, so muss fiir einen ausgewogenen Einflufl von Konvektion

und Diffusion

1
0=14+a-28 & ﬁ:a; (3.2.19)
gelten. Vernachlissigt man in (3.2.18) Terme mit positiven e-Potenzen, so ergibt sich
Uug = uy, + g (3.2.20)
Wegen
ué(&anag) = ua;(xayaz)
“;m (5’ m, C:) = 52ﬁ_a“yy (Ia Y, Z) = Euyy(xa Y, Z)
wie€m Q) = 0 (e y, 2) = cuss(e,y, 2)
e = v
ldsst sich (3.2.20) in
Uuz, = v(uyy + uzs) (3.2.21)

zuriicktransformieren. Dies ist Gleichung (5.12.8) auf Seite 349 im Buch von Batchelor [2].

Weil die y- und z- Impulsgleichungen (3.2.16), (3.2.17) nur Terme mit positiven e-Potenzen
aufweisen, erhélt man letztendlich - zusammen mit der Kontinuitéitsgleichung (3.2.11) - nur zwei
Gleichungen. Dies ist ausreichend, um das gesamte Stromungsfeld fiir zweidimensionale und rota-
tionssymmetrische dreidimensionale Stromungen zu bestimmen. Fiir allgemeine dreidimensionale
Nachlauf-Stromungen lésst sich lediglich die Strémung v in z-Richtung modellieren. Ein wesentli-

ches Problem fiir konkrete numerische Simulationen besteht einerseits darin, den z-Ursprung zu
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bestimmen, d.h die Entfernung vom Hindernis, ab der die bisher gemachten Annahmen gelten,

und andererseits in der Berechnung eines Anfangsstromungsprofils in der (z = 0)-Ebene, so dass

man insgesamt eine wohlgestellte Anfangswertaufgabe mit Randbedingungen angeben kann. Fiir

theoretische Uberlegungen nehmen wir allerdings einfach an, dass der Ursprung bekannt und ein

Anfangsprofil g(y, z) = u(0,y, z) gegeben ist. Mit u erfiillt auch @ := U — u = e*u’ die Gleichung

(3.2.38). Es ist iiblich, die Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen (engl. far wake equations) beziiglich @

und g := U — g zu formulieren:

2D-Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen

Randbedingungen:

3D-Nachlauf-Fernfeld-Gleichung fiir @

Ut, = viy,

o o O W

Uu, = V(ﬂyy+ﬂzz)

Randbedingungen:

u(0,y, 2)

y2+1£2n~>oo a(x, Y Z)

9(y, 2)
0

3D-Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen, rotationssymmetrisch

(3.2.22)
(3.2.23)

3.2.24
3.2.25
3.2.26

~—~ o~ ~~
~_ = = ~—

3.2.27

(3.2.28)

(3.2.29)
(3.2.30)

(in Zylinderkoordinaten (a,b) := (U —v¢,v"), z = £ gemiB den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.3)

a; =
Ua, =

Randbedingungen:

1
b, 4+ =b (&
T

V(@ + 1%)
or2  ror

o O o O

ray = (rb)r)

(3.2.31)

(3.2.32)
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Die Randbedingung (3.2.34) bringt die plausible Annahme zum Ausdruck, dass bei rotati-
onssymmetrischen Stromungen die axiale Stromung in einem festen (radialen) Querschnitt ihr
Minimum stets auf der Symmetrieachse (x-Achse) annimmt. Die Randbedingung (3.2.35) besagt,
dass bei rotationssymmetrischer Strémung auf der Symmetrieachse (x-Achse) keine Radialbewe-
gung stattfinden kann. Analog ist fiir zweidimensionale, x-achsensymmetrische Strémungen die
Randbedingung (3.2.25) stets erfiillt, wihrend sie fiir allgemeine zweidimensionale Stromungen
jedoch nicht zu gelten braucht. Es sollen hier einfachheitshalber aber nur zweidimensionale
Nachlauf-Stromungen mit dieser Eigenschaft betrachtet werden. Sie liegt beispielsweise auch dann

vor, wenn auf der x-Achse eine Haftbedingung gilt.

Abschlieflend sei kurz auf Grenzfille des e-Exponenten o €0, 5[ hingewiesen. Fiir « — 0
folgt 8 = (o +1)/2 — 1/2. Gleichung (3.2.18) wird dann zu

0 = Uug+u'ug +v'uy +w'up — euge —uy, — uge. (3.2.38)
Fiir ¢ — 0 erhélt man im 2-dimensionalen Fall damit die Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen

0 = wug+v'uy— uy,
0 = ue+u,

Der zweite Grenzwert @ — § = (« + 1)/2 ergibt a, 5 — 1. Die Gleichungen (3.2.15) ,(3.2.16),
(3.2.17) werden dann zu

*plg = Uu’& + e(u/ué + U/U;, + wlulg) - (ulgg + u;m + ulﬁﬁ)
—p, = Uvg+e(u'vg +v'vy, +w'vi) — (vge + vy, + vgc)
—p; = Uw+ e(u'wi +v'w;, +w'wp) — (wge +w)y, +wie)

= Uwg + e(u'w; +v'w), + w'wi) — (wie + wy, + wee).
Fiir ¢ — 0 ergeben sich damit die Oseen-Gleichungen
P = Uug — (uge +uy, tuee) & —pe = Uy — v(Uge + Uyy + us2)

—py) = Uvg — (vge + vy, + 0¢c) & —py =Uvy — V(U + Vyy + V22)
—pp = Uwg — (Wie +wy, +wie) € —pe = Uwe — V(Wan + wyy + w22).

3.3 Analytische Lésungen der Nachlauf-Fernfeld-

Gleichungen

Die Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen (3.2.23), (3.2.28) sind ein- bzw. zweidimensionale Wérmelei-
tungsgleichungen, bei der die xz-Koordinate die Rolle der Zeit-Variablen einnimmt und y bzw. y, z
die rdumlichen Variablen darstellen. Nimmt man an, dass die Anfangsbedingung g hinreichend

regulér ist, so erhélt man nach (2.4.6) folgende analytische Losungen:
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2D-Nachlauf-Fernfeld

U \'? N U=y
= — a ol 74 3.3.1
u(z,y) (Mm) /y/eRg(y Je T y (3.3.1)
U 1/2 Uy? N UCy' =y ,

= T vz a T 4vxz 32
(47w:c) © /y/e]Rg(y Je a (3:3.2)

y
v(z,y) = /ﬂz(x,y’)dy’ (3.3.3)

0

U o\Y? n (Y vwr—? (U —9y)? 1
g T me (227 2} dy” dyf
47wac3> /yleRg(y)A ¢ ( dvx 2> v

U 1/2 _ 1 UG —y)? v'=y
= (W) /GRQ(?/) [—5(9// - y’)e dvw } dy’
yl

y''=0

Uy’2

2 Uw—y")?
/ 9" ((yy')e_ e +y’e—m> dy’ (3.3.4)
Yy’ ER

I
\
7N
=
=)
IS
8
w
~~
—
~

3D-Nachlauf-Fernfeld (nur @)

U _Uw=y)2+(G-2)?%)
u(r,y,2) = gy, 2" )e o dy'dz’
Adrvx (y’,z’)E]R2
U _ve?+:? U=y +z=2) (2 +2'?))
= e~ e gy, 2)e T dy'dz’ (3.3.5)
dnve (y',2')ER?

Man beachte, dass in die Gleichung (3.3.3) die Randbedingung (3.2.25) eingeht.

3.4 Asymptotische Losungen der Nachlauf-Fernfeld-

Gleichungen fiir rotationssymmetrische Stromungen

Fiir rotationssymmetrische Nachlauf-Stréomungen macht man klassisch folgenden Ahnlichkeitsan-
satz fiir eine asymptotische Darstellung von @ in dem kleinen Parameter % in grofler Entfernung x
vom Hindernis (s. [48] Abschnitt 12.1, S.361, [36] S.631 Aufgabe 9):

u(z,n) = caz ™ f(n)
n = coVy2+z22x7™

ci,c2,mi,ma € Ry
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Die partiellen Ableitungen von @ lauten dann:

G, = —c (mle(mlﬁ'l)f + m202x*(m1+m2+1) /y2 ¥ Z2f/) _ —clxi(mlJrl)(mlf + m277f’)
= _ —(mi1+mz2) Y /
u = C1C2T 7.}“
v /y2 + 22
1 2 2
_ _ —(m14+ma2) _ Y / - Y 1"
Ty = e T ((W (y* + z2)3/2> fer ™ mal )

1 22

2
_ _ —( + ) ! — < "
Uy, = cregx M2 << /y2 ¥ 22 B (y2 + z2)3/2> fr+cox™™ y2 + Z2f ) .

Einsetzen in die Nachlauf-Fernfeld-Gleichung (3.2.21) ergibt

0 = —Utg+v(tyy+ tsz)
1

Multipliziert man diese Gleichung mit cz1/9y2 + 222™ ™2 (Uc;) ™1, so erhilt man

= Ucle(mlﬂ)(mlf +manf’) + vercpr” (M) ( f+ chmzf”> .

v
0 = ™ Wy +22(mi f +manf’) + es(f +nf"). (3.4.1)
Um eine gewohnliche Differentialgleichung fiir f zu erhalten, muss
1
mo = 5

gelten, denn dann ist der erste Faktor coz™2 714 /y? + 22 in (3.4.1) gleich 7. Setzt man auflerdem
v
o=/ =ca,
T

1
0 = manf+ §n2f’ +af +anf”. (3.4.2)

so ergibt sich

Nach (2.4.7) ist

Q = / u(y, z) dydz = cpx™™ / Fleaw™ V2 \/y? + 22) dydz
(y,2)€R?

(y,2)€ER?

2 2
_ Yy z
= [ plef(2) (5] we
(y,2)ER? \/E \/E
= clxl’ml/ fleavVy? + 2'2) dy'd?’
(y',2")ER?

wohldefiniert und unabhéngig von x € R+ g, so dass

my = 1
gelten muss. Gleichung (3.4.2) lautet daher

0

1 1
nf+ 50 f +af +onf" = (G f +anf'y (3.4.3)

1
& const. = 2—n2f +nf (3.4.4)
a
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mit den Randbedingungen

[ =0 (3.4.5)
lim f(n) = 0. (3.4.6)

n—00

Lemma 3.4.1 Die Lésungen der gewéhnlichen Differentialgleichung (5.4.3) in R>o sind genau
die Funktionen
fe(n) = ce"/(4) ceR.

Insbesondere hat jede Losung f folgende Eigenschaften:
a) f'(0)=0
b) lim, e f(n) =0
Beweis: ,,<=“. Fiir ¢ € R gilt
L oo 1 C o2 —n?/a) _ € 2. —n?/(da) _
5g fetnfe=5_me g ce =0.

Nach (3.4.4) mit const. = 0 ist f. eine Losung von (3.4.3).

»=“. Es sel f eine Losung von (3.4.3) auf R>¢. Insbesondere ist f stetig in 0. Nach (3.4.4)
gibt es ein B € R, so dass
1
nf'+ 5o’ f =5
e’

Im Fall § =0 erfiillt f die homogene Anfangswertaufgabe

I
o

1 .
Y+ 5oy in Rxo
!
y(0) = [f(0)=:c
WEeil die Funktion %n auf R>( stetig ist, lautet nach [60] §2 S.24 die eindeutige Losung
.2
y(n) = y(0)e™ /4 = f.().

Annahme: 8 # 0. Dann erfiillt f die inhomogene Anfangswertaufgabe

1 .
y’+2—ny - £ q Rso

o n

y(0) = f(0)=:c

Die Inhomogenitét % besitzt im Punkt n = 0 eine Singularitét. Sie ist aber auf jedem Intervall

[e, 0], € € Rsyg, stetig, so dass dort die eindeutige Lésung gegeben ist durch (' s. [60] §2 S.25):

1 2 2 771 1 2 2
foln) = e i@ e><f(€)+ﬂ/ —ei(" E>d7>.

Wegen

T T e—0

"1 "1
/ et (=) gr > / —dr=In(n) —In(e) —
€ €
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ergibt sich ein Widerspruch zu f-(n) o f(n) € R, so dass doch 8 = 0 gelten muss. |
E—

Das Randwertproblem (3.4.3), (3.4.5), (3.4.6) hat also nach Lemma 3.4.1 bis auf eine mul-

tiplikative Konstante, welche bereits durch ¢; in u beriicksichtigt ist, die eindeutige Losung

2

Fln) = e (3.4.7)
und nimmt daher fiir
1 - U
‘T 2=V
die einfache Form
2
fln)=e™"
an. Das bedeutet
a(z,y, 2) € .
Die Konstante c; ergibt sich durch Integration:
y? 4
Q = / ”E(y,z) dydz = a e Vi dydz = amy
(y,2)ER? € (y,2)€R? U
_ QU
< “a = dnv’
Das Endergebnis lautet somit
_ QU _yu2s=?
a(z,y,2) = P USs (3.4.8)
2
a(x,r) = ﬂe*UW Zylinderkoordinaten). 3.4.9
’ 4
TVT

Das ist Gleichung (5.12.9) in dem Buch von Batchelor [2].

Die Konstante @ wird im folgenden Abschnitt untersucht und mit der Widerstandskraft des um-

stromten Korpers in Beziehung gesetzt. Die radiale Stromungskomponente erhélt man aus der

Kontinuitétsgleichung (3.2.31) zusammen mit der Randbedingung (3.2.35):

QU _Ur? QU —Ui U’I“2 QU U’I“2 _ur?
b = = vr — — ive = 11— — ive
(r0), e =T (47r1/:526 Az dva? "drva? vz )€
" U Us? 52 " 2sU Us? 52
S rb(x,r) = S Q 1__5 e_guzdszi 5_ 1__5 e_gdes
o Amva? dvx 2rx ), 4dvx dvx
Ur?
dvw vz Ur? 2
— i 1—te_tdt=i te Y dt = QUr 6—14]"@
2
2mx Jo 2rx Jq 8mvx
QUT _ Ur?
b = EZ 3.4.10
= ) I ( )

Man sieht leicht , dass die asymptotische Losung (a,b) die Randbedingungen (3.2.34) ... (3.2.37)

erfiillt. Das Ergebnis noch einmal zusammengefasst:

3D-Nachlauf-Fernfeld, rotationssymmetrisch, asymptotisch

QU _;ix
7“2
b(x,r) = QUr P

(3.4.11)

(3.4.12)
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Fiir den zweidimensionalen, achsensymmetrischen Fall berechnet man analog:

2D-Nachlauf-Fernfeld, achsensymmetrisch, asymptotisch

1/2 ,
u(z,y) = Q( v > e~ (3.4.13)

v(z,y)

Il
:N
<
<
8
—
&
Qd\
<9
(Q\
Il
Q
7N
oy
S
S S
w
. N—
I =
()
:N
<
7 N
I
5
8
|
N
~~_
®
|
S
<
NS
=W
(Q\

1/2 .
= —Q <L> ye~ e (3.4.14)

Das gleiche Ergebnis erhédlt man direkt, wenn man den ersten Term der asymptotischen Ent-
wicklung (2.4.24) betrachtet, wobei dort (x,t) durch (y, %7) zu ersetzen ist. Wiederum erfiillt die
asymptotische Losung (@, v) die Randbedingungen (3.2.25), (3.2.26), (3.2.27).

Der asymptotische Durchmesser ds(z) einer rotationssymmetrischen Nachlauf-Strémung an der
Stelle « begrenzt den Bereich, in dem die axiale Strémung u(z, ) von der Auenstrémung U um
einen grofleren Wert als eine vorgegebene Schranke ¢ € R abweicht, d.h in dem @(x,-) > §. Aus
den Gleichungen (3.4.11), (3.4.13) erhélt man (durch Auflésen nach r bzw. y) sofort

2 4”7“3 In ( 47?”[{8 5) dreidimensional, rotationssymmetrisch

d(;(I) =

(3.4.15)

Adrve

2\/ % In (% U ) zweidimensional, achsensymmetrisch .

Man erkennt hieran die erwartete parabolische Form des Nachlaufs. Eine graphische Darstellung
findet man am Ende des néchsten Abschnittes in Abbildung 3.4, S. 71.
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Widerstandskraft im Nachlauf-Fernfeld-Modell

In diesem Abschnitt wird der niherungsweise Zusammenhang W = pU(Q zwischen der Wider-

standskraft W des umstromten Korpers und dem Querschnittsintegral @ := [ dA der Verlust-
stromung @ = U — v im Nachlauf-Bereich hergeleitet (s. [2] Abschnitt 5.12, Gleichung (5.12.15),
S.351). Dieser Zusammenhang ist eine vereinfachte Darstellung des Widerstandes als Impulsverlust.

Weitere Details zu diesem Thema findet man beispielsweise in [23] Kapitel 9.4.1. S. 209 ff.

Die folgende Abbildung entspricht der Abbildung 5.12.3 aus dem Buch von Batchelor [2] S.350.

| v

| |

: D1 : D2

| |
A1 1V AQ I Vo

| |

— W

Legende
V.

Aq, As:
M:
n(x):
W

v:

Vi

V2

P

p2

Impulsverlust

zylindrisches Kontrollvolumen mit Rand 0V = A; L.J Ao L.J M (gestrichelte Linie)

Stirnflichen des Zylinders

Mantelfliche des Zylinders

= (ng, Ny, n;)(x) duBerer Normaleneinheitsvektor im Punkt x = (z,y,2) € OV
Widerstandskraft, Kraft des Fluids auf den Kérper in Anstréomrichtung

= (u,v,w) Stromungsgeschwindigkeitsfeld

= (u1, v1,w1) Stromungsprofil an der Eintrittsfliche A

= (ug, v2, we) Stromungsprofil an der Austrittsfliche A

Druckverteilung an der Eintrittsfliche A;

Druckverteilung an der Austrittsfliche Ao

Abbildung 3.1: Zusammenhang zwischen Stromungswiderstand und Impulsverlust
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Es sei darauf hingewisen, dass in Abbildung 3.1 alle Groflen in dimensionsloser Form ange-
geben sind. Die dimensionsbehaftete Widerstandskraft W* wird dabei mit der Bezugskraft
F}y = pi(UjL%)? entdimensioniert, d.h. W := W*/F}. Eine Impulsbilanz in z-Richtung am

zylindrischen Kontrollvolumen V' ergibt:

0 = /puv-nd5+/ png dS + W + Fgr
v v

= —/ pu2d5+/ pu2d5+/ puv -n dS — pdS+/ pdS+W + Fgr
A1 A2 M Al A2
=

W+ Fr = /p1+pu%fp2—pu§d5—/ puv -n dS (3.5.1)
A M

Notation:
Fr: (dimensionslose) viskose Reibungskrifte am Rand des Kontrollvolumens
dS : Oberflachenintegration
A := A; = As: Eintritts-/ Austrittsfliche .
Die Massenbilanz am Kontrollvolumen liefert
0 = / pv~ndS:/p(uQ7u1)dS+/ pv - n dS. (3.5.2)
v A M
In grofler Entfernung also z.B. auf der Mantelfliche M gilt u ~ U, weswegen

/puv-ndS’ = /p(u—U)v-n—l—va-ndS’%U/ pv-ndS = U/p(ul—ug)dS
M M M (3:5.2) A

/ pU (u1 — ug) dS. (3.5.3)
A

Setzt man die rechte Seite von (3.5.3) in (3.5.1) ein und vernachliissigt die viskosen Reibungskrifte

Fr am Kontrollvolumenrand, so erhalt man
W = /p1+mﬁfp2fpug dS—/ pU (uy — uz) dS
A A
= / p1+ p(ur — U)ur — pa — p(ug — U)uz dS. (3.5.4)
A

Im Eintrittsbereich gilt u; =~ U. Ferner ist der Druckunterschied zwischen Ein- und Austritt gering,

so dass p1 & p2. Damit vereinfacht sich (3.5.4) zu

w

/ p(U — uz)ug dS = / U —u2)(ug —U) + p(U —uz)U dS

Q

pU/A(U ~up) dS ~ pUQ. (3.5.5)

Das ist die Gleichung (5.12.15) auf Seite 352 in dem Buch von Batchelor [2].

Im zweidimensionalen Fall gilt analog

W ~ pUQB. (3.5.6)

Fiir eine dimensionslose Bezugsbreite B = f*

Ist der Widerstandsbeiwert - -
W = — — = (3.5.7)
% U+*s K g U?Sk
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beziiglich einer kirperspezifischen Fliche S (dimensionsbehaftet) bzw. Sk := S /L%? (dimen-
sionslos) bekannt, wobei im zweidimensionalen Fall S5 = L} B* fiir eine kérperspezifische Lénge

L} und damit Sg = Lg B gilt, so kann man @ berechnen:

W ewfU?Skg 1

D - L _Gwar oK - 5.
(3D) @ U U QCWUSK (3.5.8)
W ewLU?LkB 1
2D = = 2 =—cwUlLkg. 3.5.9
@) @ = g pUB g WK (8.5.9)
Mit diesen Ergebnisssen lauten die Gleichungen (3.4.11) , ..., (3.4.14) dann

3D-Nachlauf-Fernfeld, rotationssymmetrisch, asymptotisch

CWSKU2 Uz
—¢€

a(x, 7“) s vz (3510)
CWsKUQT _uUr?
b($,T) = W@ dve (3511)

2D-Nachlauf-Fernfeld, achsensymmetrisch, asymptotisch

U3 1/2 U2

u(z,y) = cwlk (167wac> e dve (3.5.12)
U3 1/2 Cuy?

v(xz,y) = —ewLk (W) lyle” == . (3.5.13)

Gleichung (3.5.12) ist dquivalent zu Gleichung (7.95) auf Seite 192 im Buch von Schlichting und

Gersten [48] . Falls es sich bei dem umstromten Korper beispielsweise um einen Zylinder mit
4
Ly

dimensionslosem Radius d := handelt, so kann man die kreisférmige Stirnfléiche als Bezugsfliiche

wihlen und erhilt S = 7rd£. Setzt man Rey 4 = % = Ul/—d in (3.5.10) ein, dann ergibt sich
cwU?d? _U% _ c,Ud ReU,de—U%.

ey, 2) = =5 e 301

(3.5.14)

Dies ist Gleichung (12.52) auf Seite 338 im Buch von Schlichting und Gersten [48]. Dort steht
allerdings ein Druckfehler: Der Faktor 7 auf der rechten Seite muss gestrichen werden. (Auch in
der vorangehenden Gleichung (12.51) ist leider ein Druckfehler: Im Nenner muss dort 712 /4 stehen
anstelle von 7/2.)
Der cy-Wert einer flachen, tangential angestromten Platte der dimensionslosen Linge | = I*/L}; =:
L und Breite B lautet nach dem Blasius’schen Widerstandsgesetz (s. (1.5.24)):

Co = 1’3;8. (3.5.15)

v

wobei als Bezugsfliche S = Bl fiir den einseitigen bzw. S = 2Bl fiir den beidseitigen Plattenwi-

derstand gewéhlt ist. Der asymptotische Nachlauf einer beidseitig umstromten Platte ergibt sich
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Asymptotische Nachlauf-Strémung einer tangential angestromten, flachen Platte, Re = 10°
0.1 0.1 T

0.081 0.08

0.06 0.06
0.041 0.041

0.021 0.021

> 0 > o i
0021 002} 1
-0.04F -0.04+ B
006 0061 |
-0.08 -0.08 - i
T 09 052 00t 0% 0 L 6

v v x10°
Abbildung 3.2: u(z,y), = 10,15, ...,60 Abbildung 3.3: v(z,y), x = 10,15, ...,60
demnach gemé$ (3.5.12), (3.5.13) als:
U3 1/2 . 1.398 U3 1/2 a2
T - L —TE = 12%% -5
wz,y) WK (167T1/x) ¢ Ul (167wac) ¢
0,664 l y?
= U\/j e (3.5.16)
VT x
U3 1/2 - 1.398 U3 1/2 2
= —cwl - - Tz = 2l _ Tz
v(@,9) cw K (647r1/:c3) [vle (647r1/:c3) [vle

oy [Tl pe
N3 T x

Gleichung (3.5.16) ist die Gleichung fiir u; in der Originalarbeit von Tollmien auf Seite 269 (Zeile

(3.5.17)

7 von unten).

Die asymptotische Platten-Nachlauf-Strémung ist fiir U = 1,1 = 1, Re = 105 = v~! in den Abbil-
dungen 3.2 und 3.3 dargestellt. Die Abbildung 3.4 zeigt den parabolischen Verlauf des Nachlauf-
Durchmessers ds(x) = 2|ys(z)|, wobei als durchmesserdefinierende Abweichung § := 1075 gewiihlt
wurde (vgl. (3.4.15)):

). (3.5.18)
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0.15

01p

0.05-

Ys

-0.05[

-0.15-

-0.2 ! ! ! ! ! ! I I I
10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Abbildung 3.4: parabolische Entwicklung des
Nachlauf-Durchmessers [u(z,ys) = § = 107°]

3.6 Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen hoéherer Ordnung fiir

zweidimensionale achsensymmetrische Stromungen

Wie in der Einleitung angegeben, werden hier die Ergebnisse des Artikels [55] von Ting ! Teil 2.
» Two Dimensional Symmetric Wake* dargestellt, ohne dabei an dessen knapp formuliertem Text
zu ,kleben“, d.h. Aufbau, Notation und Beweise wurden teils geindert bzw. ausfiihrlicher gestaltet.
Inhalt ist die Herleitung von asymptotischen, zweidimensionalen, achsensymmetrischen Nachlauf-
Fernfeld-Gleichungen héherer Ordnung. Die in den vorangehenden Abschnitten angegebenen zwei-
dimensionalen Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen werden sich in diesem Kontext als Gleichungen er-
ster Ordnung herausstellen. Letztendlich werden jedoch nur Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen bis zur
Ordnung drei und hier auch nur die fithrenden Terme konkret berechnet. Der Grund hierfiir ist,
dass sich diese Terme vollstéindig mithilfe des Widerstandsbeiwertes des umstréomten Koérpers oh-
ne genaue Kenntnis eines Anfangsstromungsprofiles hinter dem Korper angeben lassen. Hohere
Ordnungen wiirden in praktischen Anwendungen meist nicht verfiigbare Zusatzinformationen (die
Kenntnis hoherer Momente) zu einem solchen Anfangsstromungsprofil erfordern.

Ausgangspunkt sind die Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen in von Mises-Koordinaten, wobei

der Druckgradient p, als vernachlissigbar angenommen wird (s. 1.4.14):

Uy = v(uug)y (3.6.1)

ILu Ting ist emeritierter Professor am Courant Institute of Mathematical Sciences der Universitit New York.
Sein mathematischer Stammbaum ist: Lu Ting < F. Ludloff « Ludwig Prandtl < August Féppl (Foppl-Klammer)
«— Christian Otto Mohr (Mohr’scher Spannungskreis).
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mit den Randbedingungen

u(,xg) = Ul —ef(y)) fiir alle ¢ € R (3.6.2)
" lllm u(p,x) = U fiir alle > x¢ (3.6.3)
uy(0,2) = 0 fiir alle z > . (3.6.4)

Dabei beschreibt f aus (3.6.2) wie in den vorangehenden Abschnitten in leicht abgewandelter
Form ein vorgegebenes Anfangsprofil an einer zunéchst nicht niher bestimmten Anfangsposition
xo > 0. Diese kann als freier Parameter der Modellierung betrachtet werden. Auf eine geeignete
konkrete Wahl von zy wird jedoch erst in Abschnitt 3.7 eingegangen. Der als klein angesehene
Parameter € soll die geringfiigige Abweichung von u von der Anstrémung U in hinreichend weiter
Entfernung hinter dem Hindernis modellieren. Er korrespondiert mit € /U aus dem Ansatz (3.2.1).
Die Randbedingung (3.6.3) driickt aus, dass u auf der Symmetrieachse des Korpers - das ist in
diesem Fall die (¢p = 0)-Stromlinie - ein Minimum annimmt, weswegen die partielle Ableitung nach
1 Null sein muss.

Beziiglich des Parameters € soll u asymptotisch entwickelt werden. Ting macht den Ansatz

u(y,x,e) =U(1 — Z eu (1, x) (3.6.5)

Die rechte Seite von (3.6.5) setzt man in (3.6.1) ein und ordnet die Summanden nach e-Potenzen:

0 = up—viuuy)y = < ie’u(” ) —v <U(1 - ieiu“) ie’u“) )
=1 T i=1 i=1 "
- —UZe ul) + vU? (( ieiu(i))ieiu$)>
¥

i=1 i=1 i=1
> o o i—1 ‘ o
= —UZ e’u(z’) + vU? Ze’ug) — Zel Zumugj*j)
i=1 i=1 i=2 j=1 "
i A R S
= U el +oU? | Y ) - 5 S S @y,
=1 i=1 i=2 j=1 "
( ) @, VU =
- _ 1 _ 1 R (4) 4, (i—9)
= U |e(uy’ —vUuy,) + Z —vUuyy + 5 (;u D=y || (3.6.6)

Die Faktoren vor den einzelnen e-Potenzen in (3.6.6) miissen bei einer korrekten Asymptotik

verschwinden, so dass man folgendes System partieller Differentialgleichungen erhélt:

2D-Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen hoherer Ordnung

i—1
ul — VUUEZM?Z} = _1/7( g uDy1=9)), = —F® firieN . (3.6.7)

Die Randbedingungen fiir die Funktionen u(? ergeben sich unmittelbar aus denen von u (wie-
derum durch Einsetzen der rechten Seite von (3.6.5) in (3.6.2), (3.6.3), (3.6.4) und Ordnen nach
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e-Potenzen):

uD(p,z0) = f)  firalley € R (3.6.8)
uD(p,20) = 0  firallei>2,¢9 R (3.6.9)
W}1‘im uD(p,x) = 0  firallei> 1,2 >z (3.6.10)
uy(0,2) = 0 fiir alle 1 > 1,2 > xp. (3.6.11)

Gleichung (3.6.12) ist fiir i = 1 wegen F!) = 0 eine homogene und fiir i > 2 eine inhomogene
Wirmeleitungsgleichung, wobei sich die Inhomogenitéit F() der Ordnung i > 2 aus Losungen u(®) |
k < i, der vorangehenden Gleichungen zusammensetzt, weswegen eine iterative Losung des Systems
moglich ist.

Den Ansatz (3.6.5) kann man natiirlich auch fiir kartesische oder Zylinder-Koordinaten machen,
was in der Literatur auch h#ufig getan wird. Die Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen in
solchen Koordinaten unter Vernachlédssigung des Druckgradienten liefern dann fiir u ebenfalls ein
System von partiellen Differentialgleichungen, das (3.6.12) entspricht. Allerdings treten dann fiir
Ordnungen ¢ > 2 auf der rechten Seite der (3.6.12) entsprechenden Gleichung Terme auf, die
Vertikal-/Radialgeschwindigkeiten v(), j < i, enthalten. Diese miissen in jedem Iterationsschritt
mit Hilfe der Kontinuititsgleichung berechnet werden. Algorithmisch ist das sicherlich kein
Problem, fiir analytische Untersuchungen ist dieses Zweischrittverfahren jedoch hinderlich.
Die von Mises-Variablen liefern gerade die fiir diese Iteration geeignete Entkopplung von der
Kontinuitétsgleichung.

Die Gleichungen (3.6.12) bis (3.6.16) sollen nun in Ahnlichkeitsvariablen transformiert werden.
Hierfiir sind zunéchst zwei Tabellen angegeben, welche die Korrespondenzen zwischen der
, Wirmeleitungs-Notation“ aus dem Kapitel 2 und der hier verwendeten ,,Nachlauf-Notation*

iibersichtlich auflisten .

Variablen-Korrespondenzen

Wiarmeleitung Bedeutung Nachlauf Bedeutung

T Raumvariable P Stromfunktion

t Zeitvariable x axiale Raumvariable

to >0 Startzeitpunkt z9 >0 Anfangsposition

a Temperaturleitfihigkeit | a := vU = U/Re U: Anstromgeschwindigkeit
Re: Reynoldszahl

z S, \/ia skalierte Raumvariable | 1 := \% = \/11%

z S = = 74 Ahnlichkeitsvariable §i=tpi= A= = wffﬂ
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Funktionskorrespondenzen

Wiarmeleitung Nachlauf
u(z,t) u® (4, x)
a(z,t) a9 (&, )
Up — QUgy = —F & ug(f) — VUu(i) =_F® &
(2.4.16)
Atily — Uz — 200; = —4tF(z,1) 4zal) — al) — 260l = —4aF O (4, x)
st *%(ZE 11U( VD) ee = —FO (¢, x)
fla f@)
f(@) = f(Vaz) F) == (VYU )
f@) = F(V/ARE) = £(v/Talo) J(©) = 15 €)

2D-Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen héherer Ordnung in Ahnlichkeitsvariablen

i i 1 o~ s o )
u& + 2§u( —4zal) = 5(2 4N =9) e = FO fir i € N (3.6.12)
~<1>(§, ro) = [f(VWwUx€) =: f(€) firalle & eR (3.6.13)
G zg) = 0 firalle: >2,£€R (3.6.14)
‘gl‘ml u(z &z) = 0 fir alle i > 1,2 > xo (3.6.15)
—00
Ue(0,2) = 0 fir alle ¢ > 1,z > xo. (3.6.16)

3.6.1 Rekursionsformel

Das Differentialgleichungssystem (3.6.12),...,(3.6.16) soll iterativ gelost werden mit dem Ziel, eine
asymptotische Entwicklung von 4 fiir x — oo zu erhalten.

—1/2

In der Literatur wird diese héufig als Potenzreihe in x antizipiert, d.h. im Sprachgebrauch von

Definition (2.1.4) wird der Ansatz einer asymptotischen Entwicklung mit einer asymptotischen

n/2 yersucht. Das geht bei der konkreten Berechnung fiir einige An-

Amplitudenfolge a,(z) = z~
fangsglieder gut, scheitert dann aber und es werden kiinstlich sogenannte logarithmische Terme
eingefiihrt, d.h.: es wird nachtriglich die asymptotische Amplitudenfolge geéindert.

Der Grund ist letztendlich, dass man bei diesem Ansatz unmittelbar dazu verleitet wird, sum-
mandenweise inhomogene Fehlerfunktion-Differentialgleichungen y!/ + 2&y!, + 2ny, = h, zu 16sen
und die Losungen nach dem Prinzip der separierten Variablen zu einer Lésung y,(&)x —n/2
der inhomogenen Wérmeleitungsgleichung v, ¢¢ + 26v, ¢ — 420, = hy, zusammenzusetzen, um
schlieflich mittels Superposition eine Gesamtlosung einer inhomogenen Wéarmeleitungsgleichung
~(Z 2£u 4xu£2 = FO (s. (3.6.12)) zu erhalten. Wie bereits erwiihnt beschreibt die
Fehlerfunktlon—Differentialgleichung aber eine linear geddmpfte Schwingung. Ist die Inhomogenitét
h = ®,, eine Eigenschwingung so tritt ,Resonanz® ein, so dass die Gesamtlosung nicht mehr das

gewiinschte Abklingverhalten fiir |{] — oo besitzt. Man wird daher gezwungen, die Strategie zu
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dndern, wodurch oben erwihnte logarithmische Terme ins Spiel kommen.

Statt direkt mit einem Ansatz einer asymptotischen Entwicklung fiir £ — oo zu starten, wer-
den im Folgenden stets Reihenentwicklungen betrachtet, welche schlicht die Basisdarstellungen in
der orthogonalen Schauder-Basis (®,,)nen des L?(u) sind. Insbesondere wird damit implizit an-
genommen, dass man sich withrend der Iteration stets im Raum L2(u) befindet, so dass solche
Basisdarstellungen stets moglich und wohldefiniert sind. AbschlieBend wird eine Umsortierung der
Summanden vorgenommen, so dass man eine asymptotische Entwicklung fiir x — oo erhélt. Dieses
Prinzip wird von Ting ,Normalbasenmethode® (engl.: ,method of normal modes®) genannt, fiir
die er auf das bekannte Werk [12] ,,Methods of Mathematical Physics“ von Courrant und Hilbert
verweist, in dem dieses Vorgehen jedoch nicht als besondere Methode proklamiert wird (s. Kapitel
V §2Abschnitt 1, S.282).

Die benétigte Notation ist etwas umfangreich aber dafiir exakt. Wir beginnen mit den Bezeich-

nungen fiir die Basisdarstellungen in (®,,)nen:

i) = Y oD (@)0a(9) (3.6.17)
n=1
o) = @O 2), @)/ (| (3.6.18)
PO, r) = R ()@ (€) (3.6.19)
n=1
hD@) = (FO(2), @),/ (|,
1—1
1 N
— z = (7) 77 (i—7) . 2
b 2;<(u W )ee(w, ), Du) /[ @l
1 oo i—1 ) o
s g 2 2w @ @) (B2 )/ [l
(3.6.17) k=1 j=1 R
=:Qkin
1 [e%s) 1—1 ) o
- §Zakm v (@) (2). (3.6.20)
k=1 j=1

Man beachte, dass die Koeffizienten oy, vom konkreten Problem unabhéngige Konstanten sind,

fiir die agyn = aqn und nach Lemma 2.3.5 ¢)
agn =0 fiir gerades k+ 1 +n oder n < 2 (3.6.21)

gilt. Nun setzt man die rechten Seiten von (3.6.17) und (3.6.19) in die Differentialgleichung (3.6.12)

Dol (@) (@ (€) + 261,(€)) — davl) (@) Dn(€) = Y (200 (@) — davl) (2)) D (€)

und schlieft durch Koeffizientenvergleich

. 7 . s . 1 .
—2m®(z) — 4@ () = BD(z) & o (x)Jriv(l)(:c):—Ehgf)(x) (3.6.22)
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fiir alle n € N und = €]0, 00[. Diese gewthnlichen, inhomogenen Differentialgleichungen erster

Ordnung haben auf dem Intervall [x¢, oo[ die Lésungen

. Tz n . z ]_ . t n gg
vV(z) = el <v§;>(z0) / 4—th§;>(t)efxo 2sd‘5dt)
xo

)\ ? ; 1 % A
= — O (zg) — — [ BO@) [ — dt
(£) ( 0= | ()()

_ N\ o0 (29) — - (00D (1)1
(3.6.20) <$0) (a0) :c H Z O‘klnz Uk vy ) ()2 dt. (3.6.23)

k=1

Gleichung (3.6.23) stellt eine Rekursionsformel zur Berechnung der Funktionen v,(f ) dar. Fiir i >2
liegen gemiB (3.6.14) homogene Anfangsbedingungen vor, so dass

oo

w0 (z) = =Y aka/ DN 5 ar firi > 2. (3.6.24)

3.6.20
( ) k=1

Nach diesen allgemeinen Uberlegungen beginnen wir die konkrete Berechnung. Man sieht bereits,
dass es fiir beliebige Iterationsstufen aussichtslos ist, iibersichtliche, geschlossene Formeln anzu-
geben. Wir beschranken uns deshalb auf die Berechnung der ersten drei und geben anschliefend

einen Ausblick auf die nachfolgenden.

3.6.2 Berechnung von !

GeméB Satz 2.4.7 ¢) und der aus diesem resultierenden asymptotischen Entwicklung (2.4.43) macht

man den folgenden Losungsansatz fiir @(1) (vgl. [55], Gleichungen (2.18)-(2.20)) :

g: A, (zi) o D, (€) (3.6.25)

— 0
An = on+1 n]_l\/_/f ( )dw

- 2n+1((n—1 \/_/f\/_w ”1<\/jlb7)dw

_ (="t 0
= i )Wl f()Hn1 (Tm) dip (3.6.26)

i (¢, )

1
A = —— d Hy=1 3.6.27
¥ L [Ho = 1] (3.6.21)
Az = —-2)d H, =42” —2]. (3.6.28
s 32\/1/Uaco/ (VU:EO ) v [Hz = 42" =2]. )
Aus (3.6.25) und (3.6.17) erhélt man insbesondere

z —-n/2

oM(z) = A, (—) : (3.6.29)
Zo

Fiir achsensymmetrische Stromungen ist auch das Anfangsprofil f achsensymmetrisch, d.h. f ist
eine gerade Funktion: f(¢) = f(—). Weil Ha,_1 nach (2.2.12) eine ungerade Funktion ist, ver-

schwindet das Integral auf der rechten Seite von (3.6.26), weswegen

Asp, =0 fiir allen € N, (3.6.30)



Dies bedeutet aber:

7

@) = 0  firalleneN (3.6.31)
0o T —(2n+1)/2
aM(g,z) = ZAQnJrl <—) Dont1(£) (3.6.32)
n=0 o
1
= —— dy @ O(x=3/2 3.6.33
= [ 1) v @9 + 0l (363
1 (o)
= — dp ® O(z3/?). 3.6.34
3.6.3 Berechnung von 4
Einsetzen von (3.6.29) in (3.6.24) ergibt
1 .
(2) — _ .5 (1) (1) n_1
v (@) (3620 8 k;l Wl / v o (0t dt
1 . ktl [T (kgD
= ——x 2 nAgA1z,y? t—2  ldt
(3.6.29) 899 2 kzlzjl Qkin A A1 /zo 2
1 co m—1 B
= 7533*5 Z Z Ok (m— k)nAk m— kl'o / t 2 “ldt
m=1 k=1
L e N O
= —g% Z Q(m— k)nAkAm kxo
8 m—1 k1 ln £ ,m=n
xo
co m—1 L % T2
1 ( ) ,m#n
= S Z ak (m— k)nAkAm k ﬂ(xo )
8 =1 k=1 c ) * z -
= @ nE) e
(3.6.35)
Fiir ein ungerades m € N und ein k € {1,...,m — 1} ist entweder k oder m — k gerade, so dass

nach (3.6.30) ApA,,—r = 0 gilt. Folglich braucht in (3.6.35) nur iiber gerade m summiert werden.

Sind m,n gerade und k € {1,. — 1}, so ist auch k4 (m — k) + n = m + n gerade und damit

Qp(m—k)n = 0 gemés (3.6.21) Insbesondere ist v( ) =

= 0 fiir gerades n und fiir ungerades n wird

in (3.6.35) der Fall m = n eliminiert, der einen logarithmischen Term enthélt. Zusammenfassend

ergibt sich also fiir alle n € N:

@ _

Van -

(3.6.36)

oo m . Ao Ag —-m -n+3
) = 33ttt i () (2)
( *n)+4 xo x0

m=1 k=1
=:Bmn
00 —-m 00 —-n+3
X X
= Z ﬁmn (_) - Z ﬁmn (_)

Zo Zo

m=1 m=1

———

=iTn

00 2\ ™ - —n+3

m=1

(3.6.37)
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Hieraus erhélt man folgende Darstellung von @(?):

ﬂ(Q)(f’z) = ZUQn 1 q)Qn l(g)

: z(w 0" ~() e

n=1
—-m 00 —n—f—%
m=1 n=1

Wir berechnen nun wieder den fithrenden Term dieser Entwicklung. Zuerst zeigen wir y; = O:

Q41 = <(@k@l)//a¢1>u/”¢1”2 0

(3.6.20) i (3,;21)

m
1

Z Qok—1,2(m—k)+1,1A2k-1A2(m—p)+1 =0

= Pm (3.657) 8(m—1)+4 P

0o
71 (3.6.37) mz::l 5m1 ( )

Als néichstes wird ZZO L Bin®an—1(€) = $AF(P3(E) + P2 (§)erf(§)) bewiesen. Es gehen zwei Detail-

rechnungen voraus ( =00, £00-0:=0, ®; :=0=: H;_; fiir j <0):
(B, ®)_) = /@1(1)k_2((1)1e )dé / d, c1>k_gid§
(232) —~— Nz
*erf/

= [erf @y 2\/2_]+°O—/erf<1>k 17d§

=0
2
- —/(erfCI)l)CDk,ld{ o5 —/(erf@l)(—l)kﬁH;ﬁ,gdf
2 2
= - ) AR—— Y £0,) (—1) ————Hj,_1d.
(erf0) (1) s s 72+ [ (et (1) g i
=0
1
= m/ (erf@l) ( )k+17Hk 1d€
:(bf-l—erf(bg
=P et?
1 2
=  ——— [(®? + erf®y)Pret d
(2.3.2) 2(k-1) /( 1+ erf®o) et df
1
- _m(q>§+erf¢2,q>k>u fiir alle k € N>3 (3.6.40)
1 (@Y7, ®) 1 (93,®)0) 1 (B2 4 erfdy, By),
42-k) ([Pl 2850 4@2-Fk) [Pz} 640) 8(k—2)(k—1) @12
1 (B2 + erf®q, D), B E(CI)% + erf®y, Dy),,

@23n S(k—2)(k—1) Loh-1(k—3) 2 Z2kHi(k— 1)

1 (92 + erf®,, ®
_ L@t = B i alle ke N>3 (3.6.41)
(2.3.7) 2 ||<I>k||# =
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nPon_ = —_— o1 A2y, = Y S —— A2P
;61 7 3687) ; 4(3 — 2n)a1’1’2 TRl g 6 1) ;::1 43—k — 1)a1’1’k Lk
_ i L (@D, @iy 4o A 142 i (PF + erf s, Op), o,
(3.6.20) £ 42—k) [Pk ! (3.6.41) 2 ! — [ ®xll2
2.3.5 b),c)
1
= 5A§(<I>§ + erfdy). (3.6.42)

Setzt man abschlieflend (3.6.39) und (3.6.42) in (3.6.38) ein, so erhilt man:

W(6n) = FANBHO + Ba(©art©) (L) 40, (3:6.43)

Zo

3.6.4 Berechnung von @

Begonnen wird wieder mit der Rekursinsformel (3.6.24) zur Berechnung von o) (x):

oo

]. n z n
o (x) —gr i Y akln/ (Mo 40P Wy@yes dr, (3.6.44)
k=1 o
Wegen véi} = 0 = véi) und aok—1,21-1,2n op—1,21—1,1 fiir alle n, k,l € N
(3.6.31)  (3.6.36)

- 0 =
(3.6.21)  (3.6.21)
sieht man sofort, dass wiederum

véi) =0 fiir alle n € N (3.6.45)
o = o (3.6.46)

Es folgt nun die etwas langere Berechnung von Uéi)q(x):
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(3.6.29)
(3.6.37)

_3
—ge Z Ozk—1,20-1,2n-1 / (08 053y + oS o)) (@Rt

oo
1 gl
*glﬂ 2 E 2k—1,21—1,2n—1

k=1
1 1
T " —k+5 0 + —m " —i+1
/ Aok—1 (—) > B | — —y (=
To Zo P} To o
> -m —kt+1 14l
t t 2 t 2 s
+ <Z ﬂmk <_> — Yk <—) ) Aglfl <—) ) "2 dt
Zo To )
m=1
1 oo pfl o0 ) -
el 1 o
1" e < Z Qok—1.21-1,2n—1A2k—1Bp— k170 2/ Pl
p=2k=11=1 0
oo p—1 -
-1 1
- Z a2k*172(p7k)71,2n71A2k—1’7p_k$g / $n—p 2dt>
p=2 k=1 zo
1 B N B N
ip i 0ok—1,21-1,2n—1A2k—18p—k,1 <(£) pta B (£> ”+2>
p=2 k=1 =1 A(p—n) T T
p#n
=:0pn
n—1 oo 4l
Q9k—1.9]— _1 Ao - T 2 z
_ Z 2%k—1,21 1,2n41 2k—1Pn—k,1 <_) I (i) (3.6.47)
k=1 1=1 Zo T
=
- el
,ipz Qo1 2(,) k) 1,2n—1A2K—17p—k <<£) p+1 - <£> n+2>
p=2 k=1 )+ 2 Zo X0
=Kpn
o) - —p+3 0 . —p+1 —ntd
(5;vn (_) —Zl‘ﬁpn (—) Zépn—zmm (—)
To - o) 2o
p=2 p=3
p7n psén

,nJ’,%
xZ i)
[ 1 (—) 3.6.48
m(Z) (% (3.6.48)

In der zweiten Summe beginnt die Summierung bei p = 3, da k2, = 0 wegen v; = 0 gemif (3.6.39).

In (3.6.48) treten erstmals nicht verschwindende logarithmische Terme auf. Durch Umsortieren
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erhiilt man folgende Darstellung von @(®):

a® (¢, x)

(3)

) Pay—1(€) [v7”) =0, 5.(3.6.46)]

E:’U2n 1

" —p+i o 0o r —p+1
= Z (Z 6pnq)2n71(€) <$_) - Zﬁpnq)anl(f) (I_>
p=2 \n=2 0 p=3 \n=2 0
pFEN
—-n+3 00 —-n+3
T T T
_Z Zél’n Zf@pn Pop—1( (xo) (3 (x_o) In (x_o)
n=2 p=2 n=2
pFEN
_3
T 2 3
= —n®3(¢) <—) In <—) +O0(z™2) (3.6.49)
Zo Zo
Abschlielend wird der Term 7, bestimmt:
A3 N ar-1,300,0,20-1
— A _ 1 s 5 s Ly
2 (3.6.47) 4;% A-1,3 161l(3637) 4 — 4(3 —21)
_ Z (P1Po—1)",P3)  (P}), Po—1)y
T2 wlE G- 2)[aall
_ A_i (@1 P21, P1)y (D% + erf®q, Poy_1),
(239 4 & [®117 2|[ @217
(3.6.41) =
i gy Doy
1 2 2l—1 2 201
= (@2, 2Ly (2 erfd,, 2L
8|\‘I’1||ﬁ; Ul ea—a ] T [ @21 "
AT N, Do Doy 1 =, s Bo_q Doy
= —_— P71, . , D7 + erf®@y,
@237 32 <;< U@l P21l Z; [l @2l
A3 /m
= 2 07 + erfd 3.6.50
2.3.5q) 32 (@1, @1 + exf®s), ( )
o o s 16 [ ge 16 [ .. 16
(1, ®7), = /(I>le d¢ = — /e d¢ = T e dz= il (3.6.51)

(q)%, erf®;),,

Einsetzen von (3.6.51) ,

= /(I)lerftl)ge d¢ = 3/2 erf(€)(—4ge %" )dg = —%/@1(@@*2%5
_ 7& 362 0 2 8
— /e d¢ = —\/§7r2 /e dz = AT (3.6.52)
(3.6.52) in (3.6.50) ergibt:
A3 m (16 8\ A
" 32 (\/§7T3/2 - \/5773/2) 43
A3 z\ T
~(3) i il = 3
©6a) = a0 (=) m(Z)+ou
A3 z\? 3
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3.6.5 Prinzipielle Gestalt von @, i > 3

In diesem Abschnitt soll - wie in der Einleitung angegeben - die prinzipielle Form der asymptoti-

schen Entwicklungen der Funktionen

(’)fz :i

fiir £ — oo beschrieben werden. Wir beschrinken uns dabei auf eine tabellarische Angabe der

z-Amplitudenterme in den Funktionen v,(f ) (x), i,n € N. Dazu sei noch einmal deren rekursive

Definition wiederholt (s. (3.6.29), (3.6.31), (3.6.24), (3.6.21)):

v (@) = 0 (3.6.54)
v 1 (z) = Az <§) (3.6.55)
0
o0
v (z) = Yy akznZ/ @D Nt tde firi>2  (3.6.56)
k=1
agm = 0 fiir gerades k+ 1+ n oder n < 2. (3.6.57)

Aus (3.6.54), (3.6.56) und (3.6.57) folgt
ol =0 =0l fiir alle i > 2, (3.6.58)

wobei sich die rechte Seite dieser Gleichung mittels einer kurzen Induktion iiber ¢ mit Induktions-
anfang (3.6.54) ergibt. Die Rekursion (3.6.56) lautet demnach fir i > 2 <n:

vl () = ——x‘”+2 Z Q2k—1,21-1,2n— 12/ @) WSy Rdt. (3.6.59)
k,l=1

Die z-Amplituden in den Summanden dieser Reihendarstellung von ’Uéiz_l (x) sind gem&B dieser Re-
kursion in der nachfolgenden Tabelle 3.1 dargestellt. Fiir die Stufen ¢ = 1, 2, 3 sind in der Referenz-
Spalte die genauen Referenzen angegeben, aus denen das Auftreten der in der - Amplituden-Spalte
angegebenen Ausdriicke hervorgeht. Fiir die Stufen ¢ = 4,5, ... wurden die z-Amplituden durch In-
tegration aller z-Amplituden-Produkte p der Stufen j und ¢—j fiir j = 1,...,i—1 geméB Gleichung
(3.6.59) mittels zte f;o p(z)x”*%daz gewonnen. In der Spalte , fithrende Ordnung* ist der insge-
samt fithrende Term der jeweiligen Stufe unterstrichen.

Auf eine ausfiihrliche Angabe der zugehorigen, einfachen aber schreibaufwendigen Rechnungen
wurde verzichtet, da deren mathematischer Gehalt gering ist und hier lediglich ein Eindruck vom
Fortschreiten der logarithmischen Terme in den Lésungen (f x) fiir hohere Ordnungen i ver-

mittelt werden soll.



Stufe r-Amplituden fithrende Ordnung | Referenzen
ol n>1 | amte n=1:a2": (3.6.29)
o m>2 ] m>1 m=1:a"! (3.6.37), (3.6.39)
Tt n=2x%
o) m>2 ] e m > 2 m=2z% (3.6.48)
™™ m > 2 m=2: 72
=3 In(x) n=2 z"?%In(z)
o) m>2 )zt D n=2 a1
™ om > 2 m=2: x~2
&= m >3 m=3 2%
x”™1In(x), m > 2 m = 2: 272 In(z)
e "z ln(z), n >3 | n=3 z"2In(z)
o) =2 a2 n=2az:
™ om>2 m=2: g2
™I m > 3 m=3: 2%
et 2 In(z), m >3 | m=3: 2% In(z)
x~™In(z), m >3 m = 3: 273 In(z)
e 2 In(z)2, n >3 | n=3: 22 In(z)2
’U;i_l, n > 2 | s. Lemma 3.6.1 >3
1>5

Tabelle 3.1: logarithmische Terme

D Ting deutet in [55] S.29 letzte Zeile etwas ungenau (ohne Beweis) an:
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... the contribution of the higher order perturbation on e*u(® are at most of the

[43

order e*z73/2 or e*x=%/%In(x) ...

Spéter im Abschnitt 2.3 Logarithmic Terms in Higher Order Solutions auf Seite 30 ergédnzt er noch

(ohne Beweis):

—n/2

oIn the €* terms there are terms of type x In(z)®x(€) where n is any integer

due to the product of u(*) and u® and the square of u(?) in the inhomogeneos part.*

Stewartson [51] S.179 schreibt ab Zeile 9 von oben (ohne Beweis), dass bei der Ordnung ¢ = 4
Terme z~2log(x) und x~2 auftreten. Alle genannten Terme findet man auch in der Tabelle fiir die
Stufe 4 wieder.

2) Ting [55] weist im Abschnitt 2.3 S.30 fiir die Stufe 5 auf Terme 2=/ In(x)?®,(x), A € N>3, hin
(A = n in der hier verwendeten Notation). Stewartson [51] S.179 gibt fiir die Stufe 5 zusétzliche
(fithrende) Terme log(z)2z~ 3, 2~ % log(z) und 2~ 3 an. Wiederum findet man all diese Terme auch

in der Tabelle fiir die Stufe 5.
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Das folgende abschliefende Lemma gibt grob die Menge an, in der alle z-Amplituden der Stufen
7 > 4 enthalten sind.

(@)

Lemma 3.6.1 Alle xz-Amplitudenterme der Funktionen vs,,

_1, © € N34, n € N>y, sind in der
Menge
M :={z"#In(z)’;a € N>4,b € No} U {2~ %} (3.6.60)

enthalten, d.h. U;Z_l(ac) lasst sich als Reihe
. (o]
V(@) = D ajm;(x)
j=1
mit geeigneten a; € R und m;(z) € M darstellen. Insbesondere gilt fir i € N>4:

Vi) 4 (@) =0~ %) o= o0, (3.6.61)

Beweis: Vorbereitend seien folgende Stammfunktionen angegeben, von deren Giiltigkeit man sich

leicht durch Ableiten iiberzeugt:

/_1 s In(z)**tt
7 In(x)’dx = 11 fir s € R\{-1} (3.6.62)

s 1
/x" In(z)*de = 2" ; = l()T(i)Jfll)lH In(z)*~! fiir r € R\{—1}, s € Np. (3.6.63)
Der Beweis des Lemmas erfolgt durch Induktion iiber ¢ € N>4, wobei der Induktionsbeginn aus
Tabelle (3.1) fiir die Stufe 4 folgt, so dass wir direkt zum Induktionsschritt {ibergehen. Sei da-
zu ¢ > 5 und die Behauptung gelte fiir alle ¢/ = 1,...,4 — 1. Es seien j € {1,...,i — 1} und
ki=i—j¢€{l,...;,i—1}. Wegen i = j+ k > 5 gilt j > 3 oder k > 3, so dass wir aus Symme-
triegriinden der nachfolgenden Argumentationen j > 3 annehmen kénnen. Es seien p(x) und ¢(z)
x-Amplitudenterme der Stufe j bzw. k. Nach Induktionsannahme und Tabelle (3.1) haben sie die
Gestalt

p(r) = 2 %2In(z)’, a€Ns3beNg
q(z) = z72ln(x)?, ceN,decN.

Setze r == n — %ﬂ'?’, s := b+ d. Gemifl der Rekursionsgleichung (3.6.59) erhélt man alle -

Amplitudenterme z(z) von vg,z_l(ac) durch eine Integration der Form

2(z) = "tz / Pttt 2 dt = z e / =TT () Hdy =z e / " In(t)*dt.
o o o
Im Fall r = —1 ist
a+c+3 a+c+3 7 5
_arero ,, _arers g g2
" 5 T 2 =3 2

und aus (3.6.62) folgt, dass

2) = 273 (@) ey (@) Infa)*t
s+1 1, s+ 1 P
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eine Linearkombination von zwei Elementen aus M ist im Fall r # —1 folgt aus (3.6.63):

xT

_ 7n+ r+1 s—1
z(x) = z |t Zs—l 7“+1l+11(t)
1=0 o
_ —n+ +r+1 s—=1 —n+ r+1 s—1
B Zs—l r+1)l+1l(x) "o Zs—l r+1l+11(x0)
=

a+c 5 _1 ! ' - n—1

— %9 (=1)’s In(z)*~" — ar T

2o (s — DI(r + DI

Wegen a+c¢ > 4 und 2n — 1 > 3 ist z(z) wiederum eine Linearkombination von Elementen aus M.
Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen. Die Abschitzung (3.6.61) folgt nun mit der Regel
von de I'Hospital, denn fiir b € N gilt
1 b 1 by/ 1 b—1 1
i 2O g, W@ oy gy, O gy i L,

Ist nun a € N34, so folgt hieraus:

2”2 In(z)’ =272 =0(x™ 7 )gO(:c_%) , & — 00.

3.6.6 Zusammenfassung der Ergebnisse

Aus den vorangehenden Abschnitten erhilt man folgende asymptotische Entwicklung von (&, x, €)
fiir x — oo bzw. € — 0 (s. (3.6.5), (3.6.33), (3.6.43), (3.6.53), (3.6.61)):

Lo Lo

ie w0 = U(lefhcm(s) <£>é%eQA?(Qﬁ(E)JrfI)z(E)erf(f)) (ﬁ>

437 Zo

Diese Formel kann man jetzt wieder mit Hilfe der Widerstandskraft W des umstrémten Korpers

+ﬁq>3(g) <£> In(z) + 0(6x3)> . (3.6.64)

anstelle von A; ausdriicken. In der Literatur wird hiufig eine zu W proportionale Konstante A

eingefiihrt:
= @ % = 71 —u ¢a$0)
4 e ( 7T> 3.627) 2V/vUn /ef(w)d 362) Qm/ dip
= SUudiis /(U (¥ (zo,y), w0)) —5 == dib = 2U\/ﬂ u(@o,y))u(@o, y)dy
=u(z0,y)

w
, Jydy = ————. 3.6.65
2U\/1/U7r/ u(wo,y))u(o, y)dy 2pUvvUT ( )

[ In dem Artikel von Ting [55] S. 30 ist bei der Bestimmung von A beim Ubergang von Zeile 7 auf

Zeile 8 ein Faktor % verloren gegangen, so dass dort A = Qp\/’iﬂ steht, wobei D = W .] Setzt
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man (3.6.65) in (3.6.64) ein, so ergibt sich:

iea) = U (1= FAp(©n - TABHO + D(Oert(E)o

VT s _3 _3 )
+ A°®3(&)z™ 2 In(z) + O(x™ 2 3.6.66
A () + 06 (5.6.60)
Wegen
2
P = —
4
®7(0) + ®2(0) erf(0) = —
N——" s
=0
4
P = ——
3(0) ﬁ
lautet Gleichung (3.6.66) auf der Symmetrieachse £ = 0 hinter dem Korper:
1 1 1 3 3
w0,2) = U(l—Az 2 — A%z ' — — A% 2In(x)+ Oz~ 2 ) . 3.6.67
0.0 = v A - L@ o). Been

Dies ist das letztendliche Ergebnis aus [55] S.30 Zeile 5 bzw. [13] S. 174 Zeile 15.

3.6.7 Umrechnung in kartesische Koordinaten

Die Darstellung des Stromungsfeldes in von Mises-Variablen (z,1) wurde wie bereits erwihnt
deswegen gewédhlt, weil man in ihnen aufgrund der Entkopplung von der Kontinuitédtsgleichung
besser analytisch strukturell argumentieren kann, als es in kartesischen Koordinaten (x,y) der Fall
ist. In praktischen Anwendungen mochte man ein Stromungsbild jedoch meist in den vertrauten
kartesischen Koordinaten und nicht in von Mises-Variablen sehen, weswegen die Berechnung der

kartesischen y-Koordinate mittels der Formel (1.4.15) auf Seite 11

»
v o= v = [ o

durchgefithrt werden muss, wobei u(x,1) die horizontale Komponente der Nachlauf-Fernfeld-
Stromung in von Mises-Variablen ist, wie sie in den vorangehenden Abschnitten asymptotisch
fir x — oo bis zur Stufe 3 berechnet wurde. Diese Integration ist fiir die komplizierte Funktion
u(z,1) kaum analytisch moglich, so dass numerisch integriert werden muss, was eine zusétzliche
Fehlerquelle darstellt.

Fiir praktische Anwendung ist daher eine analytisch exakte Asymptotik fiir z — oo in kartesischen
Koordinaten (ebenfalls bis zur Stufe 3) vorzuziehen. Bis zur Stufe 2 inklusive der Vertikalkom-
ponente wurde eine solche Asymptotik von Goldstein [21] auf Seite 553 in den Gleichungen der
Textziffer (27) angegeben. Stewartson berechnet in [51] S.178 Textziffer (2.16) den zusétzlichen

Term der dritten Stufe. Crane [13] korrigiert einen kleinen Fehler in Stewartsons Rechnung. 2 In

2Stewartson und Crane geben, obwohl sie eigentlich alles bereitgestellt haben, im Text explizit nur die Horizontal-
komponente der Strémung auf der Symmetrieachse y = 0 hinter dem Hindernis fiir den Fall einer flachen tangential
angestromten Platte an. Dies ist fiir den an Theorie weniger interessierten Praktiker, der gern eine formelméfig

kompakte Darstellung hitte, wie sie beispielsweise Goldstein anbietet, etwas hinderlich.
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dem Buch von Berger [3] sind die Ergebnisse von Goldstein und Stewartson (ohne Cranes Korrek-
tur) in den Abschnitten 10.12 und 10.13 auf den Seiten 239-246 direkt iibernommen.

Im Folgenden soll die vollstéindige Asymptotik bis zur Stufe 3 in kartesischen Koordinaten aus Tings
Ergebnis (3.6.66) in von Mises-Variablen abgeleitet werden, welches hier {ibersichtlichkeitshalber

noch einmal wiederholt wird:

V7 A% In(z) )
32313

A3ln( ) (o2 —¢2? .
AR ee vt ol >)
(3.6.68)

VEA,
2/

2

B TA?

ax) = U<1 ®1(8) x(<I>2(§)+<I>2(§)erf(§)) 3(§)+0(x3)>

vVavUx

Die gesuchte Nachlauf-Strémung in kartesischen Koordinaten sei deutlichkeitshalber mit

Viart = (Ukarh Ukart)

bezeichnet, wobei wie {iblich w4+ die Horizontal- und vgq,+ die Vertikalkomponente sei. Die mogli-
cherweise neue aber naheliegende Idee ist nun, die von Mises- Ahnlichkeitsvariable £ ihrerseits asym-

ptotisch in Koordinaten (x,7) zu entwickeln, wobei n = ¢-£, ¢ € R, eine geeignete kartesische

f’
Ahnlichkeitsvariable mit noch zu bestimmendem Faktor ¢ ist. Hat man eine solche Asymptotik
& = &(x,n) von hinreichend hoher Stufe gefunden, so erhélt man wuyqr¢ durch Einsetzen in (3.6.68)

als ugart(z,m) = @(€(x,n), ) und vie+ errechnet sich aus der Kontinuitétsgleichung.

In O-ter Nidherung (Asymptotik O-ter Stufe) stimmt die Nachlauf-Stromung mit der konstanten

Anstromung U iiberein, so dass man den Ansatz
wkare(z,7) = U+ Oz %)

machen kann, wobei die Annahme einer Asymptotik O(:c*%) auf der Tatsache beruht, dass ugqrt
und @ auf der Symmetrie-Achse y = 0 = ¢ iibereinstimmen und @ gemif (3.6.68) dort eine solche

Asymptotik besitzt. Hieraus erhdlt man

y Y = [ z [ .
[ tv= [ wsante) dy = [Misarsan) dy =22 ["0+ 06 ) an
0 0 0 0

gUU +0(1)

_ Y _ 2—1 -1
& = \/W\/;c n+O(x™2).

<
|




erf (&)

4v?

so bedeutet dies

A
N R Y
n+O0(z"7) (3.6.69)

7+ 200(a~#) + O™ = 7 + Oa ™)
exp(—1” + O(e™4)) = exp(—n?) exp(O(a %)
exp(~°)(1 + O(a~4)) = exp(—n?) + O™H)

Einsetzen von (3.6.69) in (3.6.68) ergibt demnach:

Ukart(za 7’) - ﬁ(f(xﬂ?)a :L') =U (1 -

e"2> +0(z ).

Sl

Diese Asymptotik erster Stufe fiir ugqrt(z,n) benutzt man nun wiederum, um eine Asymptotik

hoherer Stufe fiir £(x, n) herzuleiten:

Y dvx (7 A e 1
Y = /o Ukart (T,7) dy:\/7/0 U<1\/—5€ >+0(93 ) dn
A n 7772 —1 _ \/EA —1
= V4vUzx (n— \/_5/0 e dn+O0(x™)) = vVavUzx (n— 2\/Eerf(n)+0(x )
= 2 =n— ﬁAer z!
€ = go—=n- et + 06 (3.6.70)

Erneut setzt man (3.6.70) in (3.6.68) ein und bekommt mit zwei vorbereitenden Rechnungen:

& = =yt + 06
e = exp(—n?— @Anerf(n) +0(27Y) = e exp(~ @Anerf(n) +0(z™)
= 1= Y k) £ 0 ) = e — VA e i) + O

v v
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A 2 A2 2 2 A3 In(x) 2
— _ =& _ 12 (o287 —£ 2 _ —£
Ukart (l‘, 77) (3.6.68) U <1 \/Ee 2% (6 \/Ee erf(f)) + 8\/§$% (25 1)6 >
+O(a™%)

- U <1 - {e‘”z —~ %ne‘”Qerf(n) + O(x‘l)}

L ([ + 0] = VA [+ 06 h)] [ + 0@ )] [t + 0 )]

3 nlr 1 2 1 3
+2¢1§;£%) [2772 1+ O(x—a)} [e—" + O(x_i)D + 0
2 2 2 2 3 n{r 2
= U <1 - %e" - ;1—1‘(67277 +v/mne " erf(n)) + /81\/1_73(0;(27’2 —1)e™" )
+O(z™2) (3.6.71)

Man erhélt also nicht nur - wie vielleicht zu erwarten war - eine Asymptotik zweiter Stufe fiir
Ukart, SOndern bereits die gesuchte Asymptotik dritter Stufe und eine Fortfiihrung der bisherigen

Iteration wiirde zu keiner Ergebnisverbesserung fithren.

Nun wird die Vertikalkomponente vg,; bestimmt. Vorbereitend benotigt man die partielle Ablei-

tung von ugqr¢(2,n) nach x:

1
e = 23@7’

%(ukwt (z,1)) = (Urart)z(T,1) + N (ukart)n(xa n)

A 2 A2 2 2 A3( — éln(x)) 2 5
= I Y G 7 erf 2 2 —1)e" -5
o) U (2:0% e T+ 572 (e +v/mne " erf(n)) + W (2n e T 4+ O(= 2))
1 A 2 A2 2 2 A3 1n(x) 2 3
_ _ T 2 =" orf 22— 1)e " -3
2ZnU( \/Ee 5 (e + /e " erf(n)) + V303 (2n e T 4+ O(x 2))17
A A? A3/31
S (e e e at() - AR et o)
2x2 2x 1622
A 2 A2 2 2 A3 1n(ac) 2 5
+nU e 4+ (72 4+ \/mne " erf — 2 —1)e " —i—Ox_E)
0 (Goge™ + e Ve ata) — RO e o))
(3.6.72)

Unter Beriicksichtigung der Haftebedingung vje,+(z,0) = 0 berechnet man vyq,+ durch (partielle)
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Integration von (3.6.72):

v [dva
Vkart (Zay) :/ (vkart) / Ukart T 77)) dﬂ
0

V/ oA A? A3\/§1n(:c) 2
= — 77 727] 77 2 —n
(3.6.72) v [/0 2 T3 (e + /e " erf(n)) + 2 (20 = 1D)e™™ dn
A g Ao 2 A% In(x) ’
—n{=e "+ (e + “"erf 2n* — 1 ")
77( e 212 — (e Ve ™ erf(n)) — SR @ — 1)e
s [ty e e Penttn) - S8y — 1 ] +06)
202 8v/322

A3In(x)

- U _ A e (e e ext(n) + 27 = 1)e™ dy
0

2r2 4+/322
2 2 2 3 n 2
0(Fe + op e 4 vaneattn) - S 2B o - pe) | + 0
B A2 [ [x N )
= VU _7%—% <\/;erf(\/§n) -5 erf(n)) 4\/_302
2 2 2 2 3 n 2
(S e e ent(n) - R e - pe )|+ 0l ?)
= VU _—gneﬂﬁ + ;;% (?(1 - 2772)67772erf(77) - 77672"2 - \/gerf(\/in))
3 n(x 2
+‘Z\1f733(02)(2n2 —3)pe" ] +0(z7?). (3.6.73)

Das Ergebnis wird noch einmal iibersichtlich zusammengefasst.

2D-Nachlauf-Fernfeld, achsensymmetrisch, Asymptotik dritter Stufe in kartesischen Kordinaten

A 2 A2 2 2 A3 1n(ac) 2 3
Ukare = U |l— =T — —(e72" + /mne " erf +7.22—1e_’7}+0$_5
fart = U |1 e = S e () + S A P - 1) (@)
(3.6.74)
A 2 2
Vkart = VU {——ne "y 5 (‘{(1 —2p*)e” " erf(n) — ne”" — \/gerf(\/?n))
552
Adln(z) 2}
+ 5 92 _ e | + O(z2). 3.6.75
e - e (o) (3.6.75)
U
n o= oz Y (3.6.76)
_ w , (3.6.77)

2pUvUT

Dieses Resultat soll nun (bis zur zweiten Stufe) mit denjenigen von Goldstein und Stewarts-
on/Crane in Einklang gebracht werden, was nicht ganz trivial ist, weil Goldstein eine andere
Entdimensionierung vorgenommen hat, welche auch von Stewartson/Crane iibernommen wurde.
Im Folgenden werden deshalb Goldsteins Bezeichnungen stets mit einem Index G (fiir Goldstein)
gekennzeichnet, um Verwechslungen oder Uberschneidungen mit der hier verwendeten Notation zu
vermeiden. Goldsteins Variablen werden in die hier verwendeten transformiert, so dass ein Vergleich

der Ergebnisse moglich wird.
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de = Lp
pc = p
vg = v*
XG =
Yo = y°
U = U”
UG = u;:art
Vo = U;:art
XG I*
xg = = =
U U /UL ULLY y* U
o = Doy, (/B)BBy_*:\/ﬁ@y:\/_y
VGdG Ly \/;
_ _ U’kart/UB _ U/kart
ug = = =
UOG U=/U}
v _ L* U* 'Uzmat _ Vkart
¢ V VGUOG ~ Ve U* Vhart =\ U7)
YGc V2
= 2
e V2za \/21/33 Gore)
De = W*/Lg (s. [21] Seite 551 Zeile 1)
A D¢ W= /L% W*/L*
G = = * JT* * = * - *
2pavTrgdcUoc Use  2p*\/mv* LU+ U QS_EP*B\/ —n UB)Qg* g;_;UB
W LUy WURy W
20V mvU U 20V/mvU U 2pV7vU U (3.6.65)
Goldsteins Asymptotik zweiter Stufe lautet ([21] Seite 553 Ziffer (27)):
—_ = 1 A2 1 1 1
ug = 1-— AgacG;e_iné - 2—G [6_7720 + (aw)ince_inéerf(nc/\/i)} (3.6.78)
ra
Ac 1,2 A? 1 .2 1,2
= — -3 _ G —\3 22\ ,—3M
va - 2%ZG77G6 276 + (21,G)3/2 |:(27T)2(1 WG)@ 2 Gerf(nG/\/i)
—nge e — ﬂ%erf(ng)} . (3.6.79)
Einsetzen der oben angegebenen Variablenkonvertierungen liefert:
ar A2
% = 1-Ax 2" — o {6727]2 + w%ne*"Qerf(n) (3.6.80)
Vkart —n? A2 1 1 o2\ —n? _on?
et e |G- 2 () - Vape
—rterf(van)| . (3.6.81)

Dies stimmt wie gewiinscht (bis zur zweiten Stufe) mit (3.6.74) und (3.6.75) iiberein. Der in (3.6.78)

fehlende Term wug fiir eine Asymptotik dritter Stufe ug = 1 —u; — ug — uz wird von Stewartson[51]
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S. 178 Textziffern (2.13), (2.16) als

logxz 3
us = —5-Ge) + 0@ ?)
T3
Gng) = As(l1- né)e_%”c = Ag(1 —2n)e™"

angegeben, wobei Ag eine eindeutig bestimmte, fiir den allgemeinen Fall aber von Stewartson

nicht konkretisierte Konstante ist. Nach (3.6.74) muss Ag = % gelten.

Im Fall einer flachen tangential angestromten Platte der dimensionslosen Breite B = LB* =1
B
und Lénge [ = If— = # ldsst sich die Konstante A = Apj,tte mit dem Plattenwiderstandsgesetz
B
(1.5.24) auf Seite 20 niéher bestimmen:
2 1,328 gUQBl
2Wpiatte V2 l
Aptatte = Platte _ Vo = 0,664\/: (3.6.82)
2pUNvUT 2pUNvUT T

[Die Konstante Apjqtte ist die Konstante o bei Stewartson[51] S.179.] Die Abbildungen 3.5 bis
3.10 auf den Seiten 93 und 94 enthalten einen Vergleich der Asymptotiken erster, zweiter und
dritter Stufe fiir fiir den Fall [ = 1. Mit wachsender Entfernung nehmen die Unterschiede natiirlich
ab (man beachte die unterschiedliche Skalierung der horizontalen Achsen) und die Asymptotik

erster Stufe dominiert.

Abschlielende Bemerkungen

1. In Abschnitt 3.4 auf Seite 62 wurde elementar ,das“ zweidimensionale, asymptotische
Nachlauf-Fernfeld bestimmt (s. (3.4.13) auf Seite 66). Dieses stellt sich in dem hier betrach-
teten Kontext als Asymptotik erster Stufe dar.

2. Goldstein [21] weist auf Seite 553 unten darauf hin, dass die Vertikalkomponente vgq,¢ in
zweiter Naherung aufgrund des Termes f\/gerf (v/2n) fiir 7 — oo nicht verschwindet und
einen negativen Wert anstrebt, was bei der ersten Ndherung nicht der Fall ist. Es tritt also in
zweiter Niherung auch im Nachlauf-Fernfeld ein seitlicher Einsaugeffekt (engl.: entrainment)
ein. Dies steht im Gegensatz zu den Ausfithrungen von Schlichting und Gersten [48] S. 192,

wo nur die erste Approximation betrachtet wird.

3. Bei der Herleitung einer Asymptotik vierter Stufe mit Termen der Form :c*%G4 (n) treten
Konstanten auf, die sich nicht allein durch den Widerstand des Korpers beschreiben lassen,
wie es fiir die Konstante A moglich war. Jene Konstanten héingen, wie bereits im Wirme-
leitungskapitel angesprochen wurde, von Momenten hoherer Ordnung eines Anfangsprofiles
ab, welches in praktischen Anwendungen meist nicht bekannt ist. Aus diesem Grund ist die
hergeleitete Asymptotik dritter Stufe fiir praktische Anwendungen eigentlich nicht mehr zu
verbessern. Es macht aber auch deutlich, dass in dieser Modellierung zwei véllig verschieden-
artige Hindernisse - beispielsweise eine flache tangential angestromte Platte und ein queran-
gestromter Kreiszylinder - asymptotisch fiir x — oo das gleiche Nachlauf-Fernfeld besitzen,

sofern sie nur den gleichen Widerstand erzeugen.
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Abbildung 3.7: ukare(z,m), z =3

Abbildung 3.8: vkart(z,m), 2 =3
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3 T T T 3 B4 T T
— 1. Naherung ﬁ — 1. Naherung
- = 2.Naherung - = 2.Néherung
0 3. Naherung 0 3. Ndherung
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— . 12
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Abbildung 3.9: ugert(z,n), x =5 Abbildung 3.10: vgere(z,n), x =5

3.7 Ursprung- und Startpunktbestimmung der asymptoti-

schen Nachlauf-Fernfeld-L6sungen

Die bisherigen theoretischen Uberlegungen haben keine Aussagen zum konkreten (riumlichen)
Giiltigkeitsbereich gemacht, in dem die hergeleiteten Fernfeld-Losungen (3.6.74), (3.6.75) einsetzbar
sind. Der Anwender fragt sich dann natiirlich zu Recht, was man mit jenen iiberhaupt praktisch

anfangen kann. Es sind also Antworten auf folgende Fragen notig:

1. Wo auf der Korpersymmetrieachse liegt der Koordinatenursprung in Relation zum Korper 7

2. Wenn ein Koordinatenursprung bestimmt ist, ab welcher Entfernung xq > 0 liefern die

Fernfeld-Losungen brauchbare - sprich realitdtsnahe - Ergebnisse 7

Die erste Frage konnte ein gewisses Unverstédndnis hervorrufen, da man iblicherweise als erstes ein
Koordinatensystem festlegt und dann die Theorie darauf aufbaut. Man sollte doch wie iiblich frei
in der Wahl eines Ursprunges sein. Prinzipiell ist diese Kritik an der bisherigen Vorgehensweise
berechtigt; eine andere - d.h. die feste Wahl eines Ursprunges zu Beginn aller Uberlegungen -

hétte aber aus folgenden Griinden kaum einen Vorteil gebracht bzw. das Problem nur verlagert:

a) Die hergeleiteten Fernfeld-Losungen dritter Stufe sind asymptotisch fiir ¥ — oo unabhéngig
von der Wahl des Ursprunges, denn eine Translation = + ¢ der a-Werte um eine Konstante ¢ (das
entspricht einer Verschiebung des Ursprunges auf der Symmetrieachse) hat die Ordnung O(x’%)

und beeinflusst daher erst eine Asymptotik vierter Stufe, wie die folgende verkiirzte Rechnung

B8 o0 o084 o085 088 09 0% 0% 0% 098 -005  -004 -003 -002 -0.01 o oo 08 003 oo

0.05
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mittels Taylor-Entwicklung um einen festen Punkt (z,y) zeigt:

z) = O ?)

vy(z,y) = vz, m)n, = MU”( (3.6.75)

u(ac—l—c,y) = u(may)—’—ul‘(‘x’y)c"’—"':u(may)_vy(way)c—i_"':u(x7y)+0(x_%)'

In der dritten und letzten abschlieBenden Bemerkung des vorangehenden Abschnittes wurde deut-
lich darauf hingewiesen, dass eine Asymptotik vierter Stufe zusétzliche Eigenschaften eines An-
fangsprofiles des Nachlauf-Fernfeldes erfordert. Dieses mochte der Anwender aber gerade bestim-
men, so dass sich der Kreis schliefit. [Der weiter unten genauer besprochene Ansatz von Ting und
Chen [54] zur Bestimmung eines geeigneten Ursprunges zielt trotzdem gerade auf diesen Einfluss
auf die vierte Stufe ab.]

b) Im Gegensatz zum Nachlauf-Fernfeld weif man beim Nachlauf-Nahfeld genau, wo dieses beginnt,
nédmlich direkt an der aus Anstromungssicht hinteren Kante des Korpers. Der Nahfeld-Ursprung
liegt also auf natiirliche Weise fest. Hat man nun eine Modellierung des Nachlauf-Nahfeldes
hergeleitet, so sollte dieses moglichst glatt und stetig fiir grofle horizontale Abstinde vom
Hindernis in die Fernfeld-Losung iibergehen. Hétte man wie oben angegeben von vornherein den
Fernfeld-Ursprung festgelegt, so hitte man sich damit unnotig eines Freiheitsgrades beraubt,
der einen glatten Ubergang von Nah- in Fernfeld-Losung ermdaglicht, bzw. die Bestimmung eines

unnatiirlichen Nahfeld-Ursprunges erzwungen.

Die Ausfiihrungen in b) implizieren bereits eine numerische Vorgehensweise zur Bestimmung eines
Fernfeld-Ursprunges und eines Startpunktes zg, falls das Nahfeld bekannt ist: Ausgehend vom
Ursprung des Nahfeldes an der Kérperhinterkante wiihle man schrittweise in (kleinen) Abstéinden
links und rechts davon einen potentiellen Fernfeld-Ursprung und berechne das diesbeziigliche
Fernfeld. Derjenige Punkt, bei dem ein annehmbar glatter Ubergang stattfindet, ist der gesuchte
Fernfeld-Ursprung und das Ende des Ubergangsbereiches von Nah- in Fernfeldlosung ist der
gesuchte Startpunkt zg.

Diese aufwendige Strategie wurde sowohl von Tollmien[56] als auch von Goldstein[21] aufbauend
auf Goldsteins Nahfeld-Losung fiir die flache Platte [20] durchgefiihrt. Tollmien schreibt auf Seite
269 (Zeile 6 von unten): ,,... . Diese asymptotische Formel gilt von 7 = 3 ab gut.” Dabei ist | die
Plattenlénge. Er gibt dabei leider nicht den Ursprung an, so dass man nicht recht weif}, wo er sich
bewegt. Dies wird in der spéter erschienenen Literatur wiederholt beméngelt. Interessanterweise
ist Tollmiens bezugslose Angabe von Schlichting und Gersten [48] S.192 (Zeile 12 von oben) in
allen mir bekannten Auflagen kommentarlos iibernommen. Goldstein [21] kommt in Abschnitt 3

S.556-560 unter Angabe konkreter Zahlentafeln zu folgendem genaueren Ergebnis:
Regel 3.7.1 (Goldstein)

a) Der Ursprung des Nachlauf-Fernfeldes einer tangential angestromten flachen Platte der di-
mensionsbehafteten Linge U™ liegt aus Anstromungssicht 0,52 - I* vor der Plattenhinterkante

und damit ungefdhr in der Plattenmitte.

b) Das reine Nachlauf-Nahfeld endet etwa 0,36 - I* hinter der Hinterkante.
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c) Ab0,5-1" hinter der Hinterkante besitzt das Fernfeld bereits einen starken Finfluss.
d) Ab2,2-1* hinter der Hinterkante liegt die reine Fernfeld-Lésung vor.
GemésB ¢) und d) kann man also grob
1,02-1* = (0,524 0.5) - I* <z, < (0,524 2,2) - [* =2,72- 1" (3.7.1)

(gemessen vom Fernfeld-Ursprung) abschiitzen.

M. Nishioka und T. Miyagi [45] haben Goldsteins theoretisches Ergebnis experimentell iiberpriift.

Thre Notation sei deutlichkeitshalber mit einem Index NM gekennzeichnet:

*

vy = V=g
Usonmy = U'=Upc
UNM = u*= UG
Iny = UF
U l U*l*
Ry = oo, NMINM L IRe
UNM 14
vy = ¥ —-0,52-1"=Xg—0,52-1* (xnp ist der Abstand von der Plattenhinterkante)
ynmy = Y =Ya.

Sie betrachten Reynoldszahlen Ry zwischen 20 und 3000 mit dem Ergebnis, dass Goldsteins
Nahfeld-Losung eine weniger gute Ubereinstimmung mit der Realitiit zeigt, die Fernfeld-Losung
hingegen in guter Ndherung mit den Messungen iibereinstimmt, wobei fiir sie das Fernfeld bereits
bei 0,5 - I* hinter der Hinterkante beginnt, auch wenn dort eigentlich erst der Beginn des Uber-
gangsbereiches ist (s. 3.7.1 ¢)). In der aus ihrem Artikel entnommenen Graphik 3.11 auf Seite 97
sind die Messergebnisse fiir die Reynoldszahlen Ry = 20, 100,400,3000 im Vergleich zu Gold-
steins Fernfeld-Losung zweiter Sufe (3.6.78) aufgetragen (man nehme dabei auch die geringfiigig
abweichenden Interpolationswerte aus [21] S. 559 Tabelle III fiir xyp/iny = x1/l = 0,5 und
xnm/Inym = 21/l = 1,00 zur Kenntnis). Die durchgezogene Kurve (a) fiir zyas /Iy = 0 ist die

Blasius-Losung.
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Freune 2. Wake development at R = 20, 100, 400, 3000. Results of Goldstein’s far-wake
solution are compared with our measurements.

Present results
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Abbildung 3.11: Messergebnisse von M. Nishioka und T.Miyagi
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Als néchstes wird das klassissche Beispiel eines quer angestromten Kreiszylinders betrachtet. Nis-
hioka und Sato [43], [44] haben ausfiihrliche Geschwindigkeitsmessungen im Nachlauf-Nah- und
Fernfeld fiir (Durchmesser-)Reynoldszahlen zwischen 10 und 80 durchgefiihrt. In dem Artikel [44]
geben sie Messwerte fiir die Reynoldszahlen 10 und 40 bis maximal 7 Durchmesser hinter dem Zy-
linder in den Abbildungen Figure 8 und 9 auf den Seiten 104 und 105 an. Der schwieriger erhéltliche
Artikel [43] umfasst Messwerte fiir die Reynoldszahlen 10,15, 20, 30, 40, 50 ebenfalls bis maximal
7 Durchmesser hinter dem Zylinder in den Abbildungen Figure 5 bis 10 auf den Seiten 211 und
212. In diesem Artikel werden auch Geschwindigkeiten auf der Symmetrieachse (y = 0) fiir grofiere
Absténde bis 20 Durchmesser hinter dem Zylinder fiir die Reynoldszahlen 10, 15, 20, 30,40 in den
Abbildungen Figure 14 (a) bis (e) auf Seite 215 aufgefiihrt.

In Anlehnung an das Experiment von Nishioka und Sato wurde eine numerische Simulation mit
dem CFD-Programm ANSYS CFX 11.01 fiir die Reynoldszahlen 10, 15, 20, 30, 40, 50 durchgefiihrt.
Fiir Entfernungen bis maximal 20 Durchmesser hinter der Hinterkante des Zylinders wurden dann
die CFX-Ergebnisse mit denen der asymptotischen Losung dritter Stufe und - soweit vohanden -
mit den Messungen von Nishioka und Sato in MATLAB zu einem Vergleich zusammengefiihrt. Die
zwolf Seiten 102 bis 113 enthalten 48 Grafiken, wobei jede der sechs Doppelseiten acht Graphiken
einer der sechs betrachteten Reynoldszahlen fiir die Absténde 1,2,...,8 zeigt. Auf den Seiten
114 und 115 findet ein Vergleich der Geschwindigkeitsentwicklung auf der Symmetrieachse bis 20

Durchmesser hinter dem Zylinder statt. Die Bilder enthalten jeweils folgende Kurven:
e die numerische CFX-Losung
o die Messwerte von Nishioka und Sato (soweit vorhanden)

e die asymptotische Losung dritter Stufe (3.6.74) mit Ursprung an der Hinterkante des Zylin-

ders

e die asymptotische Losung dritter Stufe mit Ursprung 0,8 Durchmesser vor der Hinterkante

des Zylinders.

Die Geometrie fiir die CFX-Simulation wurde mit dem Programm ANSYS ICEM CFD 11.01 er-
zeugt und besteht aus einem Kreiszylinder mit d* = 4mm Durchmesser, der von einem diinnen
quaderformigen Kontrollvolumen umgeben ist. Die z-Achse des Koordinatensystems verlauft par-
allel zur Zylinderachse, so dass sein Kreisquerschnitt in der x,y-Ebene liegt. Die Anstromung ist
parallel zur x-Achse und der Ursprung wurde auf die Hinterkante gelegt, so dass der Kreisquer-
schnittsmittelpunkt die Koordinaten (z*,y*) = (—2 mm, 0 mm) besitzt.

In CFX wurde als Loser das Upwind-Verfahren gewéhlt. Besonders hevorgehoben sei noch, dass
die beiden Randflichen des quaderférmigen Simulationsgitters, die normal zur y-Achse verlaufen
und durch welche eine Verdréngung bzw. ein Einsaugeffekt stattfinden soll, die Randbedingung
,Opening Pressure for Entrainment “ erhalten haben. Der CFX Physics Report mit allen vorge-
nommenen Einstellungen ist beispielhaft fiir Re = 10 in Tabelle 3.2 angegeben.

Das stromende Medium ist Luft bei 25°C, dessen dynamische Viskositét in CFX mit v* = 1,831 -

kg

10_5% voreingestellt ist. Bei einer ebenfalls fest eingestellten Dichte p* = 1,185.°%

ergibt sich
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Location Type Materials Models
KONTROLL- Fluid Air at 25 C  Heat Transfer Model = Isothermal
VOLUMEN Turbulence Model = Laminar
Buoyancy Model = Non Buoyant
Domain Motion = Stationary
Boundary Physics:
Name Location Type Settings
Einlauf EINLAUF Inlet Flow Regime = Subsonic
Normal Speed = 0.0386 [m s~ 1]
Mass And Momentum = Normal Speed
SeitenOU SEITENOU Opening Flow Regime = Subsonic
Mass And Momentum =
Opening Pressure for Entrainment
Relative Pressure = 0 [Pa]
Auslauf AUSLAUF  Outlet Flow Regime = Subsonic
Mass And Momentum = Static Pressure
Relative Pressure = 0 [Pa]
SeitenLR, ZYLINDER  Wall Wall Influence On Flow = No Slip

Tabelle 3.2: CFX Physics Report
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Red U*[%] Cw

10 | 0,038 2,75
15 0,0579 2,25
20 | 0,0773 1,94
30 |0,1159 1,56
40 0,1545 1,50
50 | 0,1931 1,38

Tabelle 3.3: Anstromgeschwindigkeiten und Widerstandsbeiwerte fiir Reg = 10,...,60

eine kinematische Viskositit v* = ZL—: = 154,5148 - 10’7%2. Zu vorgegebener Reynoldszahl lautet
daher die zugehorige Anstromgeschwindigkeit
_ Req v*

U* = e = Red

1545148 10778 s
0,00dm % s

Die Tabelle 3.3 enthélt die Anstrémgeschwindigkeiten, welche in CFX in den Randbedingungungen
des Einlaufes eingegeben wurden. Zusétzlich enthilt diese Tabelle auch den jeweiligen Widerstands-
beiwert des Kreiszylinders, der zur Berechnung der Asymptotik dritter Stufe benttigt wird und
ebenfalls dem Artikel von Nishioka und Sato entnommen wurde (s. [44] S.107, Figure 12). Die
beiden farbigen Contour-Plots fiir die langsamste Anstrémung bei Rey = 10 und die schnellste bei
Regq = 50 in den Abbildungen 3.12, 3.13 dienen der qualitativen Veranschaulichung des Stromungs-
feldes (und sind die einzigen ,bunten Bilder® in dieser Arbeit). Man sieht an den rot gefiirbten
Bereichen ober- und unterhalb des Zylinders, dass dort die Geschwindigkeiten grofler sind als die
Anstromgeschwindigkeit. Dieser Geschwindigkeitsiiberschuss (engl.: velocity overshot) pflanzt sich
an den Réndern des Nachlaufs stromabwérts abnehmend fort. Dieses Phinomen wird mit den

asymptotischen Entwicklungen nicht erfasst.
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Re=10,xd=1
T

0 Messung Nishioka, Sato ||
CFX

- = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d

Re=10,xd=2
T

CFX
- = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d

0 Messung Nishioka, Sato

3 4 5 6 3 4 5 6
yld yld
Abbildung 3.14: Req = 10, z/d =1 Abbildung 3.15: Req = 10, z/d = 2
Re=10,x/d=3 Re=10,xd=4
B L e oovvs ) A T o 6 g,
1 Messung Nishioka, Sato ||
co CFX CFX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
% 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5 6
yld yld

Abbildung 3.16: Req = 10, 2/d = 3

Abbildung 3.17: Req = 10, x/d =4
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Re=10,x/d=5 Re=10,x/d=6
T T

02 4 o2t
o CEX o CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
00 1 2 3 4 5 6 00 1 2 3 4 5
yld yld
Abbildung 3.18: Req = 10, z/d =5 Abbildung 3.19: Req = 10, z/d = 6
Re=10,x/d=7 Re=10,xd=8
T T
o a'g
J 04l
02k 0 Messung Nishioka, Sato || 02k
---- CFX e CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
1 1 1 T T 1 1 1 T T
% 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5
yid yid

Abbildung 3.20: Req = 10, 2/d =7 Abbildung 3.21: Req = 10, /d =8
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Re=15,xd=1

0 Messung Nishioka, Sato
e CRX

- = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d

Re=15,x/d=2
T

0 Messung Nishioka, Sato
o CRX

- = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d

3 4 5 6 3 4 5
yld yld
Abbildung 3.22: Req = 15, z/d =1 Abbildung 3.23: Req = 15, z/d = 2
Re=15,x/d=3 Re=15,xd=4
U o o o o
1 o0 Messung Nishioka, Sato ||
el CRX CFX
’ - = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
r — Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
% 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5 6

yld

Abbildung 3.24: Req = 15, 2/d = 3

yid

Abbildung 3.25: Req = 15, x/d =4
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Re=15,x/d=5 Re=15,x/d=6
T T

02 4 o2t g
o CEX o CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
0(] 1 2 3 4 5 6 00 1 2 3 4 5
yld yld
Abbildung 3.26: Req = 15, z/d =5 Abbildung 3.27: Req = 15, z/d = 6
Re=15,xd=7 Re=15,xd=8
a0 o ‘ 0 ‘ oAl L e

1 o4l j
02k 0 Messung Nishioka, Sato || g} J
co CRX ©o CEX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
1 1 1 T T 1 1 1 T T
% 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5
yld yld

Abbildung 3.28: Req = 15, 2/d =7 Abbildung 3.29: Rey = 15, 2/d = 8
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Re=20,xd=1

0.8

04

0.2

Re=20,x/d=2
T

0 Messung Nishioka, Sato || 0 Messung Nishioka, Sato ||
e CRX o CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
_ — Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
° 3 4 5 6 3 4 5 6
yld yid
Abbildung 3.30: Req = 20, z/d =1 Abbildung 3.31: Req = 20, z/d =2
Re=20,x/d=3 Re=20,xd=4
T T
0000y oo;m; """" U R R S o © 000 ““““ Qe
0 Messung Nishioka, Sato || o0 Messung Nishioka, Sato ||
el CRX e CFX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
1 T T 1 1 1 T T
3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
yld yld

Abbildung 3.32:

Req =20, z/d =3

Abbildung 3.33:

Regq = 20, z/d = 4
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Re=20,x/d=5 Re=20,x/d=6
T T

02k 0 Messung Nishioka, Sato || 02k ]
---- CFX o CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
00 1 2 3 4 5 6 00 1 2 3 4 5
yld yld
Abbildung 3.34: Req = 20, z/d =5 Abbildung 3.35: Req = 20, z/d =6
Re=20,xd=7 Re=20,xd=8
T T
o0 o o 4y
o =
J 04l i
02k 0 Messung Nishioka, Sato || 02k J
---- CFX e CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
1 1 1 T T 1 1 1 T T
% 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5
yld yld

Abbildung 3.36: Req = 20, 2/d =7 Abbildung 3.37: Req = 20, x/d =8
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Re=30,xd=1

Re=30,x/d=2
T

0.8

04

0.2

0 Messung Nishioka, Sato || 0 Messung Nishioka, Sato ||
e CRX o CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
2 3 4 5 6 3 4 5
yld yld
Abbildung 3.38: Req = 30, z/d =1 Abbildung 3.39: Req = 30, z/d = 2
Re=30,x/d=3 Re=30,x/d = 4
T T
00000 gt | e
o o o o 0 o g P
o Messung Nishioka, Sato [| o0 Messung Nishioka, Sato ||
---- CFX oo CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
1 T T 1 1 1 T T
3 4 5 6 % 1 2 3 4 5 6
yld yld

Abbildung 3.40:

Req =30, z/d =3

Abbildung 3.41: Req = 30, x/d =4
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Re=30,x/d=5 Re=30,x/d=6
T T

0 Messung Nishioka, Sato || g}

co CRFX wo CEX

- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d

0 I I I 0 I I I

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
yld yld
Abbildung 3.42: Req = 30, z/d =5 Abbildung 3.43: Req = 30, z/d =6
Re=30,xd=7 Re=30,xd=8

1 o4l
02k 0 Messung Nishioka, Sato || g}
co CRX ©o CEX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
1 1 1 T T 1 1 1 T T
% 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5
yld yld

Abbildung 3.44: Req =30, 2/d =7 Abbildung 3.45: Req = 30, 2/d =8
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Re=40,xd=1

0.8

04

Re=40,x/d=2
T

02 0 Messung Nishioka, Sato || 0 Messung Nishioka, Sato ||
e CRX o CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
¢ — Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
° 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
yld yld
Abbildung 3.46: Req = 40, z/d =1 Abbildung 3.47: Req = 40, z/d = 2
Re=40,x/d=3 Re=40,xd=4
T T
0000 000 gL 60 e e e
00000 000 4 Ry o .. 990 000 o oy
0 Messung Nishioka, Sato || 0 Messung Nishioka, Sato ||
e CFX o CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
1 1 1 1 T T 1 1 1 T T
% 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
yld yid

Abbildung 3.48: Req = 40, x/d = 3

Abbildung 3.49: Req = 40, x/d =4
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Re=40,x/d=5 Re=40,x/d=6
T T

4000 0 0 0 00 g0 g g

0 Messung Nishioka, Sato || g}

co CRFX wo CEX

- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d

0 I I I 0 I I I

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
yld yld
Abbildung 3.50: Req = 40, z/d =5 Abbildung 3.51: Req = 40, z/d =6
Re=40,xd=7 Re=40,xd=8
0005 e g gy
0.2F 0 Messung Nishioka, Sato [| 5L

o CFX e CRX

- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d

0 I I I 0 I I I

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
yld yid

Abbildung 3.52: Req = 40, 2/d =7 Abbildung 3.53: Req = 40, 2/d =8
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Re=50,x/d=1 Re=50,x/d=2
A ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
4 A A A el AA A A T
Al A AU A A
08f 1 .
2 o6} 1 g
04 B +
02l A Messung Nishioka, Sato || A Messung Nishioka, Sato ||
---- CFX wo CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
% 2 3 4 5 6 3 4 5 6
yld yld
Abbildung 3.54: Req = 50, z/d =1 Abbildung 3.55: Req = 50, z/d = 2
Re=50,x/d=3 Re=50,xd=4
T T
A SA AA A A A """"" A A A AA ““““““““““““ FULIE
S A
7 :
s
08 g | |
| A
2 o6 A 1 1
A
04t ¢ 1 .
4 A . . N B
02 A Messung Nishioka, Sato || A Messung Nishioka, Sato ||
o co CRX ©o CEX
‘ ,'A - = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
1 — Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
1 1 1 1 T T 1 1 1 T T
% 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5 6
yld yid

Abbildung 3.56: Req = 50, x/d = 3 Abbildung 3.57: Req = 50, x/d =4
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Re=50,x/d=5 Re=50,x/d=6
T T

[ 3
B -
D

A Messung Nishioka, Sato || 2]

co CRFX wo CEX

- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d

0 I I I 0 I I I

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
yld yid
Abbildung 3.58: Reg = 50, z/d =5 Abbildung 3.59: Req = 50, z/d = 6
Re=50,xd=7 Re=50,xd=8
e
02k A Messung Nishioka, Sato || g2}
o CFX e CRX
- = Ursprung Hinterkante - = Ursprung Hinterkante
— Ursprung -0.8d — Ursprung -0.8d
% 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5
yld yld

Abbildung 3.60: Req = 50, x/d =7 Abbildung 3.61: Req = 50, 2/d =8
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Re=10 Re=15
08 ‘ 08 \
q
07k
06
05
20 04r
3
03 .
02F
so ) 0 Messung Nishioka, Sato ) 0 Messung Nishioka, Sato
0l 1 oo CRX H 01f ~‘;o 1 oo CRX H
N - = Ursprung Hinterkante s N - = Ursprung Hinterkante
E 1 — Ursprung -0.8d o 1 — Ursprung -0.8d
0 - 1 1 1 1 1 1 T T T T 0 - 1 1 1 1 1 T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 % 18 20
xId xd

Abbildung 3.62: Geschwindigkeit auf der

Symmetrieachse fiir Reg = 10

Abbildung 3.63: Geschwindigkeit auf der

Symmetrieachse fiir Req = 15

Re=20 Re=30
08 ‘ — 08 ‘
07k
06
051
20 04
3
03fF
0.2F
) 0 Messung Nishioka, Sato Jo 0 Messung Nishioka, Sato
ol o o o CRX b o} ' “ CFX |
“of ) - = Ursprung Hinterkante o o' - = Ursprung Hinterkante
o — Ursprung -0.8d S — Ursprung -0.8d
0 - L 1 1 1 1 T T T T 0 - 1 1 1 1 1 T T T
0 2 4 6 8 0 1 4 16 18 20 0 2 4 6 8 0 12 14 16 18 20
xId xd

Abbildung 3.64: Geschwindigkeit auf der

Symmetrieachse fiir Reg = 20

Abbildung 3.65: Geschwindigkeit auf der

Symmetrieachse fiir Req = 30
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Re =40
0.8 T

07 ;

0.6

o 041

03

02

ol 0 Messung Nishioka, Sato
o1f S e CRX I
SN - = Ursprung Hinterkante
! — Ursprung -0.8d
T T T

0 1 I I I I T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
xld

Abbildung 3.66: Geschwindigkeit auf der

Symmetrieachse fiir Reg = 40

Folgende wesentliche Tendenzen kann man den Abbildungen entnehmen:

e Die asymptotische Lésung mit Ursprung —0,8 Durchmesser vor der Hinterkante (—0,8d -
Losung) liefert in den meisten Fillen eine bessere Ubereinstimmung mit den Messwerten von
Nishioka und Sato und mit den CFX-Ergebnissen als die asymptotische Losung mit dem

Ursprung auf der Hinterkante.

e Die —0,8d - Losung stimmt bereits ab einem Abstand von etwa 3 Durchmessern hinter der
Hinterkante gut mit den Messwerten von Nishioka und Sato iiberein. Nishioka [43] (S.215
siebte Zeile von unten) lokalisiert den Startpunkt des Nachlauf-Fernfeldes basierend auf der
Asymptotik von Imai [28] allerdings erst ab ca. zehn Durchmessern hinter der Zylinderhin-
terkante. Bei festem = und steigender Reynoldszahl verlduft die —0, 8d - Losung steiler als
die Messkurven und die CFX-Losung.

e Die CFX-Losung weist in der Nihe der Symmetrieachse (y = 0) stets eine hohere Ge-
schwindigkeit aus als die Messwerte und die asymptotischen Losungen. Dieser Unterschied
nimmt mit steigendem Abstand und steigender Reynolszahl zu, so dass sich beispielsweise fiir
Reg = 50 und x/d = 8 eine schlechte Ubereinstimmung mit den asymptotischen Losungen
ergibt. Dies kann zum Teil auch durch die notwendige Vergroberung des Rechengitters bei
wachsender Entfernung vom Zylinder verursacht worden sein. Die Tendenz ist aber bereits
fiir kleinere Absténde sichtbar.

e Der Geschwindigkeitsiiberschuss am Nachlauf-Rand der CFX-Losung stimmt tendenziell sehr

gut mit den Messwerten von Nishioka und Sato iiberein, liegt aber immer etwas iiber diesen.
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Hiermit enden die Betrachtungen zum quer angestromten Kreiszylinder.

Abschlieflend soll der eingangs erwéihnte Ansatz von Ting und Chen [54] zur Ursprungsbestim-
mung dargestellt werden. Fiir die hier behandelten , freien“ Nachlauf-Stromungen ist er eher von
theoretischer Natur, da er nidhere Informationen iiber ein Anfangsprofil f des Nachlauf-Fernfeldes
benstigt. Es war jedoch gerade die Stérke der bisher entwickelten Asymptotik, ohne die Kenntnis
eines solchen auszukommen. Wére ein Anfangsprofil bekannt, so wire beispielsweise eine Asym-
ptotik erster Stufe vollig sinnlos, da dann bereits die exakte analytische Lésung bekannt ist (s. Ab-
schnitt 3.3). Der Ansatz wird hier trotzdem angegeben, um spiter die Analogie zur vorgehensweise
bei der Bestimmung des Ursprunges von Nachlauf-Stromungen innerhalb einer Bodengrenzschicht
aufzuzeigen, welche im néichsten Kapitel behandelt werden. Die dort vorgenommene Modellierung
dieser ,bodennahen* Nachlauf-Stromungen basiert ohnehin auf der Kenntnis eines experimentell
oder numerisch bestimmten Anfangsprofiles, weswegen die obige Kritik nicht mehr greift.

Es muss deutlich herausgestellt werden, dass der Ansatz von Ting und Chen auf Basis der Asym-
ptotik erster Stufe erfolgt. In (3.6.27) und (3.6.28) auf Seite 76 wurden bereits die ersten beiden

nicht verschwindenden Koeffiziententen

1
M= e [ ) dv

_ 1 V?
A = T / 1) (I/Uaco _2) 4y

der asymptotischen Entwicklung der Funktion

0o —n/2
'a(l) = An (i) q)n(f)
1

- A (i)_m@l(g) + A (i) e D3(€) + O(z5/?) (3.7.2)
Agy = 0 (3.7.3)

bereitgestellt. Durch die Wahl

L[ fW)?dy
wU [ f)dip

xo (3.7.4)
erreicht man Az = 0, so dass allein durch den fithrenden Term in (3.7.2) eine Ordnung O(z~%/?) er-
zielt wird anstatt O(x~3/2) fiir jede andere Wahl von xq (vgl. [54] S. 333 ab Textziffer (3.7) und [55]
S. 27 Textziffer (2.21)). In diesem Zusammenhang sprechen Ting und Chen von einer ,,optimalen
1-Term-Asymptotik“ und nennen zy geméf (3.7.4) einen ,,optimum value“. Aus der Definition von
o wird ersichtlich, dass von dem Anfangsprofil f eigentlich nur die Kenntnis des zweiten Momen-
tes [ f(1)y?di nétig ist. (Der Erwartungswert/das O-te Moment | f(1/)dy kann wiederum durch
den Widerstand ausgedriickt werden.) Zur Ermittlung des zweiten Momentes wiirde man in prak-
tischen Anwendungen aber wahrscheinlich nicht umhin kommen, ein vollstidndiges Anfangsprofil
zu ermitteln. Nach (2.4.38) auf Seite 52 gilt

(VAU &), @5(&))u

A —
’ (@3, P3),
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\;’i’ o Messwerte Nishioka, Miyagi o Messwerte Nishioka, Miyagi

05 0 - - Goldstein-Ldsung (2.N&herung) [| 95§ - - Goldstein-Losung (2.N&herung) ]

¢ — optimale 1-Term-Asymptotik — optimale 1-Term-Asymptotik

- \Warmeleitungsldsung - Wérmeleitungslosung
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0.5 RYy) 05 RYyn)
Abbildung 3.67: /1 =0,5 Abbildung 3.68: z/l =1

Das bedeutet aber, dass zy genau dann den optimalen Wert (3.7.4) annimmt, wenn das mit
dem Faktor /4vUzq gestreckte Anfangsprofil f(v/4vUzxg - £) senkrecht auf der Funktion ®3 steht
beziiglich des Skalarproduktes (-, ).

Abschlieflend soll die Methode von Ting und Chen am Beispiel der flachen Platte demonstriert wer-
den. Als Anfangsprofil f wird die Messreihe (b) aus Bild 3.11 gewéhlt, welche 0,5 Plattenléingen
hinter der Plattenhinterkante fiir Ry = 100 (Kreise mit senkrechtem Strich) bestimmt wurde.
Man erhélt dann den optimalen Wert x¢ ~ 1,63, d.h.: der Ursprung liegt 1,63 — 0,5 = 1,13
Plattenléingen vor der Plattenhinterkante und damit sogar 0, 13 Plattenldngen vor der Plattenvor-
derkante. Das Phdnomen des sogenannten ,,velocity overshoot“ - des Auftretens von Geschwin-
digkeiten am Nachlauf-Rand, die grofler als die Anstromgeschwindigkeit sind - wurde allerdings
kiinstlich herausgefiltert, weil das Anfangsprofil f sonst ein negatives zweites Moment besitzt, was
auf ein unbrauchbares Ergebnis fiir x¢ fithrt.

Die optimale 1-Term-Asymptotik von Ting und Chen ist im Vergleich zu den Messergebnissen von
Nishioka und Miyagi, der Goldstein-Lésung (mit Ursprung 0,52 Plattenlingen vor der Platten-
hinterkante) und der exakten Losung der Wirmeleitungsgleichung (3.3.1) mit Anfangsprofil f in
den Bildern 3.67, 3.68, 3.69 dargestellt. Die Ergebnisse sind dabei in den Variablen von Nishioka
und Miyagi angegeben. Man sieht, dass die Asymptotik erster Stufe auch mit der optimalen Ur-
sprungswahl von Ting und Chen im Vergleich zur Asymptotik zweiter Stufe von Goldstein deutlich

schlechter mit den Messergebnissen iibereinstimmt.
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Abbildung 3.69: z/l =5

3.8 Periodisierung

Setzt man mehrere achsensymmetrische Hindernisse in einer Art Reihenschaltung auf einer
gemeinsamen Symmetrieachse hintereinander, so ergibt sich insgesamt wieder ein achsensymmetri-
sches, allerdings nicht mehr zusammenhéngendes Hindernis, dessen Nachlauf-Fernfeld iiber die in
den vorigen Abschnitten hergeleiteten Gleichungen asymptotisch (bis zu einer gewissen Ordnung)
beschrieben werden kann, sofern man nur den Widerstand des Gesamtkonstruktes kennt. Dieser
ergibt sich additiv aus den Einzelwidersténden, die man ihrerseits wieder iiber bekannte cyy-Werte
und Abmessungen der Hindernisse bestimmen kann.

Setzt man voraus, dass die einzelnen Hindernisse in hinreichend groflem Abstand voneinander
positioniert sind, ergibt sich die Anstrémung des n-ten Hindernisses gerade als Nachlauf-Fernfeld
der ersten n — 1 Hindernisse. Dieses Nachlauf-Fernfeld ist jetzt aber nicht mehr konstant im
Gegensatz zur Anstromung des ersten Hindernisses. Die Berechnung des Widerstandes des n-ten
Hindernisses anhand eines bekannten cy-Wertverlaufes kann genau genommen aber nur bei
konstanter Anstromgeschwindigkeit ermittelt werden. Ein naheliegender, praktischer Ansatz
wére eine Durchschnittsbildung der Anstromung iiber die Hohe des Hindernisses. Bei schlanken
Korpern - beispielsweise flachen Platten - kann aber auch schlicht die Geschwindigeit auf der
Symmetrieachse an der Vorderkante es n-ten Hindernisses gewéhlt werden.

Ein wesentliches Problem fiir praktische Anwendungen ist dabei natiirlich, abzuschitzen, ob die
Hindernisabstédnde grof§ genug sind, so dass die Nachlauf-Fernfeld-Gleichungen n&herungsweise
brauchbare Ergebnisse liefern, und ob die Geometrie der Hindernisse eine Vereinfachung auf
konstante Anstromungen zulésst.

Fiir den Fall von n hintereinandergesetzten, achsensymmetrischen, schlanken Hindernissen mit

dimensionslosen, charateristischen Léngen L; = L} /L% und Breiten B; = B} /L%, dimensionslosen
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Abstidnden d; = d /L, i =1, ...,
Anstrémgeschwindigkeit U =

n — 1, und einer dimensionslosen, konstanten, achsenparallelen
U*/U}; des ersten Hindernisses ergibt sich folgender kanonischer
Algorithmus zur Bestimmung der 2D-Nachlauf-Fernfelder v;(z,y) = (u;(x,y),v;(z,y)) hinter dem
i-ten Hindernis, i = 1,...,n (z gemessen von der Hinterkante des i-ten Hindernisses):

Initialisierung:

Uv, = U
We<o = 0
Rekursionsvorschrift fiir ¢ € {1,...,n}:
L;
Re; = Uils _ =U;L;Re
E/ZV) = oy w (Re;)
W, = JpUL;B;
We, = Weia+W;
_ Vs
ng - pU
1
B U 2 7Uy2
ui(z,y) = Q< <4m/x> e e
U \?! _ue
vi(z,y) = —Q< (W) ye  we
U \?2
Ui+1 = uz(dz, 0) =U - Qgi (m> (nur fiir ¢ <n-— 1)
3
Im Fall von flachen Platten ist beispielsweise cg,) =2- \1/’%, so dass man folgende geschlossene

Rekursionsformel fiir die Widerstande erhilt:

1,328
W, = 2. UQLB—2656 U\/ B;
v\

= 2 — [ — \/L:B:

7656\/;p U QSI 1 (47”/di1) iDq

Weia [ U
pU 4’/Tl/di, 1

3
1 2
2
\/ L;B;.
(4’/T1/Udz 1) e

1\ 3
2
2,656+/vp <U - ) ) V' LiB;

i—1
2 Wi

j=1

2,656/vp | U —

1
p



120



Kapitel 4

Nachlauf-Fernfeld-Stromungen in

Bodenniahe

4.1 Einleitung

Bisher wurden Nachlauf-Fernfelder nur hinter symmetrischen Koérpern in einer ansonsten in je-
de Richtung unendlich ausgedehnten Fluid-Umgebung beschrieben. Solche kénnen gewissermaflen
als , freie“ Nachlauf-Stromungen bezeichnet werden. In praktischen Anwendungen treten aber auf
natiirliche Weise Begrenzungsflichen hinzu, welche in erster Ndherung hiufig als eben und im
Vergleich zu den Hindernisabmessungen als unendlich oder halbunendlich ausgedehnt angesehen
werden konnen.

Dies fithrt schnell auf die klassische Situation flacher, tangential mit konstanter Geschwindigkeit
angestromter halbunendlicher Platten. Die ungestorte Grenzschichtstromung entlang solcher wird
durch die Blasius-Losung beschrieben (s. Abschnitt 1.5, S. 11). Befinden sich kleine Hindernisse
in der Grenzschicht kommt es zu kleinen Stérungen der Blasius-Losung wie sie in den Bildern 4.1
qualitativ angedeutet werden.

Man kann sich also die Frage stellen, wie das Nachlauf-Fernfeld hinter solchen ,,bodennahen* Hin-
dernissen innerhalb der Grenzschicht aussieht.

F.T. Smith untersucht in seinem Artikel [49] die laminare Stromung iiber ein kleines Hindernis
auf der Platte. (Die entsprechende Fragestellunge fiir Vertiefungen in der Platte wird von H. Her-
wig in [25], [26] untersucht.) Smith leitet (auf S.813 ab Zeile 6) auch das Ergebnis her, dass in
weiter Entfernung vom Hindernis fiir  — oo die Strémung asymptotisch (in erster Ordnung)
wieder die Blasius-Losung ist, d.h. der Einflul des Hindernisses verschwindet wieder. Dies ist in-
sofern anschaulich einsichtig, als dass letztendlich der stirkere Reibungs-/Widerstandseinfluss der
halbunendlichen Platte den des endlich dimensionierten Hindernisses iiberwiegt.

Libby und Fox untersuchen in [38] Plattengrenzschichtstromungen hoherer Ordnung, die sich
als geringe Abweichungen von der Blasisus-Losung modellieren lassen. Die Methode entspricht
vollig derjenigen bei der Herleitung von Fernfeld-Gleichungen héherer Ordnung fiir freie Nachlauf-

Stromungen aus den vorangehenden Kapiteln. Der Unterschied besteht darin, dass hier wegen der
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Haftbedingung an der Platte nicht mehr um die konstante Anstromgeschwindigkeit U entwickelt
werden kann sondern um die Blasius-Losung f. Diese ist in kartesischen Koordinaten gegeben
(bzw. allgemeiner in Levy-Lees Variablen im kompressiblen Fall), so dass die Berechnungen in die-
sen anstelle der von Mises-Koordinaten durchgefiihrt werden. Auch wenn das prinzipielle Vorgehen
analog zu dem bei freien Nachlauf-Stromungen ist, &ndern sich aufgrund dieser Unterschiede im
Ansatz die resultierenden Differentialoperatoren, so dass keine direkte Ubertragung der Ergebnisse
moglich ist: An die Stelle des Warmeleitungsoperators bei freien Nachlauf-Stromungen tritt ein
linearer Differentialoperator M dritter Ordnung (s. (4.2.16) unten), der von der Blasius-Losung f
abhéngt. Separation der Variablen fiihrt bei diesem auf spezielle von f abhingige Sturm-Liouville-
Differentialgleichungen anstatt auf Hermite- bzw. Fehlerfunktion-Differentialgleichungen bei jenem.
Wiederum erhilt man durch die Forderung, dass physikalisch sinnvolle Losungen in vertikalem
Abstand zur Platte exponentiell fallen miissen, eine abzéhlbare Menge von Eigenfunktionen des
Sturm-Liouville-Problems beziiglich einer monoton wachsenden Folge positiver, reeller Eigenwerte.
Beziiglich eines geeigneten Skalarproduktes bilden diese Eigenfunktionen dann wie die Eigenfunk-
tionen ®,, der Fehlerfunktion-Differentialgleichungen eine Orthogonalbasis des Losungsraumes, so
dass man auch hier asymptotische Entwicklungen hoherer Ordnung iiber die Normalbasen-Methode
herleiten kann. Allerdings ist hier ein elganterer Weg iiber Greens-Funktionen moglich. Als interes-
santer Unterschied zum freien Nachlauf-Fernfeld stellt sich dabei heraus, dass keine logarithmischen
Terme im bodennahen Nachlauf-Fernfeld auftreten.

Die Arbeit von Libby und Fox bezieht sich in praktischen Anwendungen nicht nur auf Storun-
gen aufgrund von Hindernissen, sondern beispielsweise auch auf Stromungsénderungen aufgrund
eines kleinen Massenstromes durch eine portse Platte hindurch. Eine solche Situation tritt bei der
sogenannten Transpirationskiihlung von Gasturbinenschaufeln hinter der Turbinenbrennkammer
in Flugzeugtriebwerken auf, bei der Fliissigkeit unter hohem Druck aus dem Schaufelradinneren
durch einen pordsen Schaufelmantel auf die Schaufeloberfliche gepresst wird, um diese vor den
hohen Verbrennungsgastemperaturen - vor allem in den ersten Stufen hinter der Brennkammer -
zu schiitzen.

Die Ergebnisse von Libby und Fox wurden mehrfach aufgegriffen: Fox, Ting und Chen geben in
[17], [54] Methoden zur Bestimmung eines Koordinatenursprungs an, fiir den die asymptotischen
Entwicklungen numerisch genauere Ergebnisse liefern. Ting betrachtet in [55] zusétzlich kleine
Druckgradienten. Kotorynski [32] untersucht das auftretende Sturm-Liouville-Problem analytisch
genauer.

Alle Inhalte der nun folgenden Darstellung sind diesen Artikeln entnommen. Sie ist als Einfiihrung
in die sowohl numerisch als auch analytisch komplexe Materie zu verstehen. Eine in allen Details

ausgefiihrte Darstellung wiirde den Rahmen dieser Arbeit tiberschreiten.
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4.2 gestorte Plattengrenzschichtstromungen

y
| Blasius-Profil | Nachlauf-Startprofil g(y)

Grenzschicht

0 X0

halbunendliche Platte mit quaderférmigem Hindernis auf der Platte

y
: Blasius-Profil : Nachlauf-Startprofil g(y)
|
|
|
L
|
—
|
_
| |
7_,. ! Grenzschicht
| |
| |
~—~ o
| |
U
| | X
0 T

halbunendliche Platte mit zylindrischem Hindernis iiber der Platte

Abbildung 4.1: Durch Hindernisse gestorte Grenzschichtstrémung entlang einer halbunendlichen,
flachen Platte

Es sei

n o= n(zy) :y\/% (4.2.1)

die in (4.2.1) definierte Ahnlichkeitsvariable und fo(n) := f(n) die Blasius-Losung der laminaren,
inkompressiblen Plattengrenzschichtstréomung aus dem Abschnitt 1.5 Seite 11. Die Plattengrenz-
schichtstrémung mit der Stromfunktion () (z,y) = 2vzUf© (n) werde nun leicht gestort -
beispielsweise durch ein kleines Hindernis innerhalb der Grenzschicht auf der Platte oder in ge-

ringem vertikalen Abstand iiber der Platte (s. Abbildung 4.1). Das gestérte z-Stromungsprofil
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9(y) := u(xo, y) sei an einer Stelle g > 0 bekannt. Das Mafl der Stérung sei durch einen kleinen
Parameter € € Ry beschrieben. Beispielsweise kann man e proportional zur maximalen Abwei-

chung vom ungestérten Blasius-Profil u(® (z, ) := @(,0) (x,y) = Uf'(n(z,y)) an der Stelle z( setzen:

e = % sup (g(y)—um)(xmy)):% sup (g(n\/2vao/U) = Uf'(n))
yeR>0 neklk>o
= sup |F(zo,n)| (4.2.2)
neR>o
Flaom) = woln/2vef0) - /). (123)

Fiir die gestorte Plattengrenzschichtstromung kann man nun folgenden Ansatz fiir eine asympto-

tische Entwicklung der Stromfunktion ¢ (z,y) im Bereich x > 2y machen:

V2VxUZeif(i)(ac,n(ac,y)) (4.2.4)

P(x,y,6) =
=0
¥(z,0,e) = 0 (Nullstromlinien-Randbedingung) (4.2.5)
Yy(z,0,6) = wu(z,0)=0 (Haftbedingung) (4.2.6)
Yy(x,00,€) = u(z,00)=U (AuBlenstrom-Randbedingung) (4.2.7)
Gy(@0,9€) = u(zo,y) =g(y) (Anfangsbedingung). (1.2.38)

Der fithrende Term in (4.2.4) ist die Blasius-Losung £ (z,7) = f©(n) = f(n), welche explizit
nur von der Ahnlichkeitsvariablen 7 - also nur implizit von x - abhiingt, wiihrend die hoheren
Ordnungen f® (x,m) als explizit abhéngig von x und 7 angesetzt werden. Wie {iblich leitet man
nun iiber die z-Impulsgleichung eine Hierarchie von Differentialgleichungen zur Bestimmung der
f® her. Man beachte dabei, dass

_ 1
Ne = _%77
U
My = 2w

Zunichst berechnet man w, v, Uy, Uy, Uy, durch partielles Ableiten von ¢ (s. (1.4.1), s. (1.4.2)).

u = Py =V2zU Zef )n *UZef (4.2.9)
U 1 .
Vo= =y Zef WZ I = Sonf)
= ,/%Zei(nﬂgi)—2xf§?’>—f<i>) (4.2.10)
1=0
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ue = U QD +nafi) = €S - xnff,i,’)
i=0 =0
U = ) i i

= L (nfs) — 22 £)) (4.2.11)

oo oo

uy = UY. Zfénny: U\ 5= Z (4.2.12)
=0 =0
U? &

e L (4.2.13)

Einsetzen in die Grenzschichtgleichung (1.4.6) unter Vernachldssigung des Druckgradienten p, und

ordnen nach e-Potenzen ergibt:

0 = wug+vuy — vy,
U2 o o0 . < . . ) o)
- T (Zelfnz Z'Sl(ﬁf 2$f7(7;)) _Zez(nfnw =2z f{) — f© ZE fnn +Z€ ffm")
=0 =0 =0 =0
Uz _ L o o . .
= oo | Bt D APl = 25 = f ) = 20 f = OV £
i=0 §=0
U2 &,
=~ ¢ W+Z =22 f) f07D) + (2 f9) 4 fD) fGI) (4.2.14)
i
i=0 §=0

Fiir alle i € Ny miissen die Faktoren vor den Potenzen €’ in der Summe (4.2.14) verschwinden.

Dies ist fiir i = 0 per Definition erfiillt, da f(°) = f die Blasius-Losung ist und damit insbesondere
fz=0und f, = f’ gilt:

0 = fO —2afl °>f°>+(2xf<° OO = 4 ff

:0 :O

Fiir 4 > 1 sind die Summanden der Summe (4.2.14) fiir j = 0 und j = ¢ verschieden und kénnen

aus der Summe herausgezogen werden:

0 = mm + Z Q:Cf(J)f(z ) (2=’Ufa(cj) + f(j))fr(]%*j) (4.2.15)

i—1
Py = 22 f3 + PG+ 20 f 0 f7 + fOS" Y =22 fi [0 4 )+ f9) £

j=1
Setzt man
o3 o 0 o2 o
M = — —20f —— 4 foe 4 20 f" — + " 4.2.16
o~ gpan tlap Rl gt (4.2.16)
1—1
FO = N g i) — QD + fO) £ i i €N, (4.2.17)
j=1

so ldsst sich (4.2.15) kurz schreiben als

MO =F®  fiir allei € N. (4.2.18)
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Aus den Summationsindices der rechten Seite von (4.2.17) liest man sofort F) = 0 ab, d.h. fiir
i =1 liegt eine homogene Differentialgleichung M f(*) = 0 vor. Fiir i > 2 berechnet sich die Inho-
mogenitit F( aus den Funktionen f*) (und deren partiellen Ableitungen) fiir k € {1,...,i — 1}.
Folglich ist das Differentialgleichungssystem (4.2.18) prinzipiell rekursiv losbar. Die Randbedin-
gungen fiir die einzelnen f(*) ergeben sich aus denen von 1 in (4.2.5), (4.2.6), (4.2.7):

0 = 9(z,0,¢) = VQVCL'UZ e fO(xz,n(x,0) = \/21/1‘UZ e f9(x,0)
i=0 i=0
(4) _ .. .
xzzw f(x,0) 0 fir alle ¢ € N (4.2.19)
0 Yy (2,0, €) W39) U; €' fy(z,0)
= f0) = 0 firalleieN (4.2.20)
U = tyw,00,6) =UD e fi (@, n(w,00) = U(f'(00) + > €' fV(w,0))
i=0 i’;’ i=1
=  f{(z,00) = 0 firalleieN. (4.2.21)

In Lemma 1.5.2 auf Seite 18 wurde mit der Ungleichung (1.5.18) gezeigt, dass f’(n) fiir n — oo
exponetiell gegen 1 strebt, weswegen auch nur Anfangsprofile F(xg,n) mit dieser Eigenschaft als

sinnvoll angesehen werden konnen und die Randbedingung (4.2.22) verschirft wird zu:
Fiir alle ¢ € N ist f,]i) (x,m) exponentiell fallend (gegen 0) fiir n — oo. (4.2.22)

Diese Wachstumsbedingung wird im folgenden Abschnitt entscheidend ausgenutzt, um die Diskret-
heit des Spektrums eines speziellen Differentialoperators zu gewihrleisten. Zur Ubertragung der
Anfangswertbedingung (4.2.8) wird die zusitzliche Annahme getroffen, dass die Abweichung vom
Blasius-Profil gerade die Anfangsbedingung von f()(xq,n(zo,y)) ist. Siehe hierzu [38] S.435 Zeile
3 von oben und den Text auf Seite 437 nach Zeile (2.24):

... The solution given by ... is generally applicable to obtaining higher-order approxi-
mations for solutions which represent perturbations about the Blasius solution wherein

the boundary and initial conditions are satisfied by the combination of the Blasius and

the first-order solution.

Dies bedeutet formelméfig

1 _
F (o, m) = 6’1F(wo,n):59(n 2va0/U) — f'(n) := F(n) (4.2.23)
fxo,m) = 0  fiir alle i € Nxo. (4.2.24)

Man beachte, dass aus der Wahl von e geméf (4.2.2) folgt:

_ F(x07n)
f(l):n,n = ¢ 'F(xo,n) = ——L— < 1.
n (70,7) (0.1 = 1Bz, )l

Mit den Festlegungen (4.2.23), (4.2.24) verifiziert man nun leicht (4.2.8):

by(xo,y.e) = U e (wo,n(wo,y)) = U(f (n(zo,y)) + %g(n(zo,y)\/bxo/U) — f'(n(x0,)))

=0
g(y).
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Insgesamt ergeben sich also fiir die Funktionen f(), i > 2, homogene Rand- und Anfangswertbe-
dingungen. Weil aber die Inhomogenititen F() fiir i > 2, im allgemeinen nicht Null sein werden,
trifft dies auch auf die f) zu.

4.3 Zusammenhang mit einer irreguliren Sturm-Liouville

Differentialgleichung

Die Notation des vorangehenden Abschnittes wird weiter verwendet. Analog zu Lemma 2.4.8 auf
Seite 51 aus dem Warmeleitungskapitel sollen nun Losungen der homogenen Differentialgleichung
Mh = 0 in separierten Variablen untersucht werden (d.h. h(z,n) = S(z)N(n)) mit der iblichen
Zielsetzung, die ,komplizierte“ partielle Differentialgleichung fiir A in ,einfachere* gewohnliche

Differentialgleichungen fiir S und N zu zerlegen.

Lemma 4.3.1 Es seien S € C*(R>,,), N € C*(Rxq) und h(z,n) := S(z)N(n) eine nichttriviale
Losung der homogenen Differentialgleichung Mh = 0 in separierten Variablen. Dann liegt einer

der beiden folgenden Fille vor:
A) N =af’ fir ein a € R\{0}.

B)

>

S(x) = ax”
0 = N" 4 fN"+Af'N' +(1—\Nf'N (4.3.2)

fiir geeignete \, o0 € R, a # 0.

Im Fall B wird A\ Eigenwert und N Eigenfunktion zum Eigenwert A genannt. Das Spektrum ist die

Gesamtheit aller Figenwerte.

Beweis: Im Folgenden wird etwas lax aber unmissverstindlich h = SN anstelle der genaueren

Formulierung h(z,n) = S(x)N(n) geschrieben, um die Notation zu vereinfachen. Es gilt

3 2
P DD

0
oy f11 = 1" N
onnm on Ox anm +22f or + f7)SN)
= SN" —2xf'S'N'+ fSN" +2xf"S'N + f'SN
— S(NIII +fN”+f”N) _ 2xsl(lel _ fIIN)

& S(N" 4+ fN"+ f'N) =225 (f'N' — f"N). (4.3.3)

0 = Mh=(

Fall A: f'N' = f"N.
Es sei 19 > 0 fest gewéhlt. Weil f” auf dem Intervall [ng, +00) positiv ist, gilt dort N’ — ’}—/,/N =0,

so dass

" f(m)
= o[ i) i [ 24) - 5k
o 7o
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fiir alle n € [no, +00). Insbesondere ist dann

unabhéngig von n > 1y und damit auch unabhéngig von 19 > 0, so dass N = a.f’ auf R~g. Aus der
Stetigkeit von f und N im Punkt 0 folgt dann N = o f” auf ganz R>¢. Wegen 0 # h = SN = oS f’
ist a #£ 0. Weil f die Blasius-Differentialgleichung "’ + ff” = 0 erfiillt, gilt

NIII + fNII + f”N — a(fllll + fflll + fllfl) — Oé(fl” + ffll)l — 0, (434)
so dass wegen (4.3.3) fiir beliebige S € C'(R>,,) stets Mh = 0.
Fall B: f'N' # f'N.
Es gibt dann ein € R>o, so dass (f'N’' — f”N)(n) # 0. Folglich ist

N”’+fN”+f”N)(7})
(f'N" = f"N)(n)

wohldefiniert. Aus (4.3.3) erhilt man S'(z) = — 2 S(z) fiir alle z € R>,, und damit S(z) = ar?
fiir ein @ € R. Wegen 0 # h = SN ist a # 0. Der Definitionsbereich von S ist nach Voraussetzung

)\::f( eR

R>4z, € Rsg. Das bedeutet insbesondere S(x) = oz 32 # 0 fiir alle z € R>,,, so dass 21’% =-\

Aus (4.3.3) folgt dann wiederum, indem man durch S teilt
N///+fN//+f//N:—)\(f/N/—fNN) o= N///+fN//+)\f/N/+(1—)\)f//NZO.
[
Die Fille A und B aus Lemma 4.3.1 schliefen sich im allgemeinen erst dann gegenseitig

aus, wenn zusitzlich geeignete Randbedingungen vorgegeben werden, wie das folgende Korollar

zeigt.
Korollar 4.3.2
a) Die Funktion N := f’ erfillt fiir jedes A € R die Differentialgleichung (4.5.2).

b) Falls unter den Voraussetzungen von Lemma 4.3.1 die Funktion h zusdtzlich die homogenen
Randbedingungen
0 = h(z,0) = hy(z,0) = hy(z, 00)

fir alle x > x¢ erfillt, so liegt Fall B aus 4.3.1 vor und N erfillt ebenfalls die homogenen
Randbedingungen:

0 = N(0)=N'(0) = N'(c0). (4.3.5)
Falls weiterhin hy(x,n) exponetiell (gegen 0) fillt fir n — oo und alle x > o , so gilt auch

N'(n) ist exponetiell fallend (gegen 0) fiir n — oo. (4.3.6)
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Beweis: a) Einsetzen von N := f’ in die rechte Seite von (4.3.2) liefert sofort

fllll + fflll + )\flfll + (1 _ )\)fllfl — fllll + fflll + flfll f,,’:iffll (_ff”)l + fflll + flfll — 0

b) Wegen 0 # h = SN gibt es ein « > xg, so dass S(x) # 0. Fiir dieses x sind nach Voraussetzung
die Randbedingungen

o
I

h(z,0) = S(x)N(0)
0 = hy(x,0) = S(z)N'(0)
0 = hy(z,00) =S (z)N'(c0)

erfiillt. Teilt man diese Gleichungen durch S(x), so erhélt man die in b) angegebenen homogenen
Randbedingungen (4.3.5) fiir N und auch die Wachstumseigenschaft (4.3.6) folgt sofort aus
derjenigen von hy(z, ) fiir n — co. Damit kann aber Fall A aus (4.3.1) nicht eintreten, denn dann
wire wegen f”(0) = 0,4696 # 0 # « auch N'(0) = af"(0) # 0. [

Als nichstes wird gezeigt, dass sich hinter der gewdéhnlichen Differentialgleichung (4.3.2)

ein Sturm-Liouville Eigenwertproblem zum Eigenwert A verbirgt. Setze

p = “;—f (4.3.7)

q = —ff" (4.3.8)
14

ro= % (4.3.9)

Wegen f € C*®(R>p), f'(0) = 0 = f(0), f/ > 0 auf Ryg und f” > 0 auf R>o (s. Abbildung
1.1) gilt p,q,r € C*(R>g), p,r > 0 auf Ryy und 0 = p(0) = ¢(0) = r(0). Fiir eine Losung
N € C3([0,0))\{0} von (4.3.2) seien die Funktionen

G = GNSZ—

fl
, N / N/flfoN
H = Hy =G =|—-| =————"—
" (f) e



130

auf (0, 00) definiert. Mit diesen Bezeichnungen berechnet man auf R<q
0 = N" + fN" + X\f'N"+ (1 =N f"N

= (f'G)" + f(f'G)" + M(f'G) + (1 =N (f'G)

= J"G+3f"G +3f"G" + /G + f(f"G+2f"'G + f'G")+ AN (f'G+ f'G)
+(1-N"(fG)

= (" + ff" M+ =N )G+ 3G+ 3f"G" + G

=0, nach Korollar 4.3.2 a)

HQG G+ MG

= 3f"H+3f'H + f'H" + f2f'H + f'H') + \f*H

= JH' G+ [ G 20+ P

f/2
— Iyl " / 7 2 17 I
=y JH GBS LIOH + A = ffOH B
/3 12 £112 " /3 14
f f ¥
g fr W W =1
3 ! 14
= (fv ) ff’2H+AJ},,

= (pH') + ¢H + A\rH.

Folglich erfiillt die Funktion H auf dem offenen Intervall (0, 00) die Sturm-Liouville Differential-
gleichung (pH') + ¢H + ArH = 0, wobei H dann als Eigenfunktion zum Eigenwert A bezeichnet
wird (vgl. [38] (2.11) S.436 ). Auf die nicht triviale, detaillierte Analyse dieses Sturm-Liouville-
Problems sowie die Transformtion der Randbedingungen des nichtkompakten Definitionsbereiches
(0, 00) wird hier nicht weiter eingegangen, sondern auf das Standardwerk von W.T. Reid [47] ,,Stur-
mian Theory for Ordinary Differential Equations® und speziell auf Kapitel IV Abschnitt 7 ,A Class
of Sturmian Boundary Problems on a Non-Compact Interval“ verwiesen.

In der Theorie der Sturm-Liouville Differentialgleichungen wird standardméfig die Funktion r =
;—lj > 0 aus (4.3.9) als Gewichtsfunktion aufgefasst. Es sei w := rA das zugehorige Mafi (A das
Lebesgue-Maf auf (0, 00)), und

f/4
(g,h) = / gh dw = / ghr d\ = / 7 ) g(mh(n) dn (4.3.10)
R>o R>o f(
das Skalarprodukt auf L?(w) mit zugehériger Norm ||glw = /{9, 9)w-

Satz 4.3.3 FEs sei die Differentialgleichung (4.5.2) mit homogenen Randbedingungen (4.3.5) vor-
gelegt.

a) Das Spektrum besteht aus der gesamten positiven reellen Achse Rsg.

b) Unter der zusitzlichen Randbedingung (4.3.6) liegt ein diskretes Spektrum vor: Die Eigenwer-
te (A;)ien bilden eine streng monoton wachsende, unbeschrinkte Folge mit 400 als einzigem

Hiufungspunkt.
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Fiir die folgenden Aussagen sei zusdtzlich die Randbedingung (4.3.6) vorausgesetzt.

¢) Alle Figenriume zu Figenwerten X\;, i € N, sind eindimensional. Folglich gibt es eindeutig
bestimmte Eigenfunktionen N; := Ny, von \; mit N/'(0) = 1.

d) Die Funktionen

N’
H, = Hy = [=2 4.3.11
N (4.3.10) (f’) ( )
bilden eine orthogonale Schauderbasis des L?(w), d.h. jedes h € L?(w) bestitzt eine eindeutige
Darstellung
o0
[ ZAiHi (4.3.12)
i=1
%) f/4 Ni /
(h Hi)o J5 4 (%) hodn
Ai = W ( 4:3 10) . 72 (4313)
i s.4.3. oo fr
b eso g (8

Der Beweis beruht auf der oben erwéhnten allgemeinen Theorie von Sturm-Liouville-
Differentialgleichungen auf nicht kompakten Definitionsbereichen und wird hier nicht angegeben.
Einen in allen Einzelheiten ausgefiihrten, befriedigenden Beweis, findet man leider auch nicht in
den grundlegenden Arbeiten [38] und [51].

Die numerische Berechnung der Eigenwerte und Eigenfunktionen in [38] Appendix S.447, [39] ist
aufwendig und macht an mehreren Stellen asymptotische Vereinfachungen. In Tabelle 4.1 sind die
ersten zwanzig von Libby und Fox berechneten Eigenwerte A, aufgelistet zusammen mit der || - ||.-
Norm der eindeutig bestimmten Eigenfunktion Ny, mit Ny (0) = 1 (s. [39] Tabelle 1 auf Seite
2165).

Die Abbildungen 4.2, 4.3 enthalten die Graphen der ersten zehn Eigenfunktionen N,, und
deren schnell fallenden Ableitungen N3 (vgl [38] Figure 1 auf Seite 438). Diese Graphen
wurden in Matlab mit dem DGL-Loser ODE45 neu erzeugt (mit der Anfangsbedingung
(N, (0), N} (0), N¥ (0)) = (0,0,1), k =1,...,10).
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Abbildung 4.2: Ny, und N;\k fiir die ersten fiinf Eigenwerte A\g, k =1,...,5
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Abbildung 4.3: Ny, und Ny _fiir die Eigenwerte Ay, k =6, ...

.10




134

koo Ak INGIE | B N [ Nx 2
1 2,000 2,2674 11 20,984 0,306
2 3,774 1,1476 12 22,924 0,283
3 5,627 0,8162 13 24,862 0,267
4 7,517 0,6461 14 26,805 0,255
5 9,408 0, 5444 15 28,755 0,246
6 11,328 0,4785 16 30,711 0,236
7 13,252 0,422 17 32,667 0,224
8 15,171 0,380 |18 34,620 0,212
9 17,099 0,353 19 36,569 0,203
10 19,040 0,330 20 38,520 0,197

Tabelle 4.1: Die ersten zwanzig Eigenwerte A\;, und Eigenfunktionnormen || Ny, ||

4.4 Berechnung von f()

Analog zum Vorgehen bei der Wirmeleitungsgleichung kann man die Funktion f(), welche die
homogene Differentialgleichung M f(*) = 0 mit homogenen Randwertbedingungen 0 = () (z,0) =
fni) (x,0) = fy(,i)(yc7 00), fni) (x,m) — 0 exponentiell fiir n — oo und die Anfangsbedingung

M (wo,m) = F(xo,n) erfiillt (s. (4.2.18), (4.2.19), (4.2.20), (4.2.22), (4.2.22), (4.2.23) ), unter
Ausnutzung von Lemma 4.3.1 und Korollar 4.3.2 folgendermafien mittels der Eigenfunktionen N;

zu den Eigenwerten \; asymptotisch fiir x — oo entwickeln:
FO(@,n) = Z[l§ =3 Ni(). (4.4.1)

Die Konstanten Agl) erhélt man dabei iiber das Skalarprodukt (4.3.10) und die Anfangsbedingung
(4.2.23):

W (p _ -
om0 | FQ
BEQAN  _ (fDom o,y (MY
- < F'(n) ) - ( 0 ),, <411>;A" 0 (f’(n))
=H;, s. (4.3.11)
- 1 (IR de
> A e ||H|2<< ) )’Hi("”

_ox Lo (WRQAN
B ||H|\2/o f”(n)( ') )Hz(n)dn-

Y]
Die iiber den konstanten Vorfaktor z,?> bestehende Abhingigkeit vom Anfangspunkt 2o kann man

noch herausziehen, indem man

T N e L ON A S IGT Y
A= Ayt = | )(Of’( )H*”)d” 442)

f"(n n)
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setzt. Dies ist Gleichung (2.14) auf Seite 436 in [38]. Gleichung (4.4.1) lautet dann

)\7,
2

FO = S AD (f) Ni(n). (1.4.3)

=1

(Dieser Ansatz wurde in [38] in (2.9) auf Seite 435 direkt gew#hlt.) Man kann nun numerisch

fiihrenden Terme
N

n " -3
Z A (x_o) Ni(n)

i=1

beliebiger Ordnung n fiir die Asymptotik £ — oo bestimmen, sofern man die Eigenwerte und
Eigenfunktionen bis zu dieser Ordnung numerisch bereitstellen kann. Libby und Fox [38] weisen
auf Seite 439 darauf hin, dass in einigen praktischen Anwendungen die ersten zehn Eigenfunktionen
(d.h. n = 10) nicht ausgereicht haben, um zufriedenstellende Ergebnisse zu erzielen.

Bei freien Nachlauf-Stréomungen wurden die fithrenden Konstanten mit dem Widerstand bzw. Wi-
derstandsbeiwert des umstrémten Korpers in Beziehung gesetzt, weswegen eine genaue Kenntnis
des Anfangsprofils fiir erste Naherungen nicht zwingend notig war. Dies geht hier leider nicht ohne
weiteres, weil bei einer Kriftebilanz an einem Kontrollvolumen analog zu den Betrachtungen bei
freien Nachlauf-Fernfeldern der Bodenwiderstand fiir x — oo stets den Korperwiderstand majori-

sieren wiirde.

4.5 Berechnung von (), i > 2

In der Einleitung wurde bereits erwiihnt, dass die Bestimmung der héheren Ordnungen (), i > 2,
iiber Green-Funktionen und nicht iiber die Normalbasenmethode wie bei freien Nachlauf-Stromun-

gen erfolgen soll. Gesucht sind (Green-)Funktionen G® (z,n,2’,n") mit der Eigenschaft
. oo r . .
0w = [ [ 6O ) FO ) o' (45.1)
0 xo

Libby und Fox [38] (S. 436, 437) fiihren, ohne es direkt auszusprechen, bei der Konstruktion
der Green-Funktion G (z,7,2’,n') das Duhamel-Prinzip durch, welches hier deutlich herausge-
stellt werden soll, d.h. das inhomogene Problem mit homogenen Rand-/Anfangswertbedingungen
wird durch Integration einer Familie von Losungen homogener Probleme mit inhomogenen Rand-
/Anfangswertbedingungen gelost.

Hierzu wiederholen wir zuniichst das inhomogene Anfangswertproblem fiir (9, ¢ > 2, mit homo-
genen Rand- und Anfangswertbedingungen (s. (4.2.18), (4.2.19), (4.2.20), (4.2.22), (4.2.24) ):

MfD(@,n) = F(x,n) (4.5.2)
fD(z,0) = 0 (4.5.3)
2,00 = 0 (4.5.4)
f$(z,00) = 0 (exponentiell fallend) (4.5.5)
f(@osm) = 0 (4.5.6)
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fir alle z € Ry, und 7 € R>q. Fiir zunéchst festes 2’ € R>,, betrachte man nun das folgende
homogene Anfangswertproblem fiir eine gesuchte Funktion f® (x,n; ') mit inhomogener Anfangs-

wertbedingung:

MfD(z,ma’) = 0 (4.5.7)
fO(x,0;2") = 0 (4.5.8)
Fz,0,2") = 0 (4.5.9)

f,gi) (z,00;2") = 0 (exponentiell fallend) (4.5.10)
! N (@) (4! 0

@ (ol ey — _f(n)/ FY(' ) 4511

f ($ y 15T ) 20 o f/(’f]/)2 dn ( 5. )

fiir alle z € Ry, und 1 € R>(. Man beachte den Unterschied, dass (4.5.6) eine Anfangsbedingung
fiir die partielle Ableitung f,(,Z) ist, withrend (4.5.11) eine Anfangsbedingung direkt fiir f()(-; ")
darstellt. Es sei darauf hingewiesen, dass der Integrand % in (4.5.11) wegen f/(0) = 0 im
Punkt n = 0 eine Singularitit besitzt und die Integrierbarkeit deswegen nicht a priori sichergestellt
ist, was hier jedoch stillschweigend angenommen wird. Formal muss man in einer parallel laufenden
Induktion iiber i anhand der Definition der F*) (s. (4.2.17)) die Integrierbarkeit von %
nachweisen, worauf hier jedoch verzichtet werden soll. Zu guter letzt muss man die Konsistenz der
Anfangsbedingung (4.5.11) mit den Randbedingungen (4.5.8), (4.5.9), (4.5.10) fiir den Startpunkt

x = 7/ nachpriifen. Auch dieses wird hier nicht durchgefiihrt.

Nach dem Duhamel-Prinzip integriert man nun £ (z,n,z’) beziiglich 2/, um die gesuchte Funktion
9 (x,n) zu erhalten:

fO@,m) = /x FO(z,m,2') da'. (4.5.12)

Es muss nun nachgerechnet werden, dass die so definierte Funktionen f(* (x,n) tatsichlich das
Anfangs-/Randwertproblem (4.5.2), ..., (4.5.6) lost. Bei der folgenden Rechnung wird die Re-
chenregel (2.4.6) auf Seite 46 zur Ableitung von Integralen mit variablen Grenzen benutzt. (Ein

Ableitungsstrich bei Funktionen zeigt die partielle Ableitung nach 1 an, d.h.: /' = 8%, wéhrend ein
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Strich bei Variablen lediglich neue gestrichene Variablen bezeichnet.)

3 2
MPO @) = (=l g+ S + 2 )+ 1) [ O
- / MO (e, 2') de! — 22 f () fD (@, 2) + 2o () FO (2, )
2o ————
=0, s. (4.5.7)
= =2z(f') (@ m, ) — £ () f Oz, m, @)
(T

) nF()(:cn) df
2¢ JO  f'(n)?

= —2x "(n)?2 = @) z,
(4.5.11) () f'(n) (z,m)

f(z)(.%()) _ / f(z (I 0 x/) dr’ =0

h,_/

=0s. (4.5.8)
f'r(]i)(xvo) = / f(z (z,0,2") dz’

=0s. (459)

) To
f7(71) (xo0,m) = / f,(,l)(x,n,x’) dz’ = 0.
o)

Komplizierter ist der Nachweis der Randbedingung (4.5.5) aus der entsprechenden Randbedingung
(4.5.10) der homogenen Probleme. Er wird hier nicht erbracht. Stattdessen konzentrieren wir uns

auf die Herleitung der Green-Funktion.

Die formale Definition (4.5.12) wird nun konkretisiert. Das homogene Anfangswertproblem
(4.5.7),..., (4.5.10) mit inhomogener Anfangsbedingung (4.5.11) hat die gleiche Form wie das-
jenige fiir f() mit dem Startpunkt z’ anstelle von zo und der Anfangsbedingung f,(f) (', m; ")
anstelle von F(n). Die Losung wurde im vorigen Abschnitt hergeleitet und lautet nach (4.4.2),
(4.4.3) :

fO@na) = 3G ()77]NJ(77) (4.5.14)
oy ] f’4<n> S gaty dc\'
_ 1 4(77> O ma)\ L,
T HER b ’(n)( ) )HM) diy
_ 1 > ftn) FO(',n)
arw TR 7o) “2apme o4
- 2x'||jqj|2/0 “;u((z))F“)(x’m)Hj(n) dn. (4.5.15)
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Einsetzen in (4.5.12) liefert:

) = [ e - 3

12 (0! ) —
- [ S J;"ngiF(l)(x"”')Hﬂ”’) W () " ot ax
To j—1

0]1

>

s §|H DN g (£) | PO s

GO (z,ma' ) = = ! 2flj(n,/)Hj(n’)Nj(n)L (f,)_ . (4.5.17)

Diese Definition stimmt mit dem Ergebnis von Libby und Fox [38] Gleichung (2.18) auf Seite
437 iiberein. (In Gleichung (2.18) miissen nacheinander die Ergebnisse aus den nachfolgenden
Gleichungen (2.22) und (2.20) eingesetzt werden).

4.6 Nicht-Auftreten logarithmischer Terme

In der Einleitung zu diesem Kapitel wurde auf einen Unterschied zwischen Nachlauf-Stromungen
im Grenzschichtbereich und freien Nachlauf-Stromungen hingewiesen, namlich dass bei ersteren
keine logarithmischen Terme (in z) in den hoheren Ordnungen f()(z,7) auftreten, wihrend dies
bei letzteren ab Stufe drei der Fall war.

Das Nicht-Auftreten logarithmischer Terme bei Nachlauf-Stromungen innerhalb der Grenzschicht
beruht allerdings auf einer nicht restlos bewiesenen Hypothese und ist daher mit Vorbehalt zu
betrachten: Ting [55] gibt auf Seite 34 ab Zeile 5 ohne Beweis die entscheidenden Eigenschaften
der Eigenwerte A\g, & > 2, an. Diese sind unten in der Hypothese 4.6.1 aufgelistet. Nach den
Ausfiithrungen von Stewartson [51] S.183-185 sind diese Eigenschaften nach seinen Worten zwar

»sehr naheliegend*, ein rigoroser Beweis fehlt allerdings.

Hypothese 4.6.1
a) A\ =2
b) Ak € N fiir alle k € N>g
c) Mk — N €N firalle k,j e Nmitk > j
d) Ak, + -+ A, #F A fir alle j ki, ...k, €N, n>2

In Worten bedeutet dies: Der kleinste Figenwert ist 2. Alle anderen Eigenwerte sind nicht ganzzahlig
und dies trifft auch auf Differenzen von verschiedenen FEigenwerten zu. Ferner lisst sich kein

Figenwert als (echte) Summe von anderen darstellen.
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Dass A := 2 ein Eigenwert ist, kann man leicht durch folgende, direkte Angabe einer zugehorigen

Eigenfunktion verifizieren, jedoch nicht, dass er der kleinste ist. Setze

N(n) = nf'(n)—fn). (4.6.1)

Es wird nun gezeigt, dass N eine Eigenfunktion zum Eigenwert A = 2 mit exponentiell fallender
Ableitung ist, also die die Bedingungen (4.3.2), (4.3.5), (4.3.6) erfiillt sind, d.h.:

— N///+fN//+>\f/N/+(].7)\)f//N:N/N+fN//+2f/N/7fNN
N(0)
= N'(0)

o o o o
I

= N'(c0) (exponentiell fallend).

Hierfiir werden zunéchst die ersten drei Ableitungen von N bereitgestellt:

NI _ fl+77f”_flz77fll
NII _ f” + nf”l
NIII — 2fl/l + nf””.
Man berechnet nun
NIII + fN” + 2fINI _ f”N _ 2flll + nfll” + f(f” + nflll) + 2fl77f” _ f”(nfl _ f)

— 2flll+nfllll+ffll+nfflll+2nflfll7nflfll+ffll
— 2f//,+77f””+2ff//+nff/”+nf/f//
= 2"+ I A A L =0

————— N———

=0 =0
N(©0) = 0-f(0)—f(0)=0
N~
N'(0) = 0-f7(0)=0
N'(oo) = lim nf”(n) =0 exponentiell fallend, s. (1.5.19) auf Seite 18.
n—00

Man kann die Eigenfunktion N Satz 4.3.3 c) entsprechend noch normieren, so dass die zweite

Ableitung im Punkt 0 den Wert 1 annimmt:

N nf'tn)—f)
Ni(n) = N0 = 770) . (4.6.2)

Das folgende Lemma, mit dem das Nicht-Auftreten logarithmischer Terme bewiesen wird, korre-
spondiert mit Lemma 3.6.1 auf Seite 84 und formalisiert die Bemerkungen von Ting [55] am Ende
von Abschnitt 3.3 auf Seite 36.

Lemma 4.6.2 Unter der Hypothese 4.6.1 c) besitzen alle Funktionen f*)(x,n) eine Darstellung

FO () = 3 o) (@) N (),
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wobei die Funktionen v,@ (x) in dem von den Monomen

€T 2()‘Jl+ +)‘Jk)
M:{(Jg—o) ;j1,-- ..k € N,k € N} (4.6.3)

erzeugten reellen Vektorraum V(M) der in x € R>y, absolut summierbaren Reihen enthalten ist,

d.h.:

v (z) € V(M) = {Z a;m;i(z)|a; € R,m;(z) € M,Vr € R>y, : Z laj|lm;(z) < +oo}.

j=1
Beweis: Vorweg sei deutlich gesagt, dass auf den Nachweis der absoluten Summierbarkeit der zu
konstruierenden Funktionen v,(f ) () nicht niher eingegangen wird, sondern nur auf die Herleitung
der Reihendarstellung in Monomen aus der Menge M, was mir im Hinblick auf das asymptotische
Verhalten fiir z — oo am wichtigsten erscheint.
Der Beweis erfolgt per Induktion iiber ¢, wobei der Induktionsanfang fiir ¢ = 1 durch die Gleichung
(4.4.3) bereits bewiesen ist, so dass man direkt mit dem Induktionsschritt starten kann. Dazu sei
1 > 2 und die Behauptung gelte fiir 7’ mit 1 < ¢’ < i. Wendet man die Induktionsannahme auf alle
Terme der Inhomogenitit F(9 an, so erhélt man

i—1
F® — Z ZIféj)fé;_j) _ (2xf§.j) + f(j))fr%_j)
j_

(4.2.17)

= Z Z 2xvPpi= ]) N/ N/, — (2991)7(3)/ + 0PI N, N | (4.6.4)

j=1n,m=1

wobei vy(f),vf% D e V(M) fir alle n,m € N und alle j € {1,...,5 — 1}. Weil sich einmaliges

—«
Ableiten nach x und anschlieSende Multiplikation mit 2 angewandt auf Terme der Form (i) ,

xo
a € R\{0}, bis auf den konstanten, reellen Faktor —a kompensieren gilt avid 20 v ) e V(M).

Das bedeutet aber
2$U7(lj)’()7(fl_j)/, (2xv§lj)/ +o@li=9) e V(M)? C V(M?),
wobel

2\ "2t A
M2 :{<l’_0) 7]1)7]k€N7k22}

Durch geeignetes Umordnen der Reihen in (4.6.4) kann man deshalb F(*) als Summe von Produkten

in separierten Variablen darstellen:
F(i) (,7) Z gl L(i)

mit g\ € V(M?) fiir alle n € N. Diese Darstellung setzt man nun in die Gleichung (4.5.16) zur
Bestimmung von f() ein:

A

. o] x e o] 1 f/2(n/) 1 T _TJ ]
O] = _ E H. (7N el FO(2 o' da’ dn’
f (fﬂaﬂ) /0 /930 s HH]HE) //(77/) ](n) ](U)QII <II) (:L' an) T 7’
<1 N /1 2N q Y, ,/OO 1 fl2(77/) / i) (1 ’
= —E g —x" 2 ' g () dx Hln)Lgf)n)dn N;(n).
e L_1 2 2o ( o H;IZ f"(') i ( i)
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Man muss also nur noch

Aj Aj

T
177/ ' 1gW (o)) da’ € V(M) fiir alle j e N (4.6.5)
Zo

nachweisen. (Auf Umordnungs- und Summierbarkeitsfragen wird - wie zu Beginn klar gestellt wurde

- nicht weiter eingegangen). Hierzu wihle man einen festen Eigenwert A;, j € N, und ein Monom
A

(f—o) = € M2, wobei A = \j, + -+ + )j, die Summe von k > 2 Eigenwerten ist. Nach Hypothese
4.6.1 ¢) gilt A # Aj, also —)‘_;j — 1 # —1, weswegen bei folgender Integration kein Logarithmus

als Stammfunktion auftritt:

1
- 1y -
X TN / 2 XA T P
7 v xr 12 _J 5 -3 __ 12
x2/x21(—) dx =x2ac02/x = lds
xo Lo xo

2 x\ x\
= Z) (£ e V(M
Aj = A (T«)) (990) a0
Wegen g) € V(M?) ergibt sich damit aus Linearitétsgriinden auch (4.6.5). |

4.7 Ursprungsbestimmung, optimale 1-Term-Asymptotik

In [17] geben Fox und Chen verschiedene Methoden zur Bestimmung eines geeigneten Ursprunges

der Asymptotik erster Stufe an. Diese lautet nach (4.2.9):

Q

“(9;]’77) f'(n) + Efv(il)(x’ ") (443) ZA(U (:E())_T Nt oy

i=1

1Y) (RFO &
o TR f”(n)( Fn) )H’(m o

1 /OOf/4,'7) (f EUg \/W)_fl(g)dc
0 )

(4.2.23) | H; |2 f"(n f'(n)

) H;(n) dn. (4.7.2)

Chen greift dieses Thema in seiner Dissertation [9] auf. Der anschlieBend mit (seinem , Doktorva-
ter”) Ting veroffentlichte Artikel [54] fasst die wesentlichen Ergebnisse jener zusammen. Wie in
Abschnitt 3.7 wiahlen Ting und Chen den bisher freien Parameter xg so, dass der Koeffizient A;

verschwindet. Nach (4.7.2) fiir ¢ = 1 muss dann Folgendes gelten:

0 = /‘”f”‘”)( o a9y 2r0/U) )IHI(mdn
0

7"n) 7]
T ) (7 S g(C/ammoT) - NEuciCAURE DN
N ) 7o) 7o) !

) (S0 - £ A\ (L (1Y
R /0 f”(n)( f'() )(1 (f,) (n)) dn  (4.7.3)
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(vgl. [54] S.334, Textziffer (4.2)). Wegen A1 = 2 und Ag = 3,774 (s.Tabelle 4.1) lautet die in (4.7.1)
angegebene Asymptotik dann

MBI )+ O = ) + Ol (47.4)
anstatt
u(xﬂ?) ~ f/( O EESE ! —1
g~ )+ 0@TE)=f(n)+0@E™) (4.7.5)

fiir eine andere Wahl von xg, d.h.: man bekommt eine fast quadratische Ordnung anstatt einer linea-
ren. Fiir ¢y gemif (4.7.3) sprechen Ting und Chen wieder von ,der optimalen 1-Term-Asymptotik*
oder auch von ,der optimalen Blasius-Losung“. In [54] S.335-337 wird die optimale Blasius-Lésung
mit den oben angesprochenen Methoden von Fox und Chen anhand verschiedener ingenieurtech-
nisch relevanter Anfangsprofile verglichen, wobei eine numerische Losung als Giitemafistab dient.
Die Asymptotik wird dabei allerdings nicht zu Berechnung von Geschwindigkeiten sondern aus-
schlieBlich zur Bestimmg der Wandschubspannungen stromabwirts hinter dem Anfangsprofil be-
nutzt. In den meisten angegeben Fiillen liefert die optimale Blasius-Losung eine erwartet deutlich

schnellere Konvergenz.
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