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Zur Berechnung von Umströmungskörpern

zu Quell- Senken -Verteilungen

Dipl.-Ing. P. Thomsen

Beri,chtdes Instituts für Smiffbau der Universität Hamburg
mh einer Einführung von Dr. K. E g ger s

Es wird der ursprünglim von Inui angegebene Vorsmlag betreffs der Darstellung schiffsähn1idter Umströmungs-
körper dmm kontinuierlidw Verteilungen räwmlicher Quellen angewendet:

Das Geschwindigkeitspotential bzw. der Potentialgradient im Flüssigkeitsra\l!m wird durdt .esd1I()88eftle Inte-
grationen he'rgeleitet. An~nd wird aus dem Verlauf der durch numerische Integr~ _timmten
Stromlinien auf. ~..«eschlossen.

...<~.
Die geschlossen~-,ti:o:~: zur Bestimmung der Strömungsgeschwindigkeiten gelt4'~aJ1a:emeinen
Polynom-Ansatz.r. Vel1eihmg. Es werden die Lösungen der unbestimmten Integr.,~ Linoear.Glied,
das die lineare Änderung der Quell-Intensität in Längs- und in Tiefenrichtung beschreiht; und die LöMtngen
der näch.sten höheren GHeder - hier bei Konstanz der Intensität in Tiefenrichtung - angegooen.

Die AUISwertung der Integrale an den Grenzen und die Ausführung der numerischen Integrationen zur Bestim-
mung der Stromlinien wurden zunämst für das Linearglied vorgenommen unter Benutzung der elektronischen
Rechenanlage der Universität. Die Ausdehnung der numerischen Rechnungen auf die behandelten Glieder
höherer Ordnung steht bevor.

Vor einigen Jahren hat W. W e t t e r I i n g versum1, die
schiffsähnlimen Umströmungskörper zu vorg,egebenen Quell-
Senken-Verteilungen auf dem elektronischen Rechenauto-
maten G 2 in Göttingen zu berechnen. Es ist hie.rüber in die-
ser Zeitsch,rift in [2] bericlJ.tet worden.

Die G 2 ist e,ine Maschine, die in einer Arbeitsgruppe des
Max-Planddnstituts unter LeItung von Professor L. Bier-
man n selbständig konstruiert und zusammengebaut worden
ist. Unsere Rechnungen erfolgten wenige Monate nach der
Fertigstellung der Maschine unter Schwierigkeiten, wie sie
bei den heutigen, serienmä:ßig hergestellten Rechnern kaum
noch anzutr,effen sind. Abgesehen von der damals nom großen
Störanfälligkeit der G 2 durch Ausfall von Röhren, wodurch
nume.rische Rechnungen verfälscht werden konnten, ergaben
sich Scl1wierigkeiten fü.r die p.rogrammierung des Problems
dadurch, daß erstens die Mascl1ine nur das Rechnen mit festem
Komma gestattete - es' muBte vor~orgt werden, daß an
keiner Stelle der Rechnung Zahlen auftraten mit Absolut-

etrag größer als 8 - und daß zwei1ens zur Berechnung der
transzendentell1 Funktionen wie Logarithmus und Arcustan-
gens nom keine geeigneten Hilfsprogramme vorlagen. Übe~
die letzte Schwierigkeit halfen wir uns hinweg, indem wir die
auftretenden Integrale über die Quellverteilung nicht geschlos-
sen auflösten, sondern die Ausdrücke durch die Quadratur-
formel von Gauss mit 16 Abszissen auswerteten, d. h. indem
wir die kontinuierliche Quellverteilung dur,ch 16 Quellstälbe
ersetzten.

Dieses Verfahren ist in der Zwischenzeit mit einer Reihe
anderer Quellverteilungen an der Hamburger Rochenanlage
IBM 650 weiter erprobt worden. Es zeichneten sim dabei zwei
entscheidende Namteile des Verfahrens ab:

1. Da die Abszissen der Legendre-Gauss-Quadraturformel
erst in einem endlichen Abstand von den Integrations-
intervall-Enden begInnen, die äußersten Quellstäbe
also nicht mit dem Rand der kontinuierlichen Quell-
verteilung zusammenfallen, werden die Umströmungs-
körper zu den Quel1stabsystemen im allgemeinen kür-
zer als die der entsprechenden kontinuierlichen Vertei-
lungen.

2. Die einzelnen Qoollstäbe bewirken Ausbeulungen in
den Stromlinien. Dies tritt besonders hervor in der Um-

gebung des Stevens, bei sd1lanken Körpern aber aum
nom weiter zur Mitte hin. Diese Beulen können nur
genau erfaßt werden, wenn eine genügend kleine
Schrittweite für das Runge-Kutta-System eingeführt
wird, nam dem die StromMm- ~uHen werden; da-
mit wird wiedetr die Rechenzeit für die einzelnen Strom-
linIen ungewöhnlidJ. groß.

Die erstgenannte Schwierigkeit konnte behoben werden, in-
dem die Quadraturen nach der Formel von Lobatto [4] durm-
geführt wurden, welche die AJbszissen am IntervaUende mit
erfaßt. Für die zweite Smwierigkeit ergab aber selbst die
Verfeinerung der Integ,ration durm eine Formel für 24 Ab-
szissen keine befriedigende Lösung.

Die Arbeiten wurden, wie im folgenden veröffentlidJ.t ist,
von Dipl.-Ing. T horn sen neu aufgegriffen und mit Hilfe ge-
schlossener Integrationen und der Programmierung der aus-
zuführenden numerismoen Rechnungen für die Hamburger
Rem1'manlage jetzt offenbar bef,riedigend zum Abschluß ge-
bracht. Es wurde dabei auf die ursprünglime Arbeit [1] von
Inui zurückgegriffen und ihre VerallgemeInerung gefunden
füT Verteilungen entsprechend Polynomen 2. und 3. Grades
und für Linearverteilungen, we1me in Tiefenrimtung nid1t
melK konstant sind. Glei,ch~eitig gelang es, das Problem der
Bestimmung der AnfB'ngswerte für dIe Stromlinien, das bis-
her umfangre~che Überlegungen und numerisme Rechnungen
erforderte, entsdte.idend zu vereinfamen.

Der Deutsdten Forsmungsgemeinsd1aft sei der Dank aus-
gespromen für die Ermöglid1ung der Untersud1ungen.

K. Eggers

x,y, z

Bezeichnuncen

Koordinaten der Raumpunkte
In einem Rechtssystem
Koordinaten In x-Richtung und in z-Rich-
tung von diskreten Quellen bzw. Koordi-
naten Im Quellenfeld

}
Ebenes Rechteck-Feld
für QuellV'ertellung

-
~.1;

-1::;;~:;;;+1
-k:;;;1;:O; +~

R Radiusvektor bzw. auf (1;,1;) bezogener
Ortsvektor für Raumpunkt (x, y, z)

R Betrag des Ortsvektors
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x~x-i
z=z_~

J3etrag der Komponente In x-Richtung

Betrag der Komponente in z-Richtung
des Ortsvektors
Koeffizienten im Polynom-Ansatz
für die Quellverteilung

m Quellergiebigkeit

'I' Geschwindlgkelts-

J

potential der belde Potentiale
Um strömung bezogen auf

4> Geschwindigkeits- Anströmungs-
potential der Quell- geschwindigkeit V
Senken-Strömung

<p Elementarpotential für diskrete Quelle
bzw. Quellen

V Geschwindigkeitsbetrag
der Parallelanströmung D
Komponenten der räumlichen Geschwin-
digkeit grad 'I'
Anfangskoordinaten bel der Berechnung
von Stromlinien
Bogenlänge von Stromlinien
Schrittweite bel numerischer Integration
Hauptabmessungen
der Umströmungskörper

a VöllIgkeltsgrad der Wasserlinie (CWL)
Völligkeltsgrad des Hauptspants
VöllIgkeltsgrad der Verdrängung

Schärfegrad
Verdrängung des Umströmungskörpers
(Volumengröße)

kx Koeffizient der hydrodynamischen Masse
In x-Richtung für Umströmungskörper

p Druck; In mathematischer Herleitung p

als Exponent verwendet
q Staudruck
Q Dichte
g Erdbeschleunigung

t Zelt

s
h

B,T,L

11
11

<p ~ 11/11

'17= II.BTL

Problem

Für spezielle Verteilungen räumlidter Quellen, in einem
Rechteck-Feld in einer Ebene senkrem.t zur ungestörten freien
Oberfläclte gelegen, sollen die Gesmwindigkeiten und Strom-
linien der räumlicl1en Umströmung beremnet werden, die je-
weils vorliegt, wenn die Verteilung in eine stationäre Parallel-
strömung reibungs- und drehungsfreier Flüssigkeit ohne An-
stellwinkel eingesetzt ist.

Die Verteilungen gehören dem Polynom-Ansatz für man:

m = L ai;1 (I-bi 1~lj) (1)

1=1, j=1
Die Verteilung liegt jeweils in der xz-Ebene. z, die Tiefen-

koordinate, wird nacl1 unten negativ geredmet. x liegt, wie y,

)(

y

-z
Bild 1

in der ungestörten freien Oberfläd1e und ist mit der Anströ-
mung t) stromauf positiv geridttet.

Die Randbe,dingung an der freien Oberfläme
(g ~z + V2 ~xx)z=o = 0, (2)

zusammengesetzt aus den Bedingungen, daß die freie Ober-
fläche Stromlinienfläffie ist und daß der Dru~ in der freien
Oherflädte gleich dem atmosphärisdten DrutX ist, is,t bekannt-
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lieb näherun~weise erfüllt in den heiden Bereimen g!roßer
und kleiner Anströmgesd1windigkeit, wenn das Geschwindig-
keitspotential der in (;, -~) befindlimen räumlidten Einzel.
quelle

m --~-

«P= -~-, R = V(X-;)2 + y2 + (z + t)2 (3)
4xR

um das Potential der geeigneten Bildquelle vermehrt zu

m m
«P= - + -= für große Gescl1windi,gkeiten (4)

4xR 4xR

bzw. 7IU

m m
«P= - --- _

= für kleine Gescl1windigkeiten (5)
4xR 4xR

angesetzt wird.
FÜr den Bereid1 großer Anströmgesd1windigkeit ist als Zu-

satz.Potenti'al dasjenige der der Quelle entspred1enden Ein-
zelsenke zu addieren, für den Bereicl1 kleiner Anström-
gescl1windigkeit dai!jenige einer gleimen Einzelquelle.

In bei den Fällen liegt die zusätzliche Singularität spiegel-
bildlim zur Einzelquelle über der freien Oberflädte.

R2 = (X_;)2 + y2 + (z + t)2 (6)

R2 = (x - ;)2 + y2 + (z - t)2 .

m ( § ,J )

ZcO

(I,y, -Z )

m

Bild Z

Die Güte der Näherung läßt sim bei praktisdter Red1nung
den Gleimungen

g
- (<<pz)z=o=0 bzw. (7)
V2

VI
- (<<pxx)z=o=0, (8)

g

wie sie sim als Randbedingungen aus (2) für die beiden
Grenzfälle e,rgeben, entnehmen.

Die folgenden Red1nungen gehen für kleine Geschwindig-
keiten der Anströmung. Oberhalb z = 0 ist die gleime Vertei-
1ung von Quellen angesetzt wie unterhalb. Die Lage der B~ld-
quellen über der freien Oberfläme ersmeint physikalisch sinn-
voll, wenn man bedenkt, daß jede Stromlinienflädte in der
Flüssigkeit, deren Flüssigkeitspartikel im Ruhefall (Anström.
gesdtwindiigkeit null) 1n einer horizontalen Ebene liegen, die
Eigensd1aften der "f,reien Oberfläd1e" hat, wie sie (2) angibt.
Diese Erklärung gilt darum, weil gemäß des Betrages der An-
strömgesmwind'igkeit versmwindende Wellenhöhen voraus-
gesetzt sind. Bei der gleimen Einsduänkung zur Anström.
gesdtwindigkeit könnte die Verteilung ebenso gut in beliebi.
ger Taumung im Flüssigkeitsraum betracl1tet werden, ohne
daß sim an den Ergebnissen zur UmstrÖffiung Änderungen
einstellten.

Lösungsweg

Es werden die Integrationen zur Bestimmung der Strö-
mungsgesdtwindigkeit

grad'P = {'P", 'Py, 'Pz} (9)
gesdtl08scn ausgeführt.

Anschließend wird die Differentialgleimung der Strom.
linien

dx : dy : dz = 'P" : 'P y : 'P z ,
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die in der Darstellung des Systems von Dillerentialglei.
d1Ungen

d~~L = 11'x'ds
TZZ

ds

aufgefaßt wird, mit Hilfe des Runge.Kutta.Verfahrens inte.
griert. Parameter ist die Bogenlänge s der Stromlinien. Aus-
gehend von vorgegebenen Raumpunkten stromauf vor der
Verteilung ergeben sich bei der Integration jeweils die Koor-
dinaten x (s), y (s), z (s) der durch einen Anfangspunkt ver.
laufenden Stromlinie.

Geschlossene Integrationen

Unter der Quellergiebigkeit m wird die Quellförderung pro
Zeiteinheit (Quellvolumen pro Zeiteinheit) der räumlicllen
Einzelquelle verstanden

alp
m = 43tR2 -.

ar
Das Geschwindigkeitspotential der Quell-Strömung ergibt

sidl dann aus der Radial-Gesmwindigkeit alp/ar durm Inte.
gration über r (Radial-Richtung) zu

m 1
Ip = -~-- .--

43t R

Das Geschwindigkeitspotential eIl der Quell-Senken-Strömung
aus der Verteilung m (1;,~) im Redttedt-Feld

-1<1;~+1
--t<~<+t

ist die Integralsumme der Elementarpotentiale
Feld:

(13)

Ip über das

S~\

' m
--- d!; d~ = eIl (x, y, z)

43tV R

R = v(x- 1;)2+ y2 + (z- ~)2-.
Das Gesdtwindigkeitspotential der Gesamtströmung

spricht der überlagerung von Quell-Senken-Strömung
Anströmung und ist

eIl = --

11'= -x + eIl. (16)
Beide Potentiale sind auf die Anströmungsgesmwindigkeit

V bezogen.

Gesudtt sind die Ableitungen von 11' nach den drei Koordi-
-'ltenrichtungen des Raums. Es sind also die Integrationen

,szuführen in

-~: = -4~V S S --:~ -i- d~ d!; = eIln(x, y, z) (17)

wobei n als Abkürzung gesetzt 1st an Stelle der drei Koordi-
natenrimtungen x, y, z.

Für die Integranden gilt
a mal

=m' --.
an R an R

Mit den Substitutionen
1;= x-i d1;= - dir
~ = z - z d~ = - dz (19)

lautet (18), für die Komponentenridltungen ausgeschrieben,

a m x
=---'m

ax R R3 a m z
--=---'m
az R Raa m y

= ---'m
CJy R R3

Für den einfameren Fall der in Tiefenrimtung z unver.
änderlich6n Quellverteilung - mit bj = 0 dem Polynom (1)
zugehörig -

(21)

(10) sind die zu lösende Integrale

eIl ~ - SS
~~a' (x-i)ididzx
R3

I

=-~ai
SS

-~3(X---x)!didZ

eIl ~ - SS
~ ~a' (x-i)! di dzY
Ra

I

= - ~ai SS -~3
(x-i)i di dz

eIl ~ - r
S

~~a' (x-i)ididzZ J R3
I

= -~ai
SS :3

(x-i)ididz

Mit dem Ziel, bei beliebigem Ansatz für das Polynom der
Quellverteilung rn-zunächst nach (21) - die Lösung der
Integrale auf wiederholte Auswertung einer Rekursioßsformel
zurüdtzufübren, wurde der binomische Lehrsatz hier ein-
geführt. Mit

(22)

(23)

(24)

(11)

(12) i

(x-i)1 = L (
~

)xi-P (-i)P

p=O

(25)

lauten die Integrale

SS
x

-
(x - i)i di dz =

R3

(14)
= i (- l)P ( ~ ) xl-p

SJ
p=O

(26)di dz

(15)
ent-
und

SS-~3
(x-i)1 di dz =

= yt (-l)P ( i )xl-P
SS

~: didz
p=O

p R

S J -:3
(x- i)i di dz =

= f (-l)P (~) xl-p SSz~;P didz.
p=o

Die Integration in (22) und (23) sind zurüdtgeführt auf die
Behandlung des Integraltyps

JS
iP

Ra
di dz

(27)

(28)

p= ~ 1,2,3,4.... (29)

(18)

diejenigen in (24) auf die Behandlung des Typs

SS
Z' iP

-- R~--
di dz (30)p = 0, 1,2,3 . . . .

Die Lösung für das letztere, für die z-Geschwindigkeiten
ma'ßgeblime Integral kann für beliebige p angegeben werden:

(20)

SS
z;P di dz =

S { S
- i3dZ} iP di = -

S -~ di

1 -.
p - 1 -

S

ip-2
-= ---00- xp-1 . R + ~ (y2 + Z2) dx

p p R

S
di

letztes Integral in (31) - = [n (i + R)
R

p ungerade: letztes Integral in (31)
S

---~-:di = R.

Für p = 0 bis p = 3 lauten die Lösungen im einzelnen:

(31)

p gerade:
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SS-i; di dz = -- [n (i + R) p = 0 (31)

SS-Z~3~ didz = -R p = 1 (31)

SS
z . i2

-
_ i R z2 + y2 _

- dx dz = - - + -- [n (x + R) p = 2 (31)
R3 2 2

fS
Z~3i3di dz = - i2 R + i R3. P = 3 (31)

Die allgemeine Lösung des Integrals vom Typ (29), maß-
geblich für die x- und y-Geschwrndigkeiten, wUll'de nidlt ge-
funden. Auf de,r Sume nam der Rekursionsformel wurden je-
doch die Integrale bekannt für p = 0 bis P = 4.

(32), P = 0

f S ..~~~ = 1 y
[

arctg
i2 + ;2

Zi-i - aretg
i;-+y~ ~iR ]

(32), P = 1
SS -:3 dxdz= - [n(z+ R)

(32), P = 2

SS ::
di dz = - x[n (z + R) + z [n (x + R)

R+z yz
+ x In-~---= + y arctg --

Vx! + y! i2 + y2 + xR

(32), p = 3 SS ;:
axdZ= zR+ y2[n(z+ R)

(32), p = 4
SS =:

dx dz = - i3 In (z + R)

+3/!X(: R+ X2:y~ln(z+R))

[

R + Z_3/!y2 zIn (x + R)-z + xIn _~_

VX2+ y2

+ y arctg
yz

]
-3/2 .Sz2In (x + R) dz

x2+ r + xR
Für die Quellverteilung (21) sind damit die zur Bestimmung

der Gesd1windigkeiten auszuführenden Integrale für Poly-
nome m bis zum 3. Grade gelöst. Dies bedeutet prak:tism, daß
die zur Ebene x = 0 symmetrisdten UmSltrömungskörper zu
Verteilungen der Form (33)

m = al ; + a2 ; I; I+ a3 ;3 (33)

der numerismen Behandlung unmittelbar zugänglicl1 sind. Der
dabei notwendige numeriSldte Aufwand wird aus dem Ver-
gleim der Ergebnisse der folgenden Behandlung des Linear-
glieds von (21) und des vollständigen Linearglieds von (1) im
Vergleidt mit den Vorsmriften von (26) bis (28)ersimtlich.

Zuruclckehrend zum allgemeinen Polynom ansatz (1) gelten
im folgenden die Untersudtungen dem Linearglied. Es werden
der mit h1 = 0 gegebene Sonderfall des Vergleidls wegen mit den
Ergebnissen von Inui in [1] und insbesondere der mit b1 =1= 0
gegebene All~emeinfall, der der linearen Änderung der Quell-
intensität in Längs- und in Tiefenridltung entspricl1t, unter-
sucht.

I. Rechnung für m == al;

Die Verteilung (34) m = 111; bedeckt den angegebenen
Recl1teckbereim.

al = aV ist die Ergiebigkeit pro Längeneinheit in ~ = 1.
Es wird das Potential <PI der Quell-Senken-Strömung be-

rechnet.
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Bild 3 Die Verteilung im Recbteck-Feld

Mit den eingeführten Substitutionen gilt

z-k x-I
41t

S{S
X-i

}-~<P1 = ~dx dz

z+k x+1

(35)

x-I

S
x-x x-I

Mit dx =
I

x In (i + R)- R
IR x+1

x+1

(36)

ergibt siclJ. (35) zu

z-k
4 1t

S
x-I

- - <PI=
I

x In (x + R) - R
I

dz .
a x+1

z+k

(37)

Das Inte~al über z wird gelöst mit Hilfe

z X2+y2
SR dZ= - R + [n (z+ R) + c

2 z

S In (x + R) dZ= z In (x + R) - S
~ .~ dz
x + R R

S
z z R+z-

i + i- .R- dz= - z + x[n
vi2+7
yz

+ y arctg + c
x!+y2+xR

(38)

<PI bestimmt sicl1 dann aus (37) zu

41t- - <PI =
a

=
11

x

I

z [(n (x + R) -1] + x [In (z + R) - In V5r2--t=-Y2j-

yz

I

x-I

+ y arctg .-
x2 + y2 + xR x=x+1

I z x2+ r
I

x-I

Il

z-k
-!-R+---[n(z+R)

I 2 2 x=x+1 z=z+k
(39)

Mit V-{;=W+y2 + (;=k)2 = R1
V(;.--1)2+y2+(~-+k)2 = R1'
11(;-+1)2+ y2 + (Z-k)2= R2

1I(x+l)2-t=-y2+ (z+102 = R2'

(40)

ist dann
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_~ll
<l>l~'(A'~J. 1\(ln(z L~lllJ~ln(!+k+R/J

a
~In (z~k + R2) + In (z + k + R2'))

+ x [tz + k) {In (x + 1 + R2') -In (x-I + R1')}

+ (z-k) {In (x-I + R1) -In (x + 1 + R2)}
z~k z + k , ,

+-(R2-R1) +--(R1 ~R2)
2 2

+ xy
[

arctg -(~_ I)2:~2
+k)(X~ i)R~

y (z + k)
~ arctg

-- ---

(x~ 1)2 + y2 + (x-I) R1'
y (z-k)

~ arctg -------

(x + 1)2 + y2 + (x + 1) R2

+ arctg
(x + 1)2 }(;2: k~;-+ 1) R2' ]

(41)

Der Potentia'lausdruck sÜmmt mit dem ~n [1] abgeleiteten
Ausdruck überein bis auf den arc tg-Term, der offenbar in [1)
nicht exakt dargestellt wurde.

Es werden die Komponenten der räumlidJ. orientierten Ge-
l1windigkeiten beremnet:

u = 11>1x - 1 , v = 11>1y, W = I1>tz. (42)

Die Ergebnü>se sind

u = ~ I--~
{
X[In (z~k + R1)-In (z + k + R1')

411:

- In (z-k + R2) + In (z + k + R2'))

+ (z + k) [In (x + 1 + R2') -In (x-I + R1'))

+ (z-k) [In (x-I + R1)- [n (x + 1 + R2))

+ y
[

arctg.Glieder
] }

. (43)
wie in (41)

v = ~
{

y [In (z - k + R1) - In (z + k + R1')
411:

- [n (z- k + R2)+ [n (z+ k + R2'))

+ h
[

arctg _~ Y (z- k)

(x-I)2 + y2_ (x-I) R1
y (z + k)

~ arctg
--------

(x-I)2 + y2- (x-I) R1'

y(z-k)
~ arctg --

(x + 1)2 + y2- (x + 1) R2

Y (z + k)

]
+ arctg-

(x + 1)1 + y2_(X + 1) R2'

[

y (z-k)
~ tx

arctg~_Ir
+ y2 + (x-I) R1
y (z + k)

~ arctg
~--~ ;

(x - 1)2 + y2 + (x - 1) R1

Y (z ~ k)
~ arctg

(x + 1)2 + y2 + (x + 1) R2

+ arctg
__ y (z + k)

] }
(44)

(x + 1)2 + y2 + (x + 1) R2'
.

a
w = ~

- {x [In (x - 1 + R1)- [n (x + 1 + R2)
411:

- In (x ~ 1 + R1') + [n (x + 1 + R2'))

~R1 + R2 + R1' -R2' (45)

II. Re c h nun g für m = a1 ; (1 ~ b1 I~b
Die Verteilung (46) m = a1 ; (1- h \t \) ist wie die erste

symmetrisd1 zur ;-AdJ.se, es liegt aber in RidJ.tung der posi-
tiven bzw. ne~tilVen ~.Amse lineare Änderung vor. BezüglÜD
des neuen Quell-Parameters b1 = b stellt die Abbildung den
besonderen Fall der in Tiefenrimtung an den Intervallgrenzen
versd1windenden Quellintensität dar, der durdJ.

!I.k = 1 (47)
gekennzeimnet ist.

- 1

., T

X,$
y

Bild 4 Die Verteilune im Rechteck-Feld

Der neue PotentialaUl8dru<x der Quell-Senken-Strömung
lautet

+1+k

t)2 = - ~
S S

a; (1- b I~I)
d; d~

411: R
-1-k

+1+k

= t)1 + ~
S S

llil d; d~.
431: R

-1-k
Im folgenden werden die Gesd1windigkeiren u, v, w der

Gesamtströmung beredmet. Die Differenz gegenüber den in I
bered1neten Gesd1w~ndigkeiten resultiert aus den Ableitungen
der Differenz t)2 - t)1' Die Gesmwindigkeiten werden darum
in der Form angegeben:

a
U = UI + - (11)2-t)1)

ax
a

v = VI+ - (11)2-t)1) (49)
ay
a

w = Wl + - (11)2- 11>1)

az

(48)

Der V orsd1rift des Betrag-Zeimens im Integranden für
t)2 - t)1 wird genügt dUTm die Aufspaltung

+k +1 0 +1 k +1

S
S; ~~1

d; d~ = -
S S

~~ d; d~
+.LI

~~ d; d~

-k -1 -k -1 0 -1
411:

= (11)2- 11>1) . -
a'b

Mit den Substitutionen (19) lauten die fehlenden Integrale
z+k x-I

~ (11)2 - t)1) = ~
S S

-~-
(x - i) (z ~ z)

di dz
an 4 11: an R

z x+l
z-k x-I

+ ~
S S

~~-i) (z-z)_didz. (51)
411: an R

z x+l
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Die Integranden lauten ausgeschrieben

o (x- x) (z - z) .. _ i

= - (x- x) (z-- z) - (52)

ox R Ra

a (x-i) (z-z) _ _ y
-- = - (x-x) (z--z)--- (53)

oy R R3

a (x- i)(z- z) _ _ z
---

.~ .= - (x - x) (z- z)-.- (54)
oz R Ra

Auf die Angaben zur Lösung der Integrale wird verzidÜet;
es werden die Ergebnisse angegeben.

(1.1e)

(-I. -k) (1. -k)

Bild 5

Mit einer notwendigen neuen Festsetzung

Rt = y'(~~i)i-+yi+ z%

R2 = y'(x + 1)% + l.+-z!

lauten die bestimmten Integralwerte :

431: 0
-- ~.. «()2

-
()t) =

ab ox
! (z%- y%- k2) [In (x - 1 + Rt') - In (x + 1 + R2')

+ In (x - 1 + Rt) - In (x + 1 + R2)]

+ (y%- z%). [In (x - 1 + Rt) - In (x + 1 + R2)]

+ xz . [In (z + k + Rt') - In (z + k + R2')
+ In (z - k + Rt) - In (z -- k + R2)

-- 2 In (z + Rt) + 2 In (z + R2)]

+ yz.
r

arctg(X-_I)-;-: (:~+k)(~=l)R~'
y (z + k)

- arctg
(x + 1)% + y2 + (x + 1) R2'

y (z - k)
+ arctg ~.~

(x - 1)2 + y2 + (x - 1) RI

Y(z- k)
- arclg p.

(x + 1)2 + y2 + (x + 1) R2
yz

- 2 arctg. ~ -
(x-I)2 + y2 + (x-I) R~

+ 2 arctg(x+l)Z+~--+ (x-+l)RJ
x --

+
2

[R2-Rt + 2Rt-2R2 + ~'-Rt']

-- i [R2 + RI - 2 Rt - 2R2 + R2' + Rt'] (56)

4Jt 0
--

«()2 - tlIj) =
ab oy

- ~~...

[

arctg-(x _
1)2 :(;2~k:~-=-1)RI'
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(55)

y (z + k)
- arctg

(x-I)2 + y2 + (x-I) Rt'

y (z + k)

- aretg ~-
(x + 1)% + r-(x + 1)R2'

Y (z + k)

+ aretg
(x + 1)% +

y2
+ (x + 1) R2'

Y (z- k)

+ aretg
(x -1)% + y2 - (x - 1) Rt

y (z- k)

- aretg--
(x -1)% + y% + (x -1) R1

y (z
- k)

- aretg
(x + 1)% +

y2
-

(x + 1) R2

Y (z
-

k)

+ aretg
(x + 1)2 +

y2
+ (x + 1) R2

yz
- 2 aretg. -.-----

(x-I)2 + y2_ (x-I) Rt

+ 2aretg ..
yz _

(x-I)2 +
y2

+ (x-I) Rt

+ 2 aret!!
_ yz

(x + 1)2 + y2 - (x + 1) R2

- 2arotg
](x + 1)1 + ~ + (x + 1) R2

- yz [In(z + k + Rt')- In (z + k + R2')

+ In (z - k + Rt) - In (z - k + R2)

- 2 In (z + ~) + 2 In (z + ~)]

- xy [In (x - 1 + R1') - In (x + 1 + R2')

+ In (x - 1 + Rt) - In (x + 1 + R2)

- 2 In (x - 1 + Rt) + 2 In (x + 1 + R2)]

+ y [RI'-R2' + Rt-R2 -2 Rt + 2 R2] (57)

4Jt 0
- (412- ()t) =
ab oz

i (x2 - y2 - 1) . [In (z
+ k + Rt') - In (z + k + R2')

+ Ln (z - k + Rt) - In (z- k + ~)

- 2 In (z + Rt) + 2 In (z + R2)]

+ xz' [In (x - 1 + Rt') - In (x + 1 + R2')

+ In (x - 1 + Rt) - In (x + 1 + R2)

- 2 In (x - 1 + R1) + 2 In (x + 1 + R2)]

+ xY'
[

aretg
y (x-1)

(z + k)2 +
y2

+ (z + k) Rt'

_
aretg .

~_r~ +..!.L..__

(z + k)2 + y2
+ (z + k)~'

y(x-l)
+ aretg--

(Z-k)2 +
y2

+ (z- k) Rt

y (x
+ 1)

--- arctg ~
(Z-k)2 +

y2
+ (z-k) R2

-- 2 aretg
Z2 :(;Z+ Ih{~ + 2 aretg

;2-~;2 : 1~
RJ

z --
+ -- [R.)-RI + 2 Rt-2 R2 + R2' -Rt']

2
~

+ ..~. [R2- Rt-R2' + Rt']
2

(5B)

Damit sind die Gesdtwindigkeiten für die Verteilung 11
bekannt.
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yi
- x In (z + R) - Yarctg -x2 + y2 + xR

~
(

X

)+ yzarctg + ~
- x .R Zeile 2

x2 + r + xR 2
. .

-~-~-~"-

+ y Cn (i + R) + ~
[

arctg ~-
~ --~ _

arctg _ YZ___
]2 x2 + y2 - xR x2+ y2+ iR

- yzIn (z + R) _ ~
[

arctg -~-- '_ arctg
yi

.

]2 x2 + y2- i R x2 + y2 + x R

u: - zCn(i + R)

(
y2+i2

)- -2 - i z In (i + R) + Xl.In (i + R)

v:

- xy In (i + R)

Zeile J

Zeile 1

+ y'R Zeile 2

- x In (x + R

+ Xl.In (x + R) _(
x2 + y2 _

X X)In (i + R) + xy arctg
yx

2 i2 + y2 + zR

w:

Der übersidtt halber sind vorstehend die abgeleiteten
Integral-Ausdrücke für die Verteilungen I und II gegenüber-
gestellt. Es werden nebeneinander die unbestimmten Integrale
aufgesdtrieben. Summanden, die keine Beiträge zu den Ge-
sdtwindigkeiten liefern, sind nidJt angeschrieben.

Der Summenausdruck jeweils in Zeile I, für sidt gelesen,
.
-t bestimmend für die Gesdtwindigkeit u bzw. v bzw. w um
erteilung I; der Summenausdruck jeweils in den Zeilen 1

und 2 zusammengenommen hJt bestimmend für die Gescl1win-
digkeiten um Verteilung lI-in beiden Fällen unter Berück-
sichtigungder Grenzen.

Numerische Integrationen

Es war zunämst das Bestreben, eine ausreimende Besmrei.
bung der Form der Umströmungskörper zu erhalten, als deren
Äquivalente dieQuell.Senken-Verteilungen angesehen werden.
Dazu sollte die Beremmmg der Wandstromlinien führen.

Es finden an dieser Stelle die Verhältni.9se der ebenen Po-
tentialströnJung Erwähnung, um vergleidIend darawf hin-
weisen zu können, daß im ebenen Fall eine weit ausgebaute
Theorie zur mathematisdlen Behandlung in der Theorie der
analytisdten Funktionen vorliegt, und daß die Wandstrom-
linien im besonderen damit definiert sind, daß die Strom-
funktion längs der Wandstromlinien den Wert null besitzt.
Tm ebenen Fall können Wandstromlinien mit Hilfe dieser

efinition bestimmt werden.

Im vorliegenden räumlimen Fall fehlt die mathematisdte
Definition der Wandstromlinien. An ihrer Stelle wi!I'd die

- - --~z.o ___
---

Bild.

+ R Zeile 1

+ (: - - z) . R Zeile 2

physikalisdte Vorstellung ausgenutzt, daß die Wandstrom-
linien in der parallelen Anströmung genügend weit vor dem
Körper einer ebenen, vertikalen StromliniensdtidI,t angehören,
die um einen kleinen y-Abstand {t entfernt von der xz-Ebene
und parallel zu dieser verläuft.

Die räumlidte Verformung dieser Schidtt wurde unter-
sucht, die Stromlinien dieser Sdticht als Wandstromlinien der
Körper betramtet (vergl. Bild 6).

Die Voraussetzungen zu ihrer Berechnung ersdtienen in den
Ergebnissen der Integrationen zu den Gesdtwindigkeiten im
xyz-Raum als vollständig gegeben. Fraglidt war nur, ob die
numerisme Auswertung der Integrationen

11

x (8) = Xo + J 'Px (s) ds

110

11

Y (s) = Yo + J 'Py (s) ds (59)
So

11

z (8) = Zo + J 'Pz (s) ds

So

Bild 1

- mit
s = Bogenlänge als unabhängige Variable,
ds = ydx2 + dy2 + dz2 = Bogenelement,
zugehörig zur Stromlinie, die im Anfangspunkt
(xo' y

0'
zo) getroffen ist -

mit Hilfe der Runge-Kutta-Formeln in Bereimen großer Ge.
smwindigkeitsinderungen mit genügend kleinem Fehler er.
folgen konnte; praktisdt: ob im Bereim des Stevens, in dem
große Gei8dJwindigkeitsinderungen zu kleinen Lauflängen
einer Stromlinie gehören, die durdt den Anfangspunkt ver.
laufende Stromlinie verfolgt werden konnte oder ob in diesem
Bereidt infolge Fehlern der numerisdum Integration ein
"Springen" auf benadtbarte Stromlinien auftritt.

Die benutzten Runge-Kutta-Forrneln lauten:

!1 = !o + (h/2) Uo
!2 = !o + (h/2) u1 (60)

!s = !o + h u2
!, = !o + (h/6) (uo + 2 u1 + 2 u2 + us)
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0.3-

Q2-

0.1 -

+1
0

Q2 -

QI -

o
Q2-

Q7-

o

0.1 -

o -

17 -

7.0 -

129 -

Q8 -

Q7
-

1.1

7.0-

0,9 -

Q8-

0.7 -

Q6 -

~-_., ~

7,45

1.0

mit t = {x, y, z}
u = Zu, v,w}
h= Schrittweite für Runge-Kutta-Schritt

t4 = Integrationsergebnis; gibt Anfangskoordinaten
für neuen Schritt.

Eine Gellauigkeitsuntersuchung zu den Runge-Kutta-For-
meln (Anwendung eineT Taylor-Entwiddung für Funktionen

- 155 -

~schwindigkrits".rlau(

z.= 0; 0,25

I

z

I

Jl
0,5 o

11-

Geschwiadigkeffsverlauf.

--~- ~---- ][

1

[
0.5 o

Bild 9

3er Veränd,erlicher) des vorliegenden Falls wurde zunächst
übergangen. Die Integrationen wurden nach (60) ausgeführt
unter der Annahme, daß die Fehler klein genug bleiben,
wenn di'e Schrittweite im Bereich des Stevens hinreichend
klein gewählt wird. Dieses ist naheliegend gegenüber dem
Umstand, daß die Runge-Kutta-Formeln mit Hilfe der Simp-
sonschen Regel aufgebaJUt sind.
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Im Hinblick auf die Rechenzeit des Automaten beim DUrm-
lauf des Rechenprogrammes braudüe auf den numerismen
Rechenaufwand ohnehin nidü Rücksirot genommen werden.
Der Rechenautomat gestattete im Gegenteil ein Experimen-
tieren mit den Schrittweiten.

Diskussion der Ergebnisse

Die Parameter der untersuroten beiden Quellverteilungen
waren gewählt mit

a = 0,8
a = 0,8
b = 5,0

für Verteilung I

für Verteilung 11

Die Ergebnisse sind unabhängig vom Betrag V der

- kleinen - AnströmungsgesdIwindigkeit.

Die Ergebnisse für Verteilung I können mit den Ergeb-
nissen in [1] verglid1en werden; dort ist der gleime Um-
5trömungskörper berechnet worden. Das Reroteck-Feld war
wie in [1] in

-1<;<+1
-O,2<~< + 0,2

gelegen, so da/3 für Verteilung 11 diejenige mit bk = 1,0

-- vgl. (47) - behandelt wurde. Die Wahl der Quellpara-
meter stellt die Verteilung I und die Verteilung 11 in einem
ausgezeidmeten Vergleichsfall gegenüber: Quellverteilung 11
fördert in diesem Fall gegenüber Verteilung I genau das halbe
Quellvolumen. Hierzu wird später eine Ergänzung angegeben.

Die Folge der Srorittweiten h
0,2 0,2 0,03 0,04 0,05 0,1 0,2 0,2 0,2 ...,

ausgehend von
Xo = 1,45,

wurde zunächst einmal für alle beredmeten, durrolaufenden
Stromlinien eingehalten. Eine kleinere Teilung der Smritt-
weiten wurde nur angewendet bei der Untersumung der Um-
gebung des Stevens und zur Auffindung der Kiellinie.

Mit diesen Eingabezahlen für die Rechenanlage, zu denen
noch die Anfangskoordinaten y0 und Zo hinzukommen, wur.
den einige Seri.en von Rechnungen ausgeführt mit dem Ziel,
zu vorn angegebenem Konzept praktismes Ergebnismaterial
zu erhalten.

Die Ergebnisse der Berechnung sind:

die Koordinaten x, y, z der Stromlinien,
die Komponenten u, v, w der räumlimen Gesmwindig-
keiten,
der Betrag der jeweiligen räumlichen Gesmwindigkeit.

Die Bilder 8 und 9 zeigen die Ergebnisse zu den Wand-
stromlinien. Es wurde für beide Verteilnugen jeweils mit dem
gleichen Anfangswert die Verfolgung einer Stromlinie begon-
nen, so daß im Ergebnis die Verhältnisse der untersn<nten
beiden Umströmungskörper nebeneinandergestellt sind.

Die Diskussion der Ergebnisse wird an Hand von Stim-
wort- übersdIriften vorgenommen.

Anfangskoordinaten

Die xo-Koordinate war einheitlim mit Xo= 1,45gewählt.
Die Yo-Koordinate war in einem ersten Satz Rechnungen mit

5
- eingesetzt. Die Ergebnisse liegen in Zahlen und Zeim-
1000
nungen vor (nicht veröffentli<cht). Die Yo.Koordinate wurde an-

1
schließend mit - zum Rechnungsausgang genommen. Dies

1000
geschah in einem zweiten ausführlimen Satz von Rechnungen.

Schiffstechnik Bd. 7 - 1960 - Heft 38

1.0 45 ,.
Bild 18 Spantllidtenkurven

Die Ergebnisse sind zur Darstellung der Körperform heran-
gezogen worden so, als wäre die in der Anströmung der

1
Ebene Yo= - zugehörige Stromliniensmimt im Bereim

1000
des Körpers die Wandstromliniensd1imt.

Zur ausreimenden Besdtreibung des Körpers wurde eine
Anzahl von zo.Koordinaten vorgesehen:

Für Stromlinien, verlaufend im Bereim oberhalb des Kiels,
in äquidistanter Lage,
für Stromlinien, verlaufend im Kielbereim, in kleinerer Diffe-
renz.

Für Zu= 0 ergab siro die Wandstromlinie in der xy-Ebene;
in [1] und [2] ist sie mit CWL bezeimnet.

Für y0 = 0 sollte sich die Kielkontur ergeben. Eine dazu
in kleiner Tiefe begonnene Stromlinie lief jedocl1 in beiden
Fällen I und 11 mit y = 0 durdI die Quellverteilungen hin-
durm. Eine in größerer Tiefe begonnene Stromlinie lief eben-
falls durm die Quellverteilungen und innerhalb der Quellsen-
kenströmung in der xz.Ebene. Aus Zeitgründen wurde die Auf-
findung der Kiellinien über y0 = 0 nimt weiter verfolgt. Sie
wird simerlim möglim sein, indem man mit den zo-Werten von
unten kommt und die z-Koordinaten der Linien vergleicitt mit
den Koordinaten von Wandstromlinien in der NambarsdIaft
des Kiels.

Genauigkeit des Rechners

Der Remenautomat kommt nimt ohne Abrundungsfehler
aus. Er arbeitet mit Zahlen in Gleitkomma-Darstellung; d. h.
unabhängig von der Größenordnung wird jede während der
RedInung gebildete Zahl mit 8 Ziffern für die weitere Rech.
nung bereitgestel1t bzw. sdIließlicl1 als Ergebnis ausgegeben.
In der letzten Zifter ist eine Abrundungs-Eins enthalten, wenn
die namfolgenden Dezimalen mit 5 begannen. Die Größen-
ordnung der mit 8 Ziffern angegebenen Zahl wird durm eine
angehängte zweistellige Charakteristik bestimmt. Die 1 ist
darges.tcllt als 10000000 51, 10-1 als 10000000 50, 10+1
als 10000000 52.

Das Auftreten der Abrundungsfehler zeigt sim deutlim in
den z-Koordinaten für die CWL. Der Ergebnis-Smrieb wird
deshalb und gleimzeitig zur Information über Form und Um-
fang eines Automatenergebnis.ses angegeben.

Für Verteilung I weidten die z.Koordinaten um :!: 10-9
vom Null.Wert ab, für Verteilung 11 um :!: 10-6.

Die untersdIiedlime GrÖi8enordnung erklärt siro aus der
ungleim größeren Anzahl der Summanden im Ausdruck für
das bestimmte GesdIwindigkeit&-lntegral, der dem Automaten
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zur Auswertung übergeben ist: Für eine w-Geschwindigkeit
zur Verteilung I werden 4 natürlid:1e Logarithmen und
4 Quadratwurzeln beredmet. Ihre Summe soll in der xy-Ebene
exakt null ergeben. Für eine w-Gesdtwindigkeit zur Vertei-
1ung 11 werden 12 natürlidle Logarithmen, 6 aretg-Werte und
6 Quadratwurzeln beredt.net.

In diesem Zusammenhang muß in den Gesdtwindigkeits.
werten u, v, w mr beliebige Raumpunkte mit Fehlern (::t Ab.
weimungen vom exakten Wert) einer Größenordnung bis zu
10-5 geredmet werden. Es ist dieses eine Schätzung nach den
Erfahrungen mit der CWL zur Verteilung 11.

Stromlinienverla uf

Die praktische Kontrolle, aus dem Wandstromlinien-Verlauf
Spantkonturen zu zeidmen, verlief ohne ein "Drücken" der
bereits gezeimneten Stromlinien und lieferte somit ohne be-
wußt begangene Abweidmng von den Ergebniszahlen der
Stromlinien das angegebene zeimnerisdte Ergebnis.

Bei der Wiederaufnahme der Redmungen soHten die Runge-
Kutta-Formeln statt nad:1 der Bogenlänge 13für die x-Ordinate
angewendet werden; d. h. die Sd:1rittweiten sollten in x.Ein.
heiten gewählt werden. Im Ergebnis werden dann die Strom-
linien-Koordinaten in den Spantebenen aUISgegeben, die mit
den x-Sd:1rittweiten fest gewählt sind. Die Spantkonturen sind
mit diesen Aufma.ßen unmitte1bar bestimmt, während sie jetzt
aus dem Strak der Stromlinien genommen sind.

Der aufgefundene Stromlinienverlauf wird wie folgt an.
gewendet bzw. bewertet:

a) Die Ma~imal-Aufmaße der Linien in der xy-Ebene und
der der MittsdUtlsebene benadWarten, gerechneten Strom.
linien als Näherung für die Kielkonturen werden als "Sd:1itls.
abmessungen" zUISammengestellt:

0,14522 I
0,11398 11

T . f T
0,31236 I

1e gang = 0,252 11

L/2 = 1,0 1,11
(mit L/2 = 1,0 und T = 0,252) ergeben

Breite B/2

Länge

Als Verhältniswerte
sid:1

BIT =
0,9298 I
0,9046 11

L/B =
6,8861 I
8,7735 11

L/T =
6,4029 I
7,9365 11

b) In den Linienrissen wird planimetriert. Es werden die
Spantflächenkurven angegeben (Bild 10).

Als Schitlsverdrängungen e.rgeben sich:
VI = 0,1007' (L/2)3
VII = 0,0512' (L/2)3

Als Verhältniswerte ergebensid:1:_ 0,7197 I
(l - 0,7220 11

tl =
0,8010 I
0,6739 11

b = 0,5545 I
0,4454 11

_ 0,6923 I
<p=

0,6610 11
c) Im Bereidl des Stevens ist für Verteilung I deutlid:1 ein

Bugww&t herausgekommen. Im Zusammenhang der Vertei.
lung der Quellen im Falle I wird seine Existenz physikalisdt
so verstanden:

Mit zunehmender Quellstärke im "Eckbereid:1" der Vertei-
lung würde der Wulst sidl aufblähen, mit abnehmender Stärke
smrUil1lpfen.
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- t,0 )

.-p

(-1,-k)
Eckbereich

Bild 11

Die Vorstellung deckt skh mit dem Redmungsergebnis, daß
für VerteHung 11 kein Wulst erkennbar ist.

Das Ergebnis bezüglich des Wulstes spricht für die relative
Genauigkeit der numerischen Integrationen.

Verdrängung, scheinbare Masse

Nadt G. J. Taylor [3J liefert das Integral
X2

Sm (x) x dx ,
Xl

ausgeführt über die Quell-Senken-Strecke m (x), eine V0-
lu:mengröße, die die Summe des vom Umströmungskörper ver-
drängten Volumens "V und des der hydrodynamischen Masse
in x-Rimtung entspremenden Volumens, kx"V darstellt.

Eine Quell-Senken-Strecke ersetzt bekanntUm einen Ro-
tationskörper; beispielsweise ersetzt die Strecke m(x) = a1x,
in den Grenzen -1 his + 1 für x, ein Rotationsellipsoid.

Es wurde eine Anwendung von (61) gemamt. Die flächen-
hafte Remteck- Verteilung in

-1<;<+1
-k<~< + k

ist aufzufassen als Nebeneinander- Lagerung von Quell-Senken-
Strecken m (x,z = konst.) mit der infinitesimalen Aufwei.
tung d~ in Tiefenrichtung.

Die Summenausdrücke (1 + kx) V lauten
o +1

"VI (1 + kxI) = S S a;2 d; d~
-k-1

o +1
"VII (1 + kxlI) = J S a;2 (1- b~) d; d~,

-k-1
angeschrieben für den unteren Halbraum der behandelten
beiden Strömungen.

Die Aus,wertung liefert, mit L/2 an Stelle von ; = 1 als
In tegr a tion.sgrenze

"VI (1 + kxI) = i ak (L/2)3 = 0,10667 (L/2)3

"VII (1 + kxII) = "VI (1 + kxI) [1 - bk/2J
Wegen bk = 1,0 im behandelten Beispiel 11 gilt

untersuchten Strömungen

"VII (1 + kxu) = !"VI (1 + kxI)

(64)
(65)

für die

= 0,05334 (L/2)3

Das Ergebnis (66) ergänzt die vorn gemachte Angabe zur
Gesamtförderung der Verteilungen in einer wesentlichen Aus-
sage:

Verteilung 11 besitzt im behandelten Beispiel gegenüber
Verteilung I genau das halbe statische Moment der Quell-
belegung bezüglim der Ebene x = 0 (Hauptspant-Ebene).

Im folgenden werden eine Gegenüberstellung der Ergeb-
niswerte und ein Vergleim mit Werten an umströmten Ellip-
soiden gebracht:

(1 + kx>
'V 'V

I ~ CWL,!8! ~ Kiel, !8!
I

:1+ k,

I 0,10667 0,1007 1,0726 1,0514

1

1,05899

11 0,05334 0.0512 1.043 1,0301 1.04114

+-i-r . (+)' [-I H H

(1 + kx> EI! .
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Die Annäherung der kx-Werte an diejenigen der bezüglich
der Hauptspantfläme und des Acltsverhältnisses korrespondie-
renden Ellipsoide erklärt siro mit der Annäherung der Spant.
flämen-Verteilung der Körper an die parabolische Verteilung
der Ellipsoide.

(61)

Geschwindigkeits- und Druckverlauf

Der Gesmwindigkeitsverlauf wurde ausführlim graphisch
dargestellt an Hand der Ergebniszahlen (Bild 9).

Ins Auge fällt, daß die Remnung den Abfall der x-Ge-
schwindigkeiten in der Umgebung der Staupunkte bzw. im Be-
reim der Steven in sauberem Kurvenverlauf bestimmt. Das
Ergebnis kann als ein Kriterium für die Güte der numerismen
Recltnung angesehen werden.

Der Staupun~t-Einfluß im Falle II ist weniger weit wirksam
nach stromauf verglichen mh Fall I. Dafür erfolgte der Abfall
der Geschwindigkeit im Fall 11 steiler.

Weiter Ist der steile Anstieg der y-Gesmwindigkeit in der
Umgebung des Staupunkts bzw. Stevens auffällig.

Nach den Ergebniszah1en für die Wandstromlinien in der
CWL liegt der Staupunkt für den Umströmungskörper I bzw.

1 2
11 jeweils in einem x-Abstand von der Größe - bis ----

1000 1000

vor x = 1,0.
Der Druckverlauf ergibt sim aus bekannter Beziehung

zwismen Geschwindigkeit und Druck zu

~!>~ = I_ (lDl
)

2, q = ~ v2 (67)
q v 2

(67) ist angeschrieben für den dynamischen Druckanteil p*,

der allein längs der Strom],inien Änderungen erfährt. Der Ver-

lauf von l~ ist in den Zeichnungen dargestellt.
v

Das Integral über die x- bzw. y-Komponenten der dyna-
mischen Drücke an den Wandelementen der Umströmungs-
körper versmwindet nach Voraussetzungen (Symmetriebedin-
gungen, verschwindende Wellenhöhen).

Das Integral über die z-Komponenten verschwindet bei Be-
tramtung des Doppelkörpers.

(62)

(63)

Rechenprogramm, Rechenzeit

(66)

Das Programm enthält
120 Instruktionen
483 Instruktionen

keiten.
Die Speicherkapazität der Anlage (2000 Worte) war mit ca.
1000 Worten ausgenut:/Jt. Sie verteilen sim auf Anschriften
und Folgeadressen des Hauptprogramms sowie auf Speicher-
plätze für die Unterprogramme aus der Programm-Bibliothek

der Remenanlage (Vx,[nx,arctg x).

Die Beredtnung einer Stromlinie in 11 Schritten erledigt
der Rechenautomat in ungefähr 6 Minuten.

(Eingegangen am 1. Juni 1960)

für Runge-Kutta-Integrationen,
zur Beremnung der Gesmwindig-
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