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1 Einfihrung

Die stationdre Potentialstromung um einen Korper, der sich an oder in der Nahe einer freien Was-
seroberfliche mit konstanter Geschwindigkeit relativ zur ungestorten Fliissigkeit bewegt, wird
hiufig durch Uberlagerung von Quellpotentialen berechnet, die sowohl die Laplacegleichung als
auch eine linearisierte Randbedingung (Kelvinbedingung) an der freien Wasseroberfliche und die
Bedingung abklingender Storung weit unter der Oberfliche erfiillen. Mit einer solchen Methode
berechnete Strémungen liefern leider in praktisch interessierenden Fallen haufig keine akzeptai-
len Resultate fiir den Wellenwiderstand und die Wellenerhebung um das Schiff. Man fiihrt dies in:
allgemeinen auf die Verwendung der linearisierten Randbedingung an der freien Wasseroberfliiche
zuriick. Diese Methoden lassen sich wegen der Anwendung des ﬁberlagerungsprinzips kaun
auf die Erfiilllung der nichtlinearen Oberflichenbedingung erweitern. Deshalb versuchen wir.
das Problem unter Verwendung von einfachen Rankineschen Flichensingularititen zu losen,
die lediglich die Laplacegleichung und eine Abklingbedingung erfiilllen. Dann mufl man aber
nicht nur die Korperrandbedingung , sondern auch die Randbedingungen an der freien Was-
seroberfliche numerisch erfiillen, indem man Quellen im Korper und iiber einem Teil der
freien Wasseroberfliche anordnet. Die dazu von Mi[l] am Institut fiir Schiffbau entwickelte
Methode wurde von uns grundlegend iiberarbeitet und weiterentwickelt. Sie benutzt eine
Oberflichenbedingung, die die Abweichung von der Doppelkdrperstromung linearisiert. Die
zugehorigen Programme sind gesondert in einer IfS-Schrift (2] dokumentiert.



2 Verzeichnis der benutzten Symbole

Wellenwiderstands-Beiwert

Kraft

Erdbeschleunigung

= (ng,ny, n,) Normaleneinheitsvektor

Druck durch stationire Anstréomung

benetzte Oberfliche des Korpers

Anstromgeschwindigkeit

z,y, 2z rechtshindiges Koordinatensystem. z und y liegen in der ungestorten Wasseroberflache;
z zeigt stromauf, z vertikal nach unten

q n'y 31 "315‘

) Geschwindigkeitspotential

¢ Naherung fiir das Geschwindigkeitspotential

p Korrekturpotential oder Abweichung von der Parallelstrémung
() Elementpotential fiir Einheitsquellstirke

P Wasserdichte

o Quellstarke

¢ z-Koordinate der freien Oberfliche

¢ Naherung fir ¢

Indizes:

z,y,z partielle Ableitungen, Komponenten

{ partielle Ableitungen in Richtung einer Stromlinie von &
t Quellpunktnummer
J Kollokationspunktnummer



3 Aufgabenstellung

Wir wollen die stationire, symmetrische Potentialstromung einer inkompressiblen, rotations-
freien, seitlich und nach unten unhegrenzten Flissigkeit um einen ruhenden Koérper an oder in
der Néhe der freien Fliissigkeitsoberflache bei paralleler, horizontaler Anstromung mit der Ge-
schwindigkeit U/ bestimmen. Das Geschwindigkeitspotential ¢ und die Oberflichenabsenkung ¢
miissen den folgenden Bedingungen geniigen:

Laplacegleichung:
Ap=0 fiirz>¢( (1)

Nichts stromt durch den Kérper:
AV =0 auf der benetzten Oberfliche (2)

Der Druck auf der freien Wasseroberflaiche ist konstant:
1 1
5 (V8)' —gC= U beiz=¢( (3)

Nichts stréomt durch die Wasseroberflache:
VOV( = 6. beiz=¢ (4)
(Zur Vereinfachung schreiben wir {(z,y, z) mit {, = 0)

Abklingen der Storung der Parallelstromung bei grofier Entfernung vom Korper

a:2+y;i—+1—1;12—»oov¢: (—.U,O,O) (5)

Strahlungsbedingung: Wellen treten in grofler Entfernung nur in einem Sektor hinter dem
Schiff auf.

Die Probleme bei dieser Aufgabenstellung liegen in den Randbedingungen an der freien Was-
seroberfliache, die nicht nur nichtlinear sondern auch an der unbekannten Wasseroberfliche { zu
erfillen sind.

Aus den Randbedingungen (3) und (4) an der freien Wasseroberflache 1488t sich das unbe-
kannte ( eliminieren:

VOV (Vo) — g6 =0 beiz=( (6)

Ist ein ¢ gefunden, das die Laplace-Gleichung und die Randbedingungen (2), (5) und (6)
erfiillt, so 1afit sich der dynamische Zusatzdruck aus der Bernoulli-Gleichung bestimmen:

p= "2 (07 - (VY) (7)

Die auf das Schiff in Langsrichtung wirkende Widerstandskraft ergibt sich als Druckintegral

iiber die benetzte Auflenhaut:
F= / f pidS (8)

Der Wellenwiderstands-Beiwert ¢, ist dann:



4 Linearisierung

In der durch (1), (2), (5) und (6) beschriebenen Aufgabe ist nur Gleichung (6) nichtlinear. Sie soll
um Naherungen & und ( fiir ¢ und ( linearisiert werden. Dazu substituieren wir ¢ = & + ¢ und
vernachlassigen Terme, die nichtlinear in Ableitungen von ¢ sind. Das ergibt die Randbedingung:

VeV (% (V&) + ww) + VeV (% (V<I>)2> ~9(®:+¢:)=0 (10)

bei z = (.

® und ¢ werden in eine Taylorreihe um ( entwickelt, die nach dem linearen Glied abgebrochen
wird.

V&V (% (V&) + V@Vgo) + VeV (%(V@)Z) (11)

1 -
~g(E. )+ | pVEV (VR - g8] ((- ) =0
bei z = (. Fiir eine konsistente Linearisierung beziiglich ¢ und ¢ muf§ ¢ durch einen nur
von {, ®({) und ¢({) abhingigen Ausdruck ersetzt werden. Dazu wird (3) ebenfalls in eine
abgebrochene Taylorreihe entwickelt und linearisiert:
_ 1 2 2 _
¢ = 5 lver-vt] (12)

= - [(va) +2vev, - 17]

z=

g
1 _
- 5% (V&) +2Veve + 2veve. ((- () - Uz]z:z

Es ergibt sich also
L [(vq?)2 +2VEVep — U?] — g
g—-Veve, ’

(-(= (13)

wobei ® und ¢ bei z = { zu bestimmen sind.

Setzt man (13) in (11) ein und ersetzt ¢ wieder durch ¢ — ® so erhalt man die linearisierte
Oberflichenbedingung

VeV [— (V)% + V«wgb] + —21-v¢v (V&) - g¢, (14)

1= (Vey +2veve - U?] - ¢

z g-V&vs, =0

+ va (Ve)? - g‘}z}

bei z = (. Der Nenner im letzten Term ist 0, wenn die Vertikalkomponente der Teilchenbeschleu-
nigung V@V &, gleich der Erdbeschleunigung ¢ ist, das heifit, wenn die Naherungsstrémung
instabil wird.

Wird als Naherung das Potential der Parallelstromung und die ungestrte Wasseroberfliche,
® = —Uz und ( = 0, verwendet, so erhilt man die klassische Kelvinbedingung

Ulboe — g, = 0 (15)



Wir folgen dagegen einer Idee von Dawson [3]. Er schligt als bessere Néherung das Potential
der Doppelkérperstromung und die ungestorte freie Wasseroberfliche vor (( = 0 und ¢ =
Doppelkérperpotential). Damit ist &, = 0, und (14) vereinfacht sich zu:

VeV (- (ve) + Veve) + %vw(wf — g4, — %@u (~(Ve)* +2veVe - U?) = 0 (16)

Wie Dawson bezeichnen wir mit dem Index ! Ableitungen in Richtung der Dop-
pelkérperstromung. Wir schreiben dann fiir skalare und vektorielle Felder H :

(V3V)H = & H, (17)

Mit dieser Schreibweise wird (16) zu:
1
3, (— (V&) + qus)l + B VH(VE) — gp. — 5P (—(V@)Z LOVEVS - UZ) =0 (18)
Mit H = ® ergibt sich aus (17): &; =|V$|
Wir erhalten als Doppelkorperlinearisierung fiir die Oberflichenbedingung:

V8| (- (V) + VYY) +|VE| VH(VE), - go. - %ézz (~(Ve)? +2veve - U?) = 0
(19)

Um unsere Oberflichenbedingung mit der von Dawson zu vergleichen, schreiben wir (18)
1 1
2 2 L &2 2 .
¢, (—@, + ‘I>z¢l)l +5Vev (‘I’z> —99: — 5% ( 3% 4+ 28,4, - U ) =0 (20)

Den zweiten Term in (20) kann man in &;(V®), V¢ umformen. Wenn man die Kriinmung
der Stromlinien vernachlassigt, kann (V&); durch V(®;) ersetzt werden. Dawson tut dies, ohne
es zu erwdahnen. Dann ergibt sich:

1
@, (—‘1’12 + ‘51451)1 + euidr — 9 - 52 (—@12 +2%;¢; — U2> =0 (21)

Auch dieser Ausdruck unterscheidet sich noch von Dawsons Gleichung
(#t1), - 99 = 28} @ (22)

um den Term 1&,, (—®?+ 2&;¢; — U?). Er stammt aus der Taylorentwicklung fiir das
Naherungspotential. Dawsons Randbedingung vernachlissigt also nicht nur die Kriimmung
der Stromlinien, sondern ist auch keine konsistente Linearisierung im Sinne einer abgebrochenen
Taylorentwicklung.

Wir halten daher (19) fiir eine bessere Naherung des nichtlinearen Problems.



5 Numerische Lésung mit Flachensingularitaten

Zur Losung der Laplacegleichung (1) mit ihren Randbedingungen wird das Potential durch
Uberlagerung von Rankinequellen, die sich aufierhalb der Fliissigkeit befinden, angenahert. Die
Singularitaten erfiillen bereits die Laplacegleichung. Wegen der Linearitat der Laplacegleichung
konnen durch ["Iberlagerung von Singularititen andere Losungen gefunden werden, die ebenfalls
die Laplacegleichung erfiillen. Die Verteilung dieser Singularitaten wird in einer Kollokationsme-
thode so bestimmt, dafl die Randbedingungen an einzelnen Kontrollpunkten eingehalten werden.

Wir wahlen die von Webster [5] vorgeschlagenen dreieckigen Panels, auf denen kontinuierlich
Rankinequellen mit bilinear veranderlicher Starke verteilt sind. Panels werden innerhalb des
Korpers und oberhalb eines Teils der freien Wasseroberfliche angeordnet. Bei in y-Richtung
symmetrischen Korpern wird nur eine Halfte des Korpers und der freien Oberfliche mit Kol-
lokationspunkten bedeckt. Durch Spiegelung der Panels werden dann automatisch auch auf
der anderen Seite die Randbedingungen erfiillt. Da nur an einem Teil der freien Oberfliche die
Randbedingung numerisch erfiillt werden kann, werden die Panels innerhalb des K&rpers wie zur
Berechnung der Doppelkorperstrémung in der Ebene z = 0 gespiegelt, so daf} durch die Panels
oberhalb der Wasseroherflache nur noch die Abweichungen von der Doppelkorperstromung ver-
ursacht werden miissen.

1;; sei das am Kollokationspunkt j induzierte Potential, wenn die Quelistarke am Knoten
(Panel-Eckpunkt) i gleich 1 und an allen anderen Knoten gleich 0 ist:

N

1

NN NN

Quellstirkenverteilung {iber den Quell-Panels aufgetragen

Wir setzen die Geschwindigkeit an jedem Kollokationspunkt j als Uberlagerung der Paral-
lelstromung und der von den Panels induzierten Geschwindigkeiten mit vorerst unbekannten
Quellstdrken o; an:

-U
Veéi=| 0 |+ oV (23)
0 i

Wir setzen (23) in die Randbedingungen ein. Dabei lassen wir der Ubersichtlichkeit halber
ab jetzt den Index j bei den Elementpotentialen ;; weg.

Randbedingung fiir Kollokationspunkte auf dem Koérper aus (2):

—n U+ 0 (V) = 0 (24)



Randbedingung fiir Kollokationspunkte auf der Wasseroberfliche aus (19):

—2|Ve| (|VHIVS|, + Udy) + (};z ((V<I>)2 +2%,U + U2>
+ Zai (VeI ((VeVY:) + (V) Vi) — gvbi, — .. (VEVY;)) =0 (25)

Die Gleichungen (24) und (25) formen ein lineares Gleichungssystem in o. Nach Losen des
Gleichungssystems ergibt sich das Geschwindigkeitsfeld nach (23).

Die fiir (25) bendtigten ersten Ableitungen des Doppelkdrperpotentials werden in einem ana-
logen Verfahren berechnet, bei dem nur (24) durch Anordnung von Kollokationspunkten auf
dem Korper erfiillt wird. (Die Oberflichenbedingung ¢, = 0 wird durch Spiegelung der Panels
erfiilllt.) ®,, wird durch einen einseitigen Differenzenquotienten aus den ®,-Werten bestimumt.

Das numerische Losungsverfahren muf auch fiir die Einhaltung der Strahlungsbedingung sor-
gen. Dawson (3] schligt hierzu die Verwendung eines speziellen Vier-Punkt-Differenzenoperators
fiir zweite Ableitungen in Stromlinienrichtung vor, bei dem aufler dem jeweiligen Kollokations-
punkt lediglich stromauf liegende Punkte benutzt werden. Diese Methode verlangt an den
Stromlinien der Doppelkorperstrémung orientierte Netze. Der verwendete Operator wurde von
Dawson mit Testrechnungen fiir ebene Strémung mit der einfachen Kelvinbedingung (15) empi-
risch gefunden. Kriterien waren:

¢ Die Wellenldnge soll der analytisch gefundenen entsprechen.

e Die Wellenamplitude soll in einigem Abstand von der Stérung konstant sein.

Die Ableitung nach [ von irgendeiner Funktion H wird also numerisch angendhert durch

Hy,~CA;H,+CB;H;_1+CC;H;_o + CD; H;_3 (26)

Dabei bedeutet H;; die Ableitung nach [ im Punkt P;. H; bis H;_s sind Stiitzwerte der Funk-
tion H an den Punkten P; bis P;_3, die alle auf derselben Stromlinie der Doppelkdrperstrémung
stromaufwarts von P; liegen. Die Koeffizienten CA; bis C'D; ergeben sich aus den Bogenlangen
L; (j = 1 bis 4 — 3) der Stromlinie zwischen dem Punkt P; und dem Punkt P;:

P,
L;= / "l auf der Stromlinie (27)
F;
CA; = —(CBi+ CC;i+ CD)) (28)
CB; = L} ,Li, (L?—z - L?—z) (L?—a + L?—2) /D (29)
CC; = —Li L%, (L, - 12,) (Lis+18,) /D, (30)
CD; = L?,I?, (L?—z - L?—l) (L?—z + L?—l) /D; (31)

D;=L; (L oL; 3(Li_3— L;_1)(Li-2 — L;—1) (Lics — Li—3) (Li—s + Li—o + L;—1)  (32)

Fiir die ersten und letzten beiden Segmente jeder Stromlinie wird ein Zwei-Punkt-Finite-
Differenzen—Operator benutzt. Er dient zur Vermeidung von Reflexionen am Rand des pane-
lierten Teils der Fliissigkeitsoberfliche, da er die entstandenen Wellen stark dampft.



6 Anordnung der Panels

Die Panels werden so angeordnet, daf} jeweils ein Knotenpunkt, an dem mehrere Dreiecke zusam-
menstoflen, dicht an einem Kollokationspunkt liegt. Der Abstand zwischen Kollokationspunkt
und zugehorigem Knoten richtet sich nach der ortlichen Netzfeinheit. Er ist etwa gleich der
halben kiirzesten Lange der an den Knoten angrenzenden Dreiecke.

Das Netz aus dreieckigen Panels dicht unterhalb der Kérperfliche wird in Bereichen, die
gering gekriimmt und nicht zu nahe an Kanten sind, recht grob gewéhlt. An Ecken und Kanten,
besonders an solchen, die quer zur erwarteten Stromungsrichtung liegen, mufy das Netz so fein
sein, dafl der quer zur Strémung liegende Winkel zwischen benachbarten Panels 135 Grad nicht
unterschreitet.

> I135°

Dies gilt auch fiir Steven oder vergleichbare Kanten auf Symmetrieebenen unter
Beriicksichtigung der gespiegelten Panels. Ecken in der Korperoberfliche miissen also abge-
rundet werden, da man das Netz nicht beliebig fein machen kann.

Am aufleren Rand des mit Panels belegten Teils der freien Oberfliche wird die Quellstarke 0
angesetzt. Einer Idee von Gadd [6] folgend, erstrecken sich die Panels an der der freien Oberfliche
etwas ins Korperinnere. Um numerische Probleme an den Staupunkten zu vermeiden, sollte die
innerste Reihe von Kollokationspunkten an der freien Oberfliche in einem kleinem Abstand vom
Korper (und der Symmetrieebene) verlaufen. Der Abstand der Punkte entlang einer Stromilinie
sollte so sein, daf fiir die zu berechnenden Geschwindigkeiten mindestens sieben Punkte auf
eine Wellenlinge der nachher berechneten Oberflichenkontur kommen. Diese kann man aus der
Wellenlinge einer freien Welle gleicher Phasengeschwindigkeit gut abschitzen. Das Netz sollte
auch hinreichend weit vor und hinter den Kérper reichen. Die seitliche Ausdehnung des Netzes
sollte so weit reichen, dafl die Bugwellen den seitlichen Rand nicht erreichen. Dies kann man
aus dem Kelvinwinkel abschétzen (Lange/Breite ca. 3). Es hat sich bew&dhrt, wenn der seitliche
Abstand der Punkte voneinander etwa so grof} ist wie der Abstand der Punkte voneinander in
Langsrichtung.

Wir benutzen fiir gebrauchliche Froudezahlen:

Netzlange vor dem Schiff: Max(0.5 Wellenlédnge,0.25 Schiffslange)
Netzlange hinter dem Schiff: Max(1 Wellenlinge,0.5 Schiffsldnge)
Netzbreite: 0.4 Gesamtnetzlange

Fehler im Netz lassen sich mitunter erst nach einer Rechnung feststellen. Ein zu schmales
Netz 1lafit die Wasseroberflaichenkontur am hinteren Teil des dufleren Rands knittern. Fehler
im Korpernetz duflern sich in unplausiblen Geschwindigkeiten auf der Kérperoberflache. Diese
lassen sich mitunter nicht véllig unterdriicken, aber zumindest sollte man darauf achten, dafl
diese offensichtlich falschen Geschwindigkeiten nur in einem kleinen Teil des Netzes auftreten,
so daf} der resultierende Fehler in der Druckintegration klein bleibt.



7 Ergebnisse

Fiir einige Schiffe und Unterwasserkérper wurden mit der beschriebenen Methode ¢,,-Werte
und Wellenbilder berechnet. Die Resultate zeigen hefriedigende I"Jbereinstimmung mit
Meflergebnissen. Im Vergleich mit anderen Panelmethoden aus Schweden [8], den USA 7,
den Niederlanden [9] und England [6] zeigt sich, dafl unsere Methode immer relativ hohe
Widerstands-Beiwerte liefert. Die genannten Methoden benutzen mit Ausnahme von {6/ die
Oberflichenbedingung von Dawson (22) statt (19).

Fiir ein parabolisches Wigley-Schiff nach [7] sowie fiir ein Series60-Schiff mit ¢g=0.6 sind die
berechneten c¢,,-Werte und das Spektrum der zugehorigen Meflergebnisse in den Bildern (1) und
(2) angegeben. Unterhalb einer Froude-Zahl von 0.2 lassen sich keine glaubwiirdigen Prognosen
machen. Bei niedrigen Froude-Zahlen und entsprechend kurzen Wellenlangen wiirde namlich
die notige Maschenweite des Oberflaichennetzes so eng, dafl das resultierende Gleichungssystemn
nicht mehr von dem installierten Programm verarbeitet werden kann. Z.7Z. liegt die Obergrenze
bei 1000 Kollokationspunkten.

Mit den am Institut fiir Schiffbau entwickelten Programmen lassen sich die Rechenergebnisse
auch grafisch auftragen. Bild (3) zeigt ein typisches Netz fiir K6rper- und Wasseroberfliche. Die
Kollokationspunkte befinden sich auf der Wasseroberfliche an den Kreuzen und auf dem Kérper
an den Eckpunkten der Dreiecke. Die Bilder (4) bis (8) zeigen Hohenlinien der Wasseroberfliche
fur das Wigley-Schiff bei verschiedenen Froude-Zahlen, die Bilder (9) bis (11) die entsprechenden
Ergebnisse fir das Series60-Schiff. Gestrichelte Linien sind Wellenberge, durchgezogene Linien
Wellentdler. Man erkennt in beiden Fallen deutlich den Kelvin-Winkel der Wellen hinter dem
Schiff.

Die Rechenzeit betrug auf dem IfS-Rechner (VAX 11-780) etwa 1 CPU-Stunde fiir das
Series60-Schiff pro untersuchte Geschwindigkeit.
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Bild 1: Wellenwiderstandsbeiwerte fiir Wigley-Schiff
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Bild 3: Typisches Netz, Kreuze sind Kollokationspunkte an der Wasseroberfliche, Eckpunkte
der Dreiecke sind Kollokationspunkte auf dem Schiff
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Bild 4: Hohenlinien der verformten Wasseroberfliche fiir Wigley-Schiff, Fy = 0.25
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Bild 8: Hohenlinien der verformten Wasseroberfliche fiir Wigley-Schiff, Fy = 0.45
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